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una variable observable. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.8. Resumen de las simulaciones al estimar los parámetros k y µe tomando
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considerando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil

datos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.7. Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro k y las con-
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3.8. Resultados numéricos al estimar el parámetro k y las condiciones iniciales,
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diciones iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y

tomando cinco datos, el algoritmo alcanzó convergencia en 3 iteraciones. 50
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iteraciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.42. Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones
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ciones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

3.48. Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones
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3.52. Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones
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Resumen

En este trabajo se realizó estimación de parámetros de un modelo de VIH/SIDA mediante

el algoritmo de minimización Broyden- Fletcher- Goldfarb- Shanno (BFGS), que no solo

toma información del gradiente sino también de la Hessiana. Para calcular el gradiente

se utilizó un método variacional que implica resolver el sistema adjunto del sistema de

estado. El sistema de estado y el sistema adjunto se resolvieron en cada iteración usando

el método Runge-Kutta de cuarto orden. Para perturbaciones en los datos del 10%, se

obtuvieron estimaciones con un error máximo en promedio del 4%.

Palabras clave: Estimación de parámetros, sistema adjunto, algoritmo BFGS, Runge-

Kutta, Gradiente, Hessiana.

Abstract

In this work, parameter estimation of an HIV/AIDS model was performed using the

Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) minimization algorithm, which utilizes not

only gradient information but also the Hessian. To compute the gradient, a variational

method was used, which involves solving the adjoint system of the state system. Both the

state system and the adjoint system were solved at each iteration using the fourth-order

Runge-Kutta method. For data perturbations of 10%, the estimated parameters had a

maximum average error of 4%

Keywords: Parameter estimation, adjoint system, BFGS algorithm, Runge-Kutta, Gra-

dient, Hessian.
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Introducción

De acuerdo con (Secretaŕıa de Salud, 2020), el Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH)

es descrito como un lentivirus de la familia Retrovidae, este virus tiene un periodo de in-

cubación prolongado, de hecho la enfermedad se presenta después de varios años. Existen

dos clases de VIH, el VIH-1 y el VIH-2; el primero ha resultado ser el más contagioso y

es responsable de la mayoŕıa de las infecciones por VIH en todo el mundo, convirtiéndolo

en un gran problema de salud global; la segunda clase de virus, el VIH-2, es menos con-

tagioso y se encuentra casi exclusivamente en África occidental.

Cuando no se cuenta con el tratamiento antiretroviral, el virus evoluciona de la siguiente

manera: se tiene la fase de infección aguda, en ella el virus comienza a replicarse con

incremento de la carga viral y un descenso de linfocitos TCD4+, los cuales son parte

importante de nuestro sistema inmunológico; posteriormente se llega a la fase crónica,

aunque la persona puede no presentar śıntomas por años, el virus se multiplica de mane-

ra importante; por último se tiene el Śındrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA),

que es la etapa cŕıtica del VIH .

Para el año 2010 alrededor de 34 millones de personas viv́ıan con SIDA, de las cuales

el 68% se encontraba en Asia Subsahariana, seguida de Asia Oriental y Sudoriental con

alrededor de 4 millones de infectados; en tercer lugar, se encontraba América Latina,

Europa Oriental y Asia Central con alrededor de 1.5 millones de personas. En este mismo

año, la situación de la epidemia mejoró, sin embargo, la cantidad de muertes ocasionadas

por el virus segúıa siendo preocupante (Secretaŕıa de Salud, 2012).

Como se detalla en el documento (ONUSIDA, 2024), el número de nuevas infecciones a

nivel mundial ha ido descendiendo desde 2010 alrededor de un 39%, considerando que

en ese año se reportaron 2.1 millones [1.7 millones-2.7 millones] de nuevas infecciones en

comparación con las 1.3 millones [1 millón-1.7 millones] reportadas en 2023. Aunque esto

refleja un importante avance, el objetivo para 2025 era estar por debajo de 370 000, lo

cual está muy lejos de ocurrir.

En América Latina se estima que en el periodo 2010-2022 el número de nuevas infecciones

ha aumentado un 8%, teniendo alrededor de 110 mil infecciones en 2022. Además, en este

mismo año la prevalencia del VIH en adultos de 15 a 49 años fue del 0.5% (0.3-0.6%).

Sin embargo, el número de personas fallecidas ha disminuido pasando de 42 mil muertes

en 2010 a 27 mil en 2022, lo que se atribuye al uso del tratamiento Antirretroviral (CEN-

SIDA, 2022).

En México, fue en el año de 1983 cuando se reportaron los primeros casos de VIH, para

los siguientes años el número de infectados fue en aumento, ya que no se contaba con

un tratamiento eficaz y no todos los pacientes eran atendidos, de hecho generalmente la
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atención era brindada en hospitales de tercer nivel. Para finales de los años ochenta, en

nuestro páıs se comenzó a utilizar el AZT (Zidovudina, Azidotimidina), esto como parte

de los ensayos cĺınicos con el fármaco, pero fue hasta 1991 que el tratamiento estuvo

totalmente disponible; a pesar de esto, la situación no mejoró ya que el AZT no era sufi-

cientemente eficaz (CIENI, 2011).

Para 1996, se presentó un tratamiento con resultados extraordinarios, se trató de un

Tratamiento Antirretrov́ırico (TAR), el cual combinaba tres fármacos. En ese momento,

México tuvo la oportunidad de ser el primer páıs en v́ıas de desarrollo que permitiera el

acceso a dicho tratamiento de manera inmediata, sin embargo, las autoridades impidie-

ron que esto ocurriera y consecuentemente los resultados fueron desastrosos, debido a la

cantidad de personas que murieron por no contar con un tratamiento (CIENI, 2011).

El activismo jugó un papel importante para que el TAR pudiera llegar a nuestro páıs, a

tal grado que entre 1997 y 1998 se aprobó la compra de fármacos antirretrovirales. En un

inicio, éstos fueron ofrecidos a las personas que teńıan seguridad social (IMSS o ISSSTE).

Cabe mencionar que no hubo una correcta organización, coordinación y regulación del

uso del TAR, pues se usaban inadecuadamente las dosis y los intervalos de aplicación, sin

regulación en el uso y distribución de fármacos. Aśı, a pesar de que hubo cierta mejoŕıa,

no fue la esperada en comparación de páıses como Brasil o Estados Unidos (CIENI, 2011).

En 1997, surge el FONSIDA (Fondo Nacional para Atención a Personas con VIH/SIDA),

con el cual se buscaba facilitar el acceso a los antirretrovirales de las personas con VIH

que no contaban con seguridad social. La falta de interés por parte de las autoridades

llevó a que este proyecto fracasara y la consecuencia de esto fue la cancelación del fondo,

dejando a más de treinta mil personas sin tratamiento (CIENI, 2011).

Desde el inicio de la pandemia de VIH/SIDA y hasta el 15 de abril del 2024, en México

se han reportado en total 375 296 casos de VIH, de los cuales 10 892 se encuentran en el

estado de Tabasco. En la tabla 2 se muestra el número de casos nuevos de VIH en el páıs,

desde 1983 hasta el primer trimestre de 2024, junto con otros indicadores. Por otro lado,

en la tabla 1 se muestran los datos para el estado de Tabasco en los mismos periodos. En

estas tablas se consideran las siguientes definiciones:

Incidencia “
Número de casos nuevos por año

No. total de personas en riesgo al comienzo del periodo
ˆ 100000.

Mortalidad “
Número de defunciones por año

Población total
ˆ 100000.
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Tabasco

Indicador/Periodo 1983-2017 2018 2019 2020 2021 2022 2023 2024

Casos 7277 618 594 382 656 670 575 120

Incidencia 25.2 24.0 15.3 26.0 25.5 21.7 4.5

Tabla 1: Casos reportados por año en el estado de Tabasco e incidencia (Secretaŕıa de Salud,
2024).

México

Indicador/Periodo 1983-2017 2018 2019 2020 2021

Casos 272972 17608 17618 10575 16241

Incidencia 14.1 14.0 8.3 12.7

Mortalidad 4.04 4.2 3.63 3.62

Indicador/Periodo 2022 2023 2024

Casos 18,012 17,739 4531

Incidencia 14.0 13.5 3.4

Mortalidad 3.71

Tabla 2: Casos reportados por año en el páıs, incidencia y mortalidad (Secretaŕıa de Salud,
2024).

Muchos aspectos que ayudan a comprender y analizar enfermedades, inclúıdo el VIH/SIDA,

han sido obtenidos del uso de modelos matemáticos y las herramientas de modelación co-

rrespondientes, inclúıdos los aspectos teóricos de existencia y unicidad de las soluciones

de los modelos, hasta la solución numérica para un estudio eficiente y económico de es-

cenarios, pasando por la estimación de parámetros de los modelos (Barberis et al., 2021;

Olarte & Muñoz, 2021; Peregrino et al., 2023; Sungchasit et al., 2022).

Marco Teórico

A finales de la década de 1980 surgieron los primeros modelos de infección de VIH, mis-

mos que tomaron como base modelos epidemiológicos existentes, como el modelo SIS o

el modelo SIR diseñados para describir la propagación de infecciones entre individuos en

una población. En los casos como el VIH, se requeŕıa no solo modelar cómo se transmit́ıa

entre individuos, sino también modelar la dinámica viral dentro del individuo y para

ello surgieron los modelos de dinámica viral, con los cuales se buscaba describir cómo

se propagaba un virus entre las células sanas dentro del cuerpo de un solo individuo.

Este tipo de modelos también han sido utilizados para estudiar otras infecciones virales

humanas, como la hepatitis B (Nowak et al., 1996), hepatitis C (Alavez-Ramı́rez et al.,

2011), influenza (de la Pava Salgado, 2010; Murillo et al., 2013), el dengue (Nuraini et al.,
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2009; Olarte & Muñoz, 2021), entre otras (Hill, 2018).

En el caso del SIDA, se cuenta con modelos sofisticados que constan de 6 ecuaciones o

más y consideran entre sus variables las terapias antiretrovirales (Hill, 2018) mientras

que los modelos más simples solo estudian la relación entre carga viral V , la cantidad de

células linfáticas sanas Ts y la cantidad de células linfáticas infectadas Te, dando lugar

a modelos de solo tres ecuaciones con tres incógnitas. Un ejemplo de estos últimos es el

siguiente modelo diferencial

$

’

’

’

&

’

’

’

%

9Ts “ q ` βTs

ˆ

1 ´
Ts

TMax

˙

´ µsTs ´ kTsV,

9Te “ kTsV ´ µeTe,
9V “ ρTe ´ µV V.

(1)

Las variables y parámetros involucrados en el sistema (1) son:

‚ Tsptq: densidad de población de células linfáticas sanas en el tiempo t. Esta variable

se considera medible u observable.

‚ Teptq: densidad de población de células linfáticas TCD4` infectadas productivamen-

te al tiempo t.

‚ V ptq: densidad de carga viral del VIH-1 en el tiempo t. Esta también se considera

una variable observable o medible.

‚ q: tasa de creación de células Ts desde fuentes del cuerpo.

‚ β: tasa de proliferación máxima de células Ts. La proliferación se considera de tipo

loǵıstico.

‚ Tmax: valor de saturación de la densidad de la población Ts, este es un dato medible,

cuyo rango es 200 ´ 1500.

‚ µs: tasa per cápita de mortalidad de las células Ts.

‚ k: tasa de infección de células Ts por el VIH-1.

‚ µe: tasa per cápita de mortalidad de las células Te.

‚ ρ: tasa de producción de virus por células infectadas productivamente.

‚ µV : tasa per cápita de mortalidad del virus.
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Cada parámetro del sistema (1) es estrictamente positivo, a menos que el virus esté au-

sente. En la tabla 3 se especifican las unidades en que se deben medir las variables de

estado y los parámetros. Nuestro interés en este trabajo de tesis es dentro del campo de

la estimación de parámetros, la cual consiste en minimizar un funcional que depende de

mediciones de algunas de las variables del modelo, las diferentes metodoloǵıas difieren

básicamente en cuál es el funcional y cómo lo minimizan. Nuestro interés es mostrar la

aplicación de una metodoloǵıa que para minimizar el funcional utiliza un método quasi

Newton, el algoritmo de minimización Broyden- Fletcher- Goldfarb- Shanno (BFGS), que

como usa información no sólo del gradiente sino también de la matriz Hessiana o de la

concavidad de la función, requiere de menos iteraciones para dar resultados satisfacto-

rios, aunque esto implica que se tenga una manera eficiente de calcular el diferencial del

funcional (Alavez-Ramı́rez, 2007; Juárez et al., 2024; Juárez Valencia & Rojas, 2022).

Siendo este nuestro interés principal, trabajaremos con el modelo (1).

Parámetros Unidades

Ts células/mm3

Te células/mm3

V copias/ml (10´3 copias/µlq

q (células/mm3)ˆ d́ıa´1

β células/mm3

Tmax células/mm3

µs d́ıa´1

k copias/µlˆ d́ıa´1 ” µl/(copias ˆ d́ıa)

µe d́ıa´1

p (copias/µl)ˆ (células/mm3)ˆ d́ıa´1 ” copias/ (células ˆ d́ıa)

µV d́ıa´1

Tabla 3: Unidades en que se miden las variables de estado y los parámetros del sistema (1).

Justificación

Aunque actualmente se puede notar una evolución en el tratamiento del VIH, las estad́ısti-

cas muestran que este virus continúa siendo causa de preocupación a nivel mundial. Para

estudiar, con modelos del tipo (1), la relación entre la carga viral y las células inmunológi-

cas TCD4+, es necesario conocer los valores de los parámetros correspondientes a cada

situación espećıfica, lo cual normalmente no se tiene disponible en la práctica y deben

estimarse estos valores. En este contexto, en el presente trabajo de tesis nos enfocamos

en el ajuste de parámetros a partir de observaciones sintéticas, que correspondeŕıan a
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mediciones de campo en la práctica.

Pregunta de investigación

¿Es posible estimar parámetros del modelo del SIDA conociendo mediciones de algunas

de sus variables y minimizando un funcional con el algoritmo BFGS?

Hipótesis

Los parámetros del modelo (1) se pueden estimar minimizando un funcional con el método

BFGS y calculando el gradiente con el método de la adjunta, tomando como datos las

mediciones de algunas de sus variables.

Glosario

Término Definición

Prevalencia

Proporción de la población que padece la en-

fermedad en estudio en un momento dado, y

se denomina únicamente como prevalencia.

Incidencia

Volumen de casos nuevos que aparecen en un

periodo determinado en proporción a la po-

blación en riesgo; también puede manifestar

la velocidad con que aparecen tales casos.

Mortalidad

Número de defunciones que ocurren por cada

1000, 10000 o 100000 habitantes en un año

determinado. Es un indicador que depende

de la estructura por edad de la población, por

lo que para hacerlo comparable con el mismo

indicador de otras poblaciones, se debe de

estandarizar (tipificar).

Objetivo general

Diseñar un programa para implementar el método BFGS y minimizar el funcional de

ajuste de parámetros, calculando su gradiente por el método de la adjunta.
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Objetivos espećıficos

1. Entender conceptualmente el modelo del SIDA (1).

2. Estudiar los resultados sobre la estabilidad local y global de los equilibrios del mo-

delo (1).

3. Hacer un programa para resolver numéricamente el modelo (1) y visualizar algunas

dinámicas.

4. Estudiar el método de la adjunta para calcular gradientes de funcionales y calcular

el gradiente del funcional L de estimación de parámetros.

5. Hacer un programa para resolver numéricamente el modelo adjunto de (1).

6. Hacer un programa con el algoritmo BFGS para minimizar el funcional L de esti-

mación de parámetros.

Metodoloǵıa

1. Revisar (Alavez-Ramı́rez, 2007) para estudiar conceptualmente el modelo del SIDA

(1).

2. Revisar (Alavez-Ramı́rez, 2007) para estudiar los resultados sobre la estabilidad

local y global de los equilibrios del modelo (1).

3. Hacer un programa en MatLab para resolver numéricamente el modelo (1) y su

sistema adjunto.

4. Revisar (Juárez Valencia & Rojas, 2022) para estudiar el problema de minimización

asociado con la estimación de parámetros del modelo (1).

5. Aplicar la metodoloǵıa de estimación de parámetros para recuperar los parámetros

del modelo a partir de datos sintéticos.
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Caṕıtulo 1
Un modelo del SIDA y su dinámica

En este caṕıtulo se presenta un modelo estándar del VIH/SIDA propuesto por Perelson

y Nelson (Perelson & Nelson, 1999) que estudia la relación entre el virus y el sistema

inmune. Dicho modelo consta de tres variables de estado: las cantidad de células sanas

pTsq, la cantidad de células infectadas pTeq y la carga viral o la cantidad de virus pV q.

Además, se muestran en este caṕıtulo algunos resultados teóricos sobre la dinámica del

sistema de EDO’s asociado a dicho modelo.

De igual forma, se incluyen simulaciones numéricas para visualizar el comportamiento,

a través del tiempo, de las variables de estado, para algunos escenarios (condiciones

iniciales) que ilustran los resultados teóricos mencionados.

1.1. Formulación del modelo para el VIH/SIDA

En este trabajo se estudia el siguiente modelo matemático (Perelson & Nelson, 1999)

para la dinámica del VIH/SIDA:

9Ts “ q ` βTs

ˆ

1 ´
Ts

Tmax

˙

´ µsTs ´ kTsV,

9Te “ kTsV ´ µeTe,
9V “ ρTe ´ µV V.

(1.1)

Teóricamente, la existencia y unicidad de las curvas solución de este sistema de EDO’s,

dependen de un valor inicial para cada una de la variables de estado. Las variables y

parámetros de este sistema diferencial, se definen a continuación.

‚ Tsptq: densidad de población de células linfáticas sanas en el tiempo t. Esta variable

se considera medible u observable.

9
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1.1. FORMULACIÓN DEL MODELO PARA EL VIH/SIDA 10

‚ Teptq: densidad población de células linfáticas TCD4` infectadas productivamente

al tiempo t.

‚ V ptq: densidad de carga viral del VIH-1 en el tiempo t. Esta también se considera

una variable observable o medible.

‚ q: tasa de creación de células Ts desde fuentes del cuerpo.

‚ β: tasa de proliferación máxima de células Ts. La proliferación se considera de tipo

loǵıstico.

‚ Tmax: valor de saturación de la densidad de la población Ts, este es un dato medible,

cuyo rango es 200 ´ 1500.

‚ µs: tasa per cápita de mortalidad de las células Ts.

‚ k: tasa de infección de células Ts por el VIH-1.

‚ µe: tasa per cápita de mortalidad de las células Te.

‚ ρ: tasa de producción de virus por células infectadas productivamente.

‚ µV : tasa per cápita de mortalidad del virus.

En este contexto, la proliferación se refiere al proceso por el cual las células inmunitarias

se dividen y aumentan en número dentro del organismo.

Cada parámetro del sistema (1.1) es estrictamente positivo, a menos que el virus esté

ausente. En la tabla 1.1 se especifican las unidades de cada variable de estado (Ts, Te, V )

y cada uno de los parámetros.

Parámetros Unidades

Ts células/mm3

Te células/mm3

V copias/ml (10´3 copias/µlq

q (células/mm3)ˆ d́ıa´1

β células/mm3

Tmax células/mm3

µs d́ıa´1

k copias/µlˆ d́ıa´1 ” µl/(copias ˆ d́ıa)

µe d́ıa´1

p (copias/µl)ˆ (células/mm3)ˆ d́ıa´1 ” copias/ (células ˆ d́ıa)

µV d́ıa´1

Tabla 1.1: Unidades en que se miden las variables de estado y los parámetros del sistema (1).
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1.2. EQUILIBRIOS Y ESTABILIDAD 11

1.2. Equilibrios y estabilidad

1.2.1. Equilibrio trivial y no trivial

Para obtener los estados de equilibro del sistema (1.1), se debe hacer cero cada derivada

del sistema, es decir los equilibrios del sistema son los valores de las variables de estado

que satisfacen el sistema algebraico

q ` βTs

ˆ

1 ´
Ts

Tmax

˙

´ µsTs ´ kTsV “ 0,

kTsV ´ µeTe “ 0,

ρTe ´ µV V “ 0.

(1.2)

Para encontrar los equilibrios se consideran dos casos: cuando el virus está ausente y

cuando este se encuentra presente. En el primer caso, se tiene que V “ 0, de lo cual se

obtiene que Te “ 0, por lo que, para encontrar los equilibrios en este caso, basta con

encontrar las ráıces de la ecuación cuadrática

q ` Tspβ ´ µsq ´
β

Tmax

pTsq
2 “ 0. (1.3)

Las ráıces de la ecuación cuadrática (1.3) son

Ts˘ “
´pβ ´ µsq ˘

b

pβ ´ µsq
2 ` 4 βq

Tmax

´2 β
Tmax

“ ´
Tmax

2β

«

´pβ ´ µsq ˘

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

ff

.

Nótese que

´
Tmax

2β

«

´pβ ´ µsq `

c

pβ ´ µsq2 ` 4
βq

Tmax

ff

“
Tmax

2β

«

pβ ´ µsq ´

c

pβ ´ µsq2 ` 4
βq

Tmax

ff

ă 0

y que

´
Tmax

2β

«

´pβ ´ µsq ´

c

pβ ´ µsq2 ` 4
βq

Tmax

ff

“
Tmax

2β

«

pβ ´ µsq `

c

pβ ´ µsq2 ` 4
βq

Tmax

ff

ą 0.

Por lo que, la ráız positiva está dada por

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



1.2. EQUILIBRIOS Y ESTABILIDAD 12

Ts` “
Tmax

2β

„

pβ ´ µsq `

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

ȷ

(1.4)

y la negativa por

Ts´ “
Tmax

2β

„

pβ ´ µsq ´

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

ȷ

(1.5)

Por lo que se tienen dos equilibrios para el caso V “ 0 pero, como se aclarará más

adelante, solo uno tiene sentido biológico (ver figura 1.1):

E` “ pTs`, 0, 0q
T y E´ “ pTs´, 0, 0q

T .

Figura 1.1: Equilibrios del individuo sano.

Para el segundo caso, en el que se tiene un enfermo crónico, se consideran los estados de

equilibrio no triviales, los cuales se representan como E˚ “ pT ˚
s , T

˚
e , V

˚q. Para estos casos

V ˚ ą 0, aśı que de (1.2), se obtiene:

T ˚
e “

µV

ρ
¨ V ˚, (1.6)

T ˚
s “

µeµV

kρ
, (1.7)

V ˚
“
1

k

„

pβ ´ µsq `
q

T ˚
s

´ β
T ˚
s

Tmax

ȷ

. (1.8)

De estas expresiones se ve que hay a lo mas un equilibrio no trivial E˚. Para expresar los

valores de las variables del equilibrio no trivial E˚, se hará uso del parámetro umbral R0

que se define como

R0 ”
kρ

µeµV

Ts`. (1.9)

Este parámetro es fundamental para determinar cómo evoluciona la enfermedad, ya sea
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hacia la cura o hacia la enfermedad crónica.

De (1.7), resulta que

R0 “
Ts`

T ˚
s

ą 0. (1.10)

Por otro lado, se sabe que Ts` satisface (1.3), es decir,

q ` Ts`pβ ´ µsq ´
β

Tmax

pTs`q2 “ 0,

de donde se sigue que

β ´ µs “
βTs`

Tmax

´
q

Ts`

. (1.11)

Sustituyendo (1.11) en (1.8) y haciendo uso de (1.10), se tiene que

V ˚
“

1

k

„

βTs`

Tmax

´
q

Ts`

`
q

T ˚
s

´ β
T ˚
s

Tmax

ȷ

“
1

k

„

βTs`

Tmax

´
q

Ts`

`
q

T ˚
s

´ β
Ts˚

Tmax

ȷ

Ts`T
˚
s

Ts`T ˚
s

“
1

k

„

βTs`

Tmax

1

R0

R0 ´
q

Ts`

`
q

T ˚
s

Ts`T
˚
s

Ts`T ˚
s

´ β
Ts˚

Tmax

1

R0

Ts`

T ˚
s

ȷ

“
1

k

„

βTs`

R0Tmax

R0 ´
q

Ts`

`
q

Ts`

Ts`T
˚
s

pT ˚
s q2

´ β
Ts`

R0Tmax

T ˚
s

T ˚
s

ȷ

“
1

k

„

βTs`

R0Tmax

R0 ´
q

Ts`

`
q

Ts`

R0 ´ β
Ts`

R0Tmax

ȷ

“
1

k

„

βTs`

R0Tmax

pR0 ´ 1q `
q

Ts`

pR0 ´ 1q

ȷ

,

por lo que

V ˚ “
1

k

„

q

Ts`

`
βTs`

R0Tmax

ȷ

pR0 ´ 1q.

Nótese que si R0 “ 1, V ˚ “ 0 y T ˚
e “ 0, entonces E˚ “ pT ˚

s , 0, 0q. De (1.10), si R0 “ 1,

entonces T ˚
s “ Ts`, por lo que en este caso E˚ “ E` y solo existen los dos equilibrios

libres de enfermedad. Por otro lado, para cada uno de los casos R0 ă 1 y R0 ą 1 existe

un equilibrio no trivial, los cuales se ilustran en la figura 1.2.
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1.2. EQUILIBRIOS Y ESTABILIDAD 14

Figura 1.2: Equilibrios para los casos R0 ă 1 y R0 ą 1.

Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. El modelo (1.1) tiene los siguientes equilibrios con respecto al parámetro

R0.

i) Si R0 ă 1, tiene tres equilibrios E´, E` y E˚, pero E´ y E˚ no tienen sentido

biológico.

ii) Si R0 “ 1, solo tiene dos equilibrios E´ y E`, pero E´ no tiene sentido biológico.

iii) Si R0 ą 1, tiene tres equilibrios E´, E` y E˚, pero solo E` y E˚ tienen sentido

biológico.

De esta manera, se tienen los dos teoremas siguientes.

Teorema 1.2.2 (Alavez-Ramı́rez, 2007). Si R0 ď 1, entonces E` “ pTs`, 0, 0qT es el

único estado de equilibrio admisible para el sistema (1.1).

Teorema 1.2.3 (Alavez-Ramı́rez, 2007). El estado de equilibrio E˚ “ pT ˚
s , T

˚
e , V

˚q es

admisible si y sólo si R0 ą 1. En este caso, también se tiene que 0 ă T ˚
s ă Ts`pă Tmaxq.

La prueba de los teoremas 1.2.2 y 1.2.3 se puede consultar en (Alavez-Ramı́rez, 2007).

1.2.2. Estabilidad local de los estados de equilibrio

Para realizar el estudio de la estabilidad de los estados de equilibrio, es necesario obtener

la matriz jacobiana del sistema (1.1) en todos los puntos del espacio fase, la cual está

dada de la siguiente manera

JpTs, Te, V q “

¨

˚

˚

˚

˝

β

ˆ

1 ´ 2
Ts

Tmax

˙

´ µs ´ kV 0 ´kTs

kV ´µe kTs

0 ρ ´µV

˛

‹

‹

‹

‚

. (1.12)
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1.2. EQUILIBRIOS Y ESTABILIDAD 15

Considérese el caso del estado de equilibrio trivial, para ver la estabilidad local se evalúa

la matriz jacobiana del sistema (1.1) en E` “ pTs`, 0, 0qT , de donde se obtiene

JpE`q “

¨

˚

˚

˚

˝

β

ˆ

1 ´ 2
Ts`

Tmax

˙

´ µs 0 ´kTs`

0 ´µe kTs`

0 ρ ´µV

˛

‹

‹

‹

‚

. (1.13)

De la expresión en (1.4), se tiene que

Ts` “
Tmax

2β

„

pβ ´ µsq `

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

ȷ

2β

Tmax

Ts` “ pβ ´ µsq `

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

2β

Tmax

Ts` ´ β ` µs “

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

β

ˆ

2
Ts`

Tmax

´ 1

˙

` µs “

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

,

´β

ˆ

2
Ts`

Tmax

´ 1

˙

´ µs “ ´

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

,

β

ˆ

1 ´ 2
Ts`

Tmax

˙

´ µs “ ´

c

pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

,

β

ˆ

1 ´ 2
Ts`

Tmax

˙

´ µs “ ´
?
∆.

Donde ∆ ” pβ ´ µsq
2 ` 4

βq

Tmax

ą 0, de esta manera se reescribe (1.13) como

JpE`q “

¨

˚

˝

´
?
∆ 0 ´kTs`

0 ´µe kTs`

0 ρ ´µV

˛

‹

‚

. (1.14)

Para obtener el polinomio caracteŕıstico de (1.13), notemos que de (1.9) se sigue que

Ts` “
µeµV

kρ
R0, de esta manera

ppλq “ detpJpE`q ´ λIq

“ p´
?
∆ ´ λqrp´µe ´ λqp´µV ´ λq ´ ρkTs`s

“ p´
?
∆ ´ λqrµeµV ` pµe ` µV qλ ` λ2

´ ρkTs`s

“ p´
?
∆ ´ λq

„

µeµV ` pµe ` µV qλ ` λ2
´ ρk

ˆ

µeµV

kρ
R0

˙ȷ

“ p´
?
∆ ´ λq

“

pµe ` µV qλ ` λ2
´ µeµVR0 ` µeµV

‰

.
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1.2. EQUILIBRIOS Y ESTABILIDAD 16

Por lo que

ppλq “ p´
?
∆ ´ λqrλ2

` pµe ` µV qλ ` p1 ´ R0qµeµV s.

Aśı uno de los autovalores de (1.13) es ´
?
∆ ă 0, mientras que los otros se obtienen

calculando las ráıces del polinomio cuadrático

πpλq “ λ2
` pµe ` µV qλ ` p1 ´ R0qµeµV . (1.15)

Para que el equilibrio sea localmente asintóticamente estable, todos sus valores propios

deben tener parte real negativa. Las ráıces de la ecuación anterior tendrán parte real

negativa si y sólo si todos sus coeficientes son positivos. Nótese que para que se cumpla

p1 ´ R0qµeµV ą 0 se debe tener R0 ă 1, y por lo tanto, se concluye que si R0 ă 1, el

estado de equilibrio trivial E` “ pTs`, 0, 0qT es localmente asintóticamente estable.

Nota 1.2.4. Para el caso en el que R0 “ 1, hay al menos una ráız de la ecuación

cuadrática (1.15) igual a cero, por lo cual no se puede dar una conclusión inmediata con

respecto a la estabilidad, pero en (Alavez-Ramı́rez, 2007) se dan condiciones bajo las

cuales cuando R0 “ 1, el equilibrio E` es localmente asintóticamente estable.

Para estudiar la estabilidad del equilibrio no trivial, primero se evalúa la matriz jacobiana

(1.12) en E˚ “ pT ˚
s , T

˚
e , V

˚qT :

JpE˚
q “

¨

˚

˚

˚

˝

β

ˆ

1 ´ 2
T ˚
s

Tmax

˙

´ µs ´ kV ˚ 0 ´kT ˚
s

kV ˚ ´µe kT ˚
s

0 ρ ´µV

˛

‹

‹

‹

‚

. (1.16)

Con fines de simplificar la expresión para la entrada p1, 1q de JpE˚q se considera la primera

ecuación del sistema (1.2), tomando Ts “ T ˚
s y V “ V ˚:

q ` βT ˚
s

ˆ

1 ´
T ˚
s

Tmax

˙

´ µsT
˚
s ´ kT ˚

s V
˚

“ 0;

q ` T ˚
s

„

β

ˆ

1 ´ 2
T ˚
s

Tmax

`
T ˚
s

Tmax

˙

´ µs ´ kV ˚

ȷ

“ 0;

T ˚
s

„

β

ˆ

1 ´ 2
T ˚
s

Tmax

˙

` β
T ˚
s

Tmax

´ µs ´ kV ˚

ȷ

“ ´q;

β

ˆ

1 ´ 2
T ˚
s

Tmax

˙

` β
T ˚
s

Tmax

´ µs ´ kV ˚
“ ´

q

T ˚
s

;

β

ˆ

1 ´ 2
T ˚
s

Tmax

˙

´ µs ´ kV ˚
“ ´

q

T ˚
s

´ β
T ˚
s

Tmax

;
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1.3. SOLUCIÓN NUMÉRICA DEL MODELO 17

β

ˆ

1 ´ 2
T ˚
s

Tmax

˙

´ µs ´ kV ˚
“ ´

1

T ˚
s

ˆ

q ` β
pT ˚

s q2

Tmax

˙

.

La última ecuación nos da una expresión alternativa para la entrada p1, 1q de JpE˚q, que

si la llamamos b, entonces b “ ´ 1
T˚
s

´

q ` β pT˚
s q2

Tmax

¯

y (1.16) se reescribe como

JpE˚
q “

¨

˚

˝

b 0 ´kT ˚
s

kV ˚ ´µe kT ˚
s

0 ρ ´µV

˛

‹

‚

(1.17)

Para este caso, el polinomio caracteŕıstico es

σpλq “ pλ ` bqrλ2
` pµe ` µV qλs ` k2pT ˚

s V
˚.

En (Alavez-Ramı́rez, 2007) se puede ver que si R0 ą 1 entonces todos los autovalores

de (1.17) tendrán parte real negativa y entonces el estado de equilibrio no trivial será

localmente asintóticamente estable. Además, alĺı también se muestra que en este caso, el

estado de equilibrio E` es inestable.

(a) Si R0 ă 1, existen tres equili-
brios.

(b) Si R0 “ 1, el equilibrio E˚ co-
lapsa a E`.

(c) Si R0 ą 1, existen tres equili-
brios.

Figura 1.3: Equilibrios para los casos: R0 ă 1, R0 “ 1 y R0 ą 1. En color rojo se muestran los
equilibrios inestables y en azul los estables.

1.3. Solución numérica del modelo

En esta sección se tratará la solución numérica del modelo del VIH/SIDA que nos ocupa.

Será resuelto por un método de Runge-Kutta. Los métodos de Runge Kutta son métodos

iterativos que son utilizados con frecuencia para aproximar las soluciones de sistemas de

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con condiciones iniciales, siendo el más popular el

Runge-Kutta de cuarto orden (RK4), el cual, si el sistema a resolver es
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y1
ptq “ fpt, yq, t P p0, T q

yp0q “ α,

entonces se hace una partición de r0, T s definiendo N ` 1 nodos como ti “ ih, para

i “ 0, 1, .., N donde h “ T {N . Con esto, el método RK4 proporciona las aproximaciones

yi para yptiq de la siguiente manera:

yi`1 “ yi `
h

6
pk1 ` 2k2 ` 2k3 ` k4q ,

y0 “ α,

donde

k1 “ fpti, yiq,

k2 “ f

ˆ

ti `
h

2
, yi `

h

2
k1

˙

,

k3 “ f

ˆ

ti `
h

2
, yi `

h

2
k2

˙

,

k4 “ f pti`1 ` h, yi ` k3q ,

para i “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1. El término 1
6

pk1 ` 2k2 ` 2k3 ` k4q, puede ser considerado como

una “pendiente promedio” de la solución en el intervalo rti, ti`1s.

Este método tiene un error local de truncamiento O ph4q siempre que la solución ten-

ga cinco derivadas continuas (Burden & Faires, 2002). En general, los métodos del tipo

Runge-Kutta son adecuados para problemas no ŕıgidos (como en el caso del modelo del

SIDA que nos ocupa) en los que se requiere una precisión moderada, pero no son adecua-

dos para problemas ŕıgidos (Burden & Faires, 2002).

Utilizando este método (RK4), se resolvió numéricamente el modelo (1.1) para ilustrar

la dinámica del VIH. Se muestran dos escenarios que corresponden a: un enfermo que

se cura (caso 1 y caso 2) y un enfermo crónico (caso 3). Los valores utilizados de los

parámetros se especifican en la tabla 1.2; las condiciones iniciales para los tres casos fueron

Ts0 “ 70, Te0 “ 30 y V0 “ 200. De acuerdo a las fórmulas obtenidas para los equilibrios

en la sección 2.2: en el caso 1 se tiene que E` “ p1421.7, 0, 0q, E´ “ p´87.9245, 0, 0q,

E˚ “ pT ˚
s , T

˚
e , V

˚qT “ p2369.1,´372.46,´0.13036qT ; en el caso 2, E` “ p1421.7, 0, 0q,
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E´ “ p´87.9245, 0, 0q y E˚ colapsa en E`; por último, para el caso 3, E` “ p1421.7, 0, 0q,

E´ “ p´87.9245, 0, 0q y E˚ “ pT ˚
s , T

˚
e , V

˚qT “ p1015.1, 71.8, 478.4qT .

El comportamiento de las variables para los casos 1, 2 y 3 se muestran en las figuras 1.4,

1.5 y 1.6, respectivamente.

q β Tmax µs µe k µV ρ R0

Caso 1 10 0.12 1500 1.33 ˆ 10´2 0.5 6.03 ˆ 10´1 0.4 1.4 ˆ 10´4 0.6

Caso 2 10 0.12 1500 1.33 ˆ 10´2 0.5 5.2754 ˆ 10´5 0.4 2.6667 1.0

Caso 3 10 0.12 1500 1.33 ˆ 10´2 0.5 7.3885 ˆ 10´5 0.4 2.6667 1.4

Tabla 1.2: Valores de los parámetros del modelo y del parámetro umbral R0.

Figura 1.4: Caso 1. Dinámica del VIH/SIDA en el caso en el que teóricamente existe una cura,
para el cual, R0 “ 0.6. La dinámica del sistema diferencial está determinada por el punto de
equilibrio trivial E` “ p1421.7, 0, 0q, que es localmente asintóticamente estable.

Figura 1.5: Caso 2. Dinámica del VIH/SIDA en el caso en el que teóricamente existe una cura,
para el cual, R0 “ 1.La dinámica del sistema diferencial está determinada por el punto de
equilibrio trivial E` “ p1421.7, 0, 0q, que es localmente asintóticamente estable.
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1.4. CURVAS DE FASE 20

Figura 1.6: Caso 3. Dinámica del VIH/SIDA en el caso en el que el paciente tiene una enfermedad
crónica, para el cual, R0 “ 1.4. Se tiene que Ts` “ 1421.7 y el estado de equilibrio no trivial es
E˚ “ pT ˚

s , T
˚
e , V

˚qT “ p1015.3, 71.7, 478.2qT , que es localmente asintóticamente estable.

1.4. Curvas de fase

En esta sección se presentan las curvas de fase alrededor de los puntos de equilibrio de

acuerdo con los casos presentados en la sección anterior, con el fin de ilustrar y verificar

los resultados teóricos obtenidos para la estabilidad de estos equilibrios.

En las figuras que se presentarán, los puntos de color azul, representan equilibrios esta-

bles, mientras que los puntos de color rojo representan equilibrios inestables.

En la figura 1.7 se presenta el diagrama de fase para el caso 1, en el que R0 “ 0.6, es decir,

R0 ă 1. Se tienen tres equilibrios E´, E` y E˚, para los cuales con los parámetros utiliza-

dos, se obtiene E´ “ p´87.9245, 0, 0q, E` “ p1421.7, 0, 0q y E˚ “ p2369.1,´372.5,´0.1q,

siendo E´ y E˚ inestables. En el sentido biológico, solo se admite E`, el cual, de acuerdo

con los resultados de estabilidad, es localmente asintóticamente estable, lo que se refleja

en la figura 1.7.

En la figura 1.8 se muestra el diagrama de fase para el caso 2, en el que R0 “ 1. En dicha

figura se puede observar el equilibrio E`, y la dinámica alrededor del mismo. En este

caso, para los valores que se asignaron a los parámetros, se observa que este equilibrio es

estable. En esta figura no se muestra el equilibrio E´ y el equilibrio E˚ no existe. Con

los parámetros utilizados, se tiene que E´ “ p´87.9245, 0, 0q y E` “ p1421.7, 0, 0q.

Por último, la figura 1.9 corresponde al caso 3, en el que R0 “ 1.4 ą 1. Para este caso, se

admiten matemáticamente tres equilibrios, que con los valores asignados a los parámetros

son E´ “ p´87.9245, 0, 0q, E` “ p1421.7, 0, 0q y E˚ “ p1015.1, 71.8, 478.4q. En este caso,

los equilibrios E´ y E` son inestables pero E˚ es localmente asintóticamente estable, tal
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1.4. CURVAS DE FASE 21

como se logra ver en la figura.

Figura 1.7: Retrato fase para el caso 1, R0 “ 0.6 y dinámica local alrededor del equilibrio
E` “ p1421.7, 0, 0q, el cual es localmente asintóticamente estable, mientras que los equilibrios
E´ “ p´87.9245, 0, 0q y E˚ “ p2369.1,´372.5,´0.1q son inestables (e inadmisibles desde el
punto de vista biológico). Las condiciones iniciales las representamos con el śımbolo “o”.

Figura 1.8: Retrato fase para el caso 2, R0 “ 1 y dinámica local alrededor del equilibrio E` “

p1421.7, 0, 0q, el cual es localmente asintóticamente estable, el equilibrio E˚, colapsa en E` y el
equilibrio E´ “ p´87.9245, 0, 0q existe matemáticamente pero no es admisible biológicamente
y no se muestra en esta figura. El śımbolo “o”, representa las condiciones iniciales.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



1.4. CURVAS DE FASE 22

Figura 1.9: Retrato fase para el caso 3, R0 “ 1.4 y dinámica alrededor del equilibrio E˚ “

p1015.1, 71.8, 478.4q el cual es localmente asintóticamente estable. En este caso, se tiene que los
equilibrios E´ “ p´87.9245, 0, 0q, E` “ p1421.7, 0, 0q son inestables. Las condiciones iniciales
las representamos con el śımbolo “o”. Las curvas que inician cerca de E´ pasan cerca de E` y
siguen su camino hacia E˚.
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Caṕıtulo 2
El problema de estimación de

parámetros como un problema de

minimización

2.1. Definición de la función L objetivo

Considérese xptq P Rd como una variable de estado en el tiempo t P I “ rt0, tf s, que

cumple el problema de valores iniciales

9xptq “ fpt,xptq,θq, x pt0q “ x0. (2.1)

La función vectorial f : R ˆ Rd ˆ Rnp ÞÑ Rd, se supone en C1pRd`npq (derivable con

respecto a las variables x y θ). Aqúı np representa la dimensión del vector de parámetros

θ. Se denotará la solución de este problema como x pt;x0,θq cuando sea expĺıcita su

dependencia de x0 y θ . Además, se supone que se dispone de m mediciones vectoriales

en los tiempos t0 ď t1 ď . . . ď tm ď tf en I:

xi “ x pti;x0,θq ` ϵi, i “ 1, . . . ,m. (2.2)

En este caso, ϵi P Rd son vectores aleatorios independientes que representan errores de

medición y siguen una distribución Gaussiana multivariada con media cero y varianzas

vectoriales σ2
i P Rd. Comúnmente, se usa una perturbación Gaussiana porque muchos

fenómenos siguen ese comportamiento en sus datos y en sus perturbaciones, y además

por sus propiedades matemáticas de linealidad y estabilidad. En general, no todas las

componentes de xptq son observables, por tal motivo, se consideran variables observables

y no observables, y por tanto,

23
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2.2. CÁLCULO DEL GRADIENTE DE L 24

xij “

#

0, para toda i “ 1, ..,m, si la variable j es no observable

x̄ij, si la variable j es observable
(2.3)

donde x̄ij es el valor observado de la variable j en el tiempo de observación i.

El objetivo del problema de estimación de parámetros es encontrar aproximaciones sa-

tisfactorias del vector desconocido θ y de las condiciones iniciales x0, a partir de las

mediciones, para lo cual se minimiza la siguiente función objetivo de mı́nimos cuadrados

L px0,θq “
1

2

›

›

›

›

x0 ´ s0
σ0

›

›

›

›

2

d

`
1

2

m
ÿ

i“1

›

›

›

›

x pti;x0,θq ´ xi

σi

›

›

›

›

2

d

, (2.4)

donde xptq debe satisfacer la ODE (2.1).

El vector fijo s0 denota la medición experimental de las condiciones iniciales. Se asume

que todas las componentes de la variable de estado x son observables en el tiempo inicial

t0.

2.2. Cálculo del gradiente de L

En esta sección el objetivo es calcular de manera eficiente el gradiente de L con respecto

a x0 y θ, con el fin de minimizar el funcional L de (2.4) con un método tipo Newton o que

use derivadas, es decir, minimizar L para encontrar las condiciones iniciales x0 P Rd y

los parámetros θ P Rnp que resuelven el problema de ajuste. Debido a que en este trabajo

de tesis se supone que la variable de estado x es C1 y satisface un modelo determinista,

se pueden usar métodos de descenso por gradientes o algoritmos cuasi-Newton y sus

variantes. Uno de los aspectos más costosos al usar estos métodos es calcular el gradiente

o jacobiano de la función objetivo en cada iteración. En seguida, se describen algunos

enfoques que se usan para calcular este gradiente.

2.2.1. Enfoque variacional

Sea z definida por z “ px0,θq
T

P Rd`np, que contiene las condiciones iniciales y el vector

de parámetros desconocidos para el sistema dinámico de (2.1). Entonces se puede escribir,

con una precisión de primer orden,

δL “ L pz ` δzq ´ L pzq « ∇L pzq ¨ δz, (2.5)
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2.2. CÁLCULO DEL GRADIENTE DE L 25

donde δz “ pδx0, δθq
T es una perturbación para z. Lo anterior se puede reescribir con

más detalle como

δL “ L px0 ` δx0,θ ` δθq ´ L px0,θq « ∇x0L px0,θq ¨ δx0 ` ∇θL px0,θq ¨ δθ. (2.6)

Con ∇x0 y ∇θ se denotan los gradientes con respecto a x0 y θ, respectivamente. El lado
derecho de (2.6), se puede desarrollar de acuerdo a la definición de L , como sigue:

L px0 ` δx0,θ ` δθq ´ L px0,θq “ 1
2

ˆ

›

›

›

x0`δx0´s0
σ0

›

›

›

2

d
`
řm

i“1

›

›

›

xpti;x0`δx0,θ`δθq´xi

σi

›

›

›

2

d

˙

´ 1
2

ˆ

›

›

›

x0´s0
σ0

›

›

›

2

d
`
řm

i“1

›

›

›

xpti;x0,θq´xi

σi

›

›

›

2

d

˙

“ 1
2

ˆ

›

›

›

x0`δx0´s0
σ0

›

›

›

2

d
´

›

›

›

x0´s0
σ0

›

›

›

2

d

˙

` 1
2

ˆ

řm
i“1

ˆ

›

›

›

xpti;x0`δx0,θ`δθq´xi

σi

›

›

›

2

d
´

›

›

›

xpti;x0,θq´xi

σi

›

›

›

2

d

˙˙

.

(2.7)

Nótese que

›

›

›

›

x0 ` δx0 ´ s0
σ0

›

›

›

›

2

d

“

›

›

›

›

px0 ´ s0q ` δx0

σ0

›

›

›

›

2

d

“
ppx0 ´ s0q ` δx0q

2

σ2
0

“
px0 ´ s0q

2
` 2 px0 ´ s0q ¨ δx0 ` pδx0q2

σ2
0

,

donde se está usando la notación x2 ” x ¨ x, es decir, el producto punto de x con él

mismo. Despreciando el término cuadrático pδx0q
2 resulta que

›

›

›

›

x0 ` δx0 ´ s0
σ0

›

›

›

›

2

d

«
px0 ´ s0q

2
` 2 px0 ´ s0q ¨ δx0

σ2
0

. (2.8)

Además,
›

›

›

›

x0 ´ s0
σ0

›

›

›

›

2

d

“
px0 ´ s0q

2

σ2
0

. (2.9)

Haciendo la diferencia de (2.8) y (2.9)

›

›

›

›

x0 ` δx0 ´ s0
σ0

›

›

›

›

2

d

´

›

›

›

›

x0 ´ s0
σ0

›

›

›

›

2

d

«
2 px0 ´ s0q ¨ δx0

σ2
0

. (2.10)

Para los términos dentro de la sumatoria de (2.7) se considera la expansión en serie de

Taylor de primer orden alrededor del punto px0,θq para x pti;x0 ` δx0,θ ` δθq. De esta

manera,

x pti;x0 ` δx0,θ ` δθq « x pti;x0,θq `
Bx̄ pti;x0,θq

Bx0

δx0 `
Bx̄ pti;x0,θq

Bθ
δθ. (2.11)
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2.2. CÁLCULO DEL GRADIENTE DE L 26

Por lo que

›

›

›

›

x pti;x0 ` δx0,θ ` δθq ´ xi

σi

›

›

›

›

2

no

«

›

›

›

›

›

x pti;x0,θq `
Bx̄pti;x0,θq

Bx0
δx0 `

Bx̄pti;x0,θq

Bθ
δθ ´ xi

σi

›

›

›

›

›

2

d

“

›

›

›

›

›

›

px pti;x0,θq ´ xiq `

´

Bx̄pti;x0,θq

Bx0
δx0 `

Bx̄pti;x0,θq

Bθ
δθ

¯

σi

›

›

›

›

›

›

2

d

“

´

px pti;x0,θq ´ xiq `

´

Bx̄pti;x0,θq

Bx0
δx0 `

Bx̄pti;x0,θq

Bθ
δθ

¯¯2

σ̄2
i

.

Se debe desarrollar el binomio cuadrado del numerador, pero antes, para simplificar se

usará la notación Dx0x̄ “
Bx̄pti;x0,θq

Bx0
, Dθx̄ “

Bx̄pti;x0,θq

Bθ
y x̄ “ x pti;x0,θq. Con esto se

obtiene

ppx ´ xiq ` ppDx0x̄qδx0 ` pDθx̄qδθqq
2

“ px ´ xiq
2

` 2 px ´ xiq ¨ ppDx0x̄qδx0 ` pDθx̄qδθq

` ppDx0x̄qδx0 ` pDθx̄qδθq
2 .

Despreciando el término cuadrático ppDx0x̄qδx0 ` pDθx̄qδθq
2, se tendrá

›

›

›

›

x pti;x0 ` δx0,θ ` δθq ´ xi

σi

›

›

›

›

2

d

«
px ´ xiq

2
` 2 px ´ xiq ¨ ppDx0x̄qδx0 ` pDθx̄qδθq

σ̄2
i

.

(2.12)

Por otro lado,
›

›

›

›

x pti;x0,θq ´ xi

σi

›

›

›

›

2

d

“
px pti;x0,θq ´ xiq

2

σ2
i

. (2.13)

Aśı, de restar (2.13) de (2.12) se obtiene que

›

›

›

›

x pti;x0 ` δx0,θ ` δθq ´ xi

σi

›

›

›

›

2

d

´

›

›

›

›

x pti;x0,θq ´ xi

σi

›

›

›

›

2

d

«
2 px ´ xiq ¨ ppDx0

x̄qδx0 ` pDθx̄qδθq

σ̄2
i

. (2.14)

Sustituyendo (2.10) y (2.14) en (2.7) resulta

δL “ L px0 ` δx0,θ ` δθq´L px0,θq «
px0 ´ s0q

σ2
0

¨δx0`

m
ÿ

i“1

px ´ xiq

σ̄2
i

¨ppDx0
x̄qδx0 ` pDθx̄qδθq . (2.15)

De forma equivalente,

δL «
x0 ´ s0

σ2
0

¨ δx0 `

m
ÿ

i“1

x pti;x0,θq ´ xi

σ2
i

¨

ˆ

Bx pti;x0,θq

Bx0
δx0 `

Bx pti;x0,θq

Bθ
δθ

˙

, (2.16)
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Asimismo, se tiene que

δL «
px0 ´ s0q

σ2
0

¨ δx0 `

m
ÿ

i“1

ˆ

pDx0x̄q
T px ´ xiq

σ̄2
i

¨ δx0 ` pDθx̄q
T px ´ xiq

σ̄2
i

¨ δθ

˙

o equivalentemente

δL «

˜

px0 ´ s0q

σ2
0

`

m
ÿ

i“1

pDx0x̄q
T px ´ xiq

σ̄2
i

¸

¨ δx0 `

m
ÿ

i“1

pDθx̄q
T px ´ xiq

σ̄2
i

¨ δθ. (2.17)

La expresión (2.17) está prácticamente en la forma

δL « Algo ¨ δz,

salvo términos de segundo orden, con lo que se concluye que∇L pzq es igual a la expresión

Algo, es decir

∇L pzq “

˜

px0 ´ s0q

σ2
0

`

m
ÿ

i“1

pDx0x̄q
T px ´ xiq

σ̄2
i

,
m
ÿ

i“1

pDθx̄q
T px ´ xiq

σ̄2
i

¸

.

El problema con esta expresión del gradiente es que involucra las derivadas Dx0x̄ y Dθx̄.

Las matrices Bx pti;x0,θq {Bx0 y Bx pti;x0,θq {Bθ de (2.16) son los jacobianos de las va-

riables observables x pti;x0,θq en con respecto a x0 y θ, respectivamente. Estas derivadas

parciales, comúnmente son conocidas como “sensibilidades de las observables” y su eva-

luación puede requerir de un esfuerzo computacional grande. La primera matriz tiene

dimensiones d ˆ d y la segunda d ˆ np, sin embargo, algunos de los renglones de estas

matrices son 0, por lo que el número total de derivadas parciales a calcular en (2.16) es

m ˆ nopd ` npq, donde no representa el número de variables observables.

Nota 2.2.1. En la deducción de (2.17) se utiliza la siguiente propiedad matricial en

combinación con el producto escalar:

Si M es una matriz de m ˆ n, v un vector de m ˆ 1 y w un vector de n ˆ 1, se cumple

que v ¨ Mw “ pMTvq ¨ w.

Una justificación de esto se sigue de considerar x e y vectores columna de dimensión nˆ1

y recordar que x ¨ y “ xTy; aśı

v ¨ pMwq “ vT pMwq “ vT
`

MT
˘T

w “ pMTvq
Tw “ pMTvq ¨ w.
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2.3. Método variacional para calcular sensibilidades

Como se explica en (Juárez Valencia & Rojas, 2022), el método variacional para calcular

sensibilidades (las matrices Dx0x̄ y Dθx̄) es también conocido como el “enfoque directo”,

debido a que para calcularlas se debe resolver un problema de valor inicial para el cual las

variables dependientes son las derivadas parciales que definen las sensibilidades. Para ver

esto, lo primero a considerar es el cálculo de las sensibilidades con respecto al parámetro

θ. Para ello el jacobiano Bx pt;x0,θq {Bθ se denotará como J pt;x0,θq, para simplificar la

notación. De aqúı:

J pt;x0,θq δθ « x pt;x0,θ ` δθq ´ x pt;x0,θq .

Derivando con respecto a t,

9Jpt;θqδθ « 9x pt;x0,θ ` δθq ´ 9x pt;x0,θq

“ f px pt;x0,θ ` δθq ,θ ` δθq ´ f px pt;x0,θq ,θq

« fx px pt;x0,θq ,θq J pt;x0,θq δθ ` fθ px pt;x0,θq ,θq δθ.

Entonces, xptq “ x pt;x0,θq y Jptq “ J pt;x0,θq satisfacen las siguientes ecuaciones:

9xptq “ fpxptq,θq, t0 ă t ď tf ,

x pt0q “ x0;
9Jptq “ fxpxptq,θqJptq ` fθpxptq,θq, t0 ă t ď tf ,

J pt0q “ O.

(2.18)

Las ecuaciones para el jacobiano J forman un sistema matricial de ecuaciones diferenciales

y la condición inicial para J resulta de

J pt0q “ J pt0;x0,θq “
Bx pt0;x0,θq

Bθ
“

Bx0

Bθ
“ O (matriz nula).

La condición inicial para J está resaltando el hecho de que x0 no depende de θ. De manera

similar, se puede concluir para la matriz de sensibilidades con respecto a x0, que satisface

un sistema de ecuaciones diferenciales similar al anterior. Aśı que, computacionalmente,

se debe encontrar la solución de sistemas matriciales de ecuaciones diferenciales que deben

ser evaluadas en cada tiempo experimental ti, 1 ď i ď m. Con esto queda claro que el

trabajo computacional requerido se incrementa en cada iteración, por lo que en algunos

casos llega a ser excesivo. Para más detalles ver (Juárez Valencia & Rojas, 2022). Esto

motiva el estudio de métodos alternativos para calcular las sensibilidades observables

(SO); en la siguiente sección se desarrollará el método de la adjunta.
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2.4. El método de la adjunta para calcular SO

Se desea calcular el gradiente de L sin calcular directamente las matrices jacobianas,

con el fin de evitar el trabajo computacional que esto implica. Para esto se utilizará una

metodoloǵıa que requiere de los siguientes espacios de Hilbert:

V “ L2
`

rt0, tf s ;Rd
˘

“

!

v : rt0, tf s Ñ Rd |
ştf
t0

}vptq}2dt ă 8

)

,

H “ H1
`

rt0, tf s ;Rd
˘

“ tv P V | dv{dt P V u.

El producto interno considerado en V está dado por xu,vy “
ştf
t0
uptq ¨ vptqdt que induce

la norma }u}V “ xu,uy1{2. Para ver que 9xptq P V , se debe verificar que fpt,xptq,θq P V ;

esto se cumple ya que f P C1pRd`npq. De esta manera, se concluye que x P H.

Del sistema de estado (2.1), se tiene

9xptq “ fpxptq,θq.

Diferenciando ambos lados de la igualdad anterior

δ 9xptq “ fx pxptq,x0,θq δxptq ` fx0 pxptq,x0,θq δx0 ` fθ pxptq,x0,θq δθ.

Y multiplicando esta igualdad por una función p (arbitraria en H), se tendrá

δ 9xptq¨pptq “ rfx pxptq,x0,θq δxptq ` fx0 pxptq,x0,θq δx0 ` fθ pxptq,x0,θq δθs¨pptq, @p P H.

Integrando se obtiene lo siguiente:

ż tf

t0

δ 9xptq¨pptqdt “

ż tf

t0

rfx pxptq,x0,θq δxptq ` fx0 pxptq,x0,θq δx0 ` fθ pxptq,x0,θq δθs¨pptqdt,

(2.19)

donde fx, fx0 y fθ son los jacobianos de f con respecto a x,x0 y θ, respectivamente.

La función p es arbitraria en H, pero si se escoge adecuadament, aportará información

sobre las variaciones de la solución xptq con respecto a x0 y θ, evitando el cálculo de las

matrices jacobianas.

Analizando el lado izquierdo de la igualdad (2.19) y suponiendo para fines prácticos, que
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usaremos mas adelante, que δx “ pδx1, δx2, δx3qT y p “ pp1, p2, p3qT , entonces

ż tf

t0

δ 9xptq ¨ pptqdt “

ż tf

t0

rδ 9x1ptqp1ptq ` δ 9x2ptqp2ptq ` δ 9x3ptqp3ptqsdt

“

ż tf

t0

δ 9x1ptqp1ptqdt `

ż tf

t0

δ 9x2ptqp2ptqdt `

ż tf

t0

δ 9x3ptqp3ptqdt.

Aplicando integración por partes a cada sumando de la expresión anterior, se tiene que

ż tf

t0

δ 9xptq ¨ pptqdt “ p1ptqδx1ptq|
tf
t0 ´

ż tf

t0

δx1ptq 9p1ptqdt ` p2ptqδx2ptq|
tf
t0

´

ż tf

t0

δx2ptq 9p2ptqdt ` p3ptqδx3ptq|
tf
t0 ´

ż tf

t0

δx3ptq 9p3ptqdt,

“ rp1ptqδx1ptq ` p2ptqδx2ptq ` p3ptqδx3ptqs
tf
t0

´

ż tf

t0

rδx1ptq 9p1ptq ` δx2ptq 9p2ptq ` δx3ptq 9p3ptqs dt,

“ rpptq ¨ δxptqs
tf
t0 ´

ż tf

t0

δxptq ¨ 9pptqdt.

Sustituyendo esta expresión en el lado izquierdo de (2.19) se obtiene

pptq ¨ δxptq|
tf
t0 ´

ż tf

t0

9pptq ¨ δxptqdt “

ż tf

t0

rfxδxptq ` fx0δx0 ` fθδθs ¨ pptqdt,

y desarrollando el lado derecho de la igualdad queda:

pptq ¨ δxptq|
tf
t0 ´

ż tf

t0

9pptq ¨ δxptqdt “

ż tf

t0

rfxδxptq ¨ pptq ` fx0δx0 ¨ pptq ` fθδθ ¨ pptqs dt.

Aplicando la propiedad de la nota 2.2.1, se sigue que

pptq ¨ δxptq|
tf
t0 ´

ż tf

t0

9pptq¨δxptqdt “

ż tf

t0

␣“

fTx p
‰

ptq ¨ δxptq `
“

fTx0
p
‰

ptq ¨ δx0ptq `
“

fTθ p
‰

ptq ¨ δθ
(

dt.

Tomando en cuenta que f no depende expĺıcitamente de x0, se tiene lo siguiente:

pptq ¨ δxptq|
tf
t0 ´

ż tf

t0

9pptq ¨ δxptqdt “

ż tf

t0

“

fTx p
‰

ptq ¨ δxptq `

ż tf

t0

“

fTθ p
‰

ptq ¨ δθdt.

Agrupando términos resulta que

pptq ¨ δxptq|
tf
t0 ´

ż tf

t0

␣

9pptq `
“

fTx p
‰

ptq
(

¨ δxptqdt “

ż tf

t0

“

fTθ p
‰

ptq ¨ δθdt. (2.20)
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En este punto vale la pena recordar que lo que se quiere hacer es calcular el gradiente

de L sin calcular directamente las SO. Para esto se tomará como referencia la ecuación

(2.16). Es decir, se desea calcular la variación total de x pt;x0,θq con respecto a x0 y θ,

que está dada de la siguiente manera:

δx pt;x0,θq “ x pt;x0 ` δx0,θ ` δθq ´ x pt;x0,θq

«
Bx pt;x0,θq

Bx0

δx0 `
Bx pt;x0,θq

Bθ
δθ. (2.21)

Para evitar el cálculo expĺıcito de δx como en (2.21), se escogerá una p de tal manera

que a partir de (2.20) se obtenga una expresión práctica para δxptq. Para esto se escoge

a p como la solución del siguiente problema:

´ 9pptq “ fxpxptq,θq
Tpptq `

m
ÿ

i“1

px pti;x0,θq ´ xiq

σ2
i

δD pt ´ tiq , tf ą t ě t0, (2.22)

pptf q “ 0. (2.23)

Aqúı, m es el número de observaciones y δD pt ´ tiq es la función de la medida de Dirac

centrada en ti. Al sistema (2.22) se le conoce como ecuación adjunta al sistema de estado

o a la ecuación (2.1). La formulación variacional de este sistema adjunto es obtenida al

multiplicar por una función de prueba diferenciable ϕptq e integrando:

´

ż tf

t0

␣

9pptq `
“

fTx p
‰

ptq
(

¨ ϕptqdt “

ż tf

t0

m
ÿ

i“1

px pti;x0,θq ´ xiq

σ2
i

δD pt ´ tiq ¨ ϕptqdt. (2.24)

La integral del lado derecho puede ser escrita como

m
ÿ

i“1

px pti;x0,θq ´ xiq

σ2
i

¨ ϕ ptiq .

Entonces (2.24) se convierte en

´

ż tf

t0

␣

9pptq `
“

fTx p
‰

ptq
(

¨ ϕptqdt “

m
ÿ

i“1

px pti;x0,θq ´ xiq

σ2
i

¨ ϕ ptiq . (2.25)

Al elegir ϕptq “ δx̄ptq en la ecuación (2.25) y sustituir en la ecuación (2.20), se obtiene

pptq ¨ δxptq|
tf
t0 `

m
ÿ

i“1

px pti;x0,θq ´ xiq

σ2
i

¨ δx ptiq “

ż tf

t0

“

fTθ p
‰

ptq ¨ δθdt. (2.26)

Evaluando el primer término en los ĺımites de integración y considerando que p satisface
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la condición final pptf q “ 0, se obtiene

´p pt0q ¨ δx pt0q `

m
ÿ

i“1

px pti;x0,θq ´ xiq

σ2
i

¨ δx̄ ptiq “

ż tf

t0

“

fTθ p
‰

ptq ¨ δθdt. (2.27)

Que se puede reescribir como

m
ÿ

i“1

px pti;x0,θq ´ xiq

σ2
i

¨ δx̄ ptiq “ p pt0q ¨ δx pt0q `

ż tf

t0

“

fTθ p
‰

ptq ¨ δθdt. (2.28)

Sustituyendo en (2.16)

δL «
x0 ´ s0
σ2

0

¨ δx0 ` p pt0q ¨ δx pt0q `

ż tf

t0

“

fTθ p
‰

ptq ¨ δθdt, (2.29)

de donde resulta que

∇x0L px0,θq ¨ δx0 ` ∇θL px0,θq ¨ δθ

“ x0´s0
σ2
0

¨ δx0 ` p pt0q ¨ δx0 `

”

ştf
t0

“

fTθ p
‰

ptqdt
ı

¨ δθ.
(2.30)

Aśı, el gradiente de la función objetivo es ∇L pzq “ p∇x0L px0,θq ,∇θL px0,θqq
T y

queda expresado por

∇x0L px0,θq “
x0 ´ s0
σ2

0

` p pt0q , (2.31)

∇θL px0,θq “

ż tf

t0

fθ pxptq,x0,θq
T pptqdt. (2.32)

Observación 2.4.1. En esta sección el problema abordado fue obtener una fórmula

para el gradiente, que a diferencia de la fórmula (2.17), evite el cálculo de las matrices

Jacobianas, con el fin de eficientar los cálculos. Al introducir la ecuación adjunta, se

llega a la expresión (2.31) y (2.32) para el gradiente. Nótese que estas expresiones sólo

requieren de la solución de la ecuación de estado (2.1) y la solución del sistema adjunto

(2.22), lo que disminuye considerablemente los cálculos con respecto a la expresión (2.17).

2.5. Solución de la ecuación adjunta y cálculo del gradiente

El sistema adjunto (2.22) es un sistema para el cual se conoce una condición final en tf y

se debe resolver hacia atrás en el tiempo hasta t0, que es el valor que se utiliza en el cálculo

del gradiente. Este sistema se puede resolver numéricamente hacia atrás en el tiempo pero

en esta sección se muestra cómo transformarlo en un problema de valor inicial. Para eso
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se introduce un cambio de variable adecuado y se aplica el método numérico RK4, que

ya se describió en el Caṕıtulo I. Se denota la nueva variable independiente como τ , y

la nueva variable dependiente como pA. El cambio de variable se obtiene a partir de la

relación tf ´ τ “ t ´ t0, con lo cual se tiene

pptq “ p ptf ´ pτ ´ t0qq ” pApτq ùñ 9pptq “ ´ 9pApτq, (2.33)

obteniendo el sistema dinámico continuo (con dinámica hacia adelante en el tiempo)

9pApτq “ fx pxApτq,θq
T pApτq `

řm
i“1

xApτi,x0,θq´xm`1´i

σ2
m`1´i

δD pτi ´ τq , t0 ď τ ă tf ,

pA pτ0q “ 0.
(2.34)

Este sistema tampoco es fácil de resolver de manera anaĺıtica, por lo cual se resuelve

numéricamente. Una vez obtenido pA se utiliza el cambio de variable para obtener p,

y una vez obtenida p se calcula la integral que define a la parte correspondiente del

gradiente, dada por (2.32), la cual se puede resolver numéricamente por ejemplo con el

método de Simpson.

Hasta este momento se ha definido el problema de ajuste mediante la minimización de un

funcional, para el cual se cuenta con una fórmula eficiente para calcular su gradiente. Para

minimizar numéricamente dicho funcional existen varios algoritmos, como el de descenso

por el gradiente, gradiente conjugado, método de Newton, o el algoritmo BFGS, entre

otros. En la siguiente sección ilustramos las ideas expuestas para el caso en el que el

modelo corresponde al del SIDA que nos ocupa en este trabajo de tesis.

2.6. Ejemplificación de las ideas expuestas al caso del modelo

del SIDA

Definición de la función objetivo. Para ejemplificar las ideas de la sección 2.1 consideramos

el modelo que es de interés en este trabajo, en el que la variable de estado x satisface el

modelo estándar del SIDA (1.1):

9Ts “ q ` βTs

ˆ

1 ´
Ts

Tmax

˙

´ µsTs ´ kTsV,

9Te “ kTsV ´ µeTe,
9V “ ρTe ´ µV V,
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que se complementa con condiciones iniciales Tspt0q “ Ts0, Tept0q “ Te0, V pt0q “ V0. En

este caso, el número de ecuaciones del modelo es d “ 3 y la variable de estado es el vector

xptq “ pTsptq, Teptq, V ptqqT . El número de parámetros es np “ 8 (aunque no todos podŕıan

ser desconocidos). En la figura 2.1 se muestra la solución xptq usando el algoritmo RK4, en

el intervalo de tiempo rt0, tf s “ r0, 30s, usando los valores de los parámetros siguientes θ “

pq, β, Tmax, µs, k, µe, ρ, µvqT “ p10, 0.12, 1500, 1.33ˆ 10´2, 3.1662ˆ 10´3, 0.5, 2.6667, 0.4qT ,

que serán llamados valores exactos, y condiciones iniciales x0 “ p70, 30, 200qT que serán

llamadas exactas. Estos valores se tomaron de la referencia (Perelson & Nelson, 1999;

Perelson et al., 1993) ya que en esa referencia se muestran también series de tiempo aso-

ciadas con estos valores. En la figura 2.1 se muestra el comportamiento de las variables

para estos valores de parámetros que corresponden a un caso en el que R0 “ 60 y el equi-

librio no trivial E˚ “ p23.6874, 24.9651, 166.4362q es localmente asintóticamente estable.

Figura 2.1: Solución exacta del modelo estándar del SIDA.

Cálculo del gradiente de L con sensibilidades. En el caso del modelo del SIDA (1.1) de

interés y suponiendo que el número de variables observables fuera no “ 3 y si hay m “ 13

mediciones experimentales, se tendŕıan que calcular 13ˆ3p3`8q “ 429 sensibilidades pa-

ra obtener el gradiente en cada iteración de un método del tipo gradiente o cuasi-Newton.

El método de la adjunta para calcular SO. Nótese que para el modelo que se está tra-

bajando, xptq “ x pt;x0,θq P H. Para verificar esto, primero se verá que xptq P V ; en

nuestro caso xptq “ pTsptq, Teptq, V ptqq y de acuerdo con los resultados sobre la estabilidad

estudiados en el caṕıtulo 1, se sabe que xptq se va a un equilibrio, por lo que no toma

valores infinitos y de esta manera la integral de su norma al cuadrado es finita.

Cálculo del gradiente y solución de la ecuación adjunta. Para el modelo del SIDA que se
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está trabajando, si suponemos que x “ pTsptq, Teptq, V ptqq
T , entonces la ecuación adjunta

(2.34) toma la siguiente forma:

»

—

—

—

–

9pA1
pτq

9pA2pτq

9pA3pτq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

–

β
´

1 ´ 2 Ts

Tmax

¯

´ µs ´ kV kV 0

0 ´µe ρ

´kTs kTs ´µV

fi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

–

pA1
pτq

pA2pτq

pA3pτq

fi

ffi

ffi

ffi

fl

`

»

—

—

—

—

–

řm
i“1

Tspτiq´Tsm`1´i

σ2
i1

δD pτi ´ τq

řm
i“1

Tepτiq´Tem`1´i

σ2
i2

δD pτi ´ τq

řm
i“1

V pτiq´Vm`1´i

σ2
i3

δD pτi ´ τq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.35)

Una vez que se resuelve esta ecuación adjunta hacia adelante, se recupera la solución p de

la ecuación adjunta hacia atrás (2.22) tomando p ptiq “ pA pτm`1´iq , i “ 1, . . . ,m. Para

concluir con el cálculo del gradiente se debe calcular la integral en (2.32) cuyo integrando

es

fθ pxptq, θq
T pptq “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1 0 0

Tsptq
´

1 ´
Tsptq
Tmax

¯

0 0

β
´

Tsptq
Tmax

¯2

0 0

´Tsptq 0 0

´TsptqV ptq TsptqV ptq 0

0 ´Teptq 0

0 0 Teptq

0 0 ´V ptq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

p1ptq

p2ptq

p3ptq

fi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

p1ptq

Tsptq
´

1 ´
Tsptq
Tmax

¯

p1ptq

β
´

Tsptq
Tmax

¯2

p1ptq

´Tsptqp1ptq

TsptqV ptqpp2ptq ´ p1ptqq

´Teptqp2ptq

Teptqp3ptq

´V ptqp3ptq

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

” Iptq. (2.36)

Nota 2.6.1. En la expresión (2.36) se están involucrando todos los parámetros, pero en

el caso de que no todos se tengan que estimar, es necesario eliminar (no es lo mismo que

poner un cero en esa posición) los respectivos renglones. Por ejemplo, si el parámetro 2

y el parámetro 5 ya están definidos y no se deben identificar, entonces se deben eliminar
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las filas 2 y 5 de (2.36).

Finalmente, haciendo uso de la regla de Simpson en el conjunto de nodos de la malla

temporal tj entre t0 y tf , se tiene

ż tf

t0

fθpxptq,θq
Tpptqdt «

∆t

6

N´1
ÿ

j“1

tI ptj´1q ` 4I ptjq ` I ptj`1qu ,

donde I se calcula como en la ecuación (2.36) de arriba. Con esto tendŕıamos disponible

el gradiente y se podŕıa usar cualquier método del tipo cuasi- Newton para minimizar L .

En el siguiente caṕıtulo veremos cómo minimizar L , para un modelo en general y para

el modelo del SIDA en particular, utilizando el método cuasi-Newton BFGS.
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Caṕıtulo 3
Solución numérica del problema de

minimización de L

Los métodos cuasi-Newton son una familia de algoritmos iterativos para aproximar la

solución de problemas de optimización no lineal como el que nos ocupa. Se derivan del

método de Newton. Una de las principales ventajas de estos métodos es que mientras

el método de Newton requiere del cálculo directo de la matriz Hessiana, los métodos

cuasi-Newton construyen solo una aproximación de esta en cada iteración, usando infor-

mación del gradiente previamente calculado. Al no requerir de las segundas derivadas,

estos métodos son más eficientes que el método de Newton en términos de operaciones.

En las siguientes secciones se explorará uno de los algoritmos cuasi-Newton más conoci-

dos: el algoritmo BFGS, que implementaremos para resolver el problema de minimización

(2.4), cuando el sistema de estado es el modelo del SIDA (1.1), para los cuales ya calcu-

lamos su gradiente en el caṕıtulo 2.

3.1. El algoritmo BFGS

Siguiendo la descripción de (Nocedal & Wright, 1999), el algoritmo BFGS, nombrado aśı

por sus creadores (Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno) es el algoritmo cuasi-Newton

más popular. Como todos los algoritmos de búsqueda y suponiendo que se tiene ya la

aproximación zk, utiliza el gradiente en zk para definir una dirección de búsqueda dk y

una vez definida esta, se minimiza la función objetivo restringida a la recta

z “ zk ` αdk.

Esto dará un valor óptimo para α, que si se denota como αk, se toma la nueva aproxima-

37
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3.1. EL ALGORITMO BFGS 38

ción como

zk`1
“ zk ` αkd

k.

Para calcular la dirección dk, el algoritmo BFGS, además del gradiente, utiliza una apro-

ximación para la inversa de la Hessiana. Espećıficamente, el método BFGS utiliza la

dirección de búsqueda

dk
“ ´Hk∇fk,

donde ∇fk es el gradiente de f evaluado en zk y Hk es la aproximación a la inversa de

la Hessiana en zk, que se calcula con la fórmula

Hk`1
“ pI ´ γksky

T
k qHk

pI ´ γkyks
T
k q ` γksks

T
k , (3.1)

donde

γk “
1

yTk sk
, (3.2)

y además, sk “ zk`1 ´ zk “ αkd
k y yk “ ∇fk`1 ´ ∇fk.

Para la elección de la matriz inicial H0 no existe una fórmula única, sin embargo, en

algunos casos se opta por tomarla como la matriz identidad o un múltiplo de la misma.

Estos pasos están resumidos y sistematizados en el siguiente algoritmo BFGS, tomado de

(Nocedal & Wright, 1999).

Algoritmo BFGS

1. Inicialización: Dar un punto inicial z0, una aproximación inicial a la inversa de la

matriz Hessiana H0 y una tolerancia ε ą 0 para decidir cuando detener el proceso

iterativo.

Tomar k “ 0

2. Descenso: Mientras ||∇fk|| ą ε, hacer:

Calcular la dirección de búsqueda: dk “ ´Hk∇fk;

Actualizar la aproximación: zk`1 “ zk ` αkd
k, donde αk se calcula mediante el

procedimiento de búsqueda en ĺınea rαk “ argmı́nαě0 φpαq “ f
`

zk ` αdk
˘

s.

Calcular las diferencias entre las aproximaciones más recientes y los gra-

dientes más recientes:

sk “ zk`1 ´ zk; y yk “ ∇fk`1 ´ ∇fk;

Actualizar la aproximación de la inversa de la Hessiana: Calcular Hk`1
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3.1. EL ALGORITMO BFGS 39

usando la fórmula (3.1);

Hacer k “ k ` 1

Terminar el ciclo Mientras.

3. Termina el algoritmo

Nota 3.1.1. Para un modelo en particular, el algoritmo podŕıa tener problemas du-

rante la solución del problema de búsqueda en ĺınea que se requiere para actualizar la

aproximación.

En (Nocedal & Wright, 1999) se puede ver que este algoritmo tiene una tasa de conver-

gencia súper lineal y las condiciones bajo las cuales converge local y globalmente a un

mı́nimo de f .

Para la convergencia global, la función objetivo f debe cumplir las siguientes condiciones

i) f es dos veces continuamente diferenciable.

ii) El conjunto N “ tx P Rn|fpxq ď fpx0qu es convexo y existen constantes positivas

m y M tales que

m||z||
2

ď zTGpxqz ď M ||z||
2,

para todo z P Rn y x P N . Aqúı Gpxq representa la matriz Hessiana ∇2f .

Esta condición implica que Gpxq es definida positiva en N y que f tiene un único

mı́nimo x˚ en N .

De aqúı, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 (Nocedal y Wright, 1999). Sea B0 una matriz inicial simétrica y definida

positiva y sea x0 un punto de partida que cumple las condiciones dadas anteriormente.

Entonces, la sucesión txku generada por el algoritmo BFGS (con ϵ “ 0) converge al

mı́nimo x˚ de f .

Para la tasa de convergencia superlineal se debe suponer que se cumple lo siguiente:

iii) La matriz Hessiana G es Lipschitz continua en x˚, esto es

||Gpxq ´ Gpx˚
q|| ď L||x ´ x˚

||,

para todo x cerca de x˚, donde L es una constante positiva.

Considerando la afirmación anterior se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.3 (Nocedal y Wright, 1999). Sea f dos veces continuamente diferenciable.

Supóngase que las iteraciones generadas por el algoritmo BFGS convergen a un mı́nimo

x˚ que cumple iii) y que se cumple además

8
ÿ

k“1

||xk
´ x˚

|| ă 8.

Entonces, xk converge a x˚ con una tasa superlineal.

Las demostraciones de este teorema se pueden encontrar en (Nocedal & Wright, 1999).

Note que en los teoremas la matriz inicial B0 es una aproximación a la Hessiana, mientras

que la matriz inicial H0 en el algoritmo es una aproximación a la inversa de esa Hessiana.

En la práctica comúnmente se toma a H0 como la matriz identidad. Enseguida, se da el

algoritmo BFGS pero sustituyendo f por la función L del problema (2.4) y agregando

más detalles en cada paso.

Algoritmo BFGS

Inicialización:

1. Dar z0 y H0 “ I.

2. Calcular el gradiente inicial: g0 “ ∇L pz0q.

3. Dar la dirección inicial d0 “ ´H0g0 “ ´g0.

Descenso: para k ě 0, dados zk,gk,dk, Hk, determinar zk`1,gk`1, dk`1, Hk`1:

4. Encontrar αk “ argmı́nαě0 φpαq “ L
`

zk ` αdk
˘

.

5. Hacer zk`1 “ zk ` αkd
k.

6. Hacer gk`1 “ ∇L
`

zk`1
˘

.

Prueba de convergencia y nueva dirección:

Si
ˇ

ˇgk`1
ˇ

ˇ ď ϵ |g0|, hacer el paso 7; en caso contrario, continuar en el paso 8.

7. Tomar z˚ “ zk`1. Detenerse y salir.

8. Evaluar u “ ∆zk “ zk`1 ´ zk y v “ ∆gk “ gk`1 ´ gk.

9. Actualizar Hk`1 “

´

I ´ vuT

uTv

¯

Hk
´

I ´ uvT

uTv

¯

` vvT

uTv
.

10. Hacer dk`1 “ ´Hk`1gk`1.
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11. Hacer k “ k ` 1 y regresar al paso 4.

12. Terminar el algoritmo.

3.2. Problemas de búsqueda en ĺınea

Los problemas de búsqueda en ĺınea aparecen comúnmente en los algoritmos iterativos

de optimización, en particular, representa un paso clave en el algoritmo BFGS que se

está trabajando (paso 4 de descenso), ya que este permite encontrar el tamaño de paso

adecuado en la dirección de descenso. Para resolver este problema, se define φpαq “

L
`

zk ` αdk
˘

y el objetivo es minimizar φ:

mı́n
αą0

φpαq “ mı́n
αą0

L
`

zk ` αdk
˘

, (3.3)

donde α es el tamaño de paso y L
`

zk ` αdk
˘

es la función L restringida a la recta

zk ` αdk. El problema (3.3) se resuelve numéricamente con un método iterativo y se

obtiene la nueva aproximación como

zk`1
“ zk ` αkd

k.

Para que un método de ĺınea sea exitoso, se debe elegir de forma efectiva la dirección dk

y el tamaño de paso αk. Aqúı, se aproximará el tamaño de paso αk v́ıa el método de la

secante.

En la sección 2.3, se obtuvo una fórmula para calcular ∇L pzq, aśı que se puede calcular

de manera eficiente la derivada φ1pαq “ ∇L
`

zk ` αdk
˘

¨ dk, lo que permitirá hacer uso

del método de la secante. La fórmula de iteración del método de la secante es

αk`1 “ αk ´
φ1 pαkq pαk ´ αk´1q

φ1 pαkq ´ φ1 pαk´1q
“

αk´1φ
1 pαkq ´ αkφ

1 pαk´1q

φ1 pαkq ´ φ1 pαk´1q
, k “ 1, 2, . . . (3.4)

Esta fórmula de iteración considera dos valores iniciales α0 y α1. Para calcular φ1, se

necesita resolver primero la ecuación de estado (2.1) tomando como condición inicial

xk
0 `αdk

0 y como vector de parámetros θk
`αdk

θ. La solución obtenida se denotará como

xk
α y posteriormente se resuelve la ecuación adjunta (2.22) con x “ xk

α y θ “ θk
` αdk

θ,

de donde se obtiene la solución pk
α. De las fórmulas (2.31) y (2.32) para el cálculo del

gradiente se llega a

φ1
pαq “

«

pk
α pt0q `

xk
0`αdk

0´s0
σ2
0

ştf
t0
fθ
`

xk
α,θ

k
` αdk

θ

˘T
pk
αdt

ff

¨

«

dk
0

dk
θ

ff

.
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3.3. Detalles de programación del algoritmo BFGS

A continuación se presentan algunos detalles de los pasos más importantes sobre la pro-

gramación del algoritmo BFGS.

1. En la inicialización del BFGS, el valor inicial de z, z0 se obtiene perturbando los

valores exactos con un mismo orden a como se perturbaron los datos. La matriz

inicial H0 no tiene una fórmula espećıfica, por lo que en los experimentos, se tomará

H0 como la matriz identidad.

2. Tanto en la inicialización como en el descenso, es necesario calcular el gradiente de

L en z. Para esto, se considera que ∇L pz0q está compuesto por los gradientes de

la función objetivo con respecto a x0 y con respecto a θ. Estos subgradientes siguen

las estructuras dadas en (2.31) y (2.32), respectivamente.

Para calcular los dos subgradientes se necesita conocer la solución del sistema ad-

junto en xk
0 y θk; aunque para la ecuación (2.31) se requiere la solución del sistema

adjunto p en t0, y para (2.32) la solución p global, en todo el intervalo de tiempo.

El integrando es un vector columna de dimensión igual que el número de parámetros

a estimar, que se obtiene de multiplicar el jacobiano transpuesto de f con respecto

a los parámetros a estimar, multiplicado por el vector solución p que es siempre de

dimensión 3. Como ya se describió en la sección 2.5, la integral de este vector se

calcula usando el método numérico de Simpson.

Las componentes del gradiente con respecto a x0 se guardan siempre en las tres

primeras componentes del gradiente general.

3. Cálculo de φ1pαq. Este cálculo interviene en la solución del problema de búsqueda en

linea por secante. Dados zk y dk se tiene que φ1pαq “ ∇L
`

zk ` αdk
˘

¨dk. Aśı para

obtener este valor, lo más interesante es calcular el gradiente de L , en zk `αdk, lo

cual se hace de acuerdo al apartado anterior.

En la figura 3.1 se muestra un diagrama de estructura del programa que minimiza a L ,

siguiendo el algoritmo BFGS. Una breve descripción de lo que hace cada módulo es:

1. Genera datos (genera-datos): Define el sistema de estado y se resuelve usando

RK-4, posteriormente la solución se perturba añadiendo ruido aleatorio. Los datos

perturbados se guardan en memoria.

2. Archivo principal (función Main): Considera los datos perturbados generados

en Genera datos. También aqúı se define el sistema adjunto y las matriz jacobiana

con respecto a los parámetros, además se define nuevamente el sistema de estado. De
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Genera
datos

Main BFGS

Calcula
gradiente

Búsqueda
en ĺınea

Resuelve
el sistema
de estado

Resuelve
el sistema
adjunto

Gradiente

Figura 3.1: Diagrama de estructura del programa de minimización con el algoritmo BFGS.

igual manera, define aproximaciones iniciales de los parámetros y de las condiciones

iniciales para finalmente llamar al algoritmo BFGS.

3. BFGS (BFGS): Contiene los pasos del algoritmo BFGS, mismo que fue descrito

en secciones anteriores y que en cada paso del proceso iterativo requiere del cálculo

del gradiente y de la solución del problema de búsqueda en ĺınea:

* Gradiente: Aqúı se calcula el gradiente con respecto a las condiciones iniciales

y a los parámetros por cada iteración del algoritmo BFGS, además grafica la

solución del sistema de estado y el sistema adjunto en cada iteración.

* Búsqueda en ĺınea: Calcula el tamaño de paso por cada iteración del algo-

ritmo BFGS, v́ıa el método de la secante explicado en la sección anterior (este

a su vez, requiere del cálculo del gradiente en la subiteración actual).

Nota 3.3.1. El sistema de estado se define nuevamente en el programa principal, esto

se debe a que el programa “Genera datos” es un archivo tipo script, que genera datos

resolviendo el sistema de estado y mantiene en memoria los valores generados para cada

una de las variables, lo que se hace con el fin de poder repetir experimentos, si aśı se

desea, con los mismos datos. Al ser el programa “Genera datos” un archivo tipo script

no pueden enviar las ecuaciones del sistema como argumento.

Nota 3.3.2. A pesar de que se realizan varios cálculos en BFGS, al archivo principal

solo se transfieren los valores aproximados de los parámetros, de las condiciones iniciales
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y la norma del gradiente en cada iteración. Estos datos son utilizados para el cálculo de

los errores y realizar las respectivas gráficas.

3.4. Experimentos numéricos considerando el modelo del SIDA

En la esta sección se muestran los resultados obtenidos al aplicar al modelo matemático

(1.1) del VIH/SIDA la metodoloǵıa descrita en los caṕıtulos 2 y 3. El modelo del SIDA

(1.1) tiene ocho parámetros y de acuerdo con la literatura, se conocen valores para seis de

ellos: q, β, Tmax, µs, ρ, µV (Culshaw et al., 2004; Perelson & Nelson, 1999; Perelson et al.,

1993; Wein et al., 1997). Además, a través de estudios cĺınicos se pueden conocer datos

para dos de las variables: Ts y V . Normalmente las condiciones iniciales del VIH/SIDA no

se conocen, aśı que en todos los experimentos se consideran desconocidas las condiciones

iniciales y fueron estimadas en todas las simulaciones. Tomando en cuenta todas las

afirmaciones anteriores, los experimentos se organizaron en tres grandes grupos:

1. Estimar individualmente cada uno de los parámetros para los que es dif́ıcil cĺınica-

mente conocer su valor, k y µe y considerar los subcasos de una, dos o tres variables

observables, es decir, no “ 1, 2, 3.

2. Estimar los dos parámetros, k y µe simultáneamente y considerar los subcasos de

una, dos o tres variables observables, es decir, no “ 1, 2, 3.

3. Estimar los tres parámetros, β, k y µV simultáneamente y considerar los subcasos

de una, dos o tres variables observables, es decir, no “ 1, 2, 3. Los experimentos

de este grupo no corresponden a un caso práctico y se hizo solamente con fines de

validación de la metodoloǵıa.

En todas las simulaciones se consideró al vector de valores rq, β, Tmax, µs, k, µe, ρ, µV sT “

p10, 0.12, 1500, 1.33ˆ10´2, 3.1662ˆ10´3, 0.5, 2.6667, 0.4qT , como el vector de valores exac-

tos. En todas las simulaciones el intervalo de tiempo fue rt0, tf s “ r0, 30s. Las condiciones

iniciales exactas siempre fueron Ts0 “ 70, Te0 “ 30 y V0 “ 200. Con estos valores, en

cada simulación se resolvió el modelo obteniendo datos numéricos para las tres variables

de estado. De estos datos se escogieron m tiempos y los valores de las variables de estado

en estos m tiempos fueron perturbados con un ruido gaussiano del 10% (esto implica

σ2
i “ 0.1 ˚ |x|) y media 0. Estos datos perturbados son los que se toman como datos para

el ajuste de parámetros. Para el criterio de paro en las iteraciones del algoritmo BFGS

se estableció lo siguiente
||∇L pzk`1q||

||∇L pz0q||
ă 10´4.
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Como ya se describió en los caṕıtulos anteriores, para resolver el sistema de estado y el

sistema adjunto se usó el método RK4. Para resolver los problemas de búsqueda en ĺınea

dentro del algoritmo BFGS se usó el método de la secante.

De todas las simulaciones un resumen de los resultados es que:

1. En general los parámetros se estiman bien usando pocos datos y aunque se hicieron

experimentos usando una gran cantidad de datos, estos muestran que, a parte de

ser caros e imprácticos, no se obtienen beneficios en cuanto a la estimación.

2. Para el criterio de paro dado en el algoritmo BFGS, convergió en pocas iteraciones.

En seguida se dará un resumen de las simulaciones mostrando para cada grupo de experi-

mentos una tabla donde se muestran las variables observables consideradas, los paráme-

tros a estimar (las tres condiciones iniciales siempre se estiman) y los valores de inicio

en BFGS tanto para las condiciones iniciales como para los parámetros a estimar, los

valores estimados, el error relativo para cada estimación, las iteraciones y el número de

tiempos en los que se dispone de datos. Asociado con cada tabla se incluyen gráficas de

resultados para algunas simulaciones: una gráfica que muestra los valores estimados de

las condiciones iniciales por iteración de BFGS, una gráfica donde se muestra la evolución

del valor estimado para los parámetros con respecto a cada iteración, otra gráfica donde

se muestra la evolución de la norma del gradiente por cada iteración, aunque medido en

escala logaŕıtmica y también se incluye una gráfica donde se muestra el comportamiento

de las variables de estado al tomar tanto los valores verdaderos de los parámetros y las

condiciones iniciales, como los valores estimados.
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3.4.1. Estimación de los parámetros µe y k individualmente

Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
inicia-
les y
pará-
metro
a esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales en
BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts0 70 64.76 69.36 0.009091
Ts Te0 30 25.98 2 100000 28.03 0.065695

V0 200 203.49 203.65 0.018257
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1834ˆ10´3 0.005433

Ts0 70 64.76 64.79 0.074473
Ts Te0 30 25.98 4 100 25.99 0.133645

V0 200 203.49 203.50 0.017475
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.2665ˆ10´3 0.031673

Ts0 70 73.76 71.68 0.023998
V Te0 30 26.02 4 100000 27.20 0.093379

V0 200 206.23 207.00 0.035023
k 3.1662ˆ10´3 1.662ˆ10´4 3.1558ˆ10´3 0.003271

Ts0 70 73.76 73.73 0.053332
V Te0 30 26.02 4 10000 26.31 0.123143

V0 200 206.23 206.34 0.031718
k 3.1662ˆ10´3 1.662ˆ10´4 3.1674ˆ10´3 0.000373

Ts0 70 73.76 73.78 0.053983
V Te0 30 26.02 6 100 25.64 0.145448

V0 200 206.23 205.96 0.029823
k 3.1662ˆ10´3 1.662ˆ10´4 ´0.07384 24.32278

Tabla 3.1: Resumen de las simulaciones al estimar el parámetro k tomando una variable obser-
vable.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.2: Resultados numéricos al estimar el parámetro k y las condiciones iniciales, conside-
rando la variable Ts como observable y tomando cien mil datos.

Figura 3.3: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro k y las condiciones
iniciales, considerando la variable Ts como observable y tomando cien mil datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 2 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.4: Resultados numéricos al estimar el parámetro k y las condiciones iniciales, conside-
rando la variable V como observable y tomando diez mil datos.
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Figura 3.5: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro k y las condiciones
iniciales, considerando la variable V como observable y tomando diez mil datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 4 iteraciones.

Varia-
bles
ob-
ser-
va-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tro a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales en
BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts Ts0 70 64.63 70.11 0.001640
V Te0 30 31.05 5 100000 26.12 0.129323

V0 200 219.44 212.69 0.063463
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1761ˆ10´3 0.003122

Ts Ts0 70 64.63 64.65 0.076404
V Te0 30 31.05 3 100 31.05 0.034917

V0 200 219.44 219.44 0.097192
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1113ˆ10´3 0.017340

Ts Ts0 70 64.63 64.64 0.076545
V Te0 30 31.05 3 50 31.05 0.034889

V0 200 219.44 219.44 0.097203
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1388ˆ10´3 0.008648

Ts Ts0 70 64.63 64.63 0.076742
V Te0 30 31.05 3 5 31.05 0.034908

V0 200 219.44 219.44 0.097217
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.0559ˆ10´3 0.034826

Tabla 3.2: Resumen de las simulaciones al estimar el parámetro k tomando dos variables obser-
vables.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.6: Resultados numéricos al estimar el parámetro k y las condiciones iniciales, conside-
rando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil datos.

Figura 3.7: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro k y las condiciones
iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 5 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.8: Resultados numéricos al estimar el parámetro k y las condiciones iniciales, conside-
rando las variables Ts y V como observables y tomando cinco datos.
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Figura 3.9: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro k y las condiciones
iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando cinco datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 3 iteraciones.
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3.4. EXPERIMENTOS NUMÉRICOS CONSIDERANDO EL MODELO DEL SIDA 51

Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tro a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales
en BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts Ts0 70 73.76 72.18 0.031167
Te Te0 30 26.02 4 100000 27.00 0.100129
V V0 200 206.23 208.79 0.043968

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1656ˆ10´3 0.000179

Ts Ts0 70 73.76 73.76 0.053724
Te Te0 30 26.02 4 100 26.03 0.132361
V V0 200 206.23 206.23 0.031160

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.2521ˆ10´3 0.027125

Ts Ts0 70 73.76 73.77 0.053854
Te Te0 30 26.02 4 50 26.02 0.132568
V V0 200 206.23 206.23 0.031131

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1944ˆ10´3 0.008908

Ts Ts0 70 73.76 73.76 0.053774
Te Te0 30 26.02 4 20 26.02 0.132741
V V0 200 206.23 206.23 0.031128

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1910ˆ10´3 0.007822

Ts Ts0 70 73.76 73.76 0.053746
Te Te0 30 26.02 4 10 26.02 0.132764
V V0 200 206.23 206.23 0.031129

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.200 ˆ 10´3 0.010815

Ts Ts0 70 73.76 73.77 0.053791
Te Te0 30 26.02 4 5 26.02 0.132729
V V0 200 206.23 206.23 0.031128

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.2014ˆ10´3 0.011122

Tabla 3.3: Resumen de las simulaciones al estimar el parámetro k tomando tres variables ob-
servables.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.10: Resultados numéricos al estimar el parámetro k y las condiciones iniciales, consi-
derando tres variables como observables y tomando cien mil datos.

Figura 3.11: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro k y las condiciones
iniciales, considerando tres variables observables y tomando cien mil datos, el algoritmo alcanzó
convergencia en 4 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.12: Resultados numéricos al estimar el parámetro k y las condiciones iniciales, consi-
derando tres variables observables y tomando cinco datos.
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Figura 3.13: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro k y las condiciones
iniciales, considerando las tres variables observables y tomando cinco datos, el algoritmo alcanzó
convergencia en 4 iteraciones.

Variables
observa-
bles.

Condicio-
nes

iniciales
y

paráme-
tro a

estimar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales

en
BFGS.

Iteracio-
nes en
BFGS.

Núm. de
tiempos
observa-
bles.

Valores
estima-
dos.

Error
relativo.

Ts0 70 63.99 67.63 0.03381
Ts Te0 30 29.18 5 100000 29.43 0.01890

V0 200 201.77 201.09 0.00546
µe 0.5 0.4 0.4903 0.01934

Ts0 70 63.99 64.00 0.08569
Ts Te0 30 29.18 11 500 43.45 0.44835

V0 200 201.77 159.14 0.20431
µe 0.5 0.4 0.5121 0.02413

Ts0 70 63.99 65.80 0.05997
V Te0 30 29.18 4 10000 31.84 0.06140

V0 200 201.77 202.37 0.01184
µe 0.5 0.4 0.4899 0.02016

Ts0 70 63.99 65.31 0.06696
V Te0 30 29.18 7 500 30.91 0.03028

V0 200 201.77 201.75 0.00874
µe 0.5 0.4 0.4885 0.02294

Ts0 70 63.99 64.67 0.07609
V Te0 30 29.18 7 100 31.55 0.05158

V0 200 201.77 201.78 0.00892
µe 0.5 0.4 0.4911 0.01773

Tabla 3.4: Resumen de las simulaciones al estimar el parámetro µe tomando una variable ob-
servable.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.14: Resultados numéricos al estimar el parámetro µe y las condiciones iniciales, consi-
derando solo la variable Ts como observable y tomando cien mil datos, .

Figura 3.15: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro µe y las condiciones
iniciales, considerando solo la variable Ts como observable y tomando cien mil datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 5 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.16: Resultados numéricos al estimar el parámetro µe y las condiciones iniciales, consi-
derando solo la variable V como observable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.17: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro µe y las condiciones
iniciales, considerando solo la variable V como observable y tomando cien mil datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 4 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.18: Resultados numéricos al estimar el parámetro µe y las condiciones iniciales, consi-
derando solo la variable V como observable y tomando cien datos.

Figura 3.19: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro µe y las condiciones
iniciales, considerando solo la variable V como observable y tomando cien datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 7 iteraciones.
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Variables
observa-
bles.

Condicio-
nes

iniciales
y

paráme-
tro a

estimar.

Valores
exactos.

Valores
inicia-
les en
BFGS.

Iteracio-
nes en
BFGS.

Núm. de
tiempos
observa-
bles.

Valores
estima-
dos.

Error
relativo.

Ts0 70 70.72 69.64 0.005204
Ts Te0 30 32.63 5 100000 31.87 0.062316
V V0 200 194.51 194.75 0.026239

µe 0.5 0.4 0.5026 0.005211

Ts0 70 70.72 70.72 0.010347
Ts Te0 30 32.63 1 100 32.63 0.087787
V V0 200 194.51 194.51 0.027461

µe 0.5 0.4 0.5081 0.016106

Ts0 70 70.72 70.72 0.010333
Ts Te0 30 32.63 9 20 31.54 0.051242
V V0 200 194.51 194.51 0.027449

µe 0.5 0.4 0.5084 0.016790

Ts0 70 70.72 70.72 0.010346
Ts Te0 30 32.63 10 10 27.81 0.072931
V V0 200 194.51 194.51 0.027458

µe 0.5 0.4 0.4655 0.069013

Tabla 3.5: Resumen de las simulaciones al estimar el parámetro µe tomando dos variables
observables.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.20: Resultados numéricos al estimar el parámetro µe y las condiciones iniciales, consi-
derando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil datos.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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Figura 3.21: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro µe y las condiciones
iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 5 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.22: Resultados numéricos al estimar el parámetro µe y las condiciones iniciales, consi-
derando las variables Ts y V como observables y tomando veinte datos.

Figura 3.23: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro µe y las condiciones ini-
ciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando veinte datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 9 iteraciones.
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Variables
observa-
bles.

Condicio-
nes

iniciales
y

paráme-
tro a

estimar.

Valores
exactos.

Valores
inicia-
les en
BFGS.

Iteracio-
nes en
BFGS.

Núm.
de

tiempos
observa-
bles.

Valores
estima-
dos.

Error
relativo.

Ts Ts0 70 74.24 71.45 0.020783
Te Te0 30 28.97 6 100000 28.57 0.047649
V V0 200 207.05 206.01 0.030063

µe 0.5 0.4 0.5014 0.002776

Ts Ts0 70 74.24 74.22 0.060344
Te Te0 30 28.97 6 100 28.96 0.034544
V V0 200 207.05 207.04 0.035219

µe 0.5 0.4 0.5124 0.024777

Ts Ts0 70 74.24 74.24 0.060530
Te Te0 30 28.97 4 50 28.97 0.034417
V V0 200 207.05 207.05 0.035244

µe 0.5 0.4 0.5041 0.008120

Ts Ts0 70 74.24 74.24 0.060578
Te Te0 30 28.97 6 10 28.97 0.034422
V V0 200 207.05 207.05 0.035233

µe 0.5 0.4 0.5238 0.047660

Ts Ts0 70 74.24 74.24 0.060585
Te Te0 30 28.97 2 2 28.97 0.034415
V V0 200 207.05 207.05 0.035246

µe 0.5 0.4 0.5216 0.043275

Tabla 3.6: Resumen de las simulaciones al estimar el parámetro µe tomando tres variables
observables.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.24: Resultados numéricos al estimar el parámetro µe y las condiciones iniciales, consi-
derando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.25: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro µe y las condiciones
iniciales, considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 6 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.26: Resultados numéricos al estimar el parámetro µe y las condiciones iniciales, consi-
derando las variables Ts, Te y V como observables y tomando diez datos.

Figura 3.27: Solución exacta y estimada cuando se ajusta el parámetro µe y las condiciones
iniciales, considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando diez datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 6 iteraciones.
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3.4.2. Estimación de los parámetros k y µe simultáneamente

Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tros a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales en
BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts Ts0 70 73.76 72.97 0.042464
Te0 30 26.02 29.58 0.013992
V0 200 206.23 4 10000 207.75 0.038743
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1206ˆ10´3 0.014387
µe 0.5 0.4 0.5036 0.007300

Ts Ts0 70 73.76 73.75 0.053602
Te0 30 26.02 26.07 0.131106
V0 200 206.23 6 100 206.25 0.031236
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.3140ˆ10´3 0.046674
µe 0.5 0.4 0.5262 0.052301

Ts0 70 58.90 79.32 0.133182
Te0 30 29.39 24.75 0.174972

V V0 200 212.17 15 100000 209.76 0.048801
k 3.1662ˆ10´3 1.662ˆ10´4 2.9152ˆ10´3 0.079274
µe 0.5 0.4 0.5245 0.048973

Ts0 70 58.90 59.08 0.156013
Te0 30 29.39 29.87 0.004414

V V0 200 212.17 9 1000 212.26 0.061319
k 3.1662ˆ10´3 1.662ˆ10´4 3.5484ˆ10´3 0.120705
µe 0.5 0.4 0.4597 0.080603

Ts0 70 58.90 58.95 0.157824
Te0 30 29.39 29.53 0.015760

V V0 200 212.17 8 300 212.20 0.060984
k 3.1662ˆ10´3 1.662ˆ10´4 3.5855ˆ10´3 0.132424
µe 0.5 0.4 0.4540 0.092140

Ts0 70 58.90 58.95 0.157854
Te0 30 29.39 29.52 0.016135

V V0 200 212.17 9 280 212.19 0.060974
k 3.1662ˆ10´3 1.662ˆ10´4 3.6380ˆ10´3 0.148900
µe 0.5 0.4 0.4508 0.098341

Tabla 3.7: Resumen de las simulaciones al estimar los parámetros k y µe tomando una variable
observable.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.28: Resultados numéricos al estimar los parámetros k y µe y las condiciones iniciales,
considerando la variable Ts como observable y tomando diez mil datos.

Figura 3.29: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros k y µe y las con-
diciones iniciales, considerando la variable Ts como observable y tomando diez mil datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 4 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.30: Resultados numéricos al estimar los parámetros k y µe y las condiciones iniciales,
considerando la variable V como observable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.31: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros k y µe y las condicio-
nes iniciales, considerando la variable V como observable y tomando cien mil datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 15 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.32: Resultados numéricos al estimar los parámetros k y µe y las condiciones iniciales,
considerando la variable V como observable y tomando 280 datos.

Figura 3.33: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros k y µe y las condi-
ciones iniciales, considerando la variable V como observable y tomando 280 datos, el algoritmo
alcanzó convergencia en 9 iteraciones.
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Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tros a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales
en BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts0 70 70.72 69.98 0.000352
Ts Te0 30 32.63 32.74 0.091298
V V0 200 194.50 8 100000 196.08 0.019605

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1416ˆ10´3 0.007772
µe 0.5 0.4 0.5031 0.006294

Ts0 70 70.72 70.73 0.010457
Ts Te0 30 32.63 32.66 0.088549
V V0 200 194.50 4 100 194.52 0.027412

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1415ˆ10´3 0.007798
µe 0.5 0.4 0.5049 0.009712

Ts0 70 70.72 70.73 0.010348
Ts Te0 30 32.63 32.66 0.087920
V V0 200 194.50 4 20 194.52 0.027451

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1559ˆ10´3 0.003263
µe 0.5 0.4 0.5094 0.018768

Ts0 70 70.72 70.73 0.070096
Ts Te0 30 32.63 32.64 0.263818
V V0 200 194.50 4 15 194.51 0.049664

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1610ˆ10´3 0.050145
µe 0.5 0.4 0.5178 0.013339

Tabla 3.8: Resumen de las simulaciones al estimar los parámetros k y µe tomando dos variables
observables.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.34: Resultados numéricos al estimar los parámetros k y µe y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil datos.

Figura 3.35: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros k y µe y las condi-
ciones iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil datos,
el algoritmo alcanzó convergencia en 8 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.36: Resultados numéricos al estimar los parámetros k y µe y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts y V como observables y tomando veinte datos.
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Figura 3.37: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros k y µe y las condi-
ciones iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando veinte datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 4 iteraciones.

Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tros a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales
en BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts Ts0 70 71.95 70.80 0.011394
Te Te0 30 24.80 27.26 0.091344
V V0 200 180.32 6 100000 194.99 0.025061

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.2554ˆ10´3 0.028188
µe 0.5 0.4 0.5017 0.003389

Ts Ts0 70 71.95 71.97 0.028209
Te Te0 30 24.80 24.86 0.171425
V V0 200 180.32 4 100 180.34 0.098307

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.3883ˆ10´3 0.070162
µe 0.5 0.4 0.5097 0.019304

Ts Ts0 70 71.95 71.96 0.027950
Te Te0 30 24.80 24.82 0.172599
V V0 200 180.32 4 50 180.33 0.098362

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.3005ˆ10´3 0.042408
µe 0.5 0.4 0.5021 0.004210

Ts Ts0 70 71.95 71.96 0.027944
Te Te0 30 24.80 24.81 0.173025
V V0 200 180.32 4 20 180.32 0.098391

k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.450 ˆ 10´3 0.089543
µe 0.5 0.4 0.5052 0.010429

Tabla 3.9: Resumen de las simulaciones al estimar los parámetros k y µe tomando tres variables
observables.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.38: Resultados numéricos al estimar los parámetros k y µe y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien mil datos.

Figura 3.39: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros k y µe y las condicio-
nes iniciales, considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien mil datos,
el algoritmo alcanzó convergencia en 6 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.40: Resultados numéricos al estimar los parámetros k y µe y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando veinte datos.
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Figura 3.41: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros k y µe y las condicio-
nes iniciales, considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando veinte datos,
el algoritmo alcanzó convergencia en 4 iteraciones.

3.4.3. Estimación de los parámetros β, k, µV .

Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tros a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales en
BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts0 70 66.85 67.71 0.032650
Te0 30 31.67 39.02 0.300529

Ts V0 200 178.57 11 100000 180.31 0.098411
β 0.12 0.1 0.1011 0.157555
k 3.1662ˆ10´3 1.3 ˆ 10´4 3.0533ˆ10´3 0.035656
µV 0.4 0.3 0.3955 0.011113

Ts0 70 66.26 68.35 0.023517
Te0 30 27.05 29.63 0.012198

V V0 200 193.41 20 100000 196.50 0.017524
β 0.12 0.09 0.9342 0.221476
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.2878ˆ10´3 0.038411
µV 0.4 0.33 0.3832 0.041815

Ts0 70 66.26 66.27 0.053350
Te0 30 27.05 27.05 0.098209

V V0 200 193.41 12 300 193.41 0.032928
β 0.12 0.09 0.1298 0.082321
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.8354ˆ10´3 0.211361
µV 0.4 0.33 0.3832 0.042113

Tabla 3.10: Resumen de las simulaciones al estimar los parámetros β, k y µV tomando una
variable observable.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.42: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando la variable Ts como observable y tomando cien mil datos.

Figura 3.43: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando la variable Ts como observable y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 11 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.44: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando la variable V como observable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.45: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando la variable V como observable y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzó convergencia en 20 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.46: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando la variable V como observable y tomando trescientos datos.

Figura 3.47: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando la variable V como observable y tomando trescientos datos,
el algoritmo alcanzó convergencia en 12 iteraciones.
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Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tros a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales en
BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts0 70 70.72 70.22 0.003209
Te0 30 32.63 31.69 0.056322

Ts V0 200 194.51 14 100000 195.95 0.020261
V β 0.12 0.1 0.0980 0.183058

k 3.0833ˆ10´3 2.9 ˆ 10´3 3.939 ˆ 10´3 0.026173
µV 0.4 0.35 0.3877 0.015204

Ts0 70 70.72 70.72 0.010267
Te0 30 32.63 32.63 0.087735

Ts V0 200 194.51 9 500 194.51 0.027453
V β 0.12 0.1 0.0739 0.384048

k 3.1662ˆ10´3 2.9 ˆ 10´3 2.9978ˆ10´3 0.053181
µV 0.4 0.35 0.3877 0.030857

Ts0 70 70.72 70.72 0.010329
Te0 30 32.63 32.64 0.087936

Ts V0 200 194.51 9 100 194.51 0.027440
V β 0.12 0.1 0.1395 0.162197

k 3.1662ˆ10´3 2.9 ˆ 10´3 3.2162ˆ10´3 0.015767
µV 0.4 0.35 0.4119 0.029708

Tabla 3.11: Resumen de las simulaciones al estimar los parámetros β, k y µV tomando dos
variables observables.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.48: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando la variables Ts y V como observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.49: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando cien mil
datos, el algoritmo alcanzó convergencia en 14 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.50: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando la variables Ts y V como observables y tomando quinientos datos.

Figura 3.51: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando quinientos
datos, el algoritmo alcanzó convergencia en 9 iteraciones.
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a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.52: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando la variables Ts y V como observables y tomando cien datos.

Figura 3.53: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando las variables Ts y V como observables y tomando cien datos,
el algoritmo alcanzó convergencia en 9 iteraciones.
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Varia-
bles
ob-

serva-
bles.

Condi-
ciones
ini-

ciales y
paráme-
tros a
esti-
mar.

Valores
exactos.

Valores
iniciales
en BFGS.

Itera-
cio-
nes
en

BFGS.

Núm.
de

tiem-
pos

obser-
vables.

Valores
estimados.

Error
relativo.

Ts Ts0 70 63.99 68.54 0.020818
Te Te0 30 29.18 29.21 0.026352
V V0 200 201.78 11 100000 207.21 0.036066

β 0.12 0.1 0.1306 0.088095
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.1726ˆ10´3 0.002032
µV 0.4 0.3 0.3986 0.003492

Ts Ts0 70 63.99 64.02 0.085413
Te Te0 30 29.18 29.22 0.026026
V V0 200 201.78 5 100 201.79 0.008934

β 0.12 0.1 0.1532 0.277299
k 3.1662ˆ10´3 1 ˆ 10´3 3.3094ˆ10´3 0.045234
µV 0.4 0.3 0.4030 0.007504

Tabla 3.12: Resumen de las simulaciones al estimar los parámetros β, k y µV tomando tres
variables observables.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.54: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.55: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien
mil datos, el algoritmo alcanzó convergencia en 11 iteraciones.

a) Condiciones b) Parámetros c) Gradiente.
iniciales estimadas estimados vs iteración.

vs iteración. vs iteración.

Figura 3.56: Resultados numéricos al estimar los parámetros β, k y µV y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien datos.

Figura 3.57: Solución exacta y estimada cuando se ajustan los parámetros β, k y µV y las
condiciones iniciales, considerando las variables Ts, Te y V como observables y tomando cien
datos, el algoritmo alcanzó convergencia en 5 iteraciones.
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Caṕıtulo 4
Conclusiones

En este trabajo se estudió el problema de estimar parámetros de un modelo del VIH/SIDA,

el cual considera la interacción a través del tiempo, entre la población de células linfáticas

sanas, la población de células linfáticas infectadas y la carga viral del VIH-1.

La interacción entre estas variables involucra ocho parámetros, de los cuales en este tra-

bajo se estimaron dos: la tasa de infección de células linfáticas sanas por el VIH-1, k, y

la tasa per cápita de mortalidad de las células sanas, µe, ya que son los que se consideran

más dif́ıciles de obtener.

Para resolver el problema de estimación de parámetros, se considera un problema de

minimización de una función L que en esencia es una función de mı́nimos cuadrados.

Esta función L va de Rd`np a R, donde d es la dimensión del modelo y np el número de

parámetros a estimar y para minimizarla se siguen los pasos t́ıpicos de minimización en

Rn, que son: encontrar los puntos cŕıticos, es decir encontrar los puntos que hacen que el

gradiente sea cero, que seŕıa suficiente si la función L es convexa.

En este trabajo no se tocó el tema de verificar que la función L es convexa, pero normal-

mente lo es o casi es convexa. Usualmente, para una función de Rn a R es fácil calcular

el gradiente y también es relativamente fácil encontrar o aproximar los puntos en los que

el gradiente se hace cero; sin embargo en el caso L , su valor depende de la solución de

un sistema diferencial, lo que hace dif́ıcil calcular el gradiente. Dependiendo de cómo se

calcula este gradiente, es la metodoloǵıa que resulta. En algunos casos, para calcular el

gradiente se tienen que calcular lo que se conoce como las matrices de sensibilidades, lo

que resulta en un trabajo computacional muy costoso porque no solo depende del número

de parámetros a estimar, también depende del número de datos observables.
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En este trabajo, se hace el cálculo del gradiente considerando un enfoque variacional o

de perturbación, que permite calcular el gradiente de manera eficiente y el precio que se

tiene que pagar es resolver no solamente el sistema de estado sino un sistema adjunto

asociado, todo esto permitió obtener una fórmula eficiente para el gradiente. Una vez que

se tiene el gradiente se pueden aplicar una variedad de métodos para minimizar la función

L , por ejemplo: descenso por el gradiente, gradiente conjugado, el método de Newton o

un método cuasi Newton como BFGS. En este trabajo se decidió trabajar con BFGS con

el fin de conocer y explorar sus alcances y porque aunque en los problemas de baja escala

el trabajo involucrado en este método puede ser demasiado, comparado con la ganancia

en la aproximación de la solución, en teoŕıa debe ser mucho más eficiente que los demás

en los problemas de gran escala, de grandes dimensiones o los que requieran de muchas

iteraciones, ideas que se podŕıan explorar en trabajos futuros.

Con las ideas expuestas en este trabajo se adaptó, para el caso del modelo del VIH/SIDA

considerado en esta tesis, un programa que resuelve problemas de minimización asociados

con la estimación de parámetros como los que se consideran en esta tesis. Un resumen de

los resultados de las simulaciones es:

1. En general los parámetros se estiman bien usando pocos datos y aunque se hicieron

experimentos usando una gran cantidad de datos, estos muestran que, aparte de ser

caro e impráctico, no se obtienen beneficios en cuanto a la mejora de la estimación.

2. Para el criterio de paro dado en el algoritmo, tol “ 10´4 este convergió en promedio

en 6 iteraciones.

3. Añadiendo ruido aleatorio del 10% se obtienen buenas estimaciones para los paráme-

tros.

4. Dentro de todo el desarrollo del programa se implementó una función que resuelve

tanto el sistema de estado como el sistema adjunto.

Trabajo futuro:

En un trabajo futuro se espera comparar el desempeño entre BFGS y los métodos men-

cionados anteriormente como por ejemplo gradiente conjugado. Además se espera hacer

simulaciones con perturbaciones mayores en los datos.

También se espera comparar formalmente con algún otro software, por ejemplo, DIFFPAR

y estudiar lo referente a identificabilidad del problema de estimación de parámetros.
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Juárez, L. H., López, J., & Rojas, J. T. (2024). Parameter estimation and control by penalized

multiple shooting. Annals of Mathematical Sciences and Applications, 9 (1), 237-279.
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Secretaŕıa de Salud. (2024). Vigilancia Epidemiológica de casos de VIH/SIDA en México. Re-
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Anexos

Programa genera datos.

%%%% SOLUCION DE LA ECUACIÓN DE ESTADO EN UN INTERVALO INICIAL [t0,tf]

clearvars

%%%theta(1)=k

%%%theta(2)=miue

%%Se define el sistema diferencial

f = @(t,x,theta)[10+0.12*x(1)*(1-x(1)/1500)-1.33e-2*x(1)-theta(1)*x(1)*x(3);

theta(1)*x(1)*x(3)-theta(2)*x(2);2.6667*x(2)-0.4*x(3)];

%%%Se definen las condiciones iniciales, tiempos y parametros de

%%%discretizacion

x0 = [70; 30; 200];

t0 = 0;

tf = 30;

h = 0.0001; %es necesario un tama~no de paso muuuy peque~no para no tener

%problemas al momento de resolver por rk el sistema de estado y el

%sistema adjunto, a lo largo de las iteraciones de BFGS.

thetaS = [10;0.12;1500;1.33e-2;3.1662e-3;0.5;2.6667;0.4];

T_s0=(thetaS(3)/(2*thetaS(2)))*(thetaS(2)-thetaS(4)

+sqrt((thetaS(2)-thetaS(4)).^2+4*thetaS(2)*thetaS(1)/thetaS(3)));

%%Calculamos el número reproductivo básico (R0),

%%el equilibrio trivial y el no trivial

R_0=(thetaS(5)*thetaS(7))/(thetaS(6)*thetaS(8))*T_s0;

E0=[T_s0,0,0]

V_a=1/thetaS(5)*(thetaS(1)/T_s0+thetaS(2)*T_s0/(R_0*thetaS(3)))*(R_0-1);

T_ea=thetaS(8)/thetaS(7)*V_a;
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T_sa=thetaS(6)*thetaS(8)/(thetaS(5)*thetaS(7));

E_estrella=[T_sa, T_ea, V_a]

noise_level = 0.1; % Se escoge segun el nivel del ruido deseado

theta = [3.1662e-3;0.5];

%%% Método de RK-4 para resolver de 0 a tf

[t,x] = rk4(f,theta,x0,t0,tf,h);

%%%grafica las soluciones de 0 a tf

figure(1)

plot(t,x(1,:),’b’,t,x(2,:),’c’,t,x(3,:),’r’,’LineWidth’,2)

hold on

title(’Exact state solution ’,’FontSize’,15)

xlabel(’Time (days)’,’FontSize’,14)

ylabel(’Populations’,’FontSize’,14)

legend(’T_s’,’T_e’,’V’)

% PERTURBACIÓN DE Ts, Te y V PARA GENERAR DATOS SINTÉTICOS CON RUIDO

%GAUSIANO

n = length(t);

sigma = noise_level*abs(x);

dim=3;

xdatos = zeros(dim,n);

%Generamos ruido

xdatos(1,:) = x(1,:)+ random(’Normal’,0,sigma(1,:),1,n);

xdatos(2,:) = x(2,:)+ random(’Normal’,0,sigma(2,:),1,n);

xdatos(3,:) = x(3,:)+ random(’Normal’,0,sigma(3,:),1,n);

%%%grafica las soluciones de t0 a tf y

%%%datos con ruido:

figure(2)

plot(t,x(1,:),’b’,t,x(2,:),’c’,t,x(3,:),’r’,’LineWidth’,2)

hold on

plot(t,xdatos(1,:),’.’,t,xdatos(2,:),’.’,t,xdatos(3,:),’.’)

title(’Solución exacta y datos con ruido’,’FontSize’,15)

xlabel(’Tiempo (dı́as)’,’FontSize’,14)

ylabel(’Poblaciones’,’FontSize’,14)

hold off

legend(’T_s’,’T_e’, ’V’)
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Programa principal Main

%% Programa orginal: Agosto 12 de 2022

% Actualizacion: 15/08/2022

% Actualizacion: 19/10/2022

% Actualización: 21/06/2023

% Se utilizan los datos generados sinteticamente con el programa

% ’genera_datos’

% Si ya están generados se cargan desde el archivo:

% 1. ’xdatos’, datos sin filtrar, con load(’xdatos’, ’-ascii’)

% 2. ’sigma’, con load(’sigma’,’-ascii’)

%%%Parámetros del modelo de VIH

%%%theta(1)=q

%%%theta(2)=beta

%%%theta(3)=Tmax

%%%theta(4)=mius

%%%theta(5)=k

%%%theta(6)=miue

%%%theta(7)=p

%%%theta(8)=miuv

clc

format long

%% S: Modelo del VIH y matrices jacobianas transpuestas

%size(theta)

% Flujo f y transpuestas de Jacobianas f_x y f_theta tomando como

% parámetros a estimar k y mue

f = @(t,x,theta)[10+0.12*x(1)*(1-x(1)/1500)-1.33e-2*x(1)-theta(1)*x(1)*x(3);

theta(1)*x(1)*x(3)-theta(2)*x(2);2.6667*x(2)-0.4*x(3)];

fthT = @(x,y,theta) [x(1)*x(3)*(y(2)-y(1));-x(2)*y(2)];

fxT = @(x,y,source,theta)[(0.12*(1-2*x(1)/1500)-1.33e-2-theta(1)*x(3))*y(1)

+theta(1)*x(3)*y(2)+source(1);-theta(2)*y(2)+2.6667*y(3)+source(2);

-theta(1)*x(1)*y(1)+theta(1)*x(1)*y(2)-0.4*y(3)+source(3)];

dim = 3; % Dimensión de la ODE

% Parametros para las iteraciones

tol = 10^(-4); % Tolerancia para BFGS

max_iters = 50; % No maximo iters para BFGS
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dindex = [3]; % Datos observables

%Subrutina para seleccionar datos en el intervalo [0,10]

index=round(linspace(1,100000,100));

m = length(index); % Numero de datos

t_dat = zeros(1,m); % Arreglo para guardar tiempos en la ventana de datos

x_dat = zeros(dim,m); % Arreglo para guardar datos experimentales

sigma_dat = zeros(dim,m); % Arreglo para las desviaciones estandar de los

%datos

j = 1; % Indices para t_dat, x_dat y sigma_dat, i.e 1:m

for i = index

t_dat(j) = t(i); % Dado i se recupera j con j = i - index(1) + 1

x_dat(:,j) = xdatos(:,i);

s_dat(:,j) = sigma(:,i).^2;

j = j+1;

end

% Valores iniciales para las iteraciones BFGS

theta_guess =[1e-3;0.4];

nthetas = 2;

x0_guess = xdatos(:,1);

p_guess = [x0_guess;theta_guess]; % Vector de parametros: x0 y theta

% Se llama al algoritmo BFGS

[ps,err,niter,normg] = BFGS(f,fxT,fthT,p_guess,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,tol,max_iters,m,t0);

% Arreglos en donde se guardan las iteraciones para x0 y theta

x0s = ps(1:dim,:);

thetas = ps(dim+1:dim+nthetas,:);

error_relativo_x0 = abs(x0s(:,end) - x0) ./ abs(x0);

disp(error_relativo_x0’)

error_relativo_th = abs(thetas(:,end) - theta) ./ abs(theta);

disp(error_relativo_th’)

disp(niter)
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[x0s(1:dim,1), x0s(:,end) ; thetas(1:nthetas,1), thetas(:,end)]

% Graficacion de resultados

figure(6)

fig_ode(f,ps(:,end),index,dindex,t_dat,x_dat,h,niter)

figure(7)

fig_s(x0s,x0)

%figure(3)

figure(8)

fig_th(thetas,theta)

legend(’\theta_1’,’\theta_2’)%%%,’FontSize’,12

title(’Convergencia de parámetros’,’FontSize’,16)

figure(9)

fig_norm(normg)

Programa BFGS

function [ps,err,iter,normg] = BFGS(f,fxT,fthT,p,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,tol,max_iters,m,t0)

% Inicializacion

iter = 0;

H = eye(length(p));

g = GradJ(f,fxT,fthT,p,N,index,dindex,x_dat,s_dat,t_dat,h,iter);

d = -H*g;

rho1 = g’*p/(g’*d+eps);

% Arreglos para guardar iteraciones de p y de la norma de g

ps = zeros(length(p),max_iters);

normg = zeros(1,max_iters);

ps(:,1) = p;

normgref = norm(g);

normg(1) = normgref;

if normgref < tol
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err = tol*1e-1;

else

err = 10^10;

end

err = 10^10;

i1=length(index);

t1 = t_dat(i1); % tiempo final de la ventana de dato

while err > tol && iter < max_iters

% BUSQUEDA DE LINEA: Metodo de la secante con 5 iters max

fprintf(’minimizando y calculando el gradiente en la iteracion

n de bfgs: %d\n’, iter);

rho = minJ_sec(f,fxT,fthT,p,d,N,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,rho1,10^-4,4,m,t0,t1,iter+1);

dp = rho*d;

p = p + dp; % p = (p >= 0).*p;

gn = GradJ(f,fxT,fthT,p,N,index,dindex,x_dat,s_dat,t_dat,h,iter+1);

dg = gn - g;

u = dp;

v = H*dg;

denom = 1/(u’*dg);

c = denom*(1 + denom*(v’*dg));

H = H + c*(u*u’) - denom*(u*v’ + v*u’);

% Actualizacion para la siguiente iteracion

g = gn;

d = -H*g;

rho1 = g’*dp/(g’*d+eps);

iter = iter+1;

ps(:,iter+1) = p;

normg(iter+1) = norm(g);

err = normg(iter+1)/normgref;

end

ps = ps(:,1:iter+1);

normg = normg(1:iter+1);

end
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Programa para calcular el gradiente

function g =GradJ(f,fxT,fthT,p,index,dindex,x_dat,s_dat

,t_dat,h,iteration)

% CALCULO DEL GRADIENTE

np = length(p);

dim = size(x_dat); % Dimension de la edo y numero de datos

ntheta = np - dim(1); % longitud de theta

g = zeros(np,1);

s0 = p(1:dim(1));

theta = p(dim(1)+1:np);

% 1. Se resuelve la ecuacion de estado

i0 = index(1);

i1 = index(end);

t0 = t_dat(1); % tiempo inicial de la ventana de datos

t1 = t_dat(dim(2)); % tiempo final de la ventana de datos

[t,x] = rk4(f,theta,s0,t0,t1,h);

n = length(t);

figure(3)

plot(t,x(1,:),’b’,t,x(2,:),’c’,t,x(3,:),’r’,’LineWidth’,2)

title([’Solución de estado. ITERACIÓN ’, num2str(iteration)],’FontSize’,15)

%title(’state solution it: n’,’FontSize’,15)

xlabel(’Tiempo ’,’FontSize’,14)

ylabel(’Poblaciones’,’FontSize’,14)

legend(’T_s’,’T_e’,’V’)

% 2. Se resuelve la ecuacion adjunta

m = length(index);

source = zeros(dim(1),m);

% Introduciendo las varianzas

source(dindex,:) = (x(dindex,index) - x_dat(dindex,1:m))

./ s_dat(dindex,1:m);

yf = zeros(dim(1),1); % Condicion final para la adjunta

y = rk4adj(fxT,theta,x,index,source,yf,h);
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figure(4)

plot(t,y(1,:),’b’,t,y(2,:),’c’,t,y(3,:),’r’,’LineWidth’,2)

title([’Solución adjunta. ITERACIÓN’, num2str(iteration)],’FontSize’,15)

xlabel(’Tiempo ’,’FontSize’,14)

ylabel(’p’,’FontSize’,14)

legend(’p_1’,’p_2’,’p_3’)%,’FontSize’,14

% 3. Se calcula el gradiente con respecto a x0

ds0 = zeros(dim(1),1);

ds0(dindex) = ( s0(dindex) - x_dat(dindex,i0) ) ./ s_dat(dindex,i0);

onev = ones(length(s0),1);

%g(1:5) = y(:,1) + ds0 + (s0’*onev - N)*onev;

g(1:dim(1)) = y(:,1) + ds0;

% 4. Se calcula la integral para el gradiente respecto a theta

H = zeros(ntheta,n);

for i = 1:n

H(:,i) = fthT(x(:,i),y(:,i),theta);

end

% Metodo de Simpson

sum = zeros(np-dim(1),1); %JLL

for i = 2:2:n-1

sum = sum + H(:,i-1) + 4*H(:,i) + H(:,i+1);

end

integral = h*sum/3; % El paso es en realidad 2*h y 2*h/6 = h/3

g(dim(1)+1:np) = integral;

g = g + (eps)*p; % Regularizacion, ayuda a estabilizar en casos

dificiles JLL

end
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Programa de Búsqueda en ĺınea

function rho = minJ_sec_3p(f,fxT,fthT,p,d,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,rho1,tol,max_iters,m,t0,t1,iter)

g0 = GradJ(f,fxT,fthT,p+rho0*d,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,iter)’*d;

g1 = GradJ(f,fxT,fthT,p+rho1*d,N,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,iter)’*d;

gref = g0;

err = 10^10;

iter = 0;

while err > tol && iter < max_iters

drho = rho1 - rho0;

dg = g1 - g0;

err = min( abs(drho)/abs(rho1), norm(dg)/norm(gref) );

g0 = g1;

rho0 = rho1;

rho1 = rho0 - g0*drho/(dg+eps);

g1 = GradJ(f,fxT,fthT,p+rho1*d,N,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,iter)’*d;

iter = iter + 1;

end

rho = rho1;

end
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Juárez, L. H., López, J., & Rojas, J. T. (2024). Parame-

ter estimation and control by penalized multiple shoo-

ting. Annals of Mathematical Sciences and Applications,

9(1), 237-279.
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