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Resumen

En este tr@bajo se realizé estimacién de pardmetros de un modelo de VIH/SIDA mediante
el algoritmo/de minimizacién Broyden- Fletcher- Goldfarb- Shanno (BFGS), que no solo
toma informag¢ion del gradiente sino también de la Hessiana. Para calcular el gradiente
se utiliz6 un método variacional que implica resolver el sistema adjunto del sistema de
estado. El sistema de estado y el sistema adjunto se resolvieron en cada iteraciéon usando
el método Runge-Kuttd de cuarto orden. Para perturbaciones en los datos del 10 %, se

obtuvieron estimaciones-¢on un error maximo en promedio del 4 %.

Palabras clave: Estimacién de parametros, sistema adjunto, algoritmo BFGS, Runge-

Kutta, Gradiente, Hessiana.

Abstract

In this work, parameter estimation of_an, HIV/AIDS model was performed using the
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) minimization algorithm, which utilizes not
only gradient information but als6_the Hessian. To compute the gradient, a variational
method was used, which involves solving the adjoint system of the state system. Both the
state system and the adjoint system were-solvedgt ‘each iteration using the fourth-order
Runge-Kutta method. For data perturbatiens of 10.%, the estimated parameters had a
maximum average error of 4 %

Keywords: Parameter estimation, adjoint syStem, BFGS algorithm, Runge-Kutta, Gra-
dient, Hessian.



Introdmaccion

De acuerd0_eon (Secretaria de Salud, 2020), el Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH)
es descrito gomo un lentivirus de la familia Retrovidae, este virus tiene un periodo de in-
cubacion proléngado, de hecho la enfermedad se presenta después de varios anos. Existen
dos clases de VIH %l VIH-1 y el VIH-2; el primero ha resultado ser el mas contagioso y
es responsable de'la mayoria de las infecciones por VIH en todo el mundo, convirtiéndolo
en un gran problemagde salud global; la segunda clase de virus, el VIH-2, es menos con-

tagioso y se encuentra casi exclusivamente en Africa occidental.

Cuando no se cuenta con ¢l tratamiento antiretroviral, el virus evoluciona de la siguiente
manera: se tiene la fase de infeecion aguda, en ella el virus comienza a replicarse con
incremento de la carga viral y#fin descenso de linfocitos TCD4+, los cuales son parte
importante de nuestro sistema inmunologico; posteriormente se llega a la fase croénica,
aunque la persona puede no presemtartsintomas por anos, el virus se multiplica de mane-
ra importante; por dltimo se tiene el Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA),

que es la etapa critica del VIH .

Para el ano 2010 alrededor de <34/ millones_despersonas vivian con SIDA, de las cuales
el 68 % se encontraba en Asia Subs@hariana, seguida de Asia Oriental y Sudoriental con
alrededor de 4 millones de infectados; en tercer’lugar, se encontraba América Latina,
Europa Oriental y Asia Central con alrededor de.5-millones de personas. En este mismo
ano, la situacién de la epidemia mejoro, sifi émbarge; la cantidad de muertes ocasionadas
por el virus seguia siendo preocupante (Secretaria de Salud, 2012).

Como se detalla en el documento (ONUSIDA, 2024), elsftumero de nuevas infecciones a
nivel mundial ha ido descendiendo desde 2010 alrededor de"un 39 %, considerando que
en ese ano se reportaron 2.1 millones [1.7 millones-2.7 millonies|"de nuevas infecciones en
comparacién con las 1.3 millones [1 millén-1.7 millones] reportadas en 2023. Aunque esto
refleja un importante avance, el objetivo para 2025 era estar pot_debajo de 370 000, lo

cual estd muy lejos de ocurrir.

En América Latina se estima que en el periodo 2010-2022 el niimero de nuevas infecciones
ha aumentado un 8 %, teniendo alrededor de 110 mil infecciones en 2022. Ademas, en este
mismo ano la prevalencia del VIH en adultos de 15 a 49 anos fue del 0.5 %A6,3-0.6 %).
Sin embargo, el niimero de personas fallecidas ha disminuido pasando de 42 il muertes
en 2010 a 27 mil en 2022, lo que se atribuye al uso del tratamiento Antirretroviral (€EN-
SIDA, 2022).

En México, fue en el ano de 1983 cuando se reportaron los primeros casos de VIH, para
los siguientes anos el nimero de infectados fue en aumento, ya que no se contaba con

un tratamiento eficaz y no todos los pacientes eran atendidos, de hecho generalmente la



atencionsera brindada en hospitales de tercer nivel. Para finales de los anos ochenta, en
nuestrospais se comenzé a utilizar el AZT (Zidovudina, Azidotimidina), esto como parte
de los ensayos clinicos con el farmaco, pero fue hasta 1991 que el tratamiento estuvo
totalmente disponible; a pesar de esto, la situacion no mejord ya que el AZT no era sufi-
cientemente eficaz, (CIENI, 2011).

Para 1996, se presénté un tratamiento con resultados extraordinarios, se traté de un
Tratamiento Antirtettovirico (TAR), el cual combinaba tres farmacos. En ese momento,
México tuvo la oportunidad de ser el primer pais en vias de desarrollo que permitiera el
acceso a dicho tratamiénte de manera inmediata, sin embargo, las autoridades impidie-
ron que esto ocurriera y congecuentemente los resultados fueron desastrosos, debido a la
cantidad de personas que murieron por no contar con un tratamiento (CIENI, 2011).

El activismo jugé un papel importante para que el TAR pudiera llegar a nuestro pais, a
tal grado que entre 1997 y 1998 sé& aprobo la compra de farmacos antirretrovirales. En un
inicio, éstos fueron ofrecidos a las personas que tenfan seguridad social (IMSS o ISSSTE).
Cabe mencionar que no hubo una corwrécta organizacion, coordinaciéon y regulacién del
uso del TAR, pues se usaban inadeguadamente las dosis y los intervalos de aplicacion, sin
regulacién en el uso y distribucion_de,farmacos. Asi, a pesar de que hubo cierta mejoria,

no fue la esperada en comparaciéondepaises comé Brasil o Estados Unidos (CIENI, 2011).

En 1997, surge el FONSIDA (Fondo Nagional para‘Atencion a Personas con VIH/SIDA),
con el cual se buscaba facilitar el accesos@ los antirretrovirales de las personas con VIH
que no contaban con seguridad social. La.falta de intexés por parte de las autoridades
llevé a que este proyecto fracasara y la consecitencia degsto fue la cancelacion del fondo,
dejando a més de treinta mil personas sin tratamiento (CIENI, 2011).

Desde el inicio de la pandemia de VIH/SIDA y hasta el 15 de"abril del 2024, en México
se han reportado en total 375 296 casos de VIH, de los cualest10/892 se encuentran en el
estado de Tabasco. En la tabla 2 se muestra el nimero de casos nuevos,de VIH en el pais,
desde 1983 hasta el primer trimestre de 2024, junto con otros indiéadores. Por otro lado,
en la tabla 1 se muestran los datos para el estado de Tabasco en los mismos periodos. En

estas tablas se consideran las siguientes definiciones:

Numero de casos nuevos por ano

Incidencia = x«100000.

No. total de personas en riesgo al comienzo del periodo

Nimero de defunciones por ano

Mortalidad = x 100000.

Poblacién total



Tabasco
Indicador/Periodo | 1983-2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021 | 2022 | 2023 | 2024
Cagbs 7277 618 | 594 | 382 | 656 | 670 | 575 | 120
Incidencia 25.2 | 24.0 | 15.3 | 26.0 | 25.5 | 21.7 | 4.5

Tabla 1: Casos reportados por ano en el estado de Tabasco e incidencia (Secretaria de Salud,
2024).

México
Indicador/Periodo | 1983-2017 | 2018 | 2019 | 2020 | 2021
Casos 272972 17608 | 17618 | 10575 | 16241
Incidencia 14.1 14.0 8.3 12.7
Mortalidad 4.04 4.2 3.63 3.62
Indicador/Periodo | 2022 2023 | 2024
Casos 18,012 | 17,739 | 4531
Incidencia 14.0 13.5 3.4
Mortalidad 3.71

Tabla 2: Casos reportados por ano en eltpats, incidencia y mortalidad (Secretarfa de Salud,
2024).

Muchos aspectos que ayudan a comprender y afializar enfermedades, incluido el VIH/SIDA,
han sido obtenidos del uso de modelosmatematigos 'y las herramientas de modelacién co-
rrespondientes, incluidos los aspectos teériegs de existencia y unicidad de las soluciones
de los modelos, hasta la solucién numérica para un‘estudio eficiente y econémico de es-
cenarios, pasando por la estimacion de parametros de 16s modelos (Barberis et al., 2021;
Olarte & Munoz, 2021; Peregrino et al., 2023; Sungchasit’et al., 2022).

Marco Teorico

A finales de la década de 1980 surgieron los primeros modelos de inféccion de VIH, mis-
mos que tomaron como base modelos epidemiologicos existentes, como elmodelo SIS o
el modelo SIR disenados para describir la propagacién de infecciones entte individuos en
una poblacién. En los casos como el VIH, se requeria no solo modelar cémo se transmitia
entre individuos, sino también modelar la dindmica viral dentro del individuo y para
ello surgieron los modelos de dindmica viral, con los cuales se buscaba desctibit cémo
se propagaba un virus entre las células sanas dentro del cuerpo de un solo indiyviduo.
Este tipo de modelos también han sido utilizados para estudiar otras infecciones virales
humanas, como la hepatitis B (Nowak et al., 1996), hepatitis C (Alavez-Ramirez et'als
2011), influenza (de la Pava Salgado, 2010; Murillo et al., 2013), el dengue (Nuraini et al.,



2009; Olarte & Munoz, 2021), entre otras (Hill, 2018).

En el caSosdel SIDA, se cuenta con modelos sofisticados que constan de 6 ecuaciones o
mas y consideran entre sus variables las terapias antiretrovirales (Hill, 2018) mientras
que los modelosvimas simples solo estudian la relaciéon entre carga viral V', la cantidad de
células linfaticas samas T y la cantidad de células linfaticas infectadas 7., dando lugar
a modelos de solo“tres ecuaciones con tres incognitas. Un ejemplo de estos ultimos es el
siguiente modelo diférenefal

r Ts
T4o)4 + BT, (1— - ) — T — KTV,
Mazx
Te = kTsv - ,ueTea (1)
V = ple — py'V.

Las variables y parametros involuctados en el sistema (1) son:

s T,(t): densidad de poblacién de células linfiticas sanas en el tiempo ¢. Esta variable
se considera medible u observable.

» T.(t): densidad de poblacién deeélulas linfaticas TC'D4" infectadas productivamen-

te al tiempo t.

» V(t): densidad de carga viral del VIH=1 en el tiempo t. Esta también se considera

una variable observable o medible.
= ¢: tasa de creacion de células T desde fuentes del ‘etierpo.

= (3: tasa de proliferacion maxima de células T,. La proliferacion se considera de tipo

logistico.

» 1,40 valor de saturacion de la densidad de la poblacion Ty, esté es un dato medible,

cuyo rango es 200 — 1500.
= 1 tasa per capita de mortalidad de las células 7.
= k: tasa de infeccién de células Ty por el VIH-1.
= /1. tasa per capita de mortalidad de las células 7.
= p: tasa de produccion de virus por células infectadas productivamente.

= [y tasa per capita de mortalidad del virus.



Cada pardmetro del sistema (1) es estrictamente positivo, a menos que el virus esté au-
sente. Bn la tabla 3 se especifican las unidades en que se deben medir las variables de
estado y'los"parametros. Nuestro interés en este trabajo de tesis es dentro del campo de
la estimacidn=de parametros, la cual consiste en minimizar un funcional que depende de
mediciones de_algunas de las variables del modelo, las diferentes metodologias difieren
basicamente en“cual, es el funcional y cémo lo minimizan. Nuestro interés es mostrar la
aplicacion de una‘metodologia que para minimizar el funcional utiliza un método quasi
Newton, el algoritmo{deminimizacién Broyden- Fletcher- Goldfarb- Shanno (BFGS), que
como usa informacién @6, 86lo del gradiente sino también de la matriz Hessiana o de la
concavidad de la funcion{ reguiere de menos iteraciones para dar resultados satisfacto-
rios, aunque esto implica que se tenga una manera eficiente de calcular el diferencial del
funcional (Alavez-Ramirez, 2007; Judrez et al., 2024; Judrez Valencia & Rojas, 2022).
Siendo este nuestro interés principdly trabajaremos con el modelo (1).

Parametros Unidades
T, células/mm?
T. eéhulas/mm?
Vv copias/nil (10~3 copias/ul)
q (células/mm3) x dia—!
g células fmm?
Trnax célulag/mym?
s dia=T.
k copias/ul x [diay ! = ul/(copias x dia)
e dia=!
D (copias/ul) x (células/mm?>)x dia~! =/Copias/ (células x dia)
ny dia—!

Tabla 3: Unidades en que se miden las variables de estado y los parametros del sistema (1).

Justificacion

Aunque actualmente se puede notar una evolucion en el tratamiento del VIH plasestadisti-
cas muestran que este virus continia siendo causa de preocupacion a nivel mundial. Para
estudiar, con modelos del tipo (1), la relacién entre la carga viral y las células inmunoldgi-
cas TCD4+, es necesario conocer los valores de los parametros correspondientes.a cada
situacion especifica, lo cual normalmente no se tiene disponible en la practica y deben
estimarse estos valores. En este contexto, en el presente trabajo de tesis nos enfocames

en el ajuste de parametros a partir de observaciones sintéticas, que corresponderian a



mediciones de campo en la préctica.

Pregunta de investigacion

. Es posible estimar~parametros del modelo del SIDA conociendo mediciones de algunas

de sus variables y 'miftimizando un funcional con el algoritmo BFGS?

Hipodtesis

Los pardmetros del modelo (1) se’pueden estimar minimizando un funcional con el método
BFGS y calculando el gradiente con el método de la adjunta, tomando como datos las

mediciones de algunas de sus variables.

Glosario

Término Definicion

Ptoporciénide la poblacion que padece la en-
Prevalencia farmedad en_estudio en un momento dado, y

se denomina Unicamente como prevalencia.

Volumen de casos-fiuevos que aparecen en un
. . periodo détérminadefen proporcion a la po-
Incidencia ., . )Y :
blacién en riesgo; también puede manifestar

la velocidad con que aparecen tales casos.

Numero de defunciones qué oeurren por cada
1000, 10000 o 100000 habitantes en un ano
determinado. Es un indicador{que”depende
Mortalidad de la estructura por edad de la poblacion, por
lo que para hacerlo comparable con el mismo

indicador de otras poblaciones, se debe_de

estandarizar (tipificar).

Objetivo general

Disenar un programa para implementar el método BFGS y minimizar el funcional ‘de
ajuste de parametros, calculando su gradiente por el método de la adjunta.



Objetivos especificos

1. Enténder conceptualmente el modelo del SIDA (1).

2. Estudiar les resultados sobre la estabilidad local y global de los equilibrios del mo-
delo (1).

3. Hacer un programta para resolver numéricamente el modelo (1) y visualizar algunas
dinamicas.

4. Estudiar el métode,de la adjunta para calcular gradientes de funcionales y calcular
el gradiente del funcignal .Z de estimacién de pardametros.

5. Hacer un programa para zeSolver numéricamente el modelo adjunto de (1).

6. Hacer un programa con el dlgoeritmo BFGS para minimizar el funcional .Z de esti-
macion de parametros.

Metodologia

1. Revisar (Alavez-Ramirez, 2007) para estudiar conceptualmente el modelo del SIDA
(1).

2. Revisar (Alavez-Ramirez, 2007) papa-estudias’les resultados sobre la estabilidad
local y global de los equilibrios del modelo (1).

3. Hacer un programa en MatLab para résolver numerieamente el modelo (1) y su
sistema adjunto.

4. Revisar (Judrez Valencia & Rojas, 2022) para estudiar el problema de minimizacién
asociado con la estimacién de pardmetros del modelo (1).

5. Aplicar la metodologia de estimacién de parametros para recuperar los parametros

del modelo a partir de datos sintéticos.



Capitulo 1

Un modelo-del SIDA y su dinamica

En este capitulo se presenta un‘modelo estandar del VIH/SIDA propuesto por Perelson
y Nelson (Perelson & Nelson, 1999)s¢ue estudia la relacién entre el virus y el sistema
inmune. Dicho modelo consta de tres variables de estado: las cantidad de células sanas
(Ts), la cantidad de células infectadas 4%) y la carga viral o la cantidad de virus (V).
Ademads, se muestran en este capitulo algunos.resultados tedricos sobre la dindmica del
sistema de EDO’s asociado a dichosmodelo.

De igual forma, se incluyen simulaciones numérieas para visualizar el comportamiento,
a través del tiempo, de las variables /d€ estadd, para algunos escenarios (condiciones
iniciales) que ilustran los resultados teérigesymenciorados.

1.1. Formulacién del modelo para el VIH/SIDA

En este trabajo se estudia el siguiente modelo matematico”(Rerelson & Nelson, 1999)
para la dindmica del VIH/SIDA:

. T,

T, = q+ 0T, <1 _ ) — uTe — KTV,

T — KTV — j. T, (1.1)
V = ple — py'V.

Teéricamente, la existencia y unicidad de las curvas solucién de este sistema.de EDO’s,
dependen de un valor inicial para cada una de la variables de estado. Las variables y

parametros de este sistema diferencial, se definen a continuacion.

s T,(t): densidad de poblacién de células linfaticas sanas en el tiempo ¢. Esta variable

se considera medible u observable.
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T.(#): densidad poblacién de células linféticas T'C'D4" infectadas productivamente

alstiempo t.

V(t): dénsidad de carga viral del VIH-1 en el tiempo ¢. Esta también se considera

una variable observable o medible.
q: tasa de creaeion de células T desde fuentes del cuerpo.

[: tasa de proliferacion maxima de células T,. La proliferacién se considera de tipo

logistico.

Taz: valor de saturaciom’de la densidad de la poblacion T, este es un dato medible,
cuyo rango es 200 — 1500.

ls: tasa per capita de morgalidad de las células 7.

k: tasa de infeccién de célulasds por el VIH-1.

e tasa per capita de mortalidad de'las células T,.

p: tasa de produccion de viptis_por célwlag infectadas productivamente.

[y tasa per capita de mortalidad del vitus.

En este contexto, la proliferacién se refiere*al proceSoypor el cual las células inmunitarias

se dividen y aumentan en niimero dentro(del organismo,

Cada parametro del sistema (1.1) es estrictamente pésitivo, a menos que el virus esté

ausente. En la tabla 1.1 se especifican las unidades de cadawariable de estado (T, T, V)

y cada uno de los parametros.

Parametros Unidades
T, células/mm?
T. células/mm?
Vv copias/ml (10~ copias/ul)
q (células/mm3>) x dia~!
g células/mm?
Trnax células/mm?
s dia=!
k copias/ulx dia=! = ul/(copias x dia)
e dia=!
P (copias/ul) x (células/mm?3)x dia~! = copias/ (células x dia)
Hy dia~!

Tabla 1.1: Unidades en que se miden las variables de estado y los parametros del sistema (I).
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1.2{ _Equilibrios y estabilidad

1.2.1. ZEquilibrio trivial y no trivial

Para obtenér10s estados de equilibro del sistema (1.1), se debe hacer cero cada derivada
del sistema, es.degir los equilibrios del sistema son los valores de las variables de estado

que satisfacen el sistema algebraico

T
4% BT, (1—T3 )—usTs—kTsV =0,
KT VA— 1, T, —0, (1.2)
pTe - ,qu = 0.

Para encontrar los equilibrios se consideran dos casos: cuando el virus estd ausente y
cuando este se encuentra presente.”En el primer caso, se tiene que V' = 0, de lo cual se
obtiene que T, = 0, por lo que, para.encontrar los equilibrios en este caso, basta con

encontrar las raices de la ecuacion cuadratica

q + Ts(/B - ,us) - (Ts)2 = 0. (13)

Las raices de la ecuacion cuadrética™(1:3) son

Tmaz

_<5_N5)i\/26—1u5)2+4 i
= 5 £

Tmaz

Tnaz
== 26 [_(ﬂ_ﬂs)i—\/<5_ﬂs)2+4%

Notese que

—— l—(ﬁ NI 4&1] - s [(ﬁ ) (8- 2 4;%] <0

¥y que

—TQL;C l—(ﬁ—us)—\/(ﬁ—us)2+4Tiil _ Lnaa [(ﬁ_ﬂs)+\/(ﬁ_us)2+4 bq } 0!

Por lo que, la raiz positiva estd dada por
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Tmax
T [(5 — ) + ¢ (8~ 1s)? + 47?7‘1] (1.4)
y la negativa_por
Tmax
I =5 [(5 — 1) ¢ (8~ p,)? + 47?7‘1] (1.5)

Por lo que se tienensdes, equilibrios para el caso V' = 0 pero, como se aclarard méas

adelante, solo uno tiene.sentido bioldgico (ver figura 1.1):

B = (T,.,0,00" y E_ = (T,_,0,0)".

T,
Figura 1.1: Equilibrios delfindividuo sano.
Para el segundo caso, en el que se tiene unrenfermo tromico, se consideran los estados de

equilibrio no triviales, los cuales se representanl como E¥ =)(TF, T*, V*). Para estos casos
V* > 0, asi que de (1.2), se obtiene:

T =By (1.6)
p

% Helly

T = 1.7

S k,p ? ( )
1 q T*

*_2 (8- 4 g ts | 1.

Vi= |18 “SHT; b T, (1.8)

De estas expresiones se ve que hay a lo mas un equilibrio no trivial £*. Para'expresar los
valores de las variables del equilibrio no trivial £*, se hard uso del parametro nmbral R,
que se define como
Ry= P 7, (199
ety
Este parametro es fundamental para determinar cémo evoluciona la enfermedad, ya sea
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hacia la.eura o hacia la enfermedad crénica.

De (1.7)] zeSulta que

T
Ry = Ts: > 0. (1.10)

Por otro lado, se 'sabe,que T, satisface (1.3), es decir,

s
q + Ts+(5 - ,us) - T (Ts+)2 = 0,
de donde se sigue que
5Ts+ q
— g = — . 1.11
ﬁ lu Tmax Ts+ ( )

Sustituyendo (1.11) en (1.8) y haciendo uso de (1.10), se tiene que

L[BTer 9 M Ty
V* — _ 1 S
k _Tmaaz T5+ - Ts* ﬁTmax
_ l 75Ts+ 94 0 q ¢ T+ TerTs*
k _Tma:r: Ts+ Tg* Tmaz Ts-‘rTs*
18T, 1 e N Tex 1 T
_ /8 + _RO o L + i e R /8 el +
k | Tmax RO Ts+ Ts* TerTs* Tmax RO Ts*
1[ BT, T, T Te, TF
_ 2 BT Ry — q 3 ) +16 o~ 5 + 45
k | ROTmax Ts+ Ts+ (Ts*)2 ROTmax Ts*
1 [ BTS-‘r q q Ts+
k _ROTma:p 0 Ts+ " Ts+ ’ BROTmax
1 [ BTS-&- q
= — Ry —1 Ry—1
k _ROTmaw ( 0 ) - Ts+ ( ‘ >:| ’
por lo que
1 q /BTS+
V*=— + Ry —1).
k [Ts+ ROTmax:|( 0 )
Noétese que si Rg = 1, V* =0y T = 0, entonces E* = (T,0,0). De (1.10)y814R = 1,
entonces T = T,., por lo que en este caso E* = L y solo existen los dos equilibrios

libres de enfermedad. Por otro lado, para cada uno de los casos Ry < 1y Ry > I"gXiste

un equilibrio no trivial, los cuales se ilustran en la figura 1.2.
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Ry<1 Ry>1

Figura 4.2: Equilibrios para los casos Ryg < 1y Ry > 1.

Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. El modelo (1°4) tiene los siguientes equilibrios con respecto al pardmetro
Ry.

i) Si Ry < 1, tiene tres equilibfios.El_, F, y E* pero E_ y E* no tienen sentido

bioldgico.
ii) Si Ry = 1, solo tiene dos equilibrios E__y,F, , pero E_ no tiene sentido bioldgico.

iii) Si Ry > 1, tiene tres equilibrios)E_, B¢y E* pero solo E, y E* tienen sentido
bioldgico.

De esta manera, se tienen los dos teoremas siguientes.

Teorema 1.2.2 (Alavez-Ramirez, 2007). Siel?y < 1) gntonces E, = (T,.,0,0)" es el
tunico estado de equilibrio admisible para el sistema (1.1).

Teorema 1.2.3 (Alavez-Ramirez, 2007). El estado de equilibrio E* = (TF,T*,V*) es
admisible si y sélo si Ry > 1. En este caso, también se tiene que 0 < T < Ts1 (< Thnaz)-

La prueba de los teoremas 1.2.2 y 1.2.3 se puede consultar en (Alavez~Ramirez, 2007).

1.2.2. Estabilidad local de los estados de equilibrio

Para realizar el estudio de la estabilidad de los estados de equilibrio, es necesazio obtener
la matriz jacobiana del sistema (1.1) en todos los puntos del espacio fase, la‘cual estd

dada de la siguiente manera

(1.12)
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Considéxese el caso del estado de equilibrio trivial, para ver la estabilidad local se evalia
la matxiZ jacobiana del sistema (1.1) en £, = (Ty1,0,0)”, de donde se obtiene

T,
6<Lﬂ *)—% 0 —kT.,

Tmax
J(E,) = 0 e KT, (1.13)
0 P —Hv
De la expresion en (1.4),"se tiene que
TmaI /Bq
T _ _ 2 a4 Pt
. 222 | (5 )+ 48— + 42
2p Bq
iy o _ _ —u)2 a4t
jﬁm(M s+ (6 MS) + \/(6 ,U/s) + Tmax
20 Bq
o, B, B ) alL
T.. Bq
2 —1 s = — Ms 2 4—a
6 ( Tmax ) " . \/(ﬁ g ) " Tmax
T.. Bq
- 2 -1 sl y - - Ms 2 4 )
/8 Tmax ) a \/(6 ) " Tmax
s Bq
1-2 i — HMs = r — Ms 2 4 )
T
Bll—222 ) —p, = —VA.
Tm(lfﬂ
Donde A = (8 — us)? + 4Tﬁ—q > 0, de esta manera se regscribe (1.13) como
—VA 0 —kT,,

0 P —Hv

Para obtener el polinomio caracteristico de (1.13), notemos que dé (1.9) se sigue que

T, = “2‘;‘/ Ry, de esta manera

p(\) = det(J(E,) — \I)
= (VA = N[(—pte = A)(—pv = ) — pkT']
= (VA = N[epv + (pe + p)A + A2 — pkT,, ]

= (—VA = N) | pepw + (e + )X + M2 — pk <Mek’;v Ro)]

= (=VA =N [(ke + 11v)X + A2 = prepy Ro + prefiv ] -
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Por lo que
PA) = (VA = N[N + (se + pv)A + (1 = Ro)prepav].

Asf uno de J6s autovalores de (1.13) es —vA < 0, mientras que los otros se obtienen

calculando lassraices del polinomio cuadratico

T(A) = A + (pte + o)A + (1 = Ro)paefy - (1.15)

Para que el equilibrio sea’ localmente asintoticamente estable, todos sus valores propios
deben tener parte realgnegativa. Las raices de la ecuacion anterior tendrdan parte real
negativa si y solo si todog’susscoeficientes son positivos. Nétese que para que se cumpla
(1 — Ro)ptepry > 0 se debe tenen Ry < 1, y por lo tanto, se concluye que si Ry < 1, el
estado de equilibrio trivial £ = (T,,,0,0)7 es localmente asintéticamente estable.

Nota 1.2.4. Para el caso en elL.gue Ry = 1, hay al menos una raiz de la ecuaciéon
cuadratica (1.15) igual a cero, por 10 cual no se puede dar una conclusién inmediata con
respecto a la estabilidad, pero en (Alaveg-Ramirez, 2007) se dan condiciones bajo las

cuales cuando Ry = 1, el equilibrien ;. és localmente asintéticamente estable.

Para estudiar la estabilidad del equilibrio no trivial, primero se evaliia la matriz jacobiana
(1.12) en E* = (T*,Tx, V*)T:

T*
ﬁ<1—2Ts )-us—kv* 0 —kT*
RV H Spe KT

0 Pyl

J(E*) = (1.16)

Con fines de simplificar la expresion para la entrada (1, 1) de J(E) se considera la primera
ecuacién del sistema (1.2), tomando Ty, =T y V = V*:

*

T
q+ BT* (1 - ) — usT* — KT*V* = 0;

max

T T
q+T:[5<1—2 ER— )—us—kv*]:o;

Tmax Tmax
T T*
T8 (1 -2 S kvt = —g
T T q
12 Sy —kVE =L
B( Tmax) O T e RV =

T* T*
5(1—2 S )—us—kV*=—i—ﬁT—S;

Tmax Ts* max
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1 -2 ) —py —kV* = —— s ).
’ ( Tma) o m V= (q 0 Tm)

La dltimagecuacion nos da una expresion alternativa para la entrada (1,1) de J(E*), que

si la llamames’™, entonces b = —T—l* (q + B%) y (1.16) se reescribe como
b 0 —kT?
J(E*) = | kV* —p. KT (1.17)
0 P —Hv

Para este caso, el polinomi6 caracteristico es
o () =G BN + (1, + i )N] + KTV,

En (Alavez-Ramirez, 2007) se péede ver que si Ry > 1 entonces todos los autovalores
de (1.17) tendrdn parte real negativa y entonces el estado de equilibrio no trivial serd
localmente asintéticamente estable. Adetnds, alli también se muestra que en este caso, el
estado de equilibrio F, es inestable.

Ry <1

(a) Si Ry < 1, existen tres equili- (b) Si Ry = 1, el equilibrio E* co- (c) Si™Ro > 1, existen tres equili-
brios. lapsa a E4. brios,

Figura 1.3: Equilibrios para los casos: Ry < 1, Ry =1y Ry > 1. En celor’rojo se muestran los
equilibrios inestables y en azul los estables.

1.3. Solucion numérica del modelo

En esta seccién se tratard la solucién numérica del modelo del VIH/SIDA quéhos,ocupa.
Sera resuelto por un método de Runge-Kutta. Los métodos de Runge Kutta son@inétodos
iterativos que son utilizados con frecuencia para aproximar las soluciones de sistemasyde
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con condiciones iniciales, siendo el mas populas el

Runge-Kutta de cuarto orden (RK4), el cual, si el sistema a resolver es
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y/(t) = f(ta y)’ te (OvT)

entonces se haeé una particion de [0,7] definiendo N + 1 nodos como t; = ih, para
i=0,1,..,N donde h,=T/N. Con esto, el método RK4 proporciona las aproximaciones

y; para y(t;) de la sigiiénte manera:

h
Y1 = Yi + = (k1 + 2ko + 2ks + ky),

6
Yo~ @,
donde
kl = f(tzvyz)a
h h
ks = f (ti + §,yi + §/£1> ,
h h
ks =% <ti + 50 Y + §/€2> ;
ky = f (LR P,y T R3),
parat =0,1,--- , N — 1. El término % (k1 +2k5 + 2k3k3), puede ser considerado como

una “pendiente promedio” de la solucién en €l intervalo {ts%;1].

Este método tiene un error local de truncamiento O (h*) sigmpre que la solucién ten-
ga cinco derivadas continuas (Burden & Faires, 2002). En general,los métodos del tipo
Runge-Kutta son adecuados para problemas no rigidos (como en“el caso del modelo del
SIDA que nos ocupa) en los que se requiere una precisién moderada,péro no son adecua-
dos para problemas rigidos (Burden & Faires, 2002).

Utilizando este método (RK4), se resolvié numéricamente el modelo (1.1) pdra ilustrar
la dinamica del VIH. Se muestran dos escenarios que corresponden a: un enfermo que
se cura (caso 1 y caso 2) y un enfermo crénico (caso 3). Los valores utilizados (e los
parametros se especifican en la tabla 1.2; las condiciones iniciales para los tres casos fiferon
Ty =70, Too = 30 y Vo = 200. De acuerdo a las férmulas obtenidas para los equilibfios
en la seccién 2.2: en el caso 1 se tiene que F, = (1421.7,0,0), E_ = (—87.9245,0,0,),
E* = (T*,TF, V*)T = (2369.1,—-372.46, —0.13036)"; en el caso 2, £, = (1421.7,0,0),
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E_ % (87.9245,0,0) y E* colapsa en F.; por tltimo, para el caso 3, £, = (1421.7,0,0),
E_ = (#87.9245,0,0) y E* = (T*,T*,V*)T = (1015.1,71.8,478.4)T.

El comportamiento de las variables para los casos 1, 2 y 3 se muestran en las figuras 1.4,
1.5 y 1.6, reéspectivamente.

q B | Tna s e k 0% p Ry
Caso1l |10 | 012 | 1500 [ 1.33x 1072 [ 05| 6.03x1071 |04 | 1.4x107%] 0.6
Caso 2 | 10 | 0:127] 1500 | 1.33 x 1072 | 0.5 | 5.2754 x 107° | 0.4 2.6667 1.0
Caso3 | 10 | 0.12] 1500 | 1.33 x 1072 | 0.5 | 7.3885 x 107° | 0.4 2.6667 14

Tabla 1.2: Valoreg'de los pardmetros del modelo y del pardmetro umbral Ry.

san, én de Virus (V)
1500 100 200

70 140
., looo @

™
2
S

I~}

S

o
3
Virus
5
8

o 20 40 50 80 100 ) 20 20 50 80 100 0 20 40 50 80 100
Tiempo Tiedpo Tiermpo

Figura 1.4: Caso 1. Dindmica del VIH/SIDA en ele@isesen el que tedricamente existe una cura,
para el cual, Ry = 0.6. La dinamica del sistema diferencial estd determinada por el punto de
equilibrio trivial £y = (1421.7,0,0), que e loealmente_asintéticamente estable.

san 6n de Virus (V)
1500 30 200

o]
Vifus
5]
3

o 50 100 150 200 0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo Tiempo Tiermpo

Figura 1.5: Caso 2. Dindmica del VIH/SIDA en el caso en el que tedricamente @xiste una cura,
para el cual, Ry = 1.La dindmica del sistema diferencial estd determinada porseh punto de
equilibrio trivial F; = (1421.7,0,0), que es localmente asintéticamente estable.
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Poblacion de células sanas (Ts) Poblacién de células enfermas (Te)

Virus (V)
1400, 90 600

1200 500
1000
800

600

Células sanas
Células enfermas

400

200 100

0

o 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 1.6: Caso 3. Din&miica del VIH/SIDA en el caso en el que el paciente tiene una enfermedad
crénica, para el cual, Rg'=1.4. Se tiene que Ts, = 1421.7 y el estado de equilibrio no trivial es
E* = (T*,T*,V*)T = (1015.3,71.7,478.2)T | que es localmente asintéticamente estable.

1.4. Curvas de fase

En esta seccion se presentan las cufvas de fase alrededor de los puntos de equilibrio de
acuerdo con los casos presentados en lavseccién anterior, con el fin de ilustrar y verificar

los resultados tedricos obtenidos para lasestabilidad de estos equilibrios.

En las figuras que se presentaran,”les puntos de color azul, representan equilibrios esta-

bles, mientras que los puntos de coldor rojo representan equilibrios inestables.

En la figura 1.7 se presenta el diagrama de fase para elcaso 1, en el que Ry = 0.6, es decir,
Ry < 1. Se tienen tres equilibrios F_, E, v E*g4para 10§ enales con los pardametros utiliza-
dos, se obtiene E_ = (—87.9245,0,0), £, = (1421.7,0, 07 yE* = (2369.1, —372.5, —0.1),
siendo E_ y E* inestables. En el sentido bioldgico, solo se admite E, el cual, de acuerdo
con los resultados de estabilidad, es localmente asintéticamente estable, lo que se refleja

en la figura 1.7.

En la figura 1.8 se muestra el diagrama de fase para el caso 2, en el que' Ry = 1. En dicha
figura se puede observar el equilibrio F,, y la dinamica alrededor del mismo. En este
caso, para los valores que se asignaron a los parametros, se observa que este“equilibrio es
estable. En esta figura no se muestra el equilibrio E_ y el equilibrio E* noexiste. Con
los pardmetros utilizados, se tiene que F_ = (—87.9245,0,0) y F, = (1421.7;0,0).

Por ultimo, la figura 1.9 corresponde al caso 3, en el que Ry = 1.4 > 1. Para este ¢aso;)se
admiten matematicamente tres equilibrios, que con los valores asignados a los paramettros
son B = (—87.9245,0,0), £, = (1421.7,0,0) y £* = (1015.1,71.8,478.4). En este caso,
los equilibrios F_ y E son inestables pero E* es localmente asintoticamente estable, tal
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com@ sedogra ver en la figura.

Equilibrios y su dinamica local (R0=0.6)
@ Equilibrio estable
30 @ Equilibrio inestable

20

10

2000
3000

Figura 1.7: Retrato fase para el caso 1{{Ry = 0.6 y dindmica local alrededor del equilibrio
E, = (1421.7,0,0), el cual es localmente asintéticamente estable, mientras que los equilibrios
E_ = (—87.9245,0,0) y E* = (2369.1, —872.5,—0.1) son inestables (e inadmisibles desde el
punto de vista biolégico). Las condi€¢iones iniciales las representamos con el simbolo “o0”.

Equilibrioswy su dinAmicadocal (R0=1.0)

| | & Equilibrio estable

Te 0 1410 Ts

Figura 1.8: Retrato fase para el caso 2, Ry = 1 y dindmica local alrededor del equilibrio F, =
(1421.7,0,0), el cual es localmente asintéticamente estable, el equilibrio E*, colapsag@n F y el
equilibrio E_ = (—87.9245,0,0) existe matemdticamente pero no es admisible biologicdmente
y no se muestra en esta figura. El simbolo “0”, representa las condiciones iniciales.
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Equilibrios y su dinamica local (R0=1.4)

® Equilibrio estable
& Equilibrio inestable

100

Figura 1.9: Retrato fase para el c@‘, Ry = 1.4 y dindmica alrededor del equilibrio E* =
(1015.1,71.8,478.4) el cual es localm wsintéticamente estable. En este caso, se tiene que los
equilibrios E_ = (—87.9245,0,0), E ®21.7,0,0) son inestables. Las condiciones iniciales
las representamos con el simbolo “o”. La @'&S que inician cerca de F_ pasan cerca de E y
siguen su camino hacia E*.



Capitulo

El problema de estimacion de
parametros como un problema de

minimizacion

2.1. Definicion de la funeién % objetivo

Considérese x(t) € R? como una variable de ‘estado en el tiempo t € I = [to, 1], que
cumple el problema de valores iniciales

x(t) = £(, x(£),07)  x (fo)=xo. (2.1)

La funcién vectorial f : R x R? x R™ > RY se suponé en C'(R¥*") (derivable con
respecto a las variables x y 6). Aqui np representa la dimensién del vector de pardmetros
0. Se denotard la solucién de este problema como x (t;Xg, 8)*Cuando sea explicita su
dependencia de x¢ y 6 . Ademaés, se supone que se dispone de mymiediciones vectoriales

en los tiempos tp < t; < ... <t <tyen I:

xX; = X (t;;%0,0) + €, 1=1,...,m. (2.2)

En este caso, ¢; € R? son vectores aleatorios independientes que representan€rrores de
medicién y siguen una distribuciéon Gaussiana multivariada con media cero“y yvarianzas
vectoriales 0? € R?. Comtunmente, se usa una perturbacién Gaussiana porque nmichos
fenémenos siguen ese comportamiento en sus datos y en sus perturbaciones, y ademéas
por sus propiedades matematicas de linealidad y estabilidad. En general, no todas/as
componentes de x(t) son observables, por tal motivo, se consideran variables observables
y no observables, y por tanto,

23
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_ 0, para toda ¢ = 1,..,m, si la variable j es no observable
Xij = (2.3)

X;j, sila variable j es observable

donde X;; es*€Lyalor observado de la variable j en el tiempo de observacién 4.

El objetivo del prablema de estimacion de parametros es encontrar aproximaciones sa-
tisfactorias del vector desconocido 0 y de las condiciones iniciales xq, a partir de las
mediciones, para lo cual’se minimiza la siguiente funcién objetivo de minimos cuadrados

2 1m

2

, (2.4)

Xp — Spo i(tl,X0,0> —iz

1
g(Xo,g) = § o0 o

donde x(t) debe satisfacer la ODE (2.1).

El vector fijo sy denota la medicién experimental de las condiciones iniciales. Se asume
que todas las componentes de la variable de estado x son observables en el tiempo inicial
to.

2.2. Calculo del gradiente de ¥

En esta seccién el objetivo es calculat de manera eficiente el gradiente de £ con respecto
aXoy 6, con el fin de minimizar el funcional - de (2.4) con un método tipo Newton o que
use derivadas, es decir, minimizar .Z pata encontraplas condiciones iniciales xo € R? y
los parametros 8 € R que resuelven el problema de ajuste. Debido a que en este trabajo
de tesis se supone que la variable de estado ¥ es C! y satisface un modelo determinista,
se pueden usar métodos de descenso por gradientes o algoritmos cuasi-Newton y sus
variantes. Uno de los aspectos méas costosos al usar estos métodos es calcular el gradiente
o jacobiano de la funcién objetivo en cada iteracion. En seguida,.se describen algunos

enfoques que se usan para calcular este gradiente.

2.2.1. Enfoque variacional

Sea z definida por z = (x¢,80)" € R4 que contiene las condiciones iniciales y.el vector
de pardmetros desconocidos para el sistema dindmico de (2.1). Entonces se ptiedé escribir,

con una precisiéon de primer orden,

0. = L(z+ 6z) — L(z) ~ VL (z) - Iz, (215)
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T - . _
donde 0z*= (0x0,d0)" es una perturbacién para z. Lo anterior se puede reescribir con
mas detalle como

0% = X(XO + (SXO, 0+ 59) - (XQ,O) % VXOX (X(),O) . (SX() + Vgg (Xo,e) - 00. (26)

Con Vy, v Vg seddenotan los gradientes con respecto a xq y 6, respectivamente. El lado
derecho de (2.6), sé puede desarrollar de acuerdo a la definicién de £, como sigue:

X0+0X0—So
oo

(1=
: ([t

1 m X(t;;x +6x 0+50
+3 (Zi—l < B H

2 _|_Zm

X0—So S()

o

Hx(t ix0.0) %, H >

)

‘x(t X0, 0) X H2
)

(2.7)

2 (x0 + 0%0,0 + §0).— & (x¢,0) %(

X(ti;x0+0%0,0+00)—X; H2>

N[

Xo0+dx0—S0
g0

__ ||¥X0o—=So
oo

Noétese que

xo +0x0 —so|° | (x0 — s0) + 0% |- ~ ((x0 — 80) + 0%p)”

d o}
(%0 — s0)% + 2 (x0 — s0) - 0%0 + (0%0)2
- pos

gy d g

)

donde se estd usando la notacién x>*=x . x, e§ decir, el producto punto de x con él

mismo. Despreciando el término cuadrafice~(dx,)*zesulta que

Xo + (5X0 — 8o 2 - (XO = S())2 + 2 (Xo Y S()) : (SXO (2 8)
Go d o
Ademas,
X0 — So ? (x0 — So)2
= SR (2.9)
g0 g o0
Haciendo la diferencia de (2.8) y (2.9)
X0+(5X0—S(]2_ XO—SOQN2<X0—S0)'(5XO (210)
oo J oo |y ol

Para los términos dentro de la sumatoria de (2.7) se considera la expansién énserie de
Taylor de primer orden alrededor del punto (xg, @) para X (t;; X0 + 0%, @ + d0)¢ De, esta

manera,

a)_( (ti;XO’O)(;XQ + ai (t’i;X0>0)

X (t;;%0 + 0%q, 0 + 60) ~ X (t;;%0,0) + e 20

56.  (2.11)
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Por lo que
X x 2
X (t:; 0" 0%0, 0 + 96) — %, |’ X (ti;x0,0) + atauTo’éxo + 9 t“ 0950 — %,
o no - o;
d
2
B (f (ti;Xo,e) - ii) + (a)‘(tg’T);Oe)(SX + w50>
= =
d
((i(ti;xo,e) —X;) + (%5% n tz,xo, 50))
— 6-2 .

K3

Se debe desarrollar el binomjo_etiadrado del numerador, pero antes, para simplificar se

OX(#85%0,0) Dpx = 0% (ti;%0,0)

X0 0 vy X = X (t;;%9,0). Con esto se

usard la notacion Dy, X =

obtiene

(R —X;) + ((Dx,X)6%0 + (De%)00)) ¥ D(X — X;)° + 2(X — X;) - ((Dx,X)6%0 + (DpX)36)
F((Dy,X)0x0 + (Dgx)00)* .

Despreciando el término cuadrético”{((Dy,X)0Xo + (Dgx)00)°, se tendra

X (ti;%o +0%0,0 +00) — % |* ®=%)" T 2& - %) - (Dx,X)0%0 + (DpX)50)

o d 5'12
(2.12)
Por otro lado,
X (ti:%0,0) — % | (X (ti; %0, 0Y=%,)°
— = SR . (2.13)
Asi, de restar (2.13) de (2.12) se obtiene que
X (t;%x0 + 0x0,0 + 00) — X; 2 X (ti3%0,0) — X; 2 9 (X —X;i) - ((Dx,X)0%6+ (Dpx)d0)
— — = ~x —5 (2.14)
(o) d g; d o;
Sustituyendo (2.10) y (2.14) en (2.7) resulta
0.2 = % (%0 + 0%0,0 + 60)—.Z (x0,0) ~ (XOU_QSO) %0+ Y (i;f”) ((DxyX)0%0 + (Dax)30) . (2.15)
0 i=1 i

De forma equivalente,

X0 — So X (L3 Xo, —X; ([ 0X(ti;x0,6) X (ti; %0, 0)
0L ~ Z < - 6xg + 25 00), (2.16)
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Asimismo, se tiene que

524 @ %0 + i ((DXOX)T(XO_—Xl) 50 + (D)7 X=X 59)

2
0 i=1 g

i i

o equivalentermente

(%o i (x X;) (X — xz)
0.7 ~ (o_—o ; DXOX T 5X0 + Z DQX 0_2 - 00. (217)

Uz

La expresion (2.17) esta ‘présticamente en la forma
0. ~ Algo - 0z,

salvo términos de segundo orden, ¢on'lo que se concluye que V.Z(z) es igual a la expresién
Algo, es decir

VZ(z) = (““T;) » iwxgscf_(f ;fﬂ, i(De)_C)T (X ;fa) |

El problema con esta expresion del gradiente és que involucra las derivadas Dy, X y DgX.
Las matrices 0% (t;;x0,0) /0%¢ y 0X (t73%9,0) /087de (2.16) son los jacobianos de las va-
riables observables X (t;; X0, ) en con respeeto a x.y40, respectivamente. Estas derivadas
parciales, cominmente son conocidas conio /sensibilidades de las observables” y su eva-
luacion puede requerir de un esfuerzo comptuitacional grande. La primera matriz tiene
dimensiones d x d y la segunda d x np, sin embargo, algings de los renglones de estas
matrices son 0, por lo que el nimero total de derivadas pargigles a calcular en (2.16) es

m x n,(d + np), donde n, representa el nimero de variables obsérvables.

Nota 2.2.1. En la deduccién de (2.17) se utiliza la siguiente propiedad matricial en
combinacion con el producto escalar:

Si M es una matriz de m x n, v un vector de m x 1 y w un vector de n\1, se cumple
que v Mw = (M"v) -w

Una justificacién de esto se sigue de considerar x e y vectores columna de dithefisién n x 1
y recordar que z -y = zy; asi

v- (Mw) = v (Mw) = v" (MT)Tw = (M"v)"w = (M"v) -w
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2.3l Meétodo variacional para calcular sensibilidades

Como ses€xplica en (Judrez Valencia & Rojas, 2022), el método variacional para calcular
sensibilidades (las matrices Dy, X y DgX) es también conocido como el “enfoque directo”,
debido a que para calcularlas se debe resolver un problema de valor inicial para el cual las
variables dependientes son las derivadas parciales que definen las sensibilidades. Para ver
esto, lo primero a\considerar es el calculo de las sensibilidades con respecto al parametro
0. Para ello el jacobiafio, gx (t; x, 6) /00 se denotara como J (t; %, €), para simplificar la
notacién. De aqui:

J (t;%670) 60 ~ x (t;x0,0 + 00) —x(t;%0,0) .

Derivando con respecto a t,

J(£.0%0 ~ x (t;x0,0 + J0) — x (t;%0,0)
= f (x(t;%0,0%000),0 + 00) — £ (x(t;%0,6) ,0)
fy (x(t;%0,0),0) J (tyx0y0) 60 + £ (x (t;%0,0) ,0) 6.

2

Entonces, x(t) = x (t;x0,0) y J($="J (t;X030) satisfacen las siguientes ecuaciones:

x(t) = f(x(t)50), to <t <ty

x (to) = Xo;
T(t) = fe(x(t), 0)J (t)(+ fo(x (), 007y to < t < ty, (2.18)
I (to) = O.

Las ecuaciones para el jacobiano J forman un sistema matrticial.de ecuaciones diferenciales
y la condicién inicial para J resulta de

0x (to, X0, 0) . ﬁxo

J(to)zj(tU;XO,O)Z (,)0 = (30

=0 (métriz’mula).

La condicién inicial para J estd resaltando el hecho de que xq no depeiide de, 8. De manera
similar, se puede concluir para la matriz de sensibilidades con respecto asX, que satisface
un sistema de ecuaciones diferenciales similar al anterior. Asi que, computacionalmente,
se debe encontrar la solucién de sistemas matriciales de ecuaciones diferenciales gue deben
ser evaluadas en cada tiempo experimental ¢;,1 < ¢ < m. Con esto queda claro’que el
trabajo computacional requerido se incrementa en cada iteracion, por lo que enfalgunos
casos llega a ser excesivo. Para méas detalles ver (Judrez Valencia & Rojas, 2022){ Esto
motiva el estudio de métodos alternativos para calcular las sensibilidades observahles
(SO); en la siguiente seccion se desarrollard el método de la adjunta.
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2.4, FEl método de la adjunta para calcular SO

Se deseasCalcular el gradiente de £ sin calcular directamente las matrices jacobianas,
con el fin defevitar el trabajo computacional que esto implica. Para esto se utilizard una
metodologia gueirequiere de los siguientes espacios de Hilbert:

V B2 ([to, £ RY) = {v : [to, ts] — R | 57 [v(t) dt < o0
H = H' ([to, t7];RY) = {veV |dv/dte V}.

El producto interno considerado en V' estd dado por (u,v) = Szg u(t) - v(t)dt que induce
la norma |[uly = (u, u)/%Para ver que x(t) € V, se debe verificar que f(¢,x(t),0) € V;
esto se cumple ya que f € CYIRE™). De esta manera, se concluye que x € H.

Del sistema de estado (2.1), se tiene

Diferenciando ambos lados de la"igualdad anterior

0x(t) = £ (X(t), %0, 8) X (L) fi, (x(),%0, 0) 00 + fo (x(t), %0, 0) 66
Y multiplicando esta igualdad por una funcion p (arbitraria en H), se tendrd
0x(t)-p(t) = [£x (x(£), %0, 0) 0x(t) + £, (x(t)x0,0) 6x5 FFg (x(t), x0,6) 60]-p(t), Vp € H.

Integrando se obtiene lo siguiente:

ty ty
f 0x(t)-p(t)dt = f [fx (x(t),%0,0) 0x(t) + £y, (x(t), X0, ) %o + £5 (x(), %0, 0) 00]-p(t)dt,
t t
’ ’ (2.19)
donde fx, fx, y fo son los jacobianos de f con respecto a x,x( y 0, respectivamente.

La funcion p es arbitraria en H, pero si se escoge adecuadament, aportard informacion
sobre las variaciones de la solucién x(¢) con respecto a xq y 0, evitando el ‘cédlculo de las

matrices jacobianas.

Analizando el lado izquierdo de la igualdad (2.19) y suponiendo para fines practico§, que
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usaremos*mas adelante, que dx = (dz1, 0z, 0x3)” v p = (p1,pa, p3)7, entonces

ff S%(1) - p(t)dt — ff (51 (£)p1 (£) + Sa()pa(t) + Sia(£)ps ()]t
(7 sty + J 7 sia(tpalt)dt + ff S (#)ps(£)dt.

to

Aplicando integracion por partes a cada sumando de la expresién anterior, se tiene que

L 7 0% (t) - p(t)dy2 py (t)ox1 (1)) — f ! 81 (£)p1 ()t + pa(t)0aa(t)] ;]

0 to

f 0o (t)pa(t)dt + p3(t)dws(t) f dxs(t)ps(t
= [pL@)0we(t) + p2(t)02a(t) + ps(t)d3(t)]]

[ o) + s02(00s0) + das(0ps N

to

Sustituyendo esta expresién en el lado)izquierdo de (2.19) se obtiene

iy

p(t) - 5x(t)\§£ - ff p(t) - 0x(t)dtr= J [£0x(t) + fy,0x0 + £500] - p(¢)dt,

to to
y desarrollando el lado derecho de la igualdad”queda:

tf tf

p(t) - ox(t)dt = f [£.0%(1) - p(t) + FardRo - p(t) + £200 - p(1)] dt.

to

p(0) - ox(0) - |

to

Aplicando la propiedad de la nota 2.2.1, se sigue que

p(t) - ox(t)],! — f t)-6x(t dt—f {[£5p] x(t) + [£L.p] (t) - Sxo(tht [f5 p] () - 06} dt.

to

Tomando en cuenta que f no depende explicitamente de x;, se tiene lo siguiente:

t

p(t) - ox(t)[[] — f 'f

to

tf

Ly
p(t) - ox(t)dt = J [£5p] () - ox(t) + f [fo p]| (t) - 804dk.
to to
Agrupando términos resulta que

p(t) - 5x(t)y§g — ff {p@®) + [Ep] (1)} - ox(t)dt = ff [£,p] (t) - 664t. (2.20)

0
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En éste_punto vale la pena recordar que lo que se quiere hacer es calcular el gradiente
de £ sin calcular directamente las SO. Para esto se tomara como referencia la ecuacion
(2.16). Es.décir, se desea calcular la variacién total de x (;xo, @) con respecto a xo y 6,
que estd dadarde la siguiente manera:

0% (t;x0,0) = x (t; X0 + 0%, 0 + 00) — x (t; X0, 0)
0x (t; %9, 0) 0x (t; %0, 0)

~ 0 T g +

. 2.21
ﬁxo 00 00 ( )

Para evitar el calculo explicito de dz como en (2.21), se escogerd una p de tal manera
que a partir de (2.20) se obtehiga una expresion practica para dx(t). Para esto se escoge

a p como la solucion del siguiente problema:

() = L(x(1).0)7p(r) + SIAX X;f” X S (b t) by >t 2t (2.22)
p(ty) = 0. (2.23)

Aqui, m es el nimero de observagiones y dp«(#— t;) es la funcién de la medida de Dirac
centrada en ¢;. Al sistema (2.22) sefle.conoce €omo ecuacién adjunta al sistema de estado
o a la ecuacién (2.1). La formulacion Wariacional”de este sistema adjunto es obtenida al
multiplicar por una funcién de prueba diferenciable=¢(t) e integrando:

—ﬁf{p(t) Tp| (1)} - ot dt—L t“xo’f)_ii)ép(t—ti)-qb(t)dt. (2.24)

0 ¢=1

La integral del lado derecho puede ser escrita como

Entonces (2.24) se convierte en

f {p(t) + [fip] (1)} - Pp(t)dt = i & (ti;xo_’f) — %) - (6 (2.25)

Al elegir ¢(t) = 6x(t) en la ecuacién (2.25) y sustituir en la ecuacién (2.20), sezobtiene

- 2 t“:vo, —X) o (t) - f i [£7p] (1) - 604. (2.26)

to

Evaluando el primer término en los limites de integracion y considerando que p satisface
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la condigién final p(t) = 0, se obtiene

m - ty
pdto) - 0x (to) + Z t“XO’ ) S 0X (t;) = J [ngp] (t) - 00dt. (2.27)
i=1 g; to
Que se puede reeseribir como
(% (L X ty
3 (= X;f ) %) 5% (t:) = p (to) - 6% (to) + f [£p] (t) - 60dt. (2.28)
i=1 7 to
Sustituyendo en (2.16)
Xo — So tr
0.7 ~ — So%a+ p (to) - 0x (to) + J [fop] (t) - 66dt, (2.29)
0 to

de donde resulta que

Vxo-Z (X0, 0) - %o+ Vig-Z (%0, 0) - 0

2.
= X050 . xo #7D (to)™ %0 + [ o [£5p] (t)dt] -00. (230

Asi, el gradiente de la funcién objétivo es VeZ(z) = (Vy,-Z (X0,0), VoL (x0,0))" y
queda expresado por

VXOO% (Xo, 0) = 0_2 -+ P (to) , (231)
VoL (x0,0) = ff £y (x(t), %0, 0) " Pl#)dt. (2.32)

Observaciéon 2.4.1. En esta seccién el problema abordade¢™fue obtener una férmula
para el gradiente, que a diferencia de la férmula (2.17), evite el calculo de las matrices
Jacobianas, con el fin de eficientar los calculos. Al introducir lagécuacién adjunta, se
llega a la expresion (2.31) y (2.32) para el gradiente. Notese que estas expresiones sélo
requieren de la solucién de la ecuacién de estado (2.1) y la solucién del sisStema adjunto

(2.22), lo que disminuye considerablemente los calculos con respecto a la expresion (2.17).

2.5. Solucion de la ecuacion adjunta y calculo del gradiénte

El sistema adjunto (2.22) es un sistema para el cual se conoce una condicién final efl £} y
se debe resolver hacia atras en el tiempo hasta ¢y, que es el valor que se utiliza en el cél¢ulo
del gradiente. Este sistema se puede resolver numéricamente hacia atras en el tiempo pero

en esta seccién se muestra como transformarlo en un problema de valor inicial. Para eso
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se introdace un cambio de variable adecuado y se aplica el método numérico RK4, que
ya se désctibié en el Capitulo I. Se denota la nueva variable independiente como 7, y
la nueva“variable dependiente como p4. El cambio de variable se obtiene a partir de la

relacion ty 7=t — 1y, con lo cual se tiene

P(l=p(;— (7 —t)) =palr) = p()=-Pal7), (2.33)

obteniendo el sistemasdingmico continuo (con dindmica hacia adelante en el tiempo)

. _ T m iA(Ti,XO,H)*§m+17i o
pA(T) - fx (XA(T)v 9) pA(T) + Zi:l U?n+1—z‘ 6D (7—1 7_) ) tO <T< tfa (234)

Pa (T()) = 0.

Este sistema tampoco es facil de.resolver de manera analitica, por lo cual se resuelve
numéricamente. Una vez obtenidd” pg,se utiliza el cambio de variable para obtener p,
y una vez obtenida p se calcula la integral que define a la parte correspondiente del
gradiente, dada por (2.32), la cual se puede resolver numéricamente por ejemplo con el
método de Simpson.

Hasta este momento se ha definido él problema desajuste mediante la minimizacién de un
funcional, para el cual se cuenta con una férmula €ficiente para calcular su gradiente. Para
minimizar numéricamente dicho funcional€xisten varios algoritmos, como el de descenso
por el gradiente, gradiente conjugado, métedo de Newton, o el algoritmo BFGS, entre
otros. En la siguiente seccién ilustramos las_ideas expuestas para el caso en el que el

modelo corresponde al del SIDA que nos ocupa en este trabajo de tesis.

2.6. Ejemplificacion de las ideas expuestas al caso del modelo
del SIDA

Definicion de la funcion objetivo. Para ejemplificar las ideas de la seccion 2.1 ¢onsideramos
el modelo que es de interés en este trabajo, en el que la variable de estado. x satisface el
modelo estandar del SIDA (1.1):

T
) — usTs — KTV,

T, = T,(1-

. 1 " ﬂ ( Tmax
Te = kTsV - /'l’eTe7
1%

= pTe - ,U\/V,
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que se complementa con condiciones iniciales T(tg) = Tso, Te(to) = Teo, V(tg) = Vo. En
este cas6, el nimero de ecuaciones del modelo es d = 3 y la variable de estado es el vector
x(t) = (To{#),T.(t), V(¢))T. El nimero de pardmetros es np = 8 (aunque no todos podrian
ser desconodides). En la figura 2.1 se muestra la solucién x(¢) usando el algoritmo RK4, en
el intervalo detlempo [to, t¢] = [0, 30], usando los valores de los pardmetros siguientes 6 =
(¢, B, Trnaz, s, K pragp, 11,)T = (10,0.12, 1500, 1.33 x 1072, 3.1662 x 1073, 0.5, 2.6667,0.4)%,
que serdn llamados yalores exactos, y condiciones iniciales xo = (70, 30,200)7 que serén
llamadas exactas. Estos«¥alores se tomaron de la referencia (Perelson & Nelson, 1999;
Perelson et al., 1993) ya que en esa referencia se muestran también series de tiempo aso-
ciadas con estos valores. En lar figura 2.1 se muestra el comportamiento de las variables
para estos valores de parametrossque corresponden a un caso en el que Ry = 60 y el equi-
librio no trivial E* = (23.6874424.9651, 166.4362) es localmente asintéticamente estable.

Solucion Exacta
300 : : :

Poblaciones
—
o
[=]

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo

Figura 2.1: Solucion exacta del modelo estandar del SIDA.

Cdlculo del gradiente de £ con sensibilidades. En el caso del modelosdel SIDA (1.1) de
interés y suponiendo que el nimero de variables observables fuera n,5\3 y si hay m = 13
mediciones experimentales, se tendrian que calcular 13 x 3(3+8) = 429 semnsibilidades pa-
ra obtener el gradiente en cada iteraciéon de un método del tipo gradiente®® cuasi-Newton.

El método de la adjunta para calcular SO. Nétese que para el modelo quése/esta tra-
bajando, x(t) = x(t;x¢,0) € H. Para verificar esto, primero se vera que x(£)€ V; en
nuestro caso x(t) = (Tx(t), Te(t), V(t)) y de acuerdo con los resultados sobre la estahilidad
estudiados en el capitulo 1, se sabe que x(t) se va a un equilibrio, por lo que no‘toma

valores infinitos y de esta manera la integral de su norma al cuadrado es finita.

Calculo del gradiente y solucion de la ecuacion adjunta. Para el modelo del SIDA que se
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est4 trabajando, si suponemos que X = (T}(t), To(t), V(t))", entonces la ecuacién adjunta
(2.34) tema la siguiente forma:

. m Ts(Ti)*Tsm —

Pa, (7) B (1 - 2TZ;') —us —kV RV 0 pa,(7) i1 B A H=t5p (13 — 7)

. m  Te(Ti)—Te i

pas(r) | = 0 —he o | () | | D, T Sy, ()

Pay (T) — kT, KTy —py | [ pas(7) S, Ay (1 - 1)
(2.35)

Una vez que se resuelve esta ecuacion adjunta hacia adelante, se recupera la solucién p de
la ecuacién adjunta hagta atras (2.22) tomando p (t;) = pa (Tmt+1-i),¢ = 1,...,m. Para

concluir con el célculo del@gradiente se debe calcular la integral en (2.32) cuyo integrando

A 1 0 0 |
no(i-£9) o 0
v IR
£ (x(6).0) p(t) = | Lz C Y e
AV 2 TV o ||
0 LT 0
i 0 (%)
I 0 0~ —V(t)]
| pa(t) |
L) (1-22) m)
8 (L) it
- ~LOn(®) =1I(t). (2.36)
T(t)V () (p2(t) — pa(t))
—Te.(t)pa(t)
Te(t)ps(t)
—V(t)ps(t)

Nota 2.6.1. En la expresion (2.36) se estan involucrando todos los parametros, péro‘en
el caso de que no todos se tengan que estimar, es necesario eliminar (no es lo mismo 'que
poner un cero en esa posicién) los respectivos renglones. Por ejemplo, si el parametro 2

y el pardmetro 5 ya estan definidos y no se deben identificar, entonces se deben eliminar
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las filas 2y 5 de (2.36).

Finalmente, haciendo uso de la regla de Simpson en el conjunto de nodos de la malla
temporal t; éntre to y ¢, se tiene

Y At S
|7 it 07 (0 ~ Y Tt + 410+ 1(50)),
to j=1

donde I se calcula comojen la ecuacién (2.36) de arriba. Con esto tendriamos disponible
el gradiente y se podriassar cualquier método del tipo cuasi- Newton para minimizar .Z.
En el siguiente capitulo veremos como minimizar ., para un modelo en general y para

el modelo del SIDA en particulax, utilizando el método cuasi-Newton BFGS.



Capitulo

Soluciéon numérica del problema de

minimizacion.de ¥

Los métodos cuasi-Newton son una familia de algoritmos iterativos para aproximar la
solucion de problemas de optimizacionto lineal como el que nos ocupa. Se derivan del
método de Newton. Una de las”principales.ventajas de estos métodos es que mientras
el método de Newton requiere del” calculo directo de la matriz Hessiana, los métodos
cuasi-Newton construyen solo una aproximaciénsde esta en cada iteracién, usando infor-
macion del gradiente previamente calgulado. Allne~requerir de las segundas derivadas,
estos métodos son més eficientes que el métado de-Newton en términos de operaciones.

En las siguientes secciones se explorara una’ de los algetitmos cuasi-Newton méas conoci-
dos: el algoritmo BFGS, que implementaremos para resolsvér.el problema de minimizacién
(2.4), cuando el sistema de estado es el modelo del SIDA (1#1), para los cuales ya calcu-

lamos su gradiente en el capitulo 2.

3.1. El algoritmo BFGS

Siguiendo la descripcién de (Nocedal & Wright, 1999), el algoritmo BFGS snombrado asi
por sus creadores (Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno) es el algoritmo _cuasi-Newton
mas popular. Como todos los algoritmos de btusqueda y suponiendo que“se _tiene ya la
aproximacién z*, utiliza el gradiente en z* para definir una direccién de busgtieda d* y

una vez definida esta, se minimiza la funcién objetivo restringida a la recta
z = z" 4+ ad”.

Esto dara un valor 6ptimo para «, que si se denota como «ay, se toma la nueva aproxima-

37



3.1. EL ALGORITMO BFGS 38

cién como
2"t = 28 + o, dF.

Para calctlar la direccion dy, el algoritmo BFGS, ademas del gradiente, utiliza una apro-
ximacién paracla inversa de la Hessiana. Especificamente, el método BFGS utiliza la

direccién de bisgtieda

dk _ —Hkak,

donde V f* es el gradiente)de f evaluado en z* y H* es la aproximacién a la inversa de

la Hessiana en z*, que se ¢alewla con la férmula

H* == syt )H (I — veynsi ) + WSS » (3.1)
donde
1
S ) 3.2
Vi ygsk ( )

y ademsds, s, = 2" — 28 = o "y = VAR — VR

Para la eleccién de la matriz inicial H® no exiStéeuna férmula tnica, sin embargo, en
algunos casos se opta por tomarla como la matrizddentidad o un multiplo de la misma.

Estos pasos estan resumidos y sistematizados en el sigiiente algoritmo BFGS, tomado de
(Nocedal & Wright, 1999).

Algoritmo BFGS

1. Inicializacién: Dar un punto inicial z°, una aproximacién“inicial a la inversa de la
matriz Hessiana H® y una tolerancia ¢ > 0 para decidir cuafidosdetener el proceso
iterativo.

Tomar k£ =0

2. Descenso: Mientras ||V f*|| > ¢, hacer:
Calcular la direccién de biisqueda: d* = —H*V f*:

b+l — zF + ap,d¥, donde oy, se calcula ‘Mediante el

Actualizar la aproximacién: z
procedimiento de buisqueda en linea [ay, = argmingso ¢(a) = f (2 + ad")].
Calcular las diferencias entre las aproximaciones mas recientes y los/gra-
dientes mas recientes:

gk = gkl _ Zk; V yp = ka+1 _ ka:;

Actualizar la aproximacién de la inversa de la Hessiana: Calcular H**!
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usando la férmula (3.1);
Hacer k =k + 1
Terminar el ciclo Mientras.

3. Termina'el algoritmo

Nota 3.1.1. Pararun modelo en particular, el algoritmo podria tener problemas du-
rante la solucion delsproblema de busqueda en linea que se requiere para actualizar la

aproximacion.
En (Nocedal & Wright, 7999) se puede ver que este algoritmo tiene una tasa de conver-
gencia super lineal y las cefidiciones bajo las cuales converge local y globalmente a un
minimo de f.
Para la convergencia global, la fung¢ién objetivo f debe cumplir las siguientes condiciones

i) f es dos veces continuamente difexenciable.

ii) El conjunto N' = {z € R"|f(Z) < f(x¢)} es convexo y existen constantes positivas
m y M tales que

mlJEN3 < 2" Gz < M|z,

para todo z € R y z € N. Aqui G(z) représenta-la matriz Hessiana V2f,
Esta condicién implica que G(x) es(efinida pésitiva en Ny que f tiene un tinico

minimo z* en V.
De aqui, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 (Nocedal y Wright, 1999). Sea By una matriz.iicial simétrica y definida
positiva y sea xg un punto de partida que cumple las condiciones dadas anteriormente.
Entonces, la sucesién {x;} generada por el algoritmo BFGS (c¢on/€ = 0) converge al

minimo x* de f.
Para la tasa de convergencia superlineal se debe suponer que se cumpledo siguiente:

iii) La matriz Hessiana G es Lipschitz continua en x*, esto es
1G(x) = G(z")|| < Lf|lz — 27|,

para todo x cerca de x*, donde L es una constante positiva.

Considerando la afirmacién anterior se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.3 (Nocedal y Wright, 1999). Sea f dos veces continuamente diferenciable.
Supdngaseyque las iteraciones generadas por el algoritmo BFGS convergen a un minimo

x* que cumple iii) y que se cumple ademas

o0
Dl — ¥ < 0.
k=1

k

Entonces, z" convergesa, x* con una tasa superlineal.

Las demostraciones de@ste teorema se pueden encontrar en (Nocedal & Wright, 1999).
Note que en los teoremas la matriz inicial By es una aproximacion a la Hessiana, mientras

que la matriz inicial H° en el algoritmo es una aproximacién a la inversa de esa Hessiana.

En la practica comtinmente se tomaya HY como la matriz identidad. Enseguida, se da el
algoritmo BFGS pero sustituyendé_g#“por la funcién £ del problema (2.4) y agregando

mas detalles en cada paso.

Algoritmo BFGS
Inicializacion:

1. Dar z° y H = 1.

2. Calcular el gradiente inicial: g° = VZ(z").

3. Dar la direccién inicial d° = — Hg? =\=g".

Descenso: para k > 0, dados z*, gt d*, H*, determinar'z"*! gh+! dFt! Hk+!:

4. Encontrar oy, = arg mingso p(a) = & (zk + adk).
5. Hacer zF*!' = z* + o, d*.

6. Hacer ght! = V.Z (Zk'H).

Prueba de convergencia y nueva direccion:
Si ‘gk“‘ < ¢|g’|, hacer el paso 7; en caso contrario, continuar en &l péso 8.

7. Tomar z* = z"*!. Detenerse y salir.
8. Evaluar u = AzF = 2" — zF y v = Agh = gh*tl — gk,
9. Actualizar HF = <[— %) Hk (I— %) + %ﬁ

10. Hacer d¥t! = — Hk+1gh+1,
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11.(Haeer k = k + 1 y regresar al paso 4.

12. Terminar el algoritmo.

3.2. Problemas de busqueda en linea

Los problemas dé bisqueda en linea aparecen comunmente en los algoritmos iterativos
de optimizacion, en parxticular, representa un paso clave en el algoritmo BFGS que se
estd trabajando (paso™.de descenso), ya que este permite encontrar el tamano de paso
adecuado en la direccion .de descenso. Para resolver este problema, se define (o) =
Z (zk + ozdk) y el objetivor€s minimizar ¢:

migla) = min.Z (2" + ad”), (3.3)

a>0 a>0
donde « es el tamano de paso y Z (zk + adk) es la funcién .Z restringida a la recta
z" + ad”. El problema (3.3) se resuelve numéricamente con un método iterativo y se
obtiene la nueva aproximacién como

2ot l= 2P e dr

Para que un método de linea sea exitesosmse debes@legir de forma efectiva la direccién d*
y el tamano de paso ay. Aqui, se aproximara el tamano de paso «a; via el método de la
secante.

En la seccién 2.3, se obtuvo una férmula para‘calcular ¥V.%(z), asi que se puede calcular
de manera eficiente la derivada ¢'(a) = V. (zk + adk) «d") lo que permitird hacer uso
del método de la secante. La formula de iteracion del métodosde la secante es

o' (o) (ke — 1) a1’ (o) — an’ (o)
¢ (o) — @' (ar-1) ¢ (o) — ¢ (1)

Qg1 = QU — k=12 ... (3.4)
Esta férmula de iteracién considera dos valores iniciales ag y «7. ‘Para calcular ¢/, se
necesita resolver primero la ecuacién de estado (2.1) tomando como gendicién inicial
xk +adf y como vector de parametros 8% + adj. La solucién obtenida se denotara como
x* v posteriormente se resuelve la ecuacién adjunta (2.22) con x = x* vy 8.£8" + adj,
de donde se obtiene la solucién p%. De las férmulas (2.31) y (2.32) para el galculo del

gradiente se llega a

k to) + x§+ad§750 dk
(p,<04) _ pa( 0) 0-05 ) 0 .

§i7 £ (x5, 0" + adj) " phat dg
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3.3 Detalles de programaciéon del algoritmo BFGS

A continfacion se presentan algunos detalles de los pasos mds importantes sobre la pro-
gramacién del algoritmo BFGS.

9 se obtiene perturbando los

1. En la inteializacién del BFGS, el valor inicial de z, z
valores exact@s)con un mismo orden a como se perturbaron los datos. La matriz
inicial H° no ti€nhe una férmula especifica, por lo que en los experimentos, se tomars

H° como la matrizidentidad.

2. Tanto en la inicializa¢ién,como en el descenso, es necesario calcular el gradiente de
% en z. Para esto, se’considera que V.Z (z°) estd compuesto por los gradientes de
la funcién objetivo con respecto a x( y con respecto a 6. Estos subgradientes siguen
las estructuras dadas en (2:319,% (2.32), respectivamente.

Para calcular los dos subgradientes se necesita conocer la solucién del sistema ad-
junto en x& vy 0": aunque para la®guacién (2.31) se requiere la solucién del sistema
adjunto p en ty, y para (2.32) lasolueion p global, en todo el intervalo de tiempo.
El integrando es un vector golumna’de dimension igual que el niimero de parametros
a estimar, que se obtiene dé"maltiplicaryél jacobiano transpuesto de f con respecto
a los parametros a estimar, multiplicado(pox el vector solucion p que es siempre de
dimension 3. Como ya se describié=en la seccién 2.5, la integral de este vector se
calcula usando el método numérice”de~Simpsons

Las componentes del gradiente con ‘respecto a xg' se guardan siempre en las tres
primeras componentes del gradiente gereral.

3. Célculo de ¢'(a). Este célculo interviene en la soluciénsdel problema de bisqueda en
linea por secante. Dados z* y d* se tiene que ¢'(a) = V.Z (zk + ozdk) -d*. Asf para
obtener este valor, lo més interesante es calcular el gradiente de .Z, en z* + adF, lo
cual se hace de acuerdo al apartado anterior.

En la figura 3.1 se muestra un diagrama de estructura del programa que minimiza a .2,

siguiendo el algoritmo BFGS. Una breve descripcién de lo que hace cadd médulo es:

1. Genera datos (genera-datos): Define el sistema de estado y se resuelve usando
RK-4, posteriormente la solucion se perturba anadiendo ruido aleatorio” Lios datos

perturbados se guardan en memoria.

2. Archivo principal (funcién Main): Considera los datos perturbados generados
en Genera datos. También aqui se define el sistema adjunto y las matriz jacobiana
con respecto a los parametros, ademas se define nuevamente el sistema de estado. De
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Resuelve
el sistema
de estado

\

Calcula
gradiente

Resuelve
el sistema
—=| //Main |——>| BFGS adjunto

\
/

Genera
datos

/

Bisqueda

) ——>| Gradiente
en linea

Figura 3.1: Diagrama de estructura delfprograma de minimizacién con el algoritmo BFGS.

igual manera, define aproximaciones iniciales de los parametros y de las condiciones

iniciales para finalmente llamar al algoritmo BFGS.

3. BFGS (BFGS): Contiene los pasos del @lgétitmo BFGS, mismo que fue descrito
en secciones anteriores y que en cada paso del proceso iterativo requiere del calculo

del gradiente y de la solucién del problema de bfisqueda en linea:

* Gradiente: Aqui se calcula el gradiente con tespecto a las condiciones iniciales
y a los parametros por cada iteracion del algofitmo BFGS, ademas grafica la
solucién del sistema de estado y el sistema adjunte’en, cada iteracion.

* Bisqueda en linea: Calcula el tamano de paso por cada iteracion del algo-
ritmo BFGS, via el método de la secante explicado en la seCcion anterior (este

a su vez, requiere del célculo del gradiente en la subiteradién actual).

Nota 3.3.1. El sistema de estado se define nuevamente en el programa’ principal, esto
se debe a que el programa “Genera datos” es un archivo tipo script, qué‘genera datos
resolviendo el sistema de estado y mantiene en memoria los valores generad@s para cada
una de las variables, lo que se hace con el fin de poder repetir experimentos;si asi se
desea, con los mismos datos. Al ser el programa “Genera datos” un archivo tipo'seript

no pueden enviar las ecuaciones del sistema como argumento.

Nota 3.3.2. A pesar de que se realizan varios cdlculos en BFGS, al archivo principal
solo se transfieren los valores aproximados de los parametros, de las condiciones iniciales
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y la norma del gradiente en cada iteracion. Estos datos son utilizados para el calculo de

los erraresyy realizar las respectivas graficas.

3.4. Experimentos numéricos considerando el modelo del SIDA

En la esta seccion se muestran los resultados obtenidos al aplicar al modelo matemaético
(1.1) del VIH/SIDA & metodologia descrita en los capitulos 2 y 3. El modelo del SIDA
(1.1) tiene ocho pardmetros y de acuerdo con la literatura, se conocen valores para seis de
ellos: q, 8, Trnaz, s, s fipndCulshaw et al., 2004; Perelson & Nelson, 1999; Perelson et al.,
1993; Wein et al., 1997). Ademas, a través de estudios clinicos se pueden conocer datos
para dos de las variables: Ty y V. JNormalmente las condiciones iniciales del VIH/SIDA no
se conocen, asi que en todos log’experimentos se consideran desconocidas las condiciones
iniciales y fueron estimadas en pedas las simulaciones. Tomando en cuenta todas las

afirmaciones anteriores, los experimentos se organizaron en tres grandes grupos:

1. Estimar individualmente cada uno de los parametros para los que es dificil clinica-
mente conocer su valor, k y 4z v considerar los subcasos de una, dos o tres variables
observables, es decir, n, = 15273.

2. Estimar los dos parametros, A<y . simultdneamente y considerar los subcasos de

una, dos o tres variables observahlesgés deGitgng= 1,2, 3.

3. Estimar los tres parametros, 3, k y ‘wyssimultdneamente y considerar los subcasos
de una, dos o tres variables observables, es decir, n, = 1,2,3. Los experimentos
de este grupo no corresponden a un caso practico y#8e hizo solamente con fines de

validacién de la metodologia.

En todas las simulaciones se consideré al vector de valores [q, B, Thnae, s, K, fe, p, v ]t =

(10,0.12,1500, 1.33x 1072, 3.1662 x 1072, 0.5, 2.6667,0.4)”, como €l veetor de valores exac-
tos. En todas las simulaciones el intervalo de tiempo fue [to,t¢] = [0{30]. Las condiciones
iniciales exactas siempre fueron T,y = 70, T, = 30 y V5 = 200. Con estos valores, en
cada simulaciéon se resolvio el modelo obteniendo datos numéricos para las tres variables
de estado. De estos datos se escogieron m tiempos y los valores de las variables?de estado
en estos m tiempos fueron perturbados con un ruido gaussiano del 10 % (estoimplica
02 = 0.1+ |x|) y media 0. Estos datos perturbados son los que se toman como datos,para
el ajuste de parametros. Para el criterio de paro en las iteraciones del algoritmo-BFGS
se estableci6 lo siguiente

IVZ(z)]]

T <107
IVZ(2°)]]
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Como yarse describio en los capitulos anteriores, para resolver el sistema de estado y el
sistemasadjunto se uso el método RK4. Para resolver los problemas de biisqueda en linea
dentro delalgoritmo BFGS se usé el método de la secante.

De todas lagssimulaciones un resumen de los resultados es que:

1. En generald6s parametros se estiman bien usando pocos datos y aunque se hicieron
experimentos usando una gran cantidad de datos, estos muestran que, a parte de

ser caros e impraeticos, no se obtienen beneficios en cuanto a la estimacién.
2. Para el criterio de{paro dado en el algoritmo BFGS, convergié en pocas iteraciones.

En seguida se dara un resumien de las simulaciones mostrando para cada grupo de experi-
mentos una tabla donde se muéstran las variables observables consideradas, los parame-
tros a estimar (las tres condiclen€s iniciales siempre se estiman) y los valores de inicio
en BFGS tanto para las condiciones iniciales como para los parametros a estimar, los
valores estimados, el error relativo pazrascada estimacion, las iteraciones y el nimero de
tiempos en los que se dispone de datos. Asociado con cada tabla se incluyen gréaficas de
resultados para algunas simulaciefies: una grafica que muestra los valores estimados de
las condiciones iniciales por itera¢iénide BFGS{ una grafica donde se muestra la evolucion
del valor estimado para los paramettos con respecto a cada iteracion, otra grafica donde
se muestra la evolucion de la norma del.gradientespor cada iteracion, aunque medido en
escala logaritmica y también se incluye wha.grafica donde se muestra el comportamiento
de las variables de estado al tomar tanto\los.valores”verdaderos de los parametros y las

condiciones iniciales, como los valores estimados.
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3.4.1. _Estimacion de los parametros . y k individualmente
Condi-
Varia- '01(')r%es Itera- Nam.
bles B Valores cio- de
les ¥ Valores . tiem- Valores Error
ob- para- exactos iniciales en nes pos estimados relativo
serva- ' BFGS. en ’ ’
bles. | Metro BRGS.| °P%er
a esti- vables.
mar.
Tso 70 64.76 69.36 0.009091
T, Teo 30 25.98 2 100000 28.03 0.065695
) 200 203.49 203.65 0.018257
k 3.1662x 10534 1 x 1073 3.1834x 1073 | 0.005433
Tso 70 64.76 64.79 0.074473
T, T 30 25.98 4 100 25.99 0.133645
%) 200 203.49 203.50 0.017475
k 3.1662x1073 | 1 X103 3.2665x 1073 | 0.031673
Tso 70 73.76 71.68 0.023998
Vv Teo 30 26.02 4 100000 27.20 0.093379
) 200 206.23 207.00 0.035023
k 3.1662x 1073 | 1662x10—4 3.1558 x 1072 | 0.003271
Tso 70 73.76 73.73 0.053332
14 T 30 26.02 4 10000 26.31 0.123143
%) 200 206.23 206.34 0.031718
k 3.1662x 1072 | 1.662x 1024 3.1674x 1073 | 0.000373
Tso 70 73.76 73.78 0.053983
Vv Teo 30 26.02 6 100 25.64 0.145448
) 200 206.23 205.96 0.029823
k 3.1662x 1073 | 1.662x 1074 —0.07384 | 24.32278

Tabla 3.1: Resumen de las simulaciones al estimar el parametro k tomando una variable obser-

vable.
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o Convergencia de Ts

Convergencia de Te
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Figura 3.2: Resultados numéricos al estimar el parametro k y las condiciones iniciales, conside-
rando la variable T como observable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.3: Solucién exacta y estimada cuando_se ajustajel parametro k y las condiciones
iniciales, considerando la variable Ts como observable y tomando cien mil datos, el algoritmo
alcanzo convergencia en 2 iteraciones.
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a) Condiciones
iciales estimadas
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Figura 3.4: Resultados numéricos al estimar el pardmetro k y las condiciones iniciales, consideés
rando la variable V' como observable y tomando diez mil datos.
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b) Pardametros
estimados
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¢) Gradiente:
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Solucién exacta y estimada

Ts

Te

v

- - Ts (estimada)
Te (estimada)

- -V (estimada)

Poblaciones

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo

Figura 3.5: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el parametro k y las condiciones
iniciales, considerando lawyariable V' como observable y tomando diez mil datos, el algoritmo
alcanzé convergencia en 4 iteragiones.

Condi-
Varia- | ciones Ttera. Num.
bles ini- Yal . de
ob- ciales y Valores inic?a?éjsen (;1128_ tiem- Valores Error
ie;"_— pffjl;le— exactos. BFGS. on ) E;):r_ estimados. relativo.
bles. esti- PFGS. vables.
mar.
T, Tso 70 64.63 70.11 0.001640
Vv T 30 31=05 5 100000 26.12 0.129323
) 200 219.44 212.69 0.063463
k 3.1662x 1073 | 1x 1073 3.1761x 1073 | 0.003122
T, Tso 70 64.63 64.65 0.076404
Vv Teo 30 31.05 3 100 31.05 0.034917
) 200 219.44 219.44 0.097192
k 3.1662x1073 | 1x 1073 3.1113x1073 | 0.017340
T, Tso 70 64.63 64.64 0.076545
1% T 30 31.05 3 50 31.05 0.034889
%) 200 219.44 219.44 0.097203
k 3.1662x1073 | 1x 1073 3.1388% 1073 | 0.008648
T, Tso 70 64.63 6463 0.076742
\%4 Teo 30 31.05 3 5 31.05 0.034908
) 200 219.44 219.44 0.097217
k 3.1662x1073 | 1x 1073 3.0559 x 1023/ 0.034826

Tabla 3.2: Resumen de las simulaciones al estimar el parametro k£ tomando dos variables obser-

vables.
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Figura 3.6: Resultados numéricos al estimar el parametro k y las condiciones iniciales, conside-

rando las variables T y V' come~Observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.7: Solucién exacta y estimada cuando_se ajustajel parametro k y las condiciones
iniciales, considerando las variables Ty y V ¢omo observables y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzd convergencia en 5 iteraciones.

70 Convergencia de Ts Convergencia de Te o mVSConvergencia de parémetros V L(x,,0)
31 35 0. 0
T Te
L~ 68 .
3 < 305 3 2
) o
o
> 66 = £
o — 4
£ 2
64 30 @ 25 c
0 1 2 3 0 1 2 3 < Q 6F
Iteracion Iteracion > 2
Convergencia de V o} =
220 3 2 D 8
— = S
215 o S
= ] - -0
g 210 Z 15
= 12
205
1 -14
2000 1 2 3 0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25
Iteracion Iteracion Iteracion

¢) Gradiente:
VS8 iteracion.

b) Pardmetros
estimados
Vs iteracion.

a) Condiciones
iciales estimadas
Vs iteracion.

Figura 3.8: Resultados numéricos al estimar el pardametro k y las condiciones iniciales, consideés
rando las variables Ts y V' como observables y tomando cinco datos.
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Solucién exacta y estimada
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Figura 3.9: Solucién QT; y estimada cuando se ajusta el pardmetro k y las condiciones

Poblaciones
s
g

=
1
1)

iniciales, considerando la; iables T y V como observables y tomando cinco datos, el algoritmo
alcanzé convergencia en 3 iferagiones.
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Condi-
Varia#f 01.or.1es Ttera- Nim.
bles ' Valores cio- de
ciales y Valores e tiem- Valores Error
ob- . iniciales nes . .
parame- exactos. pos estimados. relativo.
serva- tr 0 en BFGS. en obser-
bles. \ BFGS.
esti- vables.
mar.
T, Tso 70 73.76 72.18 0.031167
T, T.o 30 26.02 4 100000 27.00 0.100129
1% Vo 200 206.23 208.79 0.043968
k 3.1662 102 | 1x1073 3.1656 x 103 | 0.000179
T, Tso 70 73.76 73.76 0.053724
T, T.o 30 26.02 4 100 26.03 0.132361
1% Vo 200 206.23 206.23 0.031160
k 3.1662x 1073 7 I 1073 3.2521x 1073 | 0.027125
T, Tso 70 73.76 73.77 0.053854
T, T.o 30 26:62 4 50 26.02 0.132568
1% Vo 200 206.23 206.23 0.031131
k 3.1662x 1073 | 1 x 1073 3.1944x 1073 | 0.008908
T, Ts0 70 73.76 73.76 0.053774
T, T.o 30 26.02 4 20 26.02 0.132741
1% Vo 200 206.23 206.23 0.031128
k 3.1662x1073 | 1 %1073 3.1910x 1073 | 0.007822
T, Tso 70 73076 73.76 0.053746
T, Two 30 26.02 4 10 26.02 0.132764
1% Vo 200 206.23 206.23 0.031129
k 3.1662x1073 | 1x 1073 3.200 x 1073 | 0.010815
T Tso 70 73.76 73.77 0.053791
T, T.o 30 26.02 4 5 26.02 0.132729
1% Vo 200 206.23 206.23 0.031128
k 3.1662x1073 | 1x 1073 3.2014x 1073 | 0.011122

Tabla 3.3: Resumen de las simulaciones al estimar el pardmetro k& tomando tres variables ob-
servables.
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Figura 3.10: Resultados numéricos.al estimar el pardmetro k£ y las condiciones iniciales, consi-
derando tres variables como obsefyables y tomando cien mil datos.

Solucién exacta y estimada

300.
T
Te
250 v
- - - - Ts (estimada)
Te (estimada)
" 200 - - - -V (estimada)
5]
<
Ke]
(%}
& 1504
o
<)
Q 100+
N
i GRS
0
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo:

Figura 3.11: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta,el pardametro k y las condiciones
iniciales, considerando tres variables observablés y/tomand6 eien mil datos, el algoritmo alcanzé
convergencia en 4 iteraciones.
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Figura 3.12: Resultados numéricos al estimar el pardmetro k£ y las condiciones iniciales, consis
derando tres variables observables y tomando cinco datos.
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Figura 3.13: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el pardametro k y las condiciones
iniciales, considerando las.tres variables observables y tomando cinco datos, el algoritmo alcanzé
convergencia en 4 iteracionés.

Condicio-
nes ,
Variables | iniciales .Vfil'ores Iteracio- Num. de Valores
Valores | niciales tiempos . Error
observa- y nes en estima- .
bles. pardme- exactos. en BFGS. observa- dos. relativo.
BFGS: bles.
tro a
estimar.

Tso 70 63.99 67.63 0.03381
T Teo 30 29.18 5 100000 29.43 0.01890
Vo 200 201.77 201.09 0.00546
e 0.5 0.4 0.4903 0.01934
Ty 70 63.99 64.00 0.08569
T Teo 30 29.18 11 500 43.45 0.44835
Vo 200 201.77 159.14 0.20431
He 0.5 0.4 0.5121 0.02413
Tso 70 63.99 65.80 0.05997
Vv Teo 30 29.18 4 10000 31.84 0.06140
Vo 200 201.77 202.37 0.01184
e 0.5 0.4 0.4899 0.02016
Ty 70 63.99 65:31 0.06696
\% Teo 30 29.18 7 500 30991 0.03028
Vo 200 201.77 201.75 0.00874
e 0.5 0.4 0.4885 0.02294
Tso 70 63.99 64.67 007609
Vv Teo 30 29.18 7 100 31.55 0.05158
Vo 200 201.77 201.78 0-00892
e 0.5 0.4 0.4911 0.01773

Tabla 3.4: Resumen de las simulaciones al estimar el parametro pu. tomando una variable ob-
servable.



3.4. EXPERIMENTOS NUMERICOS CONSIDERANDO EL MODELO DEL SIDA 54

1 Convergencia de Ts 5 Convergencia de Te Convergencia del parémetro o v L(XO'“
Ts Te
. 68 P
o 9295 0 o048 —#, 5
>i5n = w0 -
£ 2
64 o B 046 g 4
'] 2 4 6 ] 2 4 6 ] o
\teracio’ln Iteracion _Q- -g
S5 Convergencia deWV/ g 0.44 ‘é B
2015 § _8'
2 S o4z 8
=
2005
200 0.4 10
0 2 .’4 6 0 1 2 3 4 5 0 T 2 3 4 L1
Rerasion lteracion Iteracion
a) Condicionés b) Pardmetros ¢) Gradiente.
iciales estimadas estimados Vs iteracion.
Vs iteracion. Vs iteracion.

Figura 3.14: Resultados numéricos al estimar el pardmetro u. y las condiciones iniciales, consi-
derando solo la variable T come”observable y tomando cien mil datos, .

Solucion exacta y estimada

s
Te
_—y
— — —Ts (estimada)

Te (estimada)
— = =V [estimada)

150

Poblaciones

Tiempo

Figura 3.15: Solucién exacta y estimada cuando se ajustajel parametro p. y las condiciones
iniciales, considerando solo la variable Ty como @bservable ytemando cien mil datos, el algoritmo
alcanzd convergencia en 5 iteraciones.
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Figura 3.16: Resultados numéricos al estimar el parametro p. y las condiciones iniciales, consis
derando solo la variable V' como observable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.17: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el parametro p. y las condiciones
iniciales, considerando soloJa variable V' como observable y tomando cien mil datos, el algoritmo
alcanzd convergencia en 4 iteragiones.
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Figura 3.18: Resultados numéricos al estimar el parametre” ue~y las condiciones iniciales, consi-
derando solo la variable V' como observable y tomando cien.datos.
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Figura 3.19: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el parametro p. y las éondiciones
iniciales, considerando solo la variable V' como observable y tomando cien datos, el algoritmo
alcanzd convergencia en 7 iteraciones.
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Condicio-
nes ,
Variablesg ¢ iniciales \./a'l qres Iteracio- Num. de Valores
Valores | inicia- tiempos . Error
observa- y nes en estima- .
bles. Dardme- exactos. les en BFGS. observa- dos. relativo.
BFGS. bles.
tro a
estimar.
T30 70 70.72 69.64 0.005204
T T4 30 32.63 5 100000 31.87 0.062316
Vv Vo 200 194.51 194.75 | 0.026239
e 0.5 0.4 0.5026 | 0.005211
Tso 70 70.72 70.72 0.010347
T Teo 30 32.63 1 100 32.63 0.087787
Vv Vo 200 194.51 194.51 | 0.027461
e 0.5 0.4 0.5081 | 0.016106
Tso 70 70.72 70.72 0.010333
T Teo 30 32.63 9 20 31.54 0.051242
Vv Vo 200 194:51 194.51 | 0.027449
e 0.5 04 0.5084 | 0.016790
Tso 70 70372 70.72 0.010346
T Teo 30 32.63 10 10 27.81 0.072931
1% Vo 200 194.51 194.51 | 0.027458
e 0.5 0.4 0.4655 | 0.069013
Tabla 3.5: Resumen de las simulaciones/al eStimat el~parametro p. tomando dos variables
observables.
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c) ‘Gradiente.
VS iteracion.

Figura 3.20: Resultados numéricos al estimar el parametro p. y las condiciones iniciales,.consi-
derando las variables Ts y V' como observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.21: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el parametro p. y las condiciones
iniciales, considerando las_wariables Ts y V como observables y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzé convergencialén 5 iteraciones.
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Figura 3.22: Resultados numéricos al estimar €l pardmetro ue~y las condiciones iniciales, consi-
derando las variables T y V' como observables ytomando veinte datos.
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Figura 3.23: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el pardmetro p. y las condicienes ini-
ciales, considerando las variables T y V' como observables y tomando veinte datos, el algoritmo
alcanzd convergencia en 9 iteraciones.
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Condicio-
1es Valores Niim,
Variables. |+ iniciales . Iteracio- de Valores
Valores inicia- . . Error
observa- y nes en | tiempos estima- .
bles. parame- exactos. les en BFGS. | observa- dos. relativo.
BFGS.
tro a bles.
estimar.

T Ty 70 74.24 71.45 0.020783
T T 30 28.97 6 100000 28.57 0.047649
% Vo 200 207.05 206.01 0.030063
e 0.5 0.4 0.5014 0.002776
T Tso 70 74.24 74.22 0.060344
T Teo 30 28.97 6 100 28.96 0.034544
Vv Vo 200 207.05 207.04 0.035219
e 0.5 0.4 0.5124 0.024777
T Tso 70 74.24 74.24 0.060530
T Teo 30 28.97 4 50 28.97 0.034417
\%4 Vo 200 20705 207.05 0.035244
e 0.5 0.4 0.5041 0.008120
T Tso 70 74.24 74.24 0.060578
Te Teo 30 28.97 6 10 28.97 0.034422
1% Vo 200 207.05 207.05 0.035233
e 0.5 0.4 0.5238 0.047660
T Tso 70 74.24 74.24 0.060585
T Teo 30 28.97. 2 2 28.97 0.034415
\%4 Vo 200 207.05 207.05 0.035246
e 0.5 0.4 0.5216 0.043275

Tabla 3.6: Resumen de las simulaciones al estimar el parémetro p. tomando tres variables
observables.
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Figura 3.24: Resultados numéricos al estimar el parametro u. y las condiciones iniciales, consi-
derando las variables T, T, y V como observables y tomando cien mil datos.
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Solucién exacta y estimada
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Figura 3.25: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el parametro p. y las condiciones
iniciales, considerando las_variables T, T, vy V como observables y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzé convergencialén 6 iteraciones.
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Figura 3.26: Resultados numéricos al estimar €l pardmetro ue~y las condiciones iniciales, consi-
derando las variables T, T, y V' como observables y tomandofdiez datos.
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Figura 3.27: Solucién exacta y estimada cuando se ajusta el parametro p. y las éondiciones
iniciales, considerando las variables T, T, y V como observables y tomando diez datos, el
algoritmo alcanzé convergencia en 6 iteraciones.
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3.4.2. _Estimaciéon de los parametros k y . simultaneamente
Condi-
. ciones Num.
Varia- - Itera-
bles . ¢ Valores cio- de
cialeswy Valores . tiem- Valores Error
ob- B iniciales en nes . )
parame- exactos. pos estimados. relativo.
serva- tros a BFGS. en obser
bles. ) BFGS.
esti- vables.
mar.
T Tso 70 73.76 72.97 0.042464
Teo 30 26.02 29.58 0.013992
Vo 200 206.23 4 10000 207.75 0.038743
k 3.1662x 1034 1 x 1073 3.1206 x 1073 | 0.014387
e 0.5 0.4 0.5036 0.007300
T Tso 70 73.76 73.75 0.053602
Teo 30 26202 26.07 0.131106
Vo 200 206,23 6 100 206.25 0.031236
k 3.1662x107% | 1 x 1023 3.3140x 1073 | 0.046674
e 0.5 0.4 0.5262 0.052301
T 70 58.90 79.32 0.133182
Teo 30 29.39 24.75 0.174972
\% Vo 200 212.17 15 100000 209.76 0.048801
k 3.1662x 1073 | 1.662% 104 2.9152x107% | 0.079274
e 0.5 0.4 0.5245 0.048973
Ty 70 58.90 59.08 0.156013
Teo 30 29.39 29.87 0.004414
\% Vo 200 212.17 9 1000 212.26 0.061319
k 3.1662x 1073 | 1.662x 1074 3.5484x 1073 | 0.120705
e 0.5 0.4 0.4597 0.080603
Ty 70 58.90 58.95 0.157824
Teo 30 29.39 29.53 0.015760
% Vo 200 212.17 8 300 212.20 0.060984
k 3.1662x 1073 | 1.662x 1074 3.5855 %1073 | 0.132424
e 0.5 0.4 0.4540 0.092140
Ty 70 58.90 58.95 0.157854
Teo 30 29.39 29.52 0.016135
% Vo 200 212.17 9 280 212.19 0.060974
k 3.1662x 1073 | 1.662x 104 3.6380 x 1031 | 0.148900
e 0.5 0.4 0.4508 0°098341

Tabla 3.7: Resumen de las simulaciones al estimar los pardmetros k£ y p. tomando una ‘variable
observable.
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Figura 3.28: Resultados numéricos @l estimar los parametros k y p. y las condiciones iniciales,
considerando la variable Ty come”@bservable y tomando diez mil datos.
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Figura 3.29: Solucién exacta y estimada cuando_se ajustan los pardmetros k£ y p. y las con-
diciones iniciales, considerando la variable Tg{como obsefvable y tomando diez mil datos, el
algoritmo alcanzé convergencia en 4 iteraciones.
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Figura 3.30: Resultados numéricos al estimar los pardmetros k y pe y las condiciones inicialesy
considerando la variable V' como observable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.31: Solucién exacta, y estimada cuando se ajustan los pardmetros k y p. y las condicio-
nes iniciales, considerande_la’ variable V' como observable y tomando cien mil datos, el algoritmo
alcanzé convergencia en 15 @tera€iones.
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Figura 3.32: Resultados numéricos al estimar los pardmetfos=k y e y las condiciones iniciales,
considerando la variable V' como observable y tomando 280.datos.
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Figura 3.33: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros k y . y.las condi-
ciones iniciales, considerando la variable V' como observable y tomando 280 datos, el algoritmo
alcanzd convergencia en 9 iteraciones.
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Condi-
Variaf”| § 00 Ttera- Nim,
bles g Valores cio- de
ciales y Valores . tiem- Valores Error
ob- . iniciales nes . .
parame- exactos. pos estimados. relativo.
serva- troll\ en BFGS. en obser-
bles. . BFGS.
esti- vables.
mar.
Tso 70 70.72 69.98 0.000352
T Teo 30 32.63 32.74 0.091298
Vv Vo 200 194.50 8 100000 196.08 0.019605
k 3.1662 %102 | 1x 1073 3.1416 x 1073 | 0.007772
e 0.5 0.4 0.5031 0.006294
Tso 70 70.72 70.73 0.010457
T Teo 30 32.63 32.66 0.088549
%4 Vo 200 194.50 4 100 194.52 0.027412
k 3.1662x 1073 | 71 %1073 3.1415x 1073 | 0.007798
e 0.5 O 0.5049 0.009712
Tso 70 70.72 70.73 0.010348
T Teo 30 32.63 32.66 0.087920
%4 Vo 200 194.50 4 20 194.52 0.027451
k 3.1662x 1073 [“ 1% 1073 3.1559x 103 | 0.003263
e 0.5 024 0.5094 0.018768
Tso 70 70.72 70.73 0.070096
T Teo 30 32163 32.64 0.263818
V Vo 200 194.50 4 15 194.51 0.049664
k 3.1662x 1073 | 1x 1073 3.1610x 1072 | 0.050145
e 0.5 0.4 0.5178 0.013339

Tabla 3.8: Resumen de las simulaciones al estimar los pardmetros'k, v p tomando dos variables

observables.
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Figura 3.34: Resultados numéricos al estimar los parametros k y p. y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts y“V_eomo observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.35: Solucién exacta y estimada cuando_se ajustanylos parametros k y e y las condi-
ciones iniciales, considerando las variables Ty y. V./como observables y tomando cien mil datos,
el algoritmo alcanzé convergencia en 8 iteraciones.
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Figura 3.36: Resultados numéricos al estimar los pardmetros k y e y las condiciones inicialesy
considerando las variables Ts y V' como observables y tomando veinte datos.
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Figura 3.37: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros k y e y las condi-
ciones iniciales, considerando las variables T y V' como observables y tomando veinte datos, el

algoritmo alcanzé convergeficia.€én 4 iteraciones.

Condi-
Varia- | CO0 Itera- Niim.
bles i Valores cio- de
ciales y Valores .5 tiem- Valores Error
ob- , iniciales nes . .
parame- exactos. pos estimados. relativo.
serva- tros a en BEGS! en obser-
bles. . BFGS.
esti- vables.
mar.
T Tso 70 71.95 70.80 0.011394
Te Teo 30 2480 27.26 0.091344
Vv Vo 200 180.32 6 100000 194.99 0.025061
k 3.1662x 1073 | 1 x 107® 3.2554x 1073 | 0.028188
e 0.5 0.4 0.5017 0.003389
T Tso 70 71.95 71.97 0.028209
T, Teo 30 24.80 24.86 0.171425
Vv Vo 200 180.32 4 100 180.34 0.098307
k 3.1662x 1073 | 1 x 1073 333883 x 1072 | 0.070162
e 0.5 0.4 0.5097 0.019304
T Tso 70 71.95 71.96 0.027950
Te Teo 30 24.80 24:82 0.172599
1% Vo 200 180.32 4 50 180.33 0.098362
k 3.1662x 1073 | 1 x 1073 3.3005 x 1023, | 0.042408
e 0.5 0.4 0.5021 0.004210
T Tso 70 71.95 71.96 04027944
Te Teo 30 24.80 24.81 0173025
1% Vo 200 180.32 4 20 180.32 0-098391
k 3.1662x 1073 | 1 x 1073 3.450 x 1073 | 0:089543
e 0.5 0.4 0.5052 0.010429

Tabla 3.9: Resumen de las simulaciones al estimar los pardmetros k y . tomando tres variables

observables.
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Figura 3.38: Resultados numéricos al estimar los parametros k y p. y las condiciones iniciales,
considerando las variables Ty, Te"y#V como observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.39: Solucién exacta y estimada cuando’se ajustan los pardmetros k y p. y las condicio-
nes iniciales, considerando las variables Ty, T, ¥ V/'como obseryvables y tomando cien mil datos,
el algoritmo alcanzé convergencia en 6 iteraciones.
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Figura 3.40: Resultados numéricos al estimar los pardmetros k y pe y las condiciones inicialesy
considerando las variables Ts, T, y V' como observables y tomando veinte datos.
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Figura 3.41: Solucién exacta, y estimada cuando se ajustan los pardmetros k y p. y las condicio-
nes iniciales, considerando_las variables T, T, y V como observables y tomando veinte datos,
el algoritmo alcanzé convergencié en 4 iteraciones.

3.4.3. Estimacién de los parametros [, k, uy.
Condi-
Varia- c1.01.1es Itera- Niim,
bles e Valores cio- de
ciales y Valores A . tiem- Valores Error
ob- i iniciales en nes . .
parame- exactos. pos estimados. relativo.
serva- | T BFGS. en obsor
bles. . BFGS.
esti- vables.
mar.
T 70 66:85 67.71 0.032650
Teo 30 31.67 39.02 0.300529
T Vo 200 178.57 11 100000 180.31 0.098411
J6] 0.12 0.1 0.1011 0.157555
k 3.1662x1073 | 1.3 x 1074 3.0533x1072 | 0.035656
wy 0.4 0.3 0.3955 0.011113
Ty 70 66.26 68.35 0.023517
Teo 30 27.05 29.63 0.012198
%4 Vo 200 193.41 20 100000 196.50 0.017524
B 0.12 0.09 0.9342 0.221476
k 3.1662x1073 | 1 x 1073 3.2878% 1073 | 0.038411
ny 0.4 0.33 0.3832 0.041815
Ty 70 66.26 66.27 0.053350
Teo 30 27.05 27.05 0.098209
% Vo 200 193.41 12 300 193.41 0.032928
B 0.12 0.09 0.1298 0.082321
k 3.1662x1073 | 1 x 1073 3.8354x 1073 | 0214361
wy 0.4 0.33 0.3832 0.042113

Tabla 3.10: Resumen de las simulaciones al estimar los parametros 3, k y puy tomando gina

variable observable.
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Figura 3.42: Resultados numéricos al estimar los parametros [, k y uy v las condiciones iniciales,

considerando la variable Ty come”@bservable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.43: Solucién exacta y estimada cuando se ajuStan los parametros 3, k y py y las
condiciones iniciales, considerando la variable Ts como observable y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzé convergencia en 11 iteraciones.
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Figura 3.44: Resultados numéricos al estimar los parametros 5, k y uy v las condiciones inicialesy

considerando la variable V' como observable y tomando cien mil datos.
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Figura 3.45: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros 3, k y py y las
condiciones iniciales, considerando la variable V' como observable y tomando cien mil datos, el
algoritmo alcanzé convergencialén 20 iteraciones.
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Figura 3.46: Resultados numéricos al estimar lo§ parametre§ Ssk v uy v las condiciones iniciales,
considerando la variable V' como observable y tomando trescientos datos.
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Figura 3.47: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros 3, k ¥ py y las
condiciones iniciales, considerando la variable V' como observable y tomando trescientos\datos,
el algoritmo alcanzé convergencia en 12 iteraciones.



3.4. EXPERIMENTOS NUMERICOS CONSIDERANDO EL MODELO DEL SIDA 70

Condi-
Varia#| 00 Itera- Niim,
bles 4 Valores cio- de
cialés y Valores . tiem- Valores Error
ob- , iniciales en nes . .
pardme- exactos. pos estimados. relativo.
serva- trod) BFGS. en obser-
bles. . BFGS.
esti- vables.
mar.
Ty 70 70.72 70.22 0.003209
Teo 30 32.63 31.69 0.056322
T Vo 200 194.51 14 100000 195.95 0.020261
\% B 012 0.1 0.0980 0.183058
k 3.0833x10°° | 2.9 x 1073 3.939 x 1073 | 0.026173
wy 0.4 0.35 0.3877 0.015204
Ty 70 70.72 70.72 0.010267
Teo 30 32.63 32.63 0.087735
T Vo 200 194.51 9 500 194.51 0.027453
%4 B 0.12 Ort 0.0739 0.384048
k 3.1662x 1072 | 2.9 %1073 2.9978 x 1073 | 0.053181
wy 0.4 0.39 0.3877 0.030857
Ty 70 70.72 70.72 0.010329
Teo 30 32.63 32.64 0.087936
T Vo 200 194.51 9 100 194.51 0.027440
% B 0.12 0.1 0.1395 0.162197
k 3.1662x1072 | 2.9 x(1073 3.2162x107% | 0.015767
ny 0.4 0.35 0.4119 0.029708

Tabla 3.11: Resumen de las simulaciones al estimar los patametros 3, k y py tomando dos
variables observables.
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Figura 3.48: Resultados numéricos al estimar los parametros 3, k y uy v las condiciones iniciales})
considerando la variables T y V' como observables y tomando cien mil datos.
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Figura 3.49: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros 3, k y py y las
condiciones iniciales, considerando las variables 75 y V' como observables y tomando cien mil
datos, el algoritmo alcanzo convérgencia en 14 iteraciones.
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Figura 3.50: Resultados numéricos al estimar lo§ parametre§ Ssk v uy v las condiciones iniciales,
considerando la variables Ts y V' como observables y tomande’quinientos datos.
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Figura 3.51: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros 3, k ¥ uy y las
condiciones iniciales, considerando las variables T5 y V' como observables y tomando quinientos
datos, el algoritmo alcanzé convergencia en 9 iteraciones.
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Figura 3.52: Resultados numéricos al estimar los parametros 3, k y uy v las condiciones iniciales,
considerando la variables T y ¥“como observables y tomando cien datos.
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Figura 3.53: Solucién exacta y estimada cuando se ajuStan los parametros 3, k y py y las
condiciones iniciales, considerando las variables Ty'y V comosebservables y tomando cien datos,
el algoritmo alcanzé convergencia en 9 iteraciones.



3.4. EXPERIMENTOS NUMERICOS CONSIDERANDO EL MODELO DEL SIDA 73
Condi-
Variaf c1.or.1es Itera- Niim,
bles p- Valores cio- de
ciales y Valores C. tiem- Valores Error
ob- ; iniciales nes . .
parédme- exactos. pos estimados. relativo.
serva- AN en BFGS. en obser-
bles. : BFGS.
esti vables.
mar.
T Tso 70 63.99 68.54 0.020818
Te Teo 30 29.18 29.21 0.026352
%4 Vo 200 201.78 11 100000 207.21 0.036066
B 0.12 0.1 0.1306 0.088095
k 3.1662%1073 | 1 x 1073 3.1726 x 1073 | 0.002032
ny 0.4 0.3 0.3986 0.003492
T Tso 70 63.99 64.02 0.085413
Te Teo 30 29.18 29.22 0.026026
\% Vo 200 201.78 5 100 201.79 0.008934
J6] 0.12 Ost 0.1532 0.277299
k 3.1662x1073 | 1 xJ10-2 3.3094 x 1073 | 0.045234
wy 0.4 0.3 0.4030 0.007504

Tabla 3.12: Resumen de las simulaeiones al estimar los pardmetros 3, k y py tomando tres
variables observables.
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Figura 3.54: Resultados numéricos al estimar los parametros 5, k y uy v las condiciones iniciales,

considerando las variables Ts, T, y V' como observables y tomando cien mil datds.
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Figura 3.55: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros 3, k y py y las
condiciones iniciales, considerando las variables T, T, y V' como observables y tomando cien
mil datos, el algoritmo alcanzd eonvergencia en 11 iteraciones.
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Figura 3.56: Resultados numéricos al estimar lo§ parametre§ Ssk v uy v las condiciones iniciales,
considerando las variables Ts, T, y V' como observables y tomando cien datos.
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Figura 3.57: Solucién exacta y estimada cuando se ajustan los parametros 3, k ¥ py y las
condiciones iniciales, considerando las variables T, T, y V' como observables y tomando’ cien
datos, el algoritmo alcanzd convergencia en 5 iteraciones.




Capitulo

Conclusiones

En este trabajo se estudi6 el problentade estimar parametros de un modelo del VIH/SIDA|
el cual considera la interaccién a trayés,del tiempo, entre la poblacion de células linfaticas
sanas, la poblacion de células linfaticas, infectadas y la carga viral del VIH-1.

La interaccién entre estas variables involucra.ocho parametros, de los cuales en este tra-
bajo se estimaron dos: la tasa de wfeccién d¢ células linfaticas sanas por el VIH-1, k, y
la tasa per capita de mortalidad de las’células‘sanss, 1., ya que son los que se consideran
mas dificiles de obtener.

Para resolver el problema de estimacién dé parametros, se considera un problema de
minimizacion de una funcién £ que en esencia es una_funcién de minimos cuadrados.
Esta funcién .Z va de R™*™ a R, donde d es la dimensiéi del.modelo y np el nimero de
parametros a estimar y para minimizarla se siguen los pasostipicos de minimizacion en
R™, que son: encontrar los puntos criticos, es decir encontrar log puntos que hacen que el
gradiente sea cero, que seria suficiente si la funcion £ es convexa.

En este trabajo no se tocé el tema de verificar que la funcién £ es convexay pero normal-
mente lo es o casi es convexa. Usualmente, para una funcién de R" a R'es facil calcular
el gradiente y también es relativamente facil encontrar o aproximar los puntes.en los que
el gradiente se hace cero; sin embargo en el caso .Z, su valor depende de la,selucién de
un sistema diferencial, lo que hace dificil calcular el gradiente. Dependiendo de_e6mo se
calcula este gradiente, es la metodologia que resulta. En algunos casos, para calcular el
gradiente se tienen que calcular lo que se conoce como las matrices de sensibilidades,.lo
que resulta en un trabajo computacional muy costoso porque no solo depende del ntinier6

de parametros a estimar, también depende del niimero de datos observables.
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En esteftrabajo, se hace el calculo del gradiente considerando un enfoque variacional o
de perturbacion, que permite calcular el gradiente de manera eficiente y el precio que se
tiene que pagar es resolver no solamente el sistema de estado sino un sistema adjunto
asociado, toda_eésto permitié obtener una férmula eficiente para el gradiente. Una vez que
se tiene el gradiente-se pueden aplicar una variedad de métodos para minimizar la funcién
£, por ejemplo: deseénso por el gradiente, gradiente conjugado, el método de Newton o
un método cuasi Newtoncomo BFGS. En este trabajo se decidi6 trabajar con BFGS con
el fin de conocer y explérar sus alcances y porque aunque en los problemas de baja escala
el trabajo involucrado en festesmétodo puede ser demasiado, comparado con la ganancia
en la aproximacion de la solucién, en teoria debe ser mucho mas eficiente que los demas
en los problemas de gran escala; de grandes dimensiones o los que requieran de muchas
iteraciones, ideas que se podrian explorar en trabajos futuros.

Con las ideas expuestas en este trabajoige adaptd, para el caso del modelo del VIH/SIDA
considerado en esta tesis, un programa que-resuelve problemas de minimizacién asociados
con la estimacién de pardmetroscomo los que.se consideran en esta tesis. Un resumen de

los resultados de las simulaciones es:

1. En general los pardametros se estiman bien usando pocos datos y aunque se hicieron
experimentos usando una gran cantidad de datos, estos muestran que, aparte de ser
caro e impractico, no se obtienen beneficios en €uanto a la mejora de la estimacion.

2. Para el criterio de paro dado en el algoritmo, tol =10 _* este convergié en promedio

en 6 iteraciones.

3. Anadiendo ruido aleatorio del 10 % se obtienen buenas estimaciones para los pardme-
tros.

4. Dentro de todo el desarrollo del programa se implementé una‘funcion que resuelve
tanto el sistema de estado como el sistema adjunto.

Trabajo futuro:
En un trabajo futuro se espera comparar el desempeno entre BFGS y los métedos men-
cionados anteriormente como por ejemplo gradiente conjugado. Ademas se espera_hacer

simulaciones con perturbaciones mayores en los datos.

También se espera comparar formalmente con algin otro software, por ejemplo, DIFFPAR

y estudiar lo referente a identificabilidad del problema de estimacion de parametros.
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Anexos

Programa genera datos.

%%%% SOLUCION DE LA ECUACION{DE<ESTADO EN UN INTERVALO INICIAL [t0,tf]
clearvars

hhktheta(1)=k

hhhtheta(2)=miue

%%Se define el sistema diferéncial

f = 0(t,x,theta) [10+0.12*x (1) * (L~x (1) /d500)-1.33e-2*x (1) -theta (1) *x (1) *x(3);
theta(1)*x(1)*x(3)-theta(2)*x(2)3226667*x(2)-0.4*x(3)];

%hhSe definen las condiciones ini€iales, tiempos y parametros de

%%%discretizacion

x0 = [70; 30; 200];
t0 = 0;
tf = 30;

h = 0.0001; Y%es necesario un tamafio de paso muuuy pequeflo para no tener
Jproblemas al momento de resolver por rk el sistema desestado y el
hsistema adjunto, a lo largo de las iteraciones de BFGS.

thetaS = [10;0.12;1500;1.33e-2;3.1662e-3;0.5;2.6667;0.4];
T_sO=(thetaS(3)/(2*thetaS(2)))*(thetaS(2)-thetaS(4)

+sqrt ((thetaS(2)-thetaS(4)) . 2+4*xthetaS(2)*thetaS(1)/thetaS(3))y;
%%Calculamos el nimero reproductivo basico (RO),

%hel equilibrio trivial y el no trivial

R_0=(thetaS(5) *thetaS(7))/(thetaS(6)*thetaS(8))*T_s0;

E0=[T_s0,0,0]
V_a=1/thetaS(5)*(thetaS(1)/T_sO+thetaS(2)*T_s0/(R_0*thetaS(3)))*(R_0-1);
T_ea=thetaS(8)/thetaS(7)*V_a;
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T_sa=thetaS(6)*thetaS(8)/(thetaS(5)*thetaS(7));
E_estrella=[T_sa, T_ea, V_al

noise_leyel, = 0.1; % Se escoge segun el nivel del ruido deseado
theta = [3+1662e-3;0.5];

%kt Método de RK=~4 para resolver de 0 a tf

[t,x] = rk4(f,theta,x0,t0,tf,h);

hhhgrafica las soluciones de 0 a tf

figure(1)
plot(t,x(1,:),’b’,t,x(2,:),’c’,t,x(3,:),’r’, ’LineWidth’,2)
hold on

title(’Exact state solutief ’,’FontSize’,15)

xlabel(’Time (days)’,’FontSizey~14)

ylabel (’Populations’,’FontSizel{14)
legend(’T_s’,’T_e’,’V’)

% PERTURBACION DE Ts, Te y~V/PARA GENERAR DATOS SINTETICOS CON RUIDO
%GAUSIANO

n = length(t);

sigma = noise_levelx*abs(x);

dim=3;

xdatos = zeros(dim,n);

%Generamos ruido

xdatos(1,:) = x(1,:)+ random(’Normal’,0,sigma(l,:)41,n);

xdatos(2,:) = x(2,:)+ random(’Normal’,0,sigma(2, :)41,m);

xdatos(3,:)

hhhgrafica las soluciones de tO a tf y

x(3,:)+ random(’Normal’,0,sigma(3,:),1gn);

hhlkdatos con ruido:

figure(2)
plot(t,x(1,:),’b’,t,x(2,:),’c’,t,x(3,:),’r’, ’LineWidth’,2)
hold on
plot(t,xdatos(l,:),’.’,t,xdatos(2,:),’.’,t,xdatos(3,:),’.”)
title(’Solucién exacta y datos con ruido’,’FontSize’,15)
xlabel(’Tiempo (dias)’,’FontSize’,14)

ylabel (’Poblaciones’,’FontSize’,14)

hold off

legend(’T_s’,’T_e’, ’V’)
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Programa principal Main

%/ Programa orginal: Agosto 12 de 2022
% Actualizacion: 15/08/2022
% Actualizacion: 19/10/2022
% Actualizacién® 21/06/2023
% Se utilizan los datos generados sinteticamente con el programa
% ’genera_datos’
% Si ya estan generados se cargan desde el archivo:
% 1. ’xdatos’, datosisdn filtrar, con load(’xdatos’, ’-ascii’)
% 2. ’sigma’, con load(’sigma’,’-ascii’)
hhlParametros del modelo‘~desVIH
hhhtheta(1)=q
hhhtheta(2)=beta
hhhtheta(3)=Tmax
hhhtheta(4)=mius
hhhtheta(5)=k
hhhtheta(6)=miue
hhnhtheta(7)=p
hhhtheta(8)=miuv
clc
format long
%% S: Modelo del VIH y matrices jacobianas trahspuestas
hsize(theta)
% Flujo f y transpuestas de Jacobianas f_x y f_theta tomando como
/» pardmetros a estimar k y mue
f = 0(t,x,theta) [10+0.12%x (1) *(1-x(1)/1500)-1.33e-2*x (I =theta (1) *x (1) *x(3);
theta(1)*x(1)*x(3)-theta(2)*x(2);2.6667*x(2)-0.4%x(3)];
fthT = @(x,y,theta) [x(D)*x(3)*(y(2)-y(1));-x(2)*y(2)];
fxT = @(x,y,source,theta) [(0.12%(1-2%x(1)/1500)-1.33e-2-theta (1) *x(3))*y (1)
+theta (1) *x(3) *y(2)+source (1) ;-theta(2) *y(2)+2.6667*y(3) +source(2),;
—theta(1)*x(1)*y(1)+theta(1)*x(1)*y(2)-0.4*y(3)+source(3)];

dim = 3; % Dimensién de la ODE

% Parametros para las iteraciones
tol = 10°(-4); % Tolerancia para BFGS

max_iters = 50; 7% No maximo iters para BFGS
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dindex .= [3]; % Datos observables
%kSubrutina para seleccionar datos en el intervalo [0,10]
index=round,(linspace(1,100000,100));

m = lengthindex); % Numero de datos

t_dat
x_dat

zeros(1l,m); % Arreglo para guardar tiempos en la ventana de datos

zeros (dimgm) ; % Arreglo para guardar datos experimentales
sigma_dat = zeros(dim,m); 7% Arreglo para las desviaciones estandar de los
Jdatos
j = 1; % Indices para(t_dat, x_dat y sigma_dat, i.e 1:m
for i = index
t_dat(j) = t(i); % Dade”i se recupera j con j = i - index(1) + 1
x_dat(:,j) = xdatos(:,i);

s_dat(:,j) = sigma(:,i).72;
J o= 3%
end

% Valores iniciales para las_dteraciones, BFGS
theta_guess =[1e-3;0.4];
nthetas = 2;

x0_guess = xdatos(:,1);

p_guess = [x0_guess;theta_guess]; % Vector de ‘parametros: x0 y theta

% Se llama al algoritmo BFGS

[ps,err,niter,normg] = BFGS(f,fxT,fthT,p_guess,indexgdindex,x_dat,s_dat,
t_dat,h,tol,max_iters,m,t0);

% Arreglos en donde se guardan las iteraciones para x0 y(theta

x0s = ps(1:dim,:);

thetas = ps(dim+l:dim+nthetas,:);

error_relativo_x0 = abs(x0s(:,end) - x0) ./ abs(x0);
disp(error_relativo_x0’)

error_relativo_th = abs(thetas(:,end) - theta) ./ abs(theta);
disp(error_relativo_th’)

disp(niter)



83

[x08(1:dim,1), x0s(:,end) ; thetas(l:nthetas,1), thetas(:,end)]
% Graficacion de resultados

figure(6)
fig_ode(f,ps(:,end),index,dindex,t_dat,x_dat,h,niter)

figure(7)
fig_s(x0s,x0)

hfigure(3)

figure(8)

fig_th(thetas,theta)

legend (’\theta_1’,’\theta_2’)%d#%, ’FontSize’ ,12
title(’Convergencia de parametnos’,’FontSize’,16)
figure(9)

fig_norm(normg)

Programa BFGS

function [ps,err,iter,normg] = BFGS(f,fxTyfthT,p,index,dindex,x_dat,s_dat,
t_dat,h,tol,max_iters,m,t0)

% Inicializacion

iter = 0;

H = eye(length(p));

g = GradJ(f,fxT,fthT,p,N,index,dindex,x_dat,s_dat,f_dat,h,iter);
d = -Hxg;

rhol = g’*p/(g’*d+eps);

% Arreglos para guardar iteraciones de p y de la norma de‘g
ps = zeros(length(p) ,max_iters);

normg = zeros(l,max_iters);

ps(:,1) = p;

normgref = norm(g) ;

normg(1) = normgref;

if normgref < tol
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err = tolx*xle-1;
else

err = 10710;
end
err = 10710y

il=length(index) ;
tl = t_dat(il);+% tiempo final de la ventana de dato

while err > tol &&“\iter < max_iters

% BUSQUEDA DE LINEA: Metodo de la secante con 5 iters max
fprintf ("minimizando y calculando el gradiente en la iteracion
n de bfgs: %d\n’, iter);
rho = minJ_sec(f,fxT,fthT,p,d,N,index,dindex,x_dat,s_dat,
t_dat,h,rho1,107-4,4,m,t0,%, iter+1);
dp = rhox*d;
p=p+dp; hp=(p> 0. *p;
gn = GradJ(f,fxT,fthT,p,N,index,dindex,x_dat,s_dat,t_dat,h,iter+1);

dg = gn - g;
u = dp;
v = Hxdg;

denom = 1/(u’*dg);

¢ = denom*(1 + denomx*(v’*dg)) ;

H=H + cx(uxu’) - denom*(u*xv’ + vxu’);

% Actualizacion para la siguiente iteracion
g = 8gn;

d = -Hxg;

rhol = g’*dp/(g’*d+eps);

iter = iter+il;

ps(:,iter+1l) = p;
normg(iter+1) = norm(g);
err = normg(iter+1)/normgref;
end
ps = ps(:,1l:iter+1);
normg = normg(l:iter+1);

end
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Programa para calcular el gradiente

function” gy =GradJ(f,fxT,fthT,p,index,dindex,x_dat,s_dat
,t_dat,h,iteration)
% CALCULO DEL JGRADIENTE
np = lengthdp);
dim = size(xldat)s % Dimension de la edo y numero de datos
ntheta = np - dim(1l); % longitud de theta
g = zeros(up,1);
sO = p(1:dim(1));
theta = p(dim(1)+1:np);

% 1. Se resuelve la ecuacion de.estado
i0 = index(1);

il = index(end);
t0 = t_dat(1); % tiempo inicial_de la ventana de datos
tl = t_dat(dim(2)); % tiempo final de la ventana de datos

[t,x] = rk4(f,theta,s0,t04{tT h);
n = length(t);

figure(3)

plot(t,x(1,:),’b’,t,x(2,:),’¢c’,t,x(8 ), ’r’ 7 LineWidth’,2)

title([’Solucién de estado. ITERACION*’, num2str(iteration)],’FontSize’,15)
%title(’state solution it: n’,’FontSize’,15)

xlabel (’Tiempo ’,’FontSize’,14)

ylabel(’Poblaciones’,’FontSize’,14)

legend(’T_s’,’T_e’,’V’)

% 2. Se resuelve la ecuacion adjunta
m = length(index);
source = zeros(dim(1) ,m);
% Introduciendo las varianzas
source(dindex,:) = (x(dindex,index) - x_dat(dindex,1:m))
./ s_dat(dindex,1:m);
yf = zeros(dim(1),1); % Condicion final para la adjunta

y = rk4adj(fxT,theta,x,index,source,yf,h);



figure(4)

plot(tgy(1,:),’b’ ,t,y(2,:),’c’,t,y(3,:),’r’, ’LineWidth’,2)
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title([*Solucién adjunta. ITERACION’, num2str(iteration)],’FontSize’,15)

xlabel (’Tiempo ’,’FontSize’,14)
ylabel(’p’,?FentSize’,14)
legend(’p_1’,"p42’,’p_3")%, FontSize’,14

% 3. Se calcula el gradiente con respecto a x0

dsO = zeros(dim(1),1);

dsO(dindex) = ( sO0(dindex) - x_dat(dindex,i0) )

onev = ones(length(s0),1);

%hg(1:5) = y(:,1) + dsO +"(s0¢*onev - N)*onev;

g(1:dim(1)) = y(:,1) + dsO;

% 4. Se calcula la integral’ para el gradiente respecto a theta

H = zeros(ntheta,n);
for i = 1:n
H(:,i) = fthT(x(:,1),y(:,1),théta);
end
% Metodo de Simpson
sum = zeros(np-dim(1),1); %JLL
for i = 2:2:n-1

sum = sum + H(:,i-1) + 4xH(:,i) + H(:,i+1);

end

integral = h*sum/3; % El paso es en realidad 2*h y 2xh/6 )= h/3

g(dim(1)+1:np) = integral;

g = g + (eps)#*p; % Regularizacion, ayuda a estabilizar en“casos

dificiles JLL

end

./ s_dat(dindex,i0);
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Programa de Bisqueda en linea

function rh¢\= minJ_sec_3p(f,fxT,fthT,p,d,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,

go =

h,rhol,fol’,max_iters,m,t0,tl,iter)

GradJ(f,fxP;fthT,p+rho0*d,index,dindex,x_dat,s_dat,

t_dat,h,iter) ’*d;

gl = GradJ(f,fxT,fthT,ptrhol*d,N,index,dindex,x_dat,s_dat,
t_dat,h,iter) ’*d;

gref = g0;

err = 10710;

iter = 0;

while err > tol && iter < max_iters

end
rho

end

drho = rhol - rhoO;

dg = gl - g0;

err = min( abs(drho)/abs(rhol), siorm(dg)/norm(gref) );

g0 = gil;

rho0 = rhol;

rhol = rho0 - gO*drho/(dg+eps?;

gl = GradJ(f,fxT,fthT,p+rhol*d,N,index,dindex,x_dat,s_dat,
t_dat,h,iter)’*d;

iter = iter + 1;

= rhol;
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