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El Teorema‘de Equivalencia de
Equivalencias para Nudos Mansos



I. Resumen

Un nudé-es un encaje de la l-esfera unitaria en el espacio tridimensional R?, o bien
en su compactacion en un punto, que es la 3-esfera unitaria. Se define un nudo poligonal
como una curva péligonal cerrada simple en R? o en la frontera del 4-simplejo estdndar. Por
su parte, un nudo €8 manso, si es ambiente isotépico a un nudo cuya imagen sea un nudo
poligonal. Desde el ptinto de vista de la topologia PL, un nudo manso puede considerar-
se como un encaje Plide la frontera del 2-simplejo estandar en la frontera del 4-simplejo
estandar, puesto que la ifnagen de éste es un nudo poligonal. En este sentido, en la literatu-
ra se encuentran hasta tres’nogiones principales de equivalencia de nudos: PL-equivalencia
de encajes PL a partir de PL-isotopias de ambiente, equivalencia combinatoria entre nudos
poligonales mediante las llamadas* movidas A*! y equivalencia positiva, cuando existe un
auto-homeomorfismo PL de la frentéra del 4-simplejo estandar que preserva la orientacién y
manda un nudo poligonal a otro.

En esta tesis daremos una demostracion~detallada del teorema de equivalencia de equiva-
lencias para nudos mansos, que estableeé la equivalencia de las tres nociones previamente
mencionadas; seguiremos la prueba proporcionada por Burde et al (2014) [8] y presentaremos
el fundamento tedrico basico de 1a fopologia.Plmpara su comprension a nivel licenciatura.

Palabras clave: Nudo manso, nudo poligehaly PL-equivalencia, equivalencia combi-
natoria, equivalencia positiva.



I1.7 Abstract

A knot is-an embedding of the unitary 1-sphere into the three-dimensional space R3, or
its one-point campactification, that is the unitary 3-sphere. A polygonal knot is defined as
a simple polygonal’closed curve in R? or in the boundary of the standard 4-simplex. On the
other hand, a knot is'tame, if it is ambient isotopic to a knot whose image is a polygonal knot.
From the point of view.ef PL topology, a tame knot can be regarded as a PL embedding
of the boundary of the standard 2-simplex into the boundary of the standard 4-simplex,
since its image is a polygonal knot. In this sense, in literature there are up to three main
notions of knots equivalence: Pl#equivalence of PL embeddings through PL-ambient isotopy,
combinatorial equivalence between,polygonal knots by means of the so-called A*'-moves and
positive equivalence, when there-dssan orientation-preserving PL auto-homeomorphism of the
boundary of the standard 4-simplex that sends a polygonal knot to another.

In this thesis we will give a detailed demeonstration of the equivalence of equivalences theorem
for tame knots, which establishes the equivalence of the three notions previously mentioned;
we will follow the proof provided by Burde et al (2014) [8] and we will present the basic
theoretical foundation of PL topology for\its understanding at the undergraduate level.

Keywords: Tame knot, polygefial“knot, PL-equivalence, combinatorial equivalence,
positive equivalence.



I111{ Introduccién

Coloquiadmente, un nudo es un pedazo de cuerda que ha sido atado con algtn tipo de
amarre. Matenmaticamente hablando, el concepto de nudo captura la idea de cémo un es-
pacio unidimensiofial (S') puede ser encajado en un espacio tridimensional (R?). Asimismo,
pensando en un nude m4s bien como la imagen de un encaje S — R3, este no es otra cosa
que un subespacio dedR>.homeomorfo a S!. Sabiendo que, desde el punto de vista topoldgico,
podemos considerar S* cofho la compactacién en un punto de R? y, por ende, R? como un
subespacio de S?, siempré€ podemos considerar un encaje S — R3 como S — S?. Esto sigue
siendo valido si reemplazang6s)S? por cualquier 3-esfera.

El problema principal en el estudio de los nudos consiste en determinar cuando dos nudos
pueden ser considerados “iguales”, esto es, clasificar nudos bajo alguna nociéon adecuada.
El que sean homeomorfos no es stfieiente, puesto que todos los nudos son homeomorfos a
St. Intuitivamente, podriamos entender que dos nudos son equivalentes, si es posible “des-
enredar” uno de ellos, a través de ciertos-movimientos que no danen al nudo, hasta obtener
el otro. Una primera aproximacién a esta nocion de equivalencia radica en establecer una
equivalencia de encajes conveniente,.que se logra con el estudio de isotopias de ambiente, a
partir de las cuales se tienen clases/de equivalengias de encajes.

En su generalidad, el concepto de fludes-comé encajes S' — S? admite que se consideren
como tal aquellos cuya imagen presenta’ un nimeré infinito de anudamientos que convergen
a un punto limite, los cuales reciben el nombre de nudes-salvajes (véase figura 1). Estos casos
patologicos de nudos no se corresponden €on-la ideaintuitiva de un “nudo” en la realidad y
no ahondaremos en su estudio en este trabajos

Figura 1: Ejemplo de un nudo salvaje.

Una forma de evitar tratar con nudos salvajes es recurrir a la topologia Ph!, de es-
ta manera, restringiremos nuestro interés a nudos que puedan representarse niediante un
nimero finito de segmentos de recta en R?. Es posible hablar también de segmentos-dle-tecta
en S3, gracias a que la frontera del 4-simplejo estandar (OA?*) es una triangulacién.de.S3.
En este sentido, nos estaremos refiriendo a segmentos de recta en alguno de los 3-simplejos
que componen a JA* (Lickorish, 1997 [20]). Asi, definimos un nudo poligonal como tna

'Del inglés piecewise-linear, traducido como “lineal por partes”.



union finita de este tipo de segmentos que formen una curva poligonal cerrada simple. Con-
tinuandos€n esta linea, un nudo es manso, si estd en la misma clase de equivalencia que
un nudo<«uya imagen sea un nudo poligonal, lo que nos permite transicionar a la categoria
PL, considerando ahora nudos PL, los cuales son encajes PL entre poliedros compactos, mas
especificamente,.de la frontera del 2-simplejo estandar en la frontera del 4-simplejo estandar.
Por ende, se adapta la equivalencia de nudos con PL-isotopias de ambiente, teniéndose ahora
una PL-equivalehgignentre encajes PL.

Por si mismos, los nudos poligonales dan cabida a una segunda idea de equivalencia. Apro-
vechando su naturaléza~combinatoria: se definen ciertas movidas sobre 2-simplejos cuyas
fronteras intersecan a wn nudo poligonal en una o dos caras suyas, las movidas A*', de
modo que dos nudos poligonales son combinatoriamente equivalentes, si éstos difieren por
un numero finito de este tipoide movidas. Todavia un tercer paradigma, relacionado con
la orientacién de simplejos y complejos simpliciales (tratado formalmente por la homologia
simplicial), nos dice que un par_dé nudos PL son equivalentes positivos, si existe un auto-
homeomorfismo PL de OA* que préserva la orientacién y que al componerse con alguno de
los nudos PL se obtenga el otro.

La ventaja e importancia de seguir el putito de vista de la topologia PL es que nos da acceso
al teorema de Alexander-Tietze, que es'la version PL del truco de Alexander; el teorema de
Alexander-Schoenflies para encajes PL de1-esferas combinatorias en 3-esferas combinatorias,
que se corresponde con el teorema de la, curvasdé’Jordan en dimensién dos, pero el cual no es
vélido en dimensién tres para meros<€neajes topolégicos (Burde et al, 2014 [8]); y la teorfa de
vecindades regulares aplicada a poliedros compacte$, contenidos en n-variedades PL como lo
establece Hudson (1969) [13]. Aunado auma ecomprénsion bésica de los entresijos de la topo-
logia PL, estos resultados son la pauta paré_exhibir que'las tres nociones presentadas no dan
lugar a teorias diferentes, tal como lo formula.el teoréma de equivalencia de equivalencias.
En este trabajo nos centraremos en presentax_y desarrollarla teoria basica necesaria de la
topologia PL para fundamentar la demostracién de este teetema dada en Burde et al (2014)
8], permitiendo, en la medida de lo posible, que sea accesibles-comprensible para estudian-
tes de la licenciatura en matematicas, y demés interesados en introducirse en la teoria de
nudos, uno de los pilares esenciales en la investigacién de la topolegia de dimensiones bajas.



IV Marco Teérico

La topologia PL surge en la década de los 20 como una rama de la topologia geométri-
ca, siendo Newinan y Alexander de los primeros autores principales (Rourke y Sanderson,
1982 [34]). En cuante a referentes “recientes” de la teorfa y técnicas bésicas de la topologia
PL, autores como Kawauchi (1996) [16], Bryant (2002) [6], Daverman y Venema (2009) [11],
Rudyak (2016) [35] yJohnson (2018) [15] citan en su conjunto los trabajos de Zeeman (1963)
[39], Hudson (1969) [18],/Moise (1977) [26] y Rourke y Sanderson (1982) [34], entre otros.
Ademés, Schultens (2014)[86] sugiere consultar Singer y Thorpe (1967) [37] y también a Moi-
se (1977) [26] en el estudio@e)las nociones de convexidad, simplejos, complejos simpliciales
y funciones simpliciales, etc?] las cuales estan intimamente ligadas al estudio de poliedros
y funciones PL, principal objete”de estudio en la topologia PL. En el sentido de Rourke y
Sanderson (1982) [34], los poliedros?y las funciones PL se estudian a partir del concepto de
vecindades conicas con base compacta.

La posibilidad de estudiar los nudos desde un enfoque matematico fue quizas reconocido por
primera vez por C. F. Gauss, en sus investigaciones de electrodinamica en 1833. Por otro
lado, la teoria atémica de Lord Kelvin afitfitaba que las propiedades quimicas de los elemen-
tos estaban relacionados con el antidamiento que ocurria entre los 4tomos, lo que implicaba
que era necesario una mejor comprension sobre el concepto de equivalencia de nudos. Esto
motivé a P. G. Tait a enlistar todos lo§ nudos qué pudieran dibujarse con un pequeno niimero
de cruces y para 1900, junto con los tzabajos de G&N. Little, se tuvo uno de los primeros
intentos de clasificar nudos de hasta diez grices, mediante métodos combinatorios que eran
un tanto empiricos (Livingston, 1993 [22]; Rolfsen, 2003%32]).

El desarrollo de la teoria clasica de nudos, ocurrida a mediados del siglo XIX, es atribuida
a M. Dehn, J. W. Alexander, W. Burau, O. Schreier, E. ‘Artin, K. Reidemeister, E. R. Van
Kampen, H. Seifert, J. H. C. Whitehead, H. Tietze y R. H. Foxs'La formalizacién matemaética
de la teoria y sus técnicas subyacentes, permitié modernizar elconcepto de nudo como una
clase de equivalencia de encajes de la 1-esfera unitaria en el espacigreuclidiano tridimensional,
o incluso en la 3-esfera unitaria (Rolfsen, 2003 [32]). Asi, una primeganocién de equivalencia
de nudos esta dada a partir de isotopias de ambiente entre encajes, gue.formalizan la nocién
de deformar continuamente un nudo en otro.

No obstante, la definicion de nudos como encajes topologicos admiten la exiStencia de casos
patologicos de nudos con anudamientos infinitos, los llamados nudos salvajes, FEstos ejemplos,
contrarios a la nocién intuitiva, pueden evitarse estudiando nudos mansos, es'de€ir, aquellos
que sean equivalentes a curvas cerradas simples formadas por un niimero finito.de segmentos
de recta (nudos poligonales). Lo anterior nos lleva a trabajar con la categorial BL y, pos-
teriormente, a plantear ciertas movidas admisibles entre nudos poligonales, originalmente
formuladas por Reidemeister (1983) [31]. Especificamente, una movida A consiste enfformar
un triangulo con uno de los segmentos que conforman a un nudo poligonal y sustituirlé por
los dos lados restantes, mientras que el proceso inverso es una movida A~!. Entonces stirge
una segunda nocién de equivalencia: dos nudos poligonales son combinatoriamente equiva-
lentes, si existe una secuencia finita de movidas A o A™! que deformen un nudo en otro



(Burdes€t al, 2014 [8]).

Por su'pazte, una tercera nocién de equivalencia de nudos es reportada en Crowell (1977)
[10], Kosniowski (1980) [17], Armstrong (1983) [4] y Kawauchi (1996) [16]: dos nudos son
equivalentes’sifexiste un auto-homeomorfismo de la 3-esfera unitaria que preserve la orien-
tacion y queeve un nudo en el otro. Especificamente, en [16] ésta se llama equivalencia
positiva, cuando 10s nudos y el auto-homeomorfismo respectivos son PL.

A pesar de existir t16s nociones de equivalencia, en Burde et al (2014) [8] se demuestra el
teorema de equivalencia de equivalencias para nudos mansos, donde se establece que las tres
nociones son equivalenfes)al tratarlas desde la perspectiva de la topologia PL. La importan-
cia de conocer el teoremasde, equivalencia de equivalencias para nudos mansos radica en que
es un paso para probar el#eorema fundamental de Reidemeister, el cual permite una apro-
ximacién elemental a la teoria de nudos, ya que reduce el problema de determinar cuando
dos nudos mansos son equivalentes a hallar una secuencia finita de las llamadas movidas
de Reidemeister, que transformen el diagrama de un nudo en el diagrama del otro (Welsh,
1993 [38]; Adams, 2004 [1]). Los dos-autores previamente citados, junto con Lickorish (1997)
[20], remiten al trabajo de Burde y Zieschang (1985) [7], del cual en [8] se tiene una edicién
mas actualizada, aunque en ambas edieiones se asume que el lector esta familiarizado con
la categoria PL, ya que no se presenta‘algtina seccién que introduzca los conceptos que se
estdn usando de la topologia PL. Enssu apéndice, Kawauchi (1996) [16] presenta una versién
del teorema de equivalencia de equivalenciasy™pero también atribuye las ideas a Burde y
Zieschang (1985) [7]. Cabe menciondr.que toda la bibliografia referenciada en esta seccién
esta en lengua inglesa.



V. Justificacién

Este trabajo pretende beneficiar a la Division Académica de Ciencias Basicas de la
Universidad Juérez Auténoma de Tabasco, en particular, a los alumnos que cursen la licen-
ciatura en Matemédtieas y profesores interesados en el estudio de la topologia PL aplicada a
la teoria de nudos.

Asimismo, se busca que“ésta tesis sirva para subsanar la escasa bibliografia en espanol acce-
sible y actualizada que#proporcione, por un lado, una introducciéon basica y elemental a la
topologia PL, y por otro‘ado, una demostracion comprensible del teorema de equivalencia
de equivalencias de nudos manSos, detallando los procedimientos encontrados en Burde et
al (2014) [8]. De este modo, se conforma un compendio de diferentes fuentes bibliogréficas
con el objetivo de crear un conteriido autosustentable y mantenerlo al nivel licenciatura, en
la medida de lo posible. En este sentide, el material aqui presentado podria ser utilizado en
el futuro para disenar un curso intzeductorio de topologia PL con aplicaciones a la teoria
bésica de nudos.



V1 Pregunta de Investigacién

.Son equivalentes las definiciones de equivalencia positiva y PL-equivalencia de nudos
PL, y éstas a la equivalencia combinatoria para nudos poligonales?

Es decir, dadosylos nudos PL ig,4; : OA? — OA* ;se cumple que iy, i; son equi-
valentes positivos, si' yssolo si ig,4; son PL-equivalentes, si y sélo si los nudos poligonales
i0(0A?%),4;(0A?) son cofnbinatoriamente equivalentes?

VI1I. Hipétesis

Las definiciones de equivalencia positiva y PL-equivalencia de nudos PL, y la equiva-
lencia combinatoria de nudos poligonales#estéan relacionadas entre si: cuando una es cierta,
todas lo son.



VIII. Objetivo general

Fundamentar la demostracion del teorema de equivalencia de equivalencias para nudos
mansos.

IX. Objetivos Especificos

= Entender los conceptos y resultados basicos de la Topologia PL, tales como juntas, co-
nos, poliedros, funciones PL &implejos; complejos simpliciales y funciones simpliciales.

= Comprender la teoria basica dé nudos: définieién topoldgica de nudo, equivalencia de
nudos mediante isotopias de ambiente, equivalencia combinatoria de nudos poligonales
y equivalencia positiva de nudos Pl



X.("Metodologia

El tipodde=investigacion que se llevo a cabo fue basica, dado que se fundamentaron
y detallaron lag demostraciones de la literatura con respecto a resultados elementales de la
topologia PL y defarteoria de nudos, para lo cual se siguié el método deductivo.

Se estudiaron algunes conceptos y resultados basicos de Geometria Afin conforme a las pri-
meras secciones del capftulo 15 de Roman (1992) [33]. Se complementé con el tratamiento
de bases ordenadas equivalentes y, por consiguiente, de orientacion de un espacio vectorial
real, de acuerdo con la esgablecida para R™ en Matveev (2006) [25]. Se detallaron algunos
resultados ttiles relativos a_cefivexidad conforme a las demostraciones que aparecen en la
seccién 16 del capitulo 1 en Bredon (1993) [5]. Se revisaron los conceptos y resultados im-
portantes relacionados a variedadés con frontera, siguiendo el capitulo 2 de Lee (2000) [19],
el capitulo 0 de Moise (1977) [26]#% el eapitulo 5 de Munkres (1991) [27].

Para comprender los conceptos y resultados basicos de Topologia PL, se estudiaron princi-
palmente los primeros dos capitulos dedRourke y Sanderson (1982) [34], pero se consultaron
de forma complementaria el capitulo 4 de_Singer y Thorpe (1967) [37], el capitulo 5 de Lee
(2000) [19] y el capitulo 0 de Mojsé (1997) [26]. Asimismo, se profundizé en el desarrollo
de algunos resultados concernientés—assubdivision de complejos simpliciales dados en las
secciones 2, 3y 4 del capitulo 1 de*Hudson (1969) [13]. Para abordar el concepto de auto-
homeomorfismos de esferas que preservan la orientacion, se presentaron resultados basicos de
la teoria de aproximacion simplicial y de homologfa simplicial, basado en la seccién 6.3, los

capitulos 8 y 9 de Armstrong (1983) [4], dsl.eemo endos,primeros dos capitulos de Munkres
(1984) [28].

El estudio de la teoria basica de nudos se basg en el capitulo 1 de Burde et al (2014)[8],
aunque se complementé con el capitulo 10 de Armstrong (1983) [4], el capitulo 2 de Livings-
ton (1993) [22], el capitulo 1 de Lickorish (1997) [20], el capitmnlo 2 de Welsh (1993) [3§],
el capitulo 0 de Kawauchi (1996) [16], y los articulos de Hud§on y Zeeman (1964) [14] y
de Zeeman (1960) [40]. Algunas nociones y resultados relativo$ a la teorfa de vecindades
regulares se tomaron de las primeras cuatro secciones del capitulo'2.dé Hudson (1969) [13]
y se auxilié del capitulo 3 de Rourke y Sanderson (1982) [34]. Finalmente, la demostracién
del teorema de equivalencias de equivalencias se desarrollé de acuerdo con las proposiciones
1.8 y 1.11 de Burde et al (2014) [§].
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1. Preliminares

1.1. Tepeologia general

En esta se€cion repasaremos algunas definiciones y resultados basicos de espacios to-
pologicos que utilizaremos a lo largo de este trabajo. La mayoria puede consultarse en cual-
quier libro de topologia general. Mas especificamente, la redaccién de esta parte se ha guiado
de Munkres (2000) [29], Lee (2000) [19] y Pérez et al (2011) [30].

Definicién 1.1.1. Sea(X;d) un espacio métrico. La bola abierta centrada en x € X y
de radio r > 0 es el conjunto

Vizgr) ={ye X :dz,y) <r}.
Asimismo, la bola cerrada centrada en x € X y de radio r > 0 corresponde al conjunto
B(z,7V:={ye X :d(z,y) <r}.

Si Y es subespacio métrico de X, denotaremos las bolas abiertas y cerradas de Y como
Wy (z,7) y By(z,7), respectivamente.

Definicién 1.1.2. Sea (X, 7) un gspacio topolégico. Sea = € X. Diremos que V' C X es
una vecindad de x en (X, ), o siinplementé una vecindad de x en X, si existe U € 7
tal que x € U C V. En este contexto,=U ge dice~glie.es una vecindad abierta de x en X.
Al conjunto de vecindades de x en X l¢ denotarémes-por N (z, X), o simplemente N (x),
cuando no haya riesgo de confusion.

Mas generalmente, sea Y C X no vacio. Diremos que V _C X es una vecindad de Y, si
existe U C V abierto en X tal que Y C U.

Definiciéon 1.1.3. Sea X un espacio topoldgico, A C X. BEl"interior de A en X es el
conjunto

Inty (A) := {x € X : existe una vecindad U de z tal que\U C A}.
La cerradura de A en X es el conjunto
Cly (A) := {z € X : para toda vecindad U de z, U N A # §¥.
La frontera de A en X es el conjunto
Frx (A) :=Clxy (A)NClx (X — A).

Si no hay riesgo de confusién, escribiremos simplemente Int (A), C1(A) y Fr(A).
Teorema 1.1.4. Sea X un espacio topologico y A C X. Entonces

(1) Fr(A) = CI(A) — Int(A).

(2) Fr(A)NInt(A)=0.
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(8) GHA) = Int(A)U Fr(A).

Cttando C' es un conjunto cerrado, tenemos que Fr (C') = C' — Int (C), lo cual implica
que Fr (C).& C.

Definicién 1.1.5. Sean X, Y espacios topolégicos. Una funcién f : X — Y es continua
sobre X, si paradtodo U abierto en Y se cumple que f~1 (U) es abierto en X.

Es sabido qtie la, composicién de funciones continuas es continua.

Teorema 1.1.6 (Propiedades equivalentes de la continuidad). Sean X, Y espacios topoldgi-
cosy f: X =Y una funeion. Entonces las siguientes son equivalentes:

(1) f es continua.
(2) Para todo subconjuntoserrado A de'Y, f=1(A) es cerrado en X.

(8) Para todo x € X y cada vegindad abierta V' de f (x), existe una vecindad abierta U de
x tal que f(U) C V.

Dado zg € X, decimos que f X — Y es continua en x, si para zy se cumple
la condicién (3) del teorema anteriorg#Debido a la equivalencia (1) < (3), se tiene que
f: X =Y es continua si y sélo si f es ¢ontinua en cada x¢o € X. Ademas, observamos que
cuando (X, d) y (Y, p) son espaciogsafiétrices, una funcién f : X — Y es continua en xy € X,
si para cada € > 0, existe un § >/0-tal quepara todo x € X con d (z,xy) < ¢ se cumple

p(f(z), f(z0)) <e.
Nos seran utiles los siguientes resultados parasconstruir funciones continuas:

Teorema 1.1.7. Sea f: X — Y continua. Se cumple/que:

(1) Si Z es un subespacio de Y tal que f(X) QZ o bien.siY es subespacio de Z, entonces
f: X — Z es continua.

(2) Si#ACX, entonces fl[A: A=Y es continua, considerando a A como subespacio
de X.

Proposicion 1.1.8. Sea X un espacio métrico y 'Y un espacio vectorial real normado.

(1) Sif: X =Y yg: X =Y son continuas en o € X, entonées(f +g) : X =Y es
también continua en xg.

(2) Si f: X >Ryg:X =Y son continuas en xy € X, entoncesf(fg) : X — Y es
también continua en xg.
(8) Sif: X =Y yg: X — R son continuas en xg € X y g (o) # 0, entoncesi X =Y
g

es también continua en xg.

Lema 1.1.9 (Lema del pegado). Sea X un espacio topoldgico y suponga que X = Ul 1A,
donde cada A; es cerrado en X. Sea f; : A; — Y continua, Vi. Para cualesquierd 1.y,
supongamos que f; [(A; N A;) = f;| (A N Aj). Entonces eziste una unica funcion continua

f: X =Y tal que f|A; = f; para cada i.
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Definieion 1.1.10. Sean X, Y espacios topolégicos. Diremos que f : X — Y es un ho-
meomorfismo, si f es una biyeccion continua con inversa continua, y cuando X =Y, f es
un autoshomeomorfismo de X. Los espacios topoldgicos X yv Y son homeomorfos, si
existe un Romteomorfismo f: X — Y y denotaremos X =Y.

Definicién 171.11. La n-bola unitaria es el conjunto
B" :={p e R": []p| <1},

donde || - || : R" — Redenota a la norma euclidiana de R™.

Asimismo, la n-esfera#nitaria es el conjunto

8" :={peR"":|p|=1}.
Un espacio homeomorfo a B" (zeSpectivamente, S™) con la topologia relativa de R™ (respec-
tivamente, R"™) es una n-bola'(reSpectivamente, una n-esfera).

Definicién 1.1.12. Sean X y Y espacies topolégicos. Una funcion f : X — Y es un encaje,
si f: X — f(X) es un homeomorfismo,

Definicién 1.1.13. Diremos que una funeién continua f : X — Y entre espacios topoldgicos
es un homeomorfismo local, si-para cada x € X existe una vecindad abierta U C X tal
que f(U) es abierto en Y y f|U : U="f(U) esfin homeomorfismo.

Proposicién 1.1.14. Sea f: X — Y _un,homeéemorfismo local. Se cumple que:
(1) f es abierta.
(2) Si f es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo:

La siguiente proposicién es un resultado=tlasico que basicamente nos dice que los ho-
meomorfismos preservan cerraduras, interiores y fronteras dé un espacio topolédgico a otro:

Proposicién 1.1.15. Sean X, Y espacios topolégicos, A C Xy.h : X — Y un homeomor-
fismo. Entonces:

(1) h(Cix (A)) = Cly (h(A)).
(2) h(Intx (A)) = Inty (h(A)).
(8) h(Frx (A)) = Fry (h(A)).

Observemos que si X, Y son espacios topolégicosy A C X, B C Y, entonces Clyy (A X B) =
Clx (A) x Cly (B) y también Intxyy (A x B) = Inty (A) x Inty (B). A parfir de esto, se
demuestra:

Proposicién 1.1.16. Sean X, Y espacios topologicos, A C X y B C Y. Entonces

Fryxy (A x B) = (Fry (A) x Cly (B)) U (Cly (A) x Fry (B)).

Usando induccién matematica se obtiene:
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Corolario 1.1.17. Sean Xy, .-, X, espacios topoldgicos y A; cerrado en X;, i =1,--- ,n.
Entonees:

Pr (HAl) = U(Al X X Ai—l X F?"(AZ) X Ai+l X oo X An) (11)
i=1
Definicién 1.1.38. Sea X un espacio topolégico. Una separacion de X es una pareja de
subconjuntos abiertos no vacios Uy V de X talesque UNV =0y X =UUV.

Diremos que X es coneéxoyssi X no tiene una separacion, de lo contrario, X es disconexo.

Un subconjunto no vacig A de X se dice que es conexo, si A como subespacio de X es
CONEexo.

Se sabe que las funciones continuas mandan conexos a conexos. Ademds, el producto
cartesiano de un nimero finito dé espacios topoldgicos conexos es también conexo.

En lo sucesivo, convendremos_ én' denotar al intervalo unitario como I :=[0,1].

Definicién 1.1.19. Sea X un espacio gepolégico. Dados dos puntos x,y € X, un arco de
z a y en X es una funcién continua f*F= X con f(0) =z y f(1) = y. En este contexto,
se dice que x y y son los puntos extremos del arco f.

Un subespacio A de X es arcoconexo, si para/cualesquiera a,b € A, existe un arco f con
puntos extremos a y b tal que f(I) G

Todo espacio topolégico arcoconexg-es conexey sin embargo, el reciproco no siempre se
cumple. Asimismo, las funciones continuas/reservan la arcoconexidad.

En otro orden de ideas, dado un espacio topelogico” X ) podemos definir una relacién de
equivalencia en X: z y y estan relacionados sisy’ sélo si efiste un arco f en X con f(0) =z

y f(1)=y.

Definicién 1.1.20. Sea X espacio topolégico. Una familia /= {U,}.c; de subconjuntos
de X se dice que es una cubierta de X, si X = J,.;U,. Si‘cada U, es abierto en X,
entonces nos referiremos a &7 como una cubierta abierta de X. Diremos que % C &/ es
una subcubierta de X, si A es una cubierta de X. Un espacio X_€S compacto, si cada
cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita. Ademas, Y C X\es compacto, si es
compacto con la topologia relativa de X.

El siguiente lema exhibe que no existen subespacios compactos “relatives”.

Lema 1.1.21. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Entonces B C A ‘es”compacto en
X siy solo si B es compacto en A.

Demostracién. Dado que B C Ay A es subespacio topolégico de X, entonces B'es subes-
pacio de A si y sélo si es subespacio de X. Sea 75 = {BNU : U € 7} la topologia inducida
por X en B. Debido a lo anterior, & es una cubierta de B con abiertos en la topologia‘de/B
como subespacio de A si y sélo si &/ es una cubierta de B con abiertos en 75. Por lo tanto,
B es compacto en X si y sélo si B es compacto en A. [ |
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Es“sabido que las funciones continuas mandan compactos a compactos.

Definicion, 1.1.22. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A C X es no vacio y p € X, la
distanciade p a A, se define por

d(p,A) :=if{d(p,a):a€ A}.
Si A es acotadoysuedidmetro se define como el niimero
diam(A) := sup{d(as,as) : aj,as € A}.
Por otro lado, si tambiéns/B C X es no vacio, la distancia de A a B esta dada por

d(A, B) := inf{d(a,b) :a € A,b € B}.

Proposicién 1.1.23. Sea (X, d)un espacio métrico, F C X cerrado yp € X — F. Entonces
d(p, F) > 0.

Proposicién 1.1.24. Sea (X, d) ungéspacio métrico y sean A, B C X no vacios tales que A
es compacto y B es cerrado. Si d(A,B) =0, entonces AN B # ().

Demostracién. Dado que d(A, B) = 0,para cada n € N existen a,, € Ay b, € B tales que
d(an,b,) < —. Esto implica que podemos eseggér sucesiones {a,}neny ¥ {bn}neny en Ay B,
n

respectivamente, tales que d(a,, b,)"=0~Dadé ghie A es compacto, entonces {a, }nen tiene
una subsucesion convergente {ax} en~A y todavia se cumple que {d(ay,by)} converge a 0.
Por lo anterior, sin perder generalidad s¢ puede asumir-que a, — a € A. Sea € > 0. Como
d(ay,a),d(a,,b,) — 0, para cada ¢ > 0 existenun m'eN,tal que

d(by,a) < d(by,an) + d(answa) < g + % =¢e, Vn >m,
es decir, b, — a y, en vista de que B es cerrado, se tiene que @€ B. Por lo tanto, a € AN B
vy AN B #10). [

Una propiedad importante de los espacios topoldgicos compactes es que cualquier sub-
conjunto cerrado suyo también es compacto. Por otro lado, en un espacio métrico se cumple
que todo subespacio compacto es cerrado y acotado. La union finita de eonjuntos compactos
es compacta. También el producto cartesiano de un nimero finito de espagios topoldgicos
compactos es compacto, cuando se considera la topologia producto.

Proposicién 1.1.25. Sea X un espacio topologico y A C X compacto. Si BICA es cerrado
en X, entonces B es compacto en X.

Demostracion. Dado que B es cerrado en X y B C A, se sigue que B es cerrddo’en A.
Asi, B es compacto en A. No obstante, como B C A C X, por el lema 1.1.21, con¢luimos
que B es compacto en X. |

Lema 1.1.26. Sea X un espacio métrico. St A C X es compacto, entonces Fr(A) es com-
pacto en X.
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Demostracién. Como A es compacto y X es un espacio métrico, tenemos que A es cerrado
en X,uego Fr(A) = A —Int (A) C A. También, Fr(A) = CI(A) N Cl(X — A), lo cual nos
dice queFr(A) es cerrado en X. Asi, gracias a la proposicién 1.1.25, tenemos que Fr (A) es
compacto ensX. [ |

Una caragt€hizacién de los compactos en espacios métricos euclidianos es la siguiente:

Teorema 1.1.27"(Teorema de Heine-Borel). Un subconjunto de un espacio métrico eucli-
diano es compacto 'siy_.s6lo si es cerrado y acotado.

Definicién 1.1.28. Un espacio topoldgico X se dice que es Hausdorff, si para cada x1, x5 €
X distintos existen vecindades abiertas Vi € N (x1), Vo € N (x2) tales que V3 NV, = ().

Todo subespacio de uti egpacio Hausdorff también es Hausdorff. Ademas, la propiedad
Hausdorff es un invariante topolégico. Por su parte, el producto cartesiano de una familia
arbitraria de espacios Hausdorff€on la topologia producto, es Hausdorff. Otra propiedad
importante relacionada con la compacidad es que todo subespacio compacto de un espacio
Hausdorff es cerrado. Esto es lo quesparticularmente pasa en los espacios métricos, ya que
todo espacio métrico es Hausdorff. Adémas, en un espacio Hausdorff la interseccion arbitraria
de compactos es compacta.

Lema 1.1.29 (Lema de la funciém cerrada). Suponga que f : X — Y es una funcion
continua de un compacto a un espacio-Hausdarif.

(1) f es una funcion cerrada.
(2) Si f es inyectiva, es un encaje.
(8) Si f es biyectiva, es un homeomorfismo.

Teorema 1.1.30. Si {(X,,7a)},c, €s una familia de espacios topologicos, [],c; Xa se con-
sidera con la topologia producto y f : X — [[.&; Xa con (Xe#) espacio topoldgico, entonces
[ es continua si y sélo si fg = pgo f es continua, VB € J Mdonde pg : [ o, Xo — Xp es
la B-ésima funcion proyeccion (esto es, f es continua si y solo”si=sus funciones coordenadas
son continuas).

Definicién 1.1.31. Sean X, Y conjuntos y f : X — Y una funciénsDefinimos la grdfica
de f como

F(f)y={(z,f(z) e X xY:x e X}.
Lema 1.1.32. Sea f: X — Y continua. Entonces la funcion

I X —=TI(f)
x> (2, f())

es un homeomorfismo.

Demostracién. Sea Dy = {(z,z) : v € X} C X x X. Debido al teorema 1.1.30, sabemos
que idy X f: X x X — X x Y es continua y, en consecuencia, (idx X f)|Dx : Dx — ['(f) es
continua debido al teorema 1.1.7. Mostraremos que ¢ : X — Dx dada por ¢(z) = (x,x) es
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continud, ya que asi tendremos que I' = ((idx X f)|Dx) o ¢ es continua. Debido al teorema
1.1.7, 'eg_stificiente mostrar que ¢ : X — X X X es continua. Consideremos una proyeccion
q: X x X % X. Entonces qo ¢ : X — X estd dada por q(¢(x)) = q(z,z) =z, Vo € X, es
decir, q o @ ="dy. Por ende, las funciones componentes de ¢ son la identidad en X, por lo
que son contiguas. Asi, por el teorema 1.1.30, ¢ : X — X x X es continua y, en consecuencia,
¢ : X — Dx esfeontinua, mostrando que I' es continua.

Ahora bien, consideremos la funcién proyeccion p : X x Y — X. Por el teorema 1.1.7, p|T'(f)
es continua. Ademds,es fcil ver que I'™1 = p|T'(f). Por lo tanto, I es un homeomorfismo. M

Puede mostrarse'qué R™ x R™ = R"*™ mediante el homeomorfismo h : R” x R™ —
R™™ dado por h((x1,-C%2n), (Y1, sYm)) = (T1," ,Tp, Y1, ,Ym), donde R™ x R™
tiene la topologia productofy R# R™ R™™ tienen la topologia usual (que coincide con la
topologia producto). De esté mode, podemos identificar los puntos (x,y) € R™ x R™ como
puntos en R™™ mediante h(#74). Asi, para A C R" x R™ escribiremos simplemente A
para referirnos a h (A) C R™™ytambién R" x R™ = R"*™. Asimismo, los subconjuntos
(subespacios, abiertos, cerrados, cdnipactos, etc.) en R” x R™ con la topologia producto los
pensaremos indistintamente como sub€onjuntos (subespacios, abiertos, cerrados, compactos,
etc.) en R” x R™ o bien en R™™ con la‘topologia usual.

Por otro lado, aplicando la proposicién 1.1, 15 y mediante la convencién hecha en la notacién,
es consecuencia directa que, parafCialquier A.&R™ x R™ = R™**™:

IntRnX]Rm (A) = IntRner (A) . (12)
Can x R, (A) - Can-Hn (A) . .
FI'Rn < R™ (A) = Far—O—m (A) . (14)

Esto nos permite pensar indistintamente en®les\concéeptoes de interior, cerradura y frontera
de A ya sea en R" x R™ con la topologia prodficto o bigh én R"*™ con la topologia usual.
De aqui en adelante, y a menos que se especifique lo contratio, cuando A sea subconjunto
de R™ denotaremos su interior, cerradura y frontera en R" simplemente como Int(A), C1(A)
y Fr(A), respectivamente.

Finalmente, dado que h es un homeomorfismo, si X es un espacio.topolégico cualquiera,
entonces f : R"™™ — X es continua si y sélo si f o h : R" x R™ 54X es continua, por lo
que también podemos tratar indistintamente las funciones continuas f: R"™ — X como
funciones continuas f : R" xR™ — X (y viceversa). Del mismo modo, es claro que, si A C R™
y B C R™, entonces g : A x B — X es continua, considerando A x B cefmo subespacio de
R™ ™ si y s6lo si g también es continua pensando A x B como subespacio@deJR™ x R™.

Definicién 1.1.33. Un espacio topolégico X se dice que es localmente compacto en
z € X, si existe K € N(x) tal que K es un subespacio compacto de X. Si X eqlo¢almente
compacto en cada uno de sus puntos, diremos simplemente que X es localmente compacto.

Definicién 1.1.34. Sea X un espacio topolégico Hausdorff y localmente compacte. Una
compactacion en un punto de X es un espacio topolégico definido como sigue: sea.0o
cualquier objeto que no sea un punto de X y sea X* = X U {oo}. Definamos

7={U C X : U es abierto en X} U{U C X*: X* — U es subespacio compacto de X}.
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No es complicado verificar que 7 es una topologia en X*. Por otro lado, con esta
topologiasse cumple que X* es compacto y Hausdorff. Ademas, puede mostrarse que X tiene
la topologiade subespacio de X*, y también es abierto y denso en X*. Asimismo, si Y es un
espacio topolégico Hausdorff y compacto, tal que Y — X consiste en un sélo punto y X es
subespacio de'Y., entonces existe un homeomorfismo h : X* — Y cuya restriccion a X es la
identidad. Por gnde, la compactaciéon en un punto de X es tnica salvo homeomorfismos.

Proposicion 1.1.35. Sean X y Y espacios topolégicos no compactos, Hausdorff y local-
mente compactos. Su [i*X — Y es un homeomorfismo, entonces f se extiende a un tnico
homeomorfismo f: X¥#=Y*.

Es sabido que la proyeccion estereogrdfica ¢ : S" — {N} — R" dada por

. (xla e 7In)
¢($1, 7In+1) - 1 — Lot 9
es un homeomorfismo, donde N#=.(0,---,0,1) denota el “polo norte” de S™. Note que

S™ — {N} es un subespacio abierto-dé S", no compacto, localmente compacto y Hausdorff,
ya que es homeomorfo a R™. Dado qtie S es compacto, Hausdorff y difiere de S” — {N} en
un punto, es claro que S” es la compactac¢ion en un punto de S* — { N'}. Luego la proyeccion
estereografica nos dice que S™ es la compactacion en un punto de R”.

1.2. Geometria afin

Los resultados que presentamos en ésta’secciénginydemostracion aparecen en el capitulo
15 de Roman (1992) [33], junto con las definiciones asoeiadas. Sin embargo, la definicién de
transformacion afin se tomé del capitulo 5 d¢ Lee (2000) [19], mientras que la definicién de
bases ordenadas equivalentes y, por consiguiente, de orientaeion de un espacio vectorial real,
es de acuerdo con la establecida para R" en Matveev (2006)25]. Trabajaremos con espacios
vectoriales reales de dimensién finita, los cuales denotaremos per V' y W.

Definicién 1.2.1. Sean S un subespacio vectorial de V' y x € V<"El conjunto
r+S:={r+s:5€S5}

se dice que es un subespacio afin de V.
Teorema 1.2.2. Sean S y T subespacios vectoriales de V', asi como x,y € V=
(1) Las siguientes son equivalentes:
a) t+S=y+S.
b)zey+S.
c)r—yes.
Sean X =x+ S yY =y+T. Entonces
(2) SCTev+X CY para alginv € V.
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(8) S=T<v+X =Y para alginv € V.
(4) XTW¥ #0,SCT=XCY.
(5) XN¥20, S=T=X=Y.

La parte(L).del teorema 1.2.2 nos dice que un subespacio afin z+.S puede representarse
de varias formas ¥ cualquier elemento del subespacio afin puede usarse como representante
suyo. Por otro lado, si y + T es un subespacio afin tal que x + .5 = y + T, entonces usando
(3) con v = 0, obtenémos que S = T'. Esto nos permite formular la siguiente:

Definicién 1.2.3. Sed S+in subespacio vectorial de V' y sea z € V. La dimension del
subespacio afin x 4+ S es@un(S). Un subespacio afin de dimensién dim(V') — 1 se llama un
hiperplano de V.

Observacion 1.2.4. Sean S y T _subespacios vectoriales de V', x,y € V tales que x + S C
y+T. Entonces por (2) del teorem@ 1.2.2 obtenemos que S C T'. Asi, dim(z+.5) = dim(S) <
dim(7T) = dim(y + 7).

Definicién 1.2.5. Sean z1,- - ,z,, €¥+La combinacién lineal Y " | rz; conry, -+ ,r, € R
y > ri =1, se dice que es una combinacion afin de los vectores 1, - , ;.

Teorema 1.2.6. Un subconjunto X _.de V€5 un subespacio afin de V' si y solo si es cerrado
bajo combinaciones afines, es dectfxy, -  Tpe X y Y i 1 =1 implican > rix; € X.

El teorema 1.2.6 permite mostrar<tacilmente que la interseccién arbitraria no vacia de
subespacios afines de V' es un subespaciojafin de. V', sy entonces podemos dar la siguiente:

Definicién 1.2.7. Sea C' un conjunto nowvacio de gectores de V. La envolvente afin de
C, denotada aff(C'), es la interseccién de todos los Subespacios afines que contienen a C.
También nos referiremos a aff(C') como el subespacio @fin generado por C'.

La envolvente afin de un conjunto de vectores {vy, - - - , v, ¥ se.denota por aff(vy, -+, v,).

Ejemplo 1.2.8. Sea C' = [ay,b1] X - -+ X [a,, b,] C R™ Sea F; ='[ay,b1] X -+ X [a;—1,b;—1] X
{¢;} X [aj1,bi41] X -+ X [an, by], donde ¢; € {a;,b;}. Entonces aff(F;) es un hiperplano de
R"™. Ademas, aff(C') = R™.

Demostracién. Tendremos que aff(F;) serd un hiperplano si mostramads que

aff(F}) = cie; +gen(er, - -+, €1, €41, -+, €n),
ya que, de ser asi, tendremos que dim(aff(F;)) = dim(gen(ey, - ,e;_1,€i11, "¢ e0)) =n—1.
Denotemos S = gen(ey, -+ ,e;_1,€i11, - ,€,). Es claro que F; C ¢;e;+ S5, por 10, que aff(F;) C

c;e; +S. Ahora bien, sea A = x+T un subespacio afin de R” tal que F; C A. Comioy¢;e; +SN
A 2 (), por el teorema 1.2.2 (4), se seguird que ¢;e;+S C A siempre que S C T. Notemos que
p:= (a1, ,a;_1,C,a;41, -+ ,a,) € F;, entonces por el teorema 1.2.2 (1) tenemos qiie YA =
p+T'. Para cada j # i,sea \; € [a;, bj]. Puesto que (A1, -+ , N\i—1, Gy g1, -+, An) € Fy GA=
p+T, por el teorema 1.2.2 (1) se sigue que Z#i(/\j_aj)ej = (A, N1, Ciy A1y A —
p € T. En particular, si u; € (ay, b;], Vj # 4, entonces (u; —aj)e; = (1 —aj)ej + 3 ;i (ar —
ai)er € Ty como p; —a; # 0, se cumple que e; € T, Vj # i. Por ende, T es un espacio
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vectorial que contiene a cada e; con j # 7, por lo que S C T'. Esto demuestra que c;e;+S C A,
para cualeuier subespacio afin A C R™ tal que F; C A. Dicho de otro modo, ¢;e;+S C aff(F}).
Por lo tantoy aff(F;) = c;e; + S y aff(F}) es un hiperplano en R™.

Por otro lado,/consideremos F; y F; con ¢ # j. Tenemos que aff(C') = x + S para algunos
x € R" y S subéspacio vectorial de R™. Como F; C C, entonces aff(F;) C aff(C) y, por el
teorema 1.2.2 )y gen(ey, -+ ,e;1,€i41, -+ ,€,) C S, es decir, e, € S para todo k # i. De
manera similar y dado_ que ¢ # j, F; C C implica que e¢; € S. En consecuencia, S es un espacio
vectorial que contiéne ‘a la base canénica de R", esto es, S = R" y, asi, aff(C') = R". |

Teorema 1.2.9. Sea €.CV no vacio. La envolvente afin de C es el conjunto de todas las
combinaciones afines de weetores en C', esto es,

=1

aﬁ(C): {Zﬁl‘ﬂnEN, 21, ,x, €C, v, 1y €ER, Zh’zl}.
=1

Definicién 1.2.10. Diremos que xg,+#: ,z, € V son afinmente independientes, si la
igualdad de combinaciones afines ) 4Tz, = Y ., sx; implica que r; = s;, para todo
i=0,--.n.
Teorema 1.2.11. Sean xq,--- , x4 € V. Las siguientes son equivalentes:

(1) {x1 — o, -+ ,x, — 20} es linedlmente independiente.

(2) X = aff(xg, - ,x,) tiene dimensidn n.

(3) Z; §é aﬁ(ﬂfm Ty L1, L1, 7xn); para cada 't = 0,--- U

(4) xo,- -,z son afinmente independientes.

Definicién 1.2.12. Sean V' y W espacios vectoriales. Una_transformacién afin es una
funcion f : V' — W de la forma f (x) =T (z) + a, donde T": V'~ W es una transformacion
lineal y a € W.

Proposicién 1.2.13. Sea f : V — W una transformacion afin.“Para cualesquiera v; € V' y
NER, i=1,---,ncond, =1 secumple que

f (Z )\iUz‘) = Z )\zf(vz)

Demostracién. Escribamos f(x) = T(z) 4+ a, donde T : V' — W es una twansformacion
linealya € W.Seanv; e Vy \; € R,i=1,--- ,ncon ), A\ = 1. Entonces

f (Z )\ivi> =T (Z )\ivi> +a= Z)\ZT (vi)—i—ZAia = Z)\i [T (v;) +a] = Z)\if (v;).
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Proposicién 1.2.14. Sea f : V — W dada por f(x) = T(x) + a, YV € V, para algunos
a € Wayd : V. — W transformacion lineal. Sean A C V' yy+ S un subespacio afin de V.
Se cumplé que:

(1) f es inyéctiva en A siy solo si T es inyectiva en A.

(2) f es suprdyectiva (respectivamente, biyectiva) si y solo si T es suprayectiva (respecti-
vamente, biyéetiva).

(3) f es inyectivaengy + S siy sdlo si f es inyectiva en S.

(4) f es continua. Mas/aln, si [ es inyectiva, entonces f es un encaje.

Demostracién. Consideremos la traslacion g : W — W dada por g(w) = w + a, la cual es
una biyeccién. Tenemos quesf = g o T, lo cual implica ¢! o f = T'. En consecuencia:

(1) Como g~! es inyectiva, si f7e€ inyectiva en A, entonces g~! o f = T es inyectiva en A.

Reciprocamente, ya que g es inyegtiva,.si T es inyectiva en A, obtenemos que f = go T es
inyectiva en A.

(2) Analogo a (1), por el hecho que g~ %%y son suprayectivas, se tiene que f es suprayectiva
si y s6lo si T' es suprayectiva. Debido a 16anterior, asi como de (1), se sigue que f es biyectiva
si y solo si T es biyectiva.

(3) Sean s, sy € S. Entonces

f(s1) = f(s2) © T(s1) +a=T(s)H a=P(yp+T(s1) +a=T(y) +T(s2) +a
S T(y+si1)+a=TyH s) +@s f(y+s1) = fy+s2),

de modo que f es inyectiva en y + .S si y solossi\f es inyeetiva en S.

(4) Es claro que f es continua por ser composicién de la traslacion g y la transformacién lineal
T, las cuales son continuas. Cuando f es inyectiva, por (1) tenemos que 7" es inyectiva, luego
T :V — T(V) es un isomorfismo, de manera que 7' : T(V)# V es una transformacién
lineal y es continua. Por otro lado, la restriccién de la traslacion g=' : f(V) — T(V) es
continua. Asf, notando que f~!: f(V) — V es igual a la composicién=de funciones continuas
T~!o g™t obtenemos que f~! es continua, de donde se concluye qué f : V — f(V) es un
homeomorfismo y, por lo tanto, un encaje.

Definicién 1.2.15. Sean A C R" y B C R™. Diremos que una funcién f : A= 48 es lineal,
si es la restriccion de una transformacion afin f : R™ — R™. Por otro lado f :\A+— B es un
homeomorfismo lineal, si f es una biyeccién lineal y f~! es lineal.

Gracias a la proposicion 1.2.14, se verifica facilmente que un homeomorfismo-lineal
es, en efecto, un homeomorfismo, porque tanto éste como su inversa son restricciones~de
transformaciones afines, las cuales son continuas.

Proposicién 1.2.16. Sea X un subespacio afin de R™ con n = dim(X). Entonces existe un
homeomorfismo lineal h : X — R™.
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Demostraciéon. Como X es un subespacio afin de R™ de dimension n, existen zp € R™ y
un subegpécio vectorial V' de R™, con dim(V) = n, tal que X = z¢ + V. Podemos hallar

entonces#ina base {vy,---,v,} de V. En caso que n < m, escogemos vpi1, - , Uy € R™
tales que fug*; - , v, } es una base de R™. Definamos la transformacién lineal 7' : R™ — R™
dada por

T(v;) :=e;, i=1,--+ n;
T(v;):=0,i=n+1---,m

y extendemos linealménte#Con lo anterior, podemos definir h:R™ — R" dado por iL(y) =
T(y)—T(x¢) = T(y —xo)rNotemos que T'(xy) € R™ est4 fijo, por lo que h es una transforma-
cién afin. Ademds, observemos,que S := T'|V : V — R" es un isomorfismo y, por ende, es un
homeomorfismo. Debido al tebrema 1.2.2 (1), cuando y € X, se sigue que y — 29 € V, luego
g : X — V dada por ¢g(y) = y &4, es un homeomorfismo, ya que se trata de la restricciéon
de una traslacion. De esta forma, he:= iL|X = Sog: X — R" es una biyeccién lineal y un
homeomorfismo.

Asimismo, notemos que h™' : R® — X es.la restriccién de la transformacién afin

f: Rl R™
y — S=Hy) + o,

por lo que h~! también es lineal. [ |

Lema 1.2.17. Sea X un subespacio afin_dé R™ “comp = dim(X) y sean z € X, r > 0.
Entonces para U = Vx(x,r) se cumple queg@affiU) =X,

Demostracion. Por la proposiciéon 1.2.16, exiSte un h@meomorfismo lineal h : X — R".
Entonces h(U) es abierto en R", por lo que podemos hallar Ce=[ay, b1] X+ - - X [ay, b,] C R™ tal
que C' C h(U). Asimismo, note que h(aff(U)) es un subespacioafin de R” que contiene a h(U),
esto debido a que h es una biyeccién lineal. Observamos que”aff(h(U)) C h(aff(U)). En el
ejemplo 1.2.8 se vio que aff(C') = R, luego R™ = aff(C') C aff(h(W)), esto es, aff(h(U)) = R™.

Como aff(h(U)) C h(aff(U)), se tiene que h(aff(U)) = R™ y, por logange, aff(U) = X |
Definicién 1.2.18. Sea V' un espacio vectorial real de dimensién 7=y suponga que B =
(v1,-+,v,) y C = (wy,--- ,w,) son bases ordenadas de V. Para cada 7, tenemos que existen
a4, 0, € R tales que
V; = Z CYjZ'wj.

j=1
La matriz

@11 ... O1p

Mpc =
Ap1 ... Opp

recibe el nombre de matriz de cambio de la base B a la base C.
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Emtinciaremos sin demostracién algunas propiedades importantes de la matriz de cam-
bio de\base (si el lector asi lo desea, puede consultar el teorema 7 de la seccién 2.4 y el
teorema 43 de la seccién 3.4 de Hoffman y Kunze (1991) [12]).

Teorema 1.2419. Sea V' un espacio vectorial real y suponga que B,C y D son bases orde-
nadas de V. Entonces

(1) Mpc es wnyeftible y Mé,lc = Mcp.
(2) Mpp = McpaoMse.

Definicién 1.2.20. Dos bases ordenadas B 'y C de V son equivalentes, si el determinante
de la matriz de cambio deNa base B a la base C' es positivo.

Proposicién 1.2.21. La relacion establecida en la definicion anterior es una relacion de
equivalencia que descompone al conjunto de todas las bases ordenadas de V' en dos clases de
equivalencia.

Demostracién. Una base ordenada”B de V' es equivalente consigo misma porque Mp p
es la matriz identidad. La simetria €s consecuencia del teorema 1.2.19 (1), mientras que
la transitividad es debido a (2) del mismeé teorema. Por lo tanto, tenemos una relacion de
equivalencia definida en el conjunto de bases ordenadas de V.

Veremos en esta parte que solaniente.hay des*clases de equivalencia. Sea B = (vy, -+ ,v,)
una base ordenada de V' arbitraria.«Entonces una de las clases de equivalencia corresponde
a la clase de B (por reflexividad) y si\u¥> 1, otra glase es la de C' = (v, v2, -+ , 0,1, 01), ya
que Mp ¢ se obtiene intercambiando e /Mg g = I, 1, la primera y la dltima columna, que
corresponde a un cambio de signo en el detérminante, luego det(Mp ) = —1. Cuando n = 1,
tomamos C' = (—v1), de donde se seguird nuevamente gie det(Mp ) = —1. Escojamos ahora
cualquier base D de V. Ocurre entonces que 'det(Mp g) >0,6 det(Mp ) < 0. En el primer
caso, D esta en la clase de B; mientras que en el segundo-€aso, dado que

det(MD,B) = det(Mc’B . MD,C) = det(MaB) 5 det(MDc),

entonces det(Mp g) < 0y det(Mc p) < 0 implican que det(Mp ) >.0, esto es, D estd en la
clase de C'. Esto muestra que sélo hay dos clases de equivalencia. [ |

Definicién 1.2.22. Una orientacion de V es una clase de bases ordenadas equivalentes.
La orientacion estd usualmente dada especificando una base ordenadasfue’ represente la
respectiva clase de equivalencia.

La proposicién anterior nos indica que todo espacio vectorial real V' (nd_trivial) tiene
dos orientaciones distintas. Por convencién, el espacio vectorial trivial tiene dos oriéntaciones,

[43 b

la orientacién “+” y la orientacién “—".

Podemos extender facilmente la nocién de orientacién a subespacios afines, usando él_hecho
que todo subespacio afin es el trasladado de un espacio vectorial real. Haciendo una analogia
con el concepto de bases de espacios vectoriales de dimension finita, planteamos la siguiente
definicion:
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Definieion 1.2.23. Sea X = z+S un subespacio afin de V. Diremos que B = {zq, -+ ,x,} C
X es unasbase afin de X, si o, --- ,x, son afinmente independientes y aff(B) = X.

Proposicién_1.2.24. Sea X =z + S un subespacio afin de V, conn =dim(X)>1y B =
{zo, -+ ,x, ¥ @ X. Entonces B es una base afin de X si y solo si B' = {x1—x¢, -+ ,x, —To}
es una base de”S.

Demostracion. “Dado que zg € X, sabemos que X = xg + 5, es decir, S = X — z¢. En
consecuencia, X = _aff(B) si y sélo si S = gen(B’). Ademads, gracias al teorema 1.2.11,

tenemos que xg, - -- ,Tys0n afinmente independientes si y sélo si x1 — xg, -+ , T, — Tg son
linealmente independientés. De aqui se concluye que B es una base afin de X si y sélo si B’
es una base de S. [

La proposicion anterior es la pauta para definir la orientacién de un subespacio afin
X =2+ 5, a partir de la orientaeion de S inducida por una base afin de X.

Definicién 1.2.25. Sean B = (Zosi%", 2,,) ¥y C = (Yo, - ,yn) bases afines ordenadas del
subespacio afin X = 2+ 5. Diremosque:B y C son equivalentes, si B’ = (z1—zg, -+ , T, —
20) y C" = (y1 — Yo, "+ ,Yn — Yo) son bages ordenadas equivalentes de S. Lo anterior define
una relacién de equivalencia que descompone al conjunto de las bases afines ordenadas de
X en dos clases de equivalencia. Asf, una. orientacion de X es una clase de bases afines
ordenadas equivalentes.

Cuando X = {z}, convendremoS§'en decir gue_“+z” y “—x” son las dos posibles orien-
taciones de X.

1.3. Convexidad

En esta seccién, el concepto de convexidad se recuperd del capitulo 0 de Moise (1977)
[26]. Las proposiciones 1.3.9, 1.3.14 y 1.3.16 aparecen en l& séccién 16 del capitulo 1 en
Bredon (1993) [5].

Definicién 1.3.1. Un subconjunto C' C R™ es convexo, si para gada, v, w € C' se cumple
que el segmento [v,w] := { v+ (1 — N)w : X\ € I'} estd contenido enyC.

Claramente la interseccion arbitraria no vacia de conjuntos convexos €s convexa y asi
podemos dar la siguiente:

Definicién 1.3.2. Para cualquier A C R™ no vacio, la envolvente convexa. de A, denotada
conv (A), se define como la interseccién de todos los conjuntos convexos que<ontienen a A
0, equivalentemente, como el conjunto convexo més pequeno que contiene a A.

Proposicion 1.3.3. Toda transformacion afin f : R — R™ manda segmentos a Segmentos
y, por lo tanto, convexos a convexos.
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Demostracién. Sea f : R" — R™ una transformacién afin y z;, x5 € R”. Entonces, usando
la proposi€ion 1.2.13,

fleELms)]) ={fAx1+ (1 —=Nag): A€l ={Af(z1)+ (1 =N f(22): A€ [}
= [f (Il)af(xQ)]- (1-5)

Ahora bien, sea~CaC R™ convexo y y1, yo € f(C). Entonces existen xq, o € C tales que
y1 = f(x1), y2 = f,(@y). Dado que C es convexo, [x1,xs] C C, luego usando (1.5), tenemos
que [y1,y2] = [f(x1)y f72)] = f ([x1,22]) C f(C). Por lo tanto, f (C) es convexo. [

Lema 1.3.4. Sean C CR™y D C R™ convezos. Entonces C x D C R"™™ es convezo.

Demostracién. Sean (¢, dy)i(c2,dz) € C' x D. Sea A € I. Notemos que
T =\ (Cl, dl) + (1 — )\) (CQ, d2> = ()\Cl + (1 - )\)CQ, )\dl + (1 — )\)dg) .

Dado que ¢1,¢o € C, dy,dy € D, siéndo C' 'y D convexos, se obtiene que Ac; + (1 — N)ey € C
v Ay + (1 = N)dy € D. Asi, z € C' x<D, por lo cual C' x D es convexo. n

Ejemplo 1.3.5. Sea (21, ,x,) € R" yg=>0. Entonces (zq1—7,2147) X - - X (X, —7, 2 +7)
y [z1 — 7 a0+ 7] X - X [2, — 7, 354 7] son conyexos. Esto se sigue directamente del hecho
que cualquier intervalo abierto (respectivamente’cerrado) es un subconjunto convexo de R y
del lema 1.3.4.

Definicién 1.3.6. Sean p,q € R" distinites. El rago _desde p que pasa por q (o simple-
mente, el rayo de p a q) es el conjunto

R(p,q) ={p+t(g—p) :#=0}.

Por su parte, el rayo desde p en la direccion de q es el’conjunto

—

R(p,q) :={p+tq:t>0}.

Observacién 1.3.7. Es claro que si s € R (p, q) — {p}, entonces R{(psq) = R (p, s). Similar-
mente, si s € R (p,q) — {p}, se cumple que R (p,q) = R(p, s).

Proposicién 1.3.8. Sea A un subespacio afin de R". Si aj,as € A y af” # as, entonces
R(&l, CLQ) C A.

Demostracién. Esto es debido a que R(ay,as) C aff(aq,as) y, por el teoremas1.2.6, con-
cluimos que R(ay,as) C A. |

Proposicién 1.3.9. Si C C R" es cerrado, convezo y 0 € Int(C'), entonces cualquiér rayo
desde el origen interseca Fr(C) en a lo mds un punto.
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Demaostracién. Sea p € C'— {0}. Sea t € (0,1). Ya que 0 € Int (C), existe > 0 tal que
V (0,7).@ C. Observemos que 1 —t > 0y, puesto que r > 0, se sigue que (1 —¢)r > 0.
Mostraremos que V (tp, (1 —t)r) C C (figura 2). Sea = € V (tp, (1 — t) ), entonces

e V(,r)cC.

T —1p T —1p
—tpll < (1l—=thr=||l—|| <71 =
o~ tpll < (1= t)r HHH re

T —t
Debido a que C' esconvexo, tenemos que {1—57, p} C C'. Notemos que

T
+ip € {1—f,p] =uxe(C.

Figura 2: Si V(0,7) C C'y p € C — {0}, para t € (0,1) se cample que V(tp, (1 —t)r) C C,
caso n = 2.

Esto muestra que V (tp, (1 —t)r) C C' vy, por ende, tp € Int (C).7Em consecuencia, para
cualquier p € C' — {0}, es vélido que [0, p] — {0, p} C Int (C) (este heche'serd retomado en la
proposicién 1.3.16).

Ahora bien, sea R (0, o) un rayo desde el origen tal que R (0, go)NFr (C) # ¢Entonces existe
un s > 0 tal que sqy € Fr(C). Probaremos que sqq es el unico punto en R(Q7q) N Fr(C).
Debido a que C' es cerrado, tenemos que Fr(C) = C' — Int(C). Como 0 € Int(C) se debe
cumplir que s > 0, de otro modo tendriamos que 0 = sqg € Fr (C) = C — Int (¢)lo cual
contradice 0 € Int (C'). De aqui, se sigue que sqy € C—{0}. Supongamos que 0 < ¢t <.8..Como

t
0 < — < 1, es claro que tgy € [0, sqo]—{0, sqo }, luego por lo anteriormente visto, tqy € Int(€),

s
esto es, tqy ¢ Fr (C). Por su parte, si t > sy suponiendo que tgy € Fr (C') € C'—{0}, entofices
sqo € [0,tqo] — {0,tqo}, por lo cual sqy € Int (C'), contradiciendo que sqg € Fr (C'). Por ende,
R(0,q0) NFr(C) = {sq}. |
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Corolario 1.3.10. Sea C' C R™ compacto y convezo. Si 0 € Int(C'), entonces cualquier rayo
desde ‘el_otigen interseca Fr(C') en exactamente un punto.

Demostracién. Sea u € R” tal que |[u]| = 1. Veamos que existe s € R tal que su € Fr (C).
Como C' es compacto, entonces es acotado, es decir, existe M > 0 tal que ||z|| < M, Vx € C.
Sea S = {t > 0#%u € C'}. Observemos que 0-u =0 € Int(C) C C porloque 0 € Sy S # 0.
Ademas, si tu e Cypara algun t > 0:

[tul < M = [t|lul] < M = [t] < M,

luego S esta acotado superiermente. Por el axioma del supremo, existe s = sup S. Sea r > 0.
Queremos exhibir que V (sa;z) N C # (). Dado que s = sup S, de la definicién de supremo se
sigue que existe t € S tal ques™— r <t < s, entonces 0 < s —t < r, asi,

lsu = tulFZA (s = )ull = |s = tffJull = s =t <,

por ende, tu € V (su,r) con tu € @10 cual muestra que V (su,r) N C # ().

Por otro lado,

[+ 5ol =53

Si s = 0, entonces tendriamos que” 0. € Fr[C), contradiciendo que 0 € Int(C), luego

T r T
§uH—§<r:> (s+§>u€V(su,7’).

s > 0. Como g > 0, entonces s + g > 0, porslo_que, (s—i— g) u ¢ C, obteniendo que
V (su,r) N (R™ = C) # 0. Asi, su € C1(@) @Cl1(R? =9 = Fr (C).
Finalmente, tomando un rayo arbitrario R(0,p), el regdltado se sigue aplicando lo anterior-

mente mostrado a ﬁ y la proposicién 1.3.9: [
p

Observacién 1.3.11. Si bien el corolario previo se demostroipara C' C R™ compacto y
convexo con 0 € Int(C'), usando una traslacién es facil probar=que esto también es vélido
para cualquier compacto y convexo con interior no vacio.

Corolario 1.3.12. Sea C' C R" compacto, convezo, con ¢ € Intumcy€). Entonces cualquier
rayo en aff(C') desde c interseca a Frogc)(C) en exactamente un punto

Demostracién. Sea = € aff(C) — {c} y sea m = dim(aff(C)). Por la proposicién 1.2.16,
existe un homeomorfismo lineal & : aff(C') — R™. Como ¢,z € aff(C') y ¢ # @\la proposicién
1.3.8 garantiza que R(c,z) C aff(C'). De este modo, se verifica facilmente que"h(R(c,z)) =
R(h(c),h(x)). Debido a esto, h(R(c,x)) es un rayo desde h(c) € h(Int.zy(C)). Dado,que h es
un homeomorfismo, entonces h(Intag)(C)) = Int(h(C)) y h(C') es compacto. Usande, ahora
que C es convexo y que h es la restriccion de una transformacion afin, por la propesicién
1.3.3 se tiene que h(C) es convexo. Asi, empleando el corolario 1.3.10, existe un tinieo_w, €
h(R(c,z))NFr(h(C)). En consecuencia, como h~! es también un homeomorfismo, {h ™! (w)}'=
R(c,z) N Fragey(C), que demuestra lo deseado. [
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Observacion 1.3.13. Sea X un subespacio afin de R™ y sean x € X, r > 0. Entonces para
U = Bx/#,r), se cumple que aff(U) = X, esto debido al lema 1.2.17. Se tiene que U es
convexo por)ser interseccion de convexos. También se verifica que U es compacto porque es
un subcorfunto cerrado del compacto B(z,r). Ademds, « € Intx(U) porque z € Vx(x,7).
Por lo tanto, £l corolario 1.3.12 asegura que cualquier rayo en X desde x interseca a Frx (U)
en tan s6lo un punto.

Proposicién 1.3.14. Sea C' C R™ convezo y compacto con 0 € Int(C'). Entonces la funcion
f:Fr(C)— S"! dadapor f (z) = ﬁ es un homeomorfismo.
T
Demostracién. Tenemésique la funcién g : R” — {0} — R™ dada por g (z) = ﬁ es
x

continua. Notemos que g (R%— {0}) = S}, luego por el teorema 1.1.7 tenemos que g :
R"—{0} — S"! es continua. Dado que 0 € Int (C), entonces 0 ¢ Fr (C) y Fr (C') € R"—{0}.
Asi, ya que f = g|Fr (C), por el teorema 1.1.7, f es continua.

Ahora bien, sean 1, x5 € Fr (C) tales'que f (z1) = f (22), entonces

Ty T2 |l
= To/ =
[zl ]l 2]

1 = XTo € R(O,ZL’l)

En consecuencia, x1,z9 € Fr(C) VR (0,x1) y,_por la proposicién 1.3.9, debe ocurrir que
1 = To. Esto muestra que f es inyectiva.

Siy € S, entonces |ly|| = 1, luego_por el cdrolario 1.3.10 existe un s > 0 tal que sy €

Fr(C)y f(sy) = m =L =V Por-lostante, f. es suprayectiva. Por el lema 1.1.26,

va que C es compacto, entonces Fr (C') es(Compacto”Dado que S" ! € R" es Hausdorff y
como f es biyectiva y continua, por el lema @e)la funcién _cerrada concluimos que f es un
homeomorfismo. u

Observacién 1.3.15. En el contexto de la proposicién 1.3714) f~! : S"7! — Fr(C) estd
dada por f~!'(x) = sz, donde 0 < s = sup{t > 0:tx € C}#A8imismo, f~! es continua
debido a que f es un homeomorfismo.

Proposicion 1.3.16. Sea C compacto y convexo en R™ con interior no vacio. Entonces existe
un homeomorfismo H : R" — R" cuya restriccion H|B" : B" — C ‘esvun homeomorfismo,
llamado proyeccién radial, que lleva S*™! a la frontera de C.

Demostracion. Sabemos que la compacidad y convexidad se preservan_bajo traslacio-
nes, las cuales recordemos que también son homeomorfismos. Por lo anterigr, Jescogiendo
¢ € Int(C) y definiendo ¢ : R" — R" por ¢(x) = x — ¢, se tiene que ¢(C) es compagto, con-
vexo y 0 € Int(o(C)). De modo que, si la proposicién es cierta para ¢(C), con H ¥ R™— R"
el homeomorfismo en cuestién, entonces H' := ¢~ o H es un auto-homeomorfismo deR? tal
que H'|B" : B" — C' es un homeomorfismo y H'(S"™!) = ¢~} (Fr(p(C))) = Fr(o ™ (0(€)h=
Fr(C). Asi, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que 0 € Int (C).

Consideremos f : Fr (C') = S" 1y g : R" — {0} — S"! como en la proposicién 1.3.14. Debi-
do a que f~!1:S" ! — Fr(C) y g son continuas, se sigue que f~tog:R" — {0} — Fr(C) es
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continud, luego por el teorema 1.1.7 f~1og: R" — {0} — R" es continua. Como h : R" — R
dado pordi (z) = ||z|| es continua, por la proposicién 1.1.8, k = h-(f~tog): R*"—{0} — R"

dada por kfz) = ||x| f~! ) es continua.

]l

Definamos H : R™— R"™ por

Figura 3: Proyeccion radial para el casom = 2.

Debido a la continuidad de k, H es continua excepto quizas en 0.(Para ver que también se
sigue la continuidad en este punto, sea ¢ > 0. Como C' es compactoentonces es cerrado y

acotado. Esto nos dice que Fr(C) C C'y existe M > 0 tal que |ly|] < M, ¥y € C. Ya que
Vz € R" — {0} se cumple que f~! (Hx_“) € Fr(C) C C, entonces
T

o= (5 )| = vt} (55 )| <l

donde M||z|| < € siy sdlo si ||z]| < % De este modo, Va € R" — {0} tal que ||z| "< % se

1H (x) = HO)|| = [Ik(x)]| = '

cumple que ||H(z) — H(0)| < M% = ¢. Por ende, H es continua.

Para z € R™ — {0}, tenemos que |z|| >0y f~! (i) # 0, por lo cual k(z) # 0, de manera

]
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que k(R" — {0}) € R" — {0}. Definamos [ : R" — {0} — R™ — {0} dada por [ (x) = %, donde

r = sup {t =0: tH‘T” € C’} > 0. A continuacién, probaremos que [ = k=1

Sea x € R —40}. Entonces f~! <Hi_||) Tzl || para s = sup {t >0:tpy € C’} >0y
T Hfoil <||_§H> ||m|| 12 ST
@l S (el (75)) = —— el _ 57

donde r = sup {t >0: t”]]zgg” € C} = sup {t >0: tﬁ € C} = s. Por ende, [ (k (7)) = z.

Ahora bien, sea x € R" — {0} Como antes, [ () = —, r = {t >0ty

f € C’} > 0, luego
,

Pl
—
o~
—
&
S~—
N—
|
5
/\
v
Il
\
/\
ﬁla ﬁl&

el (2 :qu(x):wwx:
M) @ AT ) ™ \Jell) ™~ v el

Por lo tanto, [ = k™ y k: R" — {0} — R" — {0} es biyectiva. A su vez, esto demuestra que
H es biyectiva.

Para concluir que H es un homeomorfismo, veremaos que H es un homeomorfismo local y
entonces, por la proposicién 1.1.14, como [+ es dontinua y biyectiva tendremos que H es
un homeomorfismo. Observemos que H(S" = k(S2#). = f~1(S"!) = Fr(C). Probaremos
que H(B") = C, para obtener que H(V(0,14)= H(B” —)S" ') = Int(C). Verifiquemos que
k(B"—{0}) c C —{0}. Sea x € B" — {0}*Observemes gue 0 < |z|| < 1. Si =] =

entonces k (x) = f‘l(x) € Fr(C) c C - {0} Supongamos que 0 < ||z|| < 1. Entonces

f~ 1(—) H || donde 0 < s-sup{t>() t” H

T € C’}. Note que sz = ||:1c||s— €
x
0, sﬂ} — {0, SW} y, por lo visto en la proposicion 1.3.9,

x x

B (@) = ol QH)ZWWﬂ:wemwncG

Dado que k (z) = sx # 0, obtenemos que k (z) € C — {0}. Asi, k (B" — {0}).& C.— {0}.

Ahora, sea © € C' — {0}. Tenemos que [(x) = L con r = sup {t >0: t” H } > 0.
r
Notemos que ||$|| =z € C,porlocual |z| <7ry0< I = Il < 1,%esedecir,
] r r

l(z) =— Temr - {0}. Asi, I[(C — {0}) € B" — {0}. Puesto que [ = k™', lo anterior nos_dice
T

que C' — {0} C k(B" — {0}). En consecuencia, H(B" — {0}) = k(B" — {0}) = C — {0} y
H(0)=0. As{, HB") =C y H(V(0,1)) = Int(C).
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Finalizatemos probando que H es un homeomorfismo local. Para cualquier € > 0, considere-
mos elthomeomorfismo h, : R” — R™ dado por h(x) = ez. Notar que, para todo z € R"—{0},

T

) = e||z|| £ (_> =¢cH(z) = h.(H(x))

]

ET

HOCe) — (o) = ol

le]|
y también, es faeil ver que H(h.(0)) = h.(H(0)), luego H o h. = h. o H. De este modo,
usando que H (B =C,

H(B(0,¢)) = H(h:(B")) = h.(H(B")) = he(C).

Gracias a que h. : R" -R% es un homeomorfismo y H(V(0,1)) = Int(C'), se demuestra que
H(V(0,¢e)) = H(Int(h.(B%Y)).= H(h.(Int(B"))) = h.(H(V(0,1))) = Int(h(C)). Denotando
D = h.(C), puesto que H és ¢éntinua y biyectiva, tenemos que H|B(0,¢) : B(0,e) — D es
también continua y biyectiva. Ademés, como B(0,¢) es compacto y D es Hausdorff, el lema
de la funcién cerrada garantizagfue H|B(0,¢) es un homeomorfismo, luego la restriccion
H|V(0,e) : V(0,e) — Int(D) es®in=hemeomorfismo, donde V' (0,¢) y Int(D) son abiertos

en R™. De esta parte tenemos quesgén,particular, H|B" : B* — C' es un homeomorfismo
(tomando € = 1).

Finalmente, si x € R", podemos tomar un &> 0 tal que x € V(0,¢), de manera que V (0, ¢)
es una vecindad abierta de x para lafeual, ‘por lo mostrado en el parrafo anterior, H|V (0, ¢) :
V(0,e) — Int(D) es un homeomorfismo comIng(D) abierto en R™. En consecuencia, H es
un homeomorfismo local y se concluyerque H és.an homeomorfismo. [

1.4. Juntas y conos

Las definiciones de esta seccién y la propesicion I.473\se tomaron de los capitulos 1 y
2 de Rourke y Sanderson (1982) [34]. De manera compleméngaria, se consulté la seccién 4.2
de Singer y Thorpe (1967) [37].

Definicién 1.4.1. Sean A, B C R™. La junta de Ay B, es la @inién de todos los segmentos
la, b] tales que a € Ay b € B, es decir,

AB:={da+(1—-MNb:ac Abe BjAxe I}

Si A = (), definimos AB := B. Si A = {a} es un conjunto que consiste, en un punto,
simplemente escribiremos aB3.

Observaciéon 1.4.2. En el contexto de la definicién previa, es facil ver que

AB={ a+pub:ac A,be B, con \,u >0y A+pu=1}.

Proposiciéon 1.4.3. La operacion junta es conmutativa y asociativa. Ademds, para Ao Ay, - -
A, CR™, definiendo inductivamente AgAy -+ A, = (AgAy -+ Ap_1)A,, entonces

AoAl"'An:{Z)\iaii)\iEO, Z)\i:L@iGAz}- (1.6)
i=0 i=0
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Demostracion. Sean A, B,C' C R™. Es claro que AB = BA por la conmutatividad de la
suma.

Mostraremos ahora que A (BC) = (AB) C. Consideremos el conjunto
Sé=AXa+pb+nc: \pun>0,A+pu+n=1; a€Abe B,ceC}.

Veremos que A(BEWC S C (AB)C C A(BC) para obtener A (BC) =S = (AB)C.

Seana € A,z € B A >0, A+ pu=1. Comoz € BC, existenbe B, ce Cy (3,7 >0,
B+~ =1 tales que & =8b.+ ~c. De este modo,

AdAspr = Aa + pw (Bb + vye) = Aa + upb + e

con \, ufB, iy >0y N+ pf Fuy=A+u(f+v) =X+ u=1. Por lo tanto, A (BC) C S.

Ahora bien, sean a € A)b € Bge € C 'y A\, u,n > 0 con A+ u+n = 1. Probaremos que
Aa + pb+nc € (AB)C. Si n =#1, entonces A + = 0y ya que A\, > 0, tenemos que
A = u = 0. Por ende, Aa + ub+ nc-='c.€ (AB)C. Supongamos el caso 1 —n > 0. Notemos
que

1

A
/\a—l—,ub—l—nc:(l—n)(1_77&4—1_776)+770, (1.7)

A
donde A\,;u > 0y 1 —n > 0 implican . , \V A > 0. Dado que A + u +n = 1, entonces

T YoM
A A
# = 1. Asi, T 0t P pe AB,/luego dé (I77) se obtiene \a + ub+ nc € (AB) C.
-7 - -1

Ui
Por lo tanto, S C (AB)C.

En esta parte, sean y € AB, c € C, A\, u 20\ + i ='1. Debido a que y € AB, existen
a,3>0,a+pF=1ya€ A, be B tales que'w= aa + 4b. En consecuencia,

Ay + pe = A (aa + Bb) + pe = Aaa + M0 puc. (1.8)

Como Aa+A\G+pu =1y a+5 =1, observe que A\ = 1 implica Xad+ A\Gb+pc = a € A(BC).
Supongamos ahora que 1 — Aa = Af + p > 0. Tenemos que

AB p
1—)\cvlhL 1—)\ac> ’ (1.9)

)\aa+)\6b+uc:)\aa+(1—)\a)(

AB It AP It . MG m

> = 1. .
DT T 2 0,y 1 _)\a+1 G 1. Esto nos dice que 1 —/\ozb+1 aC€ BC
Por ende, usando (1.8) y (1.9) se sigue que Ay—+uc € A (BC). Por lo tanto, (AB)6 G A (BC).

(¢10)

Asi, hemos probado que A(BC) =S = (AB)C, esto es, la operacién junta es asociativa.

Ahora, sean Ag, Ay, -+, A, C R™ y veamos que se cumple (1.6). Por induccién sobre/n >
2. Para n = 2, ya hemos mostrado que (ApA;) A = AgA;A;. Supongamos que (1.6), se
cumple para n y probaremos que también es valido para n + 1. Sean o, > 0, a+ 3 =1,
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x € AgAi--- A,y any1 € Appr. Por hipotesis de induccion, como = € AgA; --- A, existen
N> Ohar€ A, 1=0,---,n, > A =1 tales que z = )" ; A\;a;. Entonces

ax + Bapy = « Z Ai@; + Bapy1 = Z alia; + Bani1,
i=0 i=0
con aX; >0, i =0~ ,n,y Y a\+ 5 =a+ =1 de donde se sigue que
n+1 n+1
AoAl---AnHC{Z)\iai:)\iZO,Z)\i—l,aieAz}.
i=0 =0

Reciprocamente, si \; > 0,d4; €4;,9=0,--- ,n+1 con Z?:OI A; = 1y asumiendo 1 — A\, 1 >
0, entonces

n+1 n

Ai
Z )\iai — (1 — )\n+1) (Z —1 — ai) + )\n+1an+1 6 (AOAl . e An) An+1 = AOAl “ e An+1’
=0

i=0 Antt

lo anterior ya que T . >0, Vi <y (1 — A\ot1) (Zi:o 1_:\\1“) + g1 = Zijol i = 1.
— n+1 n

SiA,41 =1, entonces \; =0, i =04 - , n, porlexque Z?Iol Ni@; = apiq € AgAy - Apyq. Por
lo tanto, (1.6) se cumple para n + 1. Por inducgién matemadtica, (1.6) es vélido, Vn > 2. W

Proposicion 1.4.4. Sean a; € R", L1-c& R", ay € R™ y Ly, C R™. Entonces a1Li X asLoy =
(al,a2) L, donde L = (Ll X ang) U (CLlLl X Lg)

Demostracién. Sea (z,y) € a;L; X asLs. Entonces exiSten A\, Ao, € I, [ € L1 y Iy € Ly
tales que © = Aag + (1 — \)ly y y = Asas + (1.— A\2)lz. Consideremos los siguientes casos:
Caso I: A\ = 1 = A\y. Entonces (x,y) = (ay,as) € (ay,a3) L.

Caso II: \y =1, Xy € [0,1). Notemos que

(l’,y) = (al, )\2&2 + (]_ — /\Q)lg) = (()\2 —+ (1 — )\2)) ay, /\Qag - (1 29 )\2)[2)
= ()\2@1 + (]. - )\2)@1, >\2a2 + (1 - /\2)l2) = /\2 (al, (12) + (1 ¥ >\2) ((1,1, lg)

con (aq,ly) € a;Ly X Ly C L, por lo cual (x,y) € (a1,a2) L.
Caso III: \; € [0,1) y Ay = 1. Similarmente al caso II, tenemos que

(ZE, y) = ()\1@1 + (1 — )\l)ll, CLQ) = )\1 (al, CLQ) + (]. — )\1> (ll, (lQ) s

donde (ly,as) € Ly X asLy C L, luego (z,y) € (a1,az) L.
Caso IV: A\, Ag € [0,1). Entonces 1 — Ay, 1 — Ay € (0,1].

1—A 1—=A Ao =
2 < 1. Ademas, 1 — 2 _ 2 !

Sid > A t I1-X<1-XNy0< =
1 Ao 2 Aj, entonces 2 S 1y 1— 1— A\ 1— N\
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1—n 2T

luego (ll, ZQ) € L1 X asLy C L. De este modo,

Aa — A 1—A
(al,CLQ)L >\ (a17a2) —+ (1 — /\1) (ll, 12_ )\lla2 + 1_ /\il2)

= ()\1@1 -+ (1 — )\1)[1, )\1@2 -+ (/\2 — )\1)@2 + (1 — /\2>l2)
= (7, A2a2 + (1 = A)la) = (7, y).

—A
Ahora bien, si ocurrefque Ay < Ay, entonces 1 — Xy >1— XAy 1 > 1 )\1 > (. Esta vez,
— A2
1—=X A=) A — Ao 1—X)
1— = | ly,1 Ly x L L.
Y 1_)\2,poroque(l_Malel_/\Ql,g)eal 1 X Ly C
Asi,

+——1U,l

(al,az)L9)\2(a1,a2)—|—(1—)\2)(1_)\2 aq 1_/\2

= ()\Qal -+ ()\1 2 >\2)a1 + (1 — /\1>l1, )\QCLQ —+ (1 — /\g)lg)
= (Na1 + (1 = XDl y) = (2,y) .

En cualquier caso, se verifica que (x,y) €@y, az) L. Por lo tanto, a; Ly x asLs C (ay,as) L.

A1 — Ao 1-XN )

Reciprocamente, sea (x,y) € (a5 ab).L, entences existen A\, u > 0, A+ pu =1y (lh,0) € L
tales que (z,y) = A(a1, az) + p (I, I = (Aar + ph, Aaz + pls).

Si ({1,13) € Ly X asLs, entonces existena, B > 0,98 = 1 y I € Lo tales que ly = aas + S,
luego A + pa, puff > 0y A+ pa + pf = X+apla +B)=A+ u =1, por lo que
(ZL‘, y) = ()\al + ,ull, ()\ + ,UOé) ao + Mﬁl;) c a1L1 X a2L2.

Por otro lado, si (I1,lo) € a1l X Lo, existen o, > 0,0c + 8 = 1, I} € L; tales que
l1 = aa; + pl} y como antes se sigue que

([E, y) = (()\ + ,LL()&) ay + ,uﬁl'l, Aag + [,ng) S a1L1 X aoLo.
Esto prueba que (ay,as)L C a3Ly X ayLsy, finalizando con la demostracion. [ |
Definicién 1.4.5. Sean B C R" y a € R". Diremos que la junta aB e§ un cono con vértice
a y base B, o simplemente que aB es un cono, si a ¢ By cada punto distinto de a puede
expresarse inicamente como Aa+ (1 —A)bcon b € B, A € I. Esto equivale’a décir que a ¢ B

y, para cualesquiera by, by € B distintos, [a,b1] N [a,bs] = {a}. En este conteXto) diremos que
el par (a, B) estd en posicion general.

Observacion 1.4.6.
(1) SiaB esun conoy C C B, es claro que aC' es también un cono.

(2) Los puntos distintos de a de la forma Aa+ (1 —A)bcon b € B y A € I son aquellosfpara
los cuales A € [0, 1) o, equivalentemente, 1 — X\ € (0, 1]. De este modo, (a, B) estd en
posicién general siy sélo sia ¢ By Aja+ (1 —X)by = Aga+ (1 — A\y)by con by, by € B
¥y A1, A2 € (0,1) implica que Ay = As.
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Proposicién 1.4.7. Sea f : R" — R™ una transformacion afin. Sean a € R* y B C R"
tales que@B es un cono. Si f es inyectiva en aB, entonces f(aB) = f(a)f(B) es también
un cono.

Demostracidgn., Usando la proposicién 1.3.3 se tiene que:

flaBY=f (U[a, b]) = J £, b)) = | JIf(a), f(b)] = f(a) f(B).

beB beB beB

Para concluir que f(a)f(B) es un cono, veamos que (f(a), f(B)) estd en posicién general.
Dado que (a, B) estd efiLposicién general, tenemos que a ¢ B. Si f(a) € f(B), entonces
existe b € B tal que f(a)= f(b), pero a,b € aB y f es inyectiva en aB, luego a = b € B, lo
cual es una contradiccion. Est6 muestra que f(a) ¢ f(B).

Ahora bien, sean z1,xs € f(B).distintos. Entonces existen by, by € B tales que 1 = f(by) y
x9 = f(bg). Si by = by, tendriamds gue x1 = f(by) = f(be) = x2, lo cual es contrario a nuestra
hipdtesis, por lo que by # by. Asi, gréieias a que (a, B) estd en posicién general, [a, b1]N[a, bs] =
{a}. Debido a que f es una transforntaeion afin inyectiva en a B, [a, b1 ], [a, by] C aB, aplicando
nuevamente la proposicion 1.3.3, se sigtie _gue:

[f(a), f(b)] N [f(a), f(b2)] = f(la,bn]) OV ([a, bo]) = f([a, br] N [a, bo]) = f({a}) = {f(a)}.
Por lo tanto, (f(a), f(B)) estd en posicion general y f(a)f(B) es un cono. |

Proposicién 1.4.8. Sea C' C R" conwero y compatto con ¢ € Int(C). Entonces C es el
cono de ¢ con la frontera de C, es decir,!Cs= cFr(GY.

Demostracién. Para z € C'— {c}, z — ¢ # 0fTuego porel corolario 1.3.10 existe y € Fr (C)
tal que R (c,z) NFr(C) = {y}. Esto nos dice"que = € (¢, 9], luego C C cFr(C). Por otro
lado, si y € Fr(C) C C, entonces [c,y] C C, ya que C' €§ ¢onvexo, lo cual muestra que
cFr(C) C C. Ademés, ¢ ¢ Fr(C) porque ¢ € Int(C) y st yiyye € Fr(C) con y; # yo,
entonces [c,y1] N [c,y2] = {c}, puesto que si existiera z € ([c, @] [c,y2]) — {c}, ocurriria
que R(c,y1) = R(c,z) = R(c,y2), de modo que el rayo R (c, z) interseca a Fr (C) en y; y
12, dos puntos distintos en la frontera, lo cual contradice el corolario 1:3.10. Esto demuestra
que C' = cFr (C) es un cono. |

Corolario 1.4.9. Sea C C R™ compacto, convexo, con ¢ € Int,gc)(C) Entonces C' =
cFroge)(C) es un cono.

Demostracién. Sea m = dim(aff(C)). Por la proposicién 1.2.16, existe un homeéomorfismo
lineal h : aff(C’) — R™. Entonces h(C') es compacto y, debido a la proposicion/1.3.3, es
también convexo. Ademés, h(c) € Int(h(C)). Usando la proposicién 1.4.8, tenemos que
h(C) = h(c)Fr(h(C)) es un cono. Dado que h™! es la restriccién de una transformacionlafin
inyectiva en R™, gracias a la proposicién 1.4.7 obtenemos que C' = h™*(h(c)Fr(h(C))) )=
cFragc)(C) es un cono. [ |

Lema 1.4.10. 57 al C R"™ es un cono con L compacto, entonces al es compacto en R™.
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Demaostracién. Definamos ¢ : L X I — aL dada por ¢(l,t) = ta + (1 —t) . Observemos
que ¢ 'esstprayectiva. Por otro lado, consideremos las funciones continuas p; : R**t — R"”
y po : RN R, dadas por py (1, ,&ny1) = (T1, @) ¥ P2 (T1, , Tng1) = Tnt1.
Entonces @ esfla restriccién de la funcién ¢ : R*™! — R™, definida por ¢ (I,t) = ta+(1 —t)1 =
po (I, t)a + (W=p2 (1,t))p1 (1, ), luego por la proposiciéon 1.1.8, ¢ es continua y, gracias al
teorema 1.1.7, g'= @|(L x I) es continua. Asi, ya que ¢ es continua, suprayectiva y L x I es
compacto, se conichiye que ¢ (L X I) = aL es compacto. [

1.5. n-variedadés)eon frontera

Las definiciones contenidas en esta seccion se recuperaron del capitulo 2 de Lee (2000)
[19], excepto la definicién 1.5:3 que es la dada por Moise (1977) [26] en el capitulo 0. El lema
1.5.6 aparece en la seccién 24 delcapitulo 5 de Munkres (1991) [27].

Definicién 1.5.1. Diremos que M*C.R™ es una n-variedad topologica con frontera, o
simplemente una n-variedad, si para cada x € M existen una vecindad abierta U, en M y
V. abierto en el semiespacio superior™H"”.= {(xy, - ,x,) € R" : , > 0} tales que U, = V.
Si f:U — V, es un homeomorfismo con\W .abierto en M y V abierto en H", diremos que f
es una carta sobre U.

En general, un espacio topologice=X esutiasn-variedad, si se cumplen las condiciones de
la definicién previa, pero en vez de pedix-que X sea subespacio de R™, X debe ser Hausdorff
y admitir una base contable. Sin embargo, en est€ trabajo nos limitaremos a trabajar con
subespacios de R™, por lo que no utilizaremos est@ version de la definicion.

Teorema 1.5.2. Sean M wuna n-variedad y'X C R#. Si M = X, entonces X es una
n-variedad.

Demostracion. Por hipétesis, existe un homeomorfismo ¢ : W — X. Sea x € X. Puesto
que f es suprayectiva, existe y € M tal que f (y) = z. Paray €M, tenemos que existe una
vecindad abierta U, en M y V), abierto en H" tales que U, = V, {€omo f es abierta, entonces
f (Uy) es un abierto en X tal que x = f (y) € f (U,). Asimismo, es_claro que la restriccién
f:U, = f(U,) es un homeomorfismo. Asi, f (U,) = U, = V,. E§to/prueba que X es una
n-variedad. [ |

Definicién 1.5.3. Si M es una n-variedad, definimos el ¢nterior de M, denotado M°, como
el conjunto de puntos de M para los cuales existe una vecindad abierta hewmleomorfa a un
abierto de R" y la frontera de M como OM = M — M°. Diremos que M es uhaf-variedad
sin frontera, si OM = ().

Teorema 1.5.4. Sean M y N n-variedades y f : M — N un homeomorfismo:, Entonces
F(OM) = ON y f(M°) = N°.

Demostracién. Sea z € M. Mostraremos que f (x) € ON. Por contradiccién, suponganios
que f () € N°. Entonces existen una vecindad abierta Uy, de f (z) en N y V abierto en R™
tales que Uy(,;) = V. Dado que f es un homeomorfismo, tenemos que U, := f! (Uf(x)) es una
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vecindad abiertade x en M y f|U, : U, - U (z) €s un homeomorfismo. Por ende, U, = V' y se
sigue quet € M°, contradiciendo que z € M. De este modo, f () € ON,Va € OM, es decir,
f(OM) @O0N. Aplicando un argumento similar para el homeomorfismo f~' : N — M, puede
verse que f 2ON) C M, lo cual implica N = f (f~1 (ON)) C f(OM). Asi, f (OM) = ON.
Finalmente, dado que M° =M — OM y N° = N — ON, se sigue que f(M°) = N°. [ |

Con tal de dax una caracterizacion del interior y la frontera de una n-variedad con
frontera, enunciamos ‘¢l siguiente teorema, cuya demostraciéon puede consultarse en Kulpa

(1998) [18].

Teorema 1.5.5 (Teoremd de invariancia del dominio). Sea U abierto en R™ y sea f : U — R"
inyectiva y continua. Entonces f (U) es abierto en R™.

Lema 1.5.6. Sea M una n-variedad y sea f : U — V una carta sobre U alrededor del punto
p € M. Sea xo = f (p).

(1) Sizg € Int(H™), entonces ps€ M.
(2) Sixye Fr(H"), entonces p € O M-

Demostracién. (1) Sea V, = V N Int (H®?). Como V es abierto en H", existe A C R”
abierto tal que V. = AN H", entonges Vo = ANH" N Int (H") = AN Int (H"), el cual es
abierto en R" dado que Int (H") ¢s/abierto emeR®. Sea Uy = f~1 (V5). Ya que f es continua,
se sigue que Uy es abierto en U ycomo U gs_abierto en M, ocurre que U, también es
abierto en M. Ademas, f|U, : Uy — Wy¥es un hemeomorfismo y como zg € Vp, tenemos que
p=f"1(z0) € ' (Vo) = Up. Asi, Uy éSima wecindad abierta de p en M homeomorfa a un
abierto en R", por lo que p € M°.

(2) Probaremos la contrarreciproca: suponiendo ‘gue p € /°, mostraremos que xy € Int(H").
Existen una vecindad abierta U; de p en M, Vi C R™ abierto y un homeomorfismo ¢ : U; —
Vi. Puesto que U y U; son abiertos en M, también lo es W := U N U;. Sean Wy := f (W)
y W, = g(W), los cuales son abiertos en V y Vi, respectivamente, debido a que W es
abierto en U y en U;, asi como del hecho que f y g son abiertas.)Ya que p € W, entonces
zo = f (p) € Wy. Dado que V es abierto en H", observemos que W; es también abierto en H".
Por su parte, como V; es abierto en R", tenemos que W, también es@biefto en R"”. Asimismo,
fIW W — Wy y g|lW: W — W, son homeomorfismos, de manera“que W, = W = W,
por lo cual, existe un homeomorfismo h : W, — W;. Recordando que Wy és subespacio de
V', este ultimo también subespacio de H" y siendo, a su vez, H" subespa€io‘de R", ocurre
que W; tiene la topologia de subespacio de R". Luego por el teorema 1.1 h Wy, — R"
dada por h(z) = h(z) es continua e inyectiva. Por el teorema de invariancia#@el dominio,
tenemos que h (Wy) = h(W,) = Wy es abierta en R™. Debido a que W; C H*_ le, anterior
nos dice que Wy C Int(H") y dado que p € W, obtenemos xy € Wy. Asi, xy € Ing(H"). Por
lo tanto, si p € M°, entonces zo € Int(H"), o equivalentemente, por ser H" cerrado en R™,
si zg € H" — Int(H") = Fr(H"), entonces p € M — M° = 0M.

37



Proposicién 1.5.7. Sean M una m-variedad y N una n-variedad. Entonces M X N es una
(m + n)svariedad y O(M x N) = (OM x N)U (M x ON).

Demostracién. Para que M x N sea una (m+n)-variedad, basta con mostrar que H™ xH" =
H™ " ya que! para cualesquiera (z,y) € M x N, existen U, € N(z,M) y V, € N(y,N)
abiertos homeomorfos a abiertos de H™ y H", respectivamente, luego U, x V,, es una vecindad
abierta de (z,y) en M x N homeomorfa a un abierto de H™ x H". De hecho, probaremos
que existe un homeomorfismo ¢ : R™ x R™ — R™" tal que ¢(H™ x H™) = H™".

Denotemos:
Ho»={(z,y) eR*:2>0},H?, := H; NH,
HU ={(r,y) e R*: 2 <0},H*, := H NH
Hyc, i = {(z,y) eR*:y <z}, Hy = Hye, NH,
H,epy:=WYasy) e R*: 2 <y}, Hy := Hyey N H,.

Empezaremos exhibiendo un horigemorfismo h : R* — R? tal que h(H?*) = H?,. Consi-
deremos el homeomorfismo 7} : R*#R? dado por Ti(x,y) = (x + y,y). Puede verse que
Ty(H;) = Hy<, porque si x > 0, entonges,y < x + y, probando T1(Hy) C Hy<,; y siy < z,
se cumple que x —y > 0y T1(x —y,y) = (13y), de donde se obtiene Hy<, C T1(H,). Asi, la
restriccion 13 : Hy — Hy<, es un hemeomorfismo. Por otro lado, se verifica facilmente que
T\ (H?) = H?, luego T (H2 ) = H, 4, QH* =-H7:

Esta vez definamos el homeomorfisnio 4% ~R? 4 _R? por Ty (z,y) = (y,y—x). Siz < 0, enton-
cesy < y—ux,luego TH(H_) C H,<,; y'euando z <% gse cumple que s —y < 0y Th(x—y,x) =
(x,y), por lo que H,<, C To(H_). En consecuenéiagla~restriccion Ty : H_ — H,<, es un
homeomorfismo. Observando que To(H?) =4y, se tiede.que To(H? ) = H,<, N Hy = H,.
Ahora, note que H. NH_ ={(0,y) :y € R} yTI\H, NHs = To|H, NH_. Ademés, H, y H_
son cerrados en R? con H, UH_ = R?, luego pot el lema del pegado se sigue que h : R? — R?,
dado por h|Hy =Ty y h|H_ = T5, es un homeomorfismo. Recordando que 77 (H3 ) = H; y
T5(H? | ) = Hs, obtenemos que h(H?) = h(H2  UH? ) = T1/(HF,) UT>(H?,) = Hy U H, =
H? | (figura 4).

HZ HE H; VS

h

Ko

Figura 4: Prueba de que H* y H? | son homeomorfos.

Continuamos definiendo los homeomorfismos h; : R™ x R® — R™"~2 x R? por

h'l((xlv"' axm)a(y17'” 7yn)) - (zla"' y Tm—1,Y1, " >yn—1)7($m7yn))
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y ho : R™T=2 x R2 — R™*" dado por

hQ((fEI; T 7xm+n—2)a (ylayQ)) - (‘Tla sy Tmdn—2, ylpr)-

De esta forthagfe = hoo(idgm+n-—2xh )oh; : R™xR™ — R™™ es un homeomorfismo. Debido
a que p(H™ X HY) = ho((idgmn—2 x h™)(R™"72 x HZ ) = ho(R™""2 x H?) = H™™",
entonces H™ x H" = H™". Asi, M x N es una (m + n)-variedad.

Para finalizar, proharemos que (M x N) = (OM x N)U (M x ON). Notemos que
(M x N)— (M° x N%) =2(M — M°) x N)U(M x (N —N°))=(0M x N)U (M x ON).

De este modo, tendremos que-0(M x N) C (OM x N)U (M x ON) siempre que M° x N° C
(M x N)°. Sea (z,y) € M°'xAN°. Entonces existen U, € N'(x, M) y V,, € N(y, N) abiertos,
tales que U, = U’ y V, = V', para algunos abiertos U’ C R™ y V' C R". Esto significa
que U’ x V' es abierto en R™ ¥R = R"™" luego U, x V, es una vecindad abierta de

(z,y) en M x N y ademds U, x Vj.es;homeomorfa a un abierto de R™*". En consecuencia,
(x,y) € (M x N)°. Lo anterior mueéstrarque d(M x N) C (OM x N)U (M x ON).

Reciprocamente, sea (z,y) € OM x N\Como x € dM, del lema 1.5.6, existe una carta
f: U — U’ sobre U alrededor de z, taleque f(z) € Fr(H™). Por su parte, ya que y € N,
existe una carta g : V- — V' sobreV/ alrededor de y con g(y) € V' C H". Esto implica que
fxg:UxV — U xV'es una cartéwsobre UxV/alrededor del punto (z,y) € M x N, para la
cual (fxg)(z,y) € Fr(H™)xH". Retordando el hémeomorfismo ¢ : R™ xR" — R™" tal que
G(H™xH") = H™", se tiene que ¢(Fr(H"'xH") )= Ee(H™"). Por otro lado, como H™ C R™
y H" C R™ son cerrados, la proposicién 1.1.16 asegurarque Fr(H™ x H") = (Fr(H™) x H") U
(H™ x Fr(H")). De este modo, (f x g)(ayy€ Fr(H®x H") y entonces ¢((f x g)(z,y)) €
Fr(H™*™). Dado que U’ x V' es abierto en H"sH" y Ta zestriccion ¢ : H™ x H" — H™ " es
un homeomorfismo, es claro que (¢|U' x V') o (f% g) : U XV 3= ¢(U’ x V') es una carta sobre
U x V alrededor de (z,y) € M x N y, puesto que ((¢|U' XV 0 (f x g))(x,y) € Fr(H™™),
nuevamente por el lema 1.5.6 se concluye que (z,y) € (M x*N). Similarmente, usando que
H™x Fr(H") C Fr(H™xH"), puede verse que (z,y) € M x9N implica que (z,y) € O(M xN).
Por lo tanto, (OM x N)U (M x ON) C (M x N), finalizando 1a demostracién. |

. . . . k
Corolario 1.5.8. Si M; es una n;-variedad, para i = 1,---  k, entopees [[,_; M; es una

<Zf:1 nz) -variedad y

k k
0 (H Mz> = U(Ml X+ X Mi—l X 8MZ X Mi—i—l X X Mk) (]_].0)
=1

=1

Demostracion. Procederemos por induccion sobre k > 2. El caso k = 2 fue demostrado en
la proposicion 1.5.7. Sea k > 2 y supongamos que M; es una n;-variedad, parai =1, -+ ¢ k+1,

y que [I, M; es una (Zle n; |-variedad que cumple (1.10). Consideremos el homeomérfis-

mo h : (Hle Mz) X Mk+1 — Hf:ll Mz definido por h((pb T 7pn)apn+1) = (pl> T 7pnapn+1>'
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Por la proposicién 1.5.7, tenemos que (Hle Mz) X M1 es una (Zf:ll nl> -variedad y, apli-

cando el _tégrema 1.5.2, se sigue que Hfill M; es una (Zfill ni>—variedad. Entonces del
teorema 145.4#0btenemos:

) (H MZ) — (a ((H MZ) . M)> | 1)

No obstante, la proposieion 1.5.7 y nuestra hipétesis nos dicen que

() e AL ) <) () <o)

k k
— (U((Ml X oo X OM; x -+« My) % Mk+1)> U ((HM,) XaMk+1> .

i=1 i=1

En consecuencia, por (1.11),

k+1 k+1
8<HMZ):U(M1XX6MZXXM]€+1)
i=1

i=1

y se tiene (1.10) para k + 1, conclayendo la prueba por induccién. [ |

Teorema 1.5.9. Sea M una n-variedad_con OM+ Pt Entonces OM es una (n—1)-variedad
sin frontera.

Demostraciéon. Sea x € 0M. Existen U, VeCindad abierta de z en M, V, abierto en H"
y un homeomorfismo f : U, — V,. Ya que*V, es abierto en H", existe ¢ > 0 tal que
V' = Vign(f(x),e) CV, y como f es un homeomorfismo, entonces f~*(V’) es una vecindad
abierta de z en M. Asimismo, la restriccién f : f~1(V’) — V¥esun homeomorfismo. De esta
forma, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que V, = VAQU, = f~H(V').

Sea y € OM NU,. Como y € OM, por el lema 1.5.6 se tiene que, f(y) € Fr(H"). Asi,
f(y) € Fr(H™) N V,. Reciprocamente, si z € Fr(H") N V,, dado.gue f es suprayectiva,
existe y € U, tal que f(y) = z vy, por el lema 1.5.6, y € IM, luégo/y € OM N U,. En
consecuencia, f(OM NU,) = Fr(H") N V,. De este modo, dado que f : U, — V, es un
homeomorfismo, la restriccién f : OM N U, — Fr(H") NV, es un homeomorfismo. Como
V, es abierto en H", entonces Fr(H") NV, es abierto en el subespacio Fr(H" )y mediante el
homeomorfismo 7 : Fr(H") — R"~! definido por 7(z1,- -, 2n_1,0) = (21, - - ¢%,21) se tiene
que 7(Fr(H") N V,) es abierto en R" L,

Escribamos f(z) = (fi(z),- -, fu(z)). Sea (y1,- -+ , Yn-1,0) € V... Puesto que || f(x)—y| < e,
entonces f,_1(x) — y,—1 < g, lo cual implica 0 < y,_1 — f,—1(x) + €. Definamos el homeo-
morfismo T, : R"™' — R"™ por Ty(21, - ,201) = (21, , 201 — fa1(x) + ). @otho
7(Fr(H") N'V,) es abierto en R""! obtenemos que W, := T,(w(Fr(H") N V,)) es abiérto
en R"'. Ya que z, 1 — fr_1(z) + & > 0, V(z1, -, 20,-1,0) € Fr(H") NV, se sigue que
W, C Int(H" 1), luego W, es abierto en H"!. Por ende, restringiendo 7 : Fr(H") NV, —
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r(Fr(EY)NV,) y T, : 7(Fr(H") N'V,) — W, obtenemos que T, omo f: M NU, — W, es
una cactasSobre M N U, al abierto W, en H"™!, con (T, o 7o f)(x) € Int(H"').

Ya que estoses yélido para cualquier x € OM, a partir del lema 1.5.6 concluimos que OM es
una (n — 1)#variedad con oM = (OM)°. [

Observacion 1:5.10. Es facil verificar que I es una 1-variedad cuyo interior y frontera
coinciden con su interior y frontera topoldgicos como subconjunto de R. Asi, en virtud de los
corolarios 1.1.17 y 11.5'8 «I™ es una n-variedad tal que I" = Fr(I™). Observando que I" es
un subconjunto de R*cempacto, convexo y con interior no vacio, entonces por la proposicién
1.3.16 se tiene un homeomorfismo H : I" — B" tal que H(Fr(I™)) = S*~!. Por el teorema
1.5.2 se garantiza que B" €swna n-variedad y, debido al teorema 1.5.4, 9B" = H(0I") = S"~L.
Asimismo, en vista del teorémarl.5.9, S"~! es una (n — 1)-variedad sin frontera.

1.6. Simplejos
El desarrollo de esta seccién sedbasa en el capitulo 5 de Lee (2000) [19], el capitulo 0
de Moise (1977) [26] y el capitulo 4 de(Singer y Thorpe (1967) [37].

Definicién 1.6.1. El stmplejo generadopor los puntos afinmente independientes v, - - - , v, €
R™ es el conjunto

g = <U0,’Ul,"' ,Un> = {Z)\zvz)\z 20y Z)\ZZ 1}
=0 =0

con la topologia de subespacio. Cada uno de los puntos®; se llama wvértice de o y denota-
remos por vert(o) al conjunto de vértices. S1® = Y ", M€ (vo, v1, -+ , V), la (n+1)-ada
(Ao, A1, -+, Ay) recibe el nombre de coordenadas barieéntricas de v.

El entero n recibe el nombre de dimension del simplejo,s~un simplejo de dimension n
a menudo se llama un n-stmplejo. Por convencion, consideraremos al conjunto vacio como
un (—1)-simplejo, el cual no tiene vértices.

Dado que los vértices de un simplejo son afinmente independientes, se sigue que las
coordenadas baricéntricas de todo elemento en un simplejo son tnicag.

Proposicién 1.6.2. Sea 0 = (vg, -+ ,v,) un simplejo en R™. Entonces
aff(o) = vo + gen(vy — vg, - -+ , v, — V)
y dim(aff(0)) = n.

Demostracion. Como o es un simplejo, sus vértices son afinmente independientes{ Notando

que aff(o) = aff(vg, - - -, v,), usando los teoremas 1.2.2 y 1.2.11 se concluye esta demostrac¢ion.
||

Por el teorema 1.2.11, puede verse que subconjuntos no vacios del conjunto de vértices
de un simplejo son afinmente independientes. Esto permite dar la siguiente:
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Definjeién 1.6.3. Sea 0 = (vg, vy, ---, v,) un simplejo. Cada simplejo 7 generado por un
subconjunto de vert(o) se llama una cara de o. Si 7 es un k-simplejo, entonces 7 es una
k-cara dé o)y escribimos 7 < . Las caras 7 que sean distintas de ¢ son sus caras propias
y se escribé 7% 0. Las (n — 1)-caras de o suelen llamarse sus caras frontera. Denotaremos
por o\ (v;) a la_cara frontera de o que no contiene al vértice v;.

Observacién 1.6.4.
(1) 0 es una cara de{cualquier simplejo.
(2) Todo n-simplejo tierte n + 1 caras frontera.

(3) Cada cara propia de gm simplejo estd contenido en una cara frontera. Esto se debe a que
cada cara propia de un n-sumplejo tiene a lo mas n vértices y las caras frontera son las que
tienen exactamente n-vértices. En consecuencia, la union de las caras propias de un simplejo
es igual a la union de sus carag frontera.

Lema 1.6.5. Sea 0 = (vy, - -+ , vy un-simplejo, T < o yx =Y - \v; con A; > 0 tales que
Yo oNi = 1. Entonces x € T si y s6l0si v; € T, para cada j € {0,--- ,n} tal que \; > 0.
Demostracién. <) Supongamos que vy € 7, para todo j € {0,---,n} tal que A; > 0.
Notando que x = Z Aiv;, es claro que x € T.
1€{0,+- ,n}
2i>0

=) Supongamos que x € 7. Si 7 = oy la afirmagién es trivial. Asumamos, entonces que

T < 0. Sin perder generalidad, podemesescribir = (vg, - ,v,,) para algin m < n. Sea
j € {0,---,n} tal que A\; > 0. Veamos_gue v; €(7.)Por contradiccién, supongamos que
v; ¢ 7. Entonces j € {m+1,--- ,n}. Comé xz'e 7, existen p; >0, > " p; = 1 tales que
m m n
T = ZMU@' = ZMU@' + Z 0.0;.
=0 i=0 i=m+1
Asi, por la unicidad de las coordenadas baricéntricas y ya qué g& {m + 1,--- ,n}, se tiene

que \; = 0, pero esto contradice A\; > 0. Por ende, v; € 7, 16 cual es valido para cada
j€A0,---,n} tal que \; > 0.

[ |
Proposicién 1.6.6. Sea 0 = (vg, -+, v,) un n-simplejo. Entonces o#= vgvy -+ Uy, €S

decir, o es la junta repetida de sus vértices. Mds ain, o = vg(o\(vg)) €S\un_cono, para
k=0,---.n.

Demostracion. Se sigue de lo mostrado en la proposicién 1.4.3 que o = vgvy - - - ,.cAsimis-
mo, por la conmutatividad y asociatividad de la operacién junta, para cada k € {0, %> .n} se
tiene que 0 = vouy -+ U, = Vg (VU1 + - Vp—1 k41 -+ - V) = V(0 \(vg)). Fijemos k € {0, “w: jn}.

Renombrando de ser necesario, podemos asumir que k& = 0. Tenemos que vy & o\ (vp). Sean
Ay Ao >0, pg e >0, M+ g =1 =X+ po y 1,22 € 0\(vg) tales que

)\11)0 + iy = )\21}0 + UoXo. (1.12)
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Como &1, x5 € 0\ (vy), existen oy, -+, 0, >0y B1,-++, 5, >0, > " a;=1=)"" [ tales
que TIN=AY_ o, U Y T2 =y, Bv;. Entonces por (1.12),

A1y + Z L1050 = AV + Z 2 Bivi,

i=1 =1

donde Ay, Ao > 0y oy, uo3; > 0,0 =1,---  n. Asimismo, A\; + Z?:l oy =M+ =1y
similarmente, Ao +(3L§_128; = 1. Luego por la unicidad de las coordenadas baricéntricas,
A1 = Ag. Esto muestra’que 0 = vg(o\(vg)) es un cono, como querfamos. |

Corolario 1.6.7. Todo stmplejo es convexo. Mas aun, todo simplejo es la envolvente conveza
de sus vértices.

Demostracién. Sea o = (vg, ¢-s/0,) € R™. Sean o, 5 > 0, o+ = 1y z1,29 € 0. Tenemos
que existen Aj,p; > 0,4 = 0,-¢ ;m, Do N =1 =>"  tales que xy = > Ny y
Ty = Y o piv;. Entonces axy + pany= > (aX + B;) v;, donde aX; + Bu; > 0, para
i=0,---,n,y Yy lak+Pu) =aX5 N+ B> i = a+ B = 1. Esto nos dice que
ax, + Bre € 0. Por ende, o es convexoy

Debido a que también o contiene a sus vértiees, entonces conv (vg, -+ - ,v,) C 0. Ahora bien,
sea A C R™ convexo tal que {vo#* ,v,} C A._Como A es convexo, entonces [vg, v C A.
Si vgvy - - v C A para cualquier 1<k < n, mievamente por la convexidad de A y debido
a la proposicién 1.4.3, vgvy -+ Vg1 = (Dov1 - -+ @k) k1 C A. Por induccién, se muestra que
vg- v, C Ay dado que, por la proposicion 1.676,4 - - - v, = o, se sigue que 0 C A. Asi,
o C A para cualquier A C R™ convexo tal que {vg, *# 05} C A, luego o C conv (vg, -+ ,Vp)-
Por lo tanto, o = conv (vg, - -+, vy,). [ |

En lo sucesivo, convendremos en denotar ey = 0(€JR", {ey, - ,e,} como la base
canénica de R" y p" := (eg, -+, €,).

Lema 1.6.8. Sea 0™ = (vg, -+ ,v,) un simplejo en R™. Entonées. existe un homeomorfismo
lineal h : aff(c™) — R™, tal que h(v;) = e;, para i = 0,--- ¢ En particular, cualquier
n-simplejo es homeomorfo a p".

Demostracién. Por la proposicién 1.6.2, como ¢™ es un simplejo teneémos que aff(o™) =
vo+V, donde {v; —vg, -+ ,v, —vp} es una base de V. De este modo, gracias & la proposicién
1.2.16, existe un homeomorfismo lineal A : aff(¢") — R" definida por h(z) < S(x—vj), donde
SV — R" es un isomorfismo, S(v; — vg) = €;, i = 1,--- ., n. Ademds, para cualesquiera
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A > 0 téles que D" N\ =1t

n n

=9 (Z )\Z(U’L - Uo)) = Z /\zS(Uz - U()) = Z /\iei

= )\060 -+ i )\2‘61‘ = i )\161 (]_].3)
i=1 =0

De aqui, obtenemos que h#™) = p™ y como h es un homeomorfismo, entonces ¢ = p". W
Proposicién 1.6.9. Todo n-simplejo es compacto.
Demostracion. Sin = 0, entonees el resultado es trivial, porque un 0-simplejo es solamente

un conjunto que tiene un punto, quei¢laramente es compacto. Supongamos que n € N.

Paso 1: Mostraremos primero el resultado para p”. Por el teorema de Heine-Borel, es su-
ficiente con mostrar que p" es cerrado*y acotado para deducir que p" es compacto. Sea
r =)  xe;conxz; >0, "  x; =l. Entonces

n n n
Zicz’ei §Z|$z||lezH :in <1,
i=1 i=1 i=1

] =

por lo cual p" es acotado.
Probaremos que p" es cerrado. Sea H; := {(T1) -+ ,x, )€ R" : x; > 0}, i = 1,--- ,n. Es
claro que H, = H" es cerrado. Ahora bien, para i < n définamos el homeomorfismo
T, : R" - R"
(.C(}'l, o 7xn> — (*rla 3 Ti—1, Ty i1, 00, Tnd, xz)
Se sigue que T;(H") = H; es cerrado porque T; es una funcién cerréda

Sea Hy = {(xl, e xy) ERT T — Z?:_ll T > xn} y veamos que también es cerrado. Con-
sideremos el homeomorfismo lineal A : R® — R™ del lema 1.6.8 tal que h(ep) = e,
h(e,) = ey v h(e;) = e;, para i # 0,n. Afirmamos que h(H") = H,. Observe que, para
cada (xy, - ,z,) € R,

(X1, ,xp) = Zmiei = inei + (1 — sz> e € aff(eg, -+, en). (1.14)
i=1 i=1

=1

Sea (x1, -+ ,x,) € H", de modo que z,, > 0. Asi, usando (1.14),

n n n—1 n
h(xh..- 7[En) =h (szez—f— (1—Z$Z> 60) :szez—i— <1—ZZEZ> €n,
i=1 =1 =1 =1
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puestosque z,, > 0, entonces 1 — > " z; < 1— Z?:_ll x;, por lo cual h(zy, -+ ,z,) € Ho.
Esto muestra que h(H") C Hy. Ahora, sea (z1,--- ,x,) € Hp, por lo que 1 — Z?;ll T > Ty

y entonce$ I)— S x; > 0. Debido a lo anterior, 32— e, + (1= 320 ;) e, € HY y
n#1 n n—1 n
h (Z Zie; + (1 — Z xz> en> =h (Z i€ + Tpey + (1 — Z mz> en>
i=1 i=1 i=1 =1
n—1 n
= inei + xpep + (1 — Zx,) €o
i=1 i=1

n
= Zﬂfi@i = (T1, , Tn).
i=1

Por lo tanto, (x1,- -+ ,x,) € h(H"). En consecuencia, Hy C h(H"). Se cumple que h(H") =
Hy, por lo que al ser h un homeo6morfismo y H" cerrado, obtenemos que Hjy es cerrado.
Nuevamente por (1.14), note quest :=Lx1, -+ ,x,) = Y o zie; + (1 =D xi)eg € psiy
s6lo si x; >0, Viy 1 =" x; >0esto porque eg, - , e, son afinmente independientes.
Perol1 -3 "  2; > 0siysolosil— zz:ll x; > T,. Lo anterior nos dice que x € p" si y solo
si x € iy Hi, es decir, p" = (), H;\De este modo, p" es una interseccién de cerrados y
es, por ende, cerrado.

Paso 2: Mostraremos ahora el caso general. Seaa” un n-simplejo en R™. Debido al lema 1.6.8,
existe una funcién continua h : R"#5.R™ tal/que h(p") = o™. Gracias al paso 1, tenemos
que p" es compacto y la continuidad ‘de’h nos permtite concluir que ¢” es compacto. [ |

Teorema 1.6.10. Todo n-simplejo es uma_n-bola y la union de sus caras frontera es una
(n — 1)-esfera, n € N.

Demostraciéon. Paso 1: Probaremos primerosque el teeréma es cierto para p™. Sea F' =
n

" o(p™\(e;)). Mostraremos que Int(p") = p" — F. Afirmaros/que

p"—F—{(m1,~-,xn)ER”:xi>O,0<in<1}.

i=1
En efecto:

C) Sea x € p" — F. Entonces existen t; > 0, j = 0,--- ,n tales que ) 22, = 1y z =
> o€ty = (t1, -+ ,t,). Dado que = ¢ F, entonces t; > 0, Vj y >_7 ; t; > 0. Ademds, como
to > 0, se tiene que Y7 t; < >0 t; = 1.

D) Reciprocamente, sea v = (x1,--- ,x,) € R" tal que z; > 0, Vi y 0 < Y5z, < L
Sea g = 1 — Y, x;. Observamos que zo > 0. Asimismo, es claro que Y . grp= 1y
(1, @) =D 0 Tie; = Y o i€;, lo cual exhibe que (1, -+ ,2,) € p". Dado que ;> 0
parai=0,---,n, el lema 1.6.5 nos permite deducir que = ¢ F.

Ahora bien, definamos f : R” — R por f(t1,---,t,) = Y ., t, la cual es claraménte
continua. Sea P, = {(z1, - ,x,) E R":2; >0}, i = 1,--- ;n. Como cada P; es abierto en

R™, tenemos que P = (\;_, P; es abierto en R™. Asi, g = f|P es continua y, gracias a que
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(0,1) &R es abierto, obtenemos que g~* ((0,1)) = p" — F es abierto en P con la topologia
relativa_ de¢'R™. Ya que P es abierto en R"”, se sigue que p” — F' es abierto en R™.

Para ver que Int(p") = p™ — F, resta con probar que p" — F es el abierto en R" mds grande
contenido el p", lo cual se traduce en verificar que F N1Int (p") = 0. Sean r > 0 y = :=
(1, ,2,) EP"\(eo). Es facil ver que (xl + 5, ,:cn) € V (x,r), pero (xl + 5, ,xn) ¢
p" porque la suma‘de sus coordenadas es mayor que 1. Asimismo, para k € {1,--- ,n}yx :=
(21, ,2,) € p"X{eg), puede verse que y = (ml, TRl — Gy D1, ,mn) €V (x,r), pero
y & p" yaque —5 £0. Asi, F'NInt (p") = 0, lo cual nos dice que Int (p") = p" — F. Ademds,
como p" es compacto (wéase la proposicién 1.6.9), tenemos que Fr (p™) = p" — Int (p") = F.
Recordemos que p" es‘eonvexo por el corolario 1.6.7. De este modo, tenemos que p" C R"
es un compacto y convexe_eon interior no vacio, luego, por la proposicion 1.3.16, p" = B" y
F=Fr(p") =S 1.

Paso 2: Sea o™ = (vg, - -+ ,v,) unm-simplejo. Sea h : 0™ — p" como en el lema 1.6.8, entonces

o™ = p" 2 B por lo que o™ es tna’-bola. Asimismo, observemos que h1(F) & F =~ S"L,
Usando (1.13), tenemos que A~ (D00 Aiei) = Do Nivi, YA > 0,30 A = 1. Asi, se sigue

que
WU (F)=h"! (U p"\( el> Uh P\ (e;)) U(an\<vi>). (1.15)

1=0 =0

Por lo tanto, S"~! = [J_,(c™\(vf)zesto éspla unién de las (n — 1)-caras de o™ es una
(n — 1)-esfera. [ ]

Corolario 1.6.11. Sea n € N. Todo ntsimplejo ‘@ =<vg, - ,v,) es una n-variedad cuya
frontera do # 0 es una (n — 1)-variedad Sin~fronteray se cumple que:

(1) 90 = Frogo)(0) = UiZo(o\(vi)).
(2) 0° = Intogo) (o) = {D iz Aivi = Ai > 0,35 A = 1}

Sea x € 0°. Entonces:
(8) Todo rayo desde x que pase por otro punto en aff(c) interseéea a do en sdélo un punto.
(4) 0 =xdo es un cono.

(5) Dado z =z + t(y — x) para algunos y € do yt > 0, entonces z €0 si y solo sit € I.

Demostracién. Sea 0 = (v, - ,v,). Mostramos en el teorema 1.6.10 que p" C R™ es
compacto, convexo y su interior es no vacio. Luego por la proposicion 1537167 existe un
homeomorfismo f : B" — p" tal que f(S"') = f(Fr(B")) = Fr(p"). Porsel teorema
1.5.2, como B" es una n-variedad y 0B" = S"!, se sigue que p" es una névariedad vy,
debido al teorema 1.5.4, se verifica que dp™ = Fr(p"). Usando que p" es cerradoj tenemos
que (p")° = Int(p"™). Ahora, por el lema 1.6.8, existe un homeomorfismo h : aff(c)’— R™
tal que h(o) = p". El teorema 1.5.2 garantiza que o es también una n-variedad perque
p" lo es, y en vista del teorema 1.5.9, do es una (n — 1)-variedad sin frontera. Yaque
h=' : R" — aff(s) es un homeomorfismo, por el teorema 1.5.4 y (1.15), obtenemos que
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o

do = W (Fr(p™)) = Ui_y(0\(v;)). También, do = h™ (Fr(p")) = Frag)(0), lo cual prueba
o

(1). AsimiSmo, h*:(Int(p”)) = Intag(o)(0) y aplicando el lema 1.6.5:

re€c’ &g ddosaxdo\(y), Vier= Z)‘ivi’ para algunos \; > O’Z)‘i =1,

i=0 =0
de donde se obtiené+(2).

Ahora, supongamos.que x € ¢°. Como p" es compacto y convexo por ser un simplejo, usando
(1), (2) y el corolarié 473,12, se sigue (3). Por otro lado, (4) es consecuencia del corolario
1.4.9. Para mostrar (5)psean y € doyt > 0.Si 2z : =z +t(y — ) € o, por (4) existen A € I,
w € Oo tales que z = (1 =M+ Aw. Podemos escribir también z = (1—t)z+ty. Debido a que
z € R(z,w)NR(x,y), entoncesR(z, w) = R(z, z) = R(x,y), luego w,y € R(z,w)Ndo y por
(3), w =1y, asi que z = (1 — t)z 4+ pw. Como x # w, éstos son afinmente independientes, por
lo que z = (1= A)z+ w = (1 —t)#~+tw implica t = \ € I, como querfamos. Reciprocamente,
sit €I, entonces z =z + t(y — 2y=oL—t)z +ty € [z,y] C xdo = 0. |

Cuando o = (vp), convendremos que @° = Int()(0) = 0 y 00 := Frago) (o) = 0.

Lema 1.6.12. Sea 0 = (vo, - ,v,) Un_nssimplejo de R™, n € N. Sea w € (o\(v,))°.
Consideremos el semiespacio superior de ‘aff(c) que contiene a o, es decir,

H:{Zno)\ﬂ}ii)\o,“' ,)\nleR,Anzo,i)\izl}.

=0

Si X = aff(c\(vy)), entonces existe r > 07tal~que O Vg (w,r) — X C 0° (ver figura 5).

Vg H

VH(’ZU, 7’) — X

X = aff(vo, v)

Vo w U1

Figura 5: Caso n = 2, lema 1.6.12.

Demostracién. Paso 1: Probaremos primero el resultado para p™. Sea w € (p"\{eg))°. En
este caso, H = H". Tenemos que p" = (._, H;, con cada H; como en la proposicién-4.6.9.
Dado que w € (0\(v,))°, entonces w ¢ Fr(H;) = aff(p"\(e;)), para i # n. Ademds, Fr(H;)
es cerrado en R™, luego d(w, Fr(H;)) > 0 para i # n. Tomemos 0 < r < r&l’n d(w, Fr(Hy)).

Note que Vi (w,r) — X # (), porque tomando cualquier 0 < r’ < r, se sigue que w + r'e,, €
Vi(w,r) — X. Sea z € Vy(w,r) — X. Dado que |w — z|| < r, entonces z ¢ Fr(H;) para todo
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i # n.Bsto significa que podemos escribir z = (21, , 2,), con z; # 0, Vi # n y también
1—>"% 2 # 0. Por su parte, escribamos w = (wy, -+ ,w,_1,0). Puesto que w € (p™\(e,))°,

es claro queyw; >0,i=1,---,n—1,y Z?:_ll w; < 1. Sea i ¢ {0,n}. Entonces
1z —w;| < ||z —w| <r <dw,Fr(H;)) < w;,

ya que (wy, -+ 3\0i_q,0, w1, - ,w,_1,0) € Fr(H;). Si z; < 0, tenemos que z; < w;, de modo
que w; — z; = |z; & wa, < wy, es decir, z; > 0 que es contradictorio. Esto significa que z; > 0,
siempre que ¢ # n.\Asimismo, z € H — X, luego z, > 0. Debido a lo anterior, ocurrird que
z € (p™)° siempre qué Y24 .z < 1. Observe que Fr(Ho) = {(y1, -+ ,yn) € R": Y0 y; = 1}
Ademds, note que Y " % # 1 porque z ¢ Fr(Hy). Supongamos que » ., z; > 1. Recordando
—27;?:1 a=l o
Do (2 — wy)
Dadoquel > "7 jw;siysolosi " | zi—1 <> " (z—w;), se cumple que A < 1. Notemos
que > " (Aw; + (1 — N)z;) = 1, d€ manera que Aw + (1 — X)z € Fr(Hp) N [w, z]. En vista de
que V(w,r) es convexo, se sigue que-Aw + (1 — \)z € V(w,r). Sin embargo,

que 1 > Z?:_ll w;, entonces Y v 4(z — w;) > 0, donde w,, = 0. Sea A :=

d(w,Fr(Hp)) < |Jlw = (Aw + (1 — N)2)|| <r < d(w, Fr(Hy)),

lo cual es absurdo. Esto prueba que ) eqzi < 1y obtenemos que z € (p™)°. Por lo tanto,
Vi(w,r) = X C (o).

Paso 2: Probaremos ahora el lema en generaly'Sea 0 = (vg, - ,v,) vy sea w € (o\(v,,))°.
Consideremos el homeomorfismo linealh : R" & aff(c) dado en el lema 1.6.8, para el cual
h(e;) =v;, i =0,--- ,n,y h(p") = 0. Observe qué (H") = H. Tenemos que v’ := h™(w) €
(p"\(en))°, entonces por el paso 1, existe 4 > 0 tal"que Vign (W', ") — aff(p"\(e,)) C (p")°,
luego A(Vign(w',1")) — X C o°. Dado que R(Vi(w', ")) €8 abierto en aff(c), existe r > 0 tal
que Vi) (w,r) C h(V(w',7")), por lo cual Vi (w,r) —X = (V(w,r) Naff(oc) N H) — X C

(h(V(w',r"))NH) =X C h(Vgn(w', 1)) — X C.0°. [
Lema 1.6.13. Sea 0 = (vg, -+ ,v,). Si (a,0) estd en posicion_general, entonces
ac = (Vg ,Up, a).

Dicho de otro modo, un cono cuya base sea un simplejo es un simpleé)o:

Demostracién. Como (a,0) esta en posicién general, entonces para cualegsquiera z,y € o
y x # y se cumple que [a,z] N [a,y] = {a} o, equivalentemente, [0,z — a]N [0,y — a] = {0}.
También se tiene que a ¢ o, luego x — a # 0, Vx € 0. Con esto en mente, demostraremos el
lema en dos partes.

Paso 1: Sean z,y € o tales que x # y. Mostraremos que gen(x — a) N gen(y — a)={0}. Por
contradiccién, supongamos que existe z € gen(z — a) N gen(y — a) tal que z # 0. Entonces

existen A,, A\, # 0 tales que z = \,(x—a) = \y(y—a), luego r —a = ¢(y—a) con c = % #.0.

Si ¢ € I, entonces c(y — a) € [0,y — a], por lo cual ¢(y —a) € [0,y —a] N[0,z — a] = {0},
de manera que ¢(y — a) = 0. Dado que y — a # 0, se tiene ¢ = 0, pero esto contradice que
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c¢# 0. Por ende, ¢ ¢ I, es decir, c <0 o0 ¢ > 1.

Si ¢ < 0,entonces ¢ < 1y esto implica 0 < 1 ; ademas, —c > 0 nos dice que 1 > )
_c —c

1 c
Por otro lado/1 — = . Debido a lo anterior, y a la convexidad de o establecida

1—-c c—

c
C[Cy + (1 —c)a] + 1Y € [x,y] C o, lo cual
contradice a ¢ o."Este nos dice que ¢ < 0 no puede ocurrir.

en el corolario (116.7, tenemos que a = 1

1

No obstante, si ¢ > ¥ _entonces 1 > — > 0, que implica y —a = —(z — a) € [0,z — a], es
c c

decir, y — a € [0,y — a] FL|0sx — a] = {0}, contrario al hecho que y — a # 0.

Todo lo anterior exhibe que™hospuede existir z # 0 tal que z € gen(z — a) N gen(y — a),
demostrando que gen(x — a)f gen(y — a) = {0}.

Paso 2: Probaremos que {vg — @@ - , v, —a} es linealmente independiente. Nuevamente por
contradiccion, supongamos que €ste conjunto es linealmente dependiente. Entonces existen
Ao, s A, € R no todos cero talesque > 1" Ai(v; — a) = 0. Considerando solamente los
escalares no nulos y renombrando de Ser_necesario, notemos que existe m < n tal que \; # 0,
Vi < m, de modo que > ;"  A\i(v; — a) £'0. Para estos escalares no nulos se tiene alguna de
las siguientes posibilidades:

)\i m )\Z ,
Caso I: \; > 0,Vi. Entonces s = Y2 2X; > 0, por lo que — >0, Viy > ") — = 1. Asf,
s s

gAi(vi—a):0:>§;%(vi—a):0:>a:§;%viea,

contradiciendo que a ¢ o y este caso no puede ocurrir.
Caso II: \; < 0,Vi. Aqui, —\; > 0,Vi y por lo visto en el ¢asé-I, esto tampoco es posible.
Caso III: Ng,- -+, Ap >0, Apy1, -+, Ay, < 0. Esta vez,

m P m
ZAi(Ui—a):O:>Z)\i(vi—a) = Z wi(vf=a), (1.16)
i=0 =0 i=p+1
donde p; = —)\i)\> 0,i=p+1,-,m. Sean s = Y7 X\ >0y 7’)\: Doimpi Mi > 0.
i . i . i m Hi
Observemos que - >0,1=0,---,p; — >0,i=p+1,--- ,m,nyzo; =)= Zi:pﬂ -
)\i m % P . .,
por lo que x := Y =,y = Zi=p+l 'u—vi € 0. Dado que los vértices en la_combinacién

lineal de x son distintos a aquellos en la combinacién lineal de y, es claro quea<£ y. Por
otro lado,

- S
=0

Zx\i(vi —a) = SZ &(vz —a)=s(z—a) € gen(z — a).

Asimismo, puede verse que > " | A\i(v; —a) = —r(y — a) € gen(y — a). Luego, por (1.16)

y debido al paso 1, s(z —a) = —r(y — a) € gen(x — a) Ngen(y — a) = {0}, lo cual implica
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s(z — @)= 0, es decir, s = 0, ya que = — a # 0. Sin embargo, teniamos que s > 0, lo cual es
contradictorio y este caso es imposible.

Ya que cada pesibilidad nos ha llevado a un absurdo, se deduce que {vy — a,--- ,v, — a}
es linealmentesindependiente. Asi, (vg,- -+ ,v,,a) es un simplejo. Finalmente, aplicando la
proposicién 14676, se concluye que ao = (vg, -+ , v, a), pues o = (vg, -+ , Up, a)\{a). [ |
Corolario 1.6.14. Sea 0 = (vy, -+ ,v,). Si a & aff(0), entonces ac es un simplejo.

Demostracién. En«iztud del lema 1.6.13, es suficiente con demostrar que (a, o) esta en

posicién general. Sean‘ayt € o, A1, Ay € (0, 1) tales que Aja+ (1 — )z = Aaa+ (1 — A2)y.

Supongamos que \; — Ng 5 0, entonces (A1 — A2)a = (1 — A)y — (1 — Ap)z, por lo que
1—>\2 11—\ 1 — Ao L= A= X

a = x, ‘con =1y como x,y € o, se sigue
VS VL W VP O VI v T RO
que a € aff(o). Esto prueba que-d.¢ aff(o) implica que A\; = Ay. Por lo tanto, (a, o) estd en
posicién general y se concluye qlie @o es un simplejo. [
Proposicién 1.6.15. Sea 0 = (vg,* #Sw) C P C R™. Si f: P — R" es una funcion tal

que
k ks :
f (Z m) = Wif(v:), YA =0, > Ai=1,
=0 i=0 =0
entonces f|o es lineal.

Demostracién. Dado que o es un simplgjo, tenemés que {v;—uvy, - - - , v —vp } es linealmente
independiente. En caso que k < m, escogemos.aig 1, 4 -4 Uy, € R™ tales que {vy—vg, -+, v —
Vo, Uks1, "+ , Uy} €s una base de R™. Definamos la trafisformacion lineal T : R™ — R™ por

T(vi —vo) = f(vi) = fvo), @ =0 s . k;
T(uw)=0,i=k+1,---,m
Con lo anterior, podemos definir f : R™ — R" dado por f(x) = ) —T (vo)+f (vo). Notemos
que —T'(vo) + f(vo) € R™ estd fijo, por lo que f es una transformaciénafin. Ademds, es fécil

ver que f(v;) = f(v;), © = 0,--- , k. Por lo anterior y ya que para‘efialquier = € o existen
Ao, -+, Ap > 0 tales que Zf:o Ni=lyz= Zf:o \iv;, entonces:

=f (Z Am) = Z Aif (i) = Z Aif(vi) = f <Z /\iUz') =),

de donde se sigue que f o = flo. Asi, f|o es la restriccion de la transformacién afin f y, por
lo tanto, es lineal. [ ]
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2. Topologia PL

2.1. Poliedros y funciones PL

Las defini¢iones y resultados de esta seccién se encuentran en el capitulo 1 de Rourke
y Sanderson (1982)434], as{ como en algunos ejercicios planteados por estos autores. Aqui se
han detallado las demostraciones con tal de justificarlas a través de la teoria que se ha desa-
rrollado y porque al"argumentar las pruebas se dieron origen a otros resultados que serviran
en proximas secciones A_sti vez, su planteamiento permitird, en la seccion 2.4, conciliar los
conceptos de poliedro y funcion PL en el sentido de [34], con las formuladas en Moise (1977)
[26], las cuales, para ciertosspropdsitos, son mas practicos de trabajar.

De ahora en adelante, consideraremos R™ con la métrica producto d, es decir, si x =

(1, xn),y = (Y1, ,yn) ERY entonces

A@0) = méx |wi - il

la cual define una norma en R™ mediante:

lafli= d(z,0) = max |z,
=1, n

)

Esta métrica induce en R" la topologfa, producte. Mas atin, es sabido que d es equivalente a
la métrica euclidiana, por lo que R"™ con/la topologia inducida por d no es mas que R™ con
la topologia usual.

En (R",d) notemos que, para a = (ay, - ,'a, )€ R" wr > 0:

V(a,r) = (a1 —rya; +7) X -+ X (aps® T, QO + 1),

B(a,r) =[a; —r,a1 +r] X -+ X [a, — rgbm+ 7]

Definicién 2.1.1. Un subconjunto P C R” es un poliedro, € para cada a € P existe
L C R™ compacto, tal que N = aL € N(a, P) es un cono. A N le llatharemos una estrella
de a en P con enlace L, en cuyo caso escribiremos N = N,(P)y L =L,(P). SiQ C P es
un poliedro, diremos que @) es un subpoliedro de P.

Observacion 2.1.2. En el contexto de la definiciéon anterior:

(1) No se esta excluyendo el caso L = (), por lo que cualquier conjunto quérconSista de un
punto es un poliedro.

(2) Sin pérdida de generalidad, siempre podemos tomar N = Bp(a,e) y L =t{z~e P :
|la — z|| = €}, para algin € > 0 adecuado.

En efecto, como L es cerrado en R™ y a ¢ L, por la proposicién 1.1.23 se sigue que d (a, L)>)0.
Puesto que aL € N(a, P), existe A abierto en P tal que a € A C aL, por lo que podeimos

hallar ¢’ > 0 tal que Bp(a,e’) C A C aL. Tomemos ¢ = min{d (a,L),e'} > 0y sea L' =
Fr(B(a,e)) N P. Tenemos que Bp(a,c) C Bp(a,e’) C aL. Mostraremos que Bp(a,c) = al/.
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Sea x gal’, digamos x = Aa+ (1 — \)l para algunos A € [ y [ € L'. Como [ € L', ocurre que
|la — l[\=#%. De este modo, |[a —z| = (1= AN)|la—1]| = (1 —=X)e < ¢, por lo que = € Bp(a,¢).
Asi, al/«€ Bp(a,e). Ahora bien, sea x € Bp(a,e). Como Bp(a,e) C alL, entonces existen
we Iyl e Letales que © = pa+ (1—p)l. Ya que a ¢ L, se tiene que ||a—1[|| > 0. Observemos

_
la = 1]

que también ge<eumple ¢ < d (a, L) < |la — ||, luego 0 < < 1. Esto nos dice que

€
y:=(1-— ) ———le€al CP.
( la— 1] H&—ZH

1—
Ademas, ||a —y|| = H l“ la — || = ¢, por lo que y € L. Tomemos A = M||a —1I|| >o0.
Debido a que x € Bp(ajg), jentonces ¢ > |la — x| = (1 — p)lja —If|, lo cual implica
1> 'u||a — 1| = A. En consecuencia, se verifica que x = (1 —X)a + Ay € al’, de-

mostrando que Bp(a,e) C al’. Por,lo tanto, Bp(a,e) = al/.

Como a € Int (B (a,e)) y dado qué\B (a,e) es compacto y convexo (ejemplo 1.3.5), de la
proposicion 1.4.8 tenemos que B (d,&) = aFr (B (a,c)) es un cono. En particular, L' =
a(Fr(B(a,e))NP) es un cono. Com@\B (a,c) es compacto en R", por el lema 1.1.26,
Fr (B (a,e)) es compacto en R™. Asimismongracias al lema 1.4.10, ya que L es compacto
en R", entonces aL es compacto ewlR". Observemos que L' C al’ = Bp(a,e) C aL C P, de
donde se sigue que L' = L' Nal =FeAB (a,2))A P Nal = Fr (B (a,e)) Nal, es decir, L' es
una interseccién de compactos en R” gde manera’que L' es compacto en R"™. Finalmente, es
claro que Bp(a,e) = al’ € N(a, P). Por lo tantey”Bp(a, ) es una estrella de a en P, como
queriamos.

(3) Del punto anterior, notemos que si Bp(a,e) es unaestrella de a en Py 0 < g1 < ¢,
entonces Bp(a,e1) también es una estrella dd a_en P.

Ejemplo 2.1.3.
(1) R™ es un poliedro.
(2) Cualquier intervalo [a,b] C R es un poliedro.

(3) H" es un poliedro.

Demostracién.

(1) Sea ¢ > 0. Para cualquier z € R", tenemos que B(z,¢) = zFr(B(x,¢)).es un cono con
Fr(B(z,¢)) compacto en R", y B(z,¢) € N(z).

(2) Notemos que [a,b] = ab = ba, el cual es un cono. Ya que {a} y {b} son comfipactos en R
por ser finitos, es claro que [a, b] es una estrella de a y b en [a, b]. Para x € (a,b) =¢Int([a, b]),
dado que [a,b] es convexo y compacto en R, por la proposicién 1.4.8 se sigue que’|asb] =
xFr([a, b]) = z{a, b}, es un cono con {a,b} compacto en R. Asi, [a,b] es una estrella de z.en
[a, b]. De este modo, se verifica que [a, b] es un poliedro.

(3) Sea x = (x1,--+ ,x,) € H". Buscamos una estrella N,(H") de x en H". Si =, > 0, dado
que Int(H") es abierto en R", existe ¢ > 0 tal que B(z,¢) C H", de modo que B(x,¢) €
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N(z,H*) y B(x,e) = zFr(B(z,¢)) es un cono con Fr(B(z,e)) compacto en R™, luego en
este cagostomamos N, (H") = B(x,e). Ahora bien, supongamos que x, = 0. Tenemos que
B(z,1) @HY € N(x,H"). Puesto que B(x,1) = zFr(B(z,1)) es un cono, se tiene que
z(Fr(B(z,1))N H") es también un cono. Gracias a que H" es cerrado en R™, obtenemos que
Fr(B(x,1)) NH"es cerrado en el compacto Fr(B(z, 1)) y, por ende, es compacto en R™. Para
concluir que NgHl") = B(z,1) NH", mostraremos que

B(z,1)NH" = z(Fr(B(z,1)) N H"). (2.1)

Sea y = (Y1, ,Yn) &B(x, 1) NH". Entonces ||z —y|| <1y y, > 0. Comoy € B(z,1) =
xFr(B(z, 1)), entonces eXisten A € [y z € Fr(B(x,1)) tales que Ax+(1—\)z = y. Escribamos
z=(z1, "+, 2n). Note quegp= (1 — \)z,, luego al ser 1 — X, y,, > 0, se sigue que z, > 0, por
lo cual z € H". Asi, z € Fr(B@@;1))NH" y y € z(Fr(B(z,1))NH"). Por ende, B(z, 1)NH" C
xz(Fr(B(z,1)) NH™). Para verificarla otra contencion, sea y € x(Fr(B(z, 1)) NH"). Entonces
existen A € I 'y z € Fr(B(x,1)) H" tales que y = Az + (1 — A)z. Como z,z € B(x,1)NH" y
y € [z, z], por la convexidad de B{Zz, 3N H" se sigue que y € B(x,1) NH". En consecuencia,
z(Fr(B(z,1)) NH") C B(z,1) N H™#Asi, obtenemos (2.17) y N,(H") = B(z,1) N H".

Por lo tanto, para cada = € H" existe alguna N, (H"), luego H" es un poliedro.

[
Proposicion 2.1.4. Sean Py, --- [ ByC R™ poliedros. Se cumple que:
(1) P=—, P es un poliedro.
(2) Si Py,---, P, son cerrados en R™ "emtonces \J_)P; es un poliedro.
Demostracion.
(1) Sea p € P. Entonces para cada i € {1,--*,n}, existe’sg> 0 tal que Bp,(p,¢;) es una

estrella de p en P;. Tomemos e = min &; > 0, de donde se sigue que N)(P;) = Bp,(p,¢) es

i=1,n
una estrella con enlace L (P;) = Fr(B(p,e)) NP, i = 1,--- ,n. Dado que L}(F;) es compacto

en R™ para Vi, tenemos que (), L;(Pi) es compacto en R™. N6 obstante,

ﬂ Ly(P;) = Fr(B(p,€)) N (ﬂ Pz) = Fr(B(p,e)) N P C Fe(B(p,g)),

por lo anterior y ya que B(p, ) = pFr(B(p,€)) es un cono, se tiene que p(Fi(Blp,£)) N P) =
Bp(p,e) es un cono. Ademds, como Bp(p,e) € N(p, P), se concluye que Bg(p,e) es una
estrella de p en P. Por lo tanto, P es un poliedro.

(2) Sea P =J;_, P,yseap € P.Paracadai € {1,--- ,n}, tomemos ¢; de la siguiente forma:
si p € P;, entonces sea ¢; > 0 tal que se tenga la estrella N;;(Pi) = Bp,(p,e;). Sip ¢ By, ya
que P; es cerrado, podemos tomar ¢; = d(p, P;) > 0. Dado lo anterior, sea 0 < ¢ < mifl &;.

=1,

Mostraremos que N = Bp(p,e) es una estrella de p en P. Es claro que N € N (p, P). Sea
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i€ {1l ,n}. Sip€ P, como ¢ < g; se sigue que Bp,(p,e) = pL; es una estrella de p en P;,
con Li=Fr(B(p,e)) N P,. Por su parte, cuando p ¢ P;, se verifica que B(p,e) N P; = (). Asi,

N="J) Bweanr)= |J Bapo= |J pLi=p| U L
}

ie{l, & m} ie{l,---,n} i€{l,---,n ie{l,---,n}

peER; peEP; pEP; peEP;
Sea L = U L Observe que L es compacto en R™ por ser una unién finita de compactos
ie{l,---,n}
pPEP;

en R™. Ademas, L C Fr(B(p,¢)), luego Bp(p,e) = pL es un cono. Por lo tanto, N,(P) =
Bp(p, ). De este modo, cercluimos que P es un poliedro en R™.

Proposicion 2.1.5. Sean Py C(R"%y P, C R™ poliedros. Entonces Py X Py C R"™™™ es un
poliedro.

Demostracién. Sea (a;,ay) € Py x PyyExisten 1,69 > 0 tales que se tienen las estre-
llas Bpl(al,gl) = CL1L1 y sz(ag,gg) = CLQLQ, con L1 = FI'Rn (B (al,gl)) N P1 y L2 =
Frgm (B (ag,€2)) N P> compactos. Sea L\= (L X azly) U (a1Ly x Ls). Gracias a la pro-
posicién 1.4.4, se cumple que a1 X agLs =Aarpas) L.

Mostraremos que N = (ay,a9)L es”una-estrellasde (ai,a2) en P, X Pp. Dado que a;L; €
N(a;, P), i = 1,2, entonces N = apli X asLa& AN ((a1,as), L x P). Como L; C R" y
L, C R™ son compactos, por el lema 1:4.10 se fiene_que a1y C R" y asls C R™ son
compactos. En consecuencia, L X asLy ¥ aslq1 X LySon compactos en R vy, asi, L es
compacto en R™*™. Para concluir que N(gpap(P1 X #2))= N, falta exhibir que N es un
cono. Denotemos B; = B(a;,¢;), i = 1,2. Puesto que By R" y By C R™ son compactos
y convexos, recordando que el producto cartesiano de uwns/nuimero finito de compactos es
compacto, asi como el lema 1.3.4, se sigue que By X By es dompacto y convexo en R Ya
que By x By € N((ay,a2), PL X P,), entonces (ai,as) € Intgusm (By X Bs). De este modo,
por la proposicién 1.4.8, se tiene el cono (ay, as) Frga+m (By x Byt Por (1.1) y (1.4):

Frgnim (Bi X Bs) = (Frgn (B1) x B2) U (By x Frgm (By))
= FI‘]Rn-‘rm (Bl X B2) N (P1 X Pg) = ((FI'Rn (Bl) M Pl) X (B2 N P2)) U ((Bl n Pl) % (FI'Rm (B2) N Pg))
= (L1 X CLQLQ) U (a1L1 X Lg) = L.

Asi, tenemos que (aj,as) L es un cono, porque L C Frgnim (B (a1,¢1) X B@g, 2)). Por lo
tanto, N(a, a0)(P1 X P) = (a1, a2)L. Como esto es valido para cualquier (aigag)ic Py x P,
obtenemos que P, X P, es un poliedro. [

Ejemplo 2.1.6 (Cubo). Sea a = (ay,--- ,a,) € R". Entonces B(a,e) = [a; — €lay % €] X

- X |ap — €,a, + €] es un poliedro en R", al cual llamaremos cubo. Esto es debidola la
proposicién 2.1.5, pues vimos que [a; — €, a; + €| es un poliedro en R, i = 1,--- ,n (ejemplo
2.1.3). Una cara de B(a,¢) se obtiene reemplazando cada factor [a; — ¢, a; + €] ya sea por si
mismo o por {a; — e} o {a; + ¢} y, de nuevo por la proposicién 2.1.5, las caras son también
poliedros, los cuales son compactos en R™ porque cada factor es compacto en R. Usando
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(1.1), pdede probarse que Fr(B(a,¢)) es una unioén finita de caras de B(a, <), las cuales son
cerradag.en R", luego por la proposicién 2.1.4 obtenemos que Fr(B(a,¢)) es un poliedro. A
estas caras que conforman Fr(B(a,¢)) les llamaremos caras frontera del cubo.

Lema 2.1.7. Sean ACR™, BCR" y f: A — B un homeomorfismo lineal. Si P C A es
un poliedro de'R™, entonces f(P) es un poliedro de R™.

Demostracién. $Sea. P C A un poliedro. Sea y € f(P). Entonces existe x € P tal que
y = f(z). Ademds, como P es un poliedro, se tiene una estrella N,.(P) = xzL,(P) de x
en P. Como zL,(P)%s an_cono y f es una inyeccién lineal, obtenemos que f(zL,(P)) =
f(x)f(Ly(P)) = yf(Du(P)) es un cono (proposicién 1.4.7). Asimismo, ya que L,(P) es
compacto y f es continuajemtonces f(L,(P)) es compacto. Dado que f es un homeomorfismo,
la restricciéon f : P — f(P) también es un homeomorfismo, y como N,(P) € N(z, P), se
sigue que f(N.(P)) € N(y,f(P))s Lo anterior nos dice que f(N,(P)) es una estrella de y
en f(P). Como esto es vélido paxa todo y € f(P), concluimos que f(P) es un poliedro. W

Corolario 2.1.8. Cualquier subespagio vectorial de R™ es un poliedro.

Demostracion. Si V' C R” es un sibespacio vectorial de dimensién m, entonces V es
isomorfo a R™. Como R™ es un poliedrogelresultado se sigue del lema 2.1.7. [

Definicién 2.1.9. Sea f : P — @-uma funcion entre poliedros. Sea a € P y alL un cono.
Diremos que f es conica en al, si‘paracada‘@€ L y A € I se cumple que

fQa+ (1=XNa)=Af (@) +(L— ) f (z).

La funciéon f: P — @ es PL, si es continua_y, cada<punto a € P tiene una estrella N tal
que f es cénica en N.

Observaciéon 2.1.10. En el contexto de la definicién anterior) supongamos que al’ C N =
al es un cono. Sean x € L', \,u > 0, A+ p = 1. Como'z e L' C al’ C al, existen
a, >0, a+ 8 =1yy € L tales que z = aa + [y, entonces)por ser f conica en al.,

f(@) = f(aa+By) = af () + Bf(y).
Ademads, \a + pxr = (A + pa) a + pBy con A+ po, puf >0y (A + e £ uf = 1, luego

fQa+pz) = f (A pa)a+ pby) = A+ pa) f(a) +pBf (y) = Af (@) + pf(2).
Por lo tanto, si f es cénica en N y al’ C N, entonces f también es conicaen al’.

Proposiciéon 2.1.11. Sea f : V — W una transformacion afin entre subespaciosvectoriales.
Entonces f es PL.

Demostraciéon. Dado que V' y W son subespacios vectoriales, por el corolario 2.1.8%efiamos
que éstos son poliedros. Por la proposicion 1.2.14, sabemos que f es continua. Sea &V .
Ya que V' es un poliedro, existe N, (V) = xzL,(V). Sean A € I yl € L,(V). Como f es=ina
transformacion afin, entonces f(Az + (1 — A)l) = Af(z) 4+ (1 — X) f(1). Por ende, f es cénica
en N,(V), lo cual demuestra que f es PL. |
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Lema_2.1.12. Sea f : P — @ wuna funcion PL. St R es un subpoliedro de P, entonces
fIR: R="Q es una funcion PL.

Demostracién. Sea x € R. Ya que f es continua, entonces f|R es continua, la cual es una
funcion entre poliedros. Como R C Py f es PL, entonces existe €; > 0 tal que f es cénica
en Bp(x,e1). Pot otro lado, ya que R es un poliedro, existe 5 > 0 tal que Bg(x,e2) es una
estrella de = en"ReTomando € = min {e, 2}, tenemos que Br(z, ) es una estrella de = en
R. Ademas, como Bg(x,c) C Bp(x,e1) y f es conica en Bp(z,e1), se sigue que f es conica
en Br(x,¢) (observacién 2.1.10). Lo anterior demuestra que f|R es PL. |

Teorema 2.1.13.
(1) Si f:P—Q yg: Q& R son funciones PL, entonces go f es PL.
(2) Sif:P—=Qyg:R— S son funciones PL, entonces f X g es PL.

Demostracidn.

(1) Como f y g son continuas, enton€es*g o f es continua. Sea a € P. Ya que f es PL, para
a € P existe una estrella Bp(a,d;) en la'eual f es cénica. Asimismo, debido a que g es PL y
f(a) € Q, existe una estrella Bg(f(a), e)wensla cual g es cénica. Como f es continua, existe
d2 > 0 tal que f(Bp(a,d2)) C Be(f(a),e). Sea § = min{d;,d2}. Entonces Bp(a,d) es una
estrella de a en P, en la cual f eséedtica y tal que f (Bp(a,d)) C Bo(f(a),e). Sean Ly L'
las bases de los conos Bp(a,d) y Bo(f(a), <), TeSpectivamente. Sean A\, pp > 0, A+ pu =1y
x € L. Puesto que [ es conica en Bp(a,0), tenermos

fa+ p2) 2N f (a)$1uf (x) (2.2)

y como f(z) € f(Bp(a,d)) C Bg(f(a),e), entonces existen o, 5 > 0, a+ 5 =1y y e L'

tales que f (z) = af (a) + By, por lo que Af (a)'+ pf (x) =AX¢ pa) f(a) +pBy € fla)L' =
Bg(f(a),e). Luego, ya que g es conica en Bg(f(a),e):

g(Af(a)+pf () =g((A+pa) f(a) + pBy) = (A + pa)glf (a) + 1By (y)
=g (f(a)) + p(ag(f(a)) + By (y))
=g (f(a) + pg(af (a) + By) = Ag (f (a)) Fpy (f (x)).  (23)
Asi,

(2.2)

(90 f) Na+ pz) = g (f (a+ p2)) = g F (0) + f (2)) 2 2g (f (@) #pal f ().
lo cual nos dice que g o f es cénica en Bp(a,d). Por lo tanto, g o f es PL.

(2) Por la proposicién 2.1.5, sabemos que P x Ry @ x S son poliedros. Ademas, gracias
a que f y g son continuas, es claro que f X g es continua. Sea (aj,a2) € P x R..Como
f v g son PL, existen estrellas Bp(ay,e1) = a1Ly y Br(ag,e2) = agly donde f yfgres
conica, respectivamente. Por lo mostrado en la proposicién 2.1.5, a1 Ly X asLs = (a1, a2) L,
con L = (L1 X agls) U (a1L1 X L), es una estrella de (aj,a3) en P x R. Entonces para
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cualesguiera (x,y) € L, A, u > 0, \+p = 1, tenemos que Aaj +px € a1 Ly y Aas+py € asLo,
por lo‘cual

(< g) (Mar,a2) + p(z,y)) = (f Ay + pz), g (Aag + py))
= (A\f (a1) + pf (x), Ag (az) + ng (v))

= A(f xg) (a1, a2) + p(f x g) (2,y).
En consecuencia, fiX g es conica en (aq,ay) L. Por lo tanto, f x g es PL.

Proposicion 2.1.14. Sean’P C R" y QQ C R™ poliedros. Una funcion continua f: P — Q
es PL siy sdlo si T'(f) = {(z,f(x)) € R*™™ : 2 € P} es un poliedro.

Demostracién. =) Supongamos que f es PL. Sea (z, f(z)) € I'(f). Por definicién de
funcién PL, existe N,(P) = xL ewna.cual f es cénica. Usando el lema 1.1.32, T': P — T'(f)
es un homeomorfismo y, en partiéular, tenemos que I' : P — R"'™ es continua. Puesto
que L es compacto en R" y L C P{ entonces I'(L) es compacto en R"*™. Debido a que
xL C P, entonces I'(zL) C T'(P). Por otro lado, L € N(z,P) y como I : P — T'(f) es
un homeomorfismo, I'(zL) € N(I'(z), ()= N((z, f(z)),[(f)). Sin embargo, recordando
que f es conica en xL, es facil ¥er que I'(zL).= (z, f(x))I'(L). Ademds, se verifica que
M = (x, f(x))['(L) es un cono porque =L es un cono. En consecuencia, M es una estrella
de (z, f(z)) en T'(f), lo cual demuestfa, gque I'(f) es un poliedro en R"*™.

<) Supongamos que I'(f) es un poliedro ensR" ™. Sea x € P. Entonces (z, f(z)) € T'(f),
por lo que existe N r)(I'(f)) = (z, f@))k. Tenemos que L C I'(f). Ademds, notemos
que, para cualesquiera A € I 'y y € P tal que (#, f(y) )€ L:

Az, f(x)) + (1= Ny, f(y) € (z, fl@))L CT(f),

lo cual implica
A, f(2)) + (L= Ny, f(y)) = (2, f(A)s

para algiin z € P, pero entonces

Az + (1= ANy, Af(z) + (1= A fy) = (2, f(2)

de donde se sigue que

z=Xxr+(1=Ny, AMf(2) + A =Nf(y) = f(z) = fAz + (1 = Ny (2.4)

Consideremos la funcién proyeccién p : R — R™. Mostraremos que M = xp(L).es una

estrella de z en Py, dado que p(L) = {p(y, f(v)) : (v, f(y)) € L} ={y € P: (y, f(w)).€ L},
por (2.4) se seguird que f es cénica en M.

Como L es compacto en R"™™ y p es continua, p(L) es compacto en R™. Por el lema 1.9+32,
p|['(f) es inyectiva, por lo que p es inyectiva en el cono (x, f(x))L y, ya que p es una transfor-
macioén lineal, de la proposicién 1.4.7 obtenemos que p((z, f(z))L) = p(x, f(z))p(L) = xp(L)
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es un cofio. Por otro lado, (z, f(z))L € N((z, f(x)),T(f)) y debido a que p|T'(f) es un homeo-
morfismos(ver lema 1.1.32), entonces zp(L) = p((x, f(z))L) € N(p(x, f(z)), P) = N(z, P).
Por endey M, (P) = zp(L) y f es cénica en M,(P). Como esto se cumple para cualquier
x € P, se €oneluye que f es PL.

Proposicién 2.1°135. Sea f: P — @) una funcion PL. Si f es un homeomorfismo, entonces
f=t también es PIL\

Demostracién. Tenemos que f~1 : Q — P es continua ya que f es un homeomorfismo.
Sea ¢ € Q. Sea p = f~{g)€e P. Como f: P — Q es PL, existe € > 0 tal que f es cénica
en Bp(p,e). Debido a que f~'les continua, existe &; > 0 tal que f~!(Bg(q,d1)) C Bp(p,e).
Dado que @) es un poliedro, existe §, > 0 para el cual Bg(q, d2) es una estrella de ¢. Tomando
d = min{dy, 2} > 0, tenemos fuesf ' (Bg(q,0)) C Bp(p,) y Bg(q,d) es una estrella de q.
Veamos que f~! es cénica en Bofd;d). Sean x € @ tal que ||z —g|| = y A € I. Entonces
r#qy ||f 1 (z) —p| <e. Por la iyectividad de =1, tenemos que || f~!(z) — p|| > 0. Como
f es conica en Bp(p,¢), se sigue quedf €5 coénica en Bp(p, ||f~(z) — pl||) € Bp(p,¢), luego

FOSF @+ @ =XNf (@) =LQp+ 1 =Nf"(2) =X+ (1 - Nz,

lo cual implica

M) + =N @y=l T O g - M)
Por lo tanto, f~! es cdnica en Bg(q, ). BSterdemuestra_que f~' es PL. [

Proposicién 2.1.16. Sea P = |J_, P, C R" atna uniwfinita de poliedros cerrados. Si Q
es un poliedro y f : P — @ es una funcion tal que f|P;~€s#PL, para cada i € {1,--- ,n},
entonces f es PL.

Demostracion. Dado que P;,---, P, son poliedros cerrados-en R™, por la proposicién
2.1.4, P es un poliedro en R™. Ademads, para cada i, se tiene que™F;,.C P, de modo que
P; es cerrado en P. Asimismo, para cada i, ya que f|P; es PL, entences f|P; es continua.
Denotemos f; := f|P;, Vi. Es claro que f esté definido por partes a partir de las funciones f;
y fil(P;N P;) = f;|(P;N P;) para cualesquiera i, j € {1,---,n}. Asi, por el lema del pegado,
obtenemos que f es continua.

Ahora bien, sea x € P. En la demostracion de la proposicion 2.1.4, vimos que.eXiste g > 0
tal que Bp(x,&g) es una estrella de x en Py B(x,e0)NP; = (), para todo i tal que ¢ P;. Para
cada i tal que x € P;, como f; es PL, entonces existe ¢; > 0 tal que Bp,(z, €;) es una.estrella de
x en P; en la cual f; es conica. Denotando Py := P, sea e = iE{Iglinn} g; > 0. Para cada 3 tal que
zEP;
x € P, es claro que Bp,(x,¢) = x(Fr(B(x,¢)) N P;) es una estrella de x en P;, en la cualff; es
cénica. También Bp(x,ec) = xL es una estrella de z en P, donde L = Fr(B(z,¢))NP. Por 6tro
lado, como € < g, para cada i tal que x ¢ P;, se cumple que B(x,e)NP; C B(x,e0)NP; =0,
es decir, B(z,e) N P; = ; de esta forma, ya que Fr(B(z,¢)) N P; C B(x,¢) N P;, entonces
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Fr(B(x€))N P, = . Por ende, L = U (Fr(B(x,€)) N P;). Veamos que f es conica en L.

i€{1,-:-,n}
TzeP;

Sean A € [ y | € L. Tenemos que existe i € {1,--- ,n} tal que z € P; y | € Fr(B(z,¢)) N P,.
Entonces \a#%(1—\)l € Bp,(x,e) C P,y como f; es cénica en Bp,(x,¢) = x(Fr(B(x,e))NF;),
tenemos que

fOz + (1L =M= fi(Ax + (1L = N)) = Mi(x) + (L= N fi(l) = Af(x) + (1 = A) f(D).
Asi, f es cénica en TL# Ya que lo anterior es valido Vo € P, concluimos que f es PL. [ |

Proposicién 2.1.17. Toedoyn-simplejo es un poliedro compacto.

Demostracion. Ya vimos ‘en’la proposicion 1.6.9 que todo n-simplejo es compacto. Un 0-
simplejo es trivialmente un poliedro. Supongamos que n € N. Mostraremos primero que p"
es un poliedro. En el ejemplo 2.4.3 yimos que H,, := H" es un poliedro y en la proposicion
1.6.9 se vio que p" = (., H;, dondécada H; es la imagen de H" bajo un homeomorfismo
lineal y entonces el lema 2.1.7 afirm@ gue H; es un poliedro. Debido a la proposicién 2.1.4,
obtenemos que p™ es un poliedro, ya que es una interseccién finita de poliedros.

Para el caso general, sea ¢ un n-simplejo==Debido al lema 1.6.8, existe un homeomorfismo
lineal h : R™ — aff(c™) tal que h(p?) = 0. Gracias a que p" es un poliedro, el lema 2.1.7
nos permite concluir que ¢” es unoliedro. [ |

Lema 2.1.18. Sea f : R" — R™ una transformdcion afin. Para cualquier k-simplejo o =
(vo, -+ ,vk) CR", sik €{0,1} o f es inyectiva en ‘affte)s entonces f(o) = (f(vo), -, f(vg))
es un simplejo. En general, f(o) es un poliedro compacto en R™.

Demostracién. Sea o = (v, ...,v) C R".Si 0 = (vy); eéntonces f(o) = (f(vy)), el cual
es un simplejo. Si o = (vg,v1), entonces f(v1)y f(vy) sofLafinmente independientes siem-
pre que f(v1) # f(vg), en cuyo caso (f(vg), f(v1)) es un simplejo. Ademds, por ser f una
transformacion afin, f((1 —t)vg+tv1) = (1 —1t) f(vo) +tf(v1), ¥t 0, de donde se sigue que
f(o) = (f(vo), f(v1)). No obstante, si f(v1) = f(vg), aun se cumple que f(o) = (f(vg)) es

un simplejo.

Ahora, supongamos que f es inyectiva en aff(c). Veamos que f(vp), - ¢ 5J(vx) son afinmente
independientes. Sean A;, i; € R tales que Zf:o No=1= Zf:o ;. Como % es una trans-
formacion afin inyectiva, Zf:o Nif(v;) = Z?:o ;i f (v;) implica Zf:o v = Zf:o L4V, Pe-
ro, Zf:o i, Zf:o piv; € aff(o) y como vy, - -+ , v, son afinmente independientes, entonces
\i = i, parai =0, -+, n. Esto demuestra que f(vg),--- , f(vg) son afinmente independien-
tesy (f(vo), ..., f(vg)) es un simplejo. Por otro lado, sean \; > 0, tales que Z?:o Ay= 1. De

mevo, f (g Awi) = S Af (1) ¥ de aau, es claro que £ (9) = (£(wo). -+ . F(§)).
En los casos previos, por la proposicién 2.1.17, f(o) es un poliedro por ser un simpléjo.

Supongamos en esta parte que f no es inyectiva en aff(o) y que k£ > 2. Dado que f es™ina
transformacién afin, existen una transformacién lineal 7' : R® — R™ y a € R™ tales que
f(z) =T(x)+a, Yx € R"™. Por la proposicién 1.6.2, aff(c) = vy + gen(vy — vo, - -+ , v —09) ¥
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debido.a’la proposicién 1.2.14, tenemos que 7" no es inyectiva en gen(v; — vg, « -+ , vk — Up), lo
cual quieré decir que {T'(vy — vg), -+, T(vg —vo)} = {11 — To,- -+ , Tr — To} es linealmente
dependienite) donde estamos denotando T'(v;) := T;, Vi. De este modo, existen ¢, -+ , ¢, € R
no todos cero’tales que Zle ¢i(T; — Tp) = 0. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir
que c¢; # 0. En_consecuencia,

k
i G
ST Y e -T) = Ti= (143 2 = 3 =3,
siendod0:1+2f:22ydi:—& 1=2,--- k. Notequezi#dizl. De esta forma,
C1 C1

Tl—f—a—Zd (T; + a) = f(v1) devl (2.5)

i£ i#1

Mostraremos que f(o) = f(00).Tememos que do C o, luego f(do) C f(o). Reciprocamente,
sea z € f(0). Entonces existe x € @\tal que z = f(z). Si € Jo, tenemos que z = f(z) €
f(0o). En caso contrario, z € ¢° ypor el corolario 1.6.11, z = Zf:o A\v; para algunos

Aoy -+, Ax > 0 tales que Zf:o Ai = 1. Asi)usando (2.5) y que f es una transformacién afin,
= NS (i) + M f (o) 2N f () + MY dif(0) = (A + Madi) f (i),
i#1 i1 1#1 i#1

pero > ., d; = 1, por lo cual f(z)'="f (Zi;él()\i +)\1di)vi>. Note que y = >, (A +
Ad;)v; € aff(o). Ademads, y = (Ao + A\1do)vg#0- vy +Zf:2()\i+)\1di)vi y, dada la unicidad de
las combinaciones afines de vy, - - - , v por gér)éstos affnmente independientes, como A; # 0
se sigue que x # y. Observemos que z,y € [73) N aff(¢). No obstante,

) ={weR": f(w) =2} ={weR": T(wysz—a} =T (2 —a).

Recordando que en toda transformacion lineal las fibras sonstrasladados del nitcleo y el
niicleo es un subespacio vectorial del dominio, es claro que f~%(3) es un subespacio afin en
R". Ya que también aff(c) es un subespacio afin de R" y f~!(z) @-aff(s) # (), obtenemos
que f~!(z) Naff(c) es un subespacio afin de R™. Puesto que z,y €f7(z) Naff(o) y = # v,
por la proposicién 1.3.8 se tiene que R(z,y) C f~'(z) N aff(c). Gracias a que € 0° y
y € aff(c) — {z}, por el corolario 1.6.11 existe w € R(z,y) Ndo y como Rlz,y) C f~1(2),
obtenemos que w € f1(z) N do, luego z = f(w) € f(do). Al ser estowalido Vz € f(o),
tenemos que f(o) C f(do).

En resumen, hemos mostrado que, para cualquier k-simplejo o con k > 2, f(g) = f(do).
Con esto en mente, para cualquier k-simplejo o con k < n, concluiremos que( f(&) es un
poliedro compacto. Por induccién sobre k. Ya hemos probado el caso k € {0,1}. Ahora, para
cierto 1 < k < n, supongamos que el resultado se cumple y veamos que también es’valido

para k+ 1. Sea 0 = (vg, -+ ,Ugs1). Ya que k + 1 > 2, sabemos que
k1 k+1
f(0)=f(30):f<Ua\vl> U stere)
i=0
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Pero para cada i, o\(v;) es un k-simplejo y, por hipétesis de induccién, f(o\(v;)) es un
poliedro_eémpacto. De esta forma, f(o) es una unién finita de poliedros compactos en R™,
cada une“dejlos cuales son cerrados en R™. Aplicando la proposicién 2.1.4, resulta que f(o)
es un poliédre’ compacto en R™. Esto concluye la demostracion por induccion. [

Teorema 2.1.19% Un poliedro compacto no vacio es una union finita de simplejos.

Demostracion. Prgeederemos a realizar la demostracién por induccion sobre la dimensiéon
de la envolvente afiir d¢* poliedros compactos no vacios. Sea P # () un poliedro compacto en
R™ con dim(aff(P)) =(0, lentonces aff(P) = {x} para algin z € R™, pero como P C {z} y
P # (), se sigue que P = 4}, el cual es un simplejo.

Ahora bien, para algin n >0, supongamos que cualquier poliedro compacto, cuya envolvente
afin sea de dimension n, es una union finita de simplejos y veamos que esto también es cierto
para n+ 1. Sea P # () un poliddrorcompacto con dim(aff(P)) = n+ 1. Sea p € P. Dado que
p € aff(P), por el teorema 1.2.2'pedemos escribir aff(P) = p + S para algin subespacio S
de R™. Como dim(S) = n + 1, exidfé,iin isomorfismo 7' : S — R™*!. Ya que las traslaciones
son homeomorfismos lineales, por el lénta 2.1.7 tenemos que P —p:={x —p:x € P} C S
es un poliedro. Puesto que T' es una transformacion lineal inyectiva, del mismo resultado se
sigue que T(P — p) es un poliedro en R&LLSi T(P — p) es una unién finita de simplejos,
digamos T'(P —p) = Ule A;, defipiéndo la transformacién afin inyectiva f : R*** — R™ por
f(x) =T (z) + p, Vo € R""! usand®’ el lema2.1.18 obtenemos que f(A;) es un simplejo,
para i = 1,--- , k. Ademads, puede vefsé que P = Ule f(A;), por lo que tendremos que P
serd una union finita de simplejos.

Debido a lo anterior podemos asumir, sin pérdida dé¢ generalidad, que P C R**!. Sea a € P.
Existe € > 0 tal que Bp(a,e) = aL es una estrella dea’en P, con L = Fr(B(a,e)) N P. Sea
F una cara frontera del cubo B(a,¢). Asumiénde que LN # (), como LN F C F, entonces
aff(LNF) C aff(F), luego del ejemplo 1.2.8, dim(aff(LN FY)Qel.dim(aff(F')) = (n+1)—1 =n.
En el ejemplo 2.1.6 mostramos que F' C Fr(B(a,¢)) y vimo$ que F' es un poliedro compacto.
Puesto que P también es un poliedro compacto, por la proposicién. 2.1.4, se tiene que LNF =
Fr(B(a,e))NPNF = FNP es un poliedro compacto. Asi, por hipétesis de induccién, LN F
es una unién finita de simplejos, lo cual es vélido para cualquier cara, frontera F' de B(a,¢)
tal que LN F # (). Ahora, sabemos que Fr(B(a,¢)) es la unién de todas las caras frontera F’
de B(a,¢) y dado que L C Fr(B(a,¢)):

L=LNFr(B(a,e))=LN U F|= U (ENVE),
F caraB frontera de F CaraB frontera de

de donde es claro que L es una unioén finita de simplejos, digamos, L = Ule A; 5 Puesto
que aL es un cono y A; C L, para i = 1,--- k, entonces aA; es un cono, luego((aj A;)
estd en posicién general y, por el lema 1.6.13, aA; es un simplejo, para ¢ = 1,--- k. En
consecuencia, al, = Ule aA; es una unién finita de simplejos. Esto muestra que, para cada
a € P existe N,(P), el cual es una unién finita de simplejos. Como también para cada
a € P existe un abierto V, € N(a, P) tal que V, C N,(P), entonces {V, }.cp es una cubierta
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abiertasde P y como P es compacto, existen ay,--- ,a, € P tales que P = |J;_, Vj,. Pero

Vi, C Wae(P), donde esta estrella es una unién finita de simplejos, para i = 1,--- , 7, por lo
que P =dJy, N,,(P). Por lo tanto, P es una unién finita de simplejos. Asi, por induccién,
se muestra loefdeseado. [ |

Corolario 2.1420. Sea P un poliedro compacto en R", Q) un poliedro en R™ y f : P — Q)
una funcion PLy emtonces existe una descomposicion finita de P en simplejos, P = J;_, A;,
tal que f|A; es lineal para cada 1.

Demostracién. Com6 ft P — @ es PL, por la proposicién 2.1.14 tenemos que I'(f)
es un poliedro en R™ .Considerando la funcién proyeccién p : R**™ — R" en el lema
1.1.32 vimos que I' : P =_F(f) es un homeomorfismo con I'"! = p|T'(f). En particular,
[': P — R"™™ es continua y~dado que P es compacto, entonces I'(P) es compacto en R" ™.
Asi, T'(P) # () es un poliedro compacto en R"*™ y por el teorema 2.1.19, existen By, - , By
simplejos tales que I'(P) = U;_, B;, luego

s

P=T"Y(T(P)) =7 (U Bz) =Ur ) =Ur(B). (2.6)

=1

Puesto que p es una transformaciéon lineal, ésta es una transformacién afin y como B;
es un simplejo para cada i = 1,/-. s, aplieando el lema 2.1.18, p(B;) es un poliedro
compacto en R"™, luego del teorema”2.1.19 obtenemos que p(B;) es una unién finita de
simplejos, Vi = 1,---,s. Por lo anterior y debide a (2.6), tenemos que P es una unién
finita de simplejos, digamos, P = (Ji1;4;, donde' para cada ¢ € {1,---,r} existe un
Jj e {1,---,s} tal que A; C p(B;). Fijemos ¢ y §. Como B; C I'(f), podemos escribir
B; = ((bo, f(bo)),- -, (bk, f(bg))) para algunos. b, - - -#by)e P. Observemos que, como p es
una transformacién lineal, se sigue que p(B,)_= conv(bpg=~: ,bx). Sean Ay, -+, A\ > 0 con
S oA =1, entonces S5 Mi(by, f(br)) € By, pero ya quesByC T'(f), existe z € P tal que

k

(z, f(x)) = Z)\t(bta f(be)) = <Z Atbe, Z)\tf(bt)) ;

1=0
y esto nos permite deducir que f <Zf:0 )\tbt> = Zf:o Aef(b). Dado quie A; C p(B;), escri-

biendo A; = (ag,- - ,a;), se verifica que f (Z;:o ,upap> = z;:o tpf(ap), para cualesquiera

tp > 0 con Zi;:o p, = 1. Por ende, usando la proposicién 1.6.15, se sigue que™f|A; es lineal.
Dado que lo anterior se cumple para todo ¢, esto concluye la demostracion. [ |

La imagen de un poliedro no compacto bajo una inyeccién PL no necesariainente es un
poliedro. Por ejemplo, consideremos A = (0,1) x (0,1) x {0} y B = [(1, %) , (2, %)} x {1}.
Tanto A como B son poliedros por ser productos cartesianos de poliedros (proposicion2.1.5).
Ademés, CI(A)NB = (). Sea P = AUB. Observe que P no es compacto porque no es certado
en R3. Como A es un poliedro, para cada a € A podemos hallar un ¢ > 0 tal que B(a,<") es
una estrella de a en A. Es més, ya que a ¢ B y B es cerrado, es posible encontrar € < £ tal

que B(a,e)N B = (), de modo que Bp(a,s) = Ba(a,¢), luego Bp(a, ) es una estrella de a en
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P por estar contenido en la estrella By(a,’). Similarmente, puesto que B es un poliedro y
Cl(A)'‘eseérrado, para cada b € B existe un € > 0 tal que Bp(b,e) = Bp(b, ¢) es una estrella
de b en B. Esto prueba que P es un poliedro.

Sea p : R® < IR? la proyeccién dada por p(z,y,2) = (x,y). Ya que P es un subpoliedro de R3
y como p es tma_transformacion lineal, de la proposicién 2.1.11 y el lema 2.1.12, obtenemos
que f := p|P :(Pv= R? es PL. También, note que f es inyectiva. Sin embargo, f(P) no es
un poliedro, debido a _que no es posible hallar una vecindad cénica de (1, %) € f(P) en P.
Esto se debe a quey si existiera tal vecindad cénica, podriamos escoger £ > 0 de modo que
Bipy((1,3),e) = (1,4)d con L = Fr(B((1,3).¢)) N f(P) compacto. De hecho, es posible
escoger ¢ tal que Fr(B({d,3),)) interseque a [(1,0), (1,1)] en dos puntos, pero esto implica
que L no es cerrado y, porende, no puede ser compacto (figura 6).
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Figura 6: Un poliedro P no compactoy una inyeécion PL f cuya imagen no es un poliedro.

Lo anterior nos dice que debemos tener cuidade,al definir encajes PL.

Definicién 2.1.21. Diremos que una funcién PL f: P <.0.es un encaje PL, si f (P) es
un subpoliedro de Q y f: P — f (P) es un homeomorfismé.

Teorema 2.1.22. La imagen de un poliedro compacto bajo wna funcion PL es un poliedro
compacto.

Demostracion. Sean P C R", () C R™ poliedros, con P compaetopy f : P — () una
funcion PL. Por el corolario 2.1.20, existen Ay, --- , A, simplejos tales qué P = U[_, A; v f|A;
es lineal para cada . De esta forma, para cada 7 existe una transformacion afin, f; : R* — R™
tal que f;|A; = f|A;, pero debido al lema 2.1.18 f(A;) = fi(A4;) es un poliedre, compacto en
R™ y, por ende, es cerrado en R™. Asi, por la proposicién 2.1.4, f(P) = [, 4(A;) es un
poliedro compacto por ser una unién finita de poliedros compactos. [ |

En consecuencia, toda inyeccién PL cuyo dominio sea un poliedro compagtoyjes un
encaje PL.
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2.2. /Funciones simpliciales

La+definicion de funcion simplicial se encuentra en el capitulo 4 de Singer y Thorpe
(1967) [37]. Asimismo, para desarrollar esta seccién se consulté el capitulo 5 de Lee (2000)
[19] y algunog_ cementarios en el capitulo 2 de Rourke y Sanderson [34].

Definicién 2.2.1¢ Sea f : 0 — 7 una funcién entre simplejos. Escribiendo o = (vg, - -+ ,v,),
diremos que f es‘simplicial si:

(1) Para cada v; € ¥€rt(o), f(v;) € vert(r).
(2) Para cada z = Y ANv; € o, f(z) =d 0 g Nif (vs).

Observacion 2.2.2. En él@06ntexto de la definicién previa, como f(v;) € vert(r), entonces

- {an Af (i) 0 N > o,w,i& = 1} <
=0 =0

Ademés, esto exhibe que si f : 0 —@ es simplicial, entonces f : 0 — f(o) también lo es.

Proposicién 2.2.3. Sean o y T simplejos y fo = vert(oc) — vert(t). Entonces existe una
unica funcion continua simplicial f : o —=r=tal que flvert(c) = f.

Demostracién. Escribamos o = {wg# - , v,)5Entonces fo(v;) € vert(r), parai=0,--- ,n.
De este modo, conv(fo(vg), -, fo(Un)) < 7, poEdo que podemos definir
fro=a
Z Aiv; = Z Ai fo @)
i=0 i=0
Notemos que f(v;) = fo(vi), i =0, ,n, luego f|vert(o) =44 Asimismo, para cualesquiera

Ao, s An > 0 tales que Y- A = 1, se cumple que f (D2 Nv;) = > Aif(v;), por lo
que f es simplicial. Ademés, dado que o es un simplejo, gracids.a la proposiciéon 1.6.15, f es
lineal, de manera que f es continua por ser la restriccién de unartransformacién afin.

Ahora bien, si f': ¢ — 7 es una funcién simplicial tal que f’|vert(g)*= fo, debe cumplirse

que, para cualesquiera Ag,-- -, A, > 0 tales que Y . A\, = 1,
f (Z)\ﬂ)z) :Z)\z’f/(’Uz Z)\ fo(vi) = <Z)\Uz> )
i=0 i=0
luego f(x) = f'(x), Ve € oy f = f', lo cual demuestra la unicidad. [

Corolario 2.2.4. Toda funcion [ : o0 — 7 simplicial es continua. Mds aun, f es PL.

Demostraciéon. Dado que o y 7 son simplejos, gracias a la proposicion 2.1.17 éstog son
poliedros. De la unicidad establecida en la proposicién 2.2.3, tenemos que f es la restriccion
de una transformacion afin. Asi, por la proposicién 2.1.11 y el lema 2.1.12, se sigue que f es

PL. |
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Proposicién 2.2.5. Si f : 0 — 7 es simplicial e inyectiva, entonces f~' : f(o) — o es
simplieial™?y, en particular, f es un encaje PL.

Demostracién. Sea o = (vg, - ,v,). Como f es inyectiva y simplicial, entonces f : 0 —
f(o) es biyectiva y, por la observacién 2.2.2, también f es simplicial con inversa
f1:flo)—=o
n n
i=0 i=0
Notemos que f~1(f(v;)) €w;, i =0,--- ,n, y, en consecuencia,

f (Z )\zf(?)z)> = Z Aiv; = Z )\iffl(f(vi»'

Lo anterior nos dice que f~! es simplicial.

Como f:0 — f(o) y f~! son simpliciales, por el corolario 2.2.4, ambas son continuas. Por
ende, f : 0 — f(0) es un homeomorfismo. Debido a la proposicién 2.1.17, f(o) es un poliedro
ya que es un simplejo. Dado que f_.es PL\gracias al corolario 2.2.4, lo anterior nos dice que
f es un encaje PL. [ |

Es consecuencia inmediata el siguiente:

Corolario 2.2.6. Sea f : 0 — T biyective." Si f* es~simplicial, entonces f~1 : 7 — o es
simplicial. Mas aun, f es un homeomorfisnio WPL.

En vista del corolario anterior, diremosique un honmveomorfismo simplicial es una
biyeccién que también es simplicial.

2.3. Complejos simpliciales

El desarrollo de esta seccién estd basado en el capitulo 5 de Liee’(2000)[19], el capitulo
2 de Rourke y Sanderson (1982) [34] y el capitulo 0 de Moise (1977) [26} La definicién 2.3.5
se encuentra en el capitulo 1 de Munkres (1984) [28].

Definicién 2.3.1. Un complejo simplicial es una coleccion finita K dessimplejos en un
espacio R™ tales que:

(1) Si o € K, entonces cada cara de o pertenece a K.
(2) Sio, 7€ K, entonces 0 N7 es una cara tanto de o como de 7.

Los vértices de los simplejos en K se llamaran los vértices de K y al conjunto de vértices«de
K lo denotaremos por vert(K). La dimension de K se define como la maxima dimension
entre los simplejos de K. Si K tiene dimension n, diremos que K es un n-complejo. Un
subcomplejo L de K es un subconjunto de K que es un complejo simplicial. Para cada
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i >0, K" es el i-esqueleto de K, esto es, el conjunto de todos los simplejos de K que tengan
dimensién"menor o igual que 1.

La unién de'todos los simplejos en K con la topologia de subespacio de R"™, denotado por
| K|, se llam& el poliedro subyacente de K. Asimismo, para cada complejo K, diremos que
K es una triangulacion de |K|.

Observacion 2:3.2, Sea K un complejo simplicial.

(1) Si 0,7 € K y'ar.ms = 0, entonces 0 N7 es una cara de o y 7, ya que ) es cara de
cualquier simplejo. Degeste modo, para mostrar que se cumple (2) en la definicién 2.3.1,
basta con considerar o,7#7€. K tales que o N7 # ().

(2) Para que L C K sea ufusabcomplejo de K, la tinica condicién que debe verificarse de la
definicién 2.3.1 es (1).

(3) Cada i-esqueleto de K es urLsubcomplejo suyo.

(4) Los interiores de cualesquiera dos)simplejos de K distintos son disjuntos.

En efecto, supongamos que 01,0, €K son distintos. Tenemos que o; N gy es una cara de
01y 09. Si 01 Moy = 01, entonces o7 és\una cara propia de oy, por lo que o1 C doy. Esto
implica que 0} No§ C doyNog = (. Ahorassi o1 N oy # o1, entonces esta interseccién es una
cara propia de oy, por lo que esta‘contenida en 0oy, en consecuencia, oy Nog C 0] N oy =
(01 No2)Nof C doy Noy =0, como gueriamos,

Ejemplo 2.3.3.

(1) Cualquier n-simplejo ¢™ junto con todas sus carasg es un n-complejo, denotado K (o™),
cuyo poliedro subyacente es o”.

(2) Las caras propias de un n-simplejo o™ eomstituyen amy (n — 1)-complejo, el cual deno-
taremos por K (do™), cuyo poliedro subyacente es do”,

Demostracién. (1) Sea ¢ un n-simplejo. Es claro que si 7 £ ¢, entonces 7 € K (a™).

Sean 11,7 € K(0o™) tales que 1 N7y # (). Sea x € 71 N 1y. Debido a que 11 < o™ y = € 74,
tenemos que existen v, -+, vy € vert(ry) C vert(a™) y Ao, {, N> 0, 25:0 Ao =1
tales que =z = Z?:o Ajvij. Como z € 7y 7o < 0", por el lemal.6.5 obtenemos que
Vio, " -+ , Vi € vert(my). Esto implica que vert(ry) N vert(r2) # (0. Por lo anterior, sin per-
der generalidad asumiremos que 71 = (v, - , V) ¥ T2 = {(wjo, - ,al,) para algunos
Vio, *** 5 Vir, Wig, -+ -, Wis € vert(o™); v existe k& < min{r, s} para el cualgwy) = wy;, j =
0,---,k, con {vigt1), -+, Vir } N {Wiks1), - -+, wis} = 0. Nuevamente, sea v € 7R 5. Por un
lado, existen Ag,--+, A, >0, >77_;A; = 1 tales que

r k r s
xr = Z )\jvz-j = Z )\jvij + Z )\jvij + Z 0- wij. (27)
j=0 j=0

j=k+1 j=k+1
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Por otre'lado, podemos hallar pg, -+, pus > 0, Zj:o (; = 1 para los cuales

s k s r
T=) pwiy = g+ Y ppw+ Y 0 vy (2.8)
=0 =0

j=k+1 j=k+1
Dado que v;; = w;; para j = 0,--- &k, {vigt1), -+ Vir } N {Wiges1y, -+ ,wis} = 0 y por la
independencia afffi de vio, - -, Vir, Wigkt1), - - - , Wis, €ntonces de (2.7) y (2.8) obtenemos

)\J:M]7]:07aka y
N=0=kt1-.r

Esto significa que x € (v;d; - b7 vig). Asi, 71 N7 C (vjo, -+, Vik). Reciprocamente, como
Vg, + -+, Ui € vert(ry) N vert(my),yse sigue que (v, -+ ,vyg) C 71 N To. En consecuencia,
T N7y = (Vig, -+ + , Vi), que es“eara comin de 71 y 7. Por lo tanto, K (0™) es un complejo

simplicial, el cual tiene dimensions porque su simplejo de mayor dimension es o”.

(2) K(00™) esun (n—1)-complejo porgue es subcomplejo de K (o™) y sus simplejos de mayor
dimension son las caras frontera de ™.

|
Proposicién 2.3.4. Sea K un compléjo simpli¢ial. Entonces |K| es un poliedro compacto.

Demostracién. Consecuencia de que K| es una unién finita de simplejos, los cuales son
poliedros compactos. [ |

Definicién 2.3.5. Si X es un espacio topolégieo y C%es una coleccién de subespacios de X
cuya unién es X, entonces la topologia de X se«dice que €S eoherente con la colecciéon C, si
se cumple que A es cerrado en X si y s6lo si AT C es cerradé,en C', para cada C' € C.

Proposiciéon 2.3.6. Sea X un espacio topologico y C una coleccion de subespacios de X
tales que X = Jpoee €. Son equivalentes:

(1) La topologia de X es coherente con C.
(2) U es abierto en X si y solo si UNC es abierto en C, para cade ¢ € C.

Demostracién. (1) = (2): Supongamos que la topologia de X es coherente con C. Entonces
U es abierto en X siy s6lo si X — U es cerrado en X, siy sélosi (X —U)NC =C—-U =
(C-U)U(C—-C)=C—-(UNCQC) es cerrado en C, VC € C, si y solo si U N'Cres,abierto en
C,vC eC.

(2) = (1): Tenemos que A es cerrado en X siy solo si X — A es abierto en X. Por hipodtesis,
esto ultimo ocurre si y sélosi (X — A)NC =C — (ANC) es abierto en C, VO € C, s y)sélo
si AN C es cerrado en C', YC € C. Por lo tanto, la topologia de X es coherente con C.

Proposicién 2.3.7. Sea K un complejo simplicial en R™. Entonces la topologia de | K| como
subespacio de R™ es coherente con K.
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Demaostracién. Sea A C |K|. Supongamos que A es cerrado en | K|, es decir, A = BN |K]|
para algun B cerrado en R™. Como la proposiciéon 2.3.4 asegura que |K| es cerrado en
R™, entonces A es cerrado en R™. Asi, AN o es cerrado en o, Vo € K. Reciprocamente,
supongamossque A N o es cerrado en o, Vo. Puesto que cada o es cerrado en R™ por ser
un simplejo, gntonces A N o es cerrado en R™, Vo € K. Dado que K es finito, entonces
U, cx(AN0o) esdina unién finita de cerrados en R™ y entonces es cerrado en R™. Finalmente,
A= AN|K| = Jzr(AN0o) es cerrado en R™. Por lo tanto, la topologfa de | K| es coherente
con K. [ |

Proposiciéon 2.3.8. Sea I un m-complejo, m € N. Entonces las siguientes son equivalentes:
(1) |K| es conexo.

(2) K no es la unidn de do§ subcomplejos K1, Ky C K tales que |Ki|,|Ka| # 0 y |Ki| N

| K| = 0.
(8) Para cualesquiera v,w € “wert()X), existen vg,--- ,v, € vert(K) tales que vy = v,
U =w y (v;,v41) € K, i =0 n—1.

(4) |K| es arcoconexo.

Demostracién. (1) = (2) : Procederemos probando la contrarreciproca: supongamos que
K es la unién de dos subcomplejos’ Ky, Ko @ditales que |Ky|, |Ko| # 0y | K| N | Ky = 0.
Probaremos que | K| y | K3| son abiertos.en | K |; loscual nos dard una separacién de | K| y, por
ende, | K| serd disconexo. Recordando'que la topologfa de | K| es coherente con K (proposicién
2.3.7) y por la proposicién 2.3.6, es suficiente ¢on mostrar que o N| K|y o N|K,| son abiertos
en o, Vo € K no vacio. Sea 0 € K, enton€es-g € K| o0'g € Ky. Si 0 € Ky, puede verse que
oNT = para cada 7 € Ks, debido a que [ 1[Q |K3|< B luego o N |K5| = (); mientras que
o N|K;| = 0. En ambas situaciones, se obtiengsin abierto de o. Similarmente, puede verse
que o N|Ky| =0y ocN|Ks| =0 cuando 0 € Ky. Asi, | Ki|4 |&>| son abiertos en | K|, lo que
implica que | K| es disconexo.

(2) = (3) : Sea v € vert(K) fijo. Denotemos por V' al conjuntordelvértices w de K para los
cuales existen vy, - -+ , v, € vert(K) tales que vg = v, v, = wy (v;iv;1y) € K,i=0,--- ,n—1.
Sea K el conjunto que tiene al vacio y a todos los simplejos de K cuyos vértices estén en
V. Debe ocurrir que (v) es cara de otro simplejo de K, ya que de otrd,modo se contradiria
la hipdtesis. Esto implica que v € V' porque podemos hallar un 1-simplejo en K que tenga
a v como vértice, luego K; # {0}. Ademads, K es subcomplejo de K: si/ & K, entonces
vert(o) C V, por lo que si ) # 7 < o, se sigue que vert(r) C V, es decir, 7 @&j;. Ahora, sea
Ky = (K — K;) U {0} y veamos que K, es subcomplejo de K. Sean 0 € Koy # 7 < 0.
Puesto que K es un complejo simplicial y ¢ € K, entonces 7 € K. Si 7 € Ky{ ogurre que
vert(7) C V. Dados w € vert(r) y w’ € vert(o), se cumple que (w, w') € K y comeat,€ V, es
claro que w’ € V, lo cual nos dice que vert(c) C V, es decir, 0 € K, contradiciendoo € K.
Asi, 7 € K — K; C Ks. Finalmente, como |K;| N |K| =0, K = K3 U Ky y | K| A0, por
hipdtesis obtenemos que |K;| =0, es decir, K1 = K y V = vert(K), mostrando esta parte.

(3) = (4) : Sean v,w € |K]|, por lo que existen 0,7 € K tales que v € 0 y w € 7. Sean
vg € vert(o) y wo € vert(r). De la hipétesis, es claro que podemos hallar un arco de vy a wy
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en |K|+Por otro lado, dada la convexidad de o y 7, existen arcos de v a vy en o y de w a wy
en 7. Asigexiste un arco de v a w en |K| y, por ende, |K| es arcoconexo.

(4) = (1) :#S¢ sigue porque todo espacio arcoconexo es conexo.

Proposicién 2:3.9., Sea K un complejo simplicial. Si f : |K| — R"™ es inyectiva y flo es
lineal, para cada o &K, entonces f(K) :={f(0):0 € K} es un complejo simplicial en R™.

Demostracién. Sea f : J&| — R™ una inyeccién tal que f|o es lineal, para cada o € K.
Por el lema 2.1.18, para‘cada o = (vg, - -+ ,v,) € K se tiene que f(o) = (f(vo), -, f(v.)), lo
cual nos dice que f(K) esua,coleccién finita de simplejos en R™. Veamos que se satisfacen
las condiciones de la definicign 2.3.1:

(1) Sea p € f(K) y sea T <_p. Existe 0 = (vg,---,v.) € K tal que p = f(o) =
(f(vo), -+, f(v,)). Puesto que W€ _K, si 7 = 0, entonces ) = f(0) € f(K). Supon-
gamos que 7 # 0, por lo cual 74=/(f(vio), -, f(vis)) = f({vio," - ,vis)) para algunos
Vi, *+ 5 Vs € vert(o), donde (v, -+ - $i5). < 0. Asi, como 0 € K y ya que K es un complejo
simplicial, obtenemos que (v, - - - , v;5) ENK y, en consecuencia, 7 = f({(vio, - -, Vis)) € f(K).

(2) Sean p1,ps € f(K) tales queg N py # 0. Mostraremos que p; N py < pq, po. Para
i = 1,2, tenemos que existe o; € K tal quesp;= f(0;). En vista de que K es un complejo
simplicial, se cumple o7 N oy < 0Wage. Por la inyectividad de f, se sigue que p; N py =
f(o1) N f(o2) = f(oy Nog) y como pyf™ py # Besclaro que op N oy # (). Podemos escribir
entonces o1 Nog = (ug, - -+ , U,) para algunos uo, - - €, U, € vert(oy) Nvert(osy) y de esta forma,
f(gl N 02) = <f(u0)7 U 7f(u7“)> ASimiSInO? f(u0)7 s 7f(u7“) € Vert(pl) N Vert(p2)a ya que
vert(p;) = {f(v) : v € vert(o;)}, i = 1,2. De.agui, p1 Wp2)= (f(uo), -, f(u.)) < p1, pa.

Por lo tanto, f(K') es un complejo simplicial. [ |

Definicién 2.3.10. Sean K y L complejos simpliciales. Unadfunciéon f : |K| — |L| es
stmplicial, si para cada ¢ € K, la restriccién f : 0 — f(o) eguna funcién simplicial cuya
imagen es un simplejo de L. La restriccion f|vert(K) se llama mapeo de vértices de f.

Teorema 2.3.11. Toda funcion simplicial f : |K| — |L| es continwa? Mejor ain, f es PL.

Demostracién. Sea f : |K| — |L| simplicial. Debido a la proposicién 2.34, tenemos que
|L| es un poliedro. Ya que K es finito, escribamos K = {0y, - , 0} dondé€ o; es un simplejo
para cada i. Entonces |K| = Ule 0;. Fijemos i. Por la proposicién 2.1.17, @;es un poliedro
cerrado. Ademads, dado que f es simplicial, entonces f|o; es simplicial y, por el gorolario 2.2.4,
obtenemos que f|o; es PL. Como lo anterior es valido para cada i, aplicando laproposicién
2.1.16, concluimos que f es PL. [ |
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Teorema 2.3.12. Sean K y L complejos simpliciales.

(1) Sea_fe : vert(K) — wert(L) una funcion tal que si {vg,--- ,v,} son vértices de un
simpléejo, de K, se cumple que {fo(vo), -, fo(vn)} son vértices de un simplejo de L.
Entonices fy es el mapeo de vértices de una unica funcion simplicial f : | K| — |L|.

(2) En particslar, si fo es biyectiva y {vg, -+ ,vx} son vértices de un simplejo de K si y
sélo si { folwd)s- - -, fo(vk)} son vértices de un simplejo de L, entonces |K| y |L| son
PL homeomogfos mediante una funcion simplicial.

Demostracién. Sea K =£oy,--- ,04}. Fijemos iy sea o; = (vg, - -+ ,v,) € K. Por hip6tesis,
existe 7 € L tal que fo(ve)s) -, fo(vs) € vert(r). Debido a la proposicién 2.2.3, existe una
unica funcién simplicial f; #~0;, — 7 tal que fi|vert(c;) = fo|vert(o;). De hecho, por la

observacién 2.2.2, 7; := fi(co’< 7y f; : 0; — 7; es simplicial. Ademas, se sigue cumpliendo
que fi|vert(o;) = fo|vert(o;). Puesto que L es un complejo simplicial y 7; < 7 € L, tenemos
que 7; € L. En consecuencia, para eada i € {1,--- ,k}, existe una unica funcién simplicial
fi:oi— 1 tal que 7; € Ly fi|vertfey) = fo|vert(o;).

Ahora, sean 0;,0; € K. Como K es uh complejo simplicial, entonces o; No; < 04,05, por lo
que existen vy, - - -, Vi € Vert(o;) y vjo, N, v; € vert(o;) tales que o;Na; = (vig, -+ , Vi) =
(vjo, - -+ ,vj). Sin pérdida de generalidadypédemos asumir que v;5 = v, para s =0,--- , 7.
Entonces fo(vis) = fo(vjs) para 7= 0,--- ,r. Recordando que f;|vert(o;) = fo|vert(o;) y
filvert(o;) = folvert(o;), para cualesguicra Agys-- , A, > 0 tales que > _, Ay = 1 se cumple
que f; (O or_o Asvis) = fi Qoo Asvys) (Esto demuéstra que f;|(o;No;) = f;]|(0;No;) para cada
i,7 €{1,---,k}. Asi, podemos definir f.|K| — JL|4al que f|o; = f;, paracadai=1,--- k.
Como flo; = fi : 0; — 7; es simplicial conr; € L g flvert(o;) = filvert(o;) = fo|vert(o),
Vi, tenemos que f es simplicial y f|vert(K) = fo. Ad€mids, si [’ : |K| — |L| es una funcién
simplicial tal que f’|vert(K) = fy, por la uni€idad de las'funciones simpliciales f; : 0; — 7;
tales que f;|vert(o;) = fo|vert(o;), Vi, es claro que f = f'{ lo'cual muestra la unicidad de f.

Suponiendo que fy es biyectiva y {vg,- - ,vx} son vértices desun simplejo de K si y sélo si
{fo(vo), -+, fo(vg)} son vértices de un simplejo de L, entonces &= {r, - , 7} v fi : 0 > 7
es una funcién simplicial biyectiva. Luego por el corolario 2.2.6, ;' : 7; — o es simplicial,
Vi. Asimismo, tenemos que f~': |L| — |K| estd dada por f~'|7; =47, i =1,--- , k. Como

(2

|L| = U;_, 7, lo anterior nos dice que f~' es simplicial. Por el teérema 2.3.11, f y f!
son PL, de modo que f es un homeomorfismo PL. Asi, concluimos'que |K|y |L| son PL
homeomorfos con f simplicial. [ |

2.4. Subdivisiones

Esta parte se presenta de acuerdo con el planteamiento del capitulo 1 de Hudgomy(1969)
[13]. Si bien las demostraciones siguen las ideas principales de este autor, se decidio-ahondar
en su desarrollo y adaptacién conforme a lo que ya hemos probado en secciones previas. Fsto
con la finalidad de proporcionar al lector una mejor comprension e integrar los resultados
con el desarrollo tedrico hecho hasta ahora. Asimismo, lo anterior atiende al propdsito”de
rescatar y dar una version actualizada de las pruebas de los lemas y proposiciones basicos
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de subdivisiéon por su relevancia tedrica para esta tesis. Por otro lado, el concepto de malla
de un ‘complejo simplicial es el que aparece en Armstrong (1983) [4].

Definicién2.4.1. Sean K y K’ complejos simpliciales en el mismo espacio R™. Si |K'| = |K|
y para cada pfe K’ existe 0 € K tal que p C o, entonces K’ es una subdivision de K y
escribiremos K" <. K.

Lema 2.4.2. Séad5, un complejo simplicial. Si K' < K, entonces cada o € K es una union
de simplejos de K's

Demostracién. Sea d €K y x € 0. Puesto que K'<K y x € |K| = |K'|, existe 7, € K’ tal
que r € 7,. Ademas, existe g’ € K tal que 7, C ¢’. Dado que o y ¢’ pertenecen al complejo
simplicial K, entonces 0 NG»< ¢’ y también se tiene que x € o No’. Mostraremos que existe
pe € K’ tal que = € p, y paxa’el cual p, C 0. Como x € 7, podemos hallar S C vert(r,) tal
que, para cada v € S, existe \;.>,0 de manera que ) <A\, =1y 2 =) _¢Aw. Usando
el corolario 1.6.7, observemos que psz := conv(S) < 7,. Como K’ es un complejo simplicial,
T, € K'y p, < 7., tenemos que pg~E)K’. Note que = € p,. Nos resta ver que p, C 0. Sea
v E€S. Yaque S C 7, C o, entoncésspodemos encontrar S, C vert(o’) tal que, para cada
w € S, existe A, > 0, los cuales camplen > ¢ A, =1y v =72 s Ay,w. Denotemos
R :=J,cq Sv y sean r1,--- 7, los elementds distintos de R. Observemos que cada r; puede
pertenecer a varios S, y, por supuesto, al menos a uno de ellos. Dado v € S, para cada
i € Sy, se tiene que A, := A, > 0L Ahora, sitpara cada r; ¢ S, escribimos \,, := 0, es claro
que v = Y1 ATy, con A, > 0 tales gue-d " { A = > A, = 1. En consecuencia,

wES, T Vw

r=Y A (z:; Avin) => Xn: No At = Zn: Mo AA i = zn: <Z )\v)\vi) ri.

veES veS i=1 i=1"9eS i=1 vES

Para cada v € S, es claro que existe algin § € {1,-- . n} tal que r; € S,, de modo que

Y oves Modu = Aoy, > 0. Ademads, Y07 D0 e Ay, = Dot (Doig Av) = Dpeg Ao = L.
Asi, dado que x € o No’ < o' y R C vert(o’), aplicaridosel lema 1.6.5 se deduce que
R C oNao’, luego v := conv(R) C o No'. Para cada v € S, sefcumple que v € =, entonces

pe =conv(S) CyCono' Co.

En resumen, hemos hallado p, € K’ tal que x € p, C 0. Por ser gs8to gierto para cualquier

x € o, se concluye que o es una unién de simplejos de K. [ |
Una subdivisién importante y util que puede hacerse en un complejossimplicial K se

basa en agregar un punto arbitrario a € |K| como vértice.

Definicién 2.4.3. Sea K un complejo simplicial y a € |K|. Definimos la estpella de a en
K como el conjunto que consta de todos los simplejos en K que contienen &G junto con
todas sus caras, es decir,

St(a,K) ={r<oc:0€ K,a € g}

El enlace de a en K es el conjunto de todos los simplejos en St(a, K) que no contienen a
a, el cual denotamos por

Lk(a,K) := {7 € St(a,K) : a ¢ 7}.
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Si no hay riesgo de confusion, escribiremos simplemente St(a) y Lk(a).

Diremosque K'<K es el resultado de estrellar K en a, si K’ se obtiene de K reemplazando
el conjuntode los simplejos o € K tal que a € o, por alLk(a, K) := {ar : 7 € Lk(a, K)}. El
resultado de“egtrellar sucesivamente K en los puntos ay, - - ,a, € |K| es una subdivisién de
K, la cual re@b€ el nombre de subdivision estelar.

No es compligado verificar que la subdivision estelar es, en efecto, una subdivisién de
un complejo simplicial, probando primero que estrellar un complejo simplicial en cualquier
punto de su poliedro_siibyacente genera una subdivision y usando induccion.

Un tipo particular de subdivision estelar con aplicaciones tedricas relevantes es la siguiente:

Definicién 2.4.4. Sea Ktum~complejo simplicial. Sean oy, --- , 0, los simplejos de K dis-
tintos con dimensioén positivag'en orden de dimensién decreciente. Para cada 7, sea z,, € o7.
El resultado de estrellar sucesivamente K en z,,,- - ,%,, , se llama un primer derivado
de K y se denota por K. Un #-ésimo derivado K de K es definido inductivamente
como el primer derivado de un (r"=I)ésimo derivado K"~ (figura 7).

rimer y segundo derivados de un complejo simhplicial.

J
)—U

Figura

En el contexto de la definicién previa, si estrellamos K en z,, y si j %' Le€ntonces o;
serd un simplejo de la subdivisién resultante. En efecto, sea 7 # 1. Tenemos que.¢l resultado
de estrellar K en x,, es el complejo simplicial

K'={o€K:x, ¢o0}Uux,Lk(z,,, K).

Como K es un complejo simplicial y o1 # 05, recordando el procedimiento de la observaeion
2.3.2 (4), obtenemos que o No; = 0 y, por ende, x,, ¢ ;. De este modo, 0; € {0 € K :
Ty, ¢ 0} C K', como querfamos demostrar.
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El argumento anterior revela que estrellar un complejo simplicial, en un punto interior de
alguno.dessus simplejos, solamente induce una subdivision del simplejo en cuestion. De este
modo, sieK ;es la subdivision estelar de K, resultante de estrellar sucesivamente K en puntos
interiores desimplejos suyos de dimensién mayor o igual a d, se sigue que o € Ky, para todo
o € K tal qué_dim(o) < d — 1. Asimismo, notemos que el orden en que estrellemos en los
puntos interioreS,de los simplejos de la misma dimension en K no importa.

Lema 2.4.5. Sea o.un simplejo de dimension d > 1 y K = K(o). Para cada 7 < o con
dim(7) > 1, escojomos,x, € 7°. Sea KW el primer derivado de K, resultado de estrellar
sucesiwamente K en losgpuntos x, en orden de dimension decreciente. St M es el subcomplejo
de KW tal que |M| = 8¢, entonces x,A € KW, para cada A € M.

Demostracion. Sea K elresultado de estrellar o en z, y, para s > 1, sea K, la subdivisién
estelar aplicada a K,_1, resultadosde estrellar sucesivamente K,_; en los puntos interiores
seleccionados de simplejos en K5Z¢con dimensién d—s. Notar que Ky_; = K. Mostraremos
la siguiente afirmacién, cuya situae€ion.se ejemplifica en la figura 8.

Afirmacién 2.4.6. Para cada 0 < s £ d—1, K, =J;_ K(B;), donde, para j € {0,--- ,n},
B; es un d-simplejo tal que:

(1) z, € vert(B;).

(2) Bj\(z,) C Oo.

(8) Existe una unica (d — s — 1)-cawavp; de o'tal*que p; < B;.

Vs
Ky

K1 ((vo,v1,v2,%5)) C Ky

K2(<UO7U17aja'vx(vo,vl,v2>>) C KZ = K(l)
VU1

x(%ﬂfl ,v2)

V2

Figura 8: Ilustraciéon de la afirmaciéon 2.4.6.

Demostracién de la afirmaciéon. Procederemos por induccion sobre s. Para s, = 0,
Ko={re K:x, ¢t} Uz,Lk(z,, K) = Lk(x,, K) U z,Lk(x,, K):

Dado que z, ¢ 0o, las caras de o que no contienen a x, son sus caras propias, que ¢orres-
ponden a Lk(z,, K). Sean oy, - - - , 04 las caras frontera de 0. Tenemos que z,0; € Kofellcual
es un d-simplejo que cumple las tres condiciones de la afirmacién, Vj € {0,--- ,d}. Ademnds,
como K es un complejo simplicial, se tiene U?:o K(z,0;) C Ky. La otra contencién se ob-
tiene de observar que cualquier 7 € Lk(z,, K), por ser cara propia de o, es cara de algtin o;.
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Ahoragdado s > 0, supongamos que la afirmacion es cierta y veamos que también lo es
para s\tA” Para los d-simplejos B; en cuestién, podemos escribir K = [J! im0 K (B;). Tene-
mos que«K}; se obtiene de estrellar cada simplejo en K, de dimensiéon d — s — 1, es decir,
las (d — s*—d)-caras de o, en puntos interiores suyos. Para cada K(B;), existe una unica
(d — s — 1)-cara.p; de o tal que p; < B;. Entonces, K(B;) se reemplaza en K, por el
complejo simpliéial K,,1(B;) := Lk(z,,, K(B;)) Uz, Lk(z,,, K(B))).

Sean Tjo, - -, 7; fas caras frontera de p;. Note que z, 71, € Kq1(Bj), k€ {0,---,r}. Con-
sideremos el s-simplejo,n := conv(vert(B;) — ({z,} U vert(p;))), asi como los d-simplejos
Bjy, := conv({zy, 7, F Uwvert () U vert(n )) k € {0,...,r}. Veremos a continuaciéon que

Kol U K(Bj). (2.9)

Para cada k € {0,...,7}, observe que Cj; = conv({z,} U vert(rj;) U vert(n)) < B; y
1, & Ci, luego Bj = 1, Cjo€ =z, Lk(1,,, K(B))) C Ke1(Bj). De aqui, se obtiene
Ukeo K(Bjk) C Ko1(B;). Recipregamente, si 7 € Lk(z,,,K(B;)), entonces 7 < Bj y
z,, ¢ 7. Tenemos las siguientes posibilidades:

Caso I: x, ¢ vert(r). Si ademds vert(r) T vert(p;) = 0, entonces 7 < 1, por lo que tomando
cualquier 7;; tenemos que 7 < Byl Si per el contrario, vert(r) N vert(p;) # 0, no puede
ocurrir que vert(p;) C vert(r) pordue-z, ¢ Asi, existe v € vert(p;) — vert(r). Tomando
i = pj\(v), es claro que vert(r) NVert(p;) & vert(;;). De ser el caso, el resto de vértices
de 7 s6lo pueden hallarse en vert(B; ) ="({z,} Uwett(p;)) = vert(n). Por ende, 7 < Bjy.

Caso II: z, € vert(r). Entonces podemos drallar v £ B;\(z,) tal que 7 = x,7. Aplicamos
el procedimiento del caso I a v y obtenemos lque <. 8B, para algin k£ € {0,--- ,r}. En
consecuencia, tendremos también que 7 < L.

Por otro lado, si 7 € z,, Lk(z,,, K(Bj)), se cumple que 7 ='w}, 4 para algin v € Lk(z,,, K(B;))
y, como antes, existe k € {0,--- ,r} tal que v < By, de donde es claro que 7 < Bj;. Por
lo tanto, se tiene (2.9). En otro orden de ideas, observemos qué cada Bj; es un d—simplejo,
z, € vert(Bj;) v Bji\(z,) C Bj\(z,) C 0o, con ) la tnica (d.* s — 2)-cara de o tal que
Tik S Bjk:-

Como esto es valido para cada j, en vista que Ko = ;o Koy u(By) y dado (2.9), se
concluye que la afirmacion también es valida para s + 1. [ |

Aplicando la afirmacién 2.4.6 para s = d — 1, tenemos que K = Uz (B;), donde
cada B; es un d-simplejo que cumple las condiciones (1) y (2). De (2) se 'sigu€ que M =
Uj—o K (Bj\(75)). Sea 7 € M. Entonces existe j € {0,---,n} tal que 7 < Bj\(#,). Puesto
que z, € vert(B,), obtenemos que z,7 < Bj, por lo que z,7 € K® . Esto ‘concluye la
demostracion del lema. [

Lema 2.4.7. Sea K un complejo simplicial en R™ y sea a € R™. Si (a,|K|) estd en posicign
general, entonces ax K := {1 < ac :0 € K} es un complejo simplicial y |ax K| = a|K].
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Demostracién. Como (a, |K|) estd en posicién general, entonces, para cualquier o € K,
(a,0) estéd’en posicion general y, por el lema 1.6.13, se sigue que ao es un simplejo. De este
modo, a# K)es una coleccion finita de simplejos. Es facil verificar que, si p € a* K, entonces
T € ax* K ¥#,< p. Ahora bien, sean py,ps € a * K tales que p; Npy # 0. Si py,p2 € K,
se cumple qué py N pa < p1, po. Si p1 = aoy para algin o, € K y py € K, entonces por ser
a|K\ un cono, ehtenemos que p; N py = o1 N pa < 01, P2, luego p N py < p1, p2. Asimismo,
si p; = ao; pard algin o; € K, ¢ = 1,2, también del hecho que a|K| es un cono se tiene
que p1 N p2 = a(oy Niow) < p1, p2. Por lo tanto, a * K es un complejo simplicial. Finalmente,
lax K| =,cx a0 =d(U,cx0) = alK|. |

La idea de la demestracion del siguiente resultado es debida a Munkres (1984) [28],
formulada como el lema 15.3™Aunque el autor lo muestra para un tipo particular de primer
derivado de un complejo simplicial, presentamos una adaptacion al caso general:

Proposicién 2.4.8. Sea K un-complejo simplicial y, para cada o € K, seleccionemos x, €
o°. Entonces el primer derivado "), resultado de estrellar sucesivamente K en los puntos
Ty, €s la coleccion que tiene a O y ‘atodos los simplejos de la forma

(Tgyy + 3 To,), dond@ oy < --- < 0y; 01, ,0, € K. (2.10)

Demostracién. Probaremos este liecho por induccion sobre p = dim(K?), donde K? es el
p-esqueleto de K. Como los simpléjos-no vaeios'de K° son O-simplejos de K, cada uno de
los cuales es su propio interior, entofices 4 y K& comparten el mismo 0-esqueleto. Asi, los
simplejos en el 0-esqueleto de K, qué’correspenden a la tnica subdivisién posible de K,
son de la forma (2.10).

Suponga ahora que cada simplejo de KV ¢nJK?| es*Como en (2.10). Sea 7 un simplejo de
KW contenido en |KP!|, pero no en |KP|. Enfonces existe o € KP*! tal que 7 C 0. Ya que
T ¢ |K?|, se sigue que dim(o) = p + 1. Observe que K induce un primer derivado L, de
K(00). Sea z, x L, == {p < x,A: A€ L,}, el cual es unstomplejo simplicial por el lema
2.4.7 y debido a que (x,,|Ly|) = (z,,00) estd en posicién general. Gracias al lema 2.4.5,
tenemos que z,4 € KW, VA € L,, de modo que z, * L, es@ubcomplejo de K. Como

también o = z,00, entonces o = x,|L,| = |z, * L,|. Asi, dado dque 7 C o, se cumple que
TzTﬁUzTﬂ( U p): U (1N p).
PET* Lo PETe* Lo

Por lo anterior, escogiendo cualquier x € 7°, obtenemos que z € 7N p para algan p € x, * L.
Debido a que 7, p € KM, entonces 7Np < 7, p. De este modo, = es un punto mterior de 7 que
esta en TN p < 7, luego el lema 1.6.5 garantiza que 7N p = 7, por lo que 7 < p, Esto ultimo,
junto con el hecho que p € z, * L,, implica que T € x, x L,. Por ende, x, € vert(n), de otra
forma, tendriamos que 7 € L,, es decir, 7 C |L,| = 0o C |KP|, contrario al hechae gue 7 ¢
|KP|. Asi, T = 2, A para algin A € L,. Por hipédtesis de induccién, existen oy,--- ,d, & K,
o1 < -+ < op, tales que A = (x5, , T, ). Esto nos dice que A C o No, < o,0,. Igual que
antes, como x,, € o, Mo, se tiene que o, < 0. Si 0, = o, tendriamos que z, = x,, €_A,
contradiciendo z, ¢ A. En consecuencia, T = (Zyy, "+ , g, To) CON 01 < -+ < 0, < 0, qUE
es de la forma dada en (2.10). |
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Lema_2.4.9. Sear >0y V(0,7) C R". Entonces V(0,7) C o, para algin n-simplejo o.

Demostracién. Consideremos p" = (eg, - ,€e,). Sea zo € Int(p"). Entonces existe ' > 0
tal que V(zgf7!) C p". Defina ¢ : R® — R" por ¥(y) = %(y — xg). Observe que ¢ es una
transformacién=afin inyectiva por ser la composiciéon de una traslaciéon con una homotecia.
Notemos que ¥ (Vi(zg, 7)) = V(0,r). Ademas, por el lema 2.1.18, 0 := ¢ (p") es un n-simplejo.
Dado que V' (zq, 7 C_p", se sigue que V(0,7) = ¢(V(xo,7")) C 0. |

Lema 2.4.10. Sea K#un.complejo simplicial. Si L es un subcomplejo de K tal que |L| = | K],
entonces K = L.

Demostracién. Sea L un gtibcemplejo de K tal que |L| = |K|. Entonces L C K. Seao € K
y tomemos z € 0°. Como z € |L|, existe p € L tal que x € p. De esta forma, x € pN o, con
p,o € K, de manera que pNo &pso. Puesto que pNo <oy x € 0°, del lema 1.6.5 se tiene
que x € pMNo implica p N o = a._Fn consecuencia, o < p y usando que L es un complejo
simplicial con p € L, entonces o € L\Por ende, K C L, lo cual concluye la demostracion. W

Proposiciéon 2.4.11. Sean Ay, ---, Ap\simplejos. Sea K un complejo simplicial tal que
Ui, A C |K|. Entonces existe un r-ésimosderivado K" de K que contiene subdivisiones

de K(A,),-, K(A).

Demostracion. Sean ci,--- , ¢, las”garas no vaefas de Aq,---, A,, en orden de dimensién
creciente. De este modo, ¢; = (c) cumplé gue ¢ esahyyértice de algin A;, por lo que ¢ € |K|.
Si ¢ € vert(K), cualquier primer derivado K cdntiene a ¢ como vértice. Si ¢ ¢ vert(K),
entonces ¢ € B para algin B € K, donde € neves vértice de B. Escribamos B = (vg, -+ , Up,)-
Notemos que m > 1, porque ¢ ¢ vert(B). Asigexistent agg, - -+ , ays > 0, ijo a;; = 1, tales
que ¢ = ijo @V, para algunos vy, - - -, visnevert(B),/8 % 1. Esto nos dice que ¢ estd en
el interior de (v, - -+ , v;5). En consecuencia, es posible hallarun primer derivado K M de K
donde ¢ sea vértice, tomando ¢ en el interior del simplejo de”K) que contiene a c y, para el
resto de simplejos en K, cualquier punto arbitrario en su interior.En cualquier caso, hay un
primer derivado K" de K que contiene a la tinica subdivisién posible de K (c;).

Supongamos que existe un (r — 1)-ésimo derivado K~V de K que confiene subdivisiones de
K(e¢y), -+, K(¢r—1). Para cada simplejo o € K=Y seax, € 0° Nc, cdando esta interseccién
no sea vacia, de lo contrario, escojamos cualquier z, € 0°. Sea K el r-éstmo derivado de
K obtenido de estrellar K"~V en cada z,, en orden de dimensién decreciehte. Mostraremos
que K contiene un subcomplejo cuyo poliedro subyacente es o N ¢,, paraada o € K1
tal que o Ne¢, # . Puesto que ¢, C |K| = |K™|, esto claramente implicara que/&{") contiene
una subdivisién de K(c;).

Sea o0 € KV tal que o N ¢, # (). Procederemos por induccién en la dimensién dé o. Si
dim(c) = 0, entonces 0 = {1,) y ¢ N¢, = (v,) = 0. Dado que ¢ es un 0-simplejo de K G,
también lo es de K, pues los 0-simplejos se preservan con las subdivisiones estelares Syaqui
es claro que K (o) es el subcomplejo de K tal que |K(c)| = o = o N c,. Por hipétesis’de
induccién, supongamos que K contiene una subdivisién L tal que |L| = o N ¢,, para cada
o€ K'Y gnec. # 0 con dim(s) = d. Sea 0 € K"V un (d + 1)-simplejo que interseca
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a ¢,. Dado que las caras frontera de o tienen dimensién d, se sigue que K contiene un
subcompléjo L tal que |L| = 0o N ¢,. Consideremos las siguientes posibilidades:

Caso I: 0° A'c,e= (). Entonces 0 N ¢, = do N, = |L|, con L subcomplejo de K.

Caso II: 0° NfDc, # 0. Sea x € 0° N dc,. Note que cada cara frontera de ¢, es igual a algun
cs con s € {1,257 — 1} y puesto que K"~ contiene una subdivisién de K(c,), existe un
subcomplejo de~K % Y que es una subdivisién de K(dc,). Asi, como ¢ € KU~V tenemos
que o N de, es una nion de caras de o. Debido a que x € o N J¢,, existe 7 < o tal que
r € Tyyaquez &g es claro que 7 = 0. Esto implica que dc, N o = o, de modo que
oNe¢, = o. Dado que K eontiene una subdivisién de K (o), se cumple que esta subdivisiéon
es el subcomplejo de K )¢uyo poliedro subyacente es 0 = o N ¢,.

Caso III: 6° Ne, # B y o¥N)de, = (). Esta vez, observamos que ¢° N ¢S = o° Ne, # 0,
lo cual nos dice que se ha €legido z, € 0° N ¢o. Probaremos que ¢ N¢, = x,|L| y que
Ty % L = {1 < 2,A : A € @res un subcomplejo de K| para el cual se tendrd que
|zy * L| = x,|L| = 0 N¢.. Sea .€"0 N ¢,. Afirmamos que existe A € L tal que z € x,A.
En efecto, por el corolario 1.6.11,como =, € ¢° entonces o = x,00, luego existe y € do
tal que x € [z,,y] v y € R(z,,x). Dado que z, € ¢, también del corolario 1.6.11 tenemos
que ¢, = x,0c¢,, por lo que existe z € dcptal que = € [x,, z]. Observemos que z € R(z,,x).
Entonces y = z 6 y # 2. Si y = z, se sigue que y € do N d¢, C do N, = |L], esto es,
y € A para algin A € L, lo que implica = € [z,,y] C x,A. Supongamos ahora que y # z.
Ocurre que [z,,y] C [2,,2] 0 bien™Zz7 2] C [&4,y]|, pero no ambos. Si [z,,y] C [, 2], en-
tonces y € [z,,2] C z,0¢, = ¢, lugg0Yy € dgMN ¢, = |L| y, como antes, podemos hallar
A € L tal que = € z,A. Si [x,,2] Clzs,y], entonees z € x,00 = 0y ya que z # y, no
pasa que z € Jdo, porque el corolario 1.6.31" nos‘dieeyque y es el inico punto en do que
interseca a R(z,,z). Esto significa que z € 3° N der'=.0, lo cual es contradictorio, y en-
tonces no sucede que [z, 2] C [z,,y]. Sin embargo, en el resto de posibilidades, para cada
x € o N¢,, hemos visto que existe A € L tal qué x € x,A{ Asi, 0 N¢, C z,|L|. Por otro lado,
z,|L| C x,(0o Ne¢,) C (2,00) N (x,¢.) C oNce. En consecuwéngia, o N ¢, = x,|L|.

Sélo queda develar que z, * L es un subcomplejo de K. Observe que z, * L es un complejo
simplicial, debido a que (x,, |L|) estd en posicién general al ser {L}C do y por el lema 2.4.7.
Puesto que ¢ € K=Y el primer derivado de K", que es propiamente K, induce en
K(o) un primer derivado K (1)(0), el cual es subcomplejo de KW ASi"M es el subcomplejo
de KM (o) tal que |M| = do, en virtud del lema 2.4.5, para cada A€ M se cumple que
1,4 € KW(g) ¢ K. Observando que L es la coleccién de simplejos qué,conforman do
y que estéan contenidos en ¢,, se tiene que L C M vy z,A € K para€ada A € L. Esto
confirma que z,L es un subcomplejo de K. De aqui se sigue que |z, * E['2 ¢:N ¢, y en-
tonces hemos hallado un subcomplejo de K cuyo poliedro subyacente es o1 ¢, tal como
queriamos.

En consecuencia, hemos demostrado que K contiene una subdivisién de K (c,).(Asi, para

cada 7 € {1,--- ,k}, podemos hallar un r-ésimo derivado K de K que contiene stibdivi-
siones de K(c1),- -+, K(c,). Tomando r = k, se concluye que K tiene un r-ésimo derivado
K™ que contiene subdivisiones de K (A;),---, K(A,). [

Corolario 2.4.12. Sean K y L complejos simpliciales. Si |L| C |K|, entonces existen L' <L
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y K' 9K tales que L' C K'. En particular, cualesquiera dos subdivisiones de un mismo
complejossimplicial tienen una subdivision en comun.

Demostracién. Supongamos que |L| C |K|. Entonces |J,., o C |K]|, luego la proposicién
2.4.11 nos dicé que existe K'< K y K'(0) < K (o) tales que K'(0) C K', para cada o € L. De
este modo, L' #y, ., K'(¢) C K"y L’ < L. Ahora bien, asumiendo que |L| = |K]|, el lema
2.4.10 nos dice quedl’ = K’, por lo cual K’ es una subdivisién de K y L. [ |

Corolario 2.4.13. “Todo poliedro compacto no vacio es el poliedro subyacente de algin com-
plejo simplicial.

Demostracién. Sea P ) an poliedro compacto en R™. Por el teorema 2.1.19, P = (! | A,
para algunos A, --- , A, simplejos en R™. Puesto que P es compacto, entonces es acotado,
luego existe r > 0 tal que P C YV (0,7) y, gracias al lema 2.4.9, podemos hallar un m-simplejo
o™ tal que V(0,7) C 0™. De esta’forma, P = |J;_, A; C |[K(c™)| y por la proposicién 2.4.11
podemos hallar una subdivisiéon dé A(¢") que contiene subdivisiones de K (A;), -+, K(A,),
y tomando K como la unién de éstas subdivisiones, se sigue que |K| = P. [

Proposicién 2.4.14. Sea P C R™ un poliedro compacto y sea a € R" tal que (a, P) estd en
posicion general. Entonces aP es unsypoliedro compacto.

Demostracién. Debido al corolario”2.4.13, existe un complejo simplicial K en R™ tal que
P = |K]|, luego por el lema 2.4.7, a*\K  es un{ complejo simplicial para el cual |a *x K| =
a|K| = aP, lo cual demuestra que aP esfun poliedré compacto (proposicién 2.3.4). [ |

Proposicién 2.4.15. Sea K un complejo §implicial 7.@Q~un poliedro. Si f : |K| — Q es una
funcién PL, entonces existe K' < K tal que flo es linealf para cada o € K'.

Demostracién. Supongamos que f : |K| — @ es PL. Dadolque |K| es un poliedro com-
pacto, por el corolario 2.1.20 existen simplejos Ay, - - -, A, talesaque |K| = J;_; A y f|4; es
lineal para cada i. Por la proposicién 2.4.11, podemos hallar K< K y K'(A;) < K(A;) tales
que K'(A;)) C K', 1 =1,---,n. Dado que |J_, K'(A4)| = U] A= | K| = | K|, del lema
2.4.10 obtenemos que K’ = J;_, K'(A;). Entonces, para cada o €K/ ¢xiste i € {1,--- ,n}
tal que o C A; y puesto que f|A; es lineal, es claro que f|o también €3, lineal. [ |

Teorema 2.4.16. Sean K y L complejos simpliciales. Si f : |K| — |L| es un homeomorfismo
PL, entonces existen K'<K y L'<L tales que f : |K'| — |L'| es un homeomogfismo simplicial.

Demostracién. Por la proposicién 2.4.15, existe K” < K tal que f|o es lineal] Yo € K”.
Puesto que f es inyectiva, del lema 2.1.18 se sigue que f(o) es un simplejo, Yo € K”.
Por suprayectividad |L| = (J,cx» f(0), luego la proposiciéon 2.4.11 garantiza la éxistencia
de L' < L tal que, para cada ¢ € K", existe un subcomplejo K”(f(c)) C L' que lcumple
K"(f(0))<K(f(c)). Debido a lo anterior, se verifica que |,z K”(f(c)) es un subconiplejo
de L' tal que |L'| = |U,cr K”(f(0))|, v, por el lema 2.4.10, L' = J,cpn K"(f(0)). Sea
K' = f7Y(L'). Mostraremos que K’ < K. Sea 7 € L. Entonces existe ¢ € K” tal que
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T C f(#). Tenemos que f|o : ¢ — f(o) es una biyeccion lineal entre simplejos, por lo que
flo essunhomeomorfismo simplicial y, debido al corolario 2.2.6, (f|o)™ = f~!f(c) es un
homeometfismo simplicial. De esta forma, la restriccién f~!|7 es una biyeccién lineal. En
consecuenéiag’f ! : |L’'| — |K| es una biyeccién tal que f~!|7 es lineal, para cada 7 € L'. Por
ende, la propgsicion 2.3.9 nos dice que K’ es un complejo simplicial. Es facil corroborar que
|K'| = |K|. Si €))L/, recordemos que existe ¢ € K” tal que T C f(o) y entonces f~!(7) C o,
pero también K” <K | luego existe p € K tal que f~1(7) C o C p. Asimismo, en vista de
que o € K", habianios mostrado que flo : ¢ — f(o) es una biyeccién lineal, de modo que
fIf74(7) : f~'(7) = #%s una biyeccién lineal y, por ende, un homeomorfismo simplicial. En
consecuencia, K’ <« K § f/#1K’'| — |L’| es un homeomorfismo simplicial. |

Cabe destacar que el georema 2.4.16 es vélido ain si f : |K| — |L| es solamente una
funcién PL. La demostracionsde este hecho involucra estudiar complejos celulares, los cuales
son una generalizacion de los eomiplejos simpliciales. Sin embargo, esto queda fuera de los
objetivos de este trabajo. El lector interesado puede consultar el teorema 2.14 de [34].

Proposicién 2.4.17. Sea f : |K| <3L| un homeomorfismo simplicial. Si K' < K, entonces
L':=f(K'")<Lyf:|K'|—|L| es un homeomorfismo simplicial.

Demostracién. Sean K' < K y 7 € K~=Entonces existe ¢ € K tal que 7 C 0. Dado
que f : |K| — |L| es un homeomiorfismo simplicial, se tiene que flo : ¢ — f(0) es un
homeomorfismo simplicial y f(o) €Liluego flr : 7 — f(7) es también un homeomorfismo
simplicial y f(7) C f(o), esto es, f(f)estd contenido en algin simplejo de L. Debido a lo
anterior, f|7 es una inyeccién lineal, para cada 7 &%’ luego la proposicién 2.3.9 nos dice
que L' := f(K') es un complejo simplicial#También; s¢ verifica que |L'| = |L|, y ya hemos
visto que, para cada 7 € K', f|7 : 7 — f(7)les un*hHomeomorfismo simplicial y f(7) C p,
para algun p € L. Por lo tanto, L' <Ly f : [l %+ |L'| es’un homeomorfismo simplicial. W

Proposicién 2.4.18. Sea f : |K| — |L| un homeomorfiswo PL. Si |K,l,---,|K,| C |K],
entonces existen K' <K y L' < L tales que [ : |K'| — |L'| es"uw homeomorfismo simplicial,
donde K' contiene una subdivision de K;, para cada i =1,---" g,

Demostracién. Por el teorema 2.4.16, existen K" < K y L" < L tales/que f : |K"| — |L”|
es un homeomorfismo simplicial. Usando la proposicién 2.4.11, podemos hallar K’ < K" tal
que, para cada i, existe K/ C K’ que cumple K< K;. Finalmente, porla preposicion 2.4.17,

existe L' < L” para la cual f: |K'| — |L/| es un homeomorfismo simplicial, |
Definicién 2.4.19. Dado un simplejo o = (vg, - - ,v,), el baricentro de og€s«€l punto
. IR
o= 1 ;.
n+ i3

Sea K un complejo simplicial. El primer derivado de K, que denotaremos por sd K, resultado
de estrellar sucesivamente K en los baricentros &, siguiendo un orden de dimensiéon decre-
ciente de los simplejos o de K, recibe el nombre de primera subdivision baricéntrica
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de K. Definimos la m-ésima subdivision baricéntrica sd™ K de K inductivamente por
sd" K i=sd(sd™ ' K).

Definiciéns2.4.20. Sea K un complejo simplicial. La malla pu(K) de K es el maximo de
los diametrés de sus simplejos.

Una ventaja)de las subdivisiones baricéntricas es que, tomando m lo suficientemente
grande, podemos héaeer que los didmetros de los simplejos de sd™ K sean tan pequenios como
queramos. Esto es do que establece el siguiente resultado, cuya prueba no daremos, pero el
lector puede encontrarina demostracién detallada y comprensible en Munkres (1984) [28],
correspondiente al teotema”15.4.

Teorema 2.4.21. Sea K-un_complejo simplicial y sea € > 0. Entonces existe un m € N tal
que p(sd"K) < e.

2.5. Aproximacion simplicial

El propésito de esta seccion es presentar algunos resultados bésicos de la teoria de
aproximacién simplicial para futuras referencias en la tltima secciéon de este capitulo. Las
definiciones y resultados que aqui present&mos se basan en la seccion 6.3 y algunos problemas
de la seccién 8.6 de Armstrong (1983) [4], asi como en las secciones 14, 15 y 17 de Munkres
(1984) [28]. Sélo por esta seccién ¢onsideraremes R™ con la métrica euclidiana.

Definicién 2.5.1. Sea K un complejo Simplicial./Para cada vértice v de K, la unién de los
interiores de los simplejos de K que tienen. a v como, vértice es la estrella abierta de v
en K y la denotaremos por star(v, K). Si" k~= K (e)son ¢ un simplejo, convendremos en
denotar star(v, K) = star(v, o).

Lema 2.5.2. Sea K un complejo simplicial. Dado x € |KJ; existe un unico o € K tal que
x € 0°. Este simplejo recibe el nombre de portador de x en K.

Demostracién. Sea z € |K|. Si z es un vértice de K, entoncesa € (2)° = {z}. Si z no es
un vértice de K, entonces existe o’ € K tal que x € ¢’. Podemos éxpresar x = ) I, \;v; para
algunos A\; > 0, Y7 (A = 1, y v; € vert(o’). Denotando o := (v, - .+ v,), lo anterior nos
dice que x € 0°. Puesto que o < ¢, se sigue que o € K. Finalmente, o, es el inico simplejo
de K que tiene a x en su interior, porque los interiores de cualesquiera dos‘simplejos de un
complejo simplicial son disjuntos (observacion 2.3.2(4)). |

Proposicién 2.5.3. Sea K un complejo simplicial en R™ y sea v € wvert(J). Entonces
| K| — star(v, K) es la unidn de todos los simplejos de K que no tienen a v comio=vértice y,
por lo tanto, star(v, K) es abierto en |K]|.

Demostracion. Sea S la unién de todos los simplejos de K que no tienen a v como ¥értice.
Veamos que S = |K| — star(v, K). Sea € S. Entonces existe 0 € K tal que x € o)y
v ¢ vert(o). Esto significa que ninguna cara de o tiene a v como vértice. Sea p el portador,de
x en K. Entonces x € pNo, donde esta interseccién es una cara de p y . Sin embargo, x € p°,
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por lo gtie pNo = p, luego p < 0. Asi, v & vert(p) y se obtiene que x € |K| — star(v, K), de
otro mede; r € 7° para algun 7 € K tal que v € vert(7), pero por la unicidad establecida en el
lema 2.5:2] fenemos que 7 = p y entonces v € vert(p), que es contradictorio. Reciprocamente,
sea x € |K| #star(v, K), lo cual implica que = ¢ 7°, para todo 7 € K tal que v € vert(r).
Nuevamente €l _lema 2.5.2 nos dice que existe un simplejo p € K para el cual z € p°, de
manera que v €vert(p) y x € p C S. Por lo tanto, S = |K| — star(v, K).

Mostraremos ahofa que | K| —star(v, K) es cerrado en | K|, de donde se seguira que star(v, K)
es abierto en |K|. Sea o & K. Como |K|—star(v, K) es una unién de simplejos de K, tenemos
que o N (| K| — star(9, /) es una unién de caras 7 de 0. Si 7 = (), entonces es cerrada en
0,y si T es una cara nogvacia de o, al ser un simplejo se tiene que es cerrado en R", por lo
que 7 es cerrado en o. Lo anterior nos dice que o N (|K| — star(v, K)) es una unién finita
de cerrados de o y es, por éndescerrado en 0. Ya que esto se cumple para cualquier o € K,
recordando que la topologia ‘de |Kj es coherente con K (proposicién 2.3.7), se concluye que
| K| — star(v, K)) es cerrado en*{/f}, como queriamos. |

Definicién 2.5.4. Sea f : |K| — |L[una funcién continua. Una funcién simplicial s : |K| —
|L| es una aproxrimacion simplicial de f, si f(star(v, K)) C star(s(v), L), Vv € vert(K).

Teorema 2.5.5. Sean f: |K| — |L| yg: [L| — |M| continuas con aproximaciones simpli-
ciales s : |K| — |L| y t : |L| — | M4, respectivamente. Entonces tos : |K| — |M| es una
aprozimacion simplicial de g o f ¥ |I|.=> | M=

Demostracion. Tenemos que t o s es_simplicial per ser composicion de funciones simplicia-
les. Por otro lado, si v € vert(K), dadoque s es wha_aproximacién simplicial de f, resulta
que f(star(v, K)) C star(s(v), L), que implica g(f(star(v, K))) C g(star(s(v), L)). Asimis-
mo, puesto que s(v) € vert(L) y t es una,aproxima€ion simplicial de g, obtenemos que
g(star(s(v), L)) C star(t(s(v)), M). Por lo tante, (g o f)fstar(v, K)) C star((t o s)(v), M),
demostrando que t o s es una aproximacion simplicial de g6 _f. [ |

Definicién 2.5.6. Sea f : |K| — |L| una funcién continuas'Diremos que f satisface la
condicion de estrella con respecto a K y L, si para cada vértice v de K, existe un vértice
w de L tal que f(star(v, K)) C star(w, L).

Lema 2.5.7. Sean vy, - -+ ,v, vértices de un complejo simplicial K.

(1) Siz e, star(v;, K), entonces vy, -+ ,v, son vértices de una cara debportador de x.
(2) vo,- -+, v, son vértices de un simplejo de K si y solo si (i, star(v;, K J=0.
Demostracién. (1) Sea x € [;_,star(v;, K) y sea ¢’ el portador de z en K\ Para cada ,
existe 0; € K tal que v; € vert(o) y « € o7. No obstante, esto nos dice que o; esiehportador

de z y, por unicidad (lema 2.5.2), tenemos que ¢’ = o;, Vi. Como v; € vert(o;) = vert(c’),
Vi, luego (vg, -+ ,v,) < o’

(2) Supongamos que vy, --- ,v, son los vértices de un simplejo ¢ € K. Entonces a2+C
star(v;, K) parai =0, --- ,n, de modo que [_, star(v;, K') # ). Reciprocamente, suponierido
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que existe v € (), star(v;, K), en (1) vimos que o := (vg,- -, v,) es cara del portador o’
de x en Ky, como ¢’ € K, obtenemos que o € K, como querfamos.

Proposiciéon=2:5.8. Sea f : |K| — |L| continua. Si f satisface la condicion de estrella,
entonces f tiene una aprorimacion simplicial.

Demostraciéon. Supongamos que f satisface la condicion de estrella. Definamos una funcién
s @ vert(K) — vert(L)y donde para cada v € vert(K) escogemos un w € vert(L), tal
que f(star(v, K)) C stag(w, L), posible gracias a que f satisface la condicién de estrella, y
hacemos s(v) := w. Ahora bien, sea 0 = (v, - - - , v,). Entonces 0° C (_, star(v;, K), lo cual
implica que f(0°) C i, filstar(v;, K)) C (i, star(s(v;), L). Asi, (i, star(s(v;), L) # 0y
el lema 2.5.7 (2) garantiza que s(vgp), - - - , s(vy,) son los vértices de un simplejo de L. De este
modo, por el teorema 2.3.12, s $¢’extiende a una funcién simplicial s : |K| — |L|. Finalmente,
s aproxima simplicialmente a f porque_f(star(v, K)) C star(s(v), L). [ |

Proposicion 2.5.9. Sea K un complejo simplicial y K' < K. Entonces la identidad id :
|K'| — | K| tiene una aproximacion simplicial s : |K'| — | K]|.

Demostracién. Sea v un vértice”de K'* Sean o el portador de v en K y w € vert(o).
Mostraremos que star(v, K') C statfwz’ ), para‘ello, es suficiente con probar que

|K| — star(w, K) C [EKf=star(v, K'). (2.11)

De la proposicion 2.5.3, se sigue que |K |« star(w, K)ses la unién de todos los simplejos de
K que no tienen a w como vértice, cada uno_de los etales es union de simplejos 7 de K,
debido al lema 2.4.2. Ninguno de estos 7 tiené a® como™eértice, ya que v € ¢° C star(w, K).
Nuevamente usando la proposicién 2.5.3, |K| - star(v, K9"=|K’| — star(v, K’) es la unién
de los simplejos de K’ que no tienen a v como vértice. En comSecuencia, cualquiera de los 7
estan contenidos en |K| — star(v, K') y se consigue (2.11).

Finalmente, dado que id(star(v, K')) = star(v, K') C star(w, K),fobtenemos que id satisface
la condicién de estrella con respecto a K’ y K, entonces la proposicidn’ 2.5.8 garantiza que
id : |K'| — | K| tiene una aproximacién simplicial s : |K'| — | K]|. |

No siempre es posible hallar una aproximacion simplicial de una_finciéon continua
f o |K| — |L]|, pero si podemos garantizar su existencia cuando reemplazanies K por una
subdivisién baricéntrica sd™ K adecuada. Para probar este resultado, requerimos€l conocido:

Lema 2.5.10 (Lema de Lebesgue). Sea X un espacio métrico compacto y sea d=={A;}ics
una cubierta abierta de X. Entonces existe 6 > 0, llamado niimero de Lebesgue de la
cubierta <7, tal que para todo subconjunto A de X cuyo didmetro es menor que §, se ewmnple
que A C A; para algin j € J.

Una prueba del lema de Lebesgue se puede consultar en [29].
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Teorema 2.5.11 (Teorema de aproximacién simplicial). Sea f : |K| — |L| una funcion
continuasEntonces existe m € N tal que f : |sd" K| — |L| tiene una aproximacion simplicial
s:|sd" K= |L|.

Demostraciégn., La coleccién o7 de las estrellas abiertas de los vértices de L forman una
cubierta abierta/e | L|: los elementos de .o/ son abiertos en |L| gracias a la proposicién 2.5.3, y
dado x € |L|, tomando cualquier vértice v del portador de = en L se tiene que x € star(v, L),
asi que la unién de, 10§ elementos de &7 es igual a |L|.

Sea @' = {f}(A) : A& «}. Dado que f es continua, entonces f~'(A) es abierto en |K],
para cada A € &7, por loque &7’ es una cubierta abierta de | K|. Ya que | K| tiene la topologia
de subespacio de algiin R™/entonces |K| es un espacio métrico, el cual es compacto por la
proposicién 2.3.4. Aplicandé eldema de Lebesgue, obtenemos un nimero de Lebesgue § > 0
para la cubierta abierta o/’“de |K|. El teorema 2.4.21 garantiza que existe un m € N tal
que p(sd™K) < $. Sea v un vértice de sd™ K. Sean uy, uy € star(v,sd™K). Entonces existen
01,09 € sd™K tales que v € vert(gf) Nvert(oy) y u; € o7, i = 1,2. Por lo anterior,

20

d(u1,us) < d(uy,v) + d(v,us) < diam(oy) + diam(oz) < 2u(sd™K) < 3

En consecuencia, diam(star(v,sd™K)) <=9 por lo que existe un vértice w de L tal que
star(v,sd™K) C f~!(star(w, L)),A6/cual implica, que f(star(v,sd™K)) C star(w, L). Asi, f
satisface la condicién de estrella comtespecto ay¢d™ K y L, concluyéndose por la proposicion
2.5.8 que f : [sd™K| — |L| tiene una@proximaeion simplicial s : [sd™ K| — |L|. |

Definicién 2.5.12. Diremos que las funciones simpliciales s, ¢ : |K| — |L| son contiguas,
si para cada simplejo o € K existe 7 € L tal que s(o), () < 7.

Lema 2.5.13. Sis,t: |K| — |L| son aproximaciones simpliciales de f : |K| — |L|, entonces
s y t son contiguas.

Demostracién. Seao = (vg,---,v,) € K.Seax € 0°ysea 7l portador de f(z) en L. Para
cada i, se tiene que x € star(v;, K) y como s es una aproximacién simplicial de f, se sigue que
f(z) € star(s(v;), L). Por lo visto en el lema 2.5.7 (1), esto implica gue s(o) < 7. Del mismo
modo, ya que t es aproximacion simplicial de f, se cumple que f(stag(v;, /K )) C star(t(v;), L)
para todo i, luego (o) < 7. La conclusién es que s y ¢ son contiguas! [ |

Si f,g : |K| — |L| son funciones continuas y § > 0, escribiremos”d(f,g) < J para
indicar que d(f(x),g(x)) < d, para todo x € |K]|.

Lema 2.5.14. Sean f,g: |K| — |L| continuas. Si 6 > 0 es un nimero de Lebesque para la
cubierta abierta de |L| formada por las estrellas abiertas de los vértices de L, y si'd(f, g) < g,
entonces o = { f~*(star(v, L)) N g~ *(star(v, L)) }vevert(r) forma una cubierta abierta,de |K|.

Demostracién. Sea v € vert(L). Dado que star(v, L) es abierto en |L| (proposicién 25.3),
de la continuidad de f y g tenemos que f~!(star(v, L)) N g~ !(star(v, L)) es abierto en |K]|.
Entonces &7 es una coleccién de abiertos en |K|. La demostraciéon estard completa si mos-
tramos que |K| es igual a la unién de los conjuntos en o/. Es suficiente con probar que,
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para cada = € |K]|, existe v € vert(L) tal que x € f~!(star(v,L)) N g !(star(v,L)). Sea

x € |K|»Observemos que diam (V|L| (f(:v),g)) < %‘5 < 6, por lo que existe v € vert(L)

tal que ¥ (f(ac),g) C star(v, L), asi que f(x) € star(v,L). Como d(f(x),g(z)) < %,
entonces §(z)',€ Vir (f(z),2). En consecuencia, f(z),g(z) € star(v,L) y, por lo tanto,

r € f~(star(d,.L)) N g~ '(star(v, L)). |

Proposicién 2:5.45. Si f,g : |K| — |L| son homotdpicas, entonces existe m € N y una
secuencia de funcignes simpliciales s1,--- , s, @ |sd"K| — |L| tales que sy es aproximacion
simplicial de f, s, €sdprorimacion simplicial de g, y cada s;, s;11 Son contiguas.

Demostracién. Sea §“>.0, un ntimero de Lebesgue para la cubierta de |L| formada por
los abiertos star(v, L), v €vert(L). Sea F' : |K| x I — |L| una homotopia entre f y g.
Escribamos f;(x) := F(x,t)~Buscamos n € N tal que

d(f'r/n7f(7’+1)/n> < g, 0<r< n,r € 7. (2.12)
Ya que F' es una funcién continua entre’espacios métricos con | K| x I compacto, entonces F' es
uniformemente continua. Asi, existe 5 > tal que, para cualesquiera (x1,t1), (22, t2) € |K|xI
con d((z1,t1), (xa,t2)) < B, se cumple dif(z1), fi,(22)) < g. En particular, siempre que
|t; — t2| < B tendremos que d(f; (&), fi,(2)) < $,Va € |K|. Ahora, por la propiedad Arqui-
mediana, existe n € N tal que 0 < % <»(3. Deé este modo, se tiene (2.12).

Por lo anterior y el lema 2.5.14, &7, :& {f;/il(star(v, L)nN f(;}rl)/n(star(v, L)) }vevert(r) forma
una cubierta abierta de |K|, para cadai0=< r <gn, r € Z. Aplicando el lema de Lebes-
gue, para cada r existe un numero de Lébesgue ¢, > 0 de 7. Tomemos 6* = ming,.
Por el teorema 2.4.21, podemos hallar m (€ N tal qué u(sd"K) < %*. Dado r, asi como
se mostrd en el teorema de aproximacién simplicial, si¥uses un vértice de sd™ K, entonces
diam(star(u,sd™K)) < §* < J,, luego star(u,sd™ K) C fr_/il(star(v, L)nN f(;il)/n(star(v, L)),
para algin v € vert(L). Esto implica que f, /, (star(u, sd™ K)) yf+1)/m(star(u, sd™ K)) estéan
contenidos en star(v, L). Usando la proposicién 2.5.8, obtenemios.una aproximacion simpli-
cial 5,41 : [sd" K| — |L| tanto de f,/, como de f11y/. Aqui, sy aproxima simpliciamente a
fo=fysn,afi =g. Ademas, s; y s;11 son contiguas porque son apreximaciones simpliciales
de f;/n (lema 2.5.13). |

2.6. Conexidad fuerte

El proposito de esta seccién es introducir el concepto de conexidad fuerte de complejos
simpliciales, rescatado de Aleksandrov (1956) [2], y algunos resultados relacionados que nos
seran de utilidad en el tratamiento de la orientacién de complejos simpliciales.

Definicién 2.6.1. Sea K un complejo simplicial. Un simplejo o € K es principal,(si 6 no
es una cara propia de algin simplejo de K. Diremos que K es puro, si todos sus simplejos
principales son de la misma dimension.
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Dado un complejo simplicial K, es claro que | K| es la unién de los complejos simpliciales
K (o) donde o es un simplejo principal de K.

Por otro lado, eomo consecuencia de la afirmacion 2.4.6, dado un n-simplejo o, cualquier r-
ésimo derivade K (o) de K (o) es un complejo simplicial que consiste de n-simplejos junto
con sus caras=A_partir de este hecho, demostraremos el siguiente:

Lema 2.6.2. Sea.o*un n-simplejo y sea K' < K (o). Entonces K' es un n-complejo puro.

Demostracién. Observamos que K’ = |J]*, 7; donde cada 7; es un simplejo principal de
K'. En vista de que 7; € || = |K(0)|, por la proposicién 2.4.11, existe un r-ésimo derivado
K™ (o) de K(0) que contiene una subdivisién L; < K(7;), para i = 1,---,m. Puesto que
U™, Li| = | K" (0)], del ¥ma,2.4.10 obtenemos que K (o) = I, L.
Por otro lado, si py,- -, p, Son log n-simplejos principales de K (o), entonces K (o) =
L K(pi). De este modo, pardeada j € {1,---,p} existe un j* € {1,---,m} tal que
p; € Lj, es decir, p; C 7. Sea b.g{1,--- ,m}. Mostraremos que existe k' € {1,--- ,p} tal
que py C 7. Por contradiccién, sipengamos que p; ¢ 7, para todo j € {1,---,p}. Dado
que Ly < K (14), entonces 73, = | J;_, fiePara algunos 6; € K (o). En consecuencia, para cada
ie{l,---,s}existe j € {1,---,p} tallque 6, < p,. A su vez, existe j/ € {1,---,m} tal que
p; C 7j.. Esto quiere decir que existen kyg==> k, € {1,--- ,m} tales que 7, C Uf;kl 7;, luego
T = T N (Uf;kl Ti> = Uf;kl (1. V74), dondemetemos 1, N 7; < T, 7;, para i = ky, -+ , k. No
puede ocurrir que 7, N 7; = Tk, pordque-~entonces. s, < 7; contradice que 75 sea un simplejo
principal de K’. Por ende, 75, es una union de sussCaras propias, pero esto es absurdo. Asi,
debe existir £’ € {1,---,p} tal que pp C 7. Esto_implica que n = dim(py) < dim(7g).
Como también ocurre que 7, C o, entonées-dim(7) < dim(o) = n. Por lo tanto, 7 es un
n-simplejo. Al ser esto vélido para cualquier.k € {I7--% ,m}, queda demostrado que los
simplejos principales de K’ tienen dimensién ‘. [ |

Respecto a los (n—1)-simplejos en una subdivisién arbitzaria del complejo simplicial de
un n-simplejo, enunciamos el siguiente teorema, del cual puede€onsultarse una demostracién
elemental y detallada en Maschler et al (2013) [24], concretamenté en el teorema 23.15.

Teorema 2.6.3. Sea o un n-simplejo, n € N. Sea K' < K (o), K' % K{o), y sea 7 € K" un
(n — 1)-simplejo. Si T C Oo, entonces T es cara de un unico n-simpléjoy de K'. Si 7 ¢ Oo,
entonces T es cara de precisamente dos n-simplejos de K'.

Lema 2.6.4. Sea K un n-complejo puro, n € N, en el cual cada n-simplejo tiene una cara
frontera que es cara de al menos dos n-simplejos. Sean 0,0’ € K n-simplejosy Definamos la
relacion o ~ o' si y sdlo si existe una secuencia o1,0, - , 0, de n-simplejos de K tales
que o1 =0, 0y, =0 yo;Noi es una (n— 1)-cara, parai=1,--- ,m — 1. Entojices ~ es
una relacion de equivalencia sobre el conjunto de n-simplejos de K.

Demostracion. Es facil ver que ~ es simétrica, ya que basta con invertir el ordene desla

secuencia en cuestion, mientras que la transitividad se sigue al juntar las secuencias invelu-
cradas. Finalmente, la reflexividad es consecuencia de la simetria y la transitividad, ya que
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si 0 esAin n-simplejo en K, seleccionando una cara frontera 7 de o, para la cual exista un
n-simplejo’o’ € K tal que 0 N o’ = 7, se tiene que o ~ ¢’ y, por ende, o ~ 0. [ |

Definicién 2:6.5. Sea K un n-complejo puro. Diremos que K es fuertemente conexo,
si o ~ ¢’ para’cualesquiera n-simplejos 0,0’ € K distintos.

Proposicién 2,66, Sea o un n-simplejo, n € N. Sea K'<K (o) tal que K’ # K (o). Entonces
K’ es un n-complejo_fuertemente conexo.

Demostracién. Debidesal lema 2.6.2, tenemos que K’ es un n-complejo puro.

Paso 1. Mostraremos primero el caso particular donde K’ es un primer derivado de K(o).
Por induccién sobre n. Supongamos que n = 1 y escribamos o = (vg, v1). Entonces existe
z, € 0° tal que K’ = K({ugdZ,)) U K({v1,x,)), donde (vg, z,) N (v1,2,) = (z,), lo cual
muestra que K’ es fuertemente conexo. Dado n > 1, supongamos que la proposicion es cierta
para el primer derivado de un n-gitnplejo y veamos que lo mismo se sigue para n+1. Sea o un
(n + 1)-simplejo y K’ un primer derivado de K (o). Tenemos que K’ es un (n + 1)-complejo
puro. Sean oq,--- ,0,, los simplejos'principales de K’. Recordando la afirmacién 2.4.6, es
claro que existe x, € o° tal que x, € vext{o;) y p; := 0;\{x,) C Oo, parai=1,--- m. Sean
J.k € {l,---,m} con j # k. Puesto que’py, pr C Jo y como K’ es un primer derivado de
K (o), por la proposicién 2.4.8 existen 7;,; caras fronteras de o tales que p; C 7; v pp C 7.
Asimismo, por ser K’ un primer derivado de. (@), el subcomplejo L; de K’ tal que |L;| = ;
es un primer derivado de K(7;) conp; € L;, para ¢ = j, k. Por otro lado, v = 7, N 7, es
una cara frontera comin de 7; y 7%, ‘de/modo quesel subcomplejo L de K’ tal que |L| = v
también es un primer derivado de K (¥):<Pe, hecho, puede verse que L es un subcomplejo
comin de L; y Ly, el cual es de dimensién.n — 1.(Sea § € L un (n — 1)-simplejo. Como
L; y Ly son subdivisiones de los n-complejos K(7;) y & (), respectivamente, gracias a que
¢ C v C O1; N O, por el teorema 2.6.3 podemos encéntrar 0; € L; y 0, € L tales que
¢ es cara frontera comun de ¢; y 0. Dado que p; y 0;\sén. n-simplejos de L;, el cual es
un primer derivado del n-complejo K (7;), entonces por hipotesis de induccién existe una
secuencia de n-simplejos p;,wi, -+ ,wp,0; de L;, en la cual dés.simplejos consecutivos se
intersecan en una (n — 1)-cara. Andlogamente, podemos hallar una secuencia de n-simplejos
O, wWps1, - ,wr, pr de Ly con las mismas caracteristicas de la secuencia previa. Ya que los
simplejos en las secuencias previas son, de hecho, simplejos de K’ y,puesto que 6, NG; =6,
escribiendo o = x,w; para cada i, §; = x,0; vy By = x,0;, obtenénles una secuencia de
n-simplejos o, a1, -, ap, Bj, B, Qpi1, - -+, @, 0 de K en la que cualesquiera dos simplejos
consecutivos se intersecan en una cara frontera. Al ser j y k seleccionadds arbitrariamente,
queda demostrado que K’ es fuertemente conexo.

Paso 2. Demostraremos ahora el caso en que K’ es un r-ésimo derivado de K (g)«Por induc-
cién sobre r > 1. El caso 7 = 1 ya se mostré en el paso 1. Asumiendo que para cierto r > 1
la proposicién es vélida, probaremos que también es cierto para un (r+ 1)-ésimo deriyado K’
de K (o). Entonces K’ = (K”)V), donde K" es un r-ésimo derivado de K (o). Sean p,f’ & K’
n-simplejos. Como K’'< K", entonces existen n-simplejos 7,7 € K" talesque p C 7y p’ @ 7'.
Por hipétesis de induccion, se tiene una secuencia de n-simplejos 1y, - - - , 7, de K, con 1y = 7,
7, = 7'y en la que dos simplejos consecutivos se intersecan en una misma cara frontera. Para
cada i, observe que el subcomplejo L; de K’ tal que |L;| = 7; es un primer derivado de K(7;),
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por lo gtie L; es un n-complejo puro. Asi, para cadai =1,--- ,p— 1, podemos seleccionar en
L; un (n=1)-simplejo v; C 7;N7;41 y podemos hallar n-simplejos 0; € L; y 0} € L; 4 tales que
0;N6; = «;, de modo que 0; ~ .. Ahora, como p y #; son n-simplejos de Ly, aplicando el paso
1 para Li,"tememos que p ~ 6; mediante una secuencia de n-simplejos de L; y, por ende, de
K'. Del mismé modo, como ¢, p" € Ly, entonces 0, | ~ p'. Parai=2,--- ,p—1, tenemos
que 0;_1,0; € I3 uego 0, ~ 0. Ast, p~ 0y ~ 0y ~ O ~ 0y~ o~ O, ~ 0 ~py,
por transitividad_{déma 2.6.4), obtenemos que p ~ o', lo que nos permite deducir que K’ es
fuertemente conexaq.

Paso 3. Probaremos 1a preposiciéon para K'<K (o) arbitraria. Gracias a la proposicién 2.4.11,
existe un r-ésimo derivado.K (" (c) de K (o) tal que, para cada n-simplejo 7 de K', K" (o)
contiene un subcomplejo ‘Ly‘que es subdivisién de K (7). De hecho, K () es la unién de los
complejos L, mencionados antetiormente. Sean 7,7 € K’ n-simplejos distintos. Escojamos
n-simplejos p € L,y p' € L, porle cual p C 7y p’ C 7. Debido al paso 2, existe una secuen-
cia de n-simplejos p1, -+, pm COLPL = p y pm = 0, en la cual p; N p;1 es una (n — 1)-cara,
parai=1,--- ,m— 1. Para cada“igtenemos que existe un n-simplejo 7; € K’ tal que p; C 7;.
Dado j € {1,--- ,m — 1}, ocurre que’r; = 7,41 0 bien 7; # 7;41. En este tdltimo caso, como
p;j N pj41 es una (n — 1)-cara contenida en el simplejo 7, N 7,41 (el cual es cara propia de 7; y
Tj+1), entonces 7;N7;41 es una (n—1)-caras Qbserve que existen ky, - -- , ks € {1,--- ,m} para
los cuales: 7; = 11, Vj < ky; 75 = 70, VJ 2RSSy, para2 <p < s—1, 7 = 7,, Vk, < J < kpy1.
Por lo anterior, obtenemos una su€esién de n-simplejos 7, -+ ,7x, en K' con 74, =71 =Ty
Tk, = Tm = T, en la que 73, N7y, , €STUna (n—1)4ara, para j = 1,--- ,s—1. En consecuencia,
T ~ 7'y, por lo tanto, K’ es fuertementé conexe: |

s

2.7. Orientacién

Esta seccién se basa en el tratamiento dado en ellcapitulo 5 de Lee (2000) [19] y el
capitulo 6 de Singer y Thorpe (1967) [37]. A lo largo de esta seccién, la envolvente afin de
un simplejo o se denotard por X, .

Definicién 2.7.1. Sea ¢ un n-simplejo con vértices vy, - - - , Uy Diremos que dos érdenes
(Vig, =+ Vi) ¥ (Vjo, - -+, vj,) de los vértices de o son equivalentes, si'existe una permutacion
par s de {0,1,--- ,n} tal que s(iy) = j,, parag=0,--- ,n.

Proposicion 2.7.2. La relacion dada en la definicion anterior es de equivalencia y, para
n > 0, particiona el conjunto de los ordenes de vgy,--- ,v, en dos clases” de equivalencia;
mientras que, para n = 0, soélo hay una clase de equivalencia. Cada una~de estas clases
recibe el nombre de orientacién de un simplejo.

Demostracién. La relacién es reflexiva, simétrica y transitiva debido a que la identidad es
una permutacion par, la inversa de una permutacién par es par y la composiciéon dejpermu-
taciones pares es par, respectivamente. Por lo tanto, tenemos una relacion de equivalencia
definida en el conjunto de los érdenes de vy, -+ ,v,. Si (v, ,v;,) es un orden arbifrario
de los vértices vy, -+ ,v,, entonces existe una tnica permutacién s de {0,---,n} tal que
s(q) = i4, Yq, y ya que toda permutacién es par o impar, entonces hay dos clases de equi-
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valencia® la primera corresponde a la clase de (vg,---,v,) v la segunda es la clase de los
érdenes_(#(0), - -+ , Vs(n)) donde s es una permutacién impar. Cuando n = 0, solamente hay
una clase“déjequivalencia, que es la de (vp). [ |

Definicién 2(7.3. Un simplejo orientado es un simplejo junto con una eleccién de orien-
tacién. Si vy, - #w, son los vértices de un simplejo o, entonces el simplejo orientado de-
terminado por él ofden (vg, - - ,v,) serd denotado por o = [vg, -+ ,v,] y denotaremos por
—0 = —|vg, -+ ,v,} alymismo simplejo, pero con la orientacién opuesta. Si n = 0, denotare-
mos [vp] simplementepor vy y haremos la convencién de considerar dos posibles elecciones
para orientar o, ya sed 0 = 4y o0 bien 0 = —uy.

Cabe destacar que‘umw’ 1-simplejo orientado tiene un sentido de direccién ligado, un
2-simplejo tiene un sentido e xétacion ligado, y asi sucesivamente (figura 9). Esto es debido

a que orientar un simplejo o = {vg,--- ,v,) mediante [vy,--- ,v,] equivale a orientar su
envolvente afin X, = x¢ + S atrévés de la base afin ordenada (vg,- - ,v,), es decir, es lo
mismo que orientar S a partir de tabase ordenada (v — vy, - -+ , v, —vp), & cOmo mostraremos

en la proposicion 2.7.5. A esta orientacién de X, le llamaremos la orientacion inducida
por o = [vg, -+, Uy).

U1

V0 V0 V1 V2
[1107111] [UO;U17v2] [UO;UhUQ;UB]

Figura 9: Interpretacion geométrica de la orientaciongde un simplejo.

n}. Si

B = (v1 —wp, -+ ;0 —09) ¥y C" = (Us(1) = Us(0); " * » Us(n) — Us(0)), entonces deb(Mpr cr) = —1.

Lema 2.7.4. Sea 0 = (vg, -+ ,v,). Sea s una transposicion del copjunto {0, - - -

Demostracién. Tenemos que existen i,j € {0,--- ,n}, i # j tales que s(@h=4, s(j) =i
y s(k) = k, para todo k # i,j. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, Jque i < j.
Consideremos primero el caso 7 # 0. Entonces

MB’,C/ = [61,“' y€i—1,€5, €41, ,€-1,€4, €541, " * 7671]7

e intercambiando en esta matriz la j-ésima con la i-ésima columna, obtenemos la matriz
identidad I, «,. El intercambio hecho implica un cambio en el signo del determinantes es
decir, det(Mp/ ) = —det(l,xn) = —1. Ahora bien, supongamos que ¢ = 0. En este caso,
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C' = (Wi —vj, -+, Vj—1 = Vj, V0 — Vj, Vg1 — Vj,*++ U — Vj) ¥ U — U5 = (Vg — Vo) — (v — o),

Vk. En patrticular, cuando k = 0, tenemos que vy — v; = —(v; — vp). En consecuencia,
MC’,B’ = [61 — ej, s ,ej_l — Gj, —Gj, €j+1 — Gj, e, Ep — 6]‘]
(1 o --- 0 0 0 0]
0 1 -0 0 O 0
: : R : : 0
JLbe o -1 0 o0 0
l=1_.-1 -+ -1 -1 =1 .-+ —1| < j-ésima fila
.0 -+ 0 0 1 0
0“0 - 0 0 0 - 1]
/]\
J-ésima columna

y se sigue que det(Me p) = —(FL*det(I(h—1)x(n-1)) = —1. Asi, también obtenemos
det(MB/,C/) =—1. [ |
Proposicién 2.7.5. Sea 0 = (vg, 28, v, )Ny sean (vig, -+, v;,), (Vjo, -+ ,vj,) dos drdenes de
los vértices de o. Entonces [v;y, - AU} Y [05555 7 , v}, inducen la misma orientacion en X,
iy solo si [Vig, -+ 0] = [Vjg, -+, Vil
Demostracién. Denotemos B = (v;,,"5"5v;,) ¥ &€ = (vjo,- -+ ,v;,). Entonces [v,, -+, v;,]
y [V, -+ ,v;,] inducen la misma orienta€ion de X, 8i y sélo si B y C son bases afines
equivalentes de X,, es decir, siempre y cuando. B’ = (¥; = vy, -+ Vi, — Vi) ¥ C' = (v, —
Vjo,*** ,Vj, — Uj,) sean bases equivalentes. Teénemos que’existe una tnica permutacién s del
conjunto {0,---,n} tal que s(i,) = j;, V¢. Ademads, exist€netransposiciones si,--- , s, de
{0,--- ,n} tales que s = s,,, 05,1 0 - -0 51. Escribamos 1, =s,0---05y, parap=1,--- ,m.

Sean By = B'y, para cada p, B, = (Ur,(ig) = Ury(ir)> """ > Ury(in)® Un, (i) )- Note que B, = C".
Esquematicamente, tenemos la siguiente sucesion de bases ordenadas:

B,:B(,) S1 Bi 2, .. Sm B;n:C/,

donde dos bases consecutivas difieren por una transposicién. De este modo, por el lema 2.7.4,
m
det(MB;_pB;)) =-1,p=1,---,m. Yaque Mp c» = Mp, g1 = [T, MB;%Z_’B;YHH, entonces

det(Mp ) = (—1)™, el cual es positivo si y sélo si m es par. Esto implica(que B’ y C’ son
equivalentes, siy sélo si s es una permutacién par, siy sélosi [vy,, - -+, v, | = [Vjed™ 3 ,v5,]. W

Definicién 2.7.6. Si 0 = [vg, -, v,] es un n-simplejo orientado, entonces la ‘erigntacion
de o determina una orientacién en cada una de sus caras frontera, llamada la oriemtacion
inducida, por la siguiente regla: la orientacién inducida de la cara 7; = (vo, - - - , 0;, " 5Un)
se define por o|r; := (—1)%[vg, -+ ,¥;, -+ ,vy,], donde ¥; indica que se ha omitido el vértice;
(véase la figura 10).
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Figura 10: Orientacionés inducidas en las caras frontera por un simplejo orientado.

Definicién 2.7.7. Sea K un n-complejo puro. Si 0,0’ € K son dos n-simplejos distintos que
comparten una cara frontera 7, dirémos que las orientaciones de o y ¢’ son consistentes, si
inducen orientaciones opuestas en 7. Una orientacion de K es una eleccion de orientacién
para cada n-simplejo, de tal forma que ¢ualesquiera dos de estos simplejos que se intersequen
en una (n — 1)-cara estén consistentemente-orientados. Diremos que K es orientable, si K
admite una orientacion.

Ejemplo 2.7.8. Sea 0 = [vg, -+, ual,.n > 1. Consideremos el (n — 1)-complejo puro K =
K (0o) y orientemos cada cara 7; ={ 0o\ (v;) col la orientacién inducida o|r;. Veamos que
hemos dado una orientacién de K. Seanyj € {Q¢**- ,n}, i < j. Entonces p :== 7, N7 =
(o\{v;))\(v;). Tenemos que o|7; = (—1)"[ug} er , Vi—{, Vi1, - , v, Uy], donde v; se encuentra
en la (j — 1)-ésima posicién. En consecuentia,

(olm)lp = (1) oo, 2 -+ Cigla -+, on). (2.13)

Por su parte, o|7; = (—1)7[vg, -+ , Vs, ** ,Vj—1,Vj41, -+ * , Uy) ¥ teHemos que v; estd justamente
en la i-ésima posicién. Luego,

(ol)|p = (=1)7 " [vg, -+ , iy, 05, -+, vl (2.14)
Comparando (2.13) y (2.14), es claro que (o|r;)|p = —[(c|7;)|p]. Esbe“demuestra que 7; y
7; estan consistentemente orientados. Al ser esto vélido para cualesquieradyy € {0,--- ,n}

distintos, se concluye que hemos producido una orientacién para K.

Lema 2.7.9. Sea 0 un n-simplejo y sea K' < K(0). Entonces K' es orientable~si y solo si
cualesquiera n-simplejos orientados 01,09 € K' inducen la misma orientacion en.X,.

Demostracién. Si K’ = K(o), entonces o es el tnico n-simplejo orientado de K’ y el
resultado es trivial. Supongamos que K’ # K (o). Primero, sean o1 = [vg, -+ ,v,| ¥ 02 =
[wo, - -+, w,] simplejos orientados de K’ que se intersecan en una cara frontera comun .

Caso I: n = 1. Aqui tenemos que o1 = [vg,v1] ¥ 02 = [wp, w;]. Ademds, como T es cara
frontera de oy, tenemos que 7 = (vg) o bien T = (vy).
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Asumiendo que K’ es orientable, debe cumplirse que las orientaciones de o; y oo son con-
sistentes,sSupongamos que 7 = (vg). Por contradiccién, se demuestra que vy # wp, ya que
01|7 y oaff bienen orientaciones opuestas. Asi, wy = vy y 03 = [wg, vg]. Dado que X,, = X,,,
existe A 70 gal que vy — wy = A(v1 — vg). Para que (vg,v1) y (wp,vy) sean bases afines or-
denadas de X4 equivalentes, debe ocurrir que A > 0 (pues A es el determinante de la matriz
de cambio respeetiva). Supongamos que A < 0. Entonces —A > 0y wy — vg = —A(v; — vp),
es decir, wy =w’= A(v; — vg). Si —A < 1, se tiene que wy € (vg,v1) y, en consecuencia,
wo € 01 N oy = 7°= (ay), contrario al hecho que vy # wy. Por otro lado, si —\ > 1, se tiene
que v; € (wg, vg) yrentonces v; = vy, que tampoco es posible porque vy # vy al ser vy y vy
afinmente independiénges, De lo anterior se deduce que A > 0 y, por ende, 01 y 05 inducen
la misma orientacién ensX,. Un argumento similar se aplica cuando 7 = (v1), en cuyo caso
vy # wy y se prueba que ‘wjp— v; = A\(v; — vg) para algin A > 0.

Reciprocamente, partamos‘del”supuesto que oy y 05 inducen la misma orientacion en X,.
De nuevo, suponiendo que 7 = f{vg), tenemos que vy = wy 6 vg = w;. Si vy = wp, ya
que X, = X,,, podemos hallar'\ # 0 tal que w; — vg = A(vy — vp). Como (vg,v1) y
(vg, w1 ) son bases afines ordenadag”de X, equivalentes, se cumple que A > 0. De este modo,
wy = vy + A(vy — vg) con A > 0. Cuando A < 1, entonces wy € (vg,v1) v se contradice que
vg # wy. Pero si A > 1, tenemos que #] € (w1, vp), que igual es contradictorio. Esto nos dice
que sblo puede ocurrir que vy = wq, por 10 que oy = [wy, vg]. Asi, o1|T = —vg ¥ 02|T = +y,
demostrando que las orientaciones de o302 son consistentes. Si 7 = (v;), un argumento
similar al presentado en este parrafe/muestra que v; = wy y que las orientaciones o1 |7y 09|
son opuestas.

Caso II: n > 1. Como 7 es una (n — )<cara de'gf, tenemos que existe i € {0,--- ,n} tal que
v; ¢ vert(r). Intercambiando v; con vy, la orientacién de [vg, -+ ,Vi—1, U, Vit1, "+, Un_1, V]
es opuesta a la de o1. Puesto que n > 1, entontes 7'tiene-al menos dos vértices distintos de v;.
Intercambiando dos de éstos, la orientacién zesultanteserd la misma de o4, pero los primeros
n — 1 vértices en este arreglo son los que generan a 7. De este modo, renombrando de ser
necesario, podemos asumir que 7 = (vg, - -+ , U1 ). Dadosque 7 también es cara frontera de
09, existe j € {0,--- ,n} tal que w; ¢ vert(r).*Asi comoHigimos con oy, podemos obtener
un orden equivalente de los vértices de o9, de manera que los primeros n — 1 vértices generen
a 7 y el tltimo sea w;. Por ende, renombrando los vértices e .go si hace falta, podemos
suponer que existe una permutacion s de {0,--- ,n — 1} tal que o = [vs0), - ; Vs(n—1), Wn]
yT= <vs(0)7 Tt 7vs(n71)>-

Denote B} = (vi — g, ,Vp — V), By = (Vs(1) = Us(0)s " "+ > Vs(@at" Vs(0)» Wn — Us(0)):
Cl = (v1 =g, ,Vp—1 — V) Y Cf = (Vg(1) — Us(0), " "+ 5 Vs(n—1) — Vs(0)) 1as cuales son bases
ordenadas. Dado que X, = X,,, entonces w, € X, = vy0) + gen(vy — Vo, 24,V — Vp), €8
decir, w, — vs0) = Dy Ai(v; — vg), para algunos A; € R. No puede ocurfir que A, = 0, de
otro modo, w, € vy +gen(vy —vg, -+ ,vp—1 — ) = X7, pues 5(0) € {0,--€ 9w =1} implica
que vy € vert(7), y esto contradice que v, - - - , Vp—1, w, son afinmente independientes. Asf,
An # 0. Cuando v,y # v, entonces existe un p € {1,--- ,;n — 1} tal que Usippos vo. En
consecuencia,

MBg,Bg = |€s(1) — €s(0)y """ 5 Cs(p—1) — €s(0)> —C€5(0)s Es(p+1) — €s5(0)s """ 5 Cs(n—1) — €s(0)s Z&Ei
i=1

Ya que e,y # e, paratodo j € {0,---,n—1}, entonces en la n-ésima fila de Mp; p; todas las
entradas son cero salvo la (n,n)-ésima que es \,,. Borrando la tltima columna y la ultima fila
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de Mpyp:, observamos que se obtiene Mgy cr, luego det(Mp, pr) = A, det(Mcy o7 ). Cuando

Us(0) =gt DOte que Mpy pr = [€1)s - Csinot)s Doieq Ni€i] ¥ det(Mpy pr) = A det(Mey o).
Ahora, pfobaremos que A\, < 0. Por contradiccién, supongamos que A, > 0. Note que

Wn, — Vs(0),7= Z Ai(vi — v) = Z Aiv; + Z Aiv; — (Z >\i> Vg — (Z >\i> Vo,
=1 Ai>0 Ai<0 Ai>0 Ai<0
lo cual implica
W, + Z(—)\,)vl + (Z )\z> Vo — Z )\ﬂ]i + Z(—Ai)vo + Us(O)-
<0 Ai>0 Ai>0 <0

Sear =14+ Z)\Z_<O(—)\i) + Z,\po i, el cual es positivo. Entonces

T = %wn + Z _T/\ivi + (Z %) Yo = Z %Ui + (Z _:") ot %Us(O)a (2.15)

Ai<0 A >0 Ai>0 ;<0

donde los escalares involucrados en cada\parte de la igualdad son positivos y suman - = 1.
Sean ST := {v; : Ay > 0} y S7 := {v; ¥HN*< 0}. Dado que A, > 0, entonces v, € STy
v, & S, luego x € conv({vy, w, }AE ™) Nconv({vs), vo} UST) C oaNoy = 7. No obstante,
como 7 < 01y x € 7, donde la combinacion afig de  dada en el miembro derecho de (2.15)
tiene a v, con A\, > 0, por el lema1.6.5, dehe ocurrir que v, € vert(r), que contradice
v, ¢ vert(7). Esto demuestra que A, <.0.

Ahora, observemos que 01|17 = (—=1)"[vg,¢* - Un_1| ¥ o|T = (=1)"[vs0), - ; Vs(n—1)}, luego
01| = —(02|7) siy s6lo si [vg, - -+, Un—1] = <[Us(q)s - - - #0s(h—1)]- Asi, las orientaciones de oy y
04 son consistentes si y sélo s es una permutaciondmpar y; pet la proposicién 2.7.5, esto ocurre
si y sélo si 01|7 y 027 inducen orientaciones opuestas enwXz si y solo si det(Mcy /) < 0.
Dado que A, < 0y det(Mp, ;) = A, det(Mcy cr), tenemos gue det(Mey cr) < 0 siy sélo
si det(Mpy pr) > 0, si y sélo si B} y B son equivalentes y, nmévamente por la proposicion
2.7.5, esto pasa si y solo si 07 y 09 inducen la misma orientacionen X, .

De este modo, cualesquiera n-simplejos orientados de K’ que se’intersecan en una cara
frontera comun tienen orientaciones consistentes si y sélo si inducen lasthisma orientacién en
X,. Esto demuestra directamente la condicién necesaria del lema. La eondicion suficiente es
consecuencia de la proposicion 2.6.6, a partir de la cual K’ es fuertemente con€xo: esto implica
que cualesquiera dos n-simplejos de K’ pueden unirse mediante una secuencia’de n-simplejos
de K’, en la que dos simplejos consecutivos se intersecan en una cara fronteras.de manera
que, cuando K’ es orientable, dos simplejos consecutivos inducen la misma oriéntacién en
X,, por tener orientaciones consistentes y, por ende, cada n-simplejo en la secuéngia induce
en X, la misma orientacion. De aqui, se sigue que cualesquiera dos n-simplejos de /' inducen
la misma orientacién en X, cuando K’ es orientable. [ |
Lema 2.7.10. Sean 0 = [vg, -+ ,v,] y o' = [v], -+ ,v,] n-simplejos orientados y sean 7 < o,
7' < o' caras fronteras suyas. Supongamos que o' C o y 1 C 1. Si o y o' inducen la misma
orientacion en X,, entonces o|T y o'|T" inducen la misma orientacion en X, .
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Demaostracién. Caso I: n = 1. Aqui 0 = [vp, v1] y 0’ = [, v}]. Supongamos que 7" = (v{).
Por hipdtesis, 7/ debe estar contenida en una 0-cara 7 de o, ya sea (vg) o bien (v;), por lo
cual v = vy 6 v = vy;. Asumamos que v, = v;. No puede ocurrir que también v} = vy,
porque enfonées o’ = [vy,v9] = —o, luego la proposicién 2.7.5 implica que o y ¢’ inducen
orientaciones Opuestas en X, contraria a la hipétesis. Por ende, v} # vg. Como v} € (v, v1),
entonces existe/\ € (0,1) tal que vj = Avg + (1 — A)vy, por lo cual, v| — v = —A(v1 — vp).
Esto quiere decit gfie det(My ) w—v)) = —A < 0, lo cual implica que (vg,vy) y (vo,v1)
son bases ordenadaside X, con orientaciones opuestas, que es contradictorio. Por lo tanto,
vy # v1 Y, en consecuencia, vy = vg. Asi, 7' = 7y 0|t = —vg = o'|7’, que inducen la misma
orientacién en X, = {vgf¢ Andlogamente, cuando 7" = (v]) se tiene que 7 = (v;) = Ty
o|T = 4+v; = ¢'|7" inducemla misma orientacién en X, = {v;}.

Caso II: n > 1. Sin pérdida delgeneralidad, podemos suponer que 7 = (vg, - , V1) ¥ T/ =
(VG- -+ vl _q). Entonces o|7'= (=1)"[vg, - -+ , vp_1] v o'|7" = (=1)"[vf, - -+ ,v},_;]. Mostrare-
mos que C] = (V] —v(, -+, v, _1=<}) y C) = (v1—vp, - - ,Up—1—7g) son bases ordenadas equi-
valentes, ya que esto implicard quedas orientaciones de o|7 y ¢’|7’ inducen la misma orienta-
ciénen X,. Paracadai = 1,--- , n~Ilytenemos que v,—v} € gen(v;—vg, - ,Uy_1—), por lo
que existen Ay, - -+, Ap—1,; € R tales qlie v,—v), = Z;:ll Aji(v;—v9)+0- (v, —vy). Por otro lado,
como vy, —vg € gen(vi—vy, -+, Uy —vp),\s&8igue que vy, —vy = > 7, Ajn(v;—p), para algunos
AMn, 5 Ann € R. Note que A, # 0, porque/, §é X =X, =vj+gen(vy—vg, -+ , Up—1—10p).
De esta forma, denotando Bj = @4/~ v{, - ,0.—vy) y By = (v1 —vg, -+ , v, — vp),
A1 Az T AT A An Aln
A21 Asg e [ Ao Aon M A2n
MB{,BQ — L _ Cc1,CY .
A1 Anc12 0 Aaipo1 Aefin An—1n
0 0 e 0 Ay 0 A

Por hipdtesis, o y ¢’ inducen la misma orientacion en X,,. Esto significa que B} y BY, son bases
equivalentes. En consecuencia, det(Mp: p;) = Ay det(Mer ) > 0. De aqui, se seguira que
C1 y C) son bases equivalentes si mostramos que A, > 0. Por“¢ontradiccién, supongamos
que \,, < 0. Tenemos que

vl + Z Nin | vo + Z v; = v, + Z AjnV; + Z (—=Ajn) | vo.

7n>0 ]n<0 ]n>0 >\jn<0

Sear =1+ ZAjn>0 Ajn + E/\jn<0(_)‘jn)v el cual es positivo, y definamos ‘g, = Ainl V.

Entonces % + Zj Min = = =1, con % >0y pjn > 0, Vj. Escribamos

1
z = ;U;;, + Z Hjn | Vo + Z HjnVj = Uo + Z Hjn¥j + Z fjn | vo-  ((2.16)
n>0 n<0 n>0 n<0

Notemos que v,, aparece en el miembro izquierdo de (2.16), por ser A, < 0. Esto nos dice

_ 1. oy ) / /
que & = vy + Dy S HinVs <ZA]-"<0 um> vy € vyT C T, porque vy € Ty T es convexo. Por
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otro lad6, sabemos que v/, ¢ aff(v),--- ,v,_;) = X, pero v, € 0 — 7, luego v), = Y I, Vi,
con ;207 v, >0y > v = 1. En consecuencia,

r=Y (ujn+%> vt Y (ujn+%>vj+ > %vj.
A

Ajn>0 jn<O0 Ajn=0

Como A, < 0y > 0, se sigue que fi,, + 2 > 0. Puesto que z € 7, lo anterior implica
que v, € vert(T), que no es posible. Por lo tanto, \,, > 0y, en consecuencia, C y C4 son
equivalentes. Asi, 0|7 yo!|7’ inducen la misma orientacién en X.. |

Teorema 2.7.11. Sea K_wun n-complejo puro y sea K' < K. Entonces una orientacion ya
sea de K o K' determina unaotientacion en el otro.

Demostracién. Si K = K’ ne“hay nada que demostrar, por lo que podemos asumir que
K # K'.Sea o € K un n-simplejo. FEntonces K’ tiene una subdivisién K'(o) de K (o), la cual,
por el lema 2.6.2; es un n-complejd puro. Como |K| es la unién de sus simplejos principales
o de dimensién n, y puesto que |K|[ & [K’| con cada K'(¢) subcomplejo de K’, obtenemos
que K’ es la unién de los complejos simpliciales K’(o) obtenidos por cada n-simplejo o de
K. En consecuencia, se sigue que K’ es un=n-complejo puro.

Supongamos que K tiene una orientacién. Sea=g’ € K’ un n-simplejo y sea ¢ € K un n-
simplejo tal que ¢’ C 0. Note que gres el nigo n-simplejo en K que puede contener a o’.
Ademas, observe que X, = X,. Suponiendo dqueo = [vg,- - ,v,], entonces se induce una
orientacién en X, dada por la base afinerdenada (g," - - ,v,). Escribiendo o’ = (v}, - - -, vl,),
si [v, -+ ,v,] induce en X, la misma orientacion de(o, orientamos o’ = [vg, - -+ , v} ]. En caso
contrario, orientamos o’ = —[v}, -+ ,v)], luego la proposiciéon 2.7.5 nos dice que ¢’ induce
en X, la orientacién opuesta a la inducida por/[vf, - - - w54, es decir, la orientacién de X,
inducida por ¢’ coincide con la inducida por . Ahora bienyséan o, 0, € K’ n-simplejos tales
que o] Nob =7’ es una (n— 1)-cara comin de o} y o). Entonces.existen 01,09 € K tales que
o} C 0;, para i = 1,2. Cuando 01 = 09, dado que cada n-simplejo orientado del subcomplejo
K'(01) de K’, cuyo poliedro subyacente es o1, induce en X,, la‘misma orientacién, entonces
el lema 2.7.9 garantiza que K’'(0y) es orientable usando la mismaserientacion que tienen
sus n-simplejos en la orientacion de K'. Asi, las orientaciones de o3y 0% son consistentes.
Supongamos que 0, # 0. Dado que K es un complejo simplicial, entonces o; Mo, es una cara
propia de o1 y 09, la cual contiene al (n — 1)-simplejo o] Moy, = 7/, por lo que, 7 = 01 N o9 es
un (n — 1)-simplejo. Por hipétesis, 01| = —(03|7), lo cual nos dice, graci@s a_la proposicién
2.7.5, que o1|T y 0|7 inducen orientaciones opuestas en X,. Ya que, o; y of inducen en X,
la misma orientacién, por el lema 2.7.10 o;|7 y o}|7" inducen la misma orienfacién en X,
para i = 1,2. En consecuencia, o|7" y ob|7" inducen orientaciones opuestas en X, Yy, por la
proposicién 2.7.5, o1|T = —(0b|7), es decir, o] y o tienen orientaciones consisténtes. Esto
muestra que K’ es orientable.

Reciprocamente, supongamos que se tiene una orientaciéon de K’. Sea o € K un n-simplejo.
Escogiendo un n-simplejo ¢’ € K’ tal que ¢’ C o, podemos orientar a o de tal forma que
la orientacién de X, inducida por o, coincida con la orientacién inducida por ¢’. Gracias al
lema 2.7.9, la eleccién de o’ es irrelevante, ya que, para cualquier otro n-simplejo o” € K’
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tal ques6” C o, se cumple que ¢’ y ¢” inducen en X, la misma orientaciéon. Ahora, sean
o1, 09 € K n-simplejos tales que 01Ny = T es una cara frontera comun. Es claro que K’ tiene
un subcomplejo L, que es subdivisién de K (7). Por ser K(7) un (n — 1)-complejo, entonces
L, es un (f_='1)-complejo puro (véase el lema 2.6.2). Sea 7/ € L un (n — 1)-simplejo. Como
o1 € K, entonces K’ también tiene un n-complejo puro L,, tal que |L,, | = 01. Debido a que
7' C 7 C Joy, por el teorema 2.6.3 existe un unico o] € L,, tal que 7’ es cara frontera de o7.
Del mismo mod6,.€6mo 7 C doy, podemos hallar un tnico o) € K’ tal que o), C 09 y para
el cual 7" sea una cara frontera. Asi, o) No) = 7'y, en consecuencia, 7" C 01 N oy = 7. Por
ser o1 v ob n-simplejos’orientados de K', entonces 01|17’ = —(04|7). Ya que o0; y o} inducen
en X,, la misma orientacién, por el lema 2.7.10 tenemos que o;|7 y of|7" inducen en X, la
misma orientacién, para@= 1, 2. Esto nos permite deducir que 1|7 = —(09|7), por lo cual
las orientaciones dadas de‘g{"y g2 son consistentes. Se concluye que K es orientable. |

2.8. Auto-homeomorfiSmos de esferas que preservan la orientacién

El objetivo de esta seccién es entender el concepto de auto-homeomorfismo de una esfera
que preserva la orientacion y establecerda relacion que guarda con la nocion de orientacién
que hemos definido para complejos simpliciales, concretamente en la proposicién 2.8.20. Un
estudio formal y riguroso de este tipo deshomeomorfismos se hace desde el punto de vista
de la homologia simplicial. De este/medo, inttoduciremos aquellas definiciones y resultados
relevantes que permitan formular esteceoncepto..No obstante, y a diferencia de la forma en
que hemos presentado las secciones anteriores ‘enesta tesis, procuraremos no profundizar
tanto en los detalles técnicos de las demostraeiones. Esto debido a que un estudio minucioso
de la teoria de homologia simplicial supera les,objetivos de este trabajo. Remitimos al lector
a que consulte el capitulo 8 y la primera seecién del €apitulo 9 de Armstrong (1983) [4], o
bien, para un tratamiento mas formal y detallado, se recomiendan los primeros dos capitulos
de Munkres (1984) [28]. Ambas referencias son las que se Hantconsultado para desarrollar lo
que aqui presentamos.

Definicién 2.8.1. Sea K un complejo simplicial. Una p-cadera.én K es una funcion c del
conjunto de los p-simplejos orientados de K a los enteros Z tal que:

(1) ¢(o0) = —c(0’) si o y o’ son orientaciones opuestas del mismo simplejo.
(2) ¢(o) = 0 para todos salvo un nimero finito de p-simplejos o.

Definamos una operacién en el conjunto de p-cadenas en K, que denotaremos eomo suma, de
la siguiente forma: si ¢; y ¢z son p-cadenas, definimos la funcién ¢; + ¢, comoAcy# c2)(0) :=
c1(0) + c2(o). El grupo resultante se denota C,(K) y se llama grupo de p-cadenas de K.
Sip < 0op>dim(K), convendremos en denotar C,(K) al grupo trivial.

Si 0 es un simplejo orientado, la cadena elemental ¢ correspondiente a o es lafuncién
definida por ¢(o) = 1, ¢(0’) = —1, si ¢’ es la orientacién opuesta de o, y ¢(7) =10 para
cualquier otro simplejo orientado 7.

Una cadena ¢ € C,(K) esta soportada por un subcomplejo L de K, si ¢ tiene valor 0 en
cada simplejo que no esta en L. Esto nos permite considerar a ¢ como una p-cadena en L.
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Admitiremos denotar por ¢ no solamente a un simplejo o un simplejo orientado, sino
también _ala p-cadena elemental ¢ correspondiente al simplejo orientado o. Asi, si 0 y o’ son
orientaciones opuestas del mismo simplejo, escribiremos ¢/ = —o, ya que esta ecuacién se
sigue cuanidos®, y o’ se interpretan como cadenas elementales.

Definicién 278.2. Sea GG un grupo abeliano aditivo. Diremos que G es libre, si tiene una
base libre, esto'es, si existe una familia {g,}acs de elementos de G tal que cada g € G
puede escribirse dnicamente como una suma finita g = > ;" 7,Gi, 9i € {ga tacs, ni € L.

La unicidad nossdice que cada g, es de orden infinito y, por ende, genera un subgrupo

ciclico infinito de G. AsimiSmo, la existencia de una base libre nos permite extender tinica-
mente cualquier funcién frdel conjunto {g, }acs @ un grupo abeliano H, a un homomorfismo
de GG en H. A saber, si f egla funcion en cuestion, su extensién tnica es el homomorfismo
f: G — H, parael cual f(gy=>"" nif(g:;), dado g => 7" ng;.
Ahora bien, sucede que C,(K)"eSan grupo abeliano libre, ya que una base libre suya puede
obtenerse tras orientar arbitrariamiente cada p-simplejo y usando las cadenas elementales
correspondientes como base. Es décir si ¢ es una p-cadena, ésta puede escribirse de forma
tinica como la suma finita ¢ = > M;0;, donde c¢(o;) = ny, ¢(—0;) = —n; y () = 0 para
cualquier p-simplejo orientado 7 que n@ aparezca en la suma.

De esta forma, para definir un homomorfismo f de C,(K) a cualquier grupo abeliano G,
basta con definir f para cada p-sitaplejo orientado o de K y que se cumpla f(—o) = —f(0),
porque asi f se extendera inicament€ a un homomorfismo f : C,(K) — G.

Sabiendo esto, definamos un homomerfismo dy” C5(K) — C,_1(K) llamado operador

frontera. Si 0 = [vg, - -+ ,v,] es un simplejo, drientade.con p > 0, definimos
p .
8p(0) = ap[voa e 7Up] = Z(_l)z[v()) e 7?}% e 7Up]‘
i=0
Si denotamos 7; = (vg,--- ,0;, - ,Vp), entonces podemos simplemente escribir d,(0) =
> F o o|7i. Puede verificarse que 0,(—0) = —,(0), ya que (#0)|r; = —(o|7;). Por lo que

0, se extiende unicamente a un homomorfismo 0, : Cp(K) —.C,_1(K). Cuando p < 0,
definiremos el operador 9, como el homomorfismo trivial. El operador frontera cumple la
siguiente propiedad fundamental para definir los grupos de homologia:

Lema 2.8.3. 0,_100, =0.

Demostracién. Sea o un p-simplejo orientado, y denotemos 7; = o\ (v;) ¥ pig=== (0\ (vi))\ (v;)
para cada i y para cada j. Fijando i, note que 0,1 (o|m:) = >_,_;(c[m)|pij. Ent gelisecuencia,

0p-1(05(0)) = Y D _(almi)lpis- (2.17)

i=0 j£i

Ahora, para cada 4,5 € {0,---,p} distintos, p;; = 7, N 7;. Por lo mostrado en el ejemplo
2.7.8, se sigue que (0|r;)|pi; = —[(o|7;)|pij], ademas, los términos (o|7;)|pi; v (o|7;)|pi; apa-
recen solamente una vez como sumandos en el miembro derecho de (2.17). Por lo tanto,

Op-1(0p(0)) = 2_iz; ([(a|T)|pis] + [(a]75)|pis]) = 0. u
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Definieioén 2.8.4. El nicleo de 0, : C,(K) — C,_;(K) se llama el grupo de p-ciclos de
K y se_dehota por Z,(K). La imagen de 0,41 @ Cpi1(K) — C,(K) se llama el grupo de
p-fronteras y es denotado por B,(K).

Gracias al lema 2.8.3, cada frontera de una (p+1)-cadena es un p-ciclo, o sea, B,(K) C
Z,(K). Adentds, por ser Z,(K) abeliano, todo subgrupo suyo es normal. Esto nos permite
definir el grupo.ceciente

Hy(K) := Z,(K)/B,(K),

llamado el p-ésimo” grupo de homologia de K. Nos referiremos a cada clase de H,(K),
determinadas por un p-ci¢lo z, como la clase de homologia de z que denotamos por [z].
Dos p-ciclos que compartamn la misma clase de homologia se dirdan que son homdlogos.

Dado un n-simplejo o con v 341, nos interesan los grupos de homologia de K(do), que en
el futuro identificaremos como los grupos de homologia de una n-esfera. Esto lo enunciamos
en el siguiente resultado, se re¢omienda consultar la prueba de Munkres (1984) [28].

Teorema 2.8.5. Sea o un n-simplejosorientado con n > 1. Denotemos por X1 al complejo
simplicial K(9o). Entonces H, (3" _ .2 Z y es generado por la cadena 0,(c). De hecho,
podemos identificar H, (X" ') = Z,_S"1). Mds ain, H;(X" ') =0 parai# 0,n — 1.

Definicién 2.8.6. La coleccion de grupes=y*homomorfismos

Op Op—1 . o1 9

oK) e _\(K) 9y oK) 2 o

recibe el nombre de complejo de cadenas de K ydo denotaremos simplemente por C(K).

Si ¢, : Cp(K) — C,(L) es un homomorfismo que para‘cada p satisface d, o ¢, = ¢,_1 0 0,
abreviaremos la coleccion entera

oK) 2 oK) 2 ) oK) 2 o
o Pp-1] P, d_1]

8P+1 8;7 6p_1 81 80

— Cy(L) — Cp,a(L) — -+ — Cod .,— 0

como ¢ : C(K) — C(L) y llamaremos a ¢ un mapeo de cadenas.

Todo mapeo de cadenas ¢ : C(K) — C(L) induce homomorfismos#®y. : H,(K) —
H,(L) de los grupos de homologia, a saber, ¢,.([z]) = [¢,(2)], para cualquierp-ciclo z. Esta
funcién esta bien definida, porque 1) si z es un p-ciclo, entonces 9,(z) = 0, luegod,(¢,(2)) =
p—1(0,(2)) = 0, por lo que ¢,(2) € Z,(L); y 2) si [z] = [¢/], se tiene que existe c/€ Cpyq(K)
tal que 0,41(c) = z — 2/, lo cual implica que ¢,(z) — ¢p(2") = Opi1(Pp+1(c)) &/B,(L) y
obtenemos que [¢,(2)] = [¢pp(2’)]. Convendremos en denotar ¢,. simplemente por YL para
cada p. Més adelante también optaremos por escribir ¢ en vez de ¢,,.

Ahora, si ¢ : C(L) — C(M) es otro mapeo de cadenas, entonces para cada p,

Opo(od),=0,0(Wpod,) = (Vp-100,)0¢, =1y 10(¢p100,) = (Yod)y 100,
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Por loscual, v o ¢ : C(K) — C(M) es un mapeo de cadenas y ademéds se cumple que
(Yo Cb)p* = Vps © Ops, VD

Dada una _funeién simplicial s : |K| — |L|, podemos construir un homomorfismo s, :
Co(K) — Gy(D), Vp, con el cual obtendremos un homomorfismo de grupos de homologia:

Proposicién 2e8.7. Toda funcion simplicial s : |K| — |L| induce un mapeo de cadenas, que
denotaremos por s#~C(K) — C(L), y, por ende, un homomorfismo s, : H,(K) — H,(L).

Demostracién. Sea_s*: |K| — |L| una funcién simplicial. Dado un p-simplejo orientado
o = [vg, - ,v,] de K, defimimos:

fs(we), - -+, s(vp)], sis(vg),---,s(v,) son distintos,
sp(0) =
0, en otro caso.
Esto determina un homomorfisme”C,(K) — C,(L), porque s,(—c) = —s,(0): si s,(0) = 0,

esto es claro; en el otro caso, intercambiar dos vértices distintos v; y v; de 0 nos da —o y
entonces en s,(—o) se han intercambiado s(v;) y s(v;) con respecto a s,(c). Como 0,0 s, =
Sp—1 0 0, (véase el lema 12.1 de Musikres (1984)[28]), se deduce que s : C(K) — C(L) es
un mapeo de cadenas, el cual induce un' homomorfismo s, : H,(K) — H,(L), dado por
.(12) = s()], V= € Zy(K). C

Es inmediato el siguiente:
Corolario 2.8.8.
(1) Siid: |K| — |K| es la funcion simplicial idesitidad, entonces id, : Hy(K) — H,(K)

es el homomorfismo identidad.

(2) Sis:|K|—|L| yt:|L| — |M| son funciones simpliciales, entoncestos:|K|— |M|
es simplicial y (t o s), = t. 0 s,.

El siguiente teorema es consecuencia de los teoremas 12.44 12.5 de [28].

Teorema 2.8.9. Si s,t : |K| — |L| son contiguas, entonces log'homomorfismos inducidos
Sy« Yty son iguales.

Nuestro proximo paso es entender de qué manera las subdivisionés, de un complejo sim-
plicial afectan a sus grupos de homologia. Para ello, introduciremos un poco‘de terminologia
para entender el contexto del resultado que revela la invariancia de los grupos'de homologia
al subdividir un complejo simplicial.

Definicién 2.8.10. Sea ek : Co(K) — Z el homomorfismo suprayectivd,_ definido por
ex(v) = 1, para cada vértice v de K. Si ¢ es una 0O-cadena, entonces ek (c) e§\gual a la
suma de los valores de ¢ en los vértices de K. Este homomorfismo se llama mapeo'de au-
mentacion para C(K).

Un mapeo de cadenas ¢ : C(K) — C(L) se dice que preserva la aumentacion,/si
€L O o = EK.
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Es“claro que los homomorfismos inducidos por funciones simpliciales preservan la au-
mentaeion; pues mandan vértices a vértices.

Dado una subdivision K’ < Ky o € K, denotaremos por K'(¢) al subcomplejo de K’ cuyo
poliedro subya¢ente es o.

Teorema 2.8.171) (Teorema de subdivisién algebraica). Sea K’ < K. Entonces existe un
inico mapeo de“cadenas que preserva la aumentacion \ : C(K) — C(K') tal que \(o) estd
soportada por K'(o) (para cada o € K. Sig : |K'| — |K| es cualquier aproximacidon simplicial
de la identidad, entonees A\, y g, son inversos uno de otro, de modo que son isomorfismos.

Llamaremos a A elvoperador de subdivision.

El teorema de subdivision” algebraica es concretamente el teorema 17.2 de [28], aunque la
construccién del operador dessubdivisién se argumenta tedricamente en el teorema 13.3. A
priori, este operador es descongcido y, naturalmente, depende de cémo K’ subdivide a K (o).
Con lo desarrollado en la secciéon” anterior, podemos caracterizar .

Proposicién 2.8.12. Sea K'< K. S0 es un p-simplejo orientado de K, entonces (o) es la
suma de los p-simplejos orientados o’de K'(o), donde o’ y o inducen la misma orientacion

en aff(o).

Demostraciéon. Dado un p-simpl€jo orientado ¢ € K, denotaremos por S, al conjunto de
los p-simplejos orientados ¢’ de K’ (oY fales queng’ y o inducen en aff(o) la misma orientacién.
Sea p > 0. Definamos la funciéon y deal modoque, para cada p-simplejo orientado o € K,
X(0) es la cadena que se expresa como la summa_de los p-simplejos en S,. Observe que
X(—0) = —x(0): tenemos que o y —o indugen en aff(e)-orientaciones opuestas (proposicién
2.7.5), por lo que si ¢’ € S,, entonces —o” =g indueensen aff(o) la misma orientacién. Asi,
X se extiende a un homomorfismo C,(K) — @,(K"), Vp.

Veamos que x : C(K) — C(K') es un mapeo de cadenas. Para ello, sea 0 € K un p-
simplejo orientado. Debemos mostrar que d,(x(c)) = x(9,(a)). Tenemos que 9,(x(c)) =
> e, Op(0'). Para cada o’ € S,, sabemos que J,(0’) es la suma de las caras frontera de
o’ con la orientacién inducida por ¢’. Ahora, debido al teorema.2:6.3, cada (p — 1)-simplejo
7" de K'(0) contenido en do es cara de tan sélo un p-simplejo desk’(c), y cuando 7" no
estd completamente contenido en Jo, se tiene que 7’ es cara de exaetamente dos p-simplejos
01,04 € K'(0); en este ultimo caso, si 0] y o4 inducen la misma orientaién en aff(o), sabemos
que of|T" = —a}|7" (véase el lema 2.7.9). Esto implica que cada (p — 1)-simiplejo orientado
7' € K'(0) aparece una sola vez en ) g 0p(0’) y siempre que 7' ¢ do, tamhién tendremos
que —7" aparece una vez en la suma. Asf, tras simplificar, tenemos que en ) 3¢ .0,(0") sélo
quedan los (p — 1)-simplejos 7" de K’(0) contenidos en do, cada uno de losfcuales tienen
la orientacién inducida por el p-simplejo ¢’ de K'(0) tal que 7/ < ¢'. Puesto que g y cada
o' € K'(o) inducen en aff(o) la misma orientacién entonces, gracias al lema 2.7.10{para cada
cara frontera 7 < o y cada cara frontera 7" < ¢’ tales que 7/ C 7, tanto o|T y o'|T*inducen
la misma orientacién en aff(7). De este modo, si 71 y 75 son (p — 1)-simplejos que apareeen

en la suma , 0,(c’ ue estan contenidos en la misma cara frontera 7 de o, entonées
o’'eS, P 5
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71 v Thaanducen la misma orientacion en aff(7). En consecuencia,

Yoofar= Y, D T= >, xm=x| Y oalr|=x(G0)

o'eSy <o T'E€Sq |7 <o <o

dim(7)=p—1 dim(7)=p—1 dim(7)=p—1

Por lo tanto, 0,(x{®)) = x(9,(c)). Esto muestra que x : C(K) — C(K’) es un mapeo de
cadenas. Por definiciOn, (o) estd soportada por K'(0), Vo € K. Ademds, si v es un vértice
de K, entonces K (v) = K'(v), luego x(v) = v, de modo que x preserva la aumentacién. La
conclusion es que y =@, debido al teorema de subdivision algebraica. [ |

Ya estamos en condigiomde definir el homomorfismo inducido por una funcién continua

fo K] =L,

Definicién 2.8.13. Sea f : |K%=|L| una funcién continua entre los complejos simpliciales
K y L. Escojamos K’ < K tal quesf tiene una aproximacién simplicial s : |[K'| — |L| y sea
A C(K) — C(K') el operador de‘subdivisién. El homomorfismo inducido por f es el
homomorfismo f, : H,(K) — H,(L) dado por la ecuacién f, = s, o A,.

Note que, por el teorema de aproximaeion simplicial, siempre es posible escoger K’ < K
tal que f : |K'| — |L| tiene una apreximacion simplicial s : |K’| — |L|. En Munkres (1984)
28], se discute que el homomorfisigé f..estd biendefinido. Esto es porque, una vez que K'<K
ha sido escogido, f. no depende deda.eleccion de la aproximacion simplicial s. Es mas, f,
tampoco depende de la subdivision de, K jescogidas

Note que la definicién de homomorfismo indugido por una funcién continua f : |K| —
|L| es consistente con el caso donde f es simplicial:“eliesta situacién, claramente f es una
aproximacién simplicial de si mismo y el opefador de subdivision A : C(K) — C(K) no es
otro mas que la identidad, luego f, es justaménte el homomorfismo de la proposicion 2.8.7.

Teorema 2.8.14. Si f es la identidad de |K|, entonces cada~f. : H,(K) — H,(K) es el
homomorfismo identidad. Si tenemos dos funciones continuas " | = |L| y g : |L| — |M],
entonces (go f)x = gso fu: Hy(K) — H,(M), Vp.

Demostracién. La primera parte del teorema se sigue porque la idéntidad es una funcién
simplicial, luego el homomorfismo inducido por la identidad de |K| és ‘el inducido por con-
siderar a la identidad como una funcion simplicial y entonces del corolario 2,8.8 obtenemos
que es el homomorfismo identidad H,(K) — H,(K).

Supongamos ahora que tenemos funciones continuas f : |K| — |L| v g : |Ef=Z|M|. Esco-
jamos una aproximacién simplicial ¢ : |L'| — |M| de g : |L'| — |M| para algun_L' < L, y
después una aproximacién simplicial s : |K’| — |L'| de f : |K'| — |L/| para algun' K’ < K.
Sean \; : C(K) — C(K') y Ay : C(L) — C(L') los operadores de subdivisién regpectivos.
Dado que L' < L, podemos tomar una aproximacién simplicial i : |L'| — |L| de la idéntidad
de |L| (proposicién 2.5.9). Por el teorema de subdivisién algebraica, tenemos que Ao, =h 3"
Debido al teorema 2.5.5, ho s : |K'| — |L| es una aproximacién simplicial de f : |[K'| =L,
y también t o s : |K'| — |M]| es una aproximacién simplicial de go f : |K'| — |M|. En
consecuencia, g, o f, = (tyoXgs)o((hos)soA,) = (tios,) oA, = (tos)soA, = (gof),. W
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Teorema 2.8.15. Si f,g: |K| — |L| son homotdpicas, entonces f. = g, : H,(K) — H,(L).

Demostracién. Es consecuencia de la proposicion 2.5.15 y del teorema 2.8.9:si f, g : |K| —
|L| son homoetdpicas, entonces podemos hallar una subdivisiéon K’ < K y una secuencia de
funciones simpliciales s1,--- ,s, : |K’| — |L]| tales que s; aproxima simplicialmente a f, s,
a ¢, y cada parg§;)s;.1 son contiguas, de modo que, f, = sj, 0\ =+ =50\ =g,. N

Teorema 2.8.16. 90\ K| y |L| son del mismo tipo de homotopia, entonces K y L tienen
grupos de homologia isémorfos.

Demostracién. Supongamos que f : |K| — |L| es una equivalencia homotépica, con inversa
homotépica g : |L| — |K¥ Butonces g o f ~ idjx| y fog ~ idj), luego por los teoremas
2814 y 2.8.15, (go f)s =9 fu = idp, k) y (f 0 9)x = feo0 g = idpg, ). Por lo tanto,
fv t Hy(K) — H,(L) es un isomorfismo para cada p. |

En vista de que espacios homeomeorfos son del mismo tipo de homotopia, obtenemos:

Corolario 2.8.17 (Invariancia topolégiea de grupos homolégicos). Si h : |K| — |L| es un
homeomorfismo, entonces h, : H,(K) 4\H,(L) es un isomorfismo.

Ya estamos en condiciones de hablax propiamente sobre funciones continuas de esferas
desde el punto de vista de la homelogia simpliciaby siguiendo el planteamiento de Armstrong
(1983) [4]. Sea K un complejo simpli€ial tal que S™ = |K| es una n-esfera. Ya sabemos que
Jo = S™, para cualquier (n + 1)-simpléjo,o, enfonges del teorema 2.8.5 y por la invariancia
topoldgica de grupos homoldgicos, obtenemos que” H,,(K) = H,(X") = 7Z. Ahora bien,
escojamos un generador [z] para el grupo giclico infinito H, (K). Dada una funcién continua
f 8™ — S entonces el homomorfismo inducido fe* H,(K) — H,(K) manda [z] a un
multiplo entero 7[z]. Este entero v se llama grado de l& funcién f y se escribe deg f.

Observemos que el grado de f no depende de la triangulagiéon de S™ ni del generador del
grupo de homologia. En efecto, supongamos que L es una tfiangulacién de S™ y tomemos
[w] como un generador para H,(L), y sea f, : H,(L) — H,(T).el homomorfismo inducido
por f : |L| — |L|. Denotemos por ¢ : |L| — |K| a la identidad"de S™. Dado que ¢ es un
homeomorfismo, por la invariancia topoldgica de grupos homolégie6s,)¢. : H, (L) — H,(K)
es un isomorfismo. Ahora, f = ¢! o f o ¢, donde en el lado izquierdoestamos considerando
f|L] = |L| y en el lado derecho es f : |K| — | K|. Asi, por el teorema 2.8.14 y recordando
que f, multiplica a cada elemento de H,(K') por 7y, obtenemos:

Fi[w)) = 6.1 (£u(0:([w]))) = &, (v8x([w])) = ~[w],
de manera que f, multiplica [w] por el mismo entero v, como se queria.
Teorema 2.8.18. Sea K un complejo simplicial tal que S™ = |K| es una n-esferd,
(1) FEl grado de la identidad de S™ es 1.

Sean f,g: S™ — S™ continuas. Se cumple que:

(2) deg(fog)=degf-degg.
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(8) SiFf ~ g, entonces deg f = degg.

(4) St"fses un homeomorfismo, entonces deg f = +1.

Demostraeion. (1) Se sigue del hecho que el homomorfismo inducido por la identidad de
S™ es la identidad de H, (K) (teorema 2.8.14).

(2) Sea [z] un genetador de H,,(K). Debido al teorema 2.8.14:
(f 09)«(l2]) = fo(9:([2])) = f.((deg g)[2]) = (deg f - deg g)[2],
por lo cual deg(f o g) =deg f - degg.

(3) Si f ~ g, por el teorema.2.8.15 tenemos que f, = g, : H,(K) — H,(K), de donde es
claro que deg f = degg.

(4) Si f es un homeomorfismaj,.entonces f o f~1 = id, luego por (1) y (2), deg(fo f7!) =
deg(id) implica deg f - deg(f~1)& ¢y obtenemos deg f = deg(f~!) = +1.
[ |
Gracias al teorema 2.8.18(4), culminamos con el siguiente concepto:
Definicién 2.8.19. Sea K un comtplejo ‘simplicial tal que S™ = |K| es una n-esfera. Un

auto-homeomorfismo h de S™ preserva la-otrientacion, si el grado de h es 1, e invierte
la orientacion, si su grado es —1¢

El resultado con el que finalizames.es. la realizacion del objetivo de esta seccion:

Proposicién 2.8.20. Sea o™ un (n +"L)=simplejoty.sea f un auto-homeomorfismo PL
de Oo™ que preserva la orientacion. Sean=IE5 K" <% = K(Jo™) tales que f : |K'| —
|K"| es un homeomorfismo simplicial. Orientemos X" a partir de una orientacion dada para
o™ como en el ejemplo 2.7.8. Consideremos K' y K" e¢on la orientacion determinada
por X" (véase el teorema 2.7.11). Si [vg, - ,v,| es un n-simplejo orientado de K', cuya
orientacion corresponde a la escogida para T = (vg, - - ,v,) enda.orientacion de K', entonces
[f(vo), -, f(vy)] tiene la orientacion que hemos escogido para f@r) en la orientacion de K.

Demostracién. Sean \; : C(X") — C(K') y Ao : C(¥") — C{E) los operadores de
subdivisién respectivos. Sea ¢ : |K”| — |X"| una aproximacién simpli€ial de la identidad.
Entonces g o f : |K'| — |X"| es una aproximacién simplicial de f : |K'| 5X"| y, como f
preserva la orientacion, tenemos que f, : H,(X") — H,(X") es la identidad, luego

f*:<gof)*o)\l*:>f*o)\l*: (9*)_1 :/\2*' (218)

Note que A\ (n(0™)) = S0 A (0™ o), donde o, , 0,11 son las carfisyfronteras
de o™, Por la proposicién 2.8.12, sabemos que cada n-simplejo orientado ent la! suma
A1 (6™ o;) induce en aff(o;) la misma orientaciéon que ¢""!|o; induce en aff(c;). Fo mis-
mo ocurre cuando A; se sustituye por Ay. Debido a (2.18):

n+1 n+1
Fs(A1(0n(0™))) = Xau(0n(0™)) = Z Fu(@™ o)) =D Aa(0™Mow),  (2.19)
=0
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esto ultimo porque, recordando el teorema 2.8.5, podemos identificar H,,(¥") = Z,,(3"). Note
que cadasm-simplejo con la orientacion de K’ aparece como sumando en Z?:Jrol A (0™ Y oy),
los cuales”son mandados a K" mediante el homeomorfismo simplicial f : |K'| — |K"|, por lo
que la surfiade los n-simplejos orientados de K" es igual a S 1 f(Ai(0™F10;)). A su vez,
en Z?jol Ao (0 tL|o;) aparecen todos los n-simplejos p con la orientacién de K”, luego cada p
estd contenido el algin o; y tanto p como o™ *!|o; inducen en aff(o;) la misma orientacion.

Asi, si T = [vg, - - ¥, Up] es un n-simplejo con la orientacién de K’ y o; es la cara que contiene
a T, entonces 7 y ‘¢ "le; inducen en aff(o;) la misma orientacién, por lo que T aparece
en YA (0" o) lemcual nos dice que f(1) = [f(vo),-- -, f(va)] aparece en la suma

(o™ o). Dado, (2.19) v la unicidad de las n-cadenas de K”, se sigue que f(7)
es igual a uno de los n-simplejos orientados en la suma Z?jol Ao (0™H|o;), digamos p, v si
o es la cara que contiene @ geentonces f(7) = p y 0"t oy inducen en aff(o;) la misma
orientacién, por lo que f(7) tiene la orientacién que hemos escogido en K”. [ |

103



3. Nudos

3.1. Nogciones basicas

El desarrolloyde esta seccidn, asi como del capitulo en general, se basa principalmente
en el primer capitule de Burde, Zieschang y Heusener (2014) [8]. En concordancia con esta
ultima referencia, lal definiciones de nudo poligonal y nudo manso son de acuerdo con las
establecidas en el capittilo 10 de Armstrong (1983) [4], que se corresponden con las definicio-
nes de nudo dadas en €l capitulo 2 de Livingston (1993) [22] v en el capitulo 1 de Lickorish
(1997) [20]. También se eonsulté la definicion de isotopia de ambiente dada en el capitulo
3 de Rourke y Sanderson®(#982) [34], asi como las proporcionadas en la introduccién del
capitulo 2 de Welsh (1993) [38] y en el articulo de Hudson y Zeeman (1964) [14].

En lenguaje matematico, podemos”definir un nudo en el sentido de una curva cerrada simple
en un espacio tridimensional, es de€ir, una funcién continua e inyectiva f : I — R3, excepto
en f(0) = f(1). Esto es equivalente.ardecir que:

Definicién 3.1.1. Un nudo es un encaje f : S' — R3, o bien, f:S! — S3.

También es posible definir los nudossustituyendo S* por cualquier otra 3-esfera. Con la
finalidad de plantear la primera necién de equivalencia de nudos, presentamos las siguientes
definiciones:

Definicién 3.1.2. Una funcion continua F' : X X J4"— Y x [ se dice que preserva niveles,
si /(X x{t}) CY x{t} paracadatc [

Definicién 3.1.3. Dos encajes fy, fi1 : X (= son ambiente isotopicos, si existen una
funcién h: Y x I — Y y un auto-homeomorfising H de ¥*x.I dado por H (y,t) = (h(y,t),t)
tal que h(y,0) =y, Yy € Yy fi(z) = h(fo(z),1), V&_& X. En esta situacién también
diremos que fo(X) y fi1(X) son ambiente isotépicos. Lafuricion H recibe el nombre de
isotopia de ambiente. Para cada t € I, denotaremos hi(y) = h(y,t), Yy € Y. Nos
referiremos a hy : Y — Y como el homeomorfismo final dé la isotopia de ambiente y
diremos que h; es ambiente isotopico a la identidad.

Observe que toda isotopia de ambiente preserva niveles. Por ot16 lado, la interpretacion
del efecto de una isotopia de ambiente es que, conforme el nudo se muéve en el espacio Y,
una vecindad suya tiene que ser “arrastrado” junto con él. Mas adelante, esta idea cobrara
sentido cuando empecemos a construir isotopias de ambiente.

Lema 3.1.4. Sean fo: X =Y y f1 : X — Y encajes. Si fo y f1 son ambiepteyisotopicos,
entonces existe una familia de auto-homeomorfismos hy de Y, t € I, tales ‘qgue~hy = id,
f1 = hyo fo y para los cuales la funcion h : Y x I =Y dada por h(y,t) = h(y) es’continua.
S1Y =R", el reciproco también se cumple.

Demostraciéon. Supongamos que fy y fi son ambiente isotopicos. Entonces existé una

funcién h: Y x I - Y tal que H : Y x I — Y x I, definida por H(y,t) = (h(y,t),t), eseun
homeomorfismo y, para h, : Y — Y dado por h(y) = h(y,t), t € I, se cumple que hg = id y
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J1 = haS f.

Sea t €. Veremos que h; es un homeomorfismo. Sean y;,y> € Y tales que hy(y1) = hi(y2).
Entonces H{y;,t) = H(ys,t) y como H es inyectiva, se deduce que y; = yo. Asi, hy es
inyectiva. Aora, sea y € Y. Dado que H es suprayectiva, para (y,t) existe (y/,t') € Y x I
tal que H (Y, 49= (y,1), es decir, (hy(y'),t") = (y,t), luego t' =t y hy(y') = y. Esto muestra
que h; es suprayectiva. Consideremos la proyeccién p; : Y x I — Y. Sabemos que H es
continua, luego W= p; o H es continua. En particular, h|Y x {t} es continua. Puesto que
f:Y =Y x{t} dada por f(y) = (y,t) es continua, obtenemos que h; = (h|Y x {t})o f
es continua. Notemo$ gue H™! : Y x I — Y x I estd dada por H 1(h(y/,s),s) = (v, s).
Tenemos también que H7"'_es continua, por lo que g = p; o H~! es continua y la restriccién
glY x {t} también. En cénsecuencia, g, = (g|Y x {t})o f : Y — Y es continua. Observemos
que f(g(y,t)) = H (y,t), ¥y &Y. Es facil verificar que h; ' = g;. Lo anterior muestra que
h: es un homeomorfismo, valido para cada t € I.

Supongamos ahora que Y = R?y_existe una familia de auto-homeomorfismos h; de R",
t € I, tales que hg = id, fi; = hi o.foy para los cuales la funcion h : R* x I — R" dada
por h(y,t) = hi(y) es continua. Emtonces la funcion H : R x I — R™ x I, H(y,t) =
(h(y,t),t), es continua. Tendremos que«fy y f1 son ambiente isotépicos, si mostramos que
H es un homeomorfismo. Puesto que My ess\un homeomorfismo para cada ¢t € I, definamos
G :R"x I — R" x I por G(y,t) =Ah; *(y),t). Entonces G = H~', esto es, H es biyectiva.
Definamos ahora @ : R"*! — R"* por

(z, 1), si'f(x,t) € R" x (—o0, 0],
O(x,t) =< H(z,t),l st @ReR" x 1,
(hi(z),t)os1 () &R” x [1,00).

Observemos que ® estd definida por partes‘enseerradds de R™™! tales que

®(2,0) = (2,0) = H(x,0), ¥(x,0) € R" x {0} =«(R" x (—00,0]) N (R" x I),
O(z,1) = (hi(x),1) = H(z,1), Y(x,1) e R" x {1} = (B* % I) N (R" x [1,0)).

Ademas, ®|(R™ x (—00,0]) = idrnx(—oo0] ¥ P|(R" x I) = H{ las cuales son continuas y
biyectivas. Por otro lado, ®|(R™ x [1,00)) = hi X idgnx[1,00), doBde hy y idgny[i,00) SON
continuas y biyectivas, por lo que ®|(R™ x [1,00)) es continua y biyectiva. Usando el lema
del pegado, se deduce que ® es continua. Asimismo, ® es inyectiva y entonces, por el teorema
de invariancia del dominio (teorema 1.5.5), obtenemos que ¢ es abierta. De ésta forma, @ es
una biyeccion continua y abierta, por lo cual es un homeomorfismo. En particular, obtenemos
que ®|(R"™ x I) = H es un homeomorfismo. |

Observaciéon 3.1.5. En el contexto de la demostracion previa, note que G : Y~ Y x [
dada por G(y,t) = (h; ' (y),t) es la inversa de H, aun si Y no es R". Sin embargo,®nrgeneral
no se garantiza que G sea continua dada la continuidad de h; ', t € I. Esto si fue cierto-para
Y = R" gracias al teorema de invariancia del dominio.

Proposicién 3.1.6. Sea £(X,Y) el conjunto de encajes de X a'Y. Para fo, f1 € E(X)Y),
definamos la relacion fo ~ f1 si y solo si fo y fi son ambiente isotopicos. Entonces ~ es
una relacion de equivalencia en E(X,Y).
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Demaostracién. Sean fy, f1, fo € E(X,Y).

(1) Reftezividad: la funcién identidad id : Y x I — Y x I es una isotopia de ambiente, ya que
es un homgemorfismo y, para la proyeccion h : Y x I — Y dada por h(y,t) = y, obtenemos
que Zd(y7t) = (y7t) = (h(yat)>t) Ademés, h0<y) =Yy hl(fo(y)) = fO(y>7 vy €Y. Por lo
tanto, f() ~ fo.

(2) Simetria: supefigamos que fo ~ fi. Entonces existe un homeomorfismo H : Y x I —
Y x I, H(y,t) = (hly,t),t), para alguna funciéon h : Y x I — Y, tal que hy = idy y
f1 = hyofy. Por el lema 3.1.4, h; es un homeomorfismo, V¢t € I. Definamos G : Y x I — Y x [
por G(y,t) = (g(y,t),8),£6n g : Y x I =Y, g(y,t) = h; *(y). Observamos que G = H~ L.
Tenemos que G es un homeomorfismo ya que H lo es. Ademas, como H es una isotopia de
ambiente, se cumple que hg#=\idy y h; o fo = fi1, de donde se sigue que gy = hy' = idy y
gio fi = hi'o fi = f,. Estosdemuestra que G es una isotopia de ambiente y fi ~ fo.

(3) Transitividad: supongamos gle fo ~ f1 y fi ~ fo. Entonces existen h : Y x I — Y,
g:Y xI =Y y H G auto-homeomorfismos de Y x I dados por H(y,t) = (h(y,t),1),
G(y,t) = (9(y,t),t), tales que hg =%idy = go, f1 = h1o foy fo = g10 f1. Dado que H y G son
auto-homeomorfismos de Y x I, entonces, ® = GG o H es un auto-homeomorfismo de Y x I.
Notemos que ®(y,t) = (g:(ht(y)),t),V(y,¥) € Y x . Sea ¢ : Y x [ — Y dado por ¢(y,t) =
g:(h(y)). Entonces ¢g = go 0 hg = idy oidy = idy y ¢10 fo = (1o h1) o fo=g10 fi = fo.
Por lo tanto, ® es una isotopia de”ambiente y_fo,~ fo.

Concluimos que ~ es una relacién deequivalencia en £(X,Y). |

A partir de ahora, convendremos en/Ilamar n<S1mplejo estdndar al simplejo generado
por la base canénica de R"*!, es decir,

A" = {(to,-~- 1) € R™L ¢, >0, Ztizl}.

=0

Del mismo modo, optaremos por denotar "1 := K(9A").

Definicién 3.1.7. Dado un conjunto ordenado de puntos distintos.(pi, p2, -+ ,pn) en R3,
o bien en 9A* la unién de los segmentos [p1, pal, [P2, P3l, - -+ s [PniasPn] ¥ [Pn,p1] se llama
una curva poligonal cerrada con vértices pi,ps,--- ,p,. Si cadasegmento interseca

exactamente a otros dos segmentos, cada uno en solamente un vértice, entonces se dice que
la curva es simple. Un nudo poligonal es una curva poligonal cerrada simiplé en R3, o bien
en OA*. Diremos que un nudo es manso, si es ambiente isotépico a un encaje f.: St — R3,
respectivamente f : S! — 9A*, cuya imagen sea un nudo poligonal, en casos€ontrario, tal
nudo se llamara salvaje.

Ejemplo 3.1.8. Considerando la funcién inclusion

i:R* > R3
(xth) — ($17x270)7

el nudo trivial estd dado por el encaje fo =i|S': S! — R? y es manso.
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Demostracién. A lo largo de esta prueba consideraremos la norma euclidiana usual. Sea
p* = (eg,el, e5) C R?. Para la traslacién T : R? — R? definida por T'(z) = z— (:1,), 5), tenemos
que 0 =@ (p?) es un simplejo (ver lema 2.1.18). Ademds, ya que (1, l) € Int(p?), como T es
un homeomorfismo se tiene que 0 =T (3, 3) € Int(o). Dado que 0 es compacto y convexo,
por la proposicién 1.3.14, f : 9o — S* definido por f(z) = W es un homeomorfismo. En
consecuencia, f{ = (i|0c)of~!: S' — R3 esun encajey fi(S') = i(do). Gracias a que T es un
homeomorfismo tal'que T'(p?) = o y es también una transformacién afin, usando el teorema
1.5.4 y la proposidion’ 1,3.3, se tiene que do = T(9p*) = [T(eo),T(e1)] U [T(e1), T(ez)] U
[T'(e3), T(eo)]. Por losanterior, ya que i : R*> — R? es una transformacién afin inyectiva,
también se sigue que i(Jg) es un nudo poligonal con vértices i(T'(e;)), j = 0,1, 2.

Veamos en esta parte que fg'y..f1 son ambiente isotépicos, de donde se seguird que fj es manso.
Sea C' = o x [—1,1]. EntoncesInt(C') = Int(o) x (—1,1), lo cual nos dice que 0 € Int(C).
También, C' es convexo y compactd porque o y [—1, 1] lo son. Asi, por la proposicién 1.3.16,
se tiene el homeomorfismo G : R¥— R? dado por

oo - Pt (@) 2 22

donde g : Fr(C) — S* es un homeomorfismo dado por g(z) = ol VT € Fr(C). Definamos:

h: R T — R?
(2l) > (1 =)+ tG(x).

Es facil verificar que h es continua porqué G lo esl Para cada t € I, probaremos que h; :
R3 — R? es un homeomorfismo. Para ¢t = 0, tenemos qucyhy = id, mientras que para t = 1,
h1 = G, teniéndose en ambos casos un homegmorfismo#Sea, t € (0, 1). Como h es continua,
en la demostracion del lema 3.1.4 se vio quesh; es contifiua. Sea r € R3 — {O} Por la

observacion 1.3.15, como H::_II € S?%, entonces existe s > 0 tal’que ¢! (” ”) H 7> bor lo

cual

‘g_l (Hi_ﬂ) H =5 > 0. Ahora, si 1 +#(s — 1) <0, entonces § <'1 — —, pero t < 1 implica

que 1 — % < 0luego s <1— % < 0 que es contradictorio. Por lo tantepnl + ¢(s — 1) > 0. Esto
es valido para cualquier x € R? — {0}. De este modo, podemos definif «; : R®> — R3 por

e =3 1t ([l (n i)l - ) .

0, z=0

i x#0,

Afirmamos que h; ' = ;. Tenemos que hi(¢4(0)) = hy(0) = 0. Sea z € R*—{0}. Come, antes,

. Recordando, que

existe s > 0 tal que g~ ! (H ”> ” Y, en consecuencia, s = ‘ g~ ﬁ

1+ t(s —1) > 0, se verifica que hy(¢;(z)) = z. En consecuencia, h; o ¢, = id y #; es
suprayectiva. Mostraremos que h; es inyectiva. Sean 1,z € R? tales que hy(z1) = hy(T2).
Observemos primero que si z € R*— {0}, entonces hy(x) = (1—t)x+tG(x), donde 1 —t,t # 0
y, dado que G es inyectiva, como x # 0 se sigue que G(z) # 0, luego h; # 0. Asi, para probar
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x;
[l |

) >0

que hy6s inyectiva, debemos revisar el caso x1, 7o € R® — {0}. Sea s; = Hg_l <

i =1, 2=Puesto que hy(z1) = hy(z3) y 1 —t > 0, entonces

t t
(1= )y +ts1x1 = (1 — t)wgy + tsowg = (1 + | Slt) T = (1 + ] SZt) Z9.

ts;

Dado que t, s;, I"z#*> 0, obtenemos que z; := 1 + %,

> (. También, se tiene que j—f > 0. De

este modo,
22
22 1) Z_1$2 T2 1 T 1 T2
Tl = —XTy = = = =g — | =g — | = S1 = $9,
21 lzall Sz N [l 1] 2
21

por lo cual z; = 25 y 1 = x5. Pelsende, h; es inyectiva. Invocando el teorema de invariancia
del dominio, se demuestra que hp.es abierta. Asi, h; es un homeomorfismo.

Recordando que h; = G, notemosyque, para cualquier x € St (hy o fo)(z) = G(x,0) =
g (z,0) = (sz,0), donde s > 0 cumple,que s(z,0) € Fr(C). No obstante, (sx,0) € R? x {0}
y Fr(C) = (Fr(o) x [=1,1]) U (0 x {=I7}}), por lo cual (sz,0) € Fr(o) x {0}, esto es,
sx € Fr(o) = do. De aqui, es clate que,sr = f~!(z) y, en consecuencia, (h; o fy)(x) =
i(sz) = i(f~'(z)) = fi(z). En fefumen, hemeos hallado una familia de homeomorfismos
hy : R® — R3 t € I, para los cuales”hg = id)hyo fo = f1 v la funcién h : R3 x I — R3
definida por h(x,t) = hi(x) es continnta.,Por 1§ tanto, del lema 3.1.4 concluimos que fy y
f1 son ambiente isotépicos, siendo fi umencaje cuyaimagen es un nudo poligonal (véase la
figura 11). Por lo tanto, el nudo trivial fog€s.mansd. [ |

_ 2
t=2 t=1

Figura 11: Efecto de h; sobre la imagen de fy. Para t = 1 se obtiene un nudo poligonal.
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Como € ha visto con el ejemplo anterior, argumentar que un nudo es manso puede resultar
extenuanté. Sin embargo, en Cromwell (2004) [9] se describen las ideas para mostrar que
los nudos”que sean imagenes de funciones continuamente diferenciables son mansos (véase
el teorema’l41.6). Aqui el autor define un nudo no como un encaje, sino mas bien como un
subconjunto de R* homeomorfo a S'. Enunciamos a continuacién el teorema en cuestién, en
términos de nueStta definiciéon de nudos:

Teorema 3.1.9.7Seg.f : S' — R® un nudo. Si f(S') es la imagen de una funcion continua-
mente diferenciable,Jentonces f es manso.

Ejemplo 3.1.10. Congidefemos la curva dada por la funcién continuamente diferenciable
C:[0,2n] —» R®

t — (sent #+ 2sen2t, cost — 2 cos 2t, — sen 3t).

A partir de C es posible obtenef um encaje f : S' — R? cuya imagen coincida con la de C,
llamado el nudo trébol. En vista del teorema 3.1.9, se tiene que f es manso (véase la figura
12).

(a) (b)

Figura 12: (a) Imagen de f. (b) Bosquejo de un nudo poligonal ambitnte isotépico a f(S!).

Proposicién 3.1.11. Sean fo, f1 : X — Y encajes. Si fo y f1 son amibiente isotopicos,
entonces Y — fo(X) es homeomorfo a Y — f1(X).

Demostracién. Supongamos que fy y fi; son ambiente isotépicos. Entonces existen h :
Y x I — Y y un homeomorfismo H : Y x I — Y x [ dado por H(y,t) = (h(y, {)gt)para el
cual hy o fo = fi. Por el lema 3.1.4, h; : Y — Y es un homeomorfismo. Por biyectividad,

(Y — fo(X)) = (YY) = hi(fo(X)) =Y — fi(X).

En consecuencia, la restriccién hy : (Y — fo (X)) — (Y — f1 (X)), es un homeomorfismo de
los complementos de fy (X) y fi (X), respectivamente, en Y. [ |
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La"proposicion 3.1.11 ofrece un criterio para determinar si dos nudos no son ambiente
isotopicos?” Por ejemplo, usando herramientas de topologia algebraica, especificamente la
llamada presentacion de Wirtinger, puede mostrarse que los complementos de las imagenes
del nudo tfivial y el nudo trébol no son homeomorfos (véase el capitulo 6 de Crowell y Fox
(1977)[10]), pér.do tanto, estos nudos no son ambiente isotGpicos.

Proposicién 3.1%12. Todo nudo poligonal en R? (respectivamente, en OA*) es la imagen
de un encaje PLf : QA? — R? (respectivamente, f : OA* — OA*). El reciproco también se
cumple.

Demostracién. Sea Notin nudo poligonal en R? con vértices ordenados pi,pa,--- ,pn ¥y
denotemos p, 1 := p1. Pérla definicién de nudo poligonal, es claro que K = {7 < (p;, pi11) :
i =1,---,n} es un l-coniplejé puro y |K| = N. Si n = 3, definamos la biyeccién fy :

vert(X!) — vert(K) por fyle;) = p;. Observemos que fy tiene la propiedad de mandar
vértices de un simplejo de 3! a ¥éptices de un simplejo en K, luego el teorema 2.3.12 garantiza
que existe un homeomorfismo PE”f.: . 0A? — |K|. En caso de que n > 3, seleccionemos

Ty, T, € (eg,e1)°, siguiendo la erientacion [es, e;], y aplicamos subdivision estelar a
! estrellando sucesivamente en x4, - ,. Renombrando x; = e;, i = 1,2, 3, y denotando
Tpy1 = T1, obtenemos L<X!, asaber, L='{7 < (z;,;41) : 1 =1,--- ,n}. Asi, definimos esta

vez la biyeccién fy : vert(L) — vert(K') por<fy(z;) = p; que se extiende a un homeomorfismo
PL f:0A? — |K]| (figura 13).

OA2 N Pn

X3 3 4

f | D4

Ty To

b2
T,

T1 = Tp41 P1 = Pn+1

Figura 13: Idea de la demostracién de la proposicion 3:1312.

Puesto que |K| = N, en ambos casos hemos hallado un homeomorfismo PL_f.: 0A? — N y
considerando f : 9A% — R3 se tiene que f es un encaje PL tal que f(OA?)"="Nx

Reciprocamente, supongamos que f : 9A? — R3 es un encaje PL. Probaremos“que f(9A?)
es un nudo poligonal. Tenemos que f : IA? — f(9A?) es un homeomorfismo Pl Usando el
teorema 2.4.16, existen K’ < X! y un complejo simplicial L tal que |L| = f(0A?),para los
cuales f : |K'| = |L| es un homeomorfismo simplicial. Dado que X! es un 1-complejo. puro,
y en vista del lema 2.6.2, obtenemos que K’ también lo es. Ademds, por ser f : |K'| = L]
un homeomorfismo simplicial se sigue que |L| es un 1-complejo puro, ya que cada simplejo
principal de L es la imagen de un tinico 1-simplejo de K’. Notando que |K'| = JA? es un
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nudo peligonal, sin mayor problema se concluye que f(|K’|) = |L| es un nudo poligonal.

El caso'elLque R? se sustituye por 9A* en las situaciones previamente analizadas es analogo.

De acuérdo_con Rourke y Sanderson (1982) [34], cualquier poliedro S™ que es PL
homeomorfo a (@A™ cumple que R es PL homeomorfo a S™ — {p}, Vp € S™. Esto es
consecuencia del #eotema del anillo combinatorio, cuyo estudio va mas alla de los alcances
de esta tesis.

De esta forma, un nudo)poligonal N en R?® puede encajarse en JA*. Basta con escoger
cualquier p € A* para®terrer un homeomorfismo PL ¢ : R® — 9A* — {p}. Entonces, por la
proposicién 3.1.12; existe mnsencaje PL f : A% — R3 tal que f(OA?) = N y se sigue que
go f: OA% — OA* es un encaje PL. M4s atn, en vista de que g es un homeomorfismo PL, al
ser N un nudo poligonal en R3,puéde verse que también g(N) es un nudo poligonal, pero en
OA*. Reciprocamente, si N es urf nudo poligonal en dA*, escogiendo p € 9A* — N, a partir
del homeomorfismo PL g : 9A* —{pk= R3 se tiene que g(IN) es un nudo poligonal en R3.

Debido a la observacién previa, trabajaremos principalmente con nudos poligonales en 9A*
y, por la proposicién 3.1.12, estaremos fratando con encajes PL 0A? — 9A*. Siguiendo este
enfoque, se da la siguiente:

Definicién 3.1.13. Un nudo PLs un encajePL f : A% — OA%
Estamos en condiciones de dar utia definicién de equivalencia de nudos.
Definicién 3.1.14. Diremos que dos nudes son equivalentes, si son ambiente isotopicos.

En vista de esta definicién y a que lg§ nudos ‘aConsiderar son mansos, nos centrare-
mos en estudiar nudos poligonales y, en conSectiencia, esttidiaremos nudos PL. Esto implica
ajustar las definiciones que tenfamos hasta elmomento,(para tratar exclusivamente con la
categoria PL:

Definicién 3.1.15. Sean fy, fi1 : X — Y encajes PL. Diremos gtie. fy y f1 son PL-ambiente
isotopicos, si son ambiente isotopicos mediante un homeomorfismo PL H : Y x I — Y x I,
al cual llamaremos PL-isotopia de ambiente.

Argumentando de forma similar, es posible demostrar las versionies PL del lema 3.1.4
y la proposicion 3.1.6:

Lema 3.1.16. Sean fo : X = Y y f1 : X = Y encajes PL. Si fo y fi" son PL-ambiente
1sotopicos, entonces existe una familia de auto-homeomorfismos PL h, de Y, € I, tales que
ho =id, fi = hy o fy y para los cuales la funcion h:Y x I =Y dada por h(y;t)= h(y) es
PL.

Demostraciéon. Supongamos que existe una funcién h : Y x I — Y tal que H : ¥ xJ —
Y x I, definida por H(y,t) = (h(y,t),t), es un homeomorfismo PL y, para h; : Y — ¥ dado
por hi(y) = h(y,t), t € I, se cumple que hg =id y f1 = hy o fo.

Seat € I. Es facil ver que h; es biyectiva. Note que la proyeccion p; : Y X I — Y es PL porque
es lineal y manda el poliedro Y x I al poliedro Y. Sabemos que H es PL, luego h = p; o H
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es PL._En particular, h|Y x {t} es PL ya que Y x {t} es subpoliedro de Y x I. Puesto que
f:Y 9N x {t} dada por f(y) = (y,t) es la restriccién de una transformacién afin con Y’
v Y x {t¥ peliedros, entonces f es PL. Asi, h; = (h|Y x {t}) o f es PL. Notemos que H~!
es PL, porflofque g = p; o H! es PL y la restriccién g|Y x {t} también. En consecuencia,
gi = (g|Y x {#})o f: Y — Y es PL. Observando que f(g(y,t)) = H '(y,t), Vy € Y, es facil
verificar que hg% % ¢;,. Lo anterior muestra que h; es un homeomorfismo PL, valido para
cadat € I. |

Proposicién 3.1.17.#8ea PLE(X,Y) el conjunto de encajes PL de X a Y. Para fo, f1 €
PLE(X,Y), definamo§ laelacion fo ~ f1 siy solo si fo y f1 son PL-ambiente isotdpicos.
Entonces ~ es una relacién)de equivalencia en PLE(X,Y).

Demostraciéon. Analogo a-la proposicion 3.1.6, pero aplicando el lema 3.1.16 en vez del
lema 3.1.4. |

Definicién 3.1.18. Diremos que‘dessnudos PL son PL-equivalentes, si son PL-ambiente
isotépicos.

3.2. n-bolas y n-esferas combinatorias

En esta seccion, las definiciones_de n-bola_combinatoria y n-esfera combinatoria se
siguen en el sentido de Zeeman (1960)40]. El{prepdsito de esta parte consiste en presen-
tar algunas propiedades importantes respeeto, a estos conceptos, asi como resultados que nos
permitan construir PL-isotopias de ambiente relativamente sencillas a partir de n-bolas com-
binatorias. Estos nos serdn de utilidad en el désarrollosdéas proximas secciones. Asimismo,
se da una demostracion del teorema de Alexander-Tietzé (beorema 3.2.5) basado en las ideas
de Hudson y Zeeman (1964) [14] y de Burde et al (2014) [8)¢’Lambién se enuncia una versién
del teorema de Alexander-Schoenflies (teorema 3.2.6).

Definicién 3.2.1. Una n-bola combinatoria B (respectivamente, n-esfera combinato-
ria S) es el poliedro subyacente de un complejo simplicial PL-homeomorfo a un n-simplejo
o™ (respectivamente, a do™"! de un (n + 1)-simplejo o).

Proposicién 3.2.2. Sea K un complejo simplicial. Si B = |K| es unaw-bola combinatoria,
entonces K es un n-complejo puro. Ademds, si K no es el complejo simplicial de las caras
de un n-simplejo, entonces K es fuertemente conezxo.

Demostraciéon. Supongamos que B es una m-bola combinatoria. Entonces”existe un n-
simplejo o y un homeomorfismo PL f : ¢ — B. Ademas, por el teorema 2.4+6, existen
K'«K(o) y L <K tales que f : |K'| — |L| es un homeomorfismo simplicial. Gracias al
lema 2.6.2, tenemos que K’ es un n-complejo puro. Como f es un homeomorfismo simplicial,
entonces L = f(K'), lo cual quiere decir que L es un n-complejo puro porque K'%lo=es.
Siguiendo un argumento similar al hecho en el lema 2.6.2, ya que L < K y L es unsn-
complejo puro, resulta que K es un n-complejo puro. Si K no es el complejo simplicial®de
las caras de un n-simplejo, se tiene que K tiene mas de un n-simplejo y, nuevamente por
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ser f un"homeomorfismo simplicial, se sigue que K’ # K (o). Gracias a la proposicién 2.6.6,
tenemaos_gtie K’ es un n-complejo fuertemente conexo. Sean 7,7 € L un par de n-simplejos
distintos#’Observe que p = f71(7) y p' = f~}(7') son n-simplejos distintos en K’ y como
éste es fuertemente conexo, existen n-simplejos p1, -+, pn € K’ tales que p1 = p, pm = o/
y pi N piz1 esfuna (n — 1)-cara, i = 1,--- ,m — 1. Denotando 7; = f(p;), i = 1,--- ,m, se
sigue que 71, ¢\ T, € L son n-simplejos, para los cuales 71 = 7, 7, = 7'y 7, N Tiz1 es
una (n — 1)-card, 4= 1,--- ;m — 1; es decir, 7 ~ 7'. Por ende, L es fuertemente conexo.
Finalmente, procediéndo de manera parecida al paso 3 de la proposicién 2.6.6, como L < K
y L es fuertemente comexo, uno puede convencerse que K debe ser fuertemente conexo. M

Definicién 3.2.3. Diremos que una isotopia de ambiente H : Y x I — Y x I fija un
subconjunto V' C Y, si H (yst), = (y,t), Yy e V y Vt € I.

~Y 7

Observacién 3.2.4. Si B es una n-bola combinatoria, como A™ = p" entonces existe
un homeomorfismo h : p" — “B#Dado que, por el corolario 1.6.11, p" es una n-variedad
tal que dp™ = Fr(p"), por los teefemas 1.5.2 y 1.5.4 se sigue que B es una n-variedad y
OB = h(Fr (p")).

Teorema 3.2.5 (Teorema de Alexandet:Tietze). Sea h : B — B un homeomorfismo PL de
una n-bola combinatoria B que mantenga_la_ frontera fija, es decir, h|0B = idyg. Entonces
h es isotopica a la identidad por un@ PL-isotopia de ambiente que fija OB.

Demostracion. Paso 1: Mostraremos.primero el caso B = p”. Dado que h : p" — p" es
un homeomorfismo PL, existen K, L'<K (p") talestque h : |K| — |L| es un homeomorfismo
simplicial (teorema 2.4.16). Notemos qui& p* x I C@R™ ! es compacto, convexo y con interior
no vacio. Escojamos ¢ € Int(p™ x I'). Entonces por 1a proposicién 1.4.8, se sigue que p™ x I =
coFr(p™ x I) = ¢o[(0p™ x 1) U (p™ x {0,1})}esun coné. Usando la proposicion 2.3.9, puede
verse que p" X {1} = |K x {1}| = |L x {1}}; dond¢ & {1} = {o x {1} : 0 € K}
y L x {1} := {0 x {1} : ¢ € L} son complejos simpliefales, via la transformacién afin
inyectiva f : R" — R""! tal que f(z) = (z,1). Ya que coFe(p? x I) es un cono, entonces
(co, p" x {1}) estd en posicién general y, por el lema 2.4.7, ¢o *{TK=x {1}) y ¢o* (L x {1}) son
complejos simpliciales cuyo poliedro subyacente es co(p™ x {1}). Befinamos el homeomorfismo
simplicial Hy : |co * (K x {1})] — |co % (L x {1})| cuyo mapeo de yértices es Hi(co) = co y
Hi(v,1) = (h(v),1), Yv € vert(K). Note que si 0 € K con o C dp"g’entonces por hipdtesis
hlo = id,. Esto implica que Hi|co(Op™ x {1}) es la identidad.

Por otro lado, sabemos que P = (9p" x I) U (p™ x {0}) es un poliedro pef ser la unién de
productos de poliedros compactos. Entonces, por la proposicion 2.4.14, alseStar (co, P) en
posicién general se obtiene que ¢y P es un poliedro. Asi, la identidad id : o’ <5 coP es un
homeomorfismo PL. Dado que ¢y(p™ x {1}) NP = co((p"™ x {1}) N P) = cpf@p x {1}),
podemos definir H : p" x [ — p" x I por H|co(p™ x {1}) = Hy y H|coP = id, el¢nal es un
homeomorfismo PL gracias a la proposicion 2.1.16, porque H; y id son homeomorfismos PL
de poliedros cerrados (véase la figura 14).

Por el modo en que hemos definido H, se verifica que H(x,1) = (h(z),1) y H(z,0) = (%s0),
Va € p". Veamos que H preserva niveles. Sea x € p" y t € I. Escribamos ¢y = (g, ).
Entonces existe (u,v) € Fr(p" x I) y s € I tal que (z,t) = sco+ (1 —s)(u, v), lo cual implica
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que t =55ty + (1 — s)v. En caso de que (u,v) € p" x {1}, es decir, cuando v = 1, se tiene que
H(x,t)=%co+ (1 —s)(h(u),1) y la segunda coordenada de H(x,t) es sto+ (1 —s) =t. Por
su partegcuando (u,v) € P, es directo ver que H(xz,t) = (x,t).

Lo anterioreprueba que H es una PL-isotopia de ambiente cuyo homeomorfismo final es h y
H fija 0p™ porqie H|(0p™ x I) es la identidad.

fo*(Kx {11
p?x1 w‘

Aﬁ\

N \\\l\\l| /
N |
- \\\\l\\‘lI’/ 7
N\ \'Q\\lll/ g
N l 7
NUR\Y Y
N /74
\\ /
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|
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Ve ~
7/ ~N
s S
/s ~
N

Figura 14: Demostracién dél teoremd de Alexander-Tietze, caso n = 2.

Paso 2: Ahora probaremos el teorema en general para™una n-bola combinatoria B. Tenemos
que existe homeomorfismo PL ¢ : p" — B¢y, debido-ada observacién 3.2.4, 0B = ¢ (0p™).
Por el teorema 2.1.13 y la proposicion 2.1.15,dado que ¥ y h son homeomorfismos PL,
entonces ("1 oho1t) : p* — p" es un homedmorfismd PL y observemos que, para todo
© € Op", se cumple que ¢ (z) € OB y (1 o h o) (z) = WP (¢ (1)) = ¥~ (4 (x)) = .
Asi, por el paso 1, 1yt o ho) es ambiente isotdépica a la identidad mediante una PL-isotopia
de ambiente F': p" x I — p" x I, F (z,t) = (f (x,t),1), que fijadp", donde (x,t) € p™ x I
vy fiptx I — p" Afirmamos que H = (¢ xid) o Fo (™' x%d) : Bx I — B x I es la
PL-isotopia de ambiente deseada, donde i¢d : I — I es la identidad €n J«'En efecto, dado que
F. ¢y id son homeomorfismos PL, usando el teorema 2.1.13 y la proposicion 2.1.15, puede
verse que H es un homeomorfismo PL. Por otro lado,

H(z,t) = [(¢¥ xid)o Fo (¢v~" xid)] (z,t) = (v (f (¥ (2),1)),t),V(zt) € BxI.

Identificamos g : B x I — B dada por g (z,t) = ¢ (f (¢! (z),t)). Notemos.fue ¢! (z) €
Jp", para todo x € dB. Entonces, ya que F fija p", se verifica que g(z,t) = z, V(I;4)€ 0B X1,
es decir, H fija OB. Finalmente, para cualquier x € B:

g(l’,O) =1 (f (1#71 <x>70)> =9 (1#71 <x>) =,
9@ )=y (f( " (@),1)=v (¢ ohoy) (v (2))) = h(z).

Por lo tanto, h : B — B es ambiente isotépico a la identidad mediante la PL-isotopia
ambiente H : B x I — B x I que fija la frontera de B. [

114



De"acuerdo con Luft (1965) [23], la versién combinatoria de la conjetura de Schoen-
flies en dimensién n asegura que una (n — 1)-esfera combinatoria contenida en una n-esfera
combinatéria descompone a esta tltima en dos n-bolas combinatorias. Nos interesa parti-
cularment€ elfcaso n = 3, que fue demostrado originalmente en Alexander (1924) [3]. Una
prueba alternativa puede consultarse también en Lickorish (1989) [21].

Teorema 3.2.6.\(Teorema de Alexander-Schoenflies). Si S? es una 2-esfera combinatoria
contenida en una’3-esfera combinatoria S®, entonces S — S? tiene dos componentes, cuyas
cerraduras By y Ba\son,3-bolas combinatorias y S?> = By N By = 0B, = 0B,.

Lema 3.2.7. Sean S3 und 3-esfera combinatoria y T C S® un 3-simplejo. Si x1,25 € T°,
entonces existe una PL-igotopia de ambiente H : S® x I — S3 x I tal que la restriccién del
homeomorfismo final hy :‘z(5\{v)) — z2(7\(v)) es un homeomorfismo simplicial que fija
T\(v), Yv € vert(T) y hy(z1)#= x9. Ademds, hy es la identidad fuera de .

Demostracién. Escribamos 7 & (g, vy, v9, v3). Sean x1, 29 € 7°. Por el corolario 1.6.11,
tenemos que 7 = |J._, x;(7\(v;)), desmodo que K; := (J7_, K (z;(m\(v:))) <« K (1), ya que K;
se obtiene estrellando K(7) en z;, paré,j = 1,2. Definiendo la biyeccién fy : vert(K;) —
vert(Ks) por fo(z1) = xa, fo(vi) = v;, Vi5.el teorema 2.3.12 garantiza que fj se extiende a un
homeomorfismo simplicial f : K| = |K5[. @bserve que f cumple que f[(7\(v;)) = id(\(vy))
Vi, esto es, f|OT es la identidad, 4 f(z) = xo (véase la figura 15). Como 7 es una 3-
bola combinatoria, del teorema dg Alexandet-Tietze, existe una PL-isotopfa de ambiente
H:7x1I— 7x1 tal que H fija 07 yeh—= f.

U3 v3

Vo Vo

VU2 U2

Figura 15: Auto-homeomorfismo simplicial f del 3-simplejo 7 que mueve z; € 7° a x9 € T°
y deja 07 fija.

Puesto que 97 C S?, donde O es una 2-bola combinatoria y S® una 3-esfera combinatoria, el
teorema de Alexander-Schoenflies garantiza que B = Clgs(S® —7) es una 3-bola Couiibinatoria
y 7N B = 7. Definamos H : §3 x I — $3 x I por H|(r x I) = H y H|(B x T) gomo la
identidad. H estd bien definida, ya que (7xI)N(BxI) = 01 xI. Ademés, para (z,t)"€.0%x 1,
tenemos que H(z,t) = (x,t) porque H fija 7. Dado que B es un poliedro compactospor
ser una 3-bola combinatoria, obtenemos que B X I también es un poliedro compacto=FEn
consecuencia, H|(B x I) = idgy; es un homeomorfismo PL. Dado lo anterior, y al hecho

que 7 X I y B x I son poliedros cerrados, la proposiciéon 2.1.16 permite deducir que H es un
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homeomtorfismo PL. Tenemos que:

H(z,0) = (x,0),Vz € S,

(f(x),1), si xzeT,
H(a:,l):{ (x,1), si zeB.

De esta forma, H_e§.una PL-isotopia de ambiente con h, : S® — 83, ¢t € I, dada por

B }z/t(:v), si xer,
halw) = { x, si x€B.

Finalmente, como hi|7 =f,.se cumple que la restricciéon hy : z1(7\{(v;)) = x2(7\(v;)) es un
homeomorfismo simplicial quefija 7\(v;), Vi y hi(z1) = 2. |

Lema 3.2.8. Sean 11 = (vg,v1, 0 ,vn) y T2 = (Wo, V1, -+ ,U,), n € N, tales que 71 N7y =
(v1,-++ ,vn). Entonces B := 11 Up=es una n-bola combinatoria con 0B = (01 U 01) —
(U1, ,00)° y B® =10 UTS U (01, " w,)°. Si Ty y 7o generan el mismo subespacio afin X,
entonces B° = Intx (1 UTe) y OB = Frylrs U o).

Demostracién. Sea K = K(71) U K (73);7¢l cual es un complejo simplicial. Mostraremos
que B = 11 UTy es una n-bola combinatoria, pata,ello, veamos que es PL. homeomorfo a p™ =
(€0, ,en). Sea 1 € (eg, e1)°. Dentotando p; =/(ep, T1,€2, -+ ,€,) V¥ p2 = (1,21, €2, -+ ,€,),
estrellando K (p") en x, obtenemos {\= K (p1)U K (p2) < K(p"), como en la figura 16 que
ilustra el caso n = 3.

Figura 16: Resultado de estrellar K(p?) en z1 € (eq, €1)°.

Definamos la biyeccién fy : vert(L) — vert(K) por fo(z1) = v, fole;) =aWinVi # 1,y
fo(er) = wp. Por el teorema 2.3.12; fy se extiende a un homeomorfismo simplicial™f : |L| —
| K|, para el cual las restricciones f : py — 7y f : po — T2 son homeomorfismos simpliciales
(figura 17). Por ende, 71 U7y es una n-bola combinatoria. Usando los teoremas 1.5:2%y.1.5.4,
gracias a que p" es una n-variedad, obtenemos que B = 73 U 7» es una n-variedad y

OB = f(0p") = f((Op1 U dp2) — (pr N p2)°) = (011 U OT2) — (1, -+ ,0n)°,
B = f((p")°) = f(pTUps U (prNp2)°) =17 UTs Ulvr, -, vp)°.
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Vo

wo T1

(%)

Figura 17: f manda p; a1 y py a 1, n = 3.

Supongamos que X = aff(7) = aff(ry). Mediante el lema 1.6.8, existen homeomorfismos
lineales hy : aff(p) — R™ y R R™ — aff(m) tales que hy(e;) = e;, Vi # 1, hi(xy) = e1 y
W, (e;) = v;, Vi. Esto nos dice quesfi:= I o by : aff(p;) — X es un homeomorfismo lineal
tal que f1|vert(p1) flvert(p1), délmedo que f1 es una extensién de f : p — 1. Del mismo
modo, podemos extender f : ps — @ uh homeomorfismo lineal fo: aff(p2) — X. De hecho,
aff(pl) y aff(ps) son subespacios afines (i*dimensionales de R", luego aff(p;) = R" = aff(pg).
Note que f1|aff(x1, €yt En) = fg\aff(xl, eo - €p). Asnmsmo observemos que aff(p; N ps)
divide a R™ en dos semiespacios Cyy Cs, esto es, 01 UCy =R" y CinCy = a,ff(pl N pa), para
los cuales p; C Cy, i = 1, 2. Definames® : R" —/X por ¢|C} = f1|01 y @|Cy = f2|02 Debido
a que Cy y Cy son cerrados en R", CyU)Cy, = R, f1|C’1 NCy = f2|01 N Cy, v dado que fi v
fg son homeomorfismos, por el lema del pegadopodemos ver que ¢ es un homeomorfismo.
Ademas, note que p|B = f|B. Debido allo.anterior;

B = (rUmn)” = f((p")°yz%nt(p")) = Intx (11 UT2), (3.1)
OB =0(r1Um) = f(0p") =2(Fr(p")) & brx(m1 Um).

Lema 3.2.9. Sean 11 = (vg,v1,v2,v3) ¥ To = {(wp, vy, Vs, v3) cantenidos en OA* tales que
71 N Ty = (v1, V9, v3). Denotemos B = 171 U Ty. Dados y1,y2 € B°, etiste una PL-isotopia de
ambiente H : OA* x [ — OA* x I, tal que hi(y1) = yo. Si ademds y,C€aR y y2 € (v1,v2,v3)°,
o bien, si aff(t1) = aff(r2) y B es convexo, se cumple que la restriccion hi: y1(m1\(v;)) —
y2 (11 \(v;)) es un homeomorfismo simplicial que fija 7\(v;), Yi # 0. En cualquier caso, hy
es la identidad fuera de B.

Demostracién. Sean yi,y, € (11 U 72)°. Consideremos 1, p1, p2 v f como ei_la’ demostra-
cién del lema anterior. Entonces f~'(y1), f ' (y2) € (p*)°. Asi, a como se mostr§ en el lema
3.2.7, existe un homeomorfismo PL g : p* — p? tal que la restriccién g : f~1(y1)(pP\(&:)) —

“Hya)(p*\(e;)) es un homeomorfismo simplicial que fija p3\(e;), Vi > 0; y g(f (1)) =
f~Yy2). Por lo anterior, ¢ = fogo f7' : B — B es un homeomorfismo PL tal"que
é(y1) = yo. Ademds, para cualquier x € 9B, se tiene que f~1(x) € 9p y como g fija"dp?,
entonces g(f~!(z)) = f~'(x), por lo cual, ¢(z) = z, luego ¢ fija OB. Siguiendo un proceso
similar al del lema 3.2.7, como ¢ es un auto-homeomorfismo PL de la 3-bola combinatoria
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B que_fija B, podemos hallar una PL-isotopia de ambiente H : OA* x I — 9A* x I, tal
que hi|(QA* — B) es la identidad y hy|B = ¢, de modo que hy(y1) = yo.

Ahora, supengamos que y; € 77y Y2 € (v1,v2,v3)°. Dado ¢ > 0, tenemos que yy, yo ¢ 71\(v;),
por lo que #1:= y1 (71 \(v3)) ¥ 72i := y2(71\{(v;)) son 3-simplejos contenidos en 77. Como
f~': 7 — piesun homeomorfismo simplicial, entonces f~(vi:) = f~ (1) (el \(f 1 (v:))) ¥
FHv2) = f ) (o \(f~1(vs))) son simplejos contenidos en p;. En consecuencia, la restric-
cion f=1: v — £ ) es un homeomorfismo simplicial, con f~1(v;) # eq.

Recordemos que la résticcion g : f1(y1)(p*\(e;)) = f (y2)(p*\{e;)) es un homeomorfismo
simplicial que fija p*\(e;)¢*j > 0. Probaremos que la restriccién g : f~'(y1;) — f~ (721)
es un homeomorfismo simplicial que fija p;\(e;). Cuando i = 1, tenemos que f~*(v;) = x;
v 7Y () = 7 Hye){eo, €ages), k = 1,2. Esto nos dice que la restriccién g : f~(y11) —
S H(721) es un homeomorfismé simplicial que fija p;\(f~!(v1)) = p*\(e1). Si i > 1, se tiene
que pi\{f7H(v)) = p1\(e:) v 31 € vert(p;\(e;)). Asimismo, p;\(e;) C p*\(e;) y entonces la
restriccion g : f71(y1;) — f71(74) es un homeomorfismo simplicial que fija p;\(e;).

Continuando con la demostracién{ puesto que f : p; — 7 es un homeomorfismo simpli-
cial, la restriccién f : f~(y9;) — 72;4€8 un homeomorfismo simplicial. Debido a lo anterior,
hilvii = ¢l = (f o go fH v, por{le)que la restriccion hy : yy(11\{(v;)) — yo(m1\(v:))
es un homeomorfismo simplicial. Ademéasy=para cualquier z € 71\(v;), ocurre que f~!(z) €

pi\(f~H(v)) C Op” y se tiene g(fHx)) ="f ' (z), de manera que hy(z) = (fogo f')(z) =
f(f~1(z)) = z, es decir, h; fija 7 \CoA(figura 18).

wo T1

Vo

wo T1

Vg

Figura 18: Demostracion del lema 3.2.9, caso y; € 77y Y2 € (v1, Vg, v3)°.
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En estastltima parte, supongamos que aff(7;) = aff(m2) y B es convexo. Note que aff(B) C
aff(7 )s.Silf embargo, también se cumple que 71 C B, luego aff(r) C aff(B). Esto prueba que
B, 1 y 7¢'generan el mismo subespacio afin. Debido a lo anterior, el lema 3.2.8 garantiza que
(3.1) v (32)¢8e cumplen con X := aff(B). Por otro lado, B es compacto por ser unién de
compactos. A&l,.como y;,ys € B°, por el corolario 1.4.9 obtenemos que B = y,0B = 3,0B
son conos. Recuérde que 0B es la unién de las caras frontera de 11 y 75 distintas de (vq, v, v3),
por lo que al hacérekcono con vértice y; (respectivamente ys) y alguna de estas caras frontera,
se obtiene un 3-simpléjo (lema 1.6.13). Entonces se inducen triangulaciones de B, a saber,

Cco

K (yi(mi\(v;))) U K (yi(r2\ ()], i = 1, 2.

J=1

Definamos la biyeccién gy :“vert(&;) — vert(Ks) por go(y1) = vy, go(vi) = vi, @ > 0y
go(wp) = wy. Gracias al teorema.2.3.12, obtenemos esta vez un homeomorfismo simplicial
g: |K1| — |Ks| que fija OB, con g(#i) = y» vy cuya restriccion g : y (71\(vi)) — y2(71\{v;)) es
un homeomorfismo simplicial, Vi Z0y(figura 19). Asi, tal como hemos hecho antes, podemos
obtener una PL-isotopfa de ambiente/f*: OA* x I — OA* x I, H(z,t) = (h(x),t), tal que
hi|(OA* — B) es la identidad y hi|B &y, de modo que h;i(y;) = hi(y2) y la restriccién
hy g1 (Ti\{(vi)) = yo(71\(v;)) es un homeemeorfismo simplicial que fija 7\ (v;), Vi 20. W

Vo

U3

wo wo

Figura 19: Auto-homeomorfismo simplicial g de la 3-bola combinatoria convexa B, que man-
da y; € B° a iy, € B° y fija 0B.

Lema 3.2.10. Sean o un 3-simplejo y T = (vo, v1,v2) C 0. Si py € (aff(T) — afffvg, v1)) N
0°, entonces existe we € o N aff(T) tal que vy, v1,wy son afinmente independientes, y py €
(vo, V1, w2)°.

Demostracién. Dado que py € 0° = Intag)(o) (corolario 1.6.11), existe € > 0 tal que
V := B(po,e) Naff(o) C 0°. Sea U := B(po,e) N aff(7), el cual es cerrado en aff(7). Como
T C o, tenemos que aff(7) C aff(c), de modo que U C V. Por la observacién 1.3.13, existen
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Ty € R(p(),po —v0) N Fragr)(U) y 21 € ﬁ(pmpo — 1) N Frag (U).

Mostrarémes que xo # x1. Por contrarreciproca, supongamos que xo = z1. Entonces aff(pg, o) =
aff(po, 7). Sin embargo, para cada i € {0, 1}, existe ¢; > 0 tal que

x; = po +ti(po — vi) = (1 +t;)po — tivs, (3.3)
lo cual implica
1+¢ 1
Y = n Po — t—xz € aff(po, z;).

Esto nos dice que vy, v; €@ff(pg, o) y puesto que vy # vy, entonces aff(pg, xo) = aff(vg, v1),
en particular, py € aff(vg, v1)s

De este modo, como pg ¢ aff(vhs0y), se cumple que xy # .

Sea wy € (xg,x1)°. Afirmamos qué ygyv y we son afinmente independientes (véase la figura
20). Tenemos que existe A € (0, 1) tal qgue wy = Azg + (1 — N)xy, por lo que usando (3.3):

Wo = [)\(1 + to) + (1 — )\)(1 + tl)]po kN )\to’U() — (1 — )\)tlvl € aff(po,vo,vl). (34)

Debido a que py ¢ aff(vg,v1), el#Gorolario 1.6.14 nos dice que py,vg y v1 son afinmente
independientes. Dado que A € (0, 1¥;%g;t1 > 0,'s¢ sigue que A(1+¢9)+(1—N)(1+%;) > 0, luego
por (3.4), wy ¢ aff(vg,v;), dada la independencid afin de py, vy y v1. En consecuencia, vy, vq
Wa + )\tovo + (1 — )\)tlvl
M1 +t) + (1= N(1+1t)
donde Mo, (1 —AN)t; >0y A(1+12o) + (L =X)L + t1)=A+ Ao+ (1 — A\)t3 > 0, y se deduce
que py € (v, v1,ws)°. Como U es cerrado e€waff(7), ocutre que Fr.q;)(U) C U. Entonces
xg, 1 € Uy, por convexidad, wy € [zg, 1] C U'C V C of [

y wy son afinmente independientes. D& (34 ),se tiene que py =

R(po,po — o)

—

R(Pmpo - U1)

(A

U1

Vo

Figura 20: Demostracién del lema 3.2.10.
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Lema_3.2.11. Sean o un n-simplejo, xo € 0° y x1 € do. Sea T una cara frontera de o tal
que TINEST. Entonces, para y = xo + t(xy — x9) con t > 1, se cumple que p = y7 es un
n-simplego Yo Np=rT.

Demostracign., Mostraremos primero que y ¢ aff(7) y, siguiendo el corolario 1.6.14, se
probard que p =7 es un n-simplejo. Por contradiccién, supongamos que y € aff(7). Puesto
que z; € aff(7), delteorema 1.2.2 se sigue que aff(7) = x; + V, para algin espacio vectorial
real V', de modo que{g— x; € V. Ahora, usando el corolario 1.6.11, se sabe que 0 = z¢Jo es
un cono, en particulazy™ry7 es un cono y, por el lema 1.6.13, se trata de un simplejo tal que
vert(zor) = {0} U vert(7)¢Entonces el teorema 1.2.11 nos dice que xy ¢ aff(7) = z1 + V' y,
nuevamente empleando ‘el+{éorema 1.2.2, zg — x1 ¢ V. Por otro lado, zg, z1,y € R(xg,x1) C
aff(zo, z1), luego S := aff(#ye®y) — 21 es un espacio vectorial real de dimensién 1y y—xz; € S.
Asimismo, xy — x; € Sy entonces existe A € R tal que g —x; = ANy — 1) € V, lo cual es
contradictorio. De esta forma, g.& aff(7) y p = y7 es un n-simplejo.

Ahora probaremos que o N p = %Es claro que 7 C 0 N p. Sea zg = Ay + (1 — \)z tal que
A€ (0,1] y z € 7, de modo que 2y & p~ 7. Veremos que zy ¢ o, lo cual nos permitird deducir
que 0 N p = 7. Dado que t > 1, enton€es’ \t + 1 — X\ > 1, por lo que:

M 1A
— A1 =)o+ (M + 1 =
20 = Al —t)zo+ (A + )<M+1—ﬁh+ﬁ+1—A%’
donde ob Al Y € [z1,2] C €
ondae opservemos w = X z xIr1, 2 a que 1, 2 €S
Vi )\t+1—)\1 )\t+1—)\ 1, T, yaq 1 TYT

convexo. Haciendo p := At 4+ 1 — A, escribimos 2g™=(1 — p)zo + pw = x¢ + p(w — xp), con
w>1,we T C do. Asi, por el corolario/1.6:1'1, se'signe~que 2y ¢ o. Por lo tanto, cNp =17
(figura 21). |

Figura 21: Demostracién del lema 3.2.11, caso n = 3.

Lema 3.2.12. Sean 7 = (v, -+ ,vy) Yy po € (Vo ,Up_1)°, n € N.

(1) Siyo € ﬁ(po,po — Un), Yo F Do, entonces o = yo(vo,- -+ ,Up_1) €S un m-simplejo,
TNo = (vy, -+ ,Up1) Yy TU0 es una n-bola combinatoria conveza.

(2) Siyo € R(po,vn), Yo & (po,vn), entonces o = yo(vo, -+ ,Vn—1) €s un n-simplejo y
star(v,, ) C o°.
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En la figura 22 se ilustra el caso n = 3.

)

é(]7l)~ Po — v3)

Figura 22: Situacion del lema 3.2.12, caso n = 3.

Demostracién. (1) Sea yo € ﬁ(po,po — vn), Yo # po- Probaremos que existe zo € 7° y
to > 1 tal que yo = xo + to(po — xo) petque esto implicard, de acuerdo con el lema 3.2.11,
que o es un n-simplejo y 7 N o = (vg, - %, Uy _1). Entonces por el lema 3.2.8, tendremos que
7 U o es una n-bola combinatoria,Primeéro, yo = py + s(po — vn) = (1 + s)py — sv, para
algin s > 0. Sea g := (1 — r)v, +pes con=re€(0, 1), de manera que xg € (v,,po)°. Como
Lo — TPo

Po € (Vo,+++ ,Un—1)° Y T = 0, (vo, - -+, 1), Obtereémos que xy € 7°. Note que v, = T

por lo cual,

ST
y0:$0+ 1+S+E (po—:L’()),

ST
y dado que s > 0, se sigue que ¢y :=1+ s+ [y > 1, ¢6mp queriamos.

Ahora bien, mostraremos en esta parte que 7Uo es convexo."Sean x,y € TUo. Six,y € T, por
la convexidad de 7, entonces [z, y] C 7 C TUo. Un argumento similar muestra que, siz,y € o,
o bien, si z,y € TN o, entonces [z,y] C 7Uo. El caso que queda_por analizar es cuando x €

T—{(Vg,  Up_1) yY €0 — (g, ,Vp_1). Como T = v, {Vg, "+ , Upn_10%. T = Yo{Vo, " ** ,Vn_1),
tenemos que existen A\;, A, € (0,1], 25,2, € (vo, -+, Up_1) tales quesg= A\ v, + (1 = Ap)ze v
y = A% + (1 — Ay)z,. Por otro lado, existen g, p? >0, S0 pF = 1300 1Y, tales que
2y = Z"fl v y 2y = 2?701 plv;. Ademas ya que po € (vo,- - vn,1>°, podemos escribir

Po = Zz " \ivi, para algunos ; > 0, >0 \; = 1. De aqui, yp = Z;:Ol(l + s)A\v; — sv, con
S (L+s)\ — s = 1. Asi,

=\ vn+z 1 — M)l (3.5)
n—1
Y= Z[Ay(l + )\ + (1 = Ay 1 ]vi — Aysvy,. (3:6)
i=0
A continuacién, demostraremos que existe w € [z, y] N (vo, - -+ ,v,—1)° (figura 23), de donde
obtendremos que [z,y| = [z, w] U [w,y]. Entonces, por la convexidad de 7 y o, se cumplird
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que [z,40] C 7y [w,y] C o, por lo cual [z,y] C TUo.

AyS
Az + Ays
Sea w = # # (1 — t)y, de modo que w € [z,y]. Observemos que tA, — (1 — t)\,s =
t(As + Ays) <49ys = 0. Debido a lo anterior, asi como por (3.5) y (3.6), se verifica que

Puesto que™\;, Ay, s > 0, se sigue que A\, + A\ys > A\ys > 0, luego t := € (0,1).

n—1

w FHY [ = A)f + (L= (1 + )N+ (1= A)ud)]wi,

=0

con escalares positivos §. oo o [t(1 — A)p? + (1 — t)(A\ (1 + s)\; + (1 — \)p?)] = 1. Asi,
w € (vg, -+ ,v,-1)° Yy, pordo_tanto, [z,y] C TUo. Habiendo analizado cada caso, se concluye
que 7T U o es convexo.

V3

V2

Vg

Yo

Figura 23: Existencia de w €([x,%] N (Vg™ ,v,—1)°, caso n = 3.

(2) Sea yo € R(po,vn), Yo ¢ (po,vn). Debido a que py € (o, - ,v,-1)° y usando que
v, ¢ aff(vg, - -+ ,v,_1) por la independencia afin de los vérticés de 7 (teorema 1.2.11), puede
verificarse que yo ¢ aff(vg, -+ ,v,_1) y, por ende, 0 = yo(vg,¢™), Vn_1) €8 un n-simplejo.
Por hipétesis, tenemos que v,, € (po, 10)°, luego v, = (1 — s)po ¥ syo para algin s € (0,1).

Escribamos también py = Z?;Ol Aiv;, para algunos A; > 0, Z?;Ol Ai £ USea x € star(v,, 7) =

T — (o, ,Un_1). Entonces existen t € [0,1) y jt; > 0, S0 pi = AL pales que x = (1 —
v, +t 3210 pgvi. Lo anterior implica que x = 321 [(1 — ) (1 — s)A\;+ tugv; + (1 — t)syo,
donde se checa facilmente que (1 —t)(1—s)\; +tu;, (1 —¢)s > 0y la sumasde ‘estos escalares
es 1, es decir, z € ¢°. En consecuencia, star(v,,7) C ¢°.

[ |
Lema 3.2.13. Sean 11 = (vg, -+ ,v0n) Yy To = (Vo, "+ ,Up_1,Wy) Simplejos que Gemeran el
mismo subespacio afin X, tales que 71 N1y = (vg, -+ ,Un_1). Entonces existe q1 € 75 lakque,

para 73 = q1(11 N T2), 71 UT3 es una n-bola combinatoria convexa.

Demostracién. Sea ¢y € (vg, -+ ,v,-1)°. Del lema 3.2.8 se tiene que 73 U 75 es una n-bola
combinatoria y ¢y € (71 U 72)°, donde éste tltimo es abierto en X, luego existe r > 0,
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U := Bx(qo,7), tal que U C (71 U 72)°. Usando la observacién 1.3.13, tenemos que existe
un tnico € Frx(U) N R(qgo, go — vy) (figura 24). Como U es cerrado en X, entonces
Frx(U) € Uy por lo que ¢; € (11 UTy)°. Ademaés, existe s > 0 tal que ¢; = (14 5)go — sv,,. Ya
que qo € (Dog s ,v,—1)°, podemos escribir gy = Z?;()l Aiv;, para algunos \; > 0, Z?;()l A = 1.
De aqui, ¢; # Z?;Ol(l + s)\iv; — sv, con Z;:Ol(l + 8)\; —s = 1, entonces ¢; € X — 7,
esto por el heche lque —s < 0 y la independencia afin de los vértices de 7. Debido a lo
anterior y dado quésg; € (1 U )° C 7 U Ty, obtenemos que ¢; € 75. Finalmente, como
GFEqQYqE fi(qo, do*— ¥n), €l lema 3.2.12(1) nos permite concluir que 7, U 73 es una n-bola
combinatoria convexat [ |

V3

o
- Q)
U
0 , U1
e 01

—

R(qo, 96" —w) b

Figura 24: Demostracién del lema® 3.2.13, caso n = 3.

3.3. Equivalencia combinatoria

Definicién 3.3.1. Consideremos M como R? 0 OA*. Sea u un’sagmento de recta de un nudo
poligonal N en M,y D un tridngulo en M, 0D = uUvUw; dénde u, v, w son las 1-caras de
D. Si DN N = u, entonces N = (N — u) Uv Uw define otro nudo poligonal y diremos que
N’ resulta de N por una mowvida A (figura 25). El proceso inversd es.denotado por A1,

Figura 25: Movida A.
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Definieion 3.3.2. Dos nudos poligonales son combinatoriamente equivalentes, si existe
una seeueficia finita de movidas A y A1 que transformen un nudo en el otro.

Lema 3.3.3. Sea D un 2-simplejo en R® o OA*. Si D define una movida A*' y K es
un r-ésimodetivado de K (D), entonces la movida A*' puede efectuarse a partir de una
secuencia finita de movidas /\ y A1 sobre 2-simplejos en K.

Demostracién. “Pot.induccién sobre r. Sea KV un primer derivado de K (D). Sean u,v, w
las 1-caras de D. Supongamos que D define una movida A, en la cual v se quiere reem-
plazar por v U w. En‘lasfigura 26 se muestran esquematicamente los pasos que describimos
a continuacién, para realizar la movida /A mediante 2-simplejos de K. Usando la pro-
posicién 2.4.8, uno puede_eonvencerse que K consta de seis 2-simplejos 71, - -+ , T como
simplejos principales, dispuestos”de la siguiente forma: denotando p;; := 7; N 7;, tenemos que
P12, P23, P36, P14, P15 Y Pse Son 1-caras, y existen caras fronteras p; < 7; tales que p; U py = u,
p3Ups =wy psUps =v.

Figura 26: Pasos para efectuar una movida A con 2-simplejos del pfimer derivado de K (D).

Primero, mediante 71 realizamos la movida A que mueve p; a pi4 U pahActo seguido,
hacemos la movida A~ en 7 que sustituye pja U pa por poz. Aplicamds la.movida A en
T3 para reemplazar pog por psg U p3 v después hacemos lo mismo en 74, pero_para mover
p1a a py U pys. Hasta aqui p3 v ps estdn bien posicionados, aunque todavia debemos seguir
desplazando pg5 a ps U psg en 75 con una movida A y, como ultimo paso, con @ina movida
A~ en 75 cambiamos psg U p3g por pg.

El caso donde D define una movida A~ se tiene revirtiendo los pasos que efectuarfamos si
D definiera una movida A.

Supongamos ahora que, dado r € N, para cada r-ésimo derivado de K (D) con D un’ 2-
simplejo, el lema es cierto. Sea K1 un (r + 1)-ésimo derivado de K (D). Consideremos el
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primerderivado K de K (D), a partir del cual se definié inductivamente K1, y sean
71, -\1e@€ KW como en el caso r = 1. Entonces KtV define en cada 7; un r-ésimo
derivadosK 5 C K+V de K (r;). Por hipétesis de induccién, cualquier movida A*! definida
en 7; puedesefectuarse usando 2-simplejos en KZ-(T). Debido a lo anterior, resulta claro que
mediante 2-sifuplejos de K+Y podemos realizar movidas A*! que repliquen las movidas

A*! sobre cada’™;) las cuales en el caso r = 1 nos permitieron efectuar una movida A*! con
las 1-caras de D. [ |

Proposicién 3.3.4.8ca Ny y N; nudos poligonales en R3, o bien en OA*, combinatoria-
mente equivalentes. Séa P un poliedro compacto que contenga a Ny, N1 y a los 2-simplejos
T usados para realizar las\imovidas A*' que transforman Ny en Ni. Si P' es un poliedro
compacto contenido en R3*oOAL y f : P — P’ es un homeomorfismo PL, entonces f(Ny) ¥
f(Ny1) son nudos poligonaless€ombinatoriamente equivalentes.

Demostracién. Sea f : P — P’ un homeomorfismo PL. Es suficiente con mostrar el ca-
so donde Ny y N; difieren por una~inovida A*!) ya que el caso general es una aplicaciéon
sucesiva y finita de esta situacion. Seas el 2-simplejo en cuyas aristas se realizo la movida
respectiva. Como P y P’ son poliedrog®compactos y Ng, Ni,7 C P, yaque f : P — P’ es
un homeomorfismo PL, usando la propdsicién 2.4.18 existen complejos simpliciales K y L,
y subcomplejos Ky, K1, K, C K tales que f : |K| — |L| es un homeomorfismo simplicial,
|Ko| = No, | K1| = Ny y K, <« K(7){Xasque 188 testricciones f||Ko| y f||£1| son homeomor-
fismos simpliciales, es claro que f(|&Kap= f(No)*y f(|K1]) = f(N7) son nudos poligonales
porque Ny y Ny lo son.

Mediante la proposicién 2.4.11, podemos hallar un#~¢simo derivado K" de K(7) tal que
K" a K.. Puesto que f||K.| es un homegmorfismo-simplicial, se sigue de la proposicién
2.4.17 que f||K™| es también un homeomorfistho simplicial. Como K es un r-ésimo de-
rivado de K (7), debido al lema 3.3.3 la movida A*! que se realiza en 7 puede efectuarse
mediante una secuencia finita de movidas A*! sobre 2-simplejos de K. Sea 7y € K uno
de estos 2-simplejos. Si u, v, w son las 1-caras de 7y y se hace la movida A que sustituye u por
vUw, ya que f||K]| es un homeomorfismo simplicial, tenemas\que f(7y) es un 2-simplejo
con caras frontera f(u), f(v), f(w), en el cual se replica la movida A que cambia f(u) por
f(u) U f(w). Andlogamente, una movida A~! sobre aristas de 74 se/feplica en las aristas
bajo f que ahora son caras frontera de f(7). Lo anterior nos dice qtie)f (No) v f(N1) son
combinatoriamente equivalentes, siguiendo las movidas A*! definidas sobre 2-simplejos de
K@ que transforman Ny en Ny, bajo f. [ |

Lema 3.3.5. Una traslacién de un nudo poligonal N en R?® se puede realizar~a partir de
movidas A*!.

Demostracién. Paso 1: comenzaremos mostrando el caso donde 7' : R? — R3 és una
traslacién sobre el eje z, especificamente, T'(z) =  — aez con a > 0, Vr € R3. Sed K un
1-complejo puro tal que |K| = N. En lo sucesivo, para cada 1-simplejo s = (sg, s1) € K,
denotaremos por s’ y s” a los 1-simplejos en K tales que s N's = (so) y " N's = (s1).
Convendremos en que si K tiene una sucesién de 1-simplejos verticales dados por los vértices
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ordenad6s (p1, - - , pn), consideraremos solamente el 1-simplejo vertical (p1, p,), de modo que
si s € K _esun 1-simplejo vertical, se asegura que s’y s” no son verticales. Sea s = (sg, s1) € K
un 1-simplejo. Si s es un segmento vertical, definimos g5 = ||s; — sg||. Supongamos que s
no es un segmento vertical. Sea H, el semiplano inferior del plano vertical P; que contiene
a aff(s), es decix, (x,y,z) € Hy si y sblo si (x,y,z) € P; y el tnico punto (xg, yo, 20) de la
intersecciéon é((w,y,z),eg) N aff(s) cumple que zp > z. Si N N Hy = s, entonces tomamos
es = a. Por otrolado, sea B = CI(N — (sUs'"Us"))NH,. Sis'"NHg = (s0), s"NHs = (s1) y
B # (), como s es compacto, B es cerrado y s B = (), por la proposicién 1.1.24 se tiene que
d(B,s) > 0, luego tomamos 0 < ¢, < d(B, s). Esta eleccién garantiza que el paralelogramo
Ry = {ty+(1—t)(y—&seg):t € I,y € s} nointerseca a B, yaquesiy € sy x € (y,y—¢cses),

obtenemos que ||y —z|| <ty (y—eses)|| = €s. En el caso donde s C Hg 0 s” C Hg, tomamos
simplemente €5 = a. Finalmeénteysea 0 < ¢ < Hlllr(l e, ysea T, : R3 — R3 la traslacién dada
sE
dim(s)=1

por T.(z) = z — ce3, Vx € R,

Cuando s no es vertical, es posible.trasladar s a T.(s) mediante movidas A*! sobre el
paralelogramo R, := {ty + (1 — t){y#*=ce3) : t € I,y € s}, a como se muestra en la figura
27(a), pero agregando dos segmento$ verticales 1o = (so, T:(S0)) v 1 = (s1,7=(s1)) en los
extremos de T (s). Designaremos la antérier como una movida /A\;. Asimismo, podemos mover
r1Us a T.(s) Ure mediante movidas A¥"™(figura 27(b)). Similarmente, podemos sustituir
ro Us por T.(s) Ur (figura 27(c))” Ambas las nembraremos como una movida A,. Por otro
lado, una movida A3 consiste en trasladar s Uyo Uy a T.(s) con movidas A*! como en la
figura 27(d).

Figura 27: (a) Movida A;. (b) y (c¢) Movidas A,. (d) Movida Aj.

En otro orden de ideas, si s es un segmento vertical, pero s’ y s” no son verticales, ‘entonces
para trasladar s a T.(s) lo que hacemos es mover s’ a T.(s’), ya sea con una movida Aswsi el
segmento distinto de s que interseca a s’ ha sido desplazado con alguna movida A\;, i\#'3,
o bien una movida A; en otro caso. Posteriormente, trasladamos s” a T.(s"), usando una
movida Aj si el otro segmento distinto de s que interseca a s” ha sido desplazado usando
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algunagnovida A\;, de nuevo i # 3, o en su defecto una movida A,. Es facil convencerse que
lo anterior es realizable porque £ es menor que la longitud de s. Note que al final se habra
desplazad0o también s como en la figura 28 (considere que s, s’ y s” podrian estar en planos
distintos).“También es posible optar por desplazar primero s” y luego a '.

TS(SU) TE(S,) T (50) TE(S/) TE(SU) T5(8/> TE(SU) TE(S/)

Figura 28: Formas de desplazar unssegmento vertical s a partir de segmentos adyacentes s’
y §” no verticales.

A partir de lo explicado en los pédzrafos, anteriores, podemos trasladar N a T.(N) de la
siguiente forma. Escojamos s =7(8,s,) €.d¢=mo vertical. Las siguientes situaciones son
posibles:

Caso I: Si HiNN = s, 0 bien, s’ N Hy'= (5q), s" Q3= (s1) y CL(N — (sUs'Us"))NHs # 0,
simplemente trasladamos s a T.(s) con una atovida Aw,-generando los respectivos segmentos
verticales ry y r1 en los extremos de s. Note"que la eleccion de € exhibe que Ny (N — s) U
T.(s) UreUr; son combinatoriamente equivalentes, porgie R, N N = s. Denotemos s = s”
y T =1, es decir, el segmento vertical tal queNT.(s) # (T.(s1)) y TN s" = (s1).

Caso II: Supongamos que s’ C H, y §” no es vertical o né esta contenido en H,. Es mas,
asumamos que existen py,--- ,pn € Hy, p, = S0, tales que, 81 pg : R® — R es la proyeccién
en la tercera coordenada, p3(p;) < ps(pir1), con ¢; == (pi,pifan€ K,i=1,--- . n—1y
s" = (pn_1,pn). Adicionalmente, consideremos que si ¢} € K es el 1-simplejo tal que ¢; Mgy =
(p1), entonces ¢; N Hy = (p1). Cuando ¢; no sea vertical, la estrategia_eénsiste en aplicar una
movida Ay a ¢ para trasladarlo a T.(q) y, posteriormente, realizar moyidas Ay de manera
sucesiva a ¢o, - -+ , qn, S, por supuesto, considerando los segmentos verticales\respectivas que
se vayan anadiendo con cada movida, de modo que se logre desplazar S «= (U?;ll qi) Usa
T.(S)Uru7’, siendo 7 y 7 segmentos verticales tales que rN7T.(s) = (T.(s@hg 0 s" = (s1),
7" NT.(q1) = (Te(p)) y 7 Nqy = (p1) (figura 29). Por otro lado, si ocurtesque ¢; es un
segmento vertical, para algin i € {1,--- ,n}, se procede como se ha indicad6.antes, sélo
que en vez de desplazar ¢; lo que hacemos es mover ¢;; cuando ¢ < n — 1, o biew ss¢uando
1 =n — 1, pero siempre con una movida Ay como en la figura 28, ya que eventualmente ¢;
se trasladard a T.(q;) en el momento en que se haya trasladado su otro segmento adyacente.
Aqui, nuevamente denotamos s = s”.
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Pn = S0

p3

Pn = So

T.(p2) T=(p1) s T.(p1) . (p2) T.(p1)

Figura 29: Idea de la demostracién del caso II.

Caso I1I: Asumamos que s’ C H,, s”'Q H, esertical y existen py,--- ,p, € Hy, pn = So,
tales que p3(pi) < p3(pit1), ¢ = (Pi, Pimi)€ K, 7 =0, ;n =1, 5" = (pp_1,pn). También
supongamos que ¢; € K es el 1-simplejo_para eledalq; Nq1 = (p1) con ¢ N Hy = (p1).
Procedemos como en el caso anterior, sélo que)ahora“a_s®se le aplicara una movida A3 como
en la figura 28 y entonces s sera lo que restefdel segmento, s”. Note que en esta ocasiéon no
se anade un segmento vertical 7 que intersequé en un véttice a T.(s) y s.

Caso IV: Supongamos que s’ N Hy, = (sg) y existen py,-*- ¢pp, € Hs, p, = 1, tales que
p3(pi) < p3(piv1), @ = Pi,pi) € K, i =1, n—1, "= {pp1,pn) ¥ ¢4 € K es el
1-simplejo para el cual ¢} Nq; = (p1) con ¢; N Hy = (p1). Note que un argumento similar
al del caso II funciona para este contexto, pero en esta ocasion, temdremos que 7 y 7 son
segmentos verticales que cumplen 7N 7T.(s) = (T-(s0)), TN = (so)5P QT (q1) = (T=(p1)) ¥y
7 Nq; = (p1). Esta vez s =

Ahora trasladaremos s a T.(s). Supongamos que s no es vertical. Si ocurriera‘\que solamente
nos hace falta trasladar este segmento de N, debido a que el resto del nudo poligonal ha sido
trasladado, sélo resta mover sUrgUry, donde o y 71 son segmentos verticalesenlés extremos
de s, los cuales se originaron al mover §' y 5" a T.(5") y T.(5"), respectivamente’ Sin_embargo,
es posible sustituir s U rg U r; por T.(s) mediante una movida A3, obteniéndosé_finalmente
T.(N). En caso de que s no es el dltimo segmento de N que haga falta por trasladar, si
nos hallamos como en el caso I, procedemos aplicando una movida A, para mover(& U7 a
T.(s)Ur, donde 7 es el segmento vertical que se genera al aplicar la movida respectiva’y se
continuard con el 1-simplejo § € K adyacente a s que no ha sido desplazado. Las situaciones
restantes, todavia bajo la hipétesis de que s no es vertical, consisten en tener una secuencia
de 1-simplejos de K, digamos ¢y, - ,¢, C Hs como en el caso II o IV. Puede pasar que
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el segmeénto q; # ¢, que interseca a ¢; en un vértice p haya sido trasladado, generando un
segmentosvertical 7 que interseca a ¢; en p. Pero en vista de que previamente se ha despla-
zado unarseduencia de 1-simplejos ¢, -+ ,q, € K, con g, = s, en la que ¢; N g;+1 s una cara
frontera cémain de ¢; y giz1, @ = 1,--- ,n; debido a que s y § se intersecan en un vértice,
debe ocurrir que. ¢1 = ¢;. Esto tiene como consecuencia que N = (J, ¢:) UsU (U~ @),
por lo que, cuande ¢; no sea vertical, aplicamos una movida Ay a ¢ U 7 para realizar la
traslacion T.(q1)" (mfds un segmento vertical que se anade), o en su defecto, si q; es vertical,
efectuamos una moevida Ay a ¢ junto con una porcién del segmento ¢ (similar al procedi-
miento de la figura 28) y continuamos a como indican el caso II o IV, segin corresponda,
realizando movidas A\§ sobre cada ¢; junto con los segmentos verticales que se requieran.
Al final, cuando lleguemes\a s, tan sélo nos restara mover este segmento junto con r y otro
segmento vertical que comparte vértice con s, distinto del vértice que comparten 7 y s, por
lo que aplicando una movidaZA\3 habremos desplazado N a T.(N). Si por el contrario g} atin
no ha sido desplazado, procedemes a como indican el caso II o el caso IV, pero anadiendo en
la secuencia respectiva a 7, lo cdalimplica que, al llegar a s, debemos efectuar una movida
As. Esto se debe a que g,, es el 1-simplejo en la secuencia que interseca a s en un vértice, por
lo que si éste segmento no es vertical dkhaber sido trasladado generé un segmento vertical;
o si 1 es vertical, es necesario tomar und\porcién suya para que, al hacer la movida A3 en s,
¢m termine de desplazarse. Continuaremos. aqui el proceso con el 1-simplejo § = ¢} € Ky, si
¢1 no es vertical, considerando 7 el.segmento vertical que resulté de mover a ¢;.

Cuando s es vertical y suponiendo‘que todaviayno se ha desplazado todo N, dado que ya se
ha desplazado un segmento s" adyacenfite)a s, para mover s a T.(5) sélo requerimos trasladar
el otro segmento adyacente s” mediante/una mévida /\;, en concordancia con el caso que
corresponda de los anteriormente analizados.

Continuamos de este modo hasta que eventualmentedogremos mover N en su totalidad a
T.(N), probandose asi que éstos nudos poligonales son cetnbinatoriamente equivalentes. Aho-
ra bien, por la propiedad arquimediana, existeen € N talsque ne > a. Sea ny = min{n €
N : ne > a}, el cual existe por el principio del buen ordens~Aplicando sucesivamente el
procedimiento anteriormente descrito, tenemos que N y T/ M N) son combinatoriamente
equivalentes, donde T"~! denota la composicién de T. consigoymismo (ny — 1)-veces. Si
(ng — 1)e = a, entonces T~ ! = T, por lo que N y T(N) son combinatoriamente equiva-
lentes. En caso contrario, tenemos que (ng — 1)e < a. Sea &' = a*</ny — 1)e. Puesto que
0 < ¢’ < g, podemos también replicar los pasos hechos para trasladar N a'T.(N) con movidas
/\;, pero reemplazando (g, N, T.(N)) por (¢, T~ (N), T(N)), luego T (V) y T(N) son
combinatoriamente equivalentes y, asi, N y T'(IN) son combinatoriamente®quivalentes. Note
que cuando T : R3 — R3 es una traslacién tal que T(x) = x + aes con a &0, Yo € R3, lo
recién mostrado nos dice que T'(N) y N son combinatoriamente equivalentes:

Paso 2: probaremos ahora el lema para el caso donde T : R? — R? es una trasla€ién sobre el
eje x, digamos, T(w) = w + aey, Vw € R3, a # 0. Considerando el isomorfismo S {R*— R3
dado por S(z,y,2) = (y,z,x), es claro que S(N) y S(T'(NN)) son nudos poligonalés.)Sea
T : R? — R3 tal que T"(w) = w + aez. Note que S(T(N)) = {(y,z,x + a) : (x,yfZ))e
N} = T'(S(N)), entonces al ser 7" una traslacion sobre el eje z, por lo visto en el paso 1
obtenemos que S(N) y S(T(N)) son combinatoriamente equivalentes. Como S~! : R? — R?
es un isomorfismo, recordando el lema 2.1.18, S~! manda 2-simplejos a 2-simplejos. Esto
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quiere décir que las movidas A*! efectuadas para transformar S(N) en S(T(N)), a partir de
una secuenicia de tridngulos 7, - - - , 7, pueden seguirse facilmente bajo S~! para exhibir que
N y T(NY son combinatoriamente equivalentes, realizando movidas A*! sobre los triangulos
S7(1y), - 48 (7). Un argumento similar demuestra que N y T'(N) son combinatoriamen-
te equivalentes_cuando se tiene la traslacién T : R3 — R3 sobre el eje y, esta vez mediante
el isomorfismo SUYR? — R? dado por S(z,y, 2) = (z, 2,y).

Paso 3: finalmente,si T : R? — R3 es una traslacién arbitraria, podemos descomponerla en
traslaciones T, T}, Y., sobre el eje =, y y z, respectivamente, es decir, ' = T, 0T, oT,. Apli-
cando sucesivamente€lspaso 1 y el paso 2, se prueba que N y T'(N) son combinatoriamente
equivalentes. [}

Lema 3.3.6. Sea 0 = (vof - Jg,). Si 7 = (wp, -+ ,wy,) C do, entonces T estd contenido
en alguna cara frontera de o'

Demostracién. Procederemos ‘por induccién sobre m. Para m = 0, el lema se cumple.
Dado m — 1 > 0 para el cual el lema‘sea valido, mostraremos que también lo es para m. Sin
pérdida de generalidad, supongamos qué 7\ (w,,) C o\ (v,). Si wy, € o\(v,), por convexidad
tendremos que 7 = w,,7\(w,,) C o\ (vy): Supongamos entonces que nos encontramos en
el caso donde, renombrando de ser necesario, w,, € o\(vp), de modo que existen \,,; > 0,
Z?:l Am; = 1 tales que w,, = Z?:l Am;jVj. Asimismo, para ¢ = 0,--- ,m — 1, podemos hallar
Aij > 0, Z?;& Aij = 1 tales que w{= Z;:& A\iju;. Sea x € 7°, digamos, x = Y ji;w; para
algunos p; > 0, Y, p; = 1. EntonceS

m—1 n=—1 m
T = (Z ,ui/\i()> Vo + Z (Z Mz’>\z’j> Vi + i AmnUn € 0.
=0 j=1 X i=0

Sin embargo, dado que 7 C do, debe ocurrir que alguno dedos escalares en la suma debe ser
cero:

n Si ZZSOI wirio = 0, dado que p; > 0, entonces Ay =g ylo cual quiere decir que
w; € o\(vg), i = 0,---,m — 1. En consecuencia, como o\{vy) es convexo, obtenemos
que 7 C o\ (vo).

» SiY oAk = 0 para algin k € {1,--- ,n — 1}, entonces Ay \= 0 y w; € o\(vg),
i=20,---,m, luego 7 C o\ (vg).
n Si fipAmn = 0, entonces Ay, = 0, por lo que w,, € o\ (v,) y asi 7 C o)\{(y,).

En cualquier caso, 7 estd contenido en alguna cara frontera de o. [ |

Proposicién 3.3.7. Sea (u,v) un segmento de un nudo poligonal N en OA* Y seq D =
(u,v,w) C OA* tal que NN D = (u,v). Sea N' = (N — (u,v)) U (u,w) U (w,v). Bnances
existe una PL-isotopia de ambiente H : OA* x I — OA* x I tal que su homeomorfisme final

cumple hi(N) = N'. En consecuencia, hy describe una movida A\ y hi' efectia una mevida
JANEY
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Demostracién. Primero, por el lema 3.3.6, D C o = (vg, v1, v2,v3) para alguna cara fron-
tera o\deAL.

Mostraremos que existe una 3-bola combinatoria B C dA* tal que (N — (u,v)°) N B =
{u,v} = N1 @B y un homeomorfismo PL h : B — B para el cual h|0B es la identidad y
h({u,v)) = (dyw)J (w,v). Una vez probado esto, el teorema de Alexander-Tietze nos permi-
tird hallar una Ph+isotopia de ambiente H : B x I — B x I cuyo homeomorfismo final es h,
y extendiendo a 18 identidad tendremos la PL-isotopia de ambiente H : 9A* x I — 9A* x I
deseada.

Caso I: D — {u,v} @ ol Consideremos P = aff(D) N o. Sean [,I" # (u,v) los segmen-
tos de N que tienen a g como vértices, respectivamente. Observe que aff(u, v) divide a
aff(D) en dos semiplanos P y~P,, siendo P; aquel que contiene a D. Para i = 1,2, escojamos
¢; € (P,NP)—D tal que se tenga el simplejo (u, v, ¢;) y de manera que B’ = (u, v, ¢1)U(u, v, ¢2)
sea una 2-bola combinatoria (yéase el lema 3.2.8), con D C (u,q,v), DN OB = {u,v},
INB ={u}yl'nB" = {v}, como aparece en la figura 30.

q1

Py

q2 Py

Figura 30: Construccién de una 2-bola combinatoria’adecuada para D.

Por la convexidad de o, se tiene que B’ C o. Ahora, sea C' = CI(No=(I U " U (u,v))) N B'.
Si ocurre que C" # (), como A = (u,w) U (w,v) es compacto, C’ es texrado y AN C' = 0,
entonces la proposicién 1.1.24 garantiza que d(A,C") > 0. Sea p € (u,v)° ylescojamos ¢} €
R(p,w) N {u,v,q) tal que ¢} ¢ (p,w) y 0 < :=||¢} —w| < d(A,C"). Por'el lema 3.2.12(2),
star(w, D) C (u, ¢}, v)°. Probaremos que (u, ¢;,v) NC" = (). Dado que D N E"= (), basta con
mostrar que [(u, ¢}, w) U (w, ¢;,v) — ((u, w) U (w,v))] N C" = (. Observe que, Para cualquier
x € [w, q}], se cumple que ||[x—w]|| < &, porlo que x ¢ C’, sino se contradiria que d(A3C") es el
infimo de las distancias entre elementos de Ay C". Seay € (u,w)°, digamos, y = \aH1—\)w
para algin A € (0,1). Entonces i/ := Au+(1—\)g, = y+(1=\)(¢,—w) € R(y, ¢, —wYHu, ¢,)
y de hecho ' es el tinico elemento en esta interseccién, ya que y € (u, g, v)° (ver corolaxio
1.6.11(3)). Si ||y’ —y|| = &', entonces existe v # 0 tal que y(¢; —u) = w—u, y si ||y —y|| >,
entonces aff(u, ¢)) N aff(u, w) = {20} con zy # u; ambas situaciones son absurdas, de modo
que ||y’ —y|| < ¢ (figura 31).
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(2)

u

Figura 31: Sit@laetones hipotéticas donde (1) ||y —yl| =8y (2) ||y —y| > o

En consecuencia, para cada’ e [y, y'] ocurre que d(y,z) < ||y’ — y|| < ¢’. Esto prueba que
((u, ¢}, w) — (u,w))NC" = . Vn argumento similar muestra que ({(w, ¢}, v) — (w,v))NC" = (.
Por ende, (u, ¢;,v)NC" = (). Adélogamente, podemos encontrar ¢, € ﬁ(p,p—w)ﬂ(u, v, qo) tal
que (u, gy, v)NC" = (). Es posible'eséoger ¢, de manera que (u, v, q;)U{(u, v, ¢4) sea una 2-bola
combinatoria convexa (véase el lenfa 3:2.13). Asi, reemplazando (¢1, ¢2) por (¢i, ¢3), podemos
suponer, sin perder generalidad, que 8" es convexa, BN N = (u,v) y 0B’ NN = {u,v}.

Ahora consideremos el subespacio afin-tridimensional £ = aff(c) que contiene al plano
aff(B") = aff(D). Esta vez aff(D) divide a,F en dos semiespacios, H; y Hs, donde aff(D) C
Hy N Hsy. Seleccionemos r; € (H; ~ aff(D)).Gr0, i = 1,2, de tal manera que, denotando
B = rB' UryB', se cumpla [N B= {u} y IYN.B = {v}. Observe que B C 0. Sea C' =
CI(N — (IUl"U (u,v))) N B. En caso.de que C# P, apliquemos el siguiente procedimiento,
de cierto modo parecido al del parrafo=anterior. Tenemos que d(B’,C) > 0. Sea () € (B')°
y sea R C H; el rayo desde @) que es oftogonal & aff(D), escojamos r} € m B’ N R tal
que 0 < § = ||y — Q| < d(B',C). Quetenos exhibir gque r} B’ N C = (). Consideremos
F={ty+(1—-t)(y+r—Q):tel,ye B'}.Dadoy By x € (y,y+7r],—(Q), observemos
que |ly —z|| < |y — (y+7r] — Q)| = I, lo cual garantiza quez¢ C. Asi, FNC = (). Notando
que F={y+t(r, —Q):y e Bt el}, dado que B' y I son convexos, puede verificarse
que F' es convexo (figura 32). Por lo anterior y debido a que #f'& F' y B’ C F, se sigue que
B C F,luego r\B'NC = 0.

y+r—Q

y+ir—Q)

Figura 32: Ilustracién del conjunto F'.
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De la mfisma manera, podemos hallar r, € B’ N R, esta vez con R C H,, para que se
cumpla_z&B’ N C' = (). Reemplazando (rqy,rs) por (r},r5), se asume sin perder generalidad
que BNN = (u,v) y Frg(B) NN = {u,v}. También se satisface que D — {u,v} C Intg(B).

Existe una 8-hola combinatoria B” y un homeomorfismo PL f : B — B” tal que f|D = idp
y, en consecuencia, D — {u,v} C (B")°. En efecto, recordando que D C (u, ¢y, v), tomemos
¢ € R(q1,v) - (g1,v) de modo que el 2-simplejo (u, q1,¢5) contenga a (u,q,v) y en cuyo
interior se halle I'— {u, v}. Entonces (u, q1, ¢4, 1) U (u, ¢1, ¢4, 72) es una 3-bola combinatoria
(lema 3.2.8) contenida’en E. Gracias al lema 3.2.13, podemos hallar 1}, € (u, q1, g5, 2) tal que
B" = (u,q1, ¢, 1) U {ugq, ¢, 75) C E es una 3-bola combinatoria convexa y, usando el lema
3.2.8, puede verse que B —{u,v} C (u,q1,¢5)° C (B”)°. El homeomorfismo PL f: B — B”
que buscamos es aquel que‘se obtiene del homeomorfismo simplicial que fija u, ¢, v, 7, ¥
para el cual f(q2) = ¢ v f(1r2)= 1} (véase la figura 33). Esto también nos dice que B es una
3-bola combinatoria.

Figura 33: Homeomorfismo PL f { B}— B” gtie.es la identidad en D.

Siguiendo lo mostrado en el lema 3.2.9, puesto que B” es cofivexo y w € (B”)°, escogiendo
cualquier w’ € (u,v)° C (B")°, existe un homeomorfismo PL ¢ #B% — B” tal que g(w') = w
y g|0B" = idypn, para el cual g({u,v)) = (u,w) U (w,v). As{, h = flogof: B— Besun
homeomorfismo PL que fija 0B y h({u,v)) = (u, w) U (w, v), como{querfamos.

En los siguientes casos probaremos que existen una 3-bola combinatoria B” C dA*, un 3-
simplejo o/ C E y un homeomorfismo PL ¢ : B” — ¢’ tal que g|D = idp 5% D — {u,v} C
(¢")°. Entonces aplicando el procedimiento visto en el caso I, podremos en€ontrar una 3-bola
combinatoria B’ C ¢’ tal que (g(N N B") — (u,v)°) N B = {u,v} = g(N AB?) M 0B y un
homeomorfismo PL A’ : B — B’ para el cual //|0B' es la identidad y A'({(u,4)))= (u,w) U
(w,v). En consecuencia, obtendremos que B = g~!(B’) C 9A* es una 3-bola combinatoria y
h= (g '|B")oh'o(g|B): B — B es un homeomorfismo PL con las caracteristicad deseadas.

Caso II: w € do y (u,v)° C 0°. Sin perder generalidad, podemos asumir que 7 = (vy, v5, U3)
es una cara frontera de o que contiene a w y para la cual w € star(vq, 7). Escribaios
A* = vy0, donde v, € vert(A*) —vert(c). Mostraremos que la unién B” de las caras frontera
de A* que tienen a v; como vértice es la 3-bola combinatoria en OA* que estamos buscando.
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Sea pos€ (vg,v2)° v sea wy € R(po,v1) — 0. Del lema 3.2.12(2) tenemos que (vy, vy, vs) C
(vo, wiswe)'y star(vy, (vo, v1,v2)) C (vg, wh, v9)°. Escojamos ahora wy € R(vs, w)) — (vs, wy).
No es difi€il gonvencerse que vy, v9, v3, w4 son afinmente independientes y que, denotando o’ =
(vo, V2, V3, We*C E, se cumple star(vy, o) C (0/)° (figura 34). Ademads, o’ = (vg, vy, v3, wy) U
(v1, Vo, v3, Wy YUa U (vg, v1, Vg, wy).

U3
o

V2

(20

\
R(po,v1)
wy
\

R(vs, w})

Figura 34: Construccién del 3sgimplejo o' C E tal que star(vy, o) C (o7)°.

Definamos el homeomorfismo simplicial g : B"\# o’ tal que g(v;) = v;, Vi # 4y g(vs) = wy,
el cual manda las caras frontera de A% ontenidas en B” a 3-simplejos en una subdivisién de
K(0'), tal como se ilustra en la figura 35 (considere gue los 3-simplejos que forman B” estén
en subespacios afines distintos). Podemos ver‘que ¢ gstg-bien definido porque los 3-simplejos

de B” se intersecan en las caras fronteras del) misme*modo que lo hacen los simplejos que
constituyen o’.

V2

g
— > (&L

B v3
o v2
VU3 V2
v
U1
U2 U1
vg
V4 Wy
Vo
Uy
U4

Figura 35: Visualizacion del homeomorfismo simplicial g : B” — ¢”.

Debido a que g|o es la identidad y D C o, entonces g|D es la identidad. Ya que ‘w’ €
star(vy, 7) C star(vy,0) y (u,v)° C 0° C star(vy, o), recordando que star(vy,o) C (0)°
obtenemos que D — {u,v} C (¢')°, como querfamos.

Y
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Caso H: w € Jo y (u,v) C do. De nuevo, podemos asumir que 7 = (vq, v, v3) €s una cara
frontera_dé o para la cual w € star(vy,7) y como en el caso II, escribamos A* = v,0.

(1) Asumamossque D C 7. Si (u,v) ¢ (v3,vq), entonces tomamos B”, 0" y g como en II, ya
que D — {v§,us} C (0’)°. Si ocurre que (u,v) C (vs, v2), consideremos nuevamente B” o’ y
g como en II7*péero hagamos algunas modificaciones acordes. Sean py € (vg, U3, w4)° y wy €
R(po, v2) — {po,wsy. . Entonces vy, wsy, v3, wy son afinmente independientes y (vg, vo, vz, wy) C
o = (v, wa, v3, Wy) »Ademads, star(vy,o’) C (¢”)° y, en particular, (vs,v2)° C (¢”)° (figura
36).

R(PU«, ’152)
Vs

w2

Wy

Figura 36: Construccién del 3-simplejo o” C E tal que star(vq, o’) C (0”)°.

Escojamos vy € (vg, vg, v3,04)° y seaB™ = B" 14 (v}, vy, va, v3) U (v}, U2, v3,v4). Definamos
g : B" — ¢” como el homeomorfismo'simplicial #al que ¢'|B" = g y g(v}) = wq (véase la
figura 37), el cual envia los 3-simplejos gontenidog’enn B” a 3-simplejos en una subdivisién
de K (0"). Asi, ¢'|D = g|D es la identidad#y_se garantiza que D — {vs} C (¢”)°. Finalmente,
reemplazamos (B”, o', g) por (B"”,d",q").

U3

B

Vo
U1

Vo U1

Vo
Vo

V4
V4

Figura 37: Visualizacién del homeomorfismo simplicial ¢’ : B” — o”.
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(2) Esta vez supongamos que u € Ty v ¢ 7 (el caso donde v € 7y u ¢ 7 es andlogo). Puesto
que w'E star(vy, 7), para todo x € D — (u,v), al expresar x como una combinacién convexa
de los vértiges de o, la coordenada baricéntrica que corresponde a vy es positiva, luego x
estd en el“ingérior de una cara de o que tiene a v; como vértice, esto es, x € star(vy, o).
Esto implicague D — (u,v) C star(v;,o0) Ahora, si v € star(vy,o) N do, entonces B” o’
y g dados comg@ién II nos sirven porque star(vy,o) C (0')°, luego la convexidad de (o’)°
garantiza que D"=Hw3} C (0')°. Asumamos que v € (0 — star(vy,0)) N Ao = (vy, v2, v3). Si
u ¢ (vg,v3), entonces w, u € star(vy, o) C (0)°y, en vista de que v € (vg, v2,v3) C do’, dados
x € (u,w) yy € (z,0)€on y # v, se cumple que y € (¢')°. En consecuencia, D —{v} C (¢')°,
por lo que B” ¢’ y g togiguen sirviendo. Por su parte, cuando u € (vy,v3) se tiene que
(u,v)° C (vg, v2,v3) — (Vogtiz) C star(vg, o) N o, debido a que v ¢ T implica que v & (vq, v3).
Todavia en el caso donde®{@;w), & (vg,v3) podemos usar B” ¢” y ¢’ como en (1), ya que
(v, Vo, v3) — (v, v3) C (¢")°y(0")° C (¢”)°, que implica D = (u,v)U(D—(u,v)) C (¢")°. La
situacion restante consiste en que’{u,v) C (v, vs), aqui se construyen B” ¢" y ¢’ de forma
parecida al procedimiento descritosen (1), salvo que ahora escogeremos py € (vg,v3, wy)°
y wo € R(po,vo) — (po,vo). Nombrando en esta ocasion o” = (wq, vq, v3,wy), se tiene que
(u,v)° C (v, v3)° C star(vg,0’) C (6")*%y de nuevo (0')° C (¢”)°, luego D — {u,v} C (¢”)°.
Se toman vy € (v, va,v3,v4)° y B" #B" U (v, vo, v2, v3) U (v, Vo, v3,v4), ¥, en lugar de
g (vh) = wy, se define ¢'(v))) = wy.

(3) Supongamos que los tres vértités de D estén en caras frontera de o distintas. Note que
ningun vértice de D puede ser vértieeé de o, de otro modo, los dos vértices de D restantes
solamente podrian hallarse dentro dé¢ una misma cara frontera de o, lo cual dejaria a uno
de ellos sin posibilidad de estar en una-cara frontera. Entonces cada vértice de D esta en
el interior de al menos un 1-simplejo de K(Jo). A partir de lo anterior, probaremos que
(u,v)° C 0° y recordando que D — (u,v) C star(vy, g)f"zesultard D — {u,v} C star(vy,0).
Si u y v estdn en el interior de caras frontera§ de o distifitas, es claro que (u,v)° C ¢°. Por
otro lado, si w se encuentra en el interior de una 1-cara,\ya’que w € star(v;, 7), obtenemos
w € (vy,v9)° U (v1,v3)°. Cuando w € (v1,v2)°, se tiene que @ €7 Uo\(v3), por lo que alguno
de los otros dos vértices de D, digamos u, s6lo puede pertenecera (o\(vy) — (va, v3)) — (vg, V2)
o (o\(ve) — (v1,v3)) — (vg, v1). Debido a esto, u debe estar en el ifiterior de o\ (v1) o de o\ (vs),
de lo contrario, u esté en el interior de la 1-cara de estos simplejos_gue no forman parte de
7 ni de o\ (vs) (0 sea, (vg,v3)), pero esto implica descartar las dos'caras fronteras restantes
de o en las cuales se podria hallar v. Un argumento similar se sigue ¢uando se reemplaza u
por v y también para w € (vy,vs)°. Lo anterior muestra que, si w esta en eljinterior de una
1-cara de 7, alguno de los otros vértices de D debe estar en el interior defina cara frontera
de o, en cuyo caso puede verse que (u,v)° C o°.

En otro orden de ideas, suponiendo que w € 7° y u esta en el interior de una“l-cara v de o,
con v ¢ 7, se tiene que v no puede pertenecer a ninguna de las dos caras fronteta,de o que
se intersecan en vy, de modo que v se encuentra en la cara frontera n restante de ‘g, pero ya
que cada cara frontera de n es también cara de otra 2-cara de o, obtenemos que v &@1% Lo
mismo pasa cuando u se sustituye por v. Asi, nuevamente se cumple que (u,v)° C 0% Por
ultimo, si w € 7° y u 0 v estd en el interior de una cara frontera n de o, puede verse“que
el vértice de D restante debe estar en el interior de la 1-cara que no esta contenida ni en
7 ni en 7, o bien en el interior de una cara frontera de ¢ distinta de 7 y 7; pero en ambas
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situaciefies se cumple que (u,v)° C o°.

En consecuencia, cuando los tres vértices de D estan en caras frontera de o distintas, podemos
usar B” o’ y g«de 11, gracias a que hemos demostrado que D — {u,v} C star(vy,0) C (0)°.

(4) Ahora partamos del supuesto que u y v estdn en la misma cara frontera de o, pero u,v ¢
7. 51 (u,v) C stat(vy, o) — 7, entonces atun o’ = (vg, v2, V3, wy) tiene la ventaja que D C (o”)°.
Falta analizar cttando (u,v) C star(vg, (vo, v2, v3)), pero para o” = (wq, vs, V3, w,) descrito en

(2), se cumple que J2'C (0”)°, esto se debe a que star(vg, (vo, v2, v3)) C star(vg,o’) C (o”)°.

Caso IV: w € 0° y (,w)C do. Debido al lema 3.3.6, podemos suponer que 7 = (vy, Vg, U3)
contiene a (u,v). También.se puede asumir que (u,v)° C star(vy, 7). Entonces basta con
considerar B”, ¢’ y g comoden 1T gracias a que D — {u,v} C star(vy,0) C (¢')°. |

3.4. Vecindades regulares

En esta seccion presentamostlas nociones basicas y algunos resultados relativos a la
teoria de vecindades regulares, basado principalmente en las cuatro primeras secciones del
capitulo 2 de Hudson (1969) [13]. Sin émbargo, un enfoque mas actualizado puede hallarse
en el capitulo 3 de Rourke y Sanderson (1982) [34]. Especificamente, se ha extraido de [34] la
definicién 3.4.1 y el lema 3.4.2. Pafa un estudio.mas detallado de los resultados que aqui se
presentan, se sugiere consultar las réeferencias previas. Por otro lado, del articulo de Hudson
y Zeeman (1964) [14] se deben los cofieeptos degda definicién 3.4.4, complementando con las
establecidas en [13].

Definicién 3.4.1. Suponga que L C K sén.eomplejosssimpliciales. Diremos que L es com-
pleto en K, si se cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

(1) Definiendo la funcién simplicial f7, : |K| = I, estableciendo f1(v) = 0 para v € vert(L)
y fr(v) = 1 para otros vértices, entonces |L| = f; (0}

(2) Cada simplejo de K interseca a |L| en una cara, posiblemiente vacia.

(3) Ningun simplejo de K — L interseca a |L| en toda su frontera, esto es, si 0 € K — L,
entonces existe una cara propia 7 < o tal que 7 € K — L.

Lema 3.4.2. Si L C K, entonces existe K' < K tal que L es completo.en K'.

Demostracién. Para cada simplejo o0 € K — L tal que 0o C |L|, selec€ionemos cualquier
punto interior suyo y, posteriormente, formemos K’ estrellando sucesivamente K en los
puntos escogidos. Notemos que L C K’. Ahora bien, sea o0 € K’ — L. Mostfaremos que o
no interseca a |L| en toda su frontera. Por contradiccién, supongamos que do @4L|. Como
K'< K, tenemos que existe p € K tal que o C p. En particular, do C p. Entonces para cada
cara frontera 7 de o, se cumple que 7N p = 7 < p. Esto significa que todos los vértices de o
son también vértices de p, es decir, o < p, por lo que 0 € K. Por ende, 0 € K — L y*gomo
también do C |L|, se sigue que K’ tiene una subdivisiéon de K (o), distinta de ésta, ya-que
o ha sido estrellado en un punto interior suyo, lo cual es contradictorio porque K (o) C K'.
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Lo anterior implica que ningtn simplejo de K’ — L interseca a L en toda su frontera y, por
consiguiente, L es completo en K. [ |

Definicién 3t4.3. Suponga que L es un subcomplejo de K. Definimos la vecindad sim-
plicial cerragda de L en K como N(L,K) =/ St(v, K).

vevert(L)

Definicién 3.4.4¢ Una variedad PL de dimension n, o simplemente una n-variedad
PL, es un poliedto en el cual cada punto tiene una vecindad cerrada que es una n-bola
combinatoria.

Por otro lado, un complejorsimplicial K se dice que es una n-variedad combinatoria, si
para cada vértice v de Kss8ycumple que |St(v, K)| es una n-bola combinatoria.

Naturalmente, una n-variedad PL es una n-variedad topoldgica. Ademas, es sabido que
| K| es una n-variedad PL si ¥ s6lossi K es una n-variedad combinatoria (véase el capitulo 1,
secciéon 5 de Hudson (1969) [13}).De hecho, cuando | K| es conexo, se cumple la siguiente:

Proposicién 3.4.5. Sea K una n-pariedad combinatoria, n € N. Si | K| es conexo y K no es
el complejo simplicial de un n-simpléjom.sus caras, entonces K es un n-complejo fuertemente
conexo.

Demostracién. Para cada v € vert(K) se tiene que |St(v, K)| es una n-bola combinatoria,
luego por la proposicién 3.2.2, St(v] K) es uagrgeomplejo puro. Ya que cada St(v, K) es un
subcomplejo de K y |K| = ‘U

UUEVert(K) St(v, K). Lo anterior nos dice/que K%€sun n-complejo puro. Ahora bien, sean

) St(v,K)), por el lema 2.4.10 obtenemos que K =

vevert,

71, T2 € K un par de n-simplejos distintos. Escojames\oy € vert(r) y ve € vert(rz). Puesto
que | K| es conexo, gracias a la proposicién 2738, podemes hallar wy, - - -, w,, € vert(K) tales
que wy = vy, Wy, = Ve ¥ (w;, wiyq) € K, i =147 ,m — L#/Fijando i, observemos que existen
n-simplejos o, 1,0; € St(w;, K) tales que (w;=7,w;) < o)y (w;, w;ir1) < 5. Si St(w;, K)
tiene un sélo n-simplejo principal, entonces 0;_; = ;. De 16 contrario, la proposicién 3.2.2
garantiza que St(w;, K) es fuertemente conexo, por lo que ¢;_1)~ o;. Debido a lo anterior,
podemos hallar n-simplejos oy,--- ,0, € K tales que 01y = 1,@n =Ty o1 ~ --- ~ 0,. La
conclusion es que K es fuertemente conexo. [ |

Ejemplo 3.4.6. Note que si v € vert(A?), entonces |St(v, ¥?)| es una 3hola combinatoria y,
por ende, 3 es una 3-variedad combinatoria. Esto se consigue aplicanido un procedimiento
similar al hecho en el caso II de la demostracién de la proposicién 3.3.7, para cada vértice
de A*. En consecuencia, OA* es una 3-variedad PL. Una idea parecida funcieiia para exhibir
que Y! es una 1-variedad combinatoria y, por lo tanto, 9A? es una 1-variedad PL.

Definicién 3.4.7. Suponga que X es un poliedro compacto y M una variedad) PL con
X C M. Sean L C K complejos simpliciales tales que |K| = M y |L| = X con E,completo
en K. Entonces N = |[N(LM, KM)| se dice que es una vecindad derivada de X' .en M,
donde LM ¢ K™ son primeros derivados de L C K.

Lema 3.4.8. Sea L un subcomplejo completo de K. Suponga que 0 < £ < 1. Entonces existen
primeros derivados LY ¢ KW de L C K tales que f;'([0,¢]) = |[N(LW, KW)|.
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Demostracién. Sea K un primer derivado obtenido de K estrellando cada simplejo o
en z, '€.0°, en orden de dimensién decreciente, escogiendo x, € f; !(e) siempre que ¢° N
f1 H(e) #MTenemos que KU induce un primer derivado L) ¢ K@) de L. Mostraremos
que | V(L) = £7([0,2))

Sea o € N(EW7KW) principal. Ya que también ¢ € KU debido a la proposicién 2.4.8
existen o7 < -4 & o, simplejos en K tales que 0 = (z,,,-+ ,,,. ). De hecho, recordando
que N(LW, KM y= Uv»Evert(L(l)) St(v, K1), por ser ¢ principal se sigue que existe algtin i
tal que z,, € LMWy entonces, o, interseca a |L| en Zs;,. Dado que L es completo en K,
ocurre que o; N |L| < g7 "pero ya que z,, € o7, obtenemos o; N |L| = o; y, en consecuencia,
0; € L. Escojamos i tam_grande como sea posible con o; € L. Para cada j < 7, debido a
que o; < o; implica que‘gy” € L, ocurre que cada vértice v de o; es vértice de L, es decir,
fr(v) = 0 para todo v € ‘vert(o;) vy, al ser x,, una combinacién afin de los vértices de
oj, se tiene que fr(z,,) = 0 porda linealidad de fi sobre simplejos de K. Por otro lado,
para cada ¢ + 1 < j < r, se tiehe que 0; € K — L y 0; C o; N|L|, entonces al ser L
completo en K se cumple que existeuna cara propia de o; en K — L, es decir, o, tiene

vértices que no pertenecen a L. Lo-anterior nos dice que 0,.1,--- , 0, tienen vértices cuyos

valores bajo fr, son 1. Sea i < s < 77 Probaremos que f;'(g) No° # 0. Dado que o; < 0,

o € Ly oy ¢ L, podemos escribir o= (0o, - ,Un,) ¥ 05 = (Vo " s Unys Unyt1, " ** > Una)s

con n; < ng y podemos asumir que_existe T > n; + 1 tal que fr(v,) = 1, para todo u > t.
17¢ €

Como 0 < ¢ < 1, sean \; := >0, pataj = 0,---,t =1,y A\ := ——— > 0,
ns —

j =t,---,ns. De este modo, z := Z?io Ajv; ‘@og, y se verifica que fr(z) = 3777, A = e

Por lo tanto, f;'(g) No° # 0. Asi, pata.cada”™& s < 7, se escogié z,, € 0° tal que
fr(zo,) = €. Debido a esto, si z € o, existert \; > 07577 | \; = 1 tales que z = Y 7, Az,
y entonces 0 < fr(z) =377 .. \je =¢ <Z;:i+1 )\j) < & Luego o C f;'([0,¢]). Por ende,

IN(LD, KO)| < f1([0,¢])-

Reciprocamente, supongamos que z € f; ([0, ¢]). Observe que) para cualquier o € K, como
x, € 0°y L es completo en K, se tiene que fr(z,) € {0,1,¢}:

(1) fr(zs) =0siysdlosio € L.
(2) fr(z,)=1siysélosioN|L|=10.

(3) fr(xz,) =csiysdlosioc € K — Ly on|L|# 0, esto tltimo sigulendo un argumento
similar al del parrafo previo para exhibir que f;'(g) N o® # 0.

Como z € |K| = |KW|, sea ¢ el portador de x en KV, digamos ¢ = (z£ ) -, z,, ) para
algunos oy < - -- < 0, simplejos en K. Analicemos cada situacién:

» Si fr(z,,) = 0, entonces por (1) se tiene oy € L, por lo que seleccionando ¥ &wvert(oy),
es claro que v € vert(L) C vert(LW) y 2 € (v,24,, -+ ,7,.) C [N(LW, KM)|| ya que
(V,Tgy,+ ,25,) € KM por la proposicién 2.4.8.

» Si fr(x,,) = €, entonces por (3) o7 tiene un vértice en v € vert(L) y o1 # (v), luego
como antes z € |N (LW, KW)].

= Si pasa que fr(z,,) = 1, dado que fr(z) < ¢, existe j > 1 tal que f.(o;) # {1}, de
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otro modo, tendriamos que fr(z) =1 > € que es contradictorio. Ademads, observe que
si_existe j > 1 tal que fr(o;) = {1}, obtenemos f(v) = 1, para todo v € vert(c;) y se
tiewe que f1(o) = {1} para cada k < j, porque o}, < ¢;. Tomamos j tan grande como
sea posible con f1(0;) = {1}. En este caso, no pasa que f1(z,,) = 0 para k > j, ya que
esto implicaria que o, € L'y como 0, < 0y, tendriamos que o; € L, o sea, f(0;) = {0}.
Asi, fr(zgy))= ¢ para todo k > j. Sea z = Y |, Nz, A > 0, >0 A = 1. Lo

anterior nos”dice que f(r) = S0 N +¢ (Z::jﬂ )\Z) =¢e+ ( I, )\i> (1—¢) > ¢,

contradiciende)f(x) < ¢, asi que fr(z,,) = 1 no es posible.
Esto prueba que f; ([0, g}y’C [N(LW, KM)]|, finalizando la demostracién. [
Definicién 3.4.9. Supongarque Py C P son poliedros y suponga que B = Clp(P — F)
es una n-bola combinatoria‘$al que B N Py es una (n — 1)-bola combinatoria contenida en
0B. Entonces diremos que P eolapsa a Py por un colapso elemental, y escribiremos
P \¢ F,. Por su parte, P colapsa,a Py, denotado P \, Py, si existe una secuencia finita

P=PFP. N\ P_1\° -\ Fy Sedice que P es retractable, si P colapsa a un sélo punto
y escribiremos P\ 0.

Definicién 3.4.10. Sea X un poliedra_cempacto contenido en una m-variedad PL M. Di-
remos que N C M es una vecindad regular de X en M, si:

(1) N es una vecindad cerrada’dé Xoen M-
(2) N es una m-variedad PL.
(3) NN\ X.

Enunciamos el siguiente resultado importante“que, asegura la existencia y unicidad
(salvo homeomorfismo PL) de las vecindade$ regulares¢’cuya demostracién se recomienda
consultar en [13].

Teorema 3.4.11. Sea X C M con X un poliedro compacte®y M una m-variedad PL. Se
cumple que:

(1) Cualquier vecindad derivada de X es una vecindad regular

(2) Si N1 y Ny son vecindades requlares de X en M, entonces existe.un homeomorfismo
PL h: Ny — N; tal que h(z) = z, Vo € X.

(8) Si X es retractable, entonces cualquier vecindad reqular de X es unam-=bola combina-
toria.

Nos sera de utilidad el siguiente hecho, demostrado como el corolario 3.14/'en Rourke
y Sanderson (1982) [34].

Teorema 3.4.12. Si ) C M° son n-variedades PL, entonces Cly (M —Q) es una n<variedad
PL.

De acuerdo con Lickorish (1997) [20], si N es un nudo poligonal en 9A* entonces cada
vecindad regular N' de N es homeomorfo a un toro sélido, es decir, a B? x S'. Ademsés, si
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X = Clgas(0A*—N), entonces X es una 3-variedad conexa, cuya frontera X es homeomor-
fa a untoro, esto es, a S! x S'. También, se cumple que X NN = 0X = ON y XUN = 0A*.

Como aplicacign de la teoria previa, en conjunto con lo visto en secciones anteriores, demos-
traremos la sigtiiente proposicién para agilizar la argumentacion del teorema principal.

Proposicién 3:4.38. Sea f : OA* — OA* un homeomorfismo PL que preserva la orientacion
y sea Ny un nudo poligonal en OA*. Entonces existe un homeomorfismo PL h : OA* — 9A*
que fija Ny y cumplé_gile ho f fija un 3-simplejo (Py, Py, Py, P3) en OA* — Nj.

Demostraciéon. Paso® I:"Mostraremos primero que existen un 3-complejo fuertemente co-
nexo M tal que |[M| C ON* M| N Ny = ) y un 3-simplejo p € M tal que p' := f(p) C | M|
es un 3-simplejo.

Dado que Ny es un poliedro cofapaeto contenido en la 3-variedad PL 9A*, usando el teorema
3.4.11 podemos hallar una vecindad'regular N" de Ny en dA?, la cual es una 3-variedad PL
y, como mencionamos anteriormentey’ X := Clyas(0A* — A) es una 3-variedad conexa y
X NN =0X = ON. Recordando el eorolario 1.6.11, tenemos que OA* es una 3-variedad sin
frontera. Esto quiere decir que (0A%)° £QA? y en vista de que N' C A* es una 3-variedad
PL, el teorema 3.4.12 asegura que X es también una 3-variedad PL. Debido a que X es cone-
xa, por la proposicién 3.4.5 existean 3-complejo fuertemente conexo M” tal que X = |[M”|.
Como f es un auto-homeomorfisniePL de 0AY y X, Ny C dA*, por la proposicién 2.4.18
existen K', L' <3, tales que f : |K4 5> |L'| #§ un homeomorfismo simplicial, donde K’
contiene una subdivisiéon M’ < M” y tn /compléjé simplicial R tal que |R| = f~1(No). Es
consecuencia de la proposicién 2.6.6 qué M es un3=¢omplejo fuertemente conexo porque
M" lo es. En otro orden de ideas, sea o un’ 3ssimplejo.en M’ y consideremos xg € o°. Su-
pongamos que f(xg) € Ny. Ya que f(R) C 7y |f(R)|.= No, puede verse que f(R) es un
1-complejo puro, entonces existe un 1-simplejo’w € f(R) tal que f(xy) € w. No obstante,
xo € o° implica que f(xo) € f(0)°, con f(o) € L' un 3-simplejo, luego f(zo) € wN f(o)°y
asi f(0) <w, que es absurdo. Por ende f(zq) ¢ No.

Ahora, si f(xg) € OA* — N, puesto que OA* — N es abierto ‘en/0A*, tenemos que existe
e > 0 tal que Vops(f(z0),e) C OA* — N C X. Ademds, como f esseontinua, existe &' > 0
para el cual f(Vyas(zo,0")) C Vaas(f(x0),e) C X. Usando que la topelogia de IA* = |K'| es
coherente con K’ (proposicién 2.3.7) se sigue que ¢° es abierto en 9A%/luego existe 6" > 0
tal que Vyau(zo, ") C 0°. Tomemos 6 = min{d’, "} > 0. Entonces Vyas(xg,9) C 0° y tam-
bién f(Vyas(zo,d)) C X. Aplicando el teorema 2.4.21, podemos hallar m" € N para el cual
pu(sd™M') < 6. Escogiendo cualquier 3-simplejo p € M := sd™ M’ tal que x4 &p,.obtenemos
que d(xg,y) < diam(p) < u(M) < 6, Yy € p. Esto significa que p C Vyxd(zph,d) C o°.
Dado que f|o es un homeomorfismo simplicial, es claro que f(p) C X es uns3-simplejo.
Nuevamente, gracias a que M’ es fuertemente conexo y M < M’, obtenemos que A/ es fuer-
temente conexo. Como A es una vecindad regular de Ny en dA*, entonces existe ¥ abierto
en OA* tal que Ny C U C N. Puesto que dA* = (0A*)°, puede verse que cada w &\U
tiene una vecindad abierta en OA?, contenida en U, que es homeomorfa a algin abiertosde
R3. Esto exhibe que U C N°, luego Ny NON = Ny N (N°NON) = . Asi, se verifica que
IM| N No = (X NN)N Ny = 0. En particular, como o C X, se tiene que Ny No = (), este
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hecho le'retomaremos més adelante.

Si por ‘el gentrario f(zg) € N, realizamos el siguiente procedimiento. Sea K un complejo
simplicial tal que |K| = A%, f(xq) € vert(K) y para el cual existan J,L C K con |J| =0y
|L| = Ny. Débido al lema 3.4.2, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que L es com-
pleto en K. Recordando que f(zg) ¢ Ny, entonces fr.(f(xo)) = 1. Por lo anterior, tomando
cualquier 0 < (<1, el lema 3.4.8 asegura que NV = f; ([0, ¢]) es una vecindad derivada de
Ny en OA*, con f(xg).€ OA* — N, Asi, en virtud del teorema 3.4.11, N’ es una vecindad re-
gular de Ny en A%y ‘como antes, X' = Clya1(0A* — N”) es una 3-variedad PL conexa para
la cual X' NN’ = 90X’ =0N’. Debido a la proposicién 3.2.2, podemos hallar un 3-complejo
fuertemente conexo M"stal.que X' = |M"'|. Ademds, para cada v € J no vacio, se tiene que
v N Ny = (), esto significa_guie v ¢ vert(L), para todo v € vert(v), por lo que fr(v) = {1}.
En consecuencia, fr(o) = {1}#% entonces ¢ C AT — N7 C X’'. Argumentado de manera
similar al parrafo previo, pero reemplazando (X', N’, M"") por (X, N, M'), obtenemos un
3-complejo fuertemente conexo-M”tal que |M| N Ny = () y existe un 3-simplejo p € M para
el cual p C o°y f(p) C |M| es uns3-simplejo.

Paso 2: Escojamos cualquier Py & p2¢.de modo que Py = f(Fy) € (p/)°. Sea M’ < M tal
que M’ contenga una subdivisién de K(p"), posible por la proposicién 2.4.11. Seleccionemos
un 3-simplejo p” € M’ tal que p” C p'y séa z¢ € (p”)°, de modo que g € (p')°. Por otro
lado, M’ < M implica que existe ung3-simplejo p € M tal que p” C p, por lo cual zo € p°.
Usando que M es un 3-complejo” fuertementer€onexo y p, p € M son 3-simplejos, podemos
hallar una secuencia de 3-simplejos®pgs- , ps & M, po = p, pp = p, tales que p; N P11
es una cara frontera de p; v piy1, ¢ =0, -- ,n'=A. Denotemos oy = Fy, ), = z¢ y para
cada 7, tomemos Q; € py. En virtud dél tema 3.209, _para cada ¢+ = 0,--- ,n — 1, podemos
hallar una PL-isotopifa de ambiente F* @9A! x I(—=/0A* x I cuyo homeomorfismo final
cumple que f1(Q;) = Qit1 v fil(OA* — (pld pis1)) e layidentidad, por lo que f{|Np es la
identidad al tenerse que p; U pjy1 C [M| y |MLA Ny =DsFinalmente, como Q,,, Py € (p')°,
aplicando el lema 3.2.7 obtenemos una PL-isotopia de ambitate F™ : 9A* x I — 9A* x I tal
que f(Q,) = B}y [M(OA* — p') es la identidad, de modo gte, f7| Ny es la identidad. As,
HY=(FroF"to...0 F)™1: 9A* x I — OA* x I es una Plfisetopia de ambiente tal que
(WY o f)(Py) = Py y h? Ny es la identidad.

Paso 3: Recordemos el 3-simplejo o del paso 1 tal que p C of yidNy N o = (). Ahora,
como Py € p° C 0°, existe §; > 0 tal que Vyas(FPy, 1) C o°. Puesto)que h) o f es con-
tinua, existe & > 0 tal que (kY o f)(Vaas(Py,d)) C Vaas(Fo,61) C o°. Ademds, dado que
h{ o f: OA* — OA* es un homeomorfismo PL, por la proposicién 2.4.18, eisten K', L' <33
tales que h{ o f : |K’| — |L’| es un homeomorfismo simplicial y Py € vert( KA Existe m € N
para el cual p(sd™K’) < 4y, en vista de la la proposicién 2.4.17, L” := (hY olf)(&d™ K') <« L/
y hlo f:|sd™K'| — |L"| es un homeomorfismo simplicial. Sin perder generalidad,.reempla-
zando (K',L’) por (sd™K’, L"), podemos asumir que p(K’) < §, luego podemoshallar un
3-simplejo 7 € K’ tal que Py € vert(r). Debido a que diam(7) < §, se sigue que'z)C o° y
7:= (Mo f)(1) C 0° Sea P, € 7°. Dado que (hY o f)|7 es un homeomorfismo simplicial y
7 € L/, entonces Py € vert(T) y Py := (WY o f)(P,) € 7°. Ademas, Py ¢ {P, P}, ya que
Py e 0rNoT.

Probaremos ahora que existen una PL-isotopia de ambiente H' : 9A* x I — OA* x I,
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(Py, P, v3) C 7y (P, Pr,we,w3) C o, tales que (hi o hY)| Ny es la identidad y la restric-
ciéon (hioh? o f): (Py, P1,vs,v3) — (P, P1,wy, w3) es un homeomorfismo simplicial que fija
(Py, Py).4Escribiremos 7 = (P, u1, us,uz) y 7 = (P, ul, uj, ul), donde uf = (h? o f)(u;). En
cada uno dedos siguientes casos, los vértices de 7 y 7 tendrdn cierto rol dependiendo de la
situacion y, de ser necesario, se asumira que se ha hecho un renombramiento de los vértices.

Caso I. Supongamos que P; € 7°. Por el lema 3.2.7, existe una PL-isotopia de ambien-
te H' : OA* x & = 0A* x I tal que la hi|(OA* — 7) es la identidad y la restriccién
hi : (Py, Py ub, uih 3 (Py, Pr,uj,ul) es un homeomorfismo simplicial que fija (P, uj, u})
y hi(Py) = P,. Obséryamdo que (h{ o f)|(Py, Pi, us, u3) es simplicial, se sigue que la res-
triccion (hi o kY o f) NPy Pr, ug, uz) — (P, Py, uj, ul) es un homeomorfismo simplicial y
se verifica facilmente que_bf o h? o f fija (Py, P;). Ademds, es claro que (hi o h{)|Ny es la

identidad porque 7 C o, esto esf Ny C 0A* — o C OA* — 7.

Caso II. Supongamos que existe’una cara frontera x de 7 tal que Py € x y P € aff(y).
Notemos que es posible hallar 4" €_vert(x) tal que P, ¢ aff(FPy,v), de otro modo, P; per-
teneceria a la interseccion de los“subespacios afines generados por las caras frontera de y
que contienen a Fp, cuya intersecciénges en Fy, contradiciendo Py # P;. Asumiremos que
X = (P, us,ui) con Py ¢ aff( Py, u}). Comio también Py € ¢°, aplicando el lema 3.2.10, existe
az € o Naff(x) tal que Py, ul, a3 son afinmente independientes y P, € (P, uj, az)°. Tenemos
que existe x € R(P},a3) N OT, por le#que‘as = P + t(x — P;) para algiun ¢t > 0. De aqui, se
desprenden dos posibilidades:

(2.1) Sit € I, entonces ag € 7. Sin embargo, ag’c aff(x), esto es, a3 € x y © = a3. En vista
de que también Fy,u} € x, obtenemos.que (P, @,a35) C x y, por ende, P; € x. De hecho,
como ag € X, entonces ag = A\gFp+ Aus 4+ Aguj, congX;' >0, > . \; = 1. Pero ag ¢ aff(F, u3),
lo cual implica que A3 > 0. En vista defque P, € (F),uj, a3)°, se tiene P, € x°. Sea
y € R(Pf, Py)N 0o, el cual existe por el corolarioyl.6.11(3). Puesto que P}, P, € ¢°, entonces
y = P/ +s(P,— Py) con s > 1, luego al cumplifSe que Py € 7° y P, € x° C 07, el lema 3.2.11
garantiza que 7; := yx es un 3-simplejo y 7 Nn; = x. Asimismo, usando el lema 3.2.9, se
tiene una PL-isotopfa de ambiente H! : 9A* x I — 9A* x I'falique h! es la identidad fuera
de TUn C oy larestriccion hi : (Py, Py, u}, ub) — (Py, P, w05) es un homeomorfismo
simplicial que fija (Py, uj,u3) y hi(P;) = P, (figura 38). Asi, (hf o hy)| Ny es la identidad y
la restriccion (hloho f) : (P, P, uy, us) — (Py, Py, ul, uj) es un Homebmorfismo simplicial
que ﬁ]a <P0, P1>

uy u

B

uj uy

u3 u3

Figura 38: Caso II (2.1) del paso 3.
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(2.2) Stpongamos que t > 1. Dado que los vértices de T son afinmente independientes, por
el teorema’ 1.2.11, uj ¢ aff(x). Como Py, u}, a3 € aff(y), se sigue que aff( Py, u3, az) = aff(y),
de manera que uj ¢ aff(FPy,us,a3) y, por el corolario 1.6.14, Py, uf,u},az son afinmente
independiéntes, Denotemos 7, := (P, u}, uj, ag). Asi, como ag = P} +t(x— P;) con P} € 7°,
x € 07 y t >/1,.usando el lema 3.2.11 se cumple que 7 U n; es una 3-bola combinatoria y
T Nm es una ¢ara frontera comuin de 7 y n;. Observe que uj ¢ 7 N porque de ser asi,
vert(T) C my y, paw@envexidad, 7 C 1y, es decir, 7 N7, = 7T, lo cual es absurdo. Debe ocurrir
entonces que 7 Ny =X Fo, ui, us). Gracias al lema 3.2.13, existe Q1 € n tal que, denotando
ny = (Q1, Py, uf, ub),F Un, es una 3-bola combinatoria convexa. Sean Qg € (P, uj,us)° y
Q2 € (Qo,Q1)°, que itnplita Q2 € Ny Nny. Como Py, Qs € (T Uny)° con T U 1, convexa,
aplicando el lema 3.2.9, eXisbe una PL-isotopia de ambiente H': 9A*x I — OA* x I, tal que
hi es la identidad fuera dé' 7Uype C o, la restriccion hi : (P, Py, us, ul) — (P, Q2, uj, ul) es
un homeomorfismo simplicial’que fija x v 2!(P}) = Q.

Sea Q3 € x°, de modo que QQ30€ T — (Pp,uf,u3) y notando que Qs € 1o — (Po, uf, ud),
siguiendo lo mostrado en el lema 3:2,12(1), sabemos que existe Q4 € (Fy, uj, us)°N{Q2, Qs3)°.
Tomemos en esta ocasion vi* € (Qg,@4)° (figura 39). Como Q4 € (Fo,uj,us)°, se sigue
que vi* € (P, Q2,uf, u3)°, pero también-()y € (Q2,Q3)° vy Q3 € (Py,us, ub)°, luego puede
verse que vi* € (P, Qq,ul, ui)°. Dadoe-que hi : (Py, Py ub,ul) — (Py,Qq,ub,ujl) es un
homeomorfismo simplicial, entoncesyv; ‘= (h)"L(v3*) € (Py, Py, uj, ul)® vy la restriccion
B (Py, Py us,vl) — (Po, Qa, Uifuss) es wirhomeomorfismo simplicial que fija (P, u3).
Recordando que la restriccion h o f« (PP, ug, us) — (P, Py, ub, uj) es un homeomorfismo
simplicial, puede verse que v3 := (h{\e¥f ) (v3)\ e Dy, Pi,us, uz)° y entonces la restriccién
hY o f: (Py, Pi,ug, v3) — (Py, Pf,ub, v) €8 tambiédl un homeomorfismo simplicial.

as

Figura 39: Construcciones auxiliares para obtener v3*.

Tomando y € R(Q2, P1) N Jo, puesto que Q2 € 0° (ya que @y estd en el interior de”un
3-simplejo contenido en o), procediendo similar a (2.1), n3 := y(Py, uj, az) es un 3-simplejo y
71Uns es una 3-bola combinatoria con nyNng = (P, us, az). Como Qq € )y P € (P, uj, a3)°,
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por el leéfa 3.2.9, podemos hallar una PL-isotopia de ambiente H' : A* x I — A* x I,
tal que iz% es la identidad fuera de m; U ns C o y la restriccién iL% 2 (P, Qa,ut, ul) —
(Py, Py, w¥, ) es un homeomorfismo simplicial que fija (Py, u, u}) con h}(Qs) = P;. Tenemos
entonces qliews = hi(vi*) € (Py, Pr,ut,u3)°, luego la restriccion hl : (Py, Qg ub, vi) —
(Py, Py, u%, ws) es un homeomorfismo simplicial que fija (Py, ul) y h1(Qy) = Py, bl (v3*) = w.
De esta forma, A= H'oH' con hl = hloh!, es una PL-isotopfa de ambiente y la restriccién
(hiohY o f) « (B P, us,v3) — (Po, Pr,us,w3) es un homeomorfismo simplicial que fija
(Py, P,). También, [Ny, es la identidad porque h!|Ny v h!|Ny son identidades. En la figura
40 se aprecia el efecte”del homeomorfismo final de H'.
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Figura 40: Homeomorfismo final il del caso IT (2.2) del pas6 3.

Caso III. Supongamos que P, € aff(7\(F,)). La forma de proceder es similar al caso II,
aunque indicaremos los ajustes que deben hacerse. Ahora 7\ (F,) toma el papel'dé” x v esta
vez, seleccionando u} € vert(7\(F)) distinto de Py, podemos hallar u} € vert(7\(F)) tal
que P, ¢ aff(uf, u}). Tome en cuenta que aqui Py y u} intercambian sus roles respectolal taso
II. Existe a3 € o Naff(7\(Fy)) tal que P, € (u},ul, a3)° y expresamos az = P} + t(z <4 Py),
para algunos x € 07, t > 1.

(3.1) Cuando t = 1, realizamos el mismo procedimiento de (2.1), en donde se tendra que
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P, € (7X{R))° y al final obtendremos una PL-isotopia de ambiente H' : 9A* x I — 0A* x [
tal que i Ny es la identidad y la restriccion (hi o h o f) : (Py, Pr,uy, uz) — (P, Pr,ul, ub)
es un homeomorfismo simplicial que fija (P, P).

(3.2) La seguida situacién corresponde a tener ¢ > 1, donde el procedimiento a seguir es co-
mo en (2.2), pero-en este caso escogemos la restriccion hl : (Py, Py ul, us) — (Py, Qo ul, ul),
que es un homeormerfismo simplicial que fija (P, uj, u3) y hL(P;) = Q.. Tomamos Qj €
(Py,uf,ul)°, para asi, obtener vi* € (P, Qq,uj,u’)® N (P, Q2,ul,us)°. Entonces v =
(E})*l(vg‘*) € (P, PfLaf, ul)° v se tiene el homeomorfismo simplicial Rl (Py, Pyl vi) —
(Py, Qq,ui, v3*) que fija(Bysui). Como la restriccién hio f : (P, Py, uy, uz) — (Py, P, u}, ub)
es un homeomorfismo sitaplicial, se sigue que vs := (hY o f)~1(v}) € (Py, P, u1, u3)° y la res-
triccion (hiohlo f) : (Py, Ppumv3) — (P, P, u}, w3) es un homeomorfismo simplicial. Siendo
ahora 13 = y(ut, u3, as) y considerando la restriccion hl : (P, Q2,ui,v35*) — (Po, Pr,ui, ws)
que es un homeomorfismo simplicial que fija (Pp,u}) con hi(Qq) = Pi y hi(vi*) = ws,
siguiendo el resto de la demostracién de (2.2), obtenemos una PL-isotopia de ambiente
H' : OA* x I — OA* x I, tal que™ht| Ny es la identidad y la restriccion (hi o hY o f) :
(Py, Py,uy,v3) — (Py, P1,uf,ws) estuw homeomorfismo simplicial que fija (Py, P;). En la
figura 41 se ilustra el comportamientocdel homeomorfismo final de H' para esta tltima
situacion.

Py

Y

as

Figura 41: Homeomorfismo final i} del caso III (3.2) del paso 3.
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Caso IV. Supongamos que P; ¢ aff(x), para toda cara frontera y de 7y P; ¢ 7°. Esto nos
dice que P ¢ T. Sea xy € R(PJ, P\) N JT y sea x una cara frontera de 7 tal que xzg € x.
Considerémos los siguientes escenarios posibles:

(4.1) Si x*=/AFy,us,us), afirmamos que existe z* € aff(x) N R(uj, P1). En efecto, como
g € R(Pf, Py),.entonces P, € R(Py,P) = R(Pf,xg), es decir, P, = (1 — s)P; + sxy,
para algin s >_0. Ya que Pf,zp € Ty P, ¢ T, debe ocurrir que s > 1. Por otro lado,
Py e 7 = (ulx)°, asi que existen A € (0,1) y 27 € x tales que P; = A\uj + (1 — \)z7.
Debido a lo anteriory Bi*= (1 — s)Auj + (1 — s)(1 — Az} + sxg. Ahora, puesto que s > 1

y dado que A > 0, ehtomees t := 0,1). Asi, z* = uj + t(P —uj) €

I+ A(s—1) €
(uj, P1)° C R(uf, P). Estoytambién implica que z* € ¢°, ya que P; € 0°. Ademds, observe
que x* = [(1 —=t) +¢t(1 — s)X|uga t[(1 — ) (1 — M)z} + szo) = t[(1 — s)(1 — Az} + sxf], donde
t{(1—s)(1 = X)) +s] =1, con x}, 7 € X, por lo cual z* € aff(x).

Ahora, notemos que z* ¢ aff( P, @63),.de otro modo, x* € aff( Py, uf, u}) y como z* € R(u}, P,),
entonces P, € R(uf,z*) C aff(Pyariyul), lo cual contradice nuestra hipétesis. Debido al
lema 3.2.10, podemos hallar a3 € aNaff(x) tal que z* € (Py, ul, a3)° C aff(x). Note que
nos encontramos ahora en la situacion del caso II, pero reemplazando x* por P;. Podemos
proceder similar, salvo que en esta ocasién tomaremos y € ﬁ(Pl, P, —u})Ndo. Observe que
R(P,, P, —u}) C R(z*,2* — u}) y mo octwre que y = 2*, ya que z* € ¢°. Si estamos en el
contexto del caso II (2.1), entonceg’ z*.€ x°<lo Cnal hard que, para n; = yx, 7 U sea una
3-bola combinatoria convexa (siguienide.el lema 3:2.12(1)) con P, € 13, y, aplicando el lema
3.2.9, obtenemos la PL-isotopia de ambiente H conh hl deseado (figura 42).

ul uj

R(Py, P, =) € R(x*, a* — u?)

1
hy

ud ud

Figura 42: Modificacién para el caso IV (4.1) del paso 3, situacién similar a caso II (2.1) del
paso 3.

Supongamos que nos situamos en el contexto del caso 1T (2.2). Ya que z* ‘@ (Fy, uf, a3)°,
tendremos que 72 U 13 es una 3-bola combinatoria convexa y P, € n;, luego usande el lema
3.2.9, obtenemos la PL-isotopia de ambiente H! tal que iL% nos permite realizar el moyimiento
de @2 hacia P, (figura 43).
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a3

Figura 43: Modificacién para el'caSo IV (4.1) del paso 3, situacién similar al caso II (2.2) del
paso 3.

(4.2) Si Py ¢ x, procediendo como en\(4.1) de este caso, podemos hallar z* € aff(y) N
R(P,, P1), simplemente sustituyendo en aguel argumento u} por Py. Para uf, u5 € x, no puede
ocurrir que z* € aff(uj, u}), porquesi esto'pasa, P, € R(Py, Py) = R(Py, x*) C aff( Py, uj, u3)
que no es posible. Entonces podemasseleccioniar @3 € oNaff(x) parael cual x* € (uf, ul, a3)°y
nos encontraremos como en el caso [TL#Aplicamos®l procedimiento ahi descrito, sin embargo,
escogeremos y € é(Pl, P, — Py)Ndo nuevamente pataypbtener 3-bolas combinatorias convexas
al momento de hallar la PL-isotopia de ambiénte respectiva que nos desplace a P;.

Paso 4: Nuestro préximo paso es seleccionar P, € APy, Py, v9,v3)°, de modo que Py :=
(hi o h} o f)(Py) € (Py, Py, ws,ws)°. Como aites; podenios-obtener una PL-isotopia de am-
biente H? : OA* x I — OAY x I, (Py, Py, Py, x3).C (Py, Pisws,w3) vy (Py, Py, Py, y3) C o, tales
que (h3 o hi o hY)| Ny es la identidad y la restriccion (h? S'hjlo hd o f) : (R, Py, Py, x3) —
(Po, P1, Py, y3) es un homeomorfismo simplicial que fija (P, P gP,). En efecto, aplicamos los
casos ya analizados en el paso anterior, pero ahora P, toma el tolde P;:

Caso I. Supongamos que P, € (P, Py, wq, w3)°. En analogia al cago Ldel paso 3, us ahora
es reemplazado por Pj, uy = (hY o f)(uz) por (hi o hl o f)(P;) = Py .4} por ws. Se obtiene
entonces que h?|Ny es la identidad y la restriccion h? : (Py, Py, Py, w3k (Py, Pr, Py, ws3) es
un homeomorfismo simplicial que fija (P, Py, ws) y h3(P5) = Pa.

Caso II. Asumamos que existe una cara frontera x de (P, Py, wy, w3) takque Py € x y
P, € aff(x). Ahora puede ocurrir que P, € x o P, ¢ x. En la primera sifuacién, po-
demos continuar tal como en el caso II del paso 3, reemplazando us y uj ‘e6n=F;, pues
P, ¢ aff(Fy, P;) dado que Py € (Fy, Py, vg,v3)°% y también sustituimos (uy, ui;u4,u5) por
(va, (hi o hY o f)(v2),vs, (bl o hY o f)(v3)) = (vq,wa, v3,w3). Cuando Py ¢ Y, recurgimos al
caso III del paso 3, esta vez P, toma el lugar de ;) mientras que Fy sustituye a u; yuj.

Caso III. Si P, € aff(P, wy, w3), entonces se procede andlogo a la segunda situacionedel
caso II de este paso, intercambiando los roles de Py y P;.

Caso IV. Supongamos que P, ¢ aff(x), para toda cara frontera y de (P, Py, ws,ws) y
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Py ¢ (B, P, ws, w3)°. Este caso tiene similitudes con el caso IV del paso 3, pero conside-
rando ‘algunas modificaciones. Se seleccionan xq € R(Py, Py) NO( Py, P1,ws,w3) y X una cara
frontera de (P, Py, wy, w3) tal que z € x. Podemos hallar z* € aff(x) N R(v, P,), donde v es
el vértice que™no estd en x. Se escoge y € ﬁ(PQ, P, —v) N do, para aplicar el procedimiento
descrito en el caso IV del paso 3 y asi obtener la PL-isotopia de ambiente respectiva que
nos permita realizar el movimiento hacia P, a partir de una 3-bola combinatoria convexa,
en cada uno de los“eontextos siguientes. Si v ¢ {Fy, P1}, entonces Py, P, € vert(x) y usa-
mos las PL-isotopias de ambiente de la primera situacion del caso II. Si v = F, entonces
Py € vert(x) y podemés_ usar las PL-isotopias de ambiente del caso III. Finalmente, cuando
v = Py, se sigue con las PE-isotopias de ambiente en la segunda situacion del caso II.

Paso 5: Denotemos ¢ t=/h? o hi o h% o f : AT — OA% Sea P3 € (P, Py, Py, 23)°, de
modo que P} := ¢(P3) € (PysP1, P2, ys)°. Probaremos que existe un homeomorfismo PL
h3 1 OA* — OA* que fija Ny'y cuya restriccion h3 : (Py, Py, Py, P;) — (Py, Py, Py, P3) es un
homeomorfismo simplicial que ‘fja™( Py, Py, P») con h3(P}) = P3.

Primero mostraremos que existe Z3.6¢Py, P1, Py, x3)° N (Py, Py, P2, y3)°. Dado que cada hi
y f son homeomorfismos PL, entomces ¢ : OA* — OA* es un homeomorfismo PL. Por
el teorema 2.4.16, podemos hallar K &< < 33 tales que ¢ : |K| — |K’| es un homeo-
morfismo simplicial. Sin perder generalidad, podemos asumir que (P, Py, Ps,z3) € Ky
(Po, P2, P2,y3) € K', a continuacién explicamos por qué. Si (Fy, Py, P2, z3) ¢ K, enton-
ces podemos usar la proposicion”2:4.11 paraghallar L < K tal que L contiene una subdi-
vision M de K((Py, P1, P»,x3)). Posteriormente, la proposicién 2.4.17 garantiza que L' :=
(L)< K"y ¢ : |L| — |L'| es un homeomorfisme_simplicial. En este caso, note que M
contiene un 2-complejo puro que es subdivision de”K ((Py, P, P»)), de modo que existe un
2-simplejo (P}, P/, Py) € M, contenido endFy, P, P3) y; por ende, en (P, Py, Py, 23). Debi-
do a esto, el teorema 2.6.3 asegura que (PP, P5) es«fara de un 3-simplejo en M, digamos
(P}, P{, Py, x%) C (Py, P1, Py, x3). Dado que larestriccion’@e~Py, Py, Py, x3) — (P, P1, Pa, y3)
es un homeomorfismo simplicial que fija (Fy, Py,+7), entonees ¢ fija (P, P/, Py) y ademds, de-
notando y4 = ¢(z4), se cumple que ¢((Py, P, Py, 2%)) = (P}, PPy, y5) € ¢(L) = L'. Asi, en
este caso podemos reemplazar (K, K') por (L, L') y también ((Py.L1, Py, x3), (Fo, P1, P2, ys3))
por ((Fg, P, Py, x3), (B, Pl Py, y3)) € L x L.

Ahora, recordemos que f preserva la orientacién por hipdtesis. Rérijsu parte, hi son am-
biente isotépicos a la identidad de OA?, luego son homotépicos a estaddentidad, y entonces
usando (1) y (3) del teorema 2.8.18, resulta que deg h} es igual al grado de la identidad, Vi.
Aplicando esta vez (2) del mismo teorema, se sigue que deg¢ = 1, luegosres un homeo-
morfismo PL que preserva la orientacién. Sea 7 la cara frontera de A* que~contenga a o
y, por ende, a (Py, P, Py, x3) v (P, P, P, y3). Orientemos A* de tal modoque’se obtenga
una orientacién de ¥* (como en el ejemplo 2.7.8), en la cual [Py, Py, Py, 23] y A%y induzcan
en aff(y) la misma orientacién. Consideremos también K y K’ con la orientacion deter-
minada por la que hemos dado para X3, recordando lo visto en el teorema 2.7.11.\Debido
a este ultimo resultado, la orientacién que hemos escogido para K implica que justamen-
te, para (Fy, Pi, P2, x3), se eligié la orientacion [Py, Py, Py, x3]. Asi, gracias a la proposgicién
2.8.20, [p(Fo), ¢(P1), p(P2), p(x3)] = [Fo, P1, P, ys] es la orientacién que hemos seleccionado
para (P, Pi, P»,ys) en la orientacién de K'. De nuevo, en virtud del teorema 2.7.11, como
(Py, Py, Py, y3) C 7, tenemos que [Py, Py, Po,y3] y Atly inducen en aff(y) la misma orienta-
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cién. m) tanto, [Py, P1, Po, 23] v [Po, P, Py, y3] inducen en aff(y) la misma orientacion.
Esto i 'aqueB (Pl Po,P2 P(),{E3—P0)y0 ( Po,PQ Pg,yg—Po)SOHbaSGS
equlvale? es decir, det(Mp ) > 0. Dado que z3 — Py € gen(Py, — Py, P» — Py, y3 — Fo),
entonces w 1, A2, Az € R tales que x3 — Py = M\ (P — Py) + Ma(Pe — Py) + A3(ys — Fo),
luego A

>~

1

1

GA MBC’: 0 Ao :>det(MB’C):)\3>O.
S 00

A )

Entonces podemos e @

T3 = (1 — /\1@2 — /\3)P0 + MNP+ NP+ >\3y3, /\1,/\2 S R, )\3 > 0. (37)

o = O
>

Sea Qo € (Py, P1, P,)°. Denoetando Y := aff(P, P;, P»), por el lema 1.6.12 podemos hallar
r > 0 tal que 0 # (V(Qo,r) ij’) —Y C (P, P, Py,23)° y 0 # (V(Qo,r) N Hy) =Y C

(Py, P1, P2, ys)°, donde Hy y Ho s semiespacios de aff(o) que contienen a (P, Py, P, x3)
y (Po, P1, P2, y3), respectivamente ido a (3 7), puede verse que Hy C Ha, lo cual nos dice
que (V(Qo,r) N Hy) — (Po, Pl,Psnr3)® 0 (Po, Pr, Py, y3)°. En consecuencia, podemos

tomar z3 € (P, Py, P, xg) (Py, P, P@ como se muestra en la figura 44.

@v‘

Ys

P,

(@)

P,
0 P,

Figura 44: Existencia de z3 € (P, Py, P2, 23)° N { 1, P, y3)°.

Usando el lema 3.2.7, podemos hallar homeomorfismos PL 13 y iz; A* los cuales son
iguales a las identidades fuera de (P, Pi, Py, ys), (Fo, P1, Po,x3) C 0, respectivamente, y
cumplen que las restricciones h3 : (Po, P1, P2, P}) — (Po, P, Pa,23) y h3 0 P1, Py, z3) —
(Py, P1, P2, P3) son homeomorfismos simpliciales que fijan (P, P, P»), co ~ (Pf) = 23y
h3(z3) = Py. Asf, h® = h® o B3 : OA* — OA* es un homeomorfismo PL ia Ny v la
restriccién h? : (Py, Py, Po, Py) — (Py, P1, P2, P3) es un homeomorfismo sim que fija
<P0,P1,P2> con h3(P*) = P3.

Esto nos dice que h = h® o h? o hl o hY fija Ny y ho f fija (P, P, P, P3) C o, ‘1%39 n
interseca a Ny porque Ny No = (. OI

)
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XI{ Resultados

Con lo guerhemos estudiado en las secciones y capitulos anteriores, presentamos ahora
la demostracion d¢l teorema principal.

Teorema de equivalencia de equivalencias. Sean ig,i; : A% — OA* nudos PL. Las
siguientes son equivalemtes:

(1) ip y i1 son equivalentes positivos, es decir, existe un homeomorfismo PL f : 0A* —
OA* que preserva 1@ erientacion y para el cual f oig = i;.

(2) ip y i1 son PL-equivalentés.

(3) Ny =ig(0A?) y Ny = i1(0A%) son combinatoriamente equivalentes.

Demostracién. (1) = (2): Por la“proposicién 3.4.13, existe un homeomorfismo PL & :
OA* — OA* que fija N, = i1(0A?) yetimple que h o f fija un 3-simplejo ¢ C JA*. Debido
al teorema de Alexander-Schoenflies, dado que do es una 2-esfera combinatoria contenida
en la 3-esfera combinatoria A, entonces.\B*> = Clya1(0A? — o) es una 3-bola combina-
toria, para la cual 9B® = 0o. Comio h o‘f fija o, se sigue que (ho f)(B3) = B3, asi que
(ho f)|B?: B®> — B? es un homegmerfismd RL que fija OB y entonces por el teorema de
Alexander-Tietze, existe una PL-isotepfa de ambiente H: B3x I — B®x I cuyo homeo-
morfismo final es (ho f)|B® y H fija*dB>. Asi,spodemos construirnos una PL-isotopia de
ambiente H : 0A* x I — OA* x I dada por

H(x,t):{ (x,1); s? (m,t)eaz?],

H(z,t)5sl (x,t)eBS x I.

Ya que (ho f)|o es la identidad y el homeomorfismo final de_H-es (ho f)|B3, es claro que el
homeomorfismo final de H es ho f : 9A* — OA*. Como por hipétesis foiy = i; y recordando
que h|N es la identidad, entonces (h o f)oig = hoi; = i; y puéSto que h o f es ambiente
isotopico a la identidad mediante H, se concluye que 7¢ y 7; son PL#ambiente isotopicos.

(2) = (1): Existe una PL-isotopia de ambiente H : A* x I — JA* XA gon homeomorfismo
final hy : OA* — OA* tal que hy 0y = i;. Entonces hy es homotépico & la identidad de OA?,
luego de (1) y (3) del teorema 2.8.18, se sigue que h; es un homeomorfismePL que preserva
la orientacién. Tomando f = hq, se tiene lo deseado.

(1) = (3): Sea f : 9A* — OA* un homeomorfismo PL que preserva la orientacion tal que
foiy =i Dado que f~': OA* — OA* también es un homeomorfismo PL Gué\preserva
la orientacién, por la proposicién 3.4.13, existe un homeomorfismo PL h : 0N & A4,
h(Ng) = Ny y un 3-simplejo 0 C OA* — Ny, tales que (ho f~1)|o es la identidad. Fomando

h = h™', tenemos que h : OA* — OA* es un homeomorfismo PL tal que h(Ny) = No,y
(f o h)|o es la identidad.

Sea p € 0°. Existe un homeomorfismo PL g : R® — dA* — {p}. Recordando que JA? es una
3-esfera (teorema 1.6.10), esto quiere decir que A* es homeomorfo a la compactaciéon en
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un punt6 de R? y podemos extender g al homeomorfismo § : R3 U {oo} — 9A?%, G(oo) = p.
Dado que’c C dA*, gracias al lema 3.3.6 existe una cara frontera p de A tal que o C py
entoncessaff(o) = aff(p). Como p € ¢°, del corolario 1.6.11 se sigue que existe una vecindad
abierta V ‘desp, en aff(o) tal que V' C 0°. Es claro que V' C p°, por lo que V' es abierto en
p. Ya que p @ X2, obtenemos que V N7 = () es abierto en 7, para todo 7 € 3? distinto de
p. En vista de dque la topologia de OA* es coherente con 32, se sigue que V es abierto en
OA*. Esto nos dice®que W := g~1(V) es una vecindad abierta de co en R? U {oo}. Puesto
que W no es abiertd en R? (por contener a o), pero ya que W es abierto en R U {oo},
entonces W' := (R*UAoo}) — W es compacto en R3. Debido a lo anterior, existe € > 0 tal
que W' C V(0,¢). Puestolque Ny C dA* — o, se tiene que N} := g~ (Ny) C g~ (OA* — ) es
un nudo poligonal en R?. 0¥ otro lado, V' C o implica que g~} (0A* —0) C g 1 (OA* V), es
decir, Nj C g 1 (OA* = V) =7 L OA* = V) = (R3U{oc}) — g1 (V) = W' C V(0,¢). De este
modo, podemos trasladar Nja un nudo poligonal N” C R* — V(0,e) CR* — W' C Wy, en
consecuencia, N' := g(N") C g(W) C g(W) =V C o. Por el lema 3.3.5, obtenemos que N
y N” son nudos poligonales en R? eombinatoriamente equivalentes. Escojamos un poliedro
compacto P C R?® que contenga a V) N” y a los 2-simplejos usados para realizar las movi-
das A*! que transforman N} en N”fDédo que g|P es un homeomorfismo PL, la proposicién
3.3.4 asegura que Ny = g(N}) y N' =¢g(IN") son nudos poligonales en A* combinatoria-
mente equivalentes. Asi, hemos hallado tn.nudo poligonal N’ C ¢ que es combinatoriamente
equivalente a Ny. Del mismo modofya que f o h : OA* — OA?* es un homeomorfismo PL,
y recordando que (f o h)|o es la identidad;"N’/C o y h(Ny) = Ny, por ser Ny y N’ com-
binatoriamente equivalentes, entoneese(yf~o h)(Ng) = f(No) = N1y (f o h)(N') = N’ son
combinatoriamente equivalentes. Por 1o tanto, Ng¥ N son combinatoriamente equivalentes.

(3) = (2): Es consecuencia de la proposici¢n 8.3.7, mediante la cual se cumple que cuales-
quiera dos nudos combinatoriamente equivalentes son Pl-ambiente isotopicos. [ |
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XId.. Discusién

Para lograr nuestro objetivo general, fue necesario entender que la topologia PL tiene
como preliminates algunos conceptos y resultados de geometria afin, en conjuncién con la
convexidad de comjuntos compactos con interior no vacio en un subespacio afin, particu-
larmente aplicabletal los,simplejos. Se destaca que la nocién de interior y frontera de un
subespacio de R" comio_n-variedad con frontera es mas adecuado que su interior y frontera
como subconjunto de R"«#FEn un primer momento, las definiciones de poliedro y funciéon PL,
en el sentido de Rourke y(Sanderson (1982) [34], tuvieron su importancia teérica para probar
de un modo relativamente gengillo que el producto cartesiano finito de poliedros, la unién
finita de poliedros cerrados y"las intersecciones finitas de poliedros, son poliedros; asimismo,
que la composicién de funcionesPL, la inversa de un homeomorfismo PL y el producto carte-
siano de funciones PL, es PL. No.obstante, resulta mas practico definir funciones PL a partir
de complejos simpliciales, subdivisiones y funciones simpliciales, a como define directamente
Moise (1977) [26], aunque a partir de’estas definiciones, al depender de triangulaciones, se
complica exhibir los hechos basicos préviamente enunciados. Por otro lado, es mas sencillo
probar, sin aludir a alguna triangulacion, gueésuna funcién, sobre una unién finita de poliedros
cerrados, cuya restriccién a cada uno de estos poliedros es una funcién PL, también es PL.
Sin embargo, ambos enfoques son #econciliables! Hacia esta direccion nos dirigimos al veri-
ficar las pruebas de Rourke y Sandeéson(1982)+34], cuando estudiamos que todo poliedro
compacto no vacio es una unién finita“de simplejos yeque toda funcién PL cuyo dominio sea
un poliedro compacto es propiamente una fuhcién.limeal por partes, sobre una descomposi-
cién finita de simplejos del dominio. Tras tratar con'subdivisiones de complejos simpliciales,
especificamente con r-ésimos derivados, pudinios argumentar la proposicion 2.4.11 debida a
Hudson (1969) [13], crucial para justificar que“todo poliedto compacto es el poliedro sub-
yacente de algin complejo simplicial y, por ende, que al menos todo homeomorfismo PL,
entre poliedros subyacentes de complejos simpliciales, es un iomeomorfismo simplicial bajo
subdivisiones adecuadas, lo cual fue suficiente para nuestros prepdsitos.

Fue pertinente estudiar la orientacion de subespacios afines, primero.desde un punto de vista
geométrico y riguroso mediante las bases orientadas de un espacio vegtorial, en el sentido del
algebra lineal, para poder establecer la orientacion de simplejos y, pot censiguiente, de com-
plejos simpliciales, como define Lee (2000) [19]. Asimismo, lo anterior requitié del concepto
de conexidad fuerte de complejos simpliciales, para comprender que, dado un n-complejo
puro K y una subdivisiéon K’ < K, una orientacion de K o K’ determinaluna orientacion
en el otro (teorema 2.7.11). Posteriormente, con tal de formalizar y entender €l ¢oncepto de
auto-homeomorfismos de esferas (combinatorias) que preservan la orientacion,f{te preciso
abordar la nocién de orientacion desde la perspectiva algebraica de la homologia@implicial,
de acuerdo con la formulacion de Munkres (1984) [28] y Armstrong (1983) [4]. Comprender
el teorema de subdivisién algebraica hallado en [28] fue clave para caracterizar el operador
de subdivisién, como se formula en la proposicién 2.8.12. En consecuencia, dado un (n'<4)-
simplejo o y escogiendo una orientacién de X" = K (o), cualquier auto-homeomorfismo PL
f que preserva la orientacién de do cumple que preserva la orientacion inducida en las sub-
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divisionés K', K" < X" para las cuales f : |K'| — |K”| es un homeomorfismo simplicial
(proposicién 2.8.20).

Considerando los nudos como encajes de la 1-esfera unitaria al espacio euclidiano tridimen-
sional, o mejor/todavia, a la 3-esfera unitaria, se formula el concepto de equivalencia a partir
de isotopias @e“ambiente y, por ende, desde una perspectiva funcional. Seguidamente, de-
limitar nuestrofinferés a los nudos mansos, da la pauta de trabajar exclusivamente en la
categoria PL y, asf sc.integro la teoria revisada y desarrollada en los primeros capitulos. Por
otro lado, trabajar\propiamente con nudos poligonales dio la apertura para establecer otra
definicion de equivaléngia,de estos tipos de nudos, aprovechando la naturaleza combinatoria
subyacente, siguiendo emtonces la linea de las movidas A*!' que permiten transformar un
nudo en otro y hablandoj.per consiguiente, de una equivalencia combinatoria. Habiendo es-
tudiado en rigor la nocién de orientacion con el enfoque de la homologia simplicial, pudimos
abordar una tercera nocion de equivalencia de nudos, a través de un auto-homeomorfismo
PL que preserva la orientacién*de”0A*, el cual, al componerse con un nudo PL, define otro
nudo PL.

Vimos una aplicacion importante dél teorema de Alexander-Tietze: este resultado redujo el
problema de definir una PL-isotopia de ambiente H : 0A* x I — OA* x I a simplemente defi-
nir un auto-homeomorfismo PL de una 3=bola combinatoria B C dA*, que sea la identidad en
su frontera, ya que ésta daba lugar amna RL-isotopia de ambiente B x I — B x I que fija 0B
y que, por ende, puede extenderse facilmentesala PL-isotopia de ambiente H deseada. Esta
estrategia se aproveché para construit RL-isotgpias de ambiente con caracteristicas técnicas
(lemas 3.2.7 y 3.2.9). Por otro lado, se.dieron construcciones auxiliares para, posteriormente,
formar n-bolas combinatorias sencillas™(lemas 3.288 y del 3.2.10 al 3.2.13). Argumentamos
el hecho crucial que las movidas A*! pueden seguirse’ a través de un homeomorfismo PL,
que manden los 2-simplejos involucrados a 2-simplejos‘enjel contradominio, de modo que la
equivalencia combinatoria de nudos poligonales’'se preserva, bajo homeomorfismos PL. Es-
to tiene como consecuencia que la equivalencia combinatéria de nudos poligonales en R?
coincide con la equivalencia combinatoria de nudos poligonales'en dA*, ya que siempre exis-
te un homeomorfismo PL R3 — 9A* — {p}, Vp € 0A*. Un Preve estudio del teorema de
Alexander-Schoenflies, asi como de la teoria de vecindades regulares, fue clave para exhibir
que todo auto-homeomorfismo PL de dA* que preserva la orientaciém;puede componerse con
otro auto-homeomorfismo PL de dA* que fije un nudo poligonal Ngsdado, y que también la
composicion de los homeomorfismos fije un 3-simplejo fuera de una vecindad regular de Ny
(proposicién 3.4.13), fundamental en dos partes de la demostracion del teorema principal. No
obstante, no se logré exponer el contenido tedrico requerido en su cabalidad para proporcio-
nar demostraciones comprensibles a nivel licenciatura del teorema de Alexander-Schoenflies,
ni de los resultados sobre vecindades regulares, ya que habria alargado bastante el contenido
de esta tesis, sin mencionar que nos habria desviado de nuestro objetivo.

De esta forma, se presenté y desarrolld la teoria necesaria, procurando mantenerse a un
nivel elemental de licenciatura en la medida de lo posible, para fundamentar los argumen-
tos establecidos por Burden et al (2014) [8] en la demostracién del teorema de equivalengia
de equivalencias de nudos mansos, lo cual se traduce en una respuesta positiva a nuestra
pregunta de investigacion.
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XIII. Conclusiones y recomendaciones

Tal y ceme hemos podido corroborar, estudiar la teoria clasica de la topologia PL nos
dio las herramicntas para poder establecer las conexiones entre las tres nociones de equi-
valencia de nudos/PL. Esto significa que la hipodtesis planteada se verifica: las definiciones
de equivalencia positiva y PL-equivalencia de nudos PL, y la equivalencia combinatoria de
nudos poligonales, si €Stan relacionadas, puesto que, afirmando la pregunta de investigacion,
dos nudos PL son equivalentes positivos, si y so6lo si son PL-equivalentes, si y sélo si sus
imédgenes son combinatoriamente equivalentes. La realizacién de lo anterior, y por ende, del
objetivo general, se refleja’propiamente en la prueba del teorema de equivalencia de equiva-
lencias, argumentado y fundamentado conforme a los lemas, proposiciones y teoremas que
se plantearon a lo largo de la tésiSs Ciertamente, la demostracién detallada que presentamos
de este teorema es muy larga y tuvé que separarse en varios lemas y proposiciones previos,
pero también refleja el arduo desarrollo tedrico en este trabajo. En este sentido, un area
de oportunidad seria dar una pruebaslternativa, mas concisa aunque todavia comprensible
para un estudiante de licenciatura.

Desafortunadamente, un estudio detallado y riguroso del teorema de Alexander-Schoenflies
como el planteado en Lickorish (1989) [21], o biensde la teoria de vecindades regulares siguien-
do la ideas de Hudson (1969) [13] y Rourke y Sanderson (1982) [34], excedieron los alcances
y objetivos de esta investigacién. Se requiere uné mayor comprension de la topologia PL que
la aqui presentada y, por si mismos, cadauno podrian conformar un trabajo de tesis, ya sea
buscando fundamentarlos a un nivel elemental de licenciatura, o ya reservandolos para una
investigacion de maestria.
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Resumen de la Tesis:

Un nudo es un encaje de la l-esfera unitaria en el
espacio tridimensional R?, o bien en su compactacién
en un punto, que es la 3-esfera unitaria. Se define
un nudo poligonal como una curva poligonal cerrada
simple en R?® o en la frontera del 4-simplejo estandar.
Por su parte, un nudo es manso, si es ambiente
isotopico a un nudo cuya imagen sea un nudo
poligonal. Desde el punto de vista de la topologia PL,
un nudo manso puede considerarse como un encaje PL
de la frontera del 2-simplejo estandar en la frontera
del 4-simplejo estandar, puesto que la imagen de
éste es un nudo poligonal. En este sentido, en la
literatura se’en€uentran hasta tres nociones principales
de equivalencia”de nudos: PL-equivalencia de encajes
PL a partir de PL#isotopias de ambiente, equivalencia
combinatoria entre” mudos poligonales mediante las
llamadas movidas A£Ly equivalencia positiva, cuando
existe un auto-homeomorfismo PL de la frontera del 4-
simplejo estandar que preserva la orientaciéon y manda
un nudo poligonal a otro.

En esta tesis daremos una @demestraciéon detallada
del teorema de equivalencia decequivalencias para
nudos mansos, que establece la-equivalencia de las
tres nociones previamente mencionadas; seguiremos
la prueba proporcionada por Burde etval (2014) y
presentaremos el fundamento tedéricogbasico de la
topologia PL para su comprensién a nivelllieenciatura.
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equivalencia combinatoria, equivalencia positiva,
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