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Resumen

En la ensefianza de ingenieria es necesario el estudio y solucién de modelos dinamicos
como los estudiados en vibraciones mecénicas o circuitos resistivos-conductivos-
capacitivos, es_par ello la necesidad de emplear herramientas computacionales para el
analisis de sistemas\de multiples grados de libertad, sin embargo, gran parte de las
herramientas existentes.se encuentran limitadas en cuanto a opciones de métodos para
solucién de sistemas de_ecuaciones diferenciales ordinarias y carecen de un método de
ajuste para minimizar el tamafio del paso en funcion del error establecido. Por esta razén,
el presente trabajo aborda el desarrollo de un algoritmo para el analisis de sistemas con
parametros discretos de multiples.grados de libertad sometidos a oscilaciones forzadas
empleando métodos numéricos‘.que pueden utilizarse con fines didacticos y para
aplicaciones en ingenieria. En el algoritmo se incluyeron los métodos de Runge Kutta de
orden superior, para la solucion numeérica de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias. El algoritmo es capaz'de ajustar.eltamaro del paso o intervalo de tiempo para
reducir el error impuesto como parte.defos criterios para obtener la solucién aproximada.
El cédigo computacional se desarrollé-empleandoe‘el lenguaje de programacion Python y
se establecio una serie de ejercicios parada, verificacion de la metodologia desarrollada
a partir de lo reportado en la literatura. Los résultados aumeéricos presentaron diferencias
menores al 1%, por lo cual se establecio la fiabilidad ‘para la solucion de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias con la metodologia propuesta. Ademas, se encontro
gue el método de Runge Kutta de 4to orden present6 los mejores tiempos de ejecucion
y los valores de RMSD menores de entre todos los métodos que.se incluyeron en el
algoritmo.

Los resultados obtenidos revelan la capacidad del algoritmo para obtener la solucion
aproximada de sistemas dindmicos en un tiempo de computo aceptable lo cual es
benéfico en distintas areas de la ingenieria, como es el caso de las vibraciones
mecanicas. Sin embargo, es necesario continuar con el desarrollo de una interfaz que
facilite el uso e implementacion del algoritmo en aulas y facilite la comprension.de los

problemas que se abordan en ingenieria.



Abstract

In teaching-€ngineering, it is necessary to study and solve dynamic models such as those
studied in mechanical vibrations or resistive-conductive-capacitive circuits. Therefore,
computational tools are needed to analyze multi-degree-of-freedom systems. However,
many existing toolsieed to be improved in their options for solving systems of ordinary
differential equations? Adjusting the step size is needed to minimize the error based on a
specified tolerance. For this reason, the present work addresses the development of an
algorithm for analyzing systéms with discrete parameters subjected to forced oscillations
using numerical methods that canbe employed for educational purposes and engineering
applications. The algorithm includes higher-order Runge-Kutta methods for the numerical
solution of systems of ordinary differential equations. The algorithm can adjust the step
size or time interval to reduce the imposed error as part of the criteria for obtaining the
approximate solution. The computatienal code was developed using the Python
programming language, and & ,Series of.exercises were established to verify the
developed methodology based on What'is reported in the literature. The numerical results
presented less than 1% differences, thus.establishing the reliability of solving systems of
ordinary differential equations with the propesed methodology. Furthermore, it was found
that the fourth-order Runge-Kutta method/showed the_best execution times and the
lowest RMSD values among all the methods included in-the algorithm.

The obtained results reveal the algorithm's ability to approximate the solution of dynamic
systems in an acceptable computation time, which is beneficial in various areas of
engineering, such as mechanical vibrations. This algorithm has¢thepotential to simplify
the analysis of complex problems, providing a sense of relief to engineers and students.
However, it is necessary to continue developing an interface that facilitates the use and
implementation of the algorithm in classrooms and aids in understanding,the problems

addressed in engineering.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presentan los antecedentes y la revision dibliografica del marco
referencial del estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales y vibraciones
mecanicas, asi como los objetivos, los alcances del trabajo y una descripcion general

de la estructura del proyecto de tesis.



1.1 Generalidades

Las vibraciones estan presentes a lo largo nuestra vida, algunos ejemplos cotidianos en
los que se experimentan las vibraciones mecanicas influyen en el cuerpo humano como
son los molinas\de mano, aparatos electrodomeésticos, aparatos de higiene personal,
cepillos de dientes, Secadoras de cabello, maquinas para afeitar, por otra parte, existen
maguinas que generan-grandes vibraciones las cuales estan ligadas con los humanos,
entre ellas estan: retroexcavadoras, camiones para arar tierra, compactadoras,
topadora, camiones de"trasporte de arena, maquinas de industrias del plastico,
martillos neumaticos, entre otros:

Gran parte de los sistemas cfteados por el hombre experimentan o pueden llegar a
producir alguna vibracibn mecanica, cualquier desbalance en maquinas giratorias
ocasionan vibracion, este tipo de vibraCiones no son deseables y generan afectaciones
como dafio de dispositivos y reduccionde-la eficiencia.

Las partes importantes en un/ sistema-sde movimiento vibratorios son: resorte,
amortiguador y masa. El resorte, Se“encarga de almacenar energia potencial, mientras
que, el amortiguador es el elemento gue-se encarga de disipar la energia cinética, y la
masa es el sistema del cual interesa conoeer su pesicion.

Para el modelar sistemas vibratorios, €xisten cwatro tipos de mecanismos de
amortiguamiento: amortiguamiento viscoso,®amortiguamiento de coulomb o friccion
seca, amortiguamiento por histéresis, amortiguamiento por fluido (Singiresu,2012). En
todos estos mecanismos, la fuerza de amortiguamiento se ‘expresa como una funcion
de la velocidad. Una representacion usual de un amortiguador viscoso es un cilindro
con cabeza de piston, la cabeza del embolo se desplaza a una‘wvelocidad dada en
relacion con la carcasa del cilindro la cual esta fija. La magnitud de\la fuerza del
amortiguador siempre se opone a la de la velocidad, el amortiguamiento viscoso
también se puede llamar amortiguamiento hidraulico lento.

Los sistemas mecénicos al ser sometidos a fuerzas que varian en ‘el” tiempo,
generalmente se comportan de forma periddica, responden al variar su estado de
equilibrio presentando cambios en su configuracion perturbando su funcionamiento.

Este tipo de sistemas mecanicos como: sistema biela-manivela, palanca, sistema‘de



poleasy“engranajes, bobinas y que estdn expuestos a tales fuerzas, presentan
molestias al personal que los maneja y acortan la vida Gtil del mecanismo.

Cuando un sistema esta restringido a modo que pueda vibrar de una sola forma, o este
necesite Unicamente una coordenada independiente para poder determinar el sistema
de masas en el“espacio, se dice que el sistema tiene un “grado de libertad” (GDL)
(Leos Santiago.l,2013).

Los sistemas de mdltiples grados de libertad son sistemas en los que influyen tres o
mas formas en las que les elementos que lo conforman pueden vibrar o desplazarse.
Para llevar a cabo el analisis de un sistema de mudltiples grados de libertad, es
necesario contar con la solucién a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias,
algunas resultan ser simple, sin.embargo, otras pueden ser mas complejas. Conforme
va aumentando el numero de “grados de libertad, incrementa la dificultad para
determinar la solucion del sistema.

Existen casos en el que los sistemas son no lineales, por ejemplo: un péndulo, en el
gue su comportamiento se puede-determinar a través del uso de las ecuaciones de
LaGrange, con las que se demuestra que el comportamiento del péndulo puede ser
descrito por una ecuacion no lineal adimensional’

Gran parte de los softwares existentes para el andlisis de sistemas estan limitados a
cuatro GDL, muchos de estos son de licencia y no permiten la modificacion al cédigo
fuente para el desarrollo de nuevas aplicaciones o mejoras en el analisis de sistemas
mecanicos.

Uno de los métodos analiticos para resolver los sistemasgde multiples GDL es el
método de la transformada de Laplace, el cual se puede aplicar a/Sistemas lineales de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. El proceso.'para determinar la
solucion es transformar el sistema de ecuaciones diferenciales rectoras’en sistemas de
ecuaciones algebraicas aplicando la trasformada de Laplace, después.se resuelve el
sistema algebraico para encontrar las soluciones a diversos elementos de.nercia en el
dominio de Laplace. Por ultimo, se aplica la trasformada inversa de Laplace parapasar
las respuestas al dominio del tiempo. Con el fin de obtener operaciones algebraicas
sencillas, el analisis de las vibraciones es limitado a sistemas de dos grados.de

libertad. (Magrab & Balachandran, 2006). Sin embargo, su aplicacion esta limitada y se



ve comprometida si el sistema presenta no linealidades como la variacién de las
propiedades y su dependencia con variables de espacio y tiempo.

Por otro sado, estan presentes los métodos numéricos para generar soluciones
aproximadas-eomo el método de Euler-Cauchy, que simplifica el analisis de efectos
lineales y no lineales para sistemas de mas de un GDL. Sin embargo, debido a que la
solucién aproximada 'se, ve afectada por el intervalo de evaluacion (paso de tiempo), el
tiempo de coOmputo ‘para obtener la solucion numérica incrementa considerablemente.
Ante ello es necesario\ implementar metodologias que mejoren la aproximacion
numeérica de la solucion sif comprometer el recurso computacional.

1.2 Revision bibliogréfica

A continuacion, se describirdn los.trabajos previos sobre el analisis de vibraciones en

sistemas mecanicos empleando diferentes metodologias:

1.2.1 Enfoques tedricos para.el andlisis de vibraciones mecanicas

Para la derivacion de las ecuaciones_de movimiento en un sistema de multiples grados
de libertad en donde se aplica la segunda ley de movimiento de Newton es posible
llevar a cabo la siguiente metodologia:

|. Establecer coordenadas aptas para describir el conjunto de posiciones de varias
masas puntuales y cuerpos rigidos en los sistemas; _considerando direcciones
positivas aptas para los desplazamientos, velocidades,) cuerpos rigidos y
aceleracion de masas.

II. Establecer la configuracion de equilibrio estatico del sistema y‘\comparar los
desplazamientos de las masas y cuerpos rigidos con respecto assus posiciones
de equilibrio estatico.

[ll.  Dibujar un diagrama de cuerpo libre (DCL) por cada masa o cuerpo_rigido.
Definir las fuerzas de resorte, amortiguamiento y fuerzas externas que Se_.ejerce
en cada masa o cuerpo rigido cuando realiza un desplazamiento y velogidad

positiva al cuerpo rigido



IV. _Aplicar la segunda ley de Newton a cada masa o cuerpo rigido que es mostrado

en el diagrama de frecuencia.

1.2.2 Métodoes para el analisis de vibraciones mecanicas

Jang y Jeong (2002) Presentaron un modelo no lineal para el analisis vibracional de
cojinetes, debido a<la.endulacién en un rotor rigido soportado por dos o0 mas cojinetes.
Modelaron la superposicion de una funcion sinusoidal y los vectores de posicion del
centro del radio de la rapura exterior e interior, se definen con respecto al centro de
masa del rotor-cojinete. Utilizaron la teoria de contacto hertziana para calcular la
deflexion elastica y la fuerza de-contacto no lineal resultante de la ondulacion, mientras
el rotor tiene movimiento traslacienaly angular. Utilizaron el algoritmo de Runge-Kutta
Fehlberg para resolver las ecuaciones de movimiento no lineales con cinco grados de
libertad. EI modelo que propusieron‘puede calcular el desplazamiento traslacional al
igual que el desplazamiento angudlar del rotor sostenido por dos o0 mas cojinetes con
ondulaciones.

Castafieda et al. (2003) desarrollaron un pregrama en lenguaje de programacion
Fortran, en el que analizaron vibraciones libresgen ‘ejes utilizando elementos finitos.
Realizaron una serie de pruebas al programa.comparando los resultados obtenidos con
los resultados tedricos a partir de un analisis de vibraciones para medios continuos.
Observaron que el error se va reduciendo hasta valores aceptables, a medida que se
aumenta el nimero de elementos y aun mas si se utilizan ‘elementos cuadraticos. Con
base en los resultados obtenidos se prob6é que el método de.elementos finitos, asi

como los elementos elegidos son bastante precisos para realizar<anélisis en ingenieria.

Yanez (2003) realizd un analisis computacional de vibraciones mecénicas en el
software Matlab, la interfaz que utilizo fue el sistema operativo Windows 95,98 y NT.
Esos sistemas estan compuestos de 3 subsistemas, él primero consta de.tn_aparato
electromecanico, el segundo es una unidad control de tiempo real, el tercer subsistema
es la paqueteria del programa ejecutivo(executive), el cual corre en una computadora
MS dos, concluyé que los resultados fisicos, los resultados computacionales (Matlab).

Con lo que demostr6 que el andlisis fue el adecuado.



Gomez-et al (2007) presentaron una metodologia para la identificacion del desbalance
de sistemas rotodinamicos basado en la técnica de identificacion algebraica a través
del modele matematico que emula el comportamiento dinamico de un rotor de multiples
grados de libertad. Se debe realizar las mediciones geométricas del rotor, ubicacion de
los soportes debe.nvestigar las propiedades fisicas de los materiales existentes en el
eje y rotor, se utilizo el dinamometro para obtener la carga aplicada y el sensor de
proximidad para registrar la posicion inicial la pendiente de la recta, muestra el valor de
la rigidez del soporte obtenida de un ajuste por minimos cuadrados. Se desarrollé un
codigo computacional para tener la solucién aproximada de la ecuacion Se obtuvo que
en la matriz de masa los valores fuera de la diagonal se pueden despreciar dando
como resultado a una matriz.diagonal, se desarrolla habilidades de programacion

debido a la complejidad numérica de los métodos.

Bricefio Magafa. (2010) aplico la ecuacion de movimiento para analizar las vibraciones
mecéanicas provocadas por una’fuente de_excitacion. Para realizar este estudié se
implementaron simulaciones del desplazamiento y la fuerza dindmica compresiva en la
sarta con el fin de controlar las vibraciones mecanicas. Se llevé a cabo el analisis de
vibraciones en cuatro pozos de la region sur durante el disefio y la perforacién. obtuvo
el comportamiento de las vibraciones mecénicas en cada uno de los 4 pozos, asi como
su graficacion en Matlab. Concluyé que al tener unscambio brusco de las areas
transversales se tiene una amplificacion de las vibracioneSymecanicas en la sarta de

perforacion, por lo que el cambio entre las areas transversal€s\no debe ser tan drastico.

S.D Yu, B.C Wen (2012) Presentaron un procedimiento para predécir comportamientos
vibratorios en el dominio del tiempo de mudltiples grados de libertad de sistemas
mecdanicos con friccién seca. Utilizaron el esquema de integracion de Bozzak-Newmark
para discretizar las ecuaciones del sistema de movimiento. El procedimiento que
propusieron se considerd, preciso, eficiente y robusto para resolver problemas de
vibracion no suave de sistemas de multiples grados de libertad con friccidon)seca,
también puede aplicarse a sistemas con restricciones de friccion bidimensionales y

sistemas mas robustos.



Leos Santiago (2013) realiz6 un manual interactivo para el laboratorio de la Facultad de
Estudios” Superiores (FES) Aragdn concentrandose en el equipo didactico TM16 de
vibraciones Mecanicas. El manual se realizo en Visual Basic con el fin de facilitar el
entendimiento—de las practicas realizadas en él, se puede observar de manera
interactiva las ‘prégticas que pueden realizarse en el equipo. Se modificé el contenido
del manual agregando una seccibn de conceptos teodricos y dos practicas
demostrativas. Logro-“enriquecer el manual de practicas del equipo TM16 para

vibraciones mecanicas existentes en el laboratorio.

Luna Diaz A.I(2019), realizdé, una propuesta de configuracion distinta a las
convencionales de una configuracion paralela, la cual requiere de un analisis detallado
y minucioso debido a que no es comun la aplicacidon de este tipo de configuraciones a
maquinas y herramientas. Se llevo..a cabo el analisis dinamico de la maquina
herramienta planteada, las simulaciones\por elementos finitos en el software CAD,
necesario para tener informacion/del sistema analizado con la final de comprobar la
validez y fiabilidad del procedimiente-a seguir en las simulaciones. concluyé que la
simulacion por elementos finitos y atender las_caracteristicas geométricas de cada

propuesta resultados fue necesario paradlevar a ¢abo los calculos.

Juérez Martinez (2020) para el sistema rotedindmico se utilizé la técnica de elementos
finitos considerando un elemento tipo viga de cuatre” grados de libertad. Para la
identificacion de desbalance de forma experimental se utilizaren las formas modales en
direccion horizontal y vertical correspondientes al primer modo de vibracion de un rotor
tipo Jeffcot. Propuso un tratamiento a la sefial de vibracion“ebtenida aplicando la
transformada rapida de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés), ‘eon lo que se logra
asegurar que la sefial de vibracidon corresponda Unicamente a los efectos generados
por las fuerzas de desbalance del sistema rotodinamico. Obtuvo que el rotor se
balanceo en un 100% al colocar la masa de balaceo corregido en una posicion, angular
de 337.5 grados, la posicion angular de desbalance identificada promedio (fue de
108.18°. Concluy6é que la identificacion de los parametros del desbalance(se ve
afectado por las variaciones de amplitud y frecuencia de las sefales de vibraeion

obtenidos a velocidad constante.



Pozo Eernando et al. (2022) Evaluaron el uso de una interfaz grafica de usuario para
modelar“vibraciones mecénicas mediante ecuaciones diferenciales de segundo orden
con coefieientés constantes, mediante el método de Runge-Kutta usando el programa
MATLAB. Las-resoluciones de ecuaciones se aplicaron a vibraciones no amortiguadas,
vibraciones amortiguadas y vibraciones forzadas. Validaron el método mediante la
aplicacion de la herramienta Design Thinking, la cual permitié su validacion a través de
la aplicacion de un ‘test\de usabilidad. Obtuvieron que la interfaz desarrollada fue util
para la identificacion, "analisis y formulacion de soluciones sobre la problematica de

vibraciones mecénicas y el manhtenimiento mecanico preventivo.

Pingting Ying. et al (2022) Estudiaron las caracteristicas dindmicas vibraciones de un
sistema multicuerpo en una bomba de pistones axiales basado en un modelo de
pardmetros agrupados. EI modelo fue utilizado para predecir las respuestas de
vibracién del conjunto motor y el conjunto\separador. Basaron su estudio en el método
de la familia de Runge-Kutta (RK). EI modelo que desarrollaron fue utilizado para
investigar el efecto de circunstancias-de funcionamiento y los coeficientes de rigidez y
amortiguamiento sobre la respuesta“de vibracién.de amplitud-frecuencia y el diagrama
de trayectoria de fase. Los resultados demostraron’ que la frecuencia simulada por el
modelo es similar a la medida por el estudiorexperimental y su error es de 8.85%.

Torres Molano H.F(2023) Presenté una metodologia para el desarrollo de andlisis de
un sistema de trasmision de potencia de engranajes cilindricos de dientes rectos para
la reduccion de vibraciones. Utilizo el software MATLAB, para solucionar ecuaciones
diferenciales y usar librerias de optimizacion. Realizo un estudiesSobre la dinamica de
trasmision de potencia, revisando los tipos de modelos, su planteamiento matematico,
factores que generan vibraciones y parametros geométricos del sistema que afectan su
masa, rigidez y amortiguamiento. Plante6 un modelo dinamico, por.medio de
parametros concentrados teniendo en cuenta todas sus caracteristicas geometricas,
condiciones iniciales y parametros con el fin de validar la rigidez y desplazamientas con
respecto a un caso de estudio.



1.3 ConcClusion de revision bibliogréfica

Los estudios realizados abarcan un inmenso campo de aplicacion de los diferentes
analisis de vibraciones mecanicas por medio de modelos matematicos o diferentes
prototipos experimentales. A la fecha, se encontraron estudios experimentales sobre
andlisis de vibraciones para prever fallas, manuales interactivos de practicas en
vibraciones mecanicas y desarrollo de herramientas utilizando software libre al igual
gue software de liceneia, pagada. Sin embargo, en la mayoria de los trabajos, la
metodologia presentadar selo permite analizar sistemas de uno o dos grados de
libertad, incluso la solucidon’de estos métodos para sistemas de 4 grados de libertad o
superior resulta poco factiblegsu, resolucién debido a que conlleva mucho analisis
matematico. En gran parte de los(estudios analizados se observd que abordaban temas
relacionados a métodos numéricos dentro de los que se centran en los métodos de
Runge Kutta de cuarto orden y orden \superior, asi como del método de Bozak-
Newmark. Por lo tanto, se realza/la necesidad de presentar una metodologia para el
analisis de sistemas de multiples_grados /de: libertad que sea compatible con las

aplicaciones para investigacion y de‘industria selicitados en ingenieria.

1.40bjetivo general

Desarrollar un algoritmo para el analisis de sistemas.de multiples grados de libertad
sometido a oscilaciones forzadas a través de métodos numeéricos.

1.4.1 Objetivos particulares

% Realizar un analisis de las metodologias reportadas a la fecha sobre vibraciones
mecanicas.

% Plantear un algoritmo para la solucion de sistemas de mdultiples grados de
libertad considerando oscilaciones forzadas.

% Desarrollar un cédigo computacional del algoritmo propuesto para(analizar el
comportamiento oscilatorio de sistemas de multiples grados de libertad.

% Verificar el algoritmo a partir de soluciones reportadas en la literatura.

% Comparar el algoritmo propuesto con diferentes métodos reportados en.la

literatura.



1.5Alcances
 Desarrollar un codigo computacional para el desarrollo de sistemas de multiples
grados.de libertad.
% Publicarwn_ articulo de congreso de los resultados obtenidos de la metodologia
desarrollada.

+ Escritura de la tesis, de licenciatura y el examen de grado

1.6 Estructura de la tesis

La estructura del trabajo 'de investigacion comprende de cuatro capitulos que se

distribuyen de la siguiente mangera:

Capitulo 1: Presentacion de los jantecedentes, la revision bibliografica del marco
referencial sobre los métodes numéricos para la solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias, asi eomo los objetivos y alcances del trabajo.

Capitulo 2: Presentacion de “los fundamentos tedricos sobre el estudio de las
vibraciones mecanicas; Aa—~metodoelogia de aplicacion de los meétodos
numéricos para la solucién’.de los siStemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias y la presentacion del.algoritmopropuesto.

Capitulo 3: Presentacion de los resultados ebtenidos.

Capitulo 4: Presentacion de las conclusiones del estudio realizado y recomendaciones

para los trabajos futuros
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Capitulo 2

Fundamento tédrico y

Metodologia

En este capitulo se presentan los fundamentos teodricos para el analisis\de sistemas
mecanicos de oscilacion libre y forzada, los métodos numéricos empleadoes para la
solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales, la metodologia propueSta’para el
algoritmo computacional que forma parte del software para analizar vibraciones de
sistemas de multiples grados de libertad y el planteamiento de los casos a evaluar para

la verificacion de la solucién numérica.
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2.1 Fupdamentos teoricos

A contintiacion, se describen los fundamentos teéricos de la modelacion de sistemas
mecanicos bajo oscilacion libre y forzada, asi como los métodos numéricos empleados
para la solucion-de las ecuaciones diferencias ordinarias.

2.1.1 Modelacion.de sistemas mecanicos

Un enfoque tradicional para describir el movimiento de los cuerpos es través de las
leyes de Newton. AsContinuacion, se presentan las ecuaciones que describen la
interaccidn de los objetes.en términos de fuerza y momento considerando los principios

de la segunda ley de Newton:

M =2 Fij (para masa M;) Ec.2.1
J
jiéi - Z Mij (para cuerpo rigido de‘inercia J;) Ec.2.2

Donde,ZFij es la suma de todasdas fuerzas que actuan en la masa M, , ZMU es la
J j

suma de los momentos de todas/las fuerzas que actuan en un cuerpo rigido del

momento de inercia de masa J; .

Para la derivacion de las ecuaciones de m@vimiento €n.-un sistema de multiples grados
de libertad en donde se aplica la segunda ley de Newton,es posible llevar a cabo la
siguiente metodologia:

|.  Establecer coordenadas aptas para describir el conjunio de posiciones de varias
masas puntuales y cuerpos rigidos en los sistemas; considerando direcciones
positivas aptas para los desplazamientos, velocidades,. ‘cuerpos rigidos y
aceleracion de masas.

II. Establecer la configuracion de equilibrio estatico del sistema Yy ‘comparar los
desplazamientos de las masas y cuerpos rigidos con respecto a sus-posiciones
de equilibrio estatico.

[ll.  Dibujar un diagrama de cuerpo libre (DCL) por cada masa 0 cuerpo (figido.
Definir las fuerzas de resorte, amortiguamiento y fuerzas externas que se €jerce
en cada masa o cuerpo rigido cuando realiza un desplazamiento y velocidad

positiva al cuerpo rigido.
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IV. _Aplicar la segunda ley de Newton a cada masa o cuerpo rigido que es mostrado
en el diagrama de frecuencia.

Otro de les enfoques utilizados en mecanica para describir el movimiento de cuerpos
rigidos es adravés de funciones que evalGan la interaccion energética como las que
establecié LaGrange (Singiresu 2012). LaGrange elabord un conjunto de estrategias de
sistemas dinamicas, planteado a partir de magnitudes escalares de energia cinética (T
), energia potencial (J) y trabajo (W ). Las ecuaciones de LaGrange son ecuaciones
diferenciales de movimiento expresadas en términos de coordenadas generalizadas. La
forma general de las ecuacionés estd dada en términos de energia cinética y potencial,

en donde la sumatoria de las gnergias

d(T+U)=0 Ec2.3
La energia cinética T es una funcion~de las coordenadas generalizadas (; de las

velocidades generalizadas (;, en tanto'la energia potencial U es solo de (; .

T=T (ql,qz"'qn'ql’qZ"'qn)

Ec.2.4
U=U(q,9-9,)
El diferencial de T es:

Ec.2.5
dT = Z—olq1 Z—dql

T 04, T 04

Para descartar el segundo termino con dql, partimos de la“ecuacion para la energia

cinética:
1N O )
= EZi:lZ m;Gid;
i=1

Al diferenciar la Ec.2.6 con respecto a 0; ,multiplicar por 0, y, sumar desdé~i=1 hasta

Ec.2.6

i=N, se obtiene un resultado igual a:
N

N
Z ZiNzlzmiiqqu =2T

i 6q. i1 Ec.2.7
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N 5T
oT >4
2

Utilizando la régla del producto definimos el diferencial de 2T :
N oT . N oT . Ec.2.8

24T = Zd (a—]ql +Z—dq|
i1 0; i

Al restar la Ec. 2.5¢déda Ec.2.8, el segundo termino con dG, queda eliminado.

Quedando como resultado:

Z{dt(aq J 2; }dq Ec.2.9

El diferencial de U es:

N AU Ec.2.10
du=>» —d
2%
Al derivar la invariancia de la energia total esta se convierte en:
N Ec.2.11
d(T+U)=>] d L L d, =0
| dtiadq ) og; 5%

Dado que las N coordenadas generalizadas’son indépéndientes entre ellas, las dd,
toman valores aleatorios, por lo que la ecuacién solo se satisface si:

d(or)_ar v Ee.2.12
_[ | j N g i-12.

dt aql aQ| aql

La ecuacion de LaGrange en el que todas las fuerzas tienen_'un potencial U, la
ecuacion 2.11 puede ser modificada un poco al introducir el langrangiano. L=T -U, la
Ec.2.12 puede escribirse en términos de L.

E£c2.13
i ) =0,.i=12...N
dt aq| aql

Cuando el sistema estd sometido a fuerzas dadas que no tienen un potencial-se

sustituye Ec.2.13 por:
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d(T+0)=dw Ec.2.14

Donde dWes el trabajo de las Fuerzas no potenciales, cuando el sistema es sometido

a un desplazamiento infinitesimal arbitrario. dW puede expresarse en términos de las

coordenadas generalizadas (; .

N Ec.2.15
dW = ZQldqi
i=1
Donde Q, son las fuerzés. generalizadas que estan asociadas con la coordenada

generalizada ;. Por lo tanto, la_ecuacion de LaGrange es:

Ec.2.16
dpam)_ ot U g o120
dt\ og; ) og  Oq

2.1.2 Modelo matemaético de un sistema de oscilacién amortiguada

Se plantea un sistema masa-resarte=amortiguador, en el que los coeficientes de rigidez
y amortiguamiento estan fijos en sus extremgs y la masa se mueve de forma lineal al
de los coeficientes, la masa se encuentra aduna.distancia xo de una posicion de

equilibrio. En la Fig.2.1 se muestra el modelo fisico:

TSI

Figura 2.1 Representacion de un sistema masa-resorte-amortiguador-de un
grado de libertad

La fuerza de amortiguamiento viscoso F es proporcional ala x' o V y se expresa.eemo:

F=a-x
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El signe”negativo indica que la fuerza de amortiguamiento se opone a la direccién de
velocidad..Sustituyendo el signo a por la constante de proporcionalidad ¢ que es el
coeficiente’de amortiguamiento.

F = —cx Ec.2.17

Se procede a determinar la EDO de un sistema de oscilacion amortiguada

d2x dx K, Ec.2.18
M2 T Cd
La solucién analitica de la Ec. 2.28 es:
Ec 2.19

IGROREIEE S CRE

X = Cle e + C2e e

A partir de la Ec. 2.19, al momento-de obtener los coeficientes C1 y C> existen tres
posibilidades debido a la potencia ala/que se”encuentra elevado el nimero de Euler:
(Sobre amortiguado, sub amortiguado y“Criticamente amortiguado). A continuacién, se

presenta el primer escenario:

2
Para el sistema sobre amortiguado[ij >[£j; tiempot~s O, desplazamiento X = X,

2m m
velocidad x = O .

Se obtiene el valor de C2
<[ () ()
0 2m m m
C, = : Ec.2.20
(o) (&)
2m m

Luego se obtiene el valor del coeficiente C1
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Ec.2.21

La ecuacion caracteristica de un sistema sobre amortiguado tomando en cuenta las
condiciones inicialesses la siguiente:
B, HaHE0)
A=l =] =]k A= =1 4=
2m 2m m 2m 2m m
x =Cqe + Cze

2 2
Para el sistema critcamente(amortiguado[ € | _( K ).[C | .[X]: Tiempo t =0,
2m m) \ 2m m

Desplazamiento X = X, , Velocidad X =-0 .

Al sustituir Xpor X,
Ec.2.23

c

X = CeMzmﬂt X, = Ce“;mﬂm)

Reduciendo xo

xO:C;e’?/1

Entonces:
La ecuacion caracteristica de un sistema criticamente amortiguado tomando en cuenta

las condiciones iniciales es la siguiente:
c Ht Ec.2.24

2m

X = xoeH

Para el sistema sub amortiguado (LT <(£); Tiempo t = 0, DesplazamientoX = X,
2m m

Velocidad x = O .
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La frecuencia de oscilacion amortiguada se expresa como:

(k) ( c jZ Ec.2.25
@, = .| —1=p —
m 2m

Sustituyendo los*valores de las condiciones iniciales en:
X, = ef(ﬂj(o) [Cl cos(wg(0))+C,sen(w, (0))}
El valor del coeficiente’Ci-es:

X, = [Cl] —C, =X, Ec.2.26
Determinando el valor del coeficiente Ca:

c (NGl _(c\x

2 \2m) o, \2m)a,

El valor del coeficiente C2 es:

X Ec.2.27
C,= [L)_o
2m ) o,

La ecuacion caracteristica de un sistema~sobre‘amortiguado tomando en cuenta las

condiciones iniciales es la siguiente:
( c )t Ec.
2m 2.28
{Clcos(a)At)jtczsen(a)At)}

De acuerdo con la literatura se ha identificado que el caso criticamente amortiguado

X=8

requiere el menor tiempo para alcanzar a la estabilidad del sistema, mientras que el
sistema que demora mas tiempo es el sub amortiguado.

Ahora, se plantea un sistema masa-resorte-amortiguador, en el que los_coeficientes de
rigidez y amortiguamiento estan fijos en sus extremos y la masa se mueve de forma
lineal al de los coeficientes y sobre ella actia una fuerza externa en sentido ‘contrario.
En la Fig.2.2 se muestra el modelo fisico de un sistema sometido a oscilaciones
forzadas.
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La vibracion forzada es una forma de vibracién en el cual un sistema mecanico es
provocado por una fuerza que actia de manera externa, la cual es periddica y
constante. La frecuencia de la fuerza provocada es igual o diferente a la fuerza natural
del sistemas

K X
A S = /[ smat
=
}

Figura 2.2 Representacion dé un sistema masa-resorte-amortiguador de un
grado de libertad con oscilaciones forzadas
El rango de amplitud de la vibracion depende de la magnitud de fuerza, asi como de las

propiedades del sistema. La ecuacionde movimiento es:
d?2x Ec.2.29

dx
M—-+Cc—+kx = fisenast
dt dt

La solucion consta de dos partesy funcidon .ecomplementaria, que es la solucion
homogénea y la funcion integral particular. La ‘solucion a la funcion particular es una
oscilacion estacionaria en la misma frecuencia de exeitacion w. La solucion particular

es de la forma:
x=Xsin(ot-¢) Ec.2.30

Donde X es la amplitud de oscilaciony ¢ es la fase del desplazamiento con respecto a

la fuerza excitatriz. La amplitud y la fase son calculadas sustituyendo la ecuacion 2.30
en la ecuacion diferencial 2.29, quedando de la siguiente manera:

Amplitud
F, Ec.2:31

\/(k - ma)z)2 +(co)’
Fase de desplazamiento
1 Cw Ec.2.32

X =

p=tan
K—mw
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Se muestra la solucién particular del sistema masa-resorte amortiguador con vibracion

forzada.

X C3sin(@,t)+C4cos(ampt) Ec.2.33

permanente=

Tomando en cuenta un caso genérico, la ecuacion 2.28 queda de la siguiente manera:
4 A%, By~ Cl it me.23

dt? ot G

Se asigna la letra A como forma de agrupacion para simplificar los términos del
coeficiente de amortiguamiénto y masa A=c/m. Se asigna la letra B como forma de
agrupacion para simplificar 10St€érminos de los coeficientes de rigidez y masa B=k/m.
Se asigna la letra C como forma)de agrupacion para simplificar los términos del
coeficiente de amortiguamiento critico C=1/m

Se reescribe la ecuacion permanente; incluyendo los términos de agrupacion A, B, C,

mostrado en la siguiente ecuacion:

Cf,(a? — B) ACF, w, Ec.2.35

X _ sin(w,t)+ cos(m,t
permanente—|:_(a)§_B)2 _A2_w§:| ( 0 ) li_(wg_B)z_Az_a)gj| ( 0 )

2
Sistema sobreamortiguado (g] >(B):

El valor de C, en un sistema sobreamortiguado queda de la Sigtiente forma:

,C;—4,(C, - o)j Ec.2.36

El valor de C, en un sistema sobre amortiguado queda de la siguienteforma:

_ ~0,C3+ 4 (C, = %) Ec.2:37
(%-4)

Se suman las ecuaciones Ec.2.36 y E.2.37 que corresponden a los valores de C, ¢ €,

C2

mas la Ec.2.35 que corresponde a la solucion permanente y se obtiene la solucién
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genérica para un sistema sobreamortiguado, el cual queda expresada de la siguiente

forma:

o s

Cf,(? - B) . ACf w,
+ sin(w,t)+ CoS ( w,t
{_(wg_B)Z_AZ_a)Z (a)o ) _(wg_B)Z_AZ_wg (a)o )

Ec.2.38

2
Sistema criticamente ‘amortiguado (?j =(B):

El valor de C, en un sistemarCriticamente amortiguado queda de la siguiente forma:

[;A} Ec.2.39
C = (Xo _C4)e ?

Se suman las ecuaciones Ec.2.39, ‘que.corresponde al valor de C, ,en un sistema
criticamente amortiguado y la Ec:2.35, que corresponde a la ecuacion permanente y se

obtiene la solucion genérica paraun.sistema criticamente amortiguado, el cual queda

expresado de la siguiente forma:

Al Cf, (w? - B) _ ACf Ec.2.40
x=(X, —CA)e[ 2 } J{—(wj _OB)Z"_ e sin (ogt) + o B)ZO_ Zz o cos(m,t)

2
Sistema sub amortiguado (gj <(B):

El valor de C, en un sistema sub amortiguado queda de la siguiente forma:
C,=x-C, Ec.2.41
El valor de C, en un sistema sub amortiguado queda de la siguiente forma:

A
(ZJ(XO _C4)_ C;,
C,=

Wy,

EC.2:42

Se suman las ecuaciones Ec.2.41 y E.2.42 que corresponden a los valores de €~y C,

del sistema subamortiguado mas la Ec.2.35 que corresponde a la solucion permanente
y se obtiene la solucidon genérica para un sistema subamortiguado, el cual queda
expresado de la siguiente forma:
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A
ZJ(XO —C4)—C3w0

W

A

c=e s C)ens(0,0)+ (

sin(w,t)
Ec.2.43

2_
+ ZCfO(OZO BZ) 2}sin(a)ot){ - ACIO%Z > |cos(awyt)
—(ay —B) - A%y —(wy —B) = A" —w;

2.1.3 Métodos numéricos para la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias
En esta seccion se describen las bases de métodos numéricos para la solucién de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Como base se describe que la serie de Taylor es
de vital importancia en el estadio de métodos numéricos; la serie de Taylor dispone un
medio para la prediccion del valer de-una funcion en un punto en términos del valor de
la funcién y en otro punto sus derivadas. El teorema de Taylor establece que cualquier
funcion puede ser aproximada por un‘polinomio. La mejor manera de comprender la
serie de Taylor es construirla término ‘por término. El primer término de la serie de
Taylor es:
f(xm); f(xi) Ec.2.4

4

A la Ec.2.44, se le llama aproximacion dé orden cero,la cual indica que: el valor de f

en el nuevo punto es el mismo que en el valoer en el punto anterior.

La estimacién de Ec.2.44 es perfecta si la funcién a aproximar es una constante, pero
si la funcion cambia en el intervalo, se requeriran términoS.adicionales de la serie de
Taylor. La aproximacion de primer orden se consigue al sumar otro termino a la Ec.2.44

para obtener lo siguiente:

f(x0)= f(%)+F (%) (%a—%) Ec.2.45
Donde f'(X) es una pendiente y (X, —X) son las distancias entieX .y X, la
expresion representa una linea recta y puede predecir un cambio o decremento de la

funcidn entre X; y X, la Ec.2.45 solo es exacta para una linea recta o una tendencia

lineal. Entonces se agrega a la Ec.2.45, un término de segundo orden para obtener

algo de curvatura, obteniendo la siguiente ecuacion:
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f (%)= f(%)+ fl(xi)(Xiﬂ_xi)*%(xm—xi i Ec.2.46

Para desarrollar la expansion completa de Taylor se agregan mas términos y se

obtiene
, (x £0)(x Ec.2.47
()= 1 06) 700 0+, e o,y
(n)
+...+f—(xi)(xm—xi)nJrRn

n!

Puesto que Ec.2.47 es una serie infinita, se reemplaza el signo de aproximacion de las
Ec. 2.44 a la Ec. 2.46 por un sigho igual, se afiade un término residual para considerar
los valores desde el n+1 hasta'infinito.

£ (0+1) o Ec.2.48
R, :ﬁ(xm—xi) '

(n+1)
Donde N es el residuo de aproximacion de N-ésimo ordeny ¢ es un valor de x que se
encuentra en un punto entre el‘rango X; y\X,;, para simplificar la serie de Taylor se

debe definir un tamafio de paso o inctemento =X, —X..

Sustituyendo los valores de x; por h, nos queda:
)
f (X‘)h"+R Ec.2.49

n! "

f (%)= f(x)+f(x)h+ f"z(!x‘)h2 + f(3)3(!)(‘)h3+...+

Sustituyendo el tamafio de paso en la ecuacion 2.48 nos queda:
£ (&) Ec.2.50

hn+l

" (n+1)
En el método de Euler la primera derivada presenta una estimacion directa de la
pendiente en X;:

¢= f(xi’yi)

%/_J
Ecuacion diferencial
evaluada x;y y;

La aproximacion se obtiene del método:
Yia =Y, +¢h

Sustituyendo el tamafio de paso en la aproximaciéon del método se obtiene:
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Yia =Y+ 1 (Xi’ Yi)h Ec.2.51

A contingacion, se presenta el Pseudocodigo del método de Euler:

Algoritma2,1: Método de Euler

Datos: EDO, xo, Yo, h, Xfinal

Resultados: Vector x, y

1 Configuracién«de variable de interés (y)

2 Configuracién de condiciones iniciales

3 while x < xj,47do

4 Incremento de variable independiente: x, , =X, +h

5 Renombramientosde variable dependiente: y. =y, |

6 Aproximacion de Euler\y, . =y, + f (X, y;)h

7 Calculo de error (opcional): Erpa = Yreal — yapr% «100%
real

8 end

9 return Vector de variable dependiente y

2.1.3. Métodos de Runge Kutta
Los métodos de Runge Kutta son métodos que€mplean un principio similar al de la
serie de Taylor pero que alcanzan la exactitud de la’serie de Taylor sin ocupar calcular

derivadas de orden superior. La siguiente ecdacion describe la base del método:

yi+1:yi +¢(Xi,yph)h Ec.2.52
Donde ¢(x.Y;,h)h,es la funcién incremento, la cual se puede representar como una

pendiente en el intervalo. La funcion incremento puede escribirse de forma general
como:

g=ak +ak,+..+ak Ec.2.53

Donde las ason constantes y las k son relaciones de recurrencia, como‘cada kes una

evaluacion funcional, la recurrencia vuelve eficiente los métodos de Runge(Kutta para

céalculos en computadora. Las relaciones de recurrencia se escriben como:
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k,=f(X7y;) Ec.2.53(a)

k, = f (%% p.h, v +akh) Ec.2.53(b)
Ky = T (% +5NsY; + 0,1k +0y5k,h) Ec.2.53(c)
' Ec.2.53(d)

k,=f (Xi + PVt qn—l,lklh +qn—1,2k2h +'”++qn—1,n—lkn—lh)

La ecuacion de RK de segundo orden de la ecuacion general es:

Yin =Y +(aik1 +azkz)h Ec.2.54
Donde:
k.= f(x.y) Ec.2.54(a)

k, = f (% +ph,y +0.kh) Ec.2.54(b)

Los valores de 4;,d,,p;,0;, son’evaluados al igualar la ecuacion con la serie de

Taylor, hasta el término de segundo( arden. Al evaluar los valores se desarrollan tres

ecuaciones para evaluar las cuatro,constantes desconocidas. Las tres ecuaciones son:

a+a,=1 Ec.2.55
21 Ec.2.56
aLh=7
1 Ec.2.57
a‘qul - 2

Como se tiene tres ecuaciones con cuatro incégnitas, se _debe dar valor a una de estas
incognitas para determinar las ecuaciones anteriores:
a :]__a2 Ec.2.58

Ec.2.59

1
p1:Q11:2_a2

Existe un namero infinito de métodos de Runge Kutta de segundo orden. Cada version
da los mismos resultados si la solucion de EDO es cuadratica, lineal oiConstante. En
los métodos de RK de tercer orden, el resultado genera seis ecuaciones~con ocho
incégnitas, por lo tanto, se deben priorizar los valores de dos de las ocho incognitas
con el fin de establecer los parametros restantes La ecuacion de RK de tercer.orden

gueda como:
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Yo, =V, +%(k1+4k2+k3)h Ec.2.60

Donde;
k,=f(x.y) Ec.2.60(a)
k= f[x+1hyitkh

2 = T XY 5% Ec.2.60(b)

k3 = f (Xi + h, yi _k1h+ 2k2h) EC 2 GO(C)

Si la EDO esta solamentel enfuncién de x, €l método se reduce a la regla de Simpson

1/3. Los métodos de RK de,tercer orden cuentan con errores locales y globales de
O(h4) y0(h3) .y dan resultados exactoes cuando la solucion es cubica.

El método de RK de Cuarto Orden eS igual que el de segundo orden ya que cuenta con
un numero infinito de versiones. A eontinuacion, se presenta la forma comunmente

utilizada, a la cual se le llama método clasico RK de cuarto orden:

Yoy =Y, +%(k1+2k2 +2k, +k,)h Ec.2.61

Donde

k=1 (%. ) Ec.2.61(a)

K, = f(xi +Lhy +ik1h] Ec.2.61(b)
2 2 Ec.2.61(c)

ky = f (Xi +%h, Y, +%k2hj Ec.2.61(d)

k, = f (X +h,y, +ksh)

El método de RK de cuarto orden es similar al procedimiento de Heun, debido a que se
usan multiples similitudes de la pendiente para obtener un pendiente promedio
mejorada en el intervalo.

Otro de los métodos de mayor orden es el método de RK Fehlberg, el cual divide el
tamafio de paso h en dos, para ajustar el tamafio de paso. Para estimar el _error este
meétodo utiliza el calculo de dos predicciones de RK de diferente orden. El método de

Fehlberg de orden 4 es del tipo de Runge Kutta y utiliza la siguiente formula:
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37 250 125 512 Ec.2.62
Yia=Yi T k, + Ky + k, + ke [P
378 621 594 1771
Donde:
k,=f(x.y;)
1 Ec.2.62(a)
k,="f|x + h,yi+gk1h]
Ec.2.62(b)
k= f xi+%h,yi+4%klh—4%k2hj
Ec.2.62(c)
k= f xi+§h,yi+3klh—3k2h+§k3hj
S 10° 10° 5 Ec.2.62(d)
k = f xi+h,yi+Eklh+§k2h—mk3h+§k4hj
54 1 22 97 %7 01 Ec.2.62(e)

Ya que el método necesita una evaluacion més_de la funcion, en comparacion con el
método clasico de RK de cuarto orden,4o0r. otra parte, con una evaluacion adicional de

la funcién tenemos:

Kk, — (Xﬁ%h'yﬁ 1631, 175, 575 | ., 44275 4 1253 ksh) Ec.2.62(f)

h+ +
55206 ' 512 ° 13824 ° 110592 * ¥ 4096

Asi se obtiene el método de Runge Kutta de quinto orden

2825 18575, 13525 277 1 Ec.2.63
k, + K, + k, + ki +=Kk; |h
27648 © 43384 ° 55296 © 14336 ° 4

Yia =i +(
Para la estimacion del error de truncamiento local en un procedimiento de*cuarto orden,

se obtiene de la diferencia entre los valores Y;; que se obtuvieron en los

procedimientos de cuarto y quinto orden (Cheney W, 2011)

A continuacion, se presenta el Pseudocodigo del método de Runge Kutta general:
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Algoritmo 2.2: Método de Runge-Kutta general

Datos: EDO, xo, Yo, h, Xfinal

Resultados: Vector x, y

1 Configuracion de variable de interés (y)
2 Configuracion de condiciones iniciales
3 while x < x, . do
4 Incremento de variable independiente: x, , = x; +h
5 Renombramiento de variable dependiente: y. =y, |
6 Relaciones de recurrencia:
k=1(x¥)
k,=f (X\ +phy +q11k1h)
ks = (% + P,h, ¥ +Qukih +0y.k,0)
k,=f (Xu + Pl Y +Qn71‘1k1hJrqnfl,zkzhJr‘"JrJrqnanflknAh)
7 Funcion incremento: ¢ (x;, y;,h) = ak, +a,k, +...+a.k,
8 Aproximacion de RK: )y, . =y, +#(%;, y;,h)h
9 Calculo de error (opcional): Erpa = Yreal = yapr% %100%
yreal
10 end

11 return Vector de variablé dependiente y

Cuando se tiene un sistema de_‘ecuaciones» diferenciales ordinarias (SEDO) de
cualquier orden, las ecuaciones que |0 componen-suelen ser extensas, dado esto se
opta por reducir a un sistema equivalenté de primergrado, por lo cual se afiaden mas
variables y ecuaciones.
2.2 Propuesta de Algoritmo para solucién de SEDO
En la siguiente seccidn se presenta una descripcion del algeritmo propuesto para la
solucion del SEDO en el cual se contemplaran las siguientes €aracteristicas:
e En el algoritmo se declararan los pardmetros de entrada.y las condiciones
iniciales
e Se incluyé un menu para seleccionar los diferentes 6rdenes delFmétodo de RK.
e EIl algoritmo no tiene limite para la cantidad de ecuaciones’ diferenciales
ordinarias del sistema.
e El algoritmo busca la mejor aproximaciéon ajustando el paso del tiempo ‘a' partir

del criterio de error que se esté colocando.
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Algoritmo 2.3: Algoritmo propuesto para solucion de sistemas de EDO
Datos: Parametros de EDOs, Xo, Yo, h, Xfinal, &, Factor de division de paso del
tiempo
Resultados: Vector x, Matriz y
Configuracion de variable de interés: y

Configuracion de condiciones iniciales: xo, Yo
Selection del método de RK a utilizar: Heun, Punto medio, Ralston, 3er orden, 4to

3
orden’, Fehlberg 5to orden
4  Wwhileserror, <& do
5 Reduccion del paso de tiempo: h = h/ factor
6 Reasignacioh de vector solucion anterior: y =y
7 while x < x4 do
8 Incrémento de variable independiente: x, . = x, +h
9 Renomhbramiento de variable dependiente: y. =y,
10 Relaciones@de recurrencia:
k=f (Xi ! Yi)
k,=f (Xi +ph +q11k1h)
ky = f (Xi + PN, i +0ykh +qzzkzh)
Ky=f (X| + Pl Y +qnil‘lklh+qn71v2k2h+"‘++qn71vn71k"71h)
11 Funcion incrémento: ¢ (x5 y;sh) = ak, +ak, +...+a.k,
12 Aproximacion de-R-K: Vi =¥+ ¢(xi Vis h) h
13 end
1 Célculo de error: gpop = ‘y— )% 100%
15 end

16 return Matriz de variable dependiente y

En el Pseudocddigo se puede observar el procedimiento que lleva el algoritmo
gue se esta proponiendo, en el cual, en la linea 1, se configuran las variables de
interés y, en la linea 2 se configuran las condiciones iniciales Xoy Yo €en un
tiempo t=0.

Posteriormente en la linea 3, se muestra un menu de métodos, ‘se-elige uno de
los seis métodos incluidos para utilizar (2do orden “Método de Heun’s2do orden
“‘Método de punto medio”, 2do orden “Método de Ralston”, 3er orden, 4te~orden,
Fehlberg 5to orden). En la linea 4 se muestra el condicional while para observar
si se cumple las condiciones dadas del error, en la linea 5, se lleva a cabosla
reduccion del tamafio de paso h=h/factor. Este factor es importante ya que

implica la capacidad del método de ajustarse al paso necesario para mejorar la
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aproximacion numérica con el método de Runge Kutta seleccionado. El
decremento es controlado factor para reducir con mayor medida el paso de
tiempo h. De esta manera es posible iniciar con un valor h elevado para que el
algoritme* lo ajuste al valor indicado a partir del error relativo porcentual
aproximado.que se estima en cada solucion. En la linea 6 se reasigna el vector

solucion anterior, y —y, en la linea 7 se genera otro condicional while para el
vector x < x, ., Pararobservar si se cumple las condiciones dadas del vector x, en
la linea 8,se muestra el incremento de la variable independiente x_, =x +h, luego
en la linea 9, se renombran las variables dependientes y, -y, ,en la linea 10 se

muestran la variables de'recurrencia utilizadas, posteriormente en la linea 11, se

muestra la funcién incremento : ¢(x,y,, h)=ak, +ak, +..+ak, en la linea 12,se
muestra la aproximacion de RKK)y . =y +¢(x,y, h)h ,en la linea 13 se cierra el
primer condicional while, .en la linea 14 se declara el célculo del error

error, = ‘y— )%

donde el error tiene que ser menor que €lvalor de épsilon, pero si no se cumple

«100% €n la~linea 15 sSe cierra el segundo condicional while,

la condicion sucede lo de la linea.16,se tepite el procedimiento reduciendo el
tamafio de paso y si cumple se imprimen los datos en pantalla y se muestra la
solucion del SEDO.

A continuacién, se presentan las ecuaciones de RK del 2do,)3er, 4to orden y Fehlberg

5to orden.

Yiu =Y +(ak +ak, )h

Vi =Y, jté(k1 +4k, +k;)h

Yiu =Y, +%(k1+2k2 +2k, +k,)h

2825 18575, 13525 277 1
k, + k, + k, + s +—Ks |h
27648 © 43384 ° 55296 © 14336 ° 4

Yia =Yi +(

El cédigo del algoritmo presentado se desarrollo utilizando el lenguaje de programacion
Python mediante el entorno de desarrollo integrado (IDE) Spyder, en donde~se
utilizaron las librerias Numpy y Matplotlib. La version del intérprete de Python utilizada

para el desarrollo del cédigo fue Python 3.9.13. El cddigo se desarroll6 en una
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computadora portétil con un procesador AMD Ryzen 3 3300U with Radeon Vega
Mobile*Gix, de 2.10 GHz de frecuencia y un sistema operativo Windows 11 Home. El

cbdigo es«ampatible con cualquier versiéon de Windows y Python 3.9 en adelante.

2.3 Modelos ffsicos y matematicos de casos para verificaciéon de metodologia

desarrollada

A continuacion, se presentan los casos de estudio que se propusieron para la

verificacion del algoritm@ propuesto para la solucion de SEDOS.
a) Sistema de un grado de libertad (oscilacion forzada)
Planteamiento del problema

En esta seccion se plantea un sistema masa-resorte-amortiguador, en la que los
coeficientes de rigidez y amortiguamiento estan fijjos en sus extremos y la masa se
mueve de forma lineal al de loS coeficientes’y sobre ella actia una fuerza externa en
sentido contrario. Se desea conocer'la posicion de la masa en el tiempo a partir de las

condiciones mostradas en el modelo fisico y matematico.

Modelo matemaético
Se utilizé la Ec.2.28 para la solucion de este problema
d’x d Ec.2.64

X
Mm—-+Cc—+kx = fisenayt
dt dt

A continuacion, se muestra la ecuacion general del sistemaj; \las propiedades y

parametros del sistema:

e S [

Cf,(w? —B) : ACf,m,
+ Sin(aw,t)+ cos(w,t
{—(w&—B)Z—AZ—wg (@) —(w?-B)* - A’ -} ()
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Propiedades del sistema: k=15 N/m?, m = 5 kg, C =5 N-s/m, x0=0.2 m, vo=0 m/s, fo=0.1
y wo =570,

b) Sistema de dos grados de libertad (oscilacién libre)
Planteamiento delsproblema

En esta seccion se”plantea un sistema masa-resorte-amortiguador, en la que los
coeficientes de rigidez”y -amortiguamiento estan fijos en sus extremos y la masa se
mueve de forma lineal y*sobre ella actia una fuerza externa en sentido contrario. Se
desean conocer las posiciones de las masas en el tiempo a partir de la solucién del
modelo matemético y bajo las ¢ondiciones mostradas en el modelo fisico.

Modelo matematico.

+C,—+C,| = ——= [+ kX +Ku (X —X,)=0
d*x2 dx, dx, dx Ec.2.66
vl G e G KR xR o

En la Figura 2.6 se presenta el modelo fisico:

AN/m xi

2N.8/m

Figura 2.6 Representacion de un sistema masa-resorte-amortiguador de)dos

grados de libertad con oscilacién libre
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A continuacion, se muestra la ecuacién general del sistema, las propiedades y

parametros del sistema.

Xl
X c
x‘l —%Xl— 2 (X, =Xy ) == % =2 (%~ %, ) Ec.2.67
F(X t): ! = 4 ! ' '
’ X X
2 2
X' ¢ C
? __Z(Xz_xl) _sz(xz_xl) _3X2
L m2 2 2 m

Propiedades del sistema: ki=4 N/m?, k2=2 N/m?, ks=6 N/m?, m; = 1 kg, mz = 2 kg, C1 =

1 N-s/m, Co =1 N-s/m, C3 =2 N-s/m.

2.4 Sistema de tres grados de libertad con oscilacion forzada.

Como tercer escenario, se describe elplanteamiento de un sistema de tres grados de

libertad con oscilacion forzada para-ser evaluado considerando la metodologia

propuesta.

El sistema consiste en un sistema .de-oscilacién forzada en el considera el efecto del

amortiguamiento por la friccion de contacto entreslas diferentes masas. A continuacion,

se describen el modelo fisico y matematico y._la adecuacion de las expresiones

matematicas para su introduccion al algoritmo)de solueidn.

Modelo matematico

d?x, dx, dx, dxj Ec.2.68
m —2+kX +K, (X, =X, )+¢, —=2+C,| ———=[=0
1 dt2 1X1 2(X1 2) 1 dt 3( dt dt
d?x dx dx, dx, Ec.2.69
m, —=2%+k, (X, — % )+c,—2+¢C,| —2——2|=0
2 dt? (% %) +C, dt 4[dt dtj
2 Ec.2.70
mgd_gs%s(%_d_xl)%{%_%]:o
dt dt dt dt dt

Modelo fisico

En la Fig. 2.7 se presenta el modelo fisico de un sistema de tres grados de libertad.
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Figura 2.7 Representacicqun sistema mecanico traslacional de tres grados
Qde libertad.

Metodologia de solucion »

Se dividen todos los términos de | sée 2.67,2.68 y 2.69 entre el término de la masa:

dle C, dx1 (dx1 dxj k1 Ec.2.71

+ xO
4 m dt m\ dt dt@mxi )

2 Ec.2.72
R (di di LTI
dt>  m, dt dt  dt ((

m, .

d’x, c3(dx3 dxij c, (dx dxj /C\ % Ec.2.73

— PR32 L= 0

dt? m,\dt dt) m\dt dt @)
*

Reestructurando las ecuaciones queda expresado de la a siguiente:

% _ g dx C3(dxi dxsj klxl_ﬁ @ Ec.2.74

—m—z(XZ—Xi) % Ec.2.75

A%, c3(dx3_dx1j c4[%_dx2) )E 2.76

-

Reduciendo el orden de las Ec.2.66, 2.67 y 2.68 por cambio de variable: %\O

.



C C k k Ec.2.77
X =42 - B (X, - X )——Lyx ——2(x —
1 my 1 1( 1 3) m, X, ml(x1 Xz)
, C C k Ec.2.78
Xzz_m_zzxz_;l(xz_x3)_m_22(xz_x1)
Ec.2.79

, C C
xsz-i(xg—xl)—i(xa—xz)

Haciendo lo mismo can las condiciones de frontera se obtiene:
%,(0) =X,4: X, (0)=0

X, (0)=%,,;X,(0)=0

X, (0) =X50; X3 (O) =0

Formando la matriz con las condigiones de fronteras y las Ec.2.77, 2.78 y 2.79.

i X, T Ec.2.80
Tx. ] [ -Lix —&(X - X )—ﬁx —ﬁ(x —X,)
Xl' ml 1 ml 1 3 ml 1 ) 1 2
xl %
F(x,t)=| 2=
(x1) X, —;—sz—c“(xz—xs) L(x—x,)
2 2 2
3
-Ts C, c,
_ (X=X )= (XA X
X)) T

La Ec. 2.80 es el SEDO que se introduce al algoritmo _propuesto para su solucion.

Finalmente, las propiedades del sistema consideradas son: ka=4 N/m?, k2=2 N/m?, m1 =

1 kg, m2=1kg, m3=3kg, C:1=1N-s/m, Co=1N-s/m, Cz3=2N-s/m, C4 =1.5 N-s/m.

En el Capitulo 3 se presentan los resultados de la implementacion del algoritmo

desarrollado para la solucion de los problemas de verificacion y el dltimo caso de tres

grados de libertad, asi mismo se discute el comportamiento del programa.
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Capitulo 3

Resultados"y discusion

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos y la discusion de los
gjercicios de verificacion de y los resultados de un sistema’propuesto de tres
grados de libertad. De igual manera se analiza el comportamiento del desempefio

computacional del algoritmo propuesto.
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3.1Resultados de los ejercicios de verificacion.

En“esSta seccion se mostrardn los resultados de los ejercicios propuestos para
verificaCion de la metodologia propuesta.

3.1.1 Sistema de un grado de libertad con oscilacion forzada

Como se describié en el Capitulo 2, se establecieron las condiciones de un

sistema de un grado de libertad bajo oscilacion forzada. Al considerar los valores
2

. : . C )
de los parametros 'y censiderando la condicion 2— >| — | se observo que
m m

el comportamiento del sistema es el de un sistema sub amortiguado.
En la figura 3.1 se muestrala’respuesta de la solucion analitica con respecto a la
solucién por el método de RK dé\2do orden “Punto medio”:

—m— RK 2do orden Punto medio:x1 ~

! ! ! : | —— Solucion analitica x1
0.15 e

0.10

X [m]

0.05

0.00

—0.05

: : :
10 12 14

T]empoﬂs]
Figura 3.1 Respuesta de Sistema de 1GDL: solucién apalitica y RK 2do orden.
Como se observa en la Fig. 3.2, las soluciones se superponen y no presentan
variaciones significativas a simple vista. Cualitativamente' se”observa que la
solucién numérica ofrecida por método de RK de 2do orden presenta soluciones
satisfactorias para este tipo de escenarios. Sin embargo, para” conocer el
potencial completo se realizé la comparacion con el resto de las aproximaciones

de RK incluidas en el algoritmo.
En la figura 3.2 se muestra la respuesta de la solucidén analitica con respectora la

solucion por el método de RK de 3er orden:
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Solucion analitica x1
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0.00

—0.05
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Figura 3.2 Respuesta de Sistema de 1GDL: solucion analitica y RK 3er orden.
En la figura 3.2 se observa de igual forma soluciones superpuestas entre el
método de RK de 3er orden yda solucion analitica. A simple vista no se observan
diferencias cualitativas. A continuacién, en la figura 3.3 se observa la

comparacion entre la solucion de RK de 4to orden y la solucion analitica:

0.20 1+ Y “'"““'“i'“““"‘“%““"““"é‘“'“"“"'é""""""'i"' —a— RK 4to orden:x 1
; | ; : ! —— Solucion analitica x1

0.15 {—t-fi RNl

0.10

X [m]

0.05

0.00

—0.05

o 2 4 6 3 10 12 14

Tiempo [s]

Figura 3.3 Respuesta de Sistema de 1GDL, solucion analitica,y RK 4to orden.
En la solucion con el método de RK de 4to orden se ‘repitia el mismo
comportamiento que con los casos anteriores. Sin embargo, esto n6 quiere decir
que entre mayor sea el orden de RK es menor obtenido en la solucién’numeérica.
Esto se observo en el siguiente escenario con el método de RK de 5to orden.

En la figura 3.5 se muestra la respuesta de la solucion analitica con respecto(a la

solucion por el método de RK Fehlberg de 5to orden:
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Figura 3.4 Respuesta dé Sistema de 1GDL: solucion analitica y RK Fehlberg 5to
orden.

La figura 3.4 muestra que da _respuesta del método RK de 5to orden fue
completamente diferente a los escenarios anteriores. Se observaron diferencias
entre ambas soluciones, la solucion numérica presentd un adelanto o
sobreestimacion en el compertamiento del sistema de un grado de libertad bajo
oscilaciones forzadas. El método.de. RK Fehlberg es un método que requiere un
proceso de correccion en los coeficientes de lafuncion de incremento, ya que no
existe una solucién optima general para todos los escenarios, por esta razon es
necesario realizar un ajuste a los coeficientes para/a mejora en la aproximacion

numeérica.

Con el fin de observar una diferencia mas clara entre los comportamientos de las
soluciones numéricas respecto a la solucion analitica y lgs,tiempos de ejecucion
en la Tabla 3.1 se observan los valores obtenidos del tiempo_de computo, el
paso de tiempo al que el algoritmo realizdé el ajuste para j@btener la mejor
aproximacion y el error de raiz cuadratica media (RMSD, por sus, siglas en
inglés). En la columna 1 se muestra los métodos de Runge Kutta utilizados en el
codigo. La columna 2 muestra el tamafio de paso (h) que se obtuvo en la
ejecucion del codigo. La columna 3 muestra el tiempo de ejecucion del_codigo
para cada uno de los métodos de RK utilizados. La columna 4 muestra el RMSD
de cada ejecucion de los métodos de RK utilizados.

Tabla 3.1 Resultados obtenidos de un sistema de 1 GDL.

39



Orden de | Tamarfio de Paso (h) Tiempo de ejecucion (seg) RMSD (%)
RK

2do Orden 0.0078 0.077 0.0027
3er Orden 0.0156 0.074 0.0027
4to Orden 0.0625 0.022 0.0027
Fehlberg 5to 0.0004 6.407 0.0182
orden

El tamafio de paso.mas pequefio se muestra en la columna 2 fila 5 en el método
de 5to orden y el mas_.alto en el de RK de 4to orden. Esto refleja el esfuerzo
computacional empleado durante el método de RK de 5to orden para mejorar la
aproximacion a diferencia del método de RK de 4to orden. Debido a la cantidad
de calculos requeridos para abtener el resultado, el tiempo de ejecucion de RK
Fehlberg fue el mas alto obtenido, mientras que el tiempo de ejecucion mas
pequefio se obtuvo en RK 4to orden. \Esto contrasta con lo observado para los
casos del método RK de 2do y 3er orden en los que se observan tiempos
mayores a pesar de que requi€ren.menosscalculos numéricos para obtener la
aproximacion numérica de la ecuacion difefencial; la razén se encuentra en el
valor de h obtenido por el algoritme; ya que(con la metodologia propuesta se
logré obtener la solucion con el método,RK de 4to.orden de mejor aproximacion
con tamafio de paso mas grande para minimizar el.esfuerzo computacional. Por
lo tanto, esto demuestra que para escenarios como el’sistema de un grado de
libertad sometido a oscilaciones forzadas el algoritmo permite encontrar el mejor
tamafo de paso o intervalo de tiempo para reducir el esfuerzo, computacional y
minimizar el error de aproximacion.

3.1.2 Sistema de dos grados de libertad con oscilacion libre

En la figura 3.5 se muestra la solucion analitica del SEDO para el modelo de dos

grados de libertad:
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Figura 3.5 Respuesta de sistema de 2 GDL solucion analitica.
De igual forma que en el caSo _analizado anteriormente, la respuesta de ambos
cuerpos fue del tipo sub amortiguado. Lo cual fue un resultado esperado ya que
se buscaron las condiciones para inducir este escenario el cual es idoneo para la
verificacion del algoritmo propuesto,
En la figura 3.6 se muestra la'fespuesta de.la solucion analitica con respecto a la
soluciéon por el método de RK«de.2do orden “Punto medio”. Aunque el método
permite encontrar el resultado”de la primera derivada que en este caso
corresponde a la velocidad de cadas€uerpo, solo se realizé la comparacion con

los cambios de posicion ofrecidos por=la solucion analitica mostrada en el
Capitulo 2.

N

| 1 H i —m— RK 2do orden Punto medio:x1
0.6+ "“-‘; ------------ L ------------ " ------------ ------ m} RK 2do orden Punto medio:x2 -
| | | | ' ——  Soducion analitica: x1

0.4 H | | | i —— Soluciomanalitica: x2

£-- -

B ! ! ! ! ! !
- 0271 y T T DT TN S
0.0 {—2f & & 5 o oo ooo
| N | | | | a
0.2y e R A ) A
i i i i | : i ;
1] 2 4 & ;S 10 12 |:1

Tiempo |s]

Figura 3.6 Respuesta de sistema de 2GDL solucién analitica y RK 2do orden.
En la figura 3.6 se observa que las soluciones ofrecidas por el método de RK de

2do orden presentan diferencias visibles en las zonas de mayor oscilacion del
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sistema. Aunque la solucidbn aproximada muestre una baja estimacion del
comportamiento del sistema no se observo un efecto de retraso o adelanto.
En la figura 3.7 se muestra la respuesta de la solucidén analitica con respecto a la

solucion per-el método de RK de 3er orden.

REK 3er orden:x2 3

—m— RK 3er orden:x1
o
——  Solucion analitica: x1

Solucion analitica: x2

_______________________________________________________
——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________________________

t t t
10 12 14

: Tiempoﬂs]
Figura 3.7 Respuesta de sistema de 2GDL solucién analitica y RK 3er orden.
En el caso de la solucion obtenida por el método de RK de 3er orden se
observaron diferencias similares_al caso”del método de 2do orden. Estos
comportamientos son los esperados«debido & la’naturaleza del SEDO. De igual
forma las variaciones principales se ‘observaron en las posiciones maximas y
minimas de las masas del sistema.
En la figura 3.8 se muestra la respuesta de la solucion.analitica con respecto a la
solucion por el método de RK de 4to orden:
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—— Solucion analitica: x1

JJJJJ Solucion analitica: x2
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Tiempo [s]

Figura 3.8 Respuesta de sistema de 2GDL solucion analitica y RK 4to orden.

En la figura 3.8 se observo nuevamente el mismo comportamiento observado

que en los dos casos anteriores. Cualitativamente no es perceptible la diferencia

entre las soluciones presentadas, Sin“embargo, a través de la estimacion del

RMSD es posible determinar gualfue lasmejor solucion numérica. Finalmente, en

la figura 3.9 se muestra la resptiesta de ja solucion analitica con respecto a la

solucién por el método de RK Fehtberg de 5te"orden:

RK 5to orden:x2 3

—m— RK 5to orden:xl
=]
——  Solucion analitica: x1

Solucion analitica: x2

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

_______________

_________________________________________________________________________________

Tiempo [s]

Figura 3.9 Respuesta de sistema de 2GDL.: solucion analitica y RK Fehllgerg 5to

orden.

Para el caso de la soluciobn numérica con el método de RK de 5to orden,“se

observa en la figura 3.9 que la solucion no presenta las diferencias similares en

los puntos maximos y minimos de la posicion de los cuerpos sino también en un
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desfase o adelanto en el comportamiento oscilatorio del sistema sub
amortiguado. Este es un comportamiento similar al observado al ejercicio
presentado anteriormente de un grado de libertad. Con lo cual se hace evidente
la necesidad de un ajuste en los coeficientes de la funcion de incremento para
mejorar la aproximacion numeérica de la solucion de SEDOS.

Con base en la informacién obtenida, en la Tabla 3.2 se presentan los resultados
generales de los/RMSD para cada soluciéon, los tiempos de ejecucion y el
tamafio de paso o intervalo de tiempo que el algoritmo encontré como el idéneo

para cada escenario.

Tabla 3.2 Resultados obtenidos de un sistema de 2 GDL

Orden de | Tamafio de Paso [{Tiempo de ejecucion | RMSD1(%) | RMSD2
RK (h) (seg) (%)
2do 0.0009, 0.672 0.3921 0.7795
Orden

3er Orden | 0.007 0154 0.3920 0.7793
4to Orden | 0.0312 0.044 0.3917 0.7787
Fehlberg | 0.0001 26.013 0.3917 0.9604
5to orden

De la Tabla 3.2 cada fila muestra los resultados de.a ejecucién del cédigo para
los diferentes 6rdenes del método de RK. En la celumna 1 se muestra los
métodos de Runge Kutta utilizados en el cédigo. La columna 2 se muestra el
tamafio de paso (h) que se obtuvo en la corrida del cédigo. La columna 3
muestra el tiempo de ejecucion del cédigo para cada uno de l@s,métodos de RK
utilizados. Las columnas 4 y 5 muestran el RMSD en porcentaje para cada uno
de los métodos de RK utilizados de la respuesta individual para cada-Cuerpo del
modelo fisico.

Los resultados muestran que para el método de RK de 4to orden se enconiro el
valor h mas grande de todos los escenarios evaluados, lo cual repercuti6 ‘en-€l
mejor tiempo de computo obtenido de todas las simulaciones realizadas. De
igual manera, para esta configuracion de RK de 4to orden se obtuvieron los
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errores mas bajos de todos los métodos. Por lo tanto, el algoritmo propuesto
permite. encontrar un balance adecuado del método seleccionado para resolver
el SEDO_encontrando el valor de h que minimice el error y que permita encontrar
la solucion-en el menor tiempo de cdmputo posible.

Los métodes’ .de RK de 2do y 3er orden presentaron valores de RMSD
ligeramente superiores al de 4to orden, sin embargo, el peor desempeiio fue el
obtenido con el método de RK de 5to orden. De tal forma que, en la busqueda
de minimizar el error)de la aproximacion numérica, el tiempo de cdémputo
requerido por el método de RK de 5to orden fue 591 veces mas grande que el
tiempo de coOmputo registrado por el método de RK de 4to orden. Solo para el
escenario del RMSD del primer objeto el método de RK de 5to orden fue
superior al resto de los métodos, sin embargo, esto a costa de incremento
considerable del error en la estimacion de la posicién del segundo objeto
acoplado.

A partir de los resultados obtenides en“las ejercicios de verificacion se establece
la capacidad y la fiabilidad del“\algoritmo propuesto para la obtencion de la
solucién numérica de SEDO. Cabe Tecalcar, que esta metodologia no solo es
funcional para los analisis dinamicos @e)cuerpoeS;stambién es aplicable para los
SEDO estudiados en circuitos de corriente directa, alterna, maquinas sincronas,
motores de induccion, entre otros. Por lo tanto, estéejercicio de verificacion
remarca la aplicabilidad de la metodologia planteada para modelos aplicados en
la ensefianza y con aplicaciones practicas inmediatas en el'’campo de ingenieria.
A continuacion, se presentan los resultados del tercer ejercicio”propuesto en el
Capitulo 2 sobre un sistema de tres grados de libertad.

3.1.3 Sistema de tres grados de libertad

Como ejercicio final para evaluar parte de los alcances del algoritmo_ propuesto
se planteo el ejercicio de tres grados de libertad. Sin embargo, este esCenario
fue contrastado solo entre las soluciones numéricas obtenidas al no cantarse
con la solucion exacta del problema.

En la figura 3.10 se muestran las posiciones de las masas por todos los métodos
de RK.
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Figura 3.10 Respuesta de un sistema de tres GDL con vibracign'forzada
mediante RK 2do orden- posiciones: a) RK 2do orden, b) RK 3er orden, ¢) RK
4to orden y d) RK 5to orden
Las condiciones del sistema permitieron que la solucion presentec\un
comportamiento sub amortiguado de las posiciones de cada objeto. La masa tres
(linea roja) muestra una tendencia en la variacion de su posicion un tanto

diferente al de los dos primeros objetos; esto se debe en principal medida a la
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falta”de elementos de almacenamiento de energia potencial conectados a la
masda tres, solo cuenta con elementos de amortiguamiento debido a la friccién
entre las_superficies de los tres cuerpos que interactan. Esta caracteristica del
sistema @enera una reduccién considerable o restriccibn del movimiento
después dedosprimeros cuatro segundos de simulacion.

Como se observa'en la figura 3.10, las soluciones de los métodos de RK de 2do,
3er y 4to ordenes fueron similares entre si y no se observan diferencias notables
entre estas solucienes, sin embargo, se registr6 una variacion en el
comportamiento de la Solucion con RK de 5to orden, un desfase en la solucién
con un ligero adelante o spbreestimacion del comportamiento del sistema.

En cuanto al comportamientosde las velocidades, en la figura 3.11 se observan

las comparaciones entre las respuestas obtenidas para el modelo analizado.

_—— RK 2do orden Punto medio:x |
RK 2do orden Punto medio:x2
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Figura 3.11 Respuesta de un sistea de 3 GDL con vibracion forzada mediante
RK 2do orden- Velocidades: a) RK2do orden, b) RK 3er orden, c) RK 4to orden
y.d) RK-5tg'orden
En cuanto al comportamiento detla solucién numérica para las velocidades del
sistema los meétodos presentaron-el, mismo comportamiento como en la
determinacién de la posicion de los~objetos:+variaciones similares entre los
métodos de RK de 2do, 3er y 4to orden mientras’que la solucion de 5to orden
presentd un desfase significativo que Se registré6”_eomo un comportamiento
adelantado respecto al resto de las soluciones numéricas. En la Tabla 3.3 se
observan los tiempos de ejecucion y tamafos de paso h-a@btenidos a través del

algoritmo propuesto para el sistema de tres grados de libertad
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Tabla 3.3 Resultados obtenidos de un sistema de tres GDL con vibracion

forzada
Orden de Tamaifo de Tiempo de ejecucion
RK Paso (h) (seg)

2do Orden 0.0012 0.546

3erOrden 0.0097 0.120

4to'Orden 0.0195 0.079
Fehlberg-5to 7.6293e-05 43.150

orden

El tamafio de paso mas pequefio se muestra en la columna 2 fila 5 en el método
de 5to orden y el més alto en‘elde RK de 4to orden, lo cual implica un esfuerzo
computacional considerable para s€ducir el error en el método de 5to orden, lo
cual ocasion6 que los tiempos de cémputo se incrementaran considerablemente
para este escenario. Para“todos los.casos evaluados, el algoritmo propuesto
permitio encontrar el mejor paSo<de tiempe’o tamafio de paso h necesario para
obtener la solucién numérica del sistema ens€cada método de RK. Sin embargo,
es necesario que se establezca un Criterio adicional para evitar sobre esfuerzos
computacionales en caso como el del método de”RK de 5to orden, ya que en
sistemas donde el tiempo de modelacion es prolongade, se requiere encontrar la
mejor solucion en el menor tiempo posible.

Los presentes resultados revelan la capacidad de algoritmo y metodologia
propuesta como alternativa viable para el analisis de sistemas dinamicos que se
presentan en diferentes topicos de ingenieria como en el caso/de vibraciones
mecanicas. La herramienta desarrollada permite evaluar diferentessmodelos de
diferentes enfoques y dimensiones en el menor tiempo y esfuerzo camputacional

posible.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones generales del‘algoritmo y de los
ejercicios de verificacion de y los resultados de un sistema propuesto de'tres grados
de libertad. De igual manera se plantean las mejoras a future~del cddigo

computacional en el algoritmo propuesto.
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CONECLUSIONES

En el presente trabajo de tesis se presentd la propuesta y desarrollo de un

algoritmo para el desarrollo de un software que permite resolver las ecuaciones

gue describen las vibraciones mecanicas de multiples grados de libertad de un

sistema con parametros discretos. A continuacion, se presentan las

conclusiones de losrhallazgos del presente estudio:

1)

2)

3)

4)

Se desarroll6 up~algoritmo para la solucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias homogéneas y no homogéneas. El algoritmo
combina diferentes meétodos de la familia de Runge Kutta (2do orden - 5to
orden). El algoritmo esfcapaz de ajustar el tamafio del paso o intervalo de
tiempo para reducir el error~impuesto como parte de los criterios para
obtener la solucién aproximada.

El cédigo computacional se _desarroll6 empleando el lenguaje de
programacion Python con.a finalidadsde facilitar su aplicacion a diferentes
entornos de desarrollo y distribucionés.de sistemas operativos.

El algoritmo fue verificado a traveés de'la’comparacion de los resultados
numéricos contra los obtenidos por ejercicios planteados y resueltos en la
literatura. Entre los ejercicios propuestos se-consideraron sistemas bajo
oscilacion forzada y libre, asi como sistemas”de multiples grados de
libertad. Los resultados numéricos presentaron diferencias menores al
1%, por lo cual se establecié la fiabilidad para la solu€idén.de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

A partir de los ejercicios de verificacion se encontro que elsmétodo de
Runge Kutta de 4to orden presentd los mejores tiempos degsejecucion y
los valores de RMSD menores de entre todos los métodos que se
incluyeron en el algoritmo. Aunque los métodos de Runge Kutta de_2do y
3er orden requieren una menor cantidad de operaciones para obtener-la
solucion numeérica, el paso del tiempo que se requiri6 debido al error

maximo permitido fue al menos 100 veces mas pequefio que el requerido
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por el método de 4to orden. Por lo tanto, el incremento en el nUmero de
calculos para obtener la solucion numeérica a través de los métodos de
2de y 3er provoco un tiempo de computo superior al método de 4to orden.
Ocurrio un efecto similar al observar la solucion provista por el método de
Runge“Kutta de 5to orden, sin embargo, a este comportamiento numérico
debe sumarse el efecto de los coeficientes de la funcion de incremento ya
gue para los"casos de verificacion resueltos se observo un desfase en la
solucion numérica respecto de la solucion analitica. De acuerdo con lo
reportado en la(literatura, el efecto puede reducirse a partir de un ajuste

de la funcién de incremento.

5) Los resultados obtenidos fevelan la capacidad del algoritmo para el
andlisis de sistemas dinamices.que se presentan en distintas areas de la
ingenieria, como es el_easo de las vibraciones mecanicas. Sin embargo,
es necesario mejorar realizar mejoras para el ajuste de los coeficientes de

la funcién de incremento.

En general se establece que el algoritmo permite obtener la solucién aproximada
de sistemas dinamicos en un tiempo*de\,cémputo aceptable. Sin embargo, a
futuro debe continuarse con el desarrollo de una_.interfaz que permita el
desarrollo de una aplicacion que facilite el uso e implementacion del algoritmo en
aulas y permita una facil comprension de los problemas. que se abordan en
ingenieria. De igual forma es necesario continuar en la mejora_de los métodos
de aproximacion, adaptar una subrutina para el ajuste de )la funcion de
incremento, entre otras cosas, que permitan una mejora significativa de los

resultados numeéricos ofrecidos por el algoritmo desarrollado.
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