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RESUMEN

El objetivo.general de este trabajo fue determinar el modelo matematico de difraccion sin el
uso de lente/producido por un par de rendijas de geometria rectangular y un par de aberturas
circulares delsmismo radio. Mediante el método de propagacion del espectro angular se
obtuvo como resultado para la region de Fresnel, situada a una distancia z del objeto difractor
dentro del intervaloy(0 < z < o0), la convolucion entre la transformada de Fourier de la
funcién de transmitancia asociada a la geometria de la abertura y una funcion exponencial,
mientras que, para la region de Fraunhofer, situada a una distancia (z — ) se obtuvo la
transformada de Fourier@xacta de la funcién de transmitancia. Se comprobaron los resultados
experimentalmente mediante fasimplementacion de un arreglo 6ptico coherente sin el uso de
lente transformadora y luz de laser como fuente de iluminacién. Los patrones de difraccion
en distribucion de intensidad fuéron grabados mediante el método fotogréfico, empleando
distancias y tiempos de exposicion<diferentes.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

En este capitulo se presenta una introduccion al fendmeno de la difraccion sin el uso de lente,
asi como una.revision de los enfoques de diversos autores sobre el tema y se establece el
método propio queSe utilizara en este trabajo para abordar la difraccion. Después, se realiza
un planteamiento delos problemas tedricos y experimentales que se examinaran y
seguidamente se enumeran, los objetivos que se buscan alcanzar. Finalmente, se incluye la

estructura de la tesis, en las€ual.se realiza una descripcion general de cada capitulo.

1.1 Introduccién al fen6imeno de la difraccion sin el uso de lente

La difraccion de las ondas de luz €s.un fendmeno fisico en el que un frente de ondas es
obstruido durante su trayectoria de prapagacion por algun objeto transparente u opaco, que
altera su amplitud y fase en una region (Ersoy, 2007, p.1). El conjunto de segmentos del
frente de onda que se propagan mas-alla del obstaculo interfiere entre si generando un patrén
de difraccién, que es una densidad de energia particular, cuya distribucion espacial de
intensidad esta compuesta por regiones Juminosasty oscuras alternadas que corresponden a
maximos y minimos energeticos product@ de la interferencia constructiva o destructiva,
respectivamente (Hecht, 2000, p. 441). Para que’la difraceién se produzca de forma notable
debe cumplirse la condicién de que las dimensiones del objetedifractor sean del mismo orden

de magnitud o menor que la longitud de onda de la fuente lumingsa.(Goodman, 2005, pp.33).

Segun (Ersoy, 2007, p.1) la difraccion puede modelarse como upssistema lineal usando
la Optica de Fourier, que permite analizar los campos electromagnéticos en el dominio
espacial y frecuencial; ademas de ser til para representar los cambios de la distribucion de
la luz al pasar por elementos dpticos como lentes y aberturas, siendo estas Ultimas en las que
se enfocara este trabajo. Adicionalmente, para abordar el problema de la difraccién,también
resulta de gran relevancia el método del espectro angular, el cual trata la propagacion de un
frente de ondas en cualquier medio homogéneo como una superposicion de ondas planas,. lo
que permite hacer una descripcion de la forma en que un haz de luz viaja desde el plano de

difraccion hasta el plano de frecuencias en el que se distribuye (Zarate, 2011, p. 159).



Matematicamente existen dos formulaciones para explicar el fenomeno de la difraccion:
la formulacion de Kichhoff y la formulacion de Rayleigh-Sommerfeld, siendo esta ultima la
que se toemara como punto de partida en este trabajo ya que proporciona resultados mas
exactos, descarta la necesidad de imponer valores limite a la perturbacion y a su derivada
normal, ademas'de que elimina la inconsistencia fisica de que el campo sea cero detras de la
abertura difractora‘como lo implica la teoria Kirchhoff (Goodman, 2005, p. 46). Malacara
(2015), Hecht y Zajae~(1998), Born and Wolf (2005), entre otros autores relevantes en la
Optica, abordaron el fenémeno de la difraccion sin el uso de lente desde un enfoque bastante
general, sin proporcionar un desarrollo matematico que demuestre el origen de las ecuaciones
de difraccion y las relacione copnlas ecuaciones de Maxwell; no obstante, fue (Goodman,
2005, pp. 55-61) quien empleando.el método del espectro angular y considerando la ecuacion
escalar de Helmholtz desarroll6 las;expresiones para el campo difractado en las regiones de
Fresnel y de Fraunhofer. Por su parte (Ersoy, 2007, pp. 63-76) aborda el tratamiento
matematico de la region de Fraunhofefr mediante una expansién binomial de serie y a

diferencia de Goodman, incluye evidencia experimental para una abertura cuadrada.

Es importante mencionar que muchos de los.trabajos experimentales actuales sobre la
difraccién emplean una lente aunada a las aberturas para obtener los patrones en distribucion
de intensidad, esta puede ser un doblete cementado acromatico, tal como lo expone (Reyes,
2022, p.3) quien realiz6 un estudio en la region de Fraunhofer empleando aberturas de
diversas geometrias que generaron patrones de franjas bien definidos; aunque usualmente se
utiliza una lente convergente tal como lo reportan (Anoya, 20Q0, p.7), quien planted el
concepto de respuesta al impulso de una lente y (Frias, 2008, p. 5) que obtuvo los patrones
de difraccion de aberturas circulares en la region de la transformada exagta que coincide con
el plano focal de la lente. Cabe mencionar el trabajo de (Zarate, 2011, pp. 32-91) que
establece el modelo tedrico para la propagacion del espectro angular©al estudiar una
distribucion de campos de difraccion en las regiones de Fresnel y de” Fraunhofer,
considerando las situaciones con lente convergente y sin usar dicho instrumento OptiCo, pero
solo reportd una etapa experimental para el caso con lente. Por lo anteriormente expuesto,
el proposito de este trabajo es proporcionar un estudio matematico y experimental de la

difraccion sin el uso de lentes.



1.2 Pefinicion del problema

La OptiCa,de Fourier tiene como propésito emplear técnicas y conceptos del analisis de
Fourier para estudiar el comportamiento de la luz cuando interacciona con diferentes sistemas
Opticos como.dentes, espejos y aberturas, siendo estas Gltimas las que bajo condiciones
especificas dansugar al fendmeno de la difraccion, que junto con sus correspondientes
patrones en distribucion de intensidad asociados a la geometria de las aberturas representan
uno de los problemas més relevantes de la Optica Fisica (Goodman, 2005, p. xvii). Este
trabajo abordara la difraccion de las ondas de luz de laser monocromaticas sin el uso de lente
producida por dos aberturassrectangulares o rendijas y dos aberturas circulares del mismo
radio practicadas en materialés’de espesor despreciable. La distancia z entre estos objetos
difractores y el plano de distribucidn;da lugar a la region o zona de Fresnel, situada dentro
del intervalo (0 < z < =) y a la regién+o zona de Fraunhofer que cumple con la condicién
(z = o) (Ersoy, 2007, pp. 63-64), para‘las que resulta necesario desarrollar los modelos
matematicos especificos que describan el campo difractado partiendo en ambos casos del
formalismo del método del espectre”angularque posteriormente da lugar a operaciones
diferentes: en laregion de Fresnel se realiza una convelucion entre la transformada de Fourier
de la funcion de transmitancia asociada®a la geometria del objeto difractor, con la
transformada de Fourier de una funcion expenencial; mientras que en la region de Fraunhofer
se realiza la transformada de Fourier exacta de'la funcion de transmitancia asociada al objeto
difractor (Zarate, 2011, pp. 17-21). En la parte experimental,sSe propone implementar un
arreglo optico coherente con luz laser para obtener los patrones en-distribucion de intensidad;
lo cual representa un desafio pues la falta de lente dificulta el-enfoque, elimina la
amplificacion y da un menor control sobre la luz difractada (Malacara, 2015, p. 285), lo que
a su vez puede derivar en problemas para la interpretacion y analisis de 10s patrones de

difraccion.



1.3 @bjetivos

1.3.1 Objetivo general

Determinar el'modelo matematico de difraccion sin el uso de lente producido por un par de

rendijas de geometria rectangular y circular mediante la propagacion del espectro angular.

1.3.2 Objetivos especificos

e Generar el modelo matematico de difraccion en la region de Fresnel o de convolucion
de la transformada de Fourier, para la cual se debe mantener una distancia (0 < z <
o) entre el objeto y el plano'de distribucion.

e Generar el modelo matematicocde difraccion en la region de Fraunhofer o de la
transformada exacta de Fourier, guexcumple la condicion (z — ), es decir que la
distancia entre el plano de distribucidn.y-el objeto tiende dpticamente hacia infinito.

¢ Implementar un arreglo experimental dptico coherente.

e Producir y grabar los patrones de difraccionsen distribucion de intensidad generados

experimentalmente con objetos de geometrias.especificas.



1.4 EStructura de la tesis

Este trabajo se encuentra estructurado en cinco capitulos que abordan de forma sistemaética y
detallada.diversos aspectos del estudio de la difraccion sin el uso de lente, empleando para
dicho propdsite~el método propagacion del espectro angular y la Optica de Fourier. La
primera parte del€ontenido presenta los desarrollos tedricos que describen la forma funcional
del fenémeno de\difraccion de ondas electromagnéticas, asi como la generaciéon de los
modelos matematica@s oen distribucion de intensidad asociados a las funciones de
transmitancia correspondientes a la geometria de los objetos difractores. Posteriormente, se
incluye todo lo referente al'‘dmbito experimental, donde se destacan las imagenes fotograficas
de los patrones de difraccion endistribucién de intensidad, que justifican la veracidad de los
modelos matematicos. Se incluye ademas una Tabla de Figuras para facilitar su localizacion
en el texto, un anexo con definicionesmatematicas no abordadas a detalle a lo largo del
contenido y la bibliografia en la que se'sustenta este trabajo. A continuacion, se proporciona

un resumen general de cada uno de”os capitulos.

CAPITULO 1: En el presente capituto se inieia con una introduccion al fenémeno de la
difraccion sin el uso de lente, después-se.incluye una exposicion de los problemas que se
abordaran en el trabajo y finalmente se eStablecen los/objetivos tedricos y experimentales

que se buscan alcanzar.

CAPITULO 2: En este capitulo se presenta el concept6 de difraccion, asi como una
explicacion de la forma en que se produce este fendmeno y la propagacion del espectro en el
espacio mediante un tratamiento escalar; luego se incluye el concepto de las frecuencias
espaciales y al final del capitulo se establece una distincion de la forma‘funcional del campo

en las regiones de Fresnel y de Fraunhofer.

CAPITULO 3: En esta seccion se realiza el desarrollo matematico para determinar los
modelos de amplitud compleja asociados a los objetos difractores partiendo de‘lafuncion de
transmitancia asociada a su geometria; este analisis se realiza para la region de Frésnel y la
region de Fraunhofer, mediante una convolucion de transformadas de Fourier en el\primer

caso y una transformada exacta de Fourier en el segundo caso.



CAPITULO 4: En este capitulo se muestra la comprobacion experimental del fenémeno
estudiado. En la primera parte se describe el arreglo Optico implementado, asi como las
aberturas‘estadiadas y finalmente se presentan y analizan las imagenes de los patrones de

difraccion en.distribucion de intensidad obtenidas mediante el método fotogréafico.

CAPITULQ/5En esta seccion se plantean las conclusiones derivadas de la realizacion

de este trabajo.



CAPITULO 2
PIERACCION DE ONDAS MONOCROMATICAS Y SU
PROPAGACION SIN EL USO DE LENTE

En este capitulo, primero se establece el desarrollo matematico para obtener la ecuacion
correspondiente al eampo eléctrico en las regiones de Fresnel y de Fraunhofer, para un caso
general sin especifiear la geometria de la abertura. Igualmente, después se utiliza el espectro
de difraccion angular para-reemplazar el concepto de espectro de difraccion y finalmente se
establecen las frecuencias gspaciales paraxiales que surgen al aplicar la condicién de &ngulos
pequefios respecto al eje dptico. Es importante recalcar que todo este analisis se realiza bajo

la situacion de que el sistema dptico carece de lente.

2.1 Aspectos teoricos de la difraccion sin el uso de lente

El fendmeno dptico de difraccidon de un €ampo de ondas electromagnéticas es el proceso de
interaccion de dicho campo con uno.e-mas euerpos transparentes u opacos que lo alteran en
amplitud y fase; esto ocurre cuando durante su trayectoria de propagacion el frente de onda
es obstruido por algin objeto, después del.cual¢Se _dispersa y sus diferentes segmentos
interfieren entre si produciendo una densidad de energia particular, cuya distribucién espacial
de intensidad se denomina patrdn de difraccion (Zarate,<2041, p. 5; Malacara, 2004, p. 276;
Hechty Zajac, 1998, p. 441). La distribucion de amplitud compleja de un patron de difraccion
se puede propagar a dos zonas: la region de Fresnel o de coenvolucion y la region de

Fraunhofer o de la transformada exacta de Fourier (Goodman, 2005, p.75).

Empleando la ecuacion de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld:~los conceptos de
propagacioén del espectro angular y las frecuencias espaciales u,, y vy, es posible describir
matematicamente el patrén de difraccion generado por la interaccion de luz laser de Helio-
Neon con una abertura u objeto de espesor despreciable al que se le asocia unasfuncion de
transmitancia t (x, y) que depende de su geometria. Posteriormente, usando una fencion de
transferencia T (x, y), se puede modelar la propagacion del campo electromagnético a través

del espacio hasta el plano de distribucion (Reyes, 2022, p.2)



Mediante el método escalar de propagacion del espectro angular se puede describir
como-tna superposicion de ondas planas al traslado que sufre un campo desde el plano xy

en el que’sesdifracta hasta otro plano x,y, en el que se distribuye (Zarate, 2011, p. 159), lo

cual da lugar-a.dos situaciones: el espectro de difraccion angular no propagado A (%g 0),
que se producescuando el plano de difraccion y el plano de distribucién se encuentran
geométricamente “ubicados en la misma posicion y el espectro de difraccién angular

B

propagado A (%; z), en el cual los dos planos antes referidos estan separados una distancia

z # 0.

En la Figura 2.1 se ilustta el fendbmeno de difraccion para ambas situaciones
anteriormente descritas, suponiendo una fuente de luz monocromaética que produce un campo
eléctrico de ondas planas de amplitud<€onstante E;;,,,,,, mismas que posteriormente inciden
sobre un plano transversal xy en el que se encuentra una abertura de geometria regular a la
que se le asocia una funcién de transmitancia t(x,y), lo que da lugar a los espectros de

difraccion angular no propagado y-propagado.

a p
Al=,=z%0
A(unr V2 = 0) A A
y Eo(x)yJZ = 0) jfz EZ(xZ)yZ;Z :!"J- 0)
k
- A %,
— /
e A
_’ Eje coordenado
— y dptico
_' Objeto ﬁno de
difractor distribucion
Ondas
planas

Figura 2.1. Difraccién y propagacion del espectro angular.



2.2 Espectro angular no propagado

El espectrg angular se define como una representacion visual que muestra la manera en que
se distribuyes la intensidad de la luz después de haber sido difractada por una rendija, en
funcién de los-angulos que se forman entre los frentes de onda y los ejes del plano de
difraccion (Zarate, 2011, p. 5). Experimentalmente, el espectro angular se observa sobre una
pantalla colocada.después del objeto difractor como un conjunto de franjas luminosas y
oscuras alternadas (Hecht, 2000, p. 448) y matematicamente se determina como la
transformada de Fourier.bidimensional del campo eléctrico difractado (Goodman, 2005, pp.
56-57).

De acuerdo con (Zérate, 2011,(p.7) la forma del campo eléctrico se determina de plano a
plano y partiendo del campo de ondas monocromaticas difractadas justo después del objeto

Ey(x,y,z = 0), cuya funcion de amplitudise expresa de la siguiente manera:

Eo(x,y,Z = 0) = Eilumt(x'Y)f (2-1)

donde E;;,.m €s la amplitud constante de las ondas.planas que iluminan al objeto y t(x, y) es
la funcion de transmitancia asociada a'la geometria derla abertura. La ecuacion (2.1) también
puede ser escrita en términos de una transformada inversa de Fourier (Goodman, 2005, p.
56), ver propiedad (A.15), esto es:

Ey(x,v,z=0) = F HA(u,, v,,0)} = fj: fj:A(un,vn, 0) ei2mwnx+tvnY) gy dy,, (2.2)

donde se encuentra involucrado el espectro de difraccion A(u,,@y,0) que es la funcion que
se busca determinar explicitamente. Después, debido al teorema de identidad (Zarate, 2011,
p. 7y Gaskill, 1978, p. 185), ver propiedad (A.16), se aplica la transformada de Fourier a la
ecuacion (2.2) obteniéndose el espectro de las ondas difractadas en el dominio de las

frecuencias espaciales u,, y v,
A(un, Un, 0) = %{EO(XI V,z = 0)} = f_-l-;o f_-l-;o EO('X' Vz= O) e_izn(unx"'an/)dxdy_ (23)

No obstante, se busca que el espectro de difraccion esté en términos de los cesenos
directores que forma el vector de propagacion k respecto a los ejes coordenados x, y, z; para

este propasito se puede emplear una onda plana, definida por (Goodman, 2005, p. 56) como:
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P(x, y) — e—iZn(unx+vny+Wz) — e—i(k-r), (2.4)

donde’k y/ 1, .son los vectores de propagacion y posicion de la onda plana, respectivamente.
El vector'de/propagacion k = ik, + jk, + kk, es aquel que apunta en la direccion en que
se propaga laionda y es perpendicular a su frente de onda, ademés posee una magnitud igual

al nimero de onda (k| = 27" (Malacara, 2015, p. 209).

Es posible relacionar€l vector de propagacion con los cosenos directores del angulo que

se forma respecto a cada.gje.coordenado, es decir @ = cos 8, , = cos 6, Yy y = cos ,, asi

por geometria se obtiene la€cuacion (2.5),

k,
y =cosf, = o (2.5)

ky
k|’

_ kx

a = cos B, =

p.=.cosb, =
Empleando dichas razones geometrieas se tiene que el vector de propagacion es:

k = ilkla + jlKIB + kikly =\k|(ia + jB + ky) = = (ia + jB + ky).  (26)

Por otro lado, r = ix + jy + kz eS¢l vector.de posicion que representa cualquier punto
del plano del frente de ondas (Hecht,~2000, p.26).sEntonces, realizando el producto punto

entre los vectores k y r, se obtiene:
ker= 2TH(ia +jB + ky) - (ix +jy + kz) = 277T(cr9c+,6’y+yz). (2.7)

Como en este caso se analiza la condicion de que z = 0, entonces se anula el ultimo

término de la expresion anterior, quedando como resultado del preducto punto:
— o [% L B
k-r—Zn[lx+ly]. (2.8)

Sustituyendo el resultado de (2.8) en (2.4) se tiene que la onda plana queda definida con

la siguiente expresion:

P(x, y) — e—iZn(unx+vny) — e—i2n[%x+§y] ) (2.9)

Comparado ambos lados de la igualdad (2.9) es posible definir las frecuencias espaciales

como lo indica (2.10),

11



U, = % ; Uy, =§ . (2.10)

Obteniendose de esta forma la ecuacion del espectro de difraccion angular no propagado

A(%%O) que a diferencia del espectro de difraccion A(u,, v,,0), este Gltimo no se

encuentra en término de los cosenos directores. Reescribiendo (2.3) usando (2.10).

o (oo ion(%xsB
AGL,0) = ['7 177 By, y,2 = 0) e 2 )a % al. (2.11)

2.3 Espectro angular propagado
En esta seccidn se busca obtener da.expresion matematica del espectro angular propagado

A (%gz) que aparece en el plano uyvy, el cual es paralelo al plano xy y se encuentran
separados entre si una distancia z #_.0. D€ manera andloga al caso del espectro no propagado

(Zérate, 2011, p. 9) propuso realizap unatransformada de Fourier del campo eléctrico

difractado E,(x,, y,, z) para determinar4 (%g z),

®© o) —iom( %+ B
A(%L,2) = §E, (v ) = [0 E,Gryp) e 6 D), dy,. (212)

La forma del campo eléctrico E,(x,, y,, z)+Se determina de acuerdo con el teorema de
identidad (Gaskill,1978, p. 185), ver propiedad (A.16), aplicando la transformada inversa

sobre el espectro de difraccion angular propagado,

a

By G n) =5 {4 (8.L,2)) = 277 a(5.2,2) e o@gatal, @13

donde el campo eléctrico E,(x,, y,, z) no solo debe satisfacer la ecuacién (2.28) sino también
ser solucion de la ecuacion diferencial escalar de Helmholtz (Goodman, 2005, p57), la cual
esta dada a continuacion por la expresion (2.14):

(V2 + k2E, =0, (2'14)
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en lasque el operador Laplaciano al actuar sobre el campo eléctrico Unicamente presenta
compenente en el eje z, ya que son ondas escalares no polarizadas y sus planos son constantes

en los ejes x y y. Sustituyendo la ecuacion (2.13) en la ecuacion (2.14) se obtiene:

+00 400
f f ‘2"(/1"2 /13’2) E E
dz? l e
2 [o's) [o's) 1 a E
(B @l gy e a(el g) e rmatal =0, (215)

Factorizando e 2™(7** Ayz)d d — para simplificar el anélisis se obtiene:

400 400

[ T e 5 B o)

..[e"z”( ) g d] 0, (2.16)

por definicion, la exponencial no puede’ser igual a cero, por lo tanto, para que se cumpla la
ecuacion (2.16) es necesario que el primer factor €ntre corchetes sea cero, generandose de

esa forma la siguiente ecuacién diferencial;

B NP 2 _eaNa (2 B )
dzZA(l x’ >+(7L> ¢l-a ﬁM(a’A'Z)_O' (217)
Para resolver esta ecuacion diferencial lineal de segundo=~orden con coeficientes

constantes, se propone una solucién de la forma A( ) = e"?,_que al sustituirla en la

Ak
expresion (2.17) se obtiene:

L+ (& ) (1-a?—pB2)(e™) = 0. (2.18)

Realizando la segunda derivada y factorizando e™ se obtiene la expresion (2.19),
V3 2 V3 2
r2e’ + (27) (1—a?—-pB?(e™) = <r2 + (27) (1—a? - ﬂ2)> e’ =0, “(219)

donde su ecuacién caracteristica es la siguiente,
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r2 4 (27”)2 (1-a?—g2) =0, (2.20)

Al despejar r se obtienen dos raices complejas,

r2=—(27n)2(1—a2—ﬁ2) > r==#i(F)JT-a?-fZ. (221

Como la densidad de energia del espectro que se propaga hacia +z es mayor que aquella
que se propaga en direccion -z, es posible ignorar el resultado negativo de la raiz en la
ecuacion (2.21), ademds ‘debido a que los cosenos directores satisfacen la identidad a? +
B? + y? = 1, puede simplifiearse la raiz a una expresion en términos del angulo y,

a B _ iz—nyz
4(3.8,2) = ceTr. (2.22)

Imponiendo la condicion inicial de z.= 0 en el resultado (2.22), se determina el valor de
la constante C, tal como lo proponen (Zérate, 2011, p.11; Ersoy, 2007, p. 45),

21
A

A (g 20)= cea™ = (2.23)

R

Sustituyendo el factor dado en (2:23) en la_ecuacion (2.22) se obtiene la siguiente

expresion:
A(%L2) =a(2L o), (2.24)

L2TC
donde el factor T = e" 2" se identifica como una funcion de transferencia que multiplica al

espectro no propagado A (%% 0), lo cual genera un espectro angular.propagado A (%%z)
(Zarate, 2011, p.12) sefial6 que es necesario identificar qué condicion debe cumplir la suma
de los cosenos directores al cuadrado de los ejes x y vy, es decir a? + 2, para,generar una
interpretacion que coincida con el fendmeno estudiado, para lo cual se @analizaran los

siguientes tres casos.

CASO 1: Si a? + 2 > 1, entonces se reescribe el coseno director y,

y=yJl—a?2—-p2=J(-D(-1+a2+p2) =i/(a*+p2-1). (2:25)
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Como se aprecia en la ecuacion (2.25) el coseno director obtenido es la parte imaginaria
de un-numero complejo, que al sustituirse en la ecuacion (2.24) da la expresion (2.26) que
corresponde. ‘@ un espectro de difraccion evanescente, en el cual las ondas se atenlan
conforme se-propagan una distancia z y no transportan energia fuera de la apertura
(Goodman, 2005, p.58). Este caso no es el adecuado al que se esta estudiando.

a(%L,2)=a (8L 0)e 7V (2.26)

2 P

CASO 2: Si a? + 2= 1, entonces se reescribe el coseno director y,

y=+J1-(a?2+p%)=0. (2.27)

L2TC
Si esta igualdad se cumple, entences la funcion de transferencia T = e"27? = 1, lo que

B

genera una incongruencia en la cual el espectro angular no propagado A (% > 0) es igual al

propagadoA(%,%,z).
A(%,%,z) =A(%,§,o). (2.28)

CASO 3: Si a? + B2 < 1, entonces el cosenogdirector y se define como se aprecia a

continuacion:

y=y1=(a?2+2>390. (2.29)

En este caso el coseno director adquiere valores positivos y.ademas se interpreta como
una propagacion de las ondas en las direcciones a y . Asi se reescribe la ecuacion (2.24)

del espectro usando la expresion (2.29), de la siguiente manera:

A% 2)=a(250) ela /1@ D)z (2.30)

I)II EIE' )

el cudl es el caso que corresponde al fendbmeno abordado.
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2.4 Propagacion del espectro angular a angulos pequefios

Se puegde reescribir la raiz en el exponente de la funcion de transferencia de la ecuacion (2.30)
para obtemer, una expresion mas sencilla usando la consideracion de que el vector de

propagacion keforma un angulo de 6, respecto al eje z cuya magnitud es pequefia, de hasta

aproximadamente % rad (Hecht, 2000, p.447), y usando el teorema del binomio de Newton,

el cual indica que, para una diferencia de términos elevada a un exponente, se tiene:
(x =)= (J)x™ — (Dx™ b+ (5)x"2b? ...+ b™. (2.31)

Considerando x = 1, b = @ + 2, n = 1/2 y desarrollando una aproximacién con solo los

dos primeros términos de la serie’dada en (2.31) se obtiene:
1 1 1 1,
[1-(a?+ p*)2~ ((z)) 16) - (i) 16 (a2 + BA). (2.32)

1 1
Calculando los nimeros combinatorios (g) y (g)

(é) G 21 (2.33)
0 O!G_O)' g - .

2 172! 1/2! ym 1

(i) - 1!(%—1)! - 1!(_%)! ~ 2 (2.34)

Sustituyendo los resultados dados en (2.33) y (2.34) en (2¢32):se llega a la aproximacion
para angulos pequefios

1

[1—(a?+ 2] ~ 1 -~ (a® + f2): (2.35)

Reemplazando la ecuacidén (2.35) en la funcién del espectro propagado.dada en (2.30),
este queda definido de la siguiente manera:

A (%, %, Z) =A (%,g, O) eiz%z[l_%(“2+ﬁz)] = eizTnze_%z(“Z‘*ﬁz)_ (2.36)

Reescribiendo la expresion (2.36) al introducir el nmero de onda en el primer factor'y
multiplicar el exponente del segundo factor por% = 1, para obtener las frecuencias espaciales
dadas en (2.10) se genera la ecuacién (2.37),
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a 2
A (%,é,z) =4 (%’%0) pikzo=(3)52(a?+57) _ eikze‘i"’lz[(Z)ZJr(g) ] . (2.37)

Como0 _se determiné anteriormente, el cociente de cada coseno director y la longitud de
onda A corresponde con las frecuencias espaciales u, y v,. Sin embargo, los cosenos

directores a y'8 akconsiderarse angulos pequefios pueden abordarse de acuerdo con la optica

paraxial de la siguiente forma:
a = cosB, =cos(m—0,) =sinf, = 0, = % (2.38)
f'=/€os 0, = cos(mr — 6,) =sinb, ~ 6, = % (2.39)

Dividiendo ambos lados de las ecuaciones (2.38) y (2.39) entre A, se obtienen las
frecuencias espaciales paraxiales w.y» v, que quedan definidas a continuacion:

al \x,

i _E_.VZ
=N v=- (2.40)

u = = —.
zA

Finalmente se reescribe el espectro angularpropagado definido en (2.37) en términos de

estas frecuencias paraxiales,
A(u, v, 2) '=A(u, v, 0)ekz—inAzu? +v?] (2.41)

Obteniendo la transformada de Fourier inversa deda_expresion (2.41), ver propiedad
(A.14), se determina la forma explicita del campo eléctrice. de las ondas difractadas y

transferidas una distancia z,
FHAMw v, 2)} = e™ 2 F HAw, v, O)e‘i”lz[“2+”2]}. (2.42)

Considerando que la transformada inversa de Fourier del espectro dexdifraccion es igual
al campo eléctrico difractado y de acuerdo con el teorema de la transformada de Fourier
inversa de un producto de funciones, ver propiedad (A.22), el resultado de esta-operacion es
igual a la convolucion de sus transformadas inversas individuales (Zarate, 2011, p. 15),

entonces la ecuacion (2.42) quedaria expresada como:

E,(x,,v,2) = e*?Ey(x,y,z = O)®‘{§‘1{e_i"’12[“2+”2]}. (2.43)
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Para obtener la transforma inversa de Fourier de la funcidn exponencial se hace uso de
la definicion de la transformada inversa de Fourier para dos variables (Goodman, 2005, p.5),
ver propiedad (A.15),

c&—l{e—inlz[u2+vz]} — f+°° f+°° ei27r(uxz+vyz)+[—im’Lz(u2+v2)] dudv. (2.44)
Separando las variables de integracion se obtiene:
g_—l{e—inlz[u2+v2]} —
U‘jo‘;o ei2nuxz—im12u2 du] [f_"‘o‘: ei2nvyz—im12v2 dv]. (2.45)

(Zarate, 2011, p.15) propuse‘resolver ambas integrales de la ecuacion (2.45) mediante el

uso del siguiente resultado integraldado por (Spiegel, 2014, p.113).

[o9] b2
f:“oo e—axz—bxdx = \/geﬁ_ (2.46)

Para la primera integral en (2(45)-se obServa que a = inAz, b = —i2nx, y siendo u la

variable independiente.

. . (mizmxz)? imx 2
f+oo e—mlzu2+12n'xzudu = X eg4limiz) = = e AZZ . (247)
—00 inAz ilz

Anélogamente, la segunda integral de (2. 45) se realiza_de la misma forma y bajo las

siguientes consideraciones a = imAz, b = —i2my, Yy siendo v*la variable independiente.

f_"’:e—in)lzv2+i27ryzvdv = |—e a4 (2.48)

Entonces la transformada inversa de la funcion exponencial se Obtiene mediante el
producto de los dos resultados anteriormente determinados, por lo que sustituyendo (2.47) y
(2.48) en (2.44),

8—1{e—imlz[u2+v2]} — (é) e%(xzz+yZ2)_ (2.49)

Sustituyendo (2.49) en la ecuacion (2.43) del campo eléctrico difractado y propagado,se

obtiene:
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ikz i ikz ik
£, (% ¥, 2) = S Eo(x,y,2 = 0)@e* 77") = S E (x,y,) @™ 7). (2.50)

2.5 DifracCion en la region de Fresnel

La difraccion de Fresnel o de campo cercano se presenta si la fuente luminosa puntual, la
pantalla o ambas sestibican cerca del plano xy, que es aquel que contiene la abertura
difractora. En este tipo de.difraccion se obtiene sobre la pantalla de distribucion un espectro
cuya forma no difiere mucho.de la geometria de la abertura utilizada y que estd acompafado
por unas pequerfias franjas en su-periferia; ademas conforme se aleje esta pantalla del objeto
difractor, el espectro presentara”Una. mayor estructura y las franjas se volverdn mas
prominentes, pero debe considerarse’que si la pantalla esta muy lejos de la abertura, entonces
la fuente debe colocarse cerca de esta(ultima o disminuir la longitud de onda A — 0, de lo

contrario ocurriria la difraccion de Fraunhofer (Hecht, 2000, pp.445-447).

Se conoce como region o zona de Eresnel al'espacio geométrico, cuya distancia z medida
desde el plano difractor xy hasta el*plano de ‘diStribucion x,y, se encuentra dentro del
intervalo 0 < z < oo; es decir, que la pantalla en la que se observa el espectro nunca se
posiciona opticamente en el infinito, ya que-esa~region corresponde a la zona de Fraunhofer
(Ersoy, 2007, p. 63).

Para obtener la integral de difraccion de Rayleigh-Sommerfeld dada por (Goodman,
2005, p. 74); (Zarate, 2011, p. 17) propone escribir explicitamente-a’integral correspondiente
a la convolucion (2.50), ver propiedad (A.1), realizando un desplazamiento de las variables

X,Y, €n un espacio xy, asi se obtiene (2.51),

elkz T +o
B, Gz ynz) = iz eZZ(xZ +e’) f f Eq(x,y) ezz(x +y?)
e —izm(32 x+—3’)dxdy, (2'51)

la cual es equivalente a la transformada de Fourier del campo eléctrico inmediatamente

ik
después de la abertura difractora E,(x,y) multiplicando al factor de Fresnel ez X Y%,
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Igualmente, fuera de la integral intervienen un factor e%(xzzﬂ’zz) que se interpreta como un
factor cuadratico que indica que la fase es una distribucion esférica de las ondas propagadas
hasta el plano x,y,, y el factor de propagacion e**?; el cual permite una transferencia del
campo difractado E,(x, y) una distancia z. Reescribiendo (2.51) como una transformada de
Fourier bidimensional en términos de las frecuencias espaciales paraxiales que estan dadas

como lo indica la‘ecuacion (2.40), se tiene:

lkZ

E,(x, y57) = o g3alvs 42 )i‘y{E (6, y) ez’ +y2)} . (252)

Xz Yz
U=z vTa

iAz

No obstante, la amplitud del campo eléctrico puede reescribirse de acuerdo con la
expresion (2.1) en términos de“lasfuncion de transmitancia t(x,y) Y E;um = cte; ademas
realizando algunos desarrollos matematicos y de acuerdo con el teorema de convolucion, la
transformada de Fourier del producto de, funciones, es la convolucién de las transformadas
de Fourier individuales de cada funcion (Gaskill, 1978, p. 197), ver propiedad (A.23), asi se

llega a la expresion siguiente:

Byt y,7) = B2 G g e fent )] @sy)

ilz

. B ik 2, 2

Por otro lado, la transformada de Fourier"del factor.de Fresnel, es decir, ezz(" +y )da
K(x2+yz) :  —imzA(u?+v?) 4 :

como resultado & jezz = zlie , con lo cuakhel factor entre paréntesis de

la ecuacién (2.53) se interpreta como la transformada de” Fourier de la funciéon de

. . . ., . 24,2
transmitancia convolucionando con la funcion zAie 2?2 +v%) |0 que.genera (2.54).

E,(x, v, 7) = llul# —(xz +y,° [i}{t(x y)})®2/11e“”z’1(” +v2)] (2.54)

2.6 Difraccion en la regién de Fraunhofer

La difraccion de Fraunhofer o de campo lejano ocurre siempre que la fuente y la pantalia gn
la que se distribuye el espectro estan lo suficientemente distantes del objeto difractor

(Malacara, 2015, p. 286). En este tipo de difraccion el patron obtenido estara extendido
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presentando poco o nada de parecido con la geometria de la abertura, ademas al mover la
pantalla unicamente habré variacion en el tamafio de la distribucion y no en su forma. Para
obtener smejores resultados en la difraccion de Fraunhofer se recomienda aumentar la
longitud de“onda A — oo para que la fuente luminosa parezca opticamente en el infinito
(Hecht, 2000,\p446), no obstante, esto puede resultar complicado ya que usualmente no se
tiene control sobre'ese parametro, por lo que (Malacara, 2005, p. 85) propone emplear una
lente que produzca frentes de onda planos para dicho propésito; no obstante en este trabajo
de tesis Unicamente Se~producird la difraccion de Fraunhofer colocando la pantalla de

distribucion muy alejada respecto al plano que contiene el objeto difractor.

De acuerdo con (Zarate, 2041, p.19) se define la regién o zona de Fraunhofer como
aquella en la cual se cumple la condicidn de que la distancia z que separa el plano objeto xy
y el plano de distribucion x,y, seale"suficientemente grande como para considerar que el

patrén de difraccion se distribuye opticamente en el infinito; es decir z - oo.

Usando nuevamente la ecuacion (2.50) cemo punto de partida, (Ersoy, 2007, pp. 74-75)
propone determinar el campo eléctrieg correspondiente a la zona de Fraunhofer, colocando
dentro de la integral todas las funciones-exponenciales, esto con el proposito de facilitar su
analisis,

400 (400

1 )ik
E,(x2,Y7,2 > ) = 7 f f Ey(x, Y)elkzeﬁ(xzzwzz)

—00 —00

.. ez ) m2n(FEx ) gy, (2.55)

Simplificando (2.55) se obtiene lo siguiente,

+00 400
1 ik
E,(x,, v,z > o) = = J f Eo(x, y)eLkze;—z[(x22+y22)+(x2+y2)]
IAZ
P Xz, .Yz
e_lzn(ﬂx+ﬂy)dxdy. (2.56)
; Xz, .Yz
Por otro lado, para escribir el factor de la transformada, es decir e‘lz”(E“EJ’) como

uno de los factores que multiplica a ;—Z es necesario multiplicar su exponente, es decir
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. 2 .
—i2mw (%x + %y) por el factor f para que no se vea afectado su valor, tal como se aprecia

en (2.57),
et (25) )] Z oG] _ - EOE] | e

Como k = 2—;— (Malacara, 2015, p.209), entonces se reescribe el lado derecho de (2.57).

(2B 2 i) =

Sustituyendo (2.58) en (2.56)se obtiene la siguiente expresion,

+00 400

Ez(xz,yz,z - oo) = _;_ f f Eo(x, y)eikze;—];[(xzz+yzz)+(x2+y2)]
INZ

—00 _~—00

e;_t[_z(xzx” 2] dxdy. (2.59)

Simplificando, resulta la ecuacion:(2:60),

+oog + 0o
1 .
E, (x5, Y,z = ) = 0 f J Eq(x,y) e ...
e e L G R = 2 (2.60)

Por el trinomio cuadrado perfecto, (x,2 + y,%) + (x2 + y2)= 2(x,x + y,y) = (x —
x,)? + (y — y,)?, sin embargo para la condicién de Fraunhofer se débeletmplir que z — oo,
entonces x, > x Yy y, > y, ademas por ser una funcion par (—x,)? =42, lo mismo que

para (—y,)? = y,?, asi (2.60) se reescribe como:

400 +o0
1 .
E,(x;,V; 2z > ) = T f f Ey(x,y)e™? ...
... el 0?92 =204 g ) (2:61)

Escribiendo (2.61) en términos de las frecuencias espaciales paraxiales u y v se obtiene:
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+00 4o

1 ik
E;(x2, Y72 > ) = 7 f f Ey(x, y)elkzeﬁ(xzz"’yzz)

.. @ "2 YY) gy, (2.62)
Colocando fuera de la integral los factores que no dependen de x e y, se aprecia que la

expresion (2.62) corresponde a la transformada de Fourier bidimensional en términos de las

frecuencias espaciales paraxiales, es decir:

lkzezz( z 3’z

Ez(xz: Yz'Z = oo) - —g{EO(x Y)}u— Z, U—ZA (2-63)

donde Ey(x,y) = Ejumt(x,y).como lo indica la ecuacion (2.1). Realizando algunos
procedimientos matematicos el campo_de difraccion en la zona de Fraunhofer finalmente es

el siguiente:

elkzeﬁ( 22+J’zz)

E, (%7 2,2 = ) Ebjum =77 St y)}ymz e (2.64)
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CAPITULO 3
MODELOS DE DIFRACCION GENERADOS CON
DOS ABERTURAS DE TRANSMITANCIAS
ESPECIFICAS

En este capitulo se presentan los desarrollos tedricos para obtener la funcion del espectro
difraccion en distribueidn.de intensidad para cada objeto difractor de geometria especifica,
en las regiones de Fresnehyde Fraunhofer, partiendo de la funcion de transmitancia asociada
a la forma de la abertura difracCtora, por lo cual se hard uso de las funciones matemaéticas
rectangulo y circulo, a las que-poesteriormente se les determinara su transformada de Fourier

o0 de Fourier-Bessel, segun sea el.easo.

3.1 Espectro de difraccion(producido por un par de aberturas
rectangulares

El primer objeto difractor empleado esta compuesto por dos aberturas de geometria
rectangular o rendijas; ambas idénticasw con las siguientes dimensiones lineales: ancho [,

altura L, y espesor pequefio l,, siendo estasdltima magnitud despreciable. Estas aberturas

rectangulares estan separadas entre si una distancia 2ds«

NY

Figura 3.1 Primer objeto difractor compuesto por dos aberturas rectangulares desplazadas.
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La” funcién de transmitancia t(x,y) asociada al objeto difractor queda definida de
acuerdo«cop el esquema de la Figura 3.1, como una combinacion lineal de dos funciones
rectangulo,‘es-decir,

t(x,y) =rety (— —) + ret, (x+d i), (3.1)

donde d es la distancia que las aberturas estan desplazadas en el eje x respecto al origen, ¢
es suancho y b es su altura; ademas, de acuerdo con la definicion matematica de la funcién

rectangulo planteada por (GasKill, 1978, p.42), se tiene:

. |x—d 1 1

1Sl|c <E'|%|<E

x—-d y 1 . |x—d 1 |y 1
ret (——)— —sz—=—|—|=—. 3.2
1\ ¢ ’p 2’ c 2’ |pl 7 2 (3.2)

. |x—d 1 1

0,si |— >—,|X|>—

c 2 1b 2

x+d 1 |y 1

1Sl| <= |—|<—

( c 2’ b 2

x+d 1 ,x+d 1 1
ret, (—,X)— -, Sl |=— ——,|X| == (3.3)

c b 2’ C 2 1b 2

x¥d 1 1

051| >—,|X|>—

2”p 2

Las ecuaciones (3.2) y (3.3) corresponden aylas funcienes rectangulo que se encuentran

desplazadas hacia +x (derecha) y —x (izquierda), respectivamente.

3.1.1 Region de Fresnel

De acuerdo con la ecuacion (2.54) el campo eléctrico E,(x,, y,, z) difractado y propagado en
la region de Fresnel, se determina mediante la convolucion de las transformadas de Fourier

de dos funciones, siendo una de ellas la que corresponde a la funcion de transmitancia t(x, y)

LLIGW T . ., .,
y la otra al factor de Fresnel e2eX*HY ), por lo tanto, a continuacion, se determinara

F{t(x,y)} donde t(x, y) esta dada en la ecuacién (3.1).

Por definicion de la transformada de Fourier y el teorema de linealidad, ver propiedad

(A.12), se tiene que:
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S{ret1 (%%)+ ret, (x+d i)} \s{rectl( —d y)}+\s{ etz( *d i)} (3.4)

Debido al teorema de desplazamiento, ver propiedad (A.17) y al teorema de

escalamiento, ver propiedad (A.18), la ecuacion (3.4) se reescribe como,

R {retl (%,%) + ret, (@,%)} = cb e 7% G (cu, bv) + cb ™ G(cu, bv). (3.5)

De acuerdo con (Goodman, 2005, p. 14), la transformada de Fourier de la funcion

rectangulo es la funcion.seno cociente,

G(u,v) =F{ret(x,y)} = (i) (i) sen(mu, tv) = sinc(u, v). (3.6)

Entonces sustituyendo la ecuacion (3.6) en (3.5) se obtiene:

x—d X+ d .
S{retl ( . ,%) + ret, ( ) ,%)} = che ™ %gsinc(cu, bv) + ++-

..che?™ ¥ sinc(cu, bv). (3.7)

Luego, se puede escribir la ecuaciénidel campo difractado y propagado (2.56) de acuerdo

con (3.7) como,
E, (x5, ¥, 2) = le‘“‘#ei("zz”“ ) [(cb e 2mduginc(cu, bv) + -
..che?™ ¥ sinc(cu, bv)) ®e‘i””(”2+”2)]. (3.8)

Aplicando la propiedad distributiva de la convolucion, ver propiedad (A.4), en la ecuacion
(3.8), se obtiene:

. ik . f
E,(x2, Y7, 2) = Euumelkzcbei(xlz” Zz)[e“z”d“sinc(cu, bv)Qe AW 4v?) 4
- e gine(cu, bv)@e AW V)], (3.9)
Aplicando la propiedad conmutativa de la convolucién, ver expresion (A2), en la
ecuacion (3.9) se determina,
E,(x,,v,2) = Eilumcbeikzen(xz Yz )[ —imzAU V) @ ~i2mdU gin e (cy, by) + ---

. e—inzl(u2+y2) ® eiznd”sinc(cu, bv)]_ (3.10)
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3.1.171 Realizacion de la primera operacion de convolucién

Realizando la primera convolucion de la ecuaciéon (3.10) usando como variables de
desplazamiento S vy y, que corresponden al espacio de frecuencias paraxiales u 'y v y el
concepto de-integral de convolucidn, ver definicion (A.1), se obtiene:

—inz)t(u2+v2)®e—iZ"d“sinc(cu, bv) =

e
JZ 5 e maE ) gmi2n AR sinc(c(u — ), b(v — y))dfdy. (3.11)

Luego de distribuir fos*términos de las exponenciales de manera conveniente, la parte

derecha de la ecuacion (3. 11) se reescribe como,

e~ izmdu U e iz (B*)+12md(B) gim e[ ¢ (u — ﬁ)]dﬁl

— 00

UOO e sinc[b(v — y)]dyl. (3.12)
Separando integrales se tiene:
f_moo o —THZNB? +i2md Sine(c(u— B))dp, (3.13)
y también
[Z ez sinc(b(v —7) )dy. (3.14)

PRIMERA INTEGRAL.: A continuacion, se presenta el desarrello para la realizacion de
la primera integral, es decir la que esta dada por la ecuacion (3.13) conVariable de integracion

B utilizando el método de integracién por partes, de acuerdo con el cual,
[ gdh = gh — [ hdg. (3.15)
Haciendo que la variable g sea:

sen(mc(u-p))

g =sinc(cu—p)) = cap) (3:16)
donde su diferencial puede expresarse por fines practicos de la siguiente manera,
dg = d[sinc(c(u - §))] = d [F2ELD)], (3.17)
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Por otro lado,
h= J‘e—inzlﬁ2+i2ndﬁdﬁ_ (3.18)

Esta expresion puede resolverse usando el siguiente resultado integral (Spiegel, 2014,
p.113),

© gmap~sp gg = [T ot
Jo, e s dﬁ—\/;e , (3.19)

donde haciendo el cambio‘de variable @ = inzA y s = —i2nd, el resultado de la integral

(3.18) es el siguiente,

T (iznd)? T imd?
e 4inmzA = e zA , 320
imzA inzA ( )

Luego, la integral por partes (3.15)-sexreescribe sustituyendo las expresiones (3.16),

(3.17) y (3.20),
_ z  ind? sen(mé(u- ﬁ)) 4 P L sen(mc(u-p))
f‘gdh - \’ inzA S ” “ [ mcu=p) _I_ \}inzle i f—oo d [ mc(u-p) I’ (3.21)

El primer término del miembro derecho de la ecuacién«(3.21) es cero, ya que de acuerdo
con un andlisis de limites siguiendo lo planteado por.(Stewart, 2012, pp.136-140)

sen(mc(u-p))

fote  mc(u—p) = 0; quedando Gnicamente:

md” oo 1 sen(nc(u—ﬁ))

fgdh - m:zl —°° TL’C (u-p) (322)
Derivando la funcion seno cociente se reescribe (3.22) de la siguiente manera,
B = iﬂd o 1 [(u-B)cos(mc(u-p))(-mcdpB)
fgdh = " \ma f—oonc[ (u—-p)? Bl
T mT e 1 [sen(mc(u-p))(dB)
inzA ) e e [ (u-p)? | (323)

Cambiando los limites de integracion y factorizando la raiz (3.23) se reescribe como,
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ind?
_ | 2 (o cos(nc(u-B))(-mcdp) 2 (oo sen(mc(u—B))(dp)
f'gdh - P— i {n’c fO [ (u-p) + TTC fO [ (u-p)? } (3.24)

Realizando la primera integral de la ecuacion (3.24) por partes, usando la representacion,

[ kdn = kn — [ ndk, (3.25)

en donde haciendo gue

1 1
k= wm k= gy P

(3.26)

mientras que

n = [dn& [os(nc(u— B))(—rcdB) = sen(mc(u — B)). (3.27)

Por lo tanto, la primera integral_de la ecuacién (3.24) se reescribe de acuerdo con las
ecuaciones (3.25), (3.26) y (3.27), ademas se sabe que la funcidn seno cociente evaluada en
infinito es cero, de acuerdo con lo planteado por (Stewart, 2012, pp.136-140), asi se obtiene

el siguiente resultado,

3 sen(me(ul= ,8))]00 A 2 sen(nc(u — B)) _
e ; f 8-
_ sen(re@) 1 oo senlmeyp)) (3.28)

(W) P (uzp)?

Sustituyendo la ecuacion (3.28) en la ecuacion (3.24) se obtiene:

= nd? ) sen(mcu) 2 oo senfc(u-p))
fgdh = — in-zle zA {E—(U) _Efo u—p)2 dﬁ + -

2 oosen(nc(u—ﬁ))dﬁ
[ } (3.29)

o
Debido a que se cancelan términos la expresion se reduce, quedando Uni€amente:

_ 1 imd? sen(mcu) _ 1 md?
[gdh =2 ’Ee =2 /ae 22 sinc(cu). (3.30)

SEGUNDA INTEGRAL: A continuacion, se presenta el desarrollo para la realizacion
de la segunda integral, es decir la que estd dada por la ecuacion (3.14) con variable ‘de

integracion y; de acuerdo con la definicion (A.1), se tiene:
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e—inz)l(vz)®sinc(bv) = f_oooo e_i”Z/WZ SinC(b(U - V))d)/- (331)

Utilizando nuevamente el método de integracion por partes; se propone:

[ndm = nm — [ mdn. (3.32)
Haciendo\que;
. sen(mb(v-v))
n =sinc(b(v —y)) = ey (3.33)
entonces,
, sen(nb(v-y))
dn.= d[smc(b(v - )/))] =d [T—y) : (3.34)

Mientras que para m, se tiepe:

m=[" e~imzAY® gy 7 fooo cos(nzAy?) dy — 2i fooo sen(mzAy?) dy. (3.35)

Por conveniencia se realizara un cambio de variable en las integrales de (3.35) haciendo
1

que t=mzly’ oy = \/t—_ también dy =

, ademas, en el caso en que y —
2t2\/nzl

oo, implica que t — oo, de manera similar cuando y»— 0, implica que t — 0, asi se obtiene,

Oocos(t)d 2i oosenl(t) dt . (3.36)
zdﬁf
t2

2nzZ 0 2
Las integrales de (3.36) pueden resolverse de manera<independiente utilizando los
siguientes resultados propuestos por (Spiegel, 2014, p.111) en donde la expresion I'(p) es

la funcion Gamma de p,

o cos(x) T
<
fo — = o)’ ,para 0 < p <1, (3.37)
0 (x) T
[z = ,para0 <p < 1. (3.38)

0 xp x= 2F(p)sen( )

Sustituyendo (3.36) en las ecuaciones (3.37) y (3.38) para cada caso,-se tienen los

siguientes resultados,

1 oo cos(t)
— Jy T dt = ler Joos{ )l para 0 < = -<1, (8.39)
i o sen(t) _ T 1
— Jy T dt = mlﬂ"(l)sen(z)l ,para0 <= <1, (3.40)
2 4
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como’ I’ G) =/ (Spiegel, 2014, p.4), ademas de que cos G) = sen G) = \/2—5 (Spiegel,

2014, p45), las ecuaciones (3.39) y (3.40), se reducen a las siguientes expresiones:

1 oocos(t) V2 _ 1 T
el —1 rv—Lfrl =zl =meos () (341)

oosen(t) _ i Q _ i n
Tk At rv—Lfrl =zl =msen (3 (342)

Con base en las ecuaciones (3.41) y (3.42) la ecuacion (3.36) se escribe en la forma,

m = jooe—inzlyz dy = \/%COS (%) - \/;._Asen (%) =
— 7z 7

\/%7 (cos G) —isen (g)) (3.43)

Reescribiendo la cantidad compleja entre paréntesis usando su representacion

exponencial, se obtiene esta simplificacién:

cos G) — isen G) % d = (.9_7“)E = (iY)? = i)z = % (3.44)
Asi, se llega al siguiente resultado para m :

V. 1 1
m=[" e lmzdy’ dpSi—=— . (3.45)

Uniendo las ecuaciones (3.33) y las ecuaciones (3.34).y. (3.45), como indica la integral
por partes de la expresion (3.32) se determina,

1 sen(nb (v—y)) *©

fndm - VzAi  mwb(v—y)

[sen(n'b (v—y)) (3.46)

N f—OO Th(v—y)

—00

. ~ 1z . . b
Sin embargo, como se sefialé anteriormente lim *"C2¥=1) £\ antonces se cancela

yoto mb(v-y)

el primer término de (3.46) quedando en la forma siguiente,

_ 1 (o sen(nb(v-v))
[ndm = ——=[% d[=2 L) Zerd. (3.47)

El proceso para resolver dicha integral es similar al ejecutado a partir defla_ecuacion
(3.22) a la (3.30); resultado:

[ndm = 2%%581(;?”) =2 \/%sinc(bv). (3728)

Finalmente, el resultado de la segunda integral, dada por (3.31), de acuerdo con la

ecuacion (3.48) es,

31



e~ A @sinc (bv) = 2= sinc(bv). (3.49)

Ahora, reuniendo los resultados (3.30) y (3.49) en la ecuaciéon (3.11) se obtiene

finalmente el resultado de la primera convolucion,

. 2,2 j :
e~ imzA(u*+v )®e_12”duSlTlC(CU, bv) =

] ind?
g=mdu | o | L T sinc(cw) | (2 == sinc(bv)), (3.50)
izA Vzai

que al simplificarse se tiene:

) . ind?
e ~imzAU+v*) @ o~ 2T i o (cy, bv) = %e 22 e~ MU (sinc(cu, bv)). (3.51)

3.1.1.2 Realizacion de la segunda‘operacion de convolucion
Un tratamiento similar al de la convolucion anterior puede emplearse para resolver este caso
originalmente planteado en la ecuacién.(3.10) y'retomado en esta seccién como la expresion
(3.52), ya que, si se comparan la primera y segunda convolucion, es decir la parte derecha de
(3.11) con (3.52) la unica diferencia se ‘encuentra en el signo del exponente de uno de los
factores. Como en el caso anterior, a continuacian, se escribe explicitamente la convolucion
ver la definicion (A.1), pero ahora se emplean como variables de desplazamiento &y p, que
guardan correspondencia con el espacio de frecuencias paraxialesu y v,
e—inz/l(u2+u2)®eizmu sinc(cu, bv) = f_‘”oo f_°°oo e—inzl(62+p2) ei2nd(u—6)sinc(c(u _

..8),b(v — p))dddp. (3.52)

La doble integral de la ecuacion (3.52) se puede escribir en la forma,
e—irrz)l(u2+v2)®ei27rdu sinc(cu, bv) = elzmdu Ujooo e—in’zASZ—iZHdS sinc(c(u _
- 8))dé] [fjooo e~"220* sinch (v — p)dp). (3.53)

PRIMERA INTEGRAL.: Utilizando el método de integracién por partes para resolver la

primera integral de la ecuacion (3.53), esto es, haciendo uso de la siguiente formulacion,
[ odp = op — [ pdo. (3.54)
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Haciendo que

. sen(nc(u-38))
o = sinc(c(u—9)) = )’ (3.55)
donde el diferencial do, se escribe por fines précticos de la siguiente manera,
. (u-6)
do = d[sinc(c(u—8))] =d [—Se’jff(;fa) ) (3.56)
Por otro lado, paraJa variable p,
p = fe—in'z)l82—i27'[d5 ds. (3.57)

La integral (3.57) se resuelve‘usando el resultado propuesto por (Spiegel, 2014, p.113) y
planteado en la ecuacion (3.19),¢pero a diferencia de la primera convolucion, ahora se

propone que @ = imzA y s = i2ndgentonces se obtiene:

= (ignd)z ind?
— e il = J: e z1 , (3.58)
Luego, la integral por partes (3.54)\se reescribesusando (3.55), (3.56) y (3.58),
|1 ind? sen(mc(ut38)) *© ”Td sen(mc(u-5))
dep - \/%e “ [ nc(u—=6) ]_oo \/7 f d[ nc(u—=5) ] (359)

Esta integral es idéntica a la planteada (3.21) por lo tanto el resultado puede obviarse y

de acuerdo con (3.30) se obtiene:

i d? sen(mcu) 1 imdZ
fodp =2 a ——— =12 |—easinc(cw). (3.60)

SEGUNDA INTEGRAL: Ahora, para completar la segunda convolucion debe resolverse

la segunda integral de la ecuacion (3.52), misma que se escribe explicitamente a

continuacién, ver definicion (A.1), con variable de integracion p,
e~ AV Qsinc (bv) = ffooo g~ imzip? sinc(b(v — p))dp. (3.61)

Por observacion resulta evidente que la integral de la ecuacion (3.61) es idéntica‘a la
integral (3.31) por lo que de nuevo puede obviarse el resultado y de acuerdo con (3.49)se
tiene que:
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e~ A Qsinc (bv) = %sinc(bv). (3.62)

Ahora, reuniendo los resultados (3.60) y (3.62) tal como lo indica la expresion (3.53), se

obtiene el resultado final de la segunda convolucion, el cual es:

—imzA(u?+v?) Rei2mdu

e sinc(cu, bv) =

; 1 imd? 2 .
gl2mdu [2 /ae 22 smc(cu)l [ﬁsmc(bv)], (3.63)
que al simplificarse genera‘laexpresion:

i 24,2 ; } ; imd? 4
e ~ImEAWHYT) @ 2T sinc(cu, bv) = 4ei2™ e za — sinc(cu, bv). (3.64)

3.1.1.3 Distribucion de amplitud del_campo difractado obtenido sumando los
resultados de ambas convolueiones

Ahora, la distribucion de amplitud deas.ondas difractadas y propagadas una distancia 0 <
z < oo desde el plano objeto, se detérmina sustituyendo las ecuaciones (3.51) y (3.64) en

(3.10), obteniéndose de esta forma,

ik . d2
E =E. peikz x4y 2P| 4 o o b
2 (X2, Y2, 2) = Eyqumcbe™*ezz L€ e sinc(cu, bv) +

ind? |
o et gin (Gl bv)}. (3.65)

Factorizando

. ik, 2 A,
DE: ikz 57 (Xz°+yz*) imd® i )
E,(x,, y,, z) = *2Eium® izizz e 7z sinc(cu, bv)(e~12mdu 4 gi2ndi)  (3,66)

Por identidad trigonométrica se obtiene,

ik
ez2z
izA

(x22+y22)  imd?

e z2 sinc(cu, bv)cos2mdu) . (376Y)

SCbEuume”“Z

E, (xz: Yz, Z) =

donde x,, y, puede reescribirse en términos de frecuencias espaciales paraxiales u, v en 1a

forma uzAd = x, y vzA = y,, quedando:
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8CbE; ikz ,imAz(u?+v?) M )
2 tum® iz: e z2 sinc(cu, bv)cos(2mdu) . (3.68)

GZ(uy v; Z) =

La eetacion (3.68) se interpreta de la siguiente forma: en la regién o zona de Fresnel, la
distribucion_de.la amplitud del campo difractado y distribuido en el espacio de frecuencias
paraxiales u,vy sigue siendo un campo eléctrico. De acuerdo con el primer factor
exponencial, este,campo se ha desplazado una distancia z desde el objeto. Ademas, su fase

se distribuye en una'esfera, como se indica en el segundo factor exponencial. Esta desfasado
- 1 .. ., . .
en g lo que se refleja emel factor ~ La forma de esta distribucion se describe mediante el

producto triple de funciones“de la ecuacién mencionada. Al obtener la parte real de la

ecuacion (3.68), se genera la sigtiente expresion:

8chE; md?
[G,(w, v, 2) ] reqs = —”W—Lcos(kz)cos(mlz(u2 +v2))cos | — | ..
zA zA
...sine(cu,'bv)cos(2mdu)cos (g) =0, (3.69)

donde el factor cos (= , correspondiénte al desface, es el responsable de que la ecuacion
2

(3.69) sea igual a cero, lo cual no tiene correspondencia.con el fenémeno fisico estudiado,
pues esto implicaria que no existe una distribucion de-amplitud del campo eléctrico. Por otra
parte, al obtener la parte imaginaria de la ecuacién (3.68) se'tiene el siguiente resultado:

8cbE;; md?
[G,(w, v, 2)]imag = %sen(kz)sen(n&z(u2 +v%))sen <ﬁ>
...sinc(cu, bv)cos(2mdu)sen (g) . (3.70)

Por otro lado, la distribucién de intensidad se calcula utilizando la siguiente ecuacion:
I(w,v,2) =G, (w,v,2)|. 3.71)

Al aplicar (3.71) en la distribucion de amplitud dada por (3.70) se obtiene:

8¢hE;pum\’ d?
[I(u,v,2)]imag = (%) sen?(kz)sen? <7>

.. sen?(mAz(u? + v?))sinc?(cu, bv)cos?(2mdu). (3.72)
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La’ecuacion (3.72) se interpreta como la intensidad del espectro de difraccion en la zona
de Fresnel, mediante un andlisis se observa que interviene un triple producto de funciones,
en el cual se‘propone que la funcion senz(n/lz(u2 + vz)) sea moduladora generando una
zona central-oscura con lineas de alta intensidad luminosa a los costados; mientras que la
funcion modulada; seno cociente al cuadrado sinc?(cu, bv), es la responsable de resaltar la
intensidad luminica de nicamente ciertas lineas principales, que se visualizaran como dos
I6bulos brillantes. Finalmente, se plantea que, debido a la funcion modulada, coseno
cuadrado cos?(2mdu),(existiran franjas de interferencia de Young al interior de los dos
I6bulos luminosos anteriormente descritos. Por otra parte, es necesario mencionar que

(SCbEilum

2
— ) influye como un facter de escala en el espectro de difraccion en distribucion de

intensidad.

3.1.2 Region de Fraunhofer
Para el caso de Fraunhofer se partede-la.ecuacion (2.64), en la cual el campo difractado y

propagado z — oo, se define como la amplitud Ejj,+xfactor de propagacion e**? y el factor

. iy 244, 2 . fff . .,
cuadratico de fase ez (7" *7z") que multipliean a la transformada de Fourier de la funcion de
transmitancia, misma que ya fue especificada anteriormente-en la ecuacion (3.7); por lo que

E, quedaria definida de la siguiente manera.

ik

E,(x,,V,2z—> ) = E”“meikzie/f(xzz+y22) [che~2Migine (cu, bv) + -+
che 2™ sinc(cu, bv); (3.73)
Factorizando (3.73) se obtiene:
Eilumcbeikze%(xzz*'YZz)

E,(x,;,V,z—> )= [sinc(cu, bv)(e~12mdu + e2m@Y, - (3.74)

ilz
Reescribiendo la expresion anterior, por identidad trigonométrica y en términos de

frecuencias espaciales paraxiales u,v, usando wuzd =x, y vzAd =1y, para una mejor

. ., ke 2402 .. .,
interpretacion del factor 2\ HVz ), queda la siguiente expresion:
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i i 24,2
ZCbEilumeLkzemAz(u +v?4)

ilz

G,(u,v,z > 00) = [sinc(cu, bv) cos(2mud)]. (3.75)

Estasecuacion se interpreta como el espectro de difraccion en la zona o region de

Fraunhofer/en-la que el factor e‘*# implica que este se encuentra desplazado una distancia z
respecto al origeng por otro lado, el exponente del segundo factor em2z(*+v%) jndica que el
espectro se distribuye.en una esfera y debido al factor % esta desfasado g Mientras que el
producto de las dos funciones supone que una modula a la otra y puede realizarse un analisis
sencillo de dicha situacion. Sustituyendo (3.75) en la ecuacion (3.71) para determinar la
irradiancia, se obtiene:

ZCbEilum

2
— ) sinc?(cu, bv)cos?(2mdu). (3.76)

I(u,v,z > ©)'= (

Para la ecuacion (3.76) se propone la-siguiente interpretacion, la funcion moduladora es
sinc?(cu, bv), lo cual genera un maximo de intensidad luminosa central y lébulos
secundarios a los costados, que«€n/su interior.centienen franjas de interferencia de Young

correspondientes a la funcion cos*(2mdu) que es modulada.
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3.2 /Espectro de difraccion producido por un par de aberturas
circulares

El segunde’objeto difractor empleado esta compuesto por dos aberturas de geometria circular
de radio c, separadas entre si una distancia 21 como se muestra en la Figura 3.2 y de espesor

L, que al ser tanpequerio puede despreciarse.

AY

A\
/

v
=

N

A\ 4

Figura 3.2 Segundo objeto difractor compuesto por‘dosraberturas circulares del mismo radio y
desplazadas.

La funcion de transmitancia t(x, y), queda definida(de acuerdo con el esquema de la

Figura 3.2, en la forma indicada a continuacion:
t(x,y) = circy (TT_I) + circ, (TTH), (3.77)

donde r = \/x¢ + yé&. Ademas, las funciones circulo estan desplazadastina distancia [ en el
eje x respecto al origen. De acuerdo con la definicion matematica de la funcion circulo
(Gaskill, 1978, p.71), se obtiene que:

) -1\ _(1,si r=1l<c
cre (T)_{O, si r—1>c¢ (3.78)

_ (r+y _ (1, si r+l<c
cre (T)_{O, si T+l>c (3:79)
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3.2.1’Region de Fresnel

En el"caso especifico del objeto difractor antes referido, el campo eléctrico E,(x,,y,, z)

difractado.y’propagado en la region de Fresnel, se determina mediante la convolucion de la

transformada de Fourier del factor de Fresnel e;_’;(x2+y %) y la transformada de Fourier Bessel
de la funcion deftransmitancia, ya que de acuerdo con (Gaskill, 1978, pp. 317-319), para una
funcion g(r) debe-realizarse la transformada de Fourier Bessel B{g(r)} que resulta analoga
a la transformada de ‘Fourier convencional pero para sistemas de geometria circular. Por lo
tanto, a continuacién, se“determinara B{g(r)} y después de obtener dicho resultado se

realizara la convolucion de 1os factores.

Por definicién de la transformada de Fourier Bessel y el teorema de linealidad, ver
propiedades (A.10) y (A.12), se tiene‘que:

8 {cire, (1=0) + cire () 2 eire, (20} + Bleires (). 380)

De acuerdo con el teorema de-desplazamiento y escalamiento para la transformada de

Fourier-Bessel, ver propiedad (A.17) y.(A.20), la ecuacién (3.80) se reescribe como,
B {arcl ( ) + circ, ( H)} =c2e 2" Glcw) + c?e?™ G (cw). (3.81)
Recordando que de acuerdo con (Gaskill,\1978, p.327), Se tiene que:
G(w) = B{circ(r)} = (%)]1 [27rw). (3.82)
Entonces sustituyendo la ecuacion (3.82) en (3.81) se obtiene,
B {arcl ( ) + circ, (Hl)} = cze‘iz’”u% + c2et2mid @ (3.83)

Luego, se puede escribir la ecuacion (2.54) de acuerdo con (3.83) para llevar a cabo la

convolucién.

. E; e
E,(x,, v, 2) = zAi -

c’e —t
iAz

2
i g 35(52” +72 )[( 2, —iznlu J1l2mwc]
w

.. c2pi2mlu Jﬂvac]) ®e—inz/1(u2+v2)]_ (3.94)

w

39



Aplicando la propiedad distributiva de la convolucién, ver ecuacion (A.4), en la

expresion (3.84), se obtiene:

. ik 2 2 ) .
" + _ J1i[2mwc] _ 2,2
EZ(er Yz, Z) = Eilumelkzeu(xz Yz ) [cze f2miu 22 L2 ®e mzl(u tv ) +

w

. c2et2mlu @ ®e—inzz(u2 +v2)]. (385)

Debido a la conmutatividad de la convolucion, ver propiedad (A.2), y considerando que

en coordenadas polaresw? = u? + v? y u = wcosg, se determina,

. ke 2 2 s 2 i 2nwc
E,(x,y,7) = Eilumelkzezz(xz +y7%) [e inzdw? @ -2 o —i2mlwcosp Il - ] n
. 2 : 2Twc
L gminzAw? @ (2 piznlwcosy %], (3.86)

donde se observa que se presentasina suma de dos convoluciones, por lo tanto, a

continuacidn, se resolvera cada una de'manera separada.

3.2.1.1 Realizacion de la primera‘operacién de convolucion

Realizando la primera convolucion de la ecuacion (3:86), ver la propiedad (A.1), usando

como variable de desplazamiento S, se obtiene,

. . 2nwc N .
e—mz)la)2®cze—12nlwcostp]1[ ] — CZJ e—mzlﬂz e—i2ml(w—p)cosp
—0

w

J1[2mc(w—p))
...w—_ﬁdﬁ. (3.87)

Reescribiendo la parte derecha de esta expresion se tiene que,

e—inzlw2®cze—i2n'lwcos<p Ji[2moc] —

- =
Cze—iZn'lwcoqu f_"ooo e—inz/1ﬁ’2+i27'rlﬁcos<p ]1[2”:—5‘;_5)] dﬁ_ (3_88)

Para resolver la integral especificada en (3.88) se utiliza el método de integracion por

partes, por lo tanto, se hace uso de la siguiente formulacion:
[ gdh = gh — [ hdg. (3.89)
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Haciendo que

_ Jil2me(w-p)]
g =2l (3.90)

donde el diferencial de (3.90) para fines practicos se escribe de la siguiente manera

dg = d [W] (3.91)

Por otro lado, para la‘variable h se tiene que,
h = fe—inz)l/?2+i2nlﬁ’cos<pdﬁ. (3.92)

La ecuacion (3.92) se integrasusando el resultado integral de (Spiegel, 2014, p.113):

82

[ze "% dp = \/geﬁ. (3.93)

donde, haciendo que a = inzA y & =w=i2mnlcos¢, de acuerdo con la ecuacién (3.93), la
solucién de (3.92) esta dada por,

f (—i271:lcos<p)2 1 iTL'lZCOSZ(p
h = e ) 4inzd =] oy e zi (394)

inzAd

Luego, la integral por partes dada en (3.89) sesrescribe cambiando los limites de

integracion y usando los resultados (3.90), (3.91) y (3.94),
_ [ e s re-p) 1 s ot 1y [2mc(w=p)]
fgdh = ae zA w——ﬁ]_ -2 Ee zA fO d [w——ﬁ] . (395)

De acuerdo con (Spiegel, 2014, p. 161) la funcion real de Bessel*de n-esimo orden se

puede determinar a través de la siguiente ecuacion.
Jn(x) = if_nn cos(nf — xsen@) dé. (3.96)

Con base a esta consideracion es posible calcular el primer término de (3.95), en el cual
estd involucrada una funcion Bessel de primer orden evaluada de menos infinitosa mas
infinito. De acuerdo con la expresion (3.95) si en (3.96) se realiza la sustitucion x = w =,

n = 1y se dividen ambos lados entre w — f3, asi se reescribe la expresion anterior como,

J1(w—PB) _ 1w cos(0—[w—pP]send) do (3 97)

w—f 2 Y —T w—-p
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Como B es un valor muy grande, puede simplificarse (3.97)

J (—ﬁ) 1 rm —cos(-p)

Realizando-el limite de la ecuacion cuando  — oo,

lim 288 = L (™ i %"”de. (3.99)

ﬁ—)oo —ﬁ 21 _”B—)OO

= 0, empleando dicha

Ademas, de acuerdo-con (Stewart, 2012, p.136) [}im _COZ(B)

consideracién en (3.99) debidoa que el coseno es una funcion par cos(f) = cos(—pf), asi se

obtiene,

lim 2CA 2L (7 iy #d@ ~ 0. (3.100)

B - 2T _”ﬁ—mo

Ahora, de acuerdo con el primer término de la ecuacion (3.95) también debe realizarse
un proceso de limite cuando § —_=%o, pero considerando nuevamente que el coseno es una
funcién par el resultado anterior sigue siendo eero. Sustituyendo el resultado de (3.100) en
(3.95) se obtiene,

izl? cos?
[ gdh = —2\/&T REZE ¢ [Lmep)] 2’"(“’ Al (3.101)

La ecuacion (3.101) puede simplificarse, ya que,

f d []1 27TC((U Bl ] []1 27TC(CU 3) ] (3.102)
o ) .

Realizando el limite superior tal como en la ecuacion (3.100)“y el limite inferior de

manera convencional se obtiene,

w—pf w

[]1[2ﬂc(w—ﬁ)]] _ o _ Llzmea] (3.103)
0

Sustituyendo el resultado (3.103) en (3.95), se obtiene

1 inl?cos?y Ji[2mew]
[gdh==2|2e¢ = (——) (3.204)

w
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Einalmente, el resultado de la convolucion se obtiene sustituyendo (3.104) en (3.88),

como-se observa a continuacion:

e —inzAw? ®c2ei2nlwcosp N [ZTL'(UC] _

w

i2 o 2
2 —izml 1 nlfcos®e J1[2mcw]
c2e—i2mlwcosp [2 ’Ee 27 (T)l (3.105)

3.2.1.2 Realizacion de la_.segunda operacion de convolucion

Para la segunda convolucién expresada en la ecuacién (3.85) y reescrita a continuacion en
(3.106) el procedimiento es similar-al ejecutado en la primera convolucion, pues las
expresiones son bastante similares y uniecamente difieren en el signo del exponente de una de

las funciones; por lo tanto, algunos resultados seran retomados.

Para la segunda convoluciénSg usard como-variable de desplazamiento 8 y de acuerdo

con la definicion integral de convoldcién; ver propiedad (A.1), se obtiene:

T R2rwe]
W

[o9]
. 2 ; — 2
e~ inzAw ®C2612nlwcosq) = sz e imzABS
— 00

eiZTL'l((lJ_ﬁ)COSQJ ]I[ZZEz_ﬁ)] dﬁ (3106)
Reescribiendo de manera simplificada, se tiene:

—inmzAw? ®c2ei2mlwcosy Ji[2mwc] —

w

ZeLanwCOS(p

e Cc

[ gminzA?=iznifcose Llzne(w )] [Z’zf‘;‘ﬁ” dg. (3.107)

Para resolver la integral dada en la convolucion (3.107) se empleara el.método de

integracion por partes, es decir:
[ kdn = kn — [ ndk. (3208)

Haciendo que
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o = hlzne@-p)]

P (3.109)

donde eldiferencial dk de (3.109) se expresara por conveniencia de la siguiente forma:
_ J1[2nc(w=p)]
dk = o [P ; | (3.110)
Por otro ladoj para la variable n.

n= fe—inzlﬁz—izmﬁ’coupdﬁ. (3.111)

La integral de (3.111) sessoluciona retomando el resultado integral propuesto en la
ecuacion (3.93), pero en este.caso realizando la sustitucion siguiente a =inzAd y § =

i2mlcosq, asi es posible reescribirn _de la siguiente forma:

” (i21rlcos<p)2 1 inlzcoszqz
n = e\ 4inzA = [—e zA 3.112
inzA izA ( )

Luego, la integral por partes€xpresada en.(3z108) se rescribe usando (3.109) y (3.110) y

(3.112),
frdn = [L ™50 [l [EpE5=e oy nmcwopl) - 3 415
n= iz)Le - 7, izle 0 w-B ) '

La integral (3.113) es idéntica a la (3.95),_por lo tante; el resultado es el mismo que la

expresion matematica (3.104),

inl? cos?
[ kdn =l_2 \/;eizz ‘”(_%’”“’])l (3.114)

Sustituyendo (3.114) en (3.107) se obtiene finalmente el resultado de la segunda

convolucioén,

—imzAw? ®c2eiznlwcosy Ji[2moc] _

w

. inl?cos? ¢
2 ji2mlwcosg 1 (al2mcw]
c’e lZ ’me 7] (—w ) . (3.1145)

e
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3.2.1#3 Distribucién de amplitud del campo difractado obtenido sumando los
resultados de ambas convoluciones

Ahora, la distribucién de amplitud de las ondas difractadas y propagadas una distancia
0 < z < cof@desde el plano objeto, se determina sumando los resultados de las dos
convoluciones.anteriormente realizadas y multiplicandolas por los factores correspondientes;
por lo tanto, sustituyendo (3.105) y (3.115) en (3.86).

i ik 2 2 i inl?cos?
" + _ 1 9P sy [2mcw]
E, (%2, Yz 2) = Euumelkzeu(xz vi') [2626 i2rlwcosy —e (—1 ” + ..

, inl?cos? @
ot 2 52Tl CoSP /i —— ([2rcw]
2cce - e A (—w ) . (3116)

Simplificando se obtiene,

. ik 2 2 1 inl%cos? ¢
— ikz 7z (*z"+y 2 / == (i[2ncw]
E, (x5, Y2 2) = Equme 322( 2 +y2’) IZC P zA (—

w

(e—ianwcosq) + e+i2nlwcos<p)l_ (3.117)

Posteriormente, realizando algunas..consideraciones sobre (3.117) como emplear una
identidad trigonométrica, retomar la sustitucion w? =u? + v?y u = wcosg, entre otros

procedimientos; se obtiene:

2
) ikz ,imAz(u?+v?) inlz(%)
G, (u, v, z) = 2 Eiume — e (”2%1) cos (2rlw)|. (3.118)

La ecuacidn (3.118) se interpreta de la siguiente forma: en la region-o zona de Fresnel,
la distribucion de amplitud del campo difractado es un campo eléctrico desplazado una

distancia z desde el objeto, esto es debido al primer factor exponencial e**? Par otra parte,

.z - P 2 2) . . - . -
la funcién exponencial eim2z(W*+v?) jndjca que la fase se distribuye en una esfera. Mientras
1 . - . . . »
7 implica un desface de %. Finalmente, la forma de la distribueion, queda

descrita por el producto de las tres funciones que aparecen entre corchetes. Al obtener da parte

tanto, el factor

real de la ecuacion (3.118), se genera la siguiente expresion:

4c?E;
[G,(u, v, 2) ] eqs = #cos(kz)cos(mlz(u2 +v?))...
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zZA

2
(=
...COS (n G) >(] 1[236("]) cos(2mul)cos G) (3.119)
Mientras) que la parte imaginaria de la ecuacion (3.118) proporciona la siguiente
ecuacion,

4‘C2E'l
(Gt 15 2) imag = ﬁsen(kz)sen(nﬁz(u2 +v2)) ...

zA

eSen (mz(%>2> (]1 [chw]) cos(2mul)sen G) (3.120)

Utilizando nuevamente la‘ecuacion (3.71) para obtener la distribucion de intensidad, pero

ahora aplicada sobre (3.119) se llegaalsiguiente resultado,

2
2V2¢2E;
19,2yt = Zl“”’”)

cos?(kz)cos?(nAz(u? + v?)) ..

2
] = 2
...cosz< ZZ(;’) >(]1[zzw]) cos?(2mul). (3.121)

De manera analoga, la distribucion’ de”intensidad para la parte imaginaria del campo

eléctrico difractado se obtiene al aplicar (3.71)-sobre (3.120)

_ (2\/?6 Eilum)2

2
[I(u, v, Z)]imag - 7

sen?(kz)sen?(ftAz(u? + v?)) ..

2(n)? 2
...sen? (”l Z(;) )(h[za’fc‘“]) cos?(2mul)’ (3.122)

Las ecuaciones (3.121) y (3.122) dan referencia de un patron de difraccion en

distribucion de intensidad para el cual se propone la siguiente interpretacién la funcion

2
. . 2 . .
moduladora es la Bessinc cuadrada de primer orden (%) genera un conjunto.de anillos

conceéntricos que alternan maxima y minima intensidad luminica y que presentan un‘maximo
central el cual esta asociado a una la funcion Bessel de orden cero, que surge al desarrollar
explicitamente el cuadrado de la funcion Bessel de orden uno, como dan referencia (Zarate

et al, 2019, pp. 301-303). Por otro lado, la funcién modulada cos?(2mlu) es la causante de
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franjas”de interferencia de Young. También existe otra funcion modulada, que puede ser

2 [22G) 2 () : U
cos Z—/f{’ 0 sen®|—*=), correspondientes a la parte real e imaginaria de la

distribucion.de-intensidad, respectivamente; estos factores son las causantes de franjas con
distribucion cosenoidal al cuadrado, o senoidal al cuadrado. Por lo tanto, estas franjas no

seran completamente lineales, sino que podria presentar un comportamiento curvado.

3.2.2 Regidn de Fraunhofer

Para obtener el campo difractado en el caso de Fraunhofer, es decir z — oo, inicamente
debe emplearse la transformada.de’Fourier de la funcion de transmitancia correspondiente

con el objeto difractor multiplicande”al. factor de propagacion e*2, la funcién cuadrética de

ik
fase e2z\¥2 V) y la constante Ej;,,,,, asi retomando la expresion (3.83) aplicada sobre (2.64)

se obtiene.

i ik 2 2
Blpee2z02 vz ) r o L2nwc]
Ez(xz;yzrz_)oo)= ilum — [Ce i2mlu J1 w—+-..
. o2 piznidl @] (3.123)

Factorizando (3.123), empleando una identidad trigonemeétrica y usando la consideracion
(% +y,°2) = 2222 (W + v?),

202Ejme*%e inAz(u?+v?)

ilz

G,(u,v,z > ) = |22 cos(2mun) | (3.124)

La ecuacion anterior corresponde al espectro difractado en” gl™que los factores

. P P 2 2 -
exponenciales e™*? y eim22(u?+v%) dan referencia de que este se encuentra desplazado una

distancia z respecto al objeto y a que se distribuye en una esfera, respectivamente. Ademas
debido al factor % existe un desface de % Sustituyendo la expresion del espectro de difraccion

(3.124) en la ecuacion (3.71) para determinar la irradiancia, se obtiene

. 2 2
(v, 7 — o) = X Eitum (fl[za’fc“’]) cos?(2mul). (3.125)

A2z2
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La'ecuacion anterior describe la distribucion de intensidad del espectro de difraccion en

la zona'oregion de Fraunhofer, la cual da referencia de un campo en el que la funcién Bessinc

2
. 2 . . , .
cuadrada de primer orden (%) es responsable de un conjunto de anillos concéntricos

que alternanméxima y minima intensidad luminica y ademas modula a la funcién

cos?(2mul), responsable de las franjas de interferencia de Young.
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CAPITULO 4
DESARROLLO EXPERIMENTAL

Este capitulo-inicia con una descripcion del arreglo 6ptico coherente implementado, después
incluye especificaciones sobre los dos tipos distintos de objetos difractores utilizados: a) un
par de rendijas rectangulares, y b) un par de aberturas circulares del mismo radio, que se
usaron para producir-patrones de difraccion en distribucion de intensidad, también
contemplados en este capitulo, que fueron grabados mediante el método fotografico con
camara digital y variando la distancia de propagacion z que abarca desde el objeto difractor
hasta el plano de distribucion de’intensidad en que esta se posicionaba. Estas variaciones
permitieron explorar tanto la region de_Fresnel o de convolucion en el intervalo de distancia
(0 < z <) y de Fraunhofer o de la"transformada exacta de Fourier en que la distancia del

objeto al plano de distribucion cumple{lacondicion (z — ).

4.1 Arreglo experimental

Los espectros en distribucidn de intensidad producidas por los objetos difractores, mostrados
en las figuras 4.2a y 4.2b, se obtuvieron medianteyla implementacion de un arreglo

experimental dptico coherente como el que'se ilustra en’laFigura 4.1.

Figura 4.1 Arreglo experimental para producir y grabar patrones de difraccion en distribucién de
intensidad: 1) Laser de Helio- Neon, 2) Filtro (objetivo de microscopio 40X y pinhole 50um), 3) Lente
colimadora, 4) Objeto difractor, 5) Cadmara digital.
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DESCRIPCION DEL ARREGLO EXPERIMENTAL: La fuente de luz laser de He-Ne
(1), produce.tn haz con una potencia de 17mW/, con frente de onda Gaussiano y longitud de
onda A = 632nm. Este haz incide en un filtro (2), donde se amplia mediante un lente objetivo
de microscopio‘de 40X vy se filtra de ruido Optico usando un pinhole de 50um de diametro;
este proceso genera un frente de onda esférico que luego incide en una lente colimadora, la
cual es un doblete cementado acromatico (3) con una distancia focal de f;, = 30cm. Esta
lente produce ondas colimadas, es decir frentes de onda planos, las cuales iluminan el objeto
difractor (4) de espesor deSpreeiable. EI campo de ondas difractado por el objeto se propaga
hasta el plano de distribucion,en€l cual se encuentra ubicada una cdmara digital Canon (5),
con sensor CMOS y 18.0 megapixeles para fotografiar el patrén de difraccidn en distribucion

de intensidad.

4.2 Descripcion los objetos difractores

El primer objeto difractor utilizado,.correspondiente a la Figura 4.2a esta conformado por
dos aberturas rectangulares o rendijasvimpresas_sohre acetato. Ambas rendijas poseen las
siguientes dimensiones lineales: largo . =(0.1+0:05)cm, altura [, = (1 £ 0.05)cm y
espesor I, ~ 0.01 cm, ademaés estan separadas.entre si” (0.2 + 0.05)cm. El segundo objeto
difractor utilizado, correspondiente a la Figura 4.2b, esta conformado por dos aberturas
circulares construidas de forma manual con taladro y broCa,.€n una lamina de baquelita.
Ambas aberturas poseen el mismo radio a = (0.2 + 0.05)cm, éspésor [, =~ 0.05 cm y estan

separadas entre si (1.2 + 0.05)cm.
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Figura 4.2. Objetos difractores empleados en el arreglo dptico: a) dobles aberturas rectangulares impresas
sobre acetato y b) dobles aberturas circtlares elaboradas sobre baquelita.

4.3 Método de grabado de.los patrones de difraccion

El registro de los patrones de difraccion se realizd empleando el método fotografico con una
camara digital Canon con sensor CMOS )y 18.0"megapixeles, sin lente, ubicada en el plano
de distribucion u,v,. La distancia z desde.el objeto difractor hasta la camara se utilizd como
una variable, con el propdsito de determinar-los cambios en el espectro de difraccion
conforme dicha distancia aumentaba y también establecer. de’'manera experimental la region
de Fresnel o de convolucion de transformadas de Fourier y~el inicio de la region de

Fraunhofer o de la transformada de Fourier.

Para grabar las fotografias de los patrones de difraccion, se utilizaron tiempos de
exposicién que variaron entre t = 1/2000s y t = 1/50s en cada distancia z tanto en la
region de Fresnel como en la region de Fraunhofer. Ademas, se realizaron ‘grabados de
patrones de difraccion con atenuadores de intensidad como sin ellos. Esto resulté.en una serie
de imégenes, de las cuales se seleccionaron aquellas que mostraron mayor definicién en las

lineas de interferencia de su espectro de difraccion.
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4.4 Patrones de difraccion producidos por un par de aberturas
rectangulares

4.4.1 Fotografias correspondientes a la zona de Fresnel o de convolucion

Al utilizar el par,de aberturas rectangulares, que se muestran en la Figura 4.2a, como objeto
difractor en el punto (4) de la Figura 4.1, se generaron patrones de difraccion en distribucién
de intensidad en la-region de Fresnel o convolucion para diferentes tiempos de exposicion t
y distancias z entre el_plano que contiene al objeto difractor y el plano de grabado. Los
resultados se presentan‘en la Figura 4.3: la Figura 4.3a muestra el espectro de difraccion
grabado con un tiempo de exposicionde t = 1/2000s y a una distancia z = (29 + 0.05)cm.
En la Figura 4.3b se aprecia el'espectro de difraccién grabado con un tiempo de exposicion
de t=1/2000s y a una distancia,.z = (50 + 0.05)cm. En la Figura 4.3c se visualiza el
espectro de difraccion capturado con un_tiempo de exposicion de t =1/1200s y a una
distancia z = (82 + 0.05)cm. Es importante mencionar que, para dichas fotografias, es decir
4.3a, 4.3b y 4.3c se empled un atenuador ubicado entre el laser y el filtro. Finalmente, la
fotografia 4.3d se capturd con un tiempa de exposicion de t = 1/1000s, a una distancia z =
(113 £ 0.05)cm y sin el uso de un atenuador. La“distribucion de intensidad de cada Figura
4.3a, 4.3b, 4.3c y 4.3d son justificadas mediante laecuacion (3.72), misma que permite su

interpretacion.

La distancia z medida desde el par de aberturas rectangulares como objeto difractor hasta
el plano de distribucion de intensidad dentro de la region de Fresnel, se observd que
experimentalmente fue z = (113 + 0.05)cm. Después de este valor comienza la region de
Fraunhofer.
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Figura4.3a), b), c) y d) Patrones de difraccidn de un par de aberturas de geometria rectangular empleadas
como objeto difractor en la region de Fresnel o de convolucion.

De acuerdo con la Figura 4.3 y la ecuacion (3.72) se propone que en la.zona de Fresnel
0 < z < oo, existe una funcion del tipo seno al cuadrado sen?(mAz(u? £2)), que es
moduladora y genera una zona central oscura con dos franjas luminosas a los costados, cuya
intensidad se ve aumentada por la funcion modulada seno cociente al cuadrado
sinc?(cu, bv), que resalta estas dos lineas verticales, dandoles la apariencia de I6bulos
principales de méxima luminosidad. Por otro lado, otra funcion modulada es el coseno

cuadrado cos?(2mdu) que causa lineas de interferencia de Young al interior de dichos

53



I6bules y por observacion se aprecia que estas poseen orientacion vertical. Ademas,
comparando la Figura 4.3a y la Figura 4.3d, es posible notar que las dos lineas de maxima
intensidad lucen mas anchas y cercanas entre si conforme el plano de grabado se aleja del
objeto difraCter, es decir cuando la distancia z aumenta, lo que da evidencia de un posible

fendmeno de amplificacion.

Asi mismo, la-Figura 4.3d resulta particularmente relevante ya que existen franjas de
interferencia que se ‘extienden fuera de los dos I6bulos de intensidad principales, dando
indicios de que el patrén~de difraccion en la zona de Fraunhofer estara mas desplegado
horizontalmente. En conclusion, experimentalmente se obtuvo que la region de Fresnel esta

comprendida en el intervalo 0°<.z < (113 £+ 0.05)cm.

4.4.2 Fotografias correspondientes a la zona de Fraunhofer o de la
transformada exacta de Fourier

Las Figuras 4.4 y 4.5 muestran deszresultados/experimentales obtenidos en la region de
Fraunhofer z — oo, también conocidavcomo la region de la transformada exacta, usando
nuevamente como objeto difractor el par de aberturas-rectangulares, que se muestran en la
Figura 4.2a ubicadas en el punto (4) del arreglo éptico presentado en la Figura 4.1. La Figura
4.4 fue capturada con una camara digital Canon equipada“con un sensor CMOS de 18.0
megapixeles, mientras que la Figura 4.5 fue fotografiada con«n teléfono celular Huawei YP6

Med-Lx9 de 13 megapixeles.

En la Figura 4.4a se aprecia el espectro de difraccion grabado, con un tiempo de
exposicion de t=1/1000s, a una distancia z = (118 £ 0.05)¢my empleando un
atenuador. La Figura 4.4b muestra el espectro de difraccion capturado con_un tiempo de
exposicion de t = 1/500s y a una distancia z = (131 £+ 0.05)cm. En la Figura 4.4c se
observa el espectro de difraccidn registrado usando un tiempo de exposicién de t"=)1/250s,
a unadistancia z = (157 £ 0.05)cm y con atenuador. La Figura 4.4d muestra el eSpectro de
difraccion grabado con un tiempo de exposicién de t = 1/250s y a una distancia_ z-=
(174 £ 0.05)cm. Por otro lado, la Figura 4.4e se capturo con un tiempo de exposicionde
t = 1/50s, a una distancia z = (197 + 0.05)cm y empleando un atenuador. Finalmente, la
Figura 4.4f corresponde a un espectro de difraccion en distribucion de intensidad fotografiado
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con un'tiempo de exposicion t = 1/50s, a una distancia z = (215 + 0.05)cm y empleando

un atenuador.

Figura 4.4 a), b), ¢), d), e) y f) Patrones de difraccion de un par de aberturas de geometria rectangular
empleadas como objeto difractor en la region de Fraunhofer o de la transformada.exacta.

De acuerdo con la Figura 4.4 y la ecuacion (3.76), se propone<que en la zona de
Fraunhofer o de la transformada exacta z — oo, existe una funcion moduladora,del tipo seno
cociente al cuadrado sinc?(cu, bv), que es la responsable de que en la zona central exista un
maximo luminoso con maximos secundarios a los costados de menor intensidad. “/Ademas,
por observacion se plantea que la funcion modulada es un coseno cuadrado cos?(2mdu),
responsable de las franjas de interferencia de Young con orientacion vertical, ‘que..se

encuentran contenidas en el interior de la distribucion seno cociente al cuadrado.
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En este caso, también se observa una amplificacion del patron de difraccion a medida
que aumenta la distancia z. Esto se hace evidente al comparar la Figura 4.4a, capturada a una
distancia” zo= (118 + 0.05)cm, con la Figura 4.4f, capturada a una distancia z =
(215 £ 0.05)em. En la primera figura, el patrén de difraccion parece ser mas pequefio,
permitiendo apreciar una gran cantidad de maximos secundarios. En contraste, en la Figura
4.4f, ladistribucign de intensidad del espectro es mucho méas grande, haciendo que el maximo
principal ocupe gran parte del campo de observacion de la camara y dejando poco espacio

para los maximos secundarios.

En la Figura 4.5 se apreeia el espectro de difraccion de un par de rendijas en distribucion
de intensidad e igualmente en’la zona de Fraunhofer o de la transformada exacta, pero
capturado con la cadmara de un telgfono celular Huawei YP6 Med-Lx9 de 13 megapixeles y
tiempo de exposicion fijo de t = 1/42s. La Figura 4.5a se fotografié a una distancia z =
(232 £ 0.05)cm y la Figura 4.5b se registré a una distancia z = (251 + 0.05)cm.

Figura 4.5 a) y b) Patrones de difraccion de un par de aberturas de geometria rectangular empleadas'como
objeto difractor en la region de Fraunhofer o de la transformada exacta capturadas con un teléfono celdlar
Huawei YP6 Med-Lx9.
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Analizando la Figura 4.5 es posible notar que permanece la distribucidn anteriormente
descritd y dada por la ecuacion (3.76), en la que la funcion sinc?(cu, bv) modula a la funcion
cos?(2mdu)’ Al emplear la camara posterior del celular Huawei YP6 Med-Lx9 para realizar
las fotografiasyel campo de observacion no resulta tan pequefio, como en el caso de la camara
digital Canon;.este permitié obtener mas informacion del patron de difraccion, en el que se
aprecia una mayor, cantidad de méaximos secundarios que alternan con regiones menos
luminosas a los costados,de la distribucion central de alta intensidad. Es notorio, en la Figura
4.5a y 4.5b que el patron.de difraccion no solo pierde intensidad luminosa al alejarse de la
zona central, sino que también disminuye la definicién de las franjas de interferencia de

Young, lo que da predominangia-a la funcion seno cociente al cuadrado.

En este caso también es visible la-amplificacion que sufre el espectro de difraccion en
distribucion de intensidad, al aumentar Ia distancia z. De hecho, el motivo por el que la Figura
4.5 fue capturada con la cdmara de un teléfono celular Huawei YP6 Med-Lx9 y no utilizando
la cdmara digital Canon, es que la;amplificacion que sufrid el patrén debido a la distancia z
causd que ya no entrara completamente en el campo de vision de la camara, que solo
recolectaba informacidn de la parte central y hacia.que.se perdieran los maximos secundarios.
No obstante, debido a que la camara del“celular cuenta con una lente, se presenta una
aberracion del tipo distorsion de corsé, pues-en-las fotografias capturadas las lineas no lucen

completamente rectas sino comprimidas en la parte central.

Debido a la serie de fotografias capturadas se observa que,/para el caso especifico de
difraccién abordado, la regién de Fraunhofer inicia a una distapeia a una distancia z =
(113 £ 0.05)cm . No puede sefialarse una distancia especifica en laque.concluya la zona de
Fraunhofer.
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4.5 Patrones de difraccion producidos por un par de aberturas
circulares

4.5.1 Fotegrafias correspondientes a la zona de Fresnel o de convolucion

Para segundo«caso de estudio se emplearon como objeto difractor un par de aberturas
circulares, mostradas en la Figura 4.2b, implementadas en el punto (4) del arregl6
experimental expuesto en la Figura 4.1, asi se obtuvieron los patrones de difraccion en
distribucion de intensidad para la region de Fresnel o de convolucion usando distintas
distancias z, entre el objeto.difractor y el plano de distribucién y tiempos de exposicion t
variables. La Figura 4.6a muestra el espectro de difraccidén grabado empleando un atenuador,
con un tiempo de exposicion dest = 1/2000s y a una distancia z = (31 £+ 0.05)cm. En la
Figura 4.6b se aprecia el espectro de.difraccion grabado con un tiempo de exposicion de t =
1/1000s y a una distancia z = (54t 0.05)cm. En la Figura 4.6¢ se muestra el patron de
difraccion grabado con un tiempo de exposicion de t = 1/1200s y a una distancia z =
(79 £ 0.05)cm. Finalmente, la Figura 4.6d fue_capturada con un tiempo de exposicion de

t = 1/800s y a una distancia z =498 £ 0.05)cm. Las Gltimas tres imagenes, es decir la

Figura 4.6b, Figura 4.6¢c y 4.6d se realizaron sin el'use de atenuadores.
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Figura 4.6 a), b), ¢) y d) Patrones de difraccion de un’par.de aberturas de geometria circular empleadas
como objeto difractor en la regidn de Fresnel.o'de convolucién.

Los patrones de difraccion de la Figura 4.6°Carrespondiente a la zona de Fresnel 0 < z <
oo se componen de dos distribuciones de intensidad deforma circular que son bastante

parecidas y estan alineadas horizontalmente. Se propone, de acuerdo con la ecuacion (3.121)

iy , \ Jil2mew])?
y (3.122), que la funcion moduladora es la Bessinc cuadrada de primer orden (T) , la

cual genera la distribucion cuya apariencia son anillos concéntricos ‘gue.alternan maxima y
minima intensidad. Ademas, en todas las fotografias se observa un maximo luminoso central,
el cual es evidencia de la predominancia una funcion Bessel de orden cero, que surge al

desarrollar explicitamente el cuadrado de la funcidén Bessel de orden uno.

La funcion modulada que visualmente parece estar contenida dentro de losyanillos

concéntricos es coseno cuadrado cos?(2mlu), responsable de las franjas de interferenciatipo

2(=
Young. No obstante, existe otra funcion modulada que puede ser del tipo cos? (#) 0
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12(%
sen? (#) la primera relacionada con la expresion (3.121) y la otra correspondiente a

la ecuacién,(3.122), es decir la forma real e imaginara de la distribucion de intensidad,
respectivamente; cualquiera de ellas generaria que las franjas de interferencia de Young
anteriormente.. 'descritas presenten un comportamiento dificil de interpretar y no
completamente linéal, lo cual explicaria las lineas con distintas direcciones que se presentan

en la Figura 4.6.

Al comparar la Figura4.6a capturadaa z = (31 + 0.05)cm y la Figura 4.6d capturada a
z = (98 £ 0.05)cm, se observa que el patron de difraccion de esta Ultima presenta mayor
intensidad luminosa en el borde; es decir en los anillos externos, lo que hace resaltar las lineas
de interferencia y sugiere una mayor, predominancia de la funcion modulada conforme la
distancia z aumenta. Ademas, al contrastar las fotografias antes mencionadas resulta evidente
que existe fendmeno de amplificacién, por ello se observa que las dimensiones del patron de
difraccién correspondiente a la Figura 4.6d son en apariencia mas grandes que las de la Figura
4.6a. Experimentalmente se encontré'que la region de Fresnel comprende una distancia 0 <
7z < (98 £ 0.05)cm. En otras palabras, jse observ0,que la zona Fresnel termina en z =

(98 + 0.05)cm. Después de este valor comienza la region de Fraunhofer.

4.5.2 Fotografias correspondientes a la zona “dg'. Fraunhofer o de la

transformada exacta de Fourier

Empleando nuevamente el par de aberturas circulares, mostradas en la“Figura 4.2b, como
objeto difractor, el cual se ubico en el punto (4) del arreglo experimental expuesto en la
Figura 4.1, se generaron una serie de patrones de difraccion en distribucion”de intensidad
grabados bajo la condicion de una distancia z grande, es decir que Opticamente tiende al
infinito z — oo. Esto se realizo con el proposito de determinar el punto de inicio'deda region
de Fraunhofer o de la transformada exacta. Los resultados se aprecian en la Figura 4-7: la
Figura 4.7a fue capturada empleando un atenuador, un tiempo de exposicion de t = 1/500s
y a una distancia z = (102 + 0.05)cm. La Figura 4.7b muestra el espectro de difraccion

registrado con un tiempo de exposicion de t=1/250s y a una distancia z =
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(1184 0.05)cm. La Figura 4.7c, Figura 4.7d y Figura 4.7e fueron todas fotografiadas
usande'un tiempo de exposicionde t = 1/200s, pero para la Figura 4.7¢ se uso una distancia
z = (126 10.05)cm y un atenuador posicionado entre el laser y el filtro. En la Figura 4.7d
se utiliz6 una-distancia z = (147 + 0.05)cm y sin atenuador. En la Figura 4.7e se utilizé una
distancia z ="¢182 + 0.05)cm y un atenuador. Finalmente, la Figura 4.7f se registré con un

tiempo de exposicion de t = 1/50s y a una distancia z = (203 + 0.05)cm.
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Figura 4.7 a), b), ¢), d), e) y ) Patfones de difraccién de un par de aberturas de geometria circular
empleadas como objeto difractor-en la region‘de Fraunhofer o de transformada exacta.

Se observa que los patrones de difracciéon de la Figura 4.7 correspondiente a la zona de
Fraunhofer z — oo, se componen de dos distribuciones de amplitud orientadas sobre la misma
linea horizontal y compuestas por una serie de-anillos concéntricos alternando en méxima y

minima intensidad; al asociarse estas imagenes con la ecuacion (3.125) se propone que la

2
., - . 2
funcién moduladora es una Bessinc cuadrada de primer orden (1—1[—36—”]) y la moduladora

es coseno cuadrado cos?(2mul), responsable de las franjas de interferencia de Young, que

se aprecian de manera vertical.

En las Figuras 4.7ay 4.7b, se observa un minimo de intensidad central, S decir, una zona
oscura en el interior de ambas distribuciones de anillos. Esto se debe a que-la_funcion de
Bessel de primer orden, en la ecuacion (3.125), adquiere relevancia en comparacion.con otras
funciones que surgen al desarrollar explicitamente el cuadrado del numerador de la fungion
moduladora. Por otro lado, en las Figuras 4.7c, 4.7d, 4.7e y 4.7f, se visualiza un méaximo de
intensidad central, es decir, una zona brillante en el interior de ambas distribuciones de

anillos, lo cual da referencia de que al desarrollar explicitamente el cuadrado de la funcion
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Bessel"de orden uno que aparece en la expresion (3.125) e interviene en la modulacion,
predomina una funcion Bessel de orden cero. En resumen, se observa un fenébmeno de
alternaneia_de minimos y maximos de intensidad en la zona central de los patrones de
difraccion, (que depende de la distancia z; evidenciando que la funcion moduladora se
compone de otras.funciones que alternan su relevancia segun la distancia que existe entre el

plano que contiene'al objeto difractor y el plano de distribucion.

Por otro lado, se aprecia que la funciébn modulada es del tipo coseno cuadrado
cos?(2mul), lo que visualmente se aprecia como lineas de interferencia de Young con
orientacion vertical que se*encuentran contenidas adentro de los anillos concéntricos y son

alin mas notorias en las zonas‘debajo brillo, es decir en los anillos mas exteriores.

Ademas, al comprar los espectros de difraccion es distribucion de intensidad capturados
a distintas distancias z, el grosor de los-anillos y el didmetro del circulo central contenido en
su interior aumentan conforme el plano de-grabado se aleja del objeto difractor; esto resulta
evidente al examinar la Figura 4.7a/ capturadaa-a distancia z = (102 + 0.05)cm y la Figura
4.7f, que fue fotografiada a la diStaficia z = (203 + 0.05)cm. Esto da evidencia de un
posible fendbmeno de amplificacion, en-el que ‘aumentan las dimensiones del patron de
difraccién conforme crece la distancia z de.separacién-entre el plano que contiene el objeto

difractor y el plano de distribucion.

Otro aspecto que puede destacarse es que conforme el plano de distribucion se aleja del
objeto difractor, es decir z — oo, los espectros de intensidad dan’la-apariencia de juntarse, de
hecho, los anillos mas exteriores llegan a superponerse como se aprecia en las Figuras 4.7d,
4.7e y 4.7f. Esto contrasta mucho con los resultados obtenidos para“la.region de Fresnel
correspondientes a la Figura 4.6, en donde ambas distribuciones de anillos se encontraban
completamente separadas y por lo tanto el espacio entre ellas era completamente oscuro; no
obstante, en la regidn de Fraunhofer, a partir de z = (118 + 0.05)cm, se observa que los
patrones de difraccion circulares en sus partes mas externas se interceptan lo que causa que
el espacio de separacion entre ambos presente zonas brillantes. Es relevante mencionarique
esta conjuncion de los patrones en distribucion de intensidad es mas evidente cuanto mayor.

es la distancia z, pero nunca llegaran a superponerse completamente al limite de presentarse
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una Unica distribucion de anillos concéntricos, pues el sistema Optico carece de una lente que

los haga converger.

Experimentalmente se encontrd que la region de Fraunhofer inicia a una distancia entre
z =~ (98 £+ 0.05)cm. No puede sefialarse una distancia especifica en la que concluya la zona

de Fraunhofer.
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CAPITULO5
CONCLUSIONES

En este capitulQ se presentan las conclusiones alcanzadas, de acuerdo con un analisis de los

resultados teoricos Y. experimentales obtenidos. Dichas conclusiones son las siguientes:

a)

b)

d)

Empleando ellmétodo de propagacion del espectro angular, se determiné un modelo
matematico de difraccion general al que da referencia la ecuacion (2.30), que permite
explicar el trasladosgue sufre un campo difractado desde el plano que contiene al

objeto difractor hasta el plano en el que se distribuye al propagarse una distancia z;

a B

A'I'Z) como una funcién en

es decir, se obtuvo el espeCtro angular propagado A (

términos del espectro angular no'propagado A (%% 0) multiplicado por una funcién

2T
de trasferencia T = e 2 "%

Se logro el objetivo especifico que consisteénte en generar el modelo matematico de
difraccion en la region de Fresnel.o"de convolucion de la transformada de Fourier,

situada en el intervalo (0 < z < ), esto-se justificaimediante la ecuacion (2.54).

Se alcanzo el objetivo especifico que consiste en generar, el modelo matematico de
difraccion en la region de Fraunhofer o de la transformada-exacta de Fourier, situada
en el intervalo (z — o0); para esto se obtuvo el campo difractado y propagado
E,(x,, v, z) correspondiente a la ecuacion (2.55) y a partir d€ esta se realiz6 el
desarrollo de un factor cuadratico, como lo propusieron (Goodman, 2005, pp. 73-77)
y (Ersoy, 2007, pp. 74-75), con lo cual resulto que el campo difractado.en la zona de
Fraunhofer es igual a la transformada exacta de Fourier de la funcidn de transmitancia

asociada a la geometria del objeto t(x, y), como se aprecia en la expresion{(2.64).

Se cumplio el objetivo general que consiste en determinar el modelo matematico de
difraccion sin el uso de lente producido por rendijas de geometria rectangular y

circular; asi se obtuvo, para el caso del par de rendijas rectangulares, el modelo de

65



f)

9)

h)

difraccion justificado por la ecuacion (3.70) en la region de Fresnel y (3.75) en la
region de Fraunhofer. Por otro lado, la distribucion de intensidad del campo
difractado y propagado esta dada por la expresion (3.72) en la region de Fresnel y

(3.76)-en la region de Fraunhofer.

Nuevamente respecto al objetivo general, pero para el caso de las dos aberturas
circulares, sesestablece este que también fue logrado. La ecuacion (3.118) da
referencia de la distribucion de amplitud del campo difractado y propagado a la region
de Fresnel, mientras que la ecuacion (3.124) corresponde a la region de Fraunhofer.
Ademas, la distribucidon de intensidad est& dada por las expresiones (3.121) y (3.122)
en la region de Fresnel y.(3¢125) en la region de Fraunhofer.

Respecto al objetivo particular, de implementar un arreglo experimental Optico
coherente, este también fue, logrado' como se expone en la Figura 4.1, donde se
muestra el experimento para, producir/ distribuciones de intensidad del campo

difractado.

El objetivo particular de producir y.grabar los-patrones de difraccion en distribucion
de intensidad generados experimentalmente tambign-fue logrado, y la evidencia son
las imégenes fotograficas de los patrones de difraceion seleccionados con sus
correspondientes tiempos de exposicion, que se encuentran en el Capitulo 4. Algunos
aspectos que se pueden destacar son los siguientes: a) la region de Fresnel no tiene la
misma distancia z para el par de rendijas rectangulares que, ‘para’el par de aberturas
circulares, ambas usadas como objetos difractores; b) se observé que para objetos
difractores de geometria rectangular y circular, la region de Fresnel’y la region de

Fraunhofer no esta muy alejada del objeto difractor.

Se observo que los patrones de difraccion en la region de Fraunhofer se amplificaban,
es decir que se hacian mas grandes, conforme la distancia z desde el objeto difractor
hasta el plano de grabado aumentaba, a pesar de que el objeto difractor se ilumind

con frentes de onda planos.
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i)

)

Se/propone como trabajo futuro la realizacion de una etapa de simulacion para
comprobar los planteamientos tedricos y los resultados experimentales y tener una

solucién mas completa del problema de difraccion sin lente.
El tema queda_abierto para ser retomado con otro tipo de objetos difractores e

iluminacién coprluz de laser, de frentes esféricos, gaussianos o cilindricos, entre otras

opciones.
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ANEXO
DEFINICIONES

1.- Definicionde convolucion: Es una operacion matematica en la que dos funciones f(x)
y g(x)en el“mismo espacio se transforman en una tercera funcion en el espacio del
desplazamiento que’ sufre una de ellas. La convolucion representa la magnitud de
superposicion de f(#)\y» una version invertida y trasladada de g(x). No obstante, la
convolucion puede realizarse entre mas de dos funciones. Formalmente estd dada por la

siguiente integral:

f@®9x) = 2. fF(Brg(x — B) dp. (A1)
Algunas propiedades de la operacién de convolucion son:

a) Conmutatividad: El orden de las funciones en la convolucion no afecta el resultado,
es decir que no importa si se realiza un desplazamiento f(x — ) o g(x — B), el resultado

obtenido en ambos casos es el mismo,

FO®IX) = g0)® f(x) = [ FBg(x —BrdB.= [ g(Bf (x — B dB. (A2)

b) Asociatividad: El resultado de la convoelucién®de.tres funciones f(x), g(x) y h(x)

sera el mismo, sin importar como se agrupen los elementos.al realizarse la operacion.

[f ()®g(0)]1®h(x) = f(x)[g(x)QA(x)]. (A-3)

c) Distributiva: La convolucion de una funcién £ (x) con la sumadde otras dos funciones
g(x) + h(x), es igual a la suma de las convoluciones de la funcion f (x)con cada una de las

otras dos funciones g(x) y h(x), individualmente.

f®[g(x) + h(x)] = [f(x)®g ()] + [f (x)®h(x)]. (A.4)

d) Elemento neutro: La convolucion de una funcion f(x) con una funcién-delta de

Dirac &(x) no cambia la funcion original.

fFGO® 8(x) = f(x). (AS)
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e)’Propiedad de multiplicacion por un escalar: Cuando alguna de las funciones f(x)
0 g(») que intervienen en la convolucion esta multiplicado por algin escalar a, entonces el

escalar ptiede colocarse “afuera” de la convolucidn o bien asociarse a la otra funcion.

af ()@ g(x) = alf (N)®g(x)] = f(x)®ag(x). (A.6)

2.- Definicion«de.transformada de Fourier: Es una herramienta matematica que
convierte una funciéng.(x) en el dominio del espacio o el tiempo a una funcién G (u) en el
dominio de la frecuencia.¢sEn su representacion unidimensional estd dada por la siguiente

integral:

FgE=6w) = [ gx)e 2™ dx. (A7)

Por otra parte, en su representaciéf-bidimensional,

Fgx )} =Gud) =1 [77 glx,y)e Zr@x+w) qydy, (A.8)

donde u y v son las frecuencias espaciales paraxiales. Para que exista G (u) y G (u, v) hay un

conjunto de condiciones suficientes también llamadas*condiciones de Dirichlet:

a) g debe ser absolutamente integrable en el"plano x, y, es decir,

219Gy ldxdy <(oo, (A.9)
b) g debe tener un numero finito de discontinuidades y un numero finito de
maximos y minimos en cualquier intervalo finito.

c) g no debe tener discontinuidades infinitas.

3.- Definicion de transformada de Fourier-Bessel: También llamada transformada de
Hankel, es una transformada integral que opera sobre una funcion g(r) y permite expresarla
como una suma ponderada de funciones de Bessel de primer tipo J, (2nrw) con orden k; esta
transformada resulta de utilidad en problemas con coordenadas cilindricas y polaresyademas
cumple con los teoremas de la Transformada de Fourier. Matematicamente, se encuéentra

descrita mediante la siguiente integral:

B{g(")} =G(w) = fooog(r)]k(27trw)rdr. (A.10)
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Mientras que la transformada de inversa de Fourier Bessel, queda descrita de la siguiente
forma:

B HG(w)} =g@) = fOOOG(a))]k(ana))a)dw. (A.11)
La transfermada de Fourier y la transformada de Fourier Bessel cumplen algunos

teoremas que‘se“enuncian a continuacion, sin demostracion:

4.-Teorema de linéalidad: La transformada de Fourier de una suma de las funciones
g(x) y h(x), puede verse gomo la suma de sus transformadas individuales, es decir G(u) y

H (u), respectivamente; donde a, a, corresponden a constantes.

Flarg(x) + axh(0)} = 24§ lg (0} + a,F{h(0)} = a,6 (W) + aH(w). (A.12)

5.-Teorema de variables separables: La transformada de Fourier G(u,v)
correspondiente a una funcion g(«,.y») de des Variables independientes x e y y que puede
separarse como el producto g(x)g(@),'es iguala realizar el producto de las transformadas

de Fourier individuales G(u) y G (v) decadafuncién.

Flg(x, y)} = FHg() g} = Fg(NFg(V)}= GG (v) = G(w,v). (A.13)

6.- Teorema de la transformada inversa de Fourier: <La-transformada inversa de
Fourier permite reconstruir una funcién en el dominio del espacio o el tiempo g(x), a partir
de su representacion en el dominio de la frecuencia G (u); mateméatieamente esta dada por

una integral, pero con signo positivo en el exponente del factor de Fourier.
90 = FHCw) = [ Gwe™ du. (A.14)
Por otra parte, en su representacion bidimensional,

glx,y) =F He(w,v)} = f:: G (u, v)e 2T +vY) dudy, (A15)
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7+#Teorema de identidad: Para una funcion g(x), al realizar su transformada de Fourier
y sucesivamente su transformada inversa, se produce nuevamente la funcion g(x), excepto
en los puntos‘de discontinuidad. Lo mismo ocurre al realizar primero la transformada inversa

y sucesivamente la transformada de Fourier.

F g0} =FF Hg()} = g (0. (A.16)

8.-Teorema de desplazamiento o traslacion: Si se tiene una funcion g(x) con
transformada de Fourier'G(u); entonces la funcion desplazada g(x — b) tendra una
transformada de Fourier igudl-asla transformada de Fourier de la funcidn sin desplazar

multiplicada por un factor exponencial-con un cambio de fase en el dominio de la frecuencia.

Flglx — b)} = Gwe ™. (A.17)

9.-Teorema de escalamiento_o”de similitud para la transforma de Fourier: La
transformada de Fourier de una funcién g(ax), escalada una cantidad a constante y que no

es cero, da como resultado:

u

§lg(d0) = — ¢(2) (A.18)

la a

Dicha expresion es analoga a la siguiente

§{g (%)} = lal6(aw). (A.19)

Es decir que si a causa que el ancho de la funcién aumente, su transfarmada de Fourier

., - 1 . .1
sufre una contraccion al multiplicarse por Tl De manera anéloga si o 9enera gue el ancho

de la funcién disminuya, la transformada de Fourier sera mas amplia al multiplicarse por el

factor |al.

10.- Teorema de escalamiento de la transformada de Fourier-Bessel: ‘La

transformada de Fourier-Bessel de una funcion g(r) escalada en un factor a, es decir g(ar),
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resulta’en la transformada de Fourier Bessel de la funcion original, pero con la frecuencia

A . T 1
divididaspor a y con la amplitud multiplicandose por un factor pet

B{g(ar)} = % G (%) (A.20)

11.-Transformada.de un producto: Si se tiene dos funciones g(x) y f(x) cuyas
transformadas de Fourier.individuales son G (u) y F (u), entonces la transformada de Fourier

del producto g(x) f(x) esta dada por la convolucion de G(u) y F (u).

Flg)f ()} = GWF (w). (A.21)

12.-Transformada inversa de un producto: Si se tiene dos funciones G(u) y F(u),
cuyas transformadas de Fourier ipnversas individuales son g(x) y f(x), entonces la
transformada de Fourier inversa del-producto de'G (u) y F(u) esta dada por la convolucion

de sus transformadas inversas individuales.

FHCW Fw} = FHE@P®F '{F@)} = g()®f (). (A.22)

13.-Transformada de una convolucion: La transformada de Fourier de una
convolucion en el dominio espacial entre las funciones g(x) e f(x); cuyas transformadas de
Fourier son G(u) y F(u), respectivamente, es igual al producto_de sus transformadas

individuales.

Flg)® f(0)} = GWFw). (A.23)
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