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Introduéeion

En este trabajo se*resitelve un problema de control de lineas
de espera, con el criterio”de¢\costo promedio y con espacio nu-
merable de estados a tiempo.continuo; para lograr este objetivo
se propone transformar dicho(problema de control a un proble-
ma de control con espacio finitotde estados a tiempo discreto, el
cual se resolvera utilizando/programaeion dindmica.

Una linea de espera o cola_s¢ forma end sistemas que ofrecen
servicios con cierta capacidad de“atencion,jal llegar los clientes
si el servidor no esta disponible,ly ¢l cliente)decide esperar, se
forma dicha cola.

La teoria de lineas de espera proporciona modelos para pro-
blemas interesantes, estosggiodelos se utilizan parara toma de
decisiones que influyen en %s siguientes aspectos: tiemiporde es-
pera total del sistema o en la cola, cantidad de clientes ésperando
en el sistema o en las colas y tiempo ocioso de los servidorgs.
Asi, el interés no sélo es modelar la cola sino controlarla. Para el
control de colas se cuenta con la teoria de procesos de control.es-
tocastico, cuyo interés mas importante es encontrar la funcion de
valores Optimos y la correspondiente politica 6ptima. Este tipo
de problemas se estudian en el contexto de la teoria de Procesos
de Decisién de Markov (PDMs), donde los PDMs modelan un
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problema de decision secuencial en el cual un sistema evoluciona
en@l)tiempo influido por un controlador o decisor. Los PDMs
consistén de un espacio de estados, de un espacio de acciones,
de una‘farnilia de conjuntos de acciones admisibles, de una ley
de transicion’ y de una funcion de costo, junto con un indice de
funcionamiento (también llamado criterio de optimalidad) me-
diante el cual se’mide la respuesta del sistema a los controles
aplicados. Este fndice por lo general representa costos (o ganan-
cias), asi, el objétivo de un problema de decisién de Markov
o problema de conttrel, es encontrar politicas que minimicen el
costo esperado (o maxinicen la ganancia esperada) en el tiempo.

La metodologiapara resolyer el problema de interés es progra-
macion dindmica. LeS métodés mas utilizados en programacion
dinamica para PDMS son:

(a) iteracion de valores,
(b)iteracién de politicas.
Para este trabajo se utilizara ¢l métede de iteracion de valores.

Para resolver el problema de control énDMs a tiempo con-
tinuo se establece una equivalencia entre una €adena de Decision
de Markov a Tiempo Discreto (CDMTD) y una)Cadena de De-
cisién de Markov a Tiempo Continuo (CDMTE),a través del
método de uniformizacion, el cual fue propuesto en [15] para re-
solver problemas de PDMs a tiempo continuo. La uniformizacion
consiste en introducir una probabilidad, distinta de‘getos de ir
de un estado a el mismo; ya que en una CDMTC esta.proba-
bilidad es cero, asi el problema se puede observar en periGdos
determinados de tiempo, es decir, a tiempo discreto.
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El problema de control de PDMs con espacio numerable de
estados y @\tiempo discreto se resuelve con el método de aproxi-
maciones sutesivas, es decir, por una sucesion de CDMTD, pero
cada una convespacio finito de estados.

Se utiliza el método de iteracién de valores para calcular la
funcion de valor y las!politicas optimas, cuando el espacio de
estados es finito y a tiempo discreto.

La tesis consiste de tresceapitulos. El primer capitulo propor-
ciona la informacién necesaria sobre teoria de colas o lineas de
espera. Ademas, menciona losunodelos de colas simples, descri-
be un sistema de espera yseoneluye aportando la teoria mini-
ma de cadenas y procesos de'Markoy. El capitulo dos, llamado
programacion dinamica y colas; estd eonformado de la siguiente
manera: la seccion 2.1 proporciena la definicion de un modelo de
control estocastico con espacio sfunerable de estados a tiempo
discreto, mencionando cada uno dedes elementos que lo confor-
man, la seccion 2.2 presenta el problema de control estocastico
con costo promedio, con espacio numerable de €stados y a tiem-
po discreto, tal problema de control se resuelve.por el método
de aproximaciones sucesivas. En la seccidon 2.3 se‘gbnsidera un
problema de control estocastico con espacio finito de estados y
para resolverlo se utiliza iteracion de valores, en la sedcion 2.4
se establece el resultado para resolver un problema de confrol
estocastico con costo promedio a tiempo continuo utilizando uni-
formizacion. El capitulo tres presenta un ejemplo de la teoriasde
procesos de control estocdstico con costo promedio en un sistema
de lineas de espera con un servidor. Finalmente se proporciona
la conclusion y las referencias.







Capituloe1

Lineas de Espera

En este capitulo se abordapd™la teoria basica para establecer
el problema de interés. En la primera seccion se describe la teoria
de colas. En la segunda se€¢ion se dara el criterio de rendimien-
to. En la tercera seccion se”clasifican los distintos sistemas de
lineas de espera. La cuarta seceion describe los elementos de una
linea de espera. Finalmente se proporcionayda teoria minima de
procesos estocasticos para modelar una colas

1.1. Introduccion a Lineas de Espera

La espera en situaciones importantes de nuestra/vida no es
nada agradable. Se tieneggue hacer cola casi todos log"dias para
recibir ciertos servicios. Esto suele ocurrir cuando la’démanda
real de un servicio es superior a la capacidad que existe para dar
dicho servicio (ver [6]).

Las lineas de espera son parte de la vida diaria. Ejemplos
reales de esta situacion son: hacer un depodsito en el banco, com-
prar un boleto para el cine, pagar en el supermercado, enviar un
paquete por correo, aparatos que deben ser reparados por un ser-
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8 Capitulo 1. Lineas de Espera

vicio técnico, etc. Todavia mas frecuentes son las situaciones de
espera en el contexto de la informatica, las telecomunicaciones
v en“general las nuevas tecnologias. Asi, por ejemplo, los proce-
sos enviados a un servidor para ejecucion se forman en la cola
mientras(no$on atendidos; la informacion solicitada a través de
interg@et puede recibirse con demora debido a congestion en la
red, la senal delMfneas ocupadas si la central de la que depende
un teléfono mévilesta colapsada en ese momento, etc.

La teorfa de colag'e$ el estudio matemético del comportamien-
to de lineas de esperd, ‘a partir de los datos que suministra el
estudio de la teoria de ‘¢alas se puede obtener la informacion
necesaria, por ejemplo, para definir el niimero de asientos nece-
sarios en una sala dde”espera,/ o la estructura de etapas de un
proceso de atencion @lycliente” En cualquier caso, para poder
tomar decisiones hacen-falta dapes que la teoria de colas puede
facilitar en algunos de log siguientes tres aspectos:

1. Tiempo de espera (en elfotal delSistema o en la cola).

2. Cantidad de clientes esperando (en€lysistema o en las co-
las).

3. Tiempo ocioso de los servidores (total o particular de cada
servicio).

El estudio de las lineas de espera es importante;“porque pro-
porciona tanto una base tedrica del tipo de servicio que’sepuede
esperar de un determinado sistema, como la forma en.a.cual
dicho sistema puede ser disenado para proporcionar un detérmni-
nado grado de servicio a sus clientes. Cuando los clientes llegan-a
un lugar demandando un servicio a un servidor (el cual tiene una
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cierta capacidad de atencién) y si el servidor no esta disponible
y el client¢'decide esperar entonces se forma la linea de espera.

El problema _en un sistema de espera es determinar que ca-

>idad o tasa de getvicio proporciona el balance correcto. Esto
no es sencillo, ya @ue un cliente no llega en un horario fijo, es
decir, no se sabe cdn exactitud en que momento llegardn los
clientes, asimismo el tiemtpo de servicio no esta determinado a
priori.

La teoria de colas en si no'resuelve directamente el problema,
pero contribuye con la informacion fundamental que se requiere
para tomar las decisiones concernientes, prediciendo algunas ca-
racteristicas sobre la linea‘de’espeta tales como la probabilidad
de que se formen, el tiempo de)espera promedio, etc.

En la teoria de colas generalmente sesllama sistema a un
grupo de unidades gisicas, integradas, de talimodo que pueden
operar de acuerdo con una serie dé operaciéngs determinadas.
La teorfa de colas busca una solucion al problema de la espera
prediciendo primero el comportamiento del sistefha, Una solu-
cién al problema de la espera no sélo consiste en‘#iinimizar el
tiempo que los clientes pasan en el sistema, sino tamBién’en mi-
nimizar los costos totales de aquellos que solicitan el séryicio y
de quienes lo prestan, este tipo de problema lo resuelve la teptia
de control estocastico.

Los objetivos de controlar colas consisten en:

= [dentificar el nivel optimo de capacidad del sistema que
minimiza el costo de funcionamiento.
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»Evaluar el impacto que las posibles alternativas de modifica-
¢gion de la capacidad del sistema tendrian en el costo de
funicionamiento.

» Estableeer un balance equilibrado (6ptimo) entre las consi-
deraciones cuantitativas de costos y las cualitativas de ser-

vicio.

. grestar aténeion al tiempo de permanencia en el sistema o
en la cola; la”pagiencia de los clientes depende del tipo de
servicio espectficeconsiderado y eso puede propiciar que un
cliente abandone el\gistema.

Proporcionar démasiada-eapacidad de servicio para operar el
sistema implica costosrexcesivos; pero al no contar con suficiente
capacidad de serviciova fespera”aminenta con todas sus desafor-
tunadas consecuencias (yef [13]).

La teoria de colas es una-eoleccion”de modelos matematicos
que describen sistemas de lineas de espera particulares o sis-
temas de colas. Los sistemas de colas sonnodelos de sistemas
que proporcionan servicio. Los modelos se\utilizan para encon-
trar un buen funcionamiento entre costos del siStema y los tiem-
ppes promedio de la linea de espera para un sistefita dado; como
modelo pueden representar cualquier sistema, donde los clientes
llegan buscando un servicio de algiin tipo y salen deSpugs de que
dicho servicio haya sido atendido, ademads, se puedén*modelar
los sistemas de este tipo tanto como lineas de espera seneillas o
como un sistema de colas interconectadas formando una'‘seéd-de
colas.
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Las formulas para cada modelo indican cual debe ser el desem-
peno del sisfema correspondiente y senalan la cantidad prome-
dio de espera yue ocurrira en una serie de circunstancias. Por
lo tanto, estos‘modelos de lineas de espera son muy ttiles para
determinar com¢ gperar un sistema de colas de la manera mas
efectiva.

1.2. Rendimiento.de un Sistema

Existen medidas de rendimmiento que se utilizan para evaluar
un sistema de colas. Para disenar y poner en operacion un sis-
tema de colas, por lo general 10§ administradores se preocupan
por el nivel de servicio qué recibe un cliente, asi como el uso
apropiado de las instalaciones de sexxicio de la empresa.

La tarea de un analista decolas.es dé dos tipos:

= Establecer mecanismos pard nledir la”efectividad del sis-
tema.

= Disenar un sistema 6ptimo (de acuerdo a’algin criterio).

El diseno eficiente consiste basicamente en definir pii)sistema
cuyos costos (de disefio y de operacion) se justifique pot el ser-
vicio que proporciona. Dicho servicio se puede evaluar niediahte
el costo de no proporcionarlo. De este modo el fin es minimizar
los costos totales.

El calculo ge las medidas de rendimiento depende de los pro-
cesos de llegadas y del servicio del sistema de colas. Estos proce-
sos son descritos matematicamente mediante distribuciones de
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llégada y de servicio.

1.3.

Modelos de Colas

Los modelos de colas mas frecuentes son los siguientes:

L.
2.

3.

Un servidor+¥ una linea de espera.
Servidores el sefie.

Servidores en paralelo.

. Un solo servider y miltiples lineas de espera.
. Mdltiples servidores-y unarlinea de espera.

. Red de servidores.

Un servidor y una lineade espera. Aqui, el cliente que entra
es atendido por un servidor. Si él servidor estd ocupado el
cliente se forma en la cola (tinica), ésperando que el servidor
se desocupe y pueda ser atendido. Después de esperar cierto
tiempo en la cola, el cliente entra a la unidad de servicio
para ser atendido; al completar el servicié_elCliente sale del
sistema.

. Servidores en series. En este sistema se tienen‘varios servi-

dores en serie. Aqui, el cliente entra en el sistemasada cola
del servidor 1, recibe el servicio y después pasa a.da.cola
del servidor 2, recibe servicio, y asi sucesivamente,hasta
que complete todos los servicios y finalmente abandong-el
sistema.
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. Servidores en paralelo. Un sistema con servidores en parale-
lo se ¢aracteriza porque hay mas de un servidor que ejecuta
la misma funcion con la misma eficiencia, es decir, hay un
numero de_sérvidores con sus respectivas colas. El cliente
que llega es'enviado a una de las colas, una vez que le asig-
naron a que cglalir debe permanecer en ella hasta que reciba
el servicio y abandene el sistema.

Un solo servidorsf multiples lineas de espera. Aqui, sola-
mente un servidor es'responsable para servir las miultiples
colas. El servidor puede censiderar el mecanismo de decidir
cual cola servir en una ép@oa de decision.

5. Multiples servidores yana linea de espera. En este sistema

las razones de servicios”son “fijas, pero pueden variar de
servidor a servidor. Comio)maxinio un cliente puede recibir
servicio de cualquier servider en” gialquier tiempo. Si hay
un cliente esperando servieio.y pot _lo menos un servidor
esta desocupado, entonces las opcionéds de control consisten
en enviar al cliente a un servidor libre.

. Red de servidores. Aqui, un nimero de servidores propor-
cionan servicios diferentes a clientes y cada gervidor tiene
su propia cola. Los clientes que llegan se dirigen a.eada cola.
Cuando un cliente termina el servicio en un servidor-puede
dirigirse a otro servidor o salir del sistema.

1.4. Descripcién de un Sistema de Espera

La descripcion completa de tales sistemas requiere de técni-

cas matematicas, esencialmente probabilisticas.
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Un sistema de espera consiste de una unidad de servicio, un
prateso de arribo de clientes que deben ser atendidos por la
unidad y un proceso de servicio.

En un sistema de espera se tiene una fuente o poblacion
de clientes @ue entraran al sistema a recibir servicio. La unidad
de servicio/puéde tener uno o mas servidores. Si todos los
servidores estan_etupados cuando un cliente llega al sistema,
entonces debe unirse a la cola y esperar hasta que un servidor
esté desocupado y lopueda atender. Después de esperar un cierto
tiempo en la cola, eltliente entra a la unidad de servicio y
es atendido por un seryidor; al completar el servicio, el cliente
sale del sistema (ver[6]):

Definicion 1.4.1. Sea. t,, elitiempo aleatorio en el que llega el
n—ésimo cliente, n =12 - - -5 = 0. Suponiendo que 0 =ty <
ty <ty < -+, los tiempos.entre llegadas se definen como

Tn =1t, —tha, n =12 ---. (1.1)

Una hipotesis importante que se tendra‘en lo que sigue es que
los tiempos entre arribos 71, 72, - - -, son variables aleatorias (v.’s
a.’s) independientes e idénticamente distribmidas (i.i.d). Supon-
ga que los tiempos entre llegadas tienen un faler medio F(T)
finito y positivo, es decir, 0 < F(7) < oo, donfle)T denota un
tiempo entre llegadas arbitrario. Si

el parametro A se puede interpretar como la intensidad prome-
dio de llegadas al sistema por unidad de tiempo.
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Suponga que los servidores son idénticos, denotando por s la
v.a. que déseribe el tiempo de servicio, cuyo valor medio E(s)
es finito y positivo, es decir, 0 < E(s) < oo. Si

1
E(s) = —,
T
se puede interpretar @ gtomo la intensidad promedio de servicio

por servidor.

Para distinguir entre eliimero de clientes en el sistema y el
numero de clientes en la cold sé puede ver que,

N(t) = N,(t) $N,(t), t > 0, (1.2)

donde

N(t) =Numero de clientes en eljsistema’ en el tiempo ,

N,(t) =Numero de clientes en la_cdla eh ehtiempo t, y

N(t) =Numero de clientes recibiéndo servieio en el tiempo t.

Como indicadores del funcionamiento de unrSistema de espera
se pueden mencionar dos parametros importantés) uno de ellos

es la intensidad de trafico (I):

E(s)
E(7)

= AE(s)
A

fL

1

1

el valor de I determina (en un sentido probabilistico) si la co-
la crecera sin limite o si, eventualmente, alcanzara un estado
estacionario; el otro es la ocupacion por servidor (u):
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I

U = -
Q
A

Q_ﬂj

donde p esehnimero de servidores. Este puede interpretarse co-

mo la probahilidad de que un servidor particular esté ocupado o
como el nimero_promedio de personas que van a ser atendidos
por cada servidof.

Resumiendo, las caracteristicas para describir un sistema de

espera soI:

» Fuente de entrada. Es el conjunto de individuos (no

necesariamenteseres humanos) que pueden llegar a solicitar
el servicio. La fuente puede.ser finita o infinita. Siempre que
la fuente es grande convien€ suponer que es infinita, ya que
permite resolver de foftna mas sencilla muchas situaciones
del desarrollo matemadica Dicha’suposicion de infinitud no
resulta restrictiva, ya queel nimeése de individuos que estan
solicitando el citado servicio, no afeeta a la frecuencia con
la que la poblacién genera nuevas petieiones de servicio.

Mecanismo de servicio. Es el procedimiento por el cual
se proporciona servicio a los clientes que lo/Selicitan. Para
determinar totalmente el mecanismo de servicio de una
linea de espera se debe conocer el niimero de servidores
(0) en el sistema y la distribucién de probabilidad.del tiem-
po que cada servidor tarda en satisfacer un servicios Si los
servidores tienen distinta destreza para dar el servigiO. se
debe especificar la distribucion del tiempo de servicio ‘para
sada uno.
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» Cliente. Es todo individuo de la fuente de entrada que
solicita servicio. Dependiendo del sistema que se trate, los
clientes’pueden ser personas, maquinas, paquetes, etc.

» La cola (¢).Es el conjunto de clientes que esperan servicio,
es decir, loswelientes que ya han solicitado el servicio pero
que ain no han_pasado al mecanismo de servicio.

» Proceso de arribes o llegadas. Esto se refiere a la fre-
cuencia media de llégada de los clientes. En situaciones de
colas mas usuales la Hegada es estocastica, es decir, la lle-
gada depende de una ciérta variable aleatoria, en este caso
es necesario conocer la distribucion probabilistica entre dos
llegadas sucesivas. Ademasy habria que tener en cuenta si
los clientes arriban de maneraindependiente o en grupo. En
este segundo caso habria qie definir la distribucién proba-
bilistica de éstos.

También, es posible que los ¢lientes sean impacientes, es
decir, que lleguen a la cola y si es demasiado larga abando-
nen el sistema, o que después de esperar gggrto tiempo en

g’p@ible que el
patrén de llegada varie con el tiempo. Si se mantiene cons-
tante se le llama estacionario, y si varfa es no-esta¢ionario.
Este proceso esta determinado por la funcién de distribu-
cién F'(t) = P{r < t} delos tiempos entre llegadas definido
en (1.1).

la cola decidan abandonarla. Por ultimo,

» Distribucion del tiempo de servicio. Conociendo las
distribuciones del tiempo de servicio se pueden contestar las
siguientes preguntas: jcuando esta disponible el servicio?,
JLcuantos clientes pueden atenderse a la vez?, ;se pueden
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atender en grupos o de modo individual? y ;jcuanto tiem-
po toma el proporcionar el servicio? El tiempo de servicio
varia con el nimero de clientes en la cola. El tiempo de
servicio esta deteminado por la funcion de distribucion de
probabilidad:

S(t) = P{s <t}.

Nimero”de, servidores (p). En los sistemas de espera
mas simples se tiene solo un servidor, o = 1, pero en muchas
situaciones practieas se tiene un ntmero o > 1 de servi-
dores. Tambiéngsespueden considerar sistemas con un niime-
ro infinito de servidores, esto nos indica que en el sistema no
se forman colas porgue siempre se disponen de servidores
libres para aténder a los=nuevos clientes que llegan.

Capacidad méxima del sistema (K). Es el maximo
nimero de clientesique puede contener el sistema y en el
caso de que haya p Servidorés. se tiene que

K= C, 54

en donde € es la capacidad de la cola, es decir, el nimero
maximo de clientes permitidos en la“cela.

] %iscipﬁna de servicio. La disciplinasdesservicio es la

manera en qwe los clientes se ordenan en @&lymomento de
ser servidos. Cuando se piensa en colas se adniite que la
disciplina de cola normal es FIFO (atender prifiero a quien
llegé gprimero). Sin embargo, en muchas colas ‘e8” matural
usar g disciplina LIFO (atender primero al tltime)¢ Tam-
bién es posible encontrar reglas de secuencia con ‘prieri-
dades, por ejemplo, secuenciar primero las tareas con nienox
duracién o segtin tipos de clientes.
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La notacién de Kendall Lee es una forma abreviada de des-
cribir un gistema de espera con seis de los componentes antes
mencionado8. En esta notacion se escribira

A/S[e/K/F/d,
en donde cada una de estas letras describe:
A = distribucién”de los tiempos entre arribos,
S = distribucion del tiempo de servicio,
0 = numero de servidotes;
K = capacidad del sistenia,
F = ntimero de individues en-la fuente,

d = disciplina de servicio.

1.5. Cadenas de Markov

La teoria de esta seccién esta basada en [2}76], [10] y [12].

Definicién 1.5.1. Un proceso estocdstico es und familia X =
{X(t),t € T} de variables aleatorias. Es decir, pare’cadat € T,
en donde T es el conjunto de pardmetros o conjunto delhdices,
X(t) es una variable aleatoria (v.a.) definida sobre algun espacio
de probabilidad (0, F, P),

X(t):Q—R.

Para enfatizar que el proceso depende de los eventos elemen-
tales w € (1, se escribe

X(t) = X(t,w).
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A&], el proceso se puede ver como una coleccién de funciones
reales definidas sobre T" x (), es decir,

X(): T xQ—=R,
tal que parascada t € T fijo y para cada w € € fijo se tiene
1. X(t,-)+Q.— R es una v.a.,

2. X(-,w) : T4 R es una funcién de t € T, llamada una
realizacion deél_proceso X.

El espacio de estados del proceso es el conjunto X de todos
los valores posibles querpueden tomar las variables X (¢), para
cadateT.

Cada punto en XoSe llama‘estado del proceso. Si X es finito
o numerable se dice que el praceso es discreto; si X es un inter-
valo se dice que el proceso.es continuo.

El proceso también se clasifica d€_acuerdo a la naturaleza
del conjunto de pardmetro T+ Si T es-rumerable, poxn%jemplo,
T =1{0,1,2,...}, T = {0, £1, £2, .. .} .€te., se dice que X es
un proceso con parametro (o en tiempo) discreto. Si 7" es un
intervalo, es decir, T = [a,b], T = [0,00|, T =.(—00, ), etc.,
X es un procesocon pardmetro (o en tiempo)‘oﬁsmuo‘

4

Si X = {X(t), t € T}, es un proceso a tiempgadiscreto, es
decir, T" = {0,1,--- }, entonces denotando X (t) = xp)se tiene
que X es una sucesiéon de v.’s a.’s X = {xg, 21, }.

EJeMPLO 1.5.2. a) Para cada t > 0, sea N(t) el numero e
clientes en un cierto sistema de espera. Entonces {N(t),t > 0}
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es un proceso en tiempo continuo, T = [0,00), con espacio de
estados digeretos X = {0,1,2,--- }.

b) Una sueesion de v.’s a.’s {x1,x9,---}, es un proceso a
tiempo discreto.(Elespacio de estados puede ser continuo o dis-
creto, dependienda™de si las x; son v.’s a.’s continuas o discretas.

Mediante un proces6 estocastico se pretende modelar la evolu-
cion aleatoria a lo largedel tiempo de una variable o sistema de
interés. Por ejemplo:

a) X; = Numero de clientes en espera de ser atendidos al
tiempo t.

b) X, = Estado operaciénal (1) o_no operacional (0) de una
magquina al inicio del p#ésimo dfa.

¢) X; = Valor de la divisa al.fiempo ¢

d) X; = Magnitud del movimiéiito sismologico de un cierto
lugar al tiempo t.

e) X; = Numero de articulos en un almacén<al tiempo t.

Los distintos tipos de procesos se obtienen al cousiderar dis-
tintos espacios parametrales T, distintos espacios de, estados
(posibles valores de las variables aleatorias), y sobxe’todo al
establecer la dependencia o independencia entre las distintas
variables aleatorias que constituyen el proceso estocastico.

Algunos tipos de procesos

a) Procesos con incrementos independientes. Sit; < 5 < ---
< t,, entonces las variables X; , X;, — X;,,---, X}, — X,
son independientes.

n—1
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b). Procesos estacionarios u homogéneos. Para ty <ty < --- <
b, v para cualquier A > 0, la distribucion de probabili-
dad del vector (X, ---,X;,) es idéntica a la del vector
(X iy -+, Xy o), es decir,
P(Xian< 2,01 | Xy, = 2,) = P(X;

n+l i —

vin—tn < 1| Xo = xp).

¢) Procesos’de Markov. ﬁn proceso estocdstico X = {X;,t €
T}, con T“CAR, es un proceso de Markov si para cualquier
r € Ry s, ‘Q‘T, con s < t, se satisface que P(X; <
| X r < s) =AP(X: < x]X). Esta ecuacion se conoce
como la propiedad‘de Markov, debido a esta propiedad se
dice también que X €S una v.a. sin memoria.

El proceso estocastico utilizado en la modelacion de una linea
de espera tiene la propiedad deNlarkov, ya que la probabilidad
condicional de llegar a un estado tuturo depende exclusivamente
del estado actual en el que’se encu€ntre el sistema, sin importar
el estado anterior de dicho Sisfema.

Definicion 1.5.3. Una cadena de Margkev es un proceso de
Markov {Xf ct =0, 1,---} a tiempo discreto y con espacio
de estados finito o numerable, tipicamente®0,1,--- n} o bien

NI J{0}. La propiedad de Markov se escribe

P(Xr = -'f--‘r|X0 = xg,  , Xj_1 = -'f--‘r—l) =
P(X; = x| X1 = 1 4). (1.3)

El conjunto de probabilidades condicionales se conoce ¢como
probabilidades de transicion, para cualesquiera x,y € X' sé.de-
nota la probabilidad de transiciéon p;';_l = Pz = yloy = )

Si se supone estacionariedad esta probabilidad no depende de #
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£ t+1
Yy

es decir, p = Dy, donde p,, = P(X; = y| Xy = ).
Haciendo variar los estados = y y, se obtiene la matriz de
probabilidad detransicion en un paso:

0 1 2
O/ poo por po2
1l pio P11 P12

P = (pey )=
(Pry) 2 P20 P21 P22

También se pueden definir probabilidades de transicion en n
pasos, o sea, py, = P(X, =y| Xy = z). Haciendo variar = y y,
se obtiene la matriz de probabilidad de transicion en n pasos:

0 1 2

0/poo PO~ Ph2
Lf ply DI Ao
2| Py Py P

P =

La matriz de probabilidad de transicién P = (pg,) satisface
que

L. pyy = 0.

2. Z;Op;];y =1.

En el caso donde el espacio de estados es finito X = {0, 1, 2,
-, n}, haciendo variar los estados x y y, se obtiene la matriz de
probabilidad de transicién P con dimension en (n+1) x (n+ 1)
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€1l un paso, esto es,

0 1 2 ... n

O0/poo Por Po2 - DPon

L{ pio pu1 P12 -+ P

P={psy) = 2| P20 P21 P22 -+ Pm

N\Pn0o Pnl Pn2 --- Pnn

Se pueden definir$dmbién probabilidades de transicion en n pa-
sos, es decir, Phy = P(X, = y| Xy = x). Haciendo variar x y y,
se obtiene la matriz desprobabilidad de transicién en n pasos:

0 1 2 -+ n
Al Il Py ) a1l
Poo Por, Po2 - Pon
PN el Py )
Pio PisPi2 0 Pia

Tt ) A1 ST
P oPnf Poa- P

(S -]

[ED?’?. —

, ) “h T el
A\ Pno (Pl Pn? <" Pun

La matriz de probabilidad de transiciom\B = (p.,) satisface
que

L. pyy = 0.
2. z;:o Dy = L.

Toda matriz cuadrada que cumpla estas condiciones'se llama
matriz estocastica. Si también la suma por columnas es wios, la
matriz se llama doblemente estocastica.
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DadaAma cadena de Markov esta se determina por sus pro-
babilidade$\de transicién P = (p,,) vy una distribucién de pro-
babilidad inicial P(Xy = x), con x = 0,1,2,---.

Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

Sea P = (p,,) 14 matriz de probabilidad de transicién de
una cadena de Markov_ /Para cualesquiera tiempos n y m, las
potencias de [P se definent por

]IDnTm. — ]P)n ]Pm .

Es decir, las probabilidades™de transiciéon son simplemente
las entradas de la n + m-ésima potencia de P, escribiendo en
términos de elementos estd-dada por

pa" =\Y vl (1.4)
b
En particular, para
P? = PR,

con el (z, y)-ésimo elemento dado por

p Ty DakPhy
k

para
P3 = PP?,

con el (z, y)-ésimo elemento dado por

3
Pey = § PakPEiPly-
kd

FEstados Comunicantes
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Un estado y es accesible desde el estado x si existe n > 0
talfque Py > 0y se escribe # — y. Los estados x y y estan
comunicados si © — y vy y — . Se define
1 six=y,

0
T = (S = .
Pay o 0 sixz#uy.

La comunicacion’ es una relacion de equivalencia. Ello induce
una particion dels€spacio de estados en clases de comunicacion.
En particular uné cadena de Markov es irreducible si todos los
estados se comunicinentre si.

Estados recurrentes\yvtransitorios.

Un estado = es recurrent@sise cumple P(X,, = = para algin
n > 1|/ Xy = =) = 1. Un estade gue no es recurrente es llamado
transitorio. Estos conceptos pueden también definirse usando la
siguiente notacion:

Para cualesquiera estados x y y, ¥ para cualquier n > 1, se
define la probabilidad de visitar el estatlo’y por primera vez en
exactamente n pasos, partiendo de x come:;

Pry =P(Xy =y, X #y parak=1 - n~LX,=x).

También, se define la probabilidad de una eventual visita al es-
tado y partiendo de x como:

o0

o~ E :,An

10:1.':!} - .{J:l.'y'
n=0

Se tiene que ﬁ?y = 0. Los conceptos de recurrencia y transis

toriedad pueden establecerse como sigue:
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a) r eg'recurrente < p,, = 1.
b) x es teamsitorio < p,, = 0.

Existe ademas, el siguiente criterio para determinar la recu-
rrencia y la transitetiedad.

PROPOSICION 1.5.4.

a) x es recurrente < anézo Pl = 00.
b) x es transitorio < Z:io Py < 00.

La recurrencia y la transitorfedad son propiedades de clase,
es decir,
a) x es recurrente, r <—— = /s recurrente.

b) x es transitorio, x «— FF=>.y esg’transitorio.
Procesos de Markov a Tiempo Gontinuo.

La definicién de las Cadenas de Markov a Tiempo Continuo
(CMTC) hace referencia a la definicién de los pro€esos generales
de Markov pero ahora el parametro es continuo y €l espacio de
estados numerable (ver (2], [5] y [12]).

Definicién 1.5.5. Dado un proceso estocdastico {X; : t € T},
define una CMTC si para t; € Ry, i = 0,...,n+ 1, con”( =
to<th < - <t,<th,VneN, yVua €8, la probabilidad
condicional cumple la siquiente relacion:

B,

= $n+1|th = Tnp, th_l = Tp—1y---, Xy = :‘CU)

i
== P(Xt = Iliﬂ__|_1|th = Jiﬂ_)‘ (15)

n+1

n+1
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La ecuacion (1.5) expresa la propiedad de Markov para cade-
nag'de Markov a tiempo continuo, como en la ecuacion (1.3) para
el caso de Cadenas de Markov a Tiempo Discreto (CMTD). Si
ademas se“supone la propiedad de homogeneidad, entonces de-
bido a ladisttibucion exponencial, la cual es la tinica distribucion
a tiempo continuo que ofrece la propiedad de pérdida de memo-
ria, los tiempos-de permanencia en los estados de una CMTC
estan distribuidos/exponencialmente.

El lado derecho¢de la ecuacion (1.5) se conoce como la pro-
babilidad transicién ¢;;(u,v) de la CMTC de ir del estado 7 al
estado j durante el periodo de tiempo [u,v), con u,v € Ty
u < v

pij(e v = P(Xy = j| X, = 1). (1.6)

Para v = v se definé

1, s,
piilu,v) = 1.7

pij(u;v) { 0 otroeaso. (L.7)
Si las probabilidades de transicién p;;(i,#)sélo dependen de la
diferencia de tiempo t = v — u, y no sobre, los valores reales
de u y v, las probabilidades de transicion simplificadas para la
CMTC de tiempo homogéneo resultan:

pij(t) = pij(0,1)
-P(Xu—f — j|Xu — '*)
= P(X; = j|Xo = 1), (1.8)
para toda u € T'. Dadas las probabilidades de transicién pi{u.v)

de la CMTC al tiempo u y 7;(u) la probabilidad de estar etel
estado ¢ al tiempo wu, la probabilidad del estado no condicionadas
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v;(v),) £.S del proceso al tiempo v se puede obtener de la
siguiente manera:

¥i(v) = Z Pij(u, v)yi(u), (1.9)

ieS

para cualesquiera @b € T (u < v). Con P(u,v) = [p;;(u, v)] co-
mo la matriz de las probabilidades de transicion, para cualquier
par de estados i, j y cualgitier intervalo de tiempo [u, v), u,v € T,
desde el dominio de parametros y el vector y(u) = (yo(w), 11 (u),
Y2(u),...) de las probabilidades de estado en cualquier instante
de tiempo u, la ecuacién (1.9) se puede dar en forma matricial:

v(v) = ~y(uyPlu, v), (1.10)

para cualesquiera u,v € T{u < v).\Notese que para todo u €
T,P(u,u) =TI es la matriz identidad:

En el caso de tiempo homogéhiges, la ecuacion (1.9) se reduce

50 = 3 pi®n(0) = Sps 0,030, (L11)

i€S ies
0 en notacion matricial:
~(t) = ~v(0)P(t) = ~(0)P(0, ). (1.12)
Como en el caso a tiempo discreto (ver (1.4)), la ecuacion de
Chapman-Kolmogorov (1.13) para las probabilidades de transi

cién de una CMTC puede derivarse de la ecuacion (1.5) aplican-
do el teorema de probabilidad total:

pij(u,v) = Z Pik(w, w)pr(w, v), (1.13)

kesS
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*

0Au<w< .

%concepms bésicos se emplearan en el desarrollo de la
teoria /p‘f'ocesos de decisién de Markov en el siguiente capitulo.




Capitulo-2

Programacién Dinamica y
Colas

Este capitulo trata con’Procesos.deControl Estocastico, tam-
bién conocidos como ProceSos,de Decision de Markov (PDMs)
o Procesos de Control de Markov (PGMs), con horizonte infini-
to, tiempo discreto, tiempo continuno y comeosto promedio. Para
los procesos de control considerados se suporidra que los espacios
de estados y acciones son espaciosidiscretos y~que la dindmica
esta determinada por probabilidades‘de transicién. El problema
principal en procesos de control 6ptimo es determinar la funcion
de valor 6ptimo y la politica 6éptima de control quéuninimiza el
criterio de rendimiento, el cual evalia la dinamica delsistema.

En este capitulo se muestran los métodos que son "utiliza-
dos para resolver problemas de Procesos de Decision de Markov
a tiempo continuo con espacio numerable de estados. Prime-
ramente el problema de PDMs a tiempo continuo se transfor=
ma a un problema a tiempo discreto utilizando el método de
uniformizacion. El problema a tiempo discreto con espacio nu-
merable de estados se resuelve con el método de aproximaciones

31
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sucesivas el cual obtiene una sucesion de Cadenas Decision de
Matkov (CDMs) con espacio finito de estados. Y por tltimo se
haceuso de programacion dinamica para resolver el problema a
tiempe-/discreto con espacio finito de estados.

Este capitulo se organiza de la siguiente forma: en la primera
seccion se hade nfia revision de los Modelos de Control Estocasti-
co a tiempo discreto y continuo. En la segunda seccion se presen-
ta la solucion al problema de optimalidad a tiempo discreto con
espacio numerable de’estados, posteriormente se proporciona la
solucion en el caso cen espacio finito de estados. Finalmente se
presentan los resultados'principales para este trabajo.

2.1. Cadenas'de-Decision de Markov a Tiem-
po Discreto

Esta seccién se basa en [3 Si efi un Proceso de Decision de
Markov (PDM) el espacio de“estados s discreto el problema de
control se conoce como Cadgna de DeciSion de Markov (CDM),
esta estructura matematica permite analizér sistemas de control
en tiempo discreto, involucrando aspectos aléatorios. El tiempo
se particiona en longitudes iguales, llamadas petiodos. A conti-
nuacion, se proporciona la definicion de Cadena’de Decision de

Markov.

Definiciéon 2.1.1. Una cadena de decision de Markov A con-
siste de un espacio de estados, un espacio de acciones,\probabi-
lidades de transicion y una funcion de costo. Se denota per

(S, A, {A(i)|i € S}, P.C).
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1.

El espacio de estados es el conjunto de todos los estados
del sistema, el cual se denota por S y puede ser infinito
numerablé o finito. El estado del sistema es la informacion
relevantesnecesaria para describir las condiciones actuales
del sistemaj

Cuando el sistemaestd en el estado i € S, el controlador
tiene varias acciones disponibles. Estas acciones compren-
den un conjunto~finito A(i) (no vacio). El espacio de ac-
ciones es el conjunto.de~la union de todas las A(i), 1 =
1,2,..., K, el cual se denata por A.

Si el sistema esta en el estado 1 y una accion a se elige,
entonces el estado al”comienzo_del siguiente periodo es j
con probabilidad p;;j(a)y donde)y ;i spij(a) = 1. pij(a) se
llama la probabilidad dé transicion-del estado © al estado 7,
bajo la accion a.

. 51 el sistema se encuentra aetwalmenteen el estado 1 y se

elige una accion a € A(i), entonces se ipcurre en un costo
(finito) no negativo C(i,a).

Historia del proceso

E&L historia al tiempo t = 0 esta dada por hy = m e S.
Se elige una accién inicial de A(7) de acuerdo a la distribu-
cion m(-|hg). Esta es la distribucion (‘leﬂn:obabilidad de la ac-
cién a € A(i). Suponga que ag € A(i) se selecciona. Entoiges
el estado del sistema en t = 1 esta determinado por la distribu-
cion de probabilidad de transicion asociada con i y ag. Suponga
que ese estado es j. La historia al tiempo t = 1 esta dada por
hy = (i,ap,j). La accién al tiempo t = 1 se elige de A(j) de
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acuerdo a la distribucién w(-|i,ag,j) = w(:|h1). Una vez que
est@.accion se elige (por ejemplo, ay), entonces el estado del sis-
tema’ en t = 2 esta determinado por la distribucion asociada
con j'en.d. Suponga que este estado es k. La historia al tiem-
po t 2 esta dada por hy = (i, ag,j,a1, k). El proceso con-
tinta Ee esta) forma. Suponga que el proceso estuvo operando
en los periodosit = 0,1,2,...,n —1 y que el estado al tiem-
po t = n estd determinado. La historia al tiempo ¢t = n es
hy = (i, a0, 1, a1 o, Tn—1,@n_1, in) de los estados pasados y ac-
ciones en el periodgractual. Entonces la accion en n se elige de
acuerdo a la distribueion de probabilidad 7 (:|h,,) en el conjunto
de acciones asociado ¢on ¢,. Una vez que esta accion se elige,
el estado en el tiempo n'+ 1 puede ser determinado. El proceso
contintia de manera-infinita, £n general, H, es el conjunto de
historias bajo n € N,

2.1.1. DPoliticas

Una politica es una regla de opeéracion de una CDM que
especifica como se elige la decisién (atcién) de cada periodo,
proporciona una prescripcion para selecciénar una accion bajo
alalquier posible estado del sistema futuroydada una historia.
gea t = 0 el periodo inicial. La CDM puede opéraren dos modos.
En el modo de horizonte infinito, el sistema op€xd en periodos
t=20,1,2,.... En el modo de horizonte finito, el sistéma opera
en N periodos t =0,1,2,...,N — 1, donde N es un entero po-
sitivo fijo.

Definicion 2.1.2. Una politica estacionaria, denotada por.f,
es una funcion f : S — A(i) tal que asocia con cada estado~i
una accion f(i) € A(i). Si en cualquier tiempo el controlador en#




2.1"€adenas de Decision de Markov a Tiempo Discreto 35

cuentra el sistema en el estado i, entonces el controlador siempre
elige la actidn f(i).

Asi, una politiea estacionaria depende de la historia del pro-
ceso a través delegtado actual. Para implementar una politica
estacionaria, el comntxolador necesita solo conocer el estado ac-
tual del sistema. Los™estados pasados y acciones pasadas son
irrelevantes.

Definicion 2.1.3. Una politica estacionaria aleatorizada, deno-
tada por 6 y asoctada con eada_ estado i, es una distribucion de
probabilidad 6(i) sobre A(i). Sen cualquier tiempo el contro-
lador encuentra el sistema en él-estado i, entonces siempre elige
la accion a con probabilidad (i) (a).

Definiciéon 2.1.4. Una politica,de Markoy determinista es una
sucesion ™ = (fo, f1, fa,...) dé politicas estacionarias. La cual
opera de la siguiente manera: si” el"procesoestd en el estado i al
tiempo t = n, entonces el controlador)elige la_accion f,(i). Asi,
una politica de Markov determinista. depende.de. la historia del
proceso a través del estado actual y del indice de‘teempo.

Definicion 2.1.5. Una politica de Markov aleatorizada es una
sucesion m = (0g,01,09,...) de politicas estacionarfas”aleato-
rizadas. 'Y opera como sigue. Si el proceso esta en el (estado i
al tiempo t = n, entonces el controlador elige la accion a € A)
con probabilidad 6,(i)(a). Asi, una politica de Markov aleato-
rizada depende de la historia del proceso a través del estado atc-
tual y del indice de tiempo.

Ademas, una politica de horizonte infinito se entendera como
una regla que se aplica a lo largo del tiempo.
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2{1.2. Distribucion Condicional de Costos

Supenga que 7 es el estado inicial y que el proceso opera bajo
una politica 7 € I, donde I es el conjunto de todas las politicas.
| estadoal tiempo ¢ es una variable aleatoria denotada por xy;
similarmefitela accion elegida al tiempo ¢ es una variable aleato-
ria, denotadarpor a;. La distribucién de probabilidad conjunta
de (x4, a;) estd dada por: Pr(x; = j,a; = alzy = i), donde se
entiende que &“&-A(j). En este caso, la distribucién de proba-
bilidad esta bien definida. A continuacién, se muestra el calculo
para t = 0, 1, 2.

Sea Pr(ag = a|lrgs= i\ =n(ali). Para t = 1, se tiene:

Pz = j, a1 = afpg—= 1) &= Z m(bli)pi;(b)m(ali, b, 7).
he (i)

El dltimo término es la probabilidad®de elegir la accion b, tran-
sitando a j, y eligiendo la aecitn a; log~términos se suman sobre
las acciones b € A(i).

Para t = 2, se tiene:

Pﬁ‘r :.c2=j,a2=a|:r_:g=i)=

Z ﬂ—(bh) Zpik(b) Z ﬂ—(dha ba k)phj(d)ﬂ(a‘hﬁaﬁ;\daj)
k

bEA(i) deA(k)

Se ascq'a con el par aleatorio (x4, a;) el costo C(xy,a7)se5
decir, es el costo incurrido al tiempo ¢ cuando un controlader
opera bajo m. Dado que C(x;,a;) es una variable aleatoria, para
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determinarlo se emplea la esperanza dada por:

E.[C(z, aMrg=1i] = Z Z C(j,a)Pr(xy = j,a; = alxg = i),

J acA(j)
(2.1)

1
%presenta el costo €sperado al tiempo ¢. Dado que los costos son
no negativos, el valor”esperado (2.1) estd bien definido. Puede
suceder que este valot-§ea”+oc.

Si m es una politica estacionfaria f, se emplea una notacion es-
pecial. El costo asociado en el éstado i estd denotado por C(i, f),
donde f = f(i). Similarmente, Taprobabilidad de transicién se
denotard por p;;(f) (ver”[8ly [14)=Entonces Pr(x; = j.a; =
a|lzg = i) es cero al menos Que~a-= f(j), vy se tiene que:

Pr(xy =j,ar = [f(j)lxo = )= Py(xg=7lzo = 1)
Zp?! Zpkl! (f Z Pk, 1J
LEQ koS ly 1€8
= pij (f)

Aplicando (2.1) cuando se fija a; y por la ecuaciom anterior se
obtiene:

Ef[Clxe, ar)|zo = i] = Zc(ja [Pz = jlwg = 1)
= G HR ).

Este es el costo esperado al tiempo ¢, bajo la politica estacionaria

f.
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2(1.3. Criterio de Optimizacion

EY eriterio de optimizacion de interés en este trabajo es el
costo promedio.

Supongéa_que el proceso opera bajo un horizonte finito n y
que existe wi-costo terminal no negativo F(k) que se incurre
cuando el proetso estd en el estado k. Sean ¢ un estado inicial,
n el horizonteg 7€ Il una politica dada.

Definiciéon 2.1.6. Elcosto total esperado de horizonte n bajo la
politica w se define comos

n—1
i 2 1§ s r)].
t£0
Observe que
[n—1
an(i) - E:r Zc(mt: a‘f) + F{mn)
| =0

-k i[cm,aa+F(z-n)lwo=f1]
| =0

iENB(iEnarﬂiﬂo =i+ Eﬂ[F(ng = .

La tltima igualdad se sigue por la linealidad del valor.esperado.

Definiciéon 2.1.7. La funcion de valor éptimo de horizente fini-
to n, se define como:

V(i) = mf V; . (2). (22)

well
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Definicion 2.1.8. Una politica ™ es éptima para el criterio de
costo total’esperado de horizonte n si V(i) = V,,(i) parai € S.
Definicion 2.189. El indice de funcionamiento estd definido por

o0

Vi (1) = E! ZcrrC(:L‘f,af) , (2.3)

t=0
mell, i €S, llamado’el costo descontado total esperado, donde
0<a <1 es el factorde.descuento.

Definicién 2.1.10. Una pelitica 7 € 11 que satisfaga
Voli) =: Vii ofe), = min V,,  (7), (2.4)
: mell :
i € S, se llama politica éptima 'y Vo (i) funcion de valor optima
descontada.

Definicion 2.1.11. FEl costd promediose.define como:

—1
1.7 n
Jp (1) = 11’1‘11811});Ef’r ZC(:}&,(Q) (2.5)
n—oo 4 =0
= ]f]'IlSll})M, (2.6)
n—o00 n

1€ S, ™ es una politica de horizonte infinito y

n—1
Vpn(i) = EL ZC(:zrf,a.f) : (2.7)
t=0

Definicion 2.1.12. La funcion de valores optimos para el*costo
promedio se define como:

J(i) = il?'%f Jx (1), (2.8)

1 €S, donde el infimo se toma sobre todas las politicas de hori-
zonte infinito.
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Definiciéon 2.1.13. Sea 7 una politica para el horizonte infinito.
Entonces w es dptima para el costo promedio st J.(i) = J(i) para

1€ S

En el caso a tiempo continuo se considera una Cadena de

ecision‘dé Markov a Tiempo Continuo (CDMTC) que se usa

para modela’el control de ciertos sistemas que ocurren a tiempo
continuo.

La CDMTC denttada por W tiene espacio de estados S, que
es un conjunto numerable. Asociado con cada i € S existe un
conjunto finito no vacierA(i) de acciones disponible en i. Supo-
ner que la accién a € A(z) se elige. Entonces se incurre en un
costo C'(i,a) el cual’consiste de un costo instantaneo G(i,a) in-
currido inmediatamefite y un’parametro de costo g(i, a), el cual
ocurre hasta la siguiante, transicion.

El tiempo hasta la siguiénte tramsicion esta distribuido expo-
nencialmente (ver [14]) con(parametro.r(i,a). El nuevo estado
se elige de acuerdo a la distribucién desprobabilidad (p;;(a));es.
La teoria puede ser desarrollada asignandoyp;;(a) > 0.

Sin embargo, para muchos sistemas se tiene.que p;;(a) = 0,
para este trabajo se supondra esto tltimo.

2.2. Optimizacion a Tiempo Discreto con Es-
pacio Numerable de Estados

A continuacién se analiza el criterio de costo promedioseuan-
do la CDM tiene espacio numerable de estados S. Ademads, se
proporcionan algunos resultados para establecer la ecuacion ‘de
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optimalidad de costo promedio.

Para las €igliientes demostraciones se supondra que el estado
inicial es Xy = 44" no se mencionara explicitamente.
LEmMA 2.2.1. Sea e una ;Uoh’tiiccnesmci(m.:w‘m. Sea S un espacio
numerable de estados. Suponga que existe una constante J y una
funcion h acotada inferrormente en i tal que

J+ (@) e)+ > pij(e)h()), (2.9)
J

i € S. Entonces J (i) < J paravi € S.
Demostracion. Por hipdtesis, existe una constante no negativa L
tal que h(i) > —L para i €4. Suponga que Xy =iy Xy, X, ...
una sucesion de valores delproceso.operando bajo una politica
e. Entonces de (2.9) para un/estado atbitrario X; se obtiene

J + }L(Xf) 2 C(Xf, f_‘l) -+ Eg[}b(Xf+1)|Xf], (210)
t > 0. Observe que E.[h(X;)] < %0, sto ses€stablece por

E.Jh(Xy)] < tJF h(i),
lo cual se demuestra por inducciéon a continuaciéi;
Parat = 0, se tiene que E,[h(Xy)] < h(i). Suponga-que es cierto
para t, es decir, E.[h(X;)] < tJ + h(i). Por demostrar.que vale
para t + 1. Entonces de (2.10) se sigue que
E [h(X:1)| Xy < J+ h(Xy).
Tomando el valor esperado en ambos lados y usando una propie-
dad del valor esperado (E[E[X|Y]] = E[X]), se obtiene
BB (Xe)|Xl] < Bl +h(X,)
E (X)) < J+ E[h(X))]
< J+tJ+h(i)=(t+1)J + h(i).
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La tercera desigualdad se sigue de la hipotesis de induccion. Esto
completa la induccion.
Ahora, aplicando el valor esperado en ambos lados de (2.10) se
obtiene

E[C(Xie) + E.|E[MX:1)| Xy < E[J] + E.[h(X}))

E[C(X#e) + E.[h(Xi1)] < J+ E.|h(Xy)]

E.C(Xy &) < J+ E[h(Xy)] — Efh(Xi11)], (2.11)
t > 0. Observe que no se tiene una indeterminaciéon de la forma
00 — 00. Sumando en)la ecuacion (2.11) de t = 0 hastan — 1, y
dividiendo por n se sigite que

i E[C(Xy,e)] & i J+ i E.[h(X,)] — i E[h(Xps1)]
t=0 t=0 t=0 t=0

n—1
Y E[C(Xp )] <Vnd + i) E[h(X,)] < nd +h(i)+ L
t=0

S BC(X €)] (i)
< J3xS——
n n
i)+ L
venli) < J4M+L (2.12)
' n
Tomando el limite superior en ambos ladog'de (2.12) se tiene
Je(i) < J,
que es el resultado que se queria demostrar. L]

2.2.1. Meétodo de Aproximaciones Sucesivas

El método de aproximaciones sucesivas (MAS) se utiliza.para
calcular la funcion de valor y las politicas 6ptimas, cuande-€les-
pacio de estados es infinito numerable (ver [14]).
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Suponga que se proporciona la Cadena de Decision de Markov
(CDM) A¢eomo en la definicién 2.1.1, con el espacio de estados
S infinito ndmerable.

Sea (Ay) und sucesién de CDM que converge a A. El espa-
cio de estados degeada Ay es finito, en este caso se determi-
na una politica dptilna~para cada Ay. Entonces, bajo ciertas
condiciones (ver pag. 1324le [14]) la politica éptima en cada Ay
converge a una politica éptima en A.

Definicion 2.2.2. Sea Ny.ain. entero no negativo. La sucesion
(AN)N>N, s una sucesion de aprozimacion para A si existe una
sucesion creciente (Sy)n=n, de-subconjuntos finitos no vacios

de S tal que | JSy = S. Gada Ay es,una CDM con espacio de
estados Sy que satisface does condiciones:

1. Parai € Sn, el costo de tomar ladceiona € A(i) es C(i,a).

2. Para cada i € Sy y a € A(yyrpi (asN). (llamada distribu-
cion de aprorimacion) es unafdistribueidn de probabilidad
en Sy tal que

lim pij(a; N) = pij(a), (2.13)
N—=oo
jJeSs.

Si se (‘:1sidera. el caso de horizonte finito con un costa termi-
nal ¢(x,,) entonces, este mismo costo terminal se aplica para AW'
El entero N indica el nivel de aproximacion. La CDM A y*tiene
como espacio de estados un subconjunto finito de S. En este sulb-
conjunto finito el conjunto de acciones y los costos para Ay son
exactamente los mismos como para A. Unicamente las proba-

bilidades de transicion son diferentes. Estos forman las distribu-
ciones sobre el conjunto finito que converge a un punto sobre la
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distribucion original en A. Recordar que sélo dos elementos son
requeridos para especificar una sucesion de aproximaciones: el
subeonjunto finito y las distribuciones de aproximacion.

Definicién.2.2.3. La sucesion de aproximacion (Ay) es una
sucesion deaproximacion del tipo de aumentacion, st la distribu-
cion de aprogimeacion es como sigue: dados un estado i € Sy y
a € Ay, para cada r ¢ Sy ewiste una distribucion de probabi-
lidad (qj (i, a,7, NY)jesy. llamada distribucién de aumento aso-
ciada con (i,a,r, Ny tal que

pij(a; N) = pjjla)y+ Z pir(a)g;(i,a,r,N), (2.14)
reS—S8y

j E*SN-

PROPOSICION 2.2.4. La ectiacion(2:44) define una distribucion
de probabilidad sobre Sy .

Demostracion. Para demostrar que (2014) define una aproxi-
macion de una distribucion de probabilidady primero se demues-

tra que
Z pij(a;N) =1,
JESN
Z pij(a; N) = Z pijla) + Z Z pir(a)q;(i, a,mN)
j ESN jESN JEQ\: ?‘é g\.

- Z pij(a) + Z pir(a) Z qj(i,a,r,N)

jESN ré Sx jESN
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= Z pij(a) + Z pir(a)

JESN réSn
= Z}Uerj(ﬂ-)

j€eSs
= L

La primera igualdad esspor sustituir (2.14), la segunda es vali-
da ya que los términos seh no negativos, la tercera igualdad se
sigue debido a que las probabilidades en una distribucion de au-
mentacion suman 1.

Ahora, se demuestra que la diStribucion en (2.14) satisface (2.13).
Observando primero que

1= Z Difla) + Z Dir(a). (2.15)

JESN ré Sy

Ya que el conjunto finito Sy créce a .S, ehtonces el primer térmi-
no del lado derecho de (2.15) s¢ aproximasa.l cuando N — oc.
Por lo que se tiene que

1im Z pir(a) = 0. (2.16)

N—=oo
T‘QSN
Fijando j € S, suponga que N es suficientemente grande tal que
j € Sy. Como los términos en (2.14) son no negativos¥.q; <1,
se sigue que

pij(a) < pij(a; N) < p;j(a) + Z pir(a). (247)
T‘QSN

Tomando el limite cuando N — oo en la ecuacién (2.17) y por

(2.16), se concluye que (2.14) denota una distribucién de aproxi-
macion. [
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2.3. Optimizaciéon del Caso a Tiempo Discre-
to con Espacio Finito de Estados

A cenfinuacion se analiza el criterio de costo promedio para la
CDM con espacio finito de estados S. Ademas, se proporcionan
algunos regultados para calcular la ecuacion de optimalidad de
costo promedio)

NOTACION 2.3.1 Sea S un espacio finito de estados se denota
por:

Wa(i) = (i) Val2r).
k

wo(i) = Vo (ip=W,(i),
w(i) =" dim weld);

a1

w'(i) = wli —Zpk(?:) Z ms(flw(s) |,
k seRy
pi(i) = Zpij(f)pk(j)a
J

donde o € (0,1) es el factor de descuentoyyz. es un estado fijo
de la clase recurrente Ry llamado estado distinguido, w4(f) es la
probabilidad del estado estacionario asociado con s € Ry y pr(i)
es la probabilidad de que la clase recurrente Ry sea alcanzada.

Ademds,

Vo(i) = min < C(i,a) + o E pij(a)Vald) ¢ . (2.18)
acA(i) ,
JES
1 € S, es la ecuacion de optimalidad descontada y cuadquier
politica estacionaria f que alcanza el minimo en (2.18) es ‘optis

ma (ver pag. 68 de [3] y pag. 36 de [1])]).
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Teorema_1. Sea S un espacio finito de estados, entonces la
ecuacion de optimalidad de costo promedio es

J@ % w(i) = CG, )+ pij(a)w(j), (2.19)
J

para i € S.

Demostracion. Condigionando sobre el primer estado visitado,

pk(i) r prj(f)ph(.f)a

esto es valido solo si 7 es una‘clase recurrente positiva. Multipli-
cando ambos lados de la ecuacion anterior por V,(z;) y sumando
sobre k,

pk(i)va'(zk) el Zp?fj(f)pk(j)va(zk)

J

Zpk(i)vﬂ(zk) — Zzpij(f)pk(j)va(zk)
k k J
Wa(i) = Y pithHWa(j) (2.20)
j

Para o > aq y f la politica éptima, la ecuacidi.de optimali-
dad descontada (2.18) se puede escribir como

V(i) = C(i. f) + @Y pi(£)Vald),
j€s
restando y sumando W, (i) en el lado derecho y restando oWV ()
en ambos lados
V(i) = Wo(i) + Wu(i) —aW,(i)
- C(!, f) + o prj{f)vn(.f) - (1’1’1’!&'(;{)1

jes
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entonces

Wl (1= a)Wa(i) = C(i, f)+a Y pi(f)Val(s)

JES
—(1ZpU YWl
jES
= C(, f -I—(lZpU ) — Wa())]
jeS
= C(i,f) +“ZPU Jwa(7).  (2.21)
jES

Aplicando el limite cuando, & — 1~ en ambos lados de (2.21)

ﬂ]ﬂn_ (wa(i) + (1 — a)Wyti)] S alEIll‘ Ci, f)+ « ZPU We

JES

lm w,(i) + lim (1 — a)Wa(i) ="lm C(i, )
ol

a—1" a—1"

w(i)+ lim (1 — o)W, (i) = C(3, f)

a—1-
+ nlgrll_ [ 111111_ Z’("U flwa(y)
jeS
w(i) + ]1111 (1 — a)We(i) ) + Zpu Jw(j), (222

JjeS
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donde
Hm.(le— )W, (i) = lim (1 — « pr(i)Valzk
m(le- a)We (i) = lm (1 -a) % pr(i)Valzr)
= E pr(i) lim (1 — )V, (2p)
. a—>1"

= > (i) (=)
k

= Zpk(i)Jk
k

la primera igualdad es por defirficion de W, (i), como todos los
términos son finitos y conyefgen'se obtiene la segunda igualdad,
para la tercera igualdad sé tiene que

J(i) = (10— o) Vg(o), (2.23)

a—1-

para i € S (ver pag. 100 de [14])Viparaas. dos ultimas igual-
dades se tiene que el costo promedi¢ hajo uné politica f es cons-
tante sobre la clase recurrente, denotado porsf,epor otra parte
J (i) es una combinacion del costo promedio sobre la clase recu-
rrente positiva.

Por lo anterior, la ecuacién (2.22) resulta
w(i)+ J(i) = CG, )+ D pii(Hwli),
jes
que es lo que se queria demostrar. 1

Teorema 2. Sea S un espacio finito de estados. Entonces

Vo(i) = IJ(?:) +w" (i) + €a(i), (2.24)

—
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para i € S ya € (0,1), donde €,(i) es una funcion que se
aprozima a 0 cuando ov — 17,

Demaostracion. Observe que el término en la Notacion 2.3.1,
> wer, Tslh)w(s) es el valor esperado de w sobre Ry. Por lo tan-
to, se considera a w* como una version normalizada de w.

De la ecuaeion (2.19) de optimalidad de costo promedio,

J (i )+w( +Zf)rj(f Jw(j
restdndole Y, pi.(i) (L5 R, Ts(f Jw(s)) se obtiene:

J(i) + w(i)— Z (Z'Tg w(: )

se i,

— —l— Zp” u* Zﬁ! (Z (f)'w(s)) )

sE Ry,

sustituyendo pi(i) = X;pi;(f)pr(j) en’ el segundo lado de la
igualdad

T+ = 6.+ L)

—z(zpu m)(z«; )
= +Zf"u Jw(j)

2N 2 nd (Z’Te )

sEfy,
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i, f) -I—Z}%(f)
J
[ Yo (Zm(f)w(s))]

s€ R,

= C(iY) + ZPU w(7), (2.25)

aplicando el operador esperanza en ambos lados y por una propie-

dad de esperanza (E[E[X|][ ¥ E[X]) se obtiene:

E¢[J(i) +w*(i)] =4E

Cli f) + Zpu(f)'w*(j)]
J

0+ Bl (0] = GO Byt i)
J(@) + Ef[w'(Xy)] = Ef[CLXy, fY] A By [w"(Xi)]
J(i) + Ef[w*(X;)] — Ef[wi(Xeq)]S4E:(C(Xy, f)). (2.26)

Multiplicando ambos lados de (2.26) por o y stimando sobre ¢:

EfC(Xe, )] = J() + Effw'(Xy)] — Ep[w'(Xe)]
' EfC(Xy, f)] = o' J(i) + ' Ef[w' (Xy)] — o Eppt{X;1)]

Z E/'C(Xy, f)] = J(5) Z o' + Z o' B [w* (X))
t=0 t=0 t=0

— Z o' B [w* (X)),
=0

por (2.3),
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+ "B fw* (X = i)] + Z o' Eflw*(Xy)]

t=1

Vi = I

—

— Z (_rfEf['w*(Xf—l)]
t=0

+ w*(i) + Z OB [w (X41)]

1~ t=0
- Z QL [w' (X))
t=0
H) S =
= 1 _ #w* (5) + (.1’;(_1* Ejr['u,T (Xi21)]
=D At (X
t=0
0 . S
= 1_ 4 +w* (i) <1 — o) Z(-l’rEf['UI (X)) (2.27)

=0
Como f es 6ptima descontada para o € (&, 1), (2.27) implica
que:
J(i -
(0 +w*(i) — (1 — a) Z(_rfEf['w*(Xf_l)]‘ (2.28)

t=0

Val(i) =
(i) l -«
Para o € (0, o] la funcién €,(7) se puede definir para establecer
la igualdad en (2.24). Para a € (o, 1), €,(¢) se define’edmo el
ultimo término en (2.28), la cual se puede reescribir come sigue:

(i) = (1-auw'() 1-a Z o' B (X)),

(@) ¥
t=0
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de lo anferior se observa que el primer término es (0 cuando
a — 17. Del)segundo término ignorando el o que esta en el de-
nominador,“Considerando el costo promedio w* se obtiene como
un limite igualad’;py (i) (Xscr, ms(f)w*(s)) y por la definicién de
w*, esto es 0. Utilizando el teorema A.4.2 (ver pag. 282 de [14])
se obtiene que €,(#))es una funcién que aproxima a 0 cuando
a— 17, L]

PROPOSICION 2.3.2.Segn J(i) = J para i € S, z un estado
distinguido fijo, ho(i) = Valér — Vo(2) y L una cota para
Entonces

he

a) Para i € S se tiene

lim h, (1) <=Th(iy S (i) — w(2).

a—1"

b) La ecuacion de optimalidad de costo-promedio es

J+h(i) = min] C(iye) + ZPU (a)h(7)
J

C(i, f) + Y pii(Hh()): (2:29)
J
donde i € S y [ es la politica estacionaria optima.

Demostracion. Para demostrar (a), por hipdtesis y por el teote-
ma 2 se obtiene:

ha(i) = Va(i) = Va(2)
J
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= TUZTE i)t eali) — ' (2) — a2
Ao

(i) + €,(1) — w(2) — €q(2)-
Aplicando ‘elMimite cuando @ — 17 se alcanza
lim h(1)/= lm [w(i) + €,(i) — w*(2) — €4(2)]
a—1" a1
h(i) =>w (i) —w'(z) + lm [e,(i) — €a(2)]
a—1"
(i) = W) —w*(z2).
Que es lo que se quéria demostrar en el inciso (a).

Para demostrar (1§)y/observe_que la ecuacion de optimalidad
descontada (2.18),

V(i) = 1'151‘1 {C('.i, a)+ chpij(cz-) Va.(j)} : (2.30)

J

se obtiene

Vo(i) — Va(z2)+ Vi(z) — aV,(2)

= min {C('.i, a) + « ZPU(“) Vﬂ(J)} —a¥V,(2)
J

ha(i) + (1 —a)V,(2)

= min {C('.i, a) + « Zp?;j (a)Vi(j) — (_rVa.(z)}

J
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= H%lin {C('.i, a) + (_PZ}JU((I)V&(}') — chp?:j(a)Va.(z)}

J J

= Htin {C(i, a) + CL’Z}U?J(H)[V&U) - Va.(z)]}

J
= min {C(?}, a)'$ QZ}J?;j((z)f';,ﬂ.[j)} , (2.31)
J

la segunda igualdad es per_hipotesis, en la tercera igualdad se
tiene que X;p;;(a) = 1 y laltima igualdad es por hipétesis.
Ademds f alcanza el minimo/para o > «. Tomando el limite
cuando @ — 17 en (2.31) resulta

lim [ha(i) + (1—a)V(2)]

a—17
= lim min{ Cz _ pii(a)ho(j
lim min {C(r, a) + & ;{J_J((l) L [J)}

lim hy(i) + lm (1 —a)V,(2)

a—1- n—}l—

= ]Ill]l
a—1"

h(i)+J(z) = 111111 {C(r a) + ZPU a)h(j }

Cli,a) + Zpij(a)h,(j)} : (2.32)

J

lim C'(i,a)+ 11111 (IZ{J,J((I he(J) }

h(i) +J = min

la tercera igualdad es por (2.23) y la Gltima es por la hipdtesis
J(i) = J. Por lo tanto, (2.32) es lo que se queria demostrar en
el inciso (b). O]
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Teorema 3. Sea A una CDM con espacio finito de estados S.

1. \Suponga que se tiene una constante F' y una funcion r tal
que

F+r(i)> 1'11ai11 Cl(i,a) + Zpij(u)ir'(j) . (2.33)

i € S. 8% es una politica estacionaria que optimiza (2.33),
entonces We(iy< F parai € S. Por lo tanto, si F' es una co-
ta inferior para_el-costo promedio, entonces el costo prome-
dio minimo eswqual a la constante F' ye es optima de costo
promedio.

2. Suponga que septiene una constante F' y una funcion r tal
que

F+r(i) = m{{n Clira) + Zpij(u):r'(j) . (2.34)
j

i € S. Entonces el costo promedio minimo es iqual a la

constante 'y cualquier jpolitica estacionaria que optimiza

(2.34) es optima ge costo promedio:~Si h es como en la

proposicion 2.3.2, entonces r(i) = h(T)fyr(2;) — h(2;) para

i € Ri. (Observe que éste tltimo es @na_clase recurrente

bajo f con espacio de estados distinguidos,2f). Para i tran-

sitorio bajo f se cumple que (i) < h(i) + JOWP(i)[r(z1) —
h(zk)]‘

Demostracion. Para demostrar (1), suponga que (2.38)@svalida

v que e es una politica estacionaria que alcanza el minimo, es

decir,
F+r(i) > Cli,e) + Y pij(e)r(h). (2:35)

J




2.3 Optimizacion del Caso a Tiempo Discreto con Espacio Finito de Estados57

Suprimiendo el estado inicial Xy = i y para un estado arbitrario
X; se tiené'de la ecuacion anterior que

F (X)) > C( Xy, e) + B [r( X)X, (2.36)

t > 0, tomando elFoperador esperanza en ambos lados de (2.36)

y por una propiedad.de esperanza (E[E[X|Y]] = E[X]):

E.[F +r(X1)]
E[F] + Ec[r(X;)]
F+ ER[T'(Xf)]

L%

E|C(Xi,e) + Eelr(Xis1)] Xi]
EJC(Xy,€)] + Eu[Eu[r(Xs1)| X]
B E(X;, e)] + Ecfr(Xi)],

AVARRY/

si los valores esperados son finitos,entonces

sumando de ¢ = 0 hasta n— 'y dividieridetentre n en la ecuacion
anterior, se sigue que

i F+ i E[r(X,)] - i E[r(Xid) > i E.[C(X,.¢)]
t=0 t=0 t=0 t=0

nk + Ee[T'(Xo)] — Ee[T'(Xﬂ-)]

IV

n—1
Y BJC(X, e)]
t=(

n—1
nF+4r(i) = E[r(X,)] > Y E[C(XYe)]

o r(i) = Ee[r(X,)] > ?:_01 E[C(X:@))
n. | n
F+ M > Ue.n(i)’
n '

la ultima desigualdad es porque —M es una cota inferior para r
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y/por (2.7). Tomando el limite en ambos lados se obtiene

lim (F—|— M) 2 lim (Uﬁ,ﬂ-(?’))
fr>o0 n n—ono mn
F > J.(i).

Si F' es uné¢ota inferior para el costo promedio, entonces
J(i) < J(i) < F < J(i).
Por lo tanto se tiene que
M) = J(i) = F.

Para demostrar (2), si(2.34) es valida entonces se sigue que
F+r(i) # 1‘11;’1‘1 {C(?ﬁ, a) + Zp?;j(a.)'r'(j)}
j
< CUsT) + i (Nr(), (2.37)
J
suprimiendo el estado inicialkX; = ¢ ypara un estado arbitrario
X se tiene de (2.37) que

F4+r(Xy) < C(Xy, f)+ Efr( X)X, (2.38)

t > 0, tomando el operador esperanza en amhos)lados de (2.38)
y por una propiedad de esperanza (E[E[Y|X|] #F[Y]),

Ef[F +r(Xy)] < Ef[C(X, f) + Efr(Xep ) Xi]]
Ef[F]+ Es[r(Xe)] < Ef[C(Xy, )] + Ef[Er[r( X)X
F+Eir(Xy)] < Ef[C(Xs, f)] + Eflr(Xe)),
si las esperanzas son finitas entonces

F+ Efr(Xy)] — Ef[r(Xi1)] < EfC(Xy, )]
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sumando’de t = 0 hasta n—1 y dividiendo entre n en la ecuacion
anterior, sésigue que

i F + i EQ[T(Xf)] - i EE[T'(Xf_l)] § i EE[C(X“ f_i)]
t=0 t=0 t=0 t=0
n—1

nF + E{r(Xo)] — E.[r(X,)] < Y E[C(Xe)]
t=0

n—1
nF +rliy~E[r(X,) < Z E.[C(Xi, e)]
t=(

Fe r(i) — Belr(X,)] < ?:_01 E[C(Xy, e)]
n, | n
F o M 'Ue_.n('-’:)a

n

la ltima desigualdad es porque=—AM es una cota inferior para
ry por (2.7). Tomando el limitesen ambes lados y usando la
optimalidad de f se obtiene

lim lF—|— M} < lim l“ﬁ,n(z)}

n—oo n n—00 T

o< Jf(’)z‘}(’)a

de (1) se tiene que el costo promedio es igual a la cofistante F°
y f es optima de costo promedio, es decir,

J(i) = Jf['.i) = F.
Entonces

F+r(i) < C, )+ pi(frQ), (2.39)
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F+h(i) = CG.f)+ > pi(f)R(). (2.40)
J

la seguiida igualdad se sigue de la proposicién (2.3.2). Sea b =
r — h. Réstando (2.39) y (2.40):

i) —h() < 3 pulDlrG) —hG)
bi) < S bGP, (2.41)

iterando (2.41), suméndo los términos de ¢ = 1 hasta n y divi-
diendo por n se obtienes

bi) < Zb(j)pi?(f)

n

;bm < i;zjb(j)pﬁ?(f)
ni(i) < ;b<j)gpﬁj)<f)

bi) < %mei}piﬁ’cf}
bi) < 3 b0) (igpi\?m)

o N Ao
JYim b(i) < lim 37 b() (‘ 2 v ))
\.f —

i) < 3 b0) (1% izpi\?m) ()
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Si j es trdnsitorio, entonces lim,, . + Z?lefj)(f) =0= b(i) <
0. Pero si(j"é R}, entonces

A R TP
?}J_J}Iolo o ;Pg (f) = f"k("')ﬂj(f)‘

Primero suponga qué 2.€ Ry en (2.42) y se obtiene

WIS S b)), (2.4
J
Esto es posible si y s6lo si lafumeion b es una constante By. Esto
implica que By, = b(z;) = r(z;)="%(z). Por lo tanto,

i) ="Wap+ B
h(Oh+ r(zi) =h(2).

Ahora, suponga que i es transitorio bajo f. Tomando el limite
cuando n — oo en (2.42) y usande ekhecht gue b = Bj, sobre la
clase recurrente R, se obtiene

lin b6) < lim Y7 0()) (1 pr:j)(f))
j =1
b(i) < > b(j) (Jil;{; %Zpﬁ?(f))
j =1
b(i) < Zp;;(?l)Bk
k
b(i) < > pr()r(zi) — h(z)).

k
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El algoritmo de iteracion de valores es de gran utilidad para
obtérier la solucion a la ecuacién de optimalidad (2.34).

Algeritimo de Iteracion de Valores

Sea A ufia CDM con espacio finito de estados. Suponga que el
costo promedio/minimo es una constante y que e es una politica
estacionaria 6ptimia, entonces cualquier clase recurrente positiva
en la Cadena de Markov inducida por e es aperiddica. Sea x un
estado distinguido ¢ un ntimero pequeno positivo.

Se presentan el Algoritmo de Iteracion de Valores (AIV).
1. Sean =0y ug=20.

2. Sea

wn(i) = ag}‘li(lll) Clta) + ﬁzspij(a-)un(i) . (2.44)

3.5in=0,sead=1.
in > 1, entonces sea 6 = max;cg |wy(7) —w,_1(1)].

U

i 0 < € se continua con el paso 6.

4. Sea uy+1(i) = w, (1) — wy(x).

5. Ir al paso 2 y reemplazar n por n + 1.

6. Parar en una etapa n y escribir la funcién de valor 6ptimo

wy(x) v la politica dptima que alcanza el minimo en _la
ecuacion (2.44).
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2.4.  Optimizacion del Caso a Tiempo Con-
tinuo

En esta seecion se proporciona un conjunto de suposiciones
que permiten calcular una politica estacionaria de costo prome-
dio 6ptima para la\Cadena de Decision de Markov a Tiempo
continuo (CDMTC) W (ver Secciéon 2.2). Existen dos defini-
ciones comunes del costopromedio bajo una politica arbitraria.
La primera definicién considera el costo esperado que se incurre
bajo la politica durante el'atervalo [0,¢), dividiendo sobre ¢ y
tomando el limite superior dé¢’esta cantidad cuando ¢ — oc. Para
este trabajo se empleara la segunida definicion, la cual considera
el costo esperado incurridolurante n transiciones, dividido por
el tiempo esperado de estasfransiciones, tomando el limite su-
perior cuando n — oo. Formalmentessea E[C,] el costo total
esperado incurrido bajo m duramte losprimeros n periodos de
transicion. Sea E;[T}] el tiempo total espetado tomado bajo 7
para los n primeros periodos de tramsicion. Entonces se define:

E [C|xg = 1)

J7 (i) = limsup AT :i'], y (2.45)
JU() = if JY(i), (2.46)

i€ S.

La igualdad (2.45) esta bien definida, ver la seccién 2.1¢2.
Notar que si el proceso esta en el estado i € S y una accion
a € A(i) se elige, entonces el tiempo esperado hasta un cambio

del estado esta dado por 7(i,a) = vula]‘
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HAPOTESIS 2.4.1. Suponga que el proceso se encuentra en el es-
tadoi € S y una accion a € A(i) se elige, entonces existen dos
constantes b y B tales que:

0L b <infr(i,a) <sup7(i,a) < B < oo.
ia

1,0

LEMA 2.4.2. Seanw™V una CDMTC que satisface la hipotesis 2.4. 1
y e una politica ‘estacionaria para V. Suponga que existe una
constante Z y una'fancion z que estd acotada inferiormente en
1 tal que:

Zt(i,e) + 2(1) Z/G (1, €) +gli.e)T(i,e) + Zp?;j(e)z(j),(lfw)
J

i € S, G(i,e) es un costo” qué: sexgenera instantdneamente y
g(i,e) se genera por realizdr una trapsicidn. Entonces JY (i) < Z
para i € 5.

Demostracion. Por hipdtesis se tiene que”existe un L tal que
—L < z(i).

Sean X, = i, X1, X5,... una sucesion de valorés del proceso
bajo la politica e, considérese la ecuacion (2.47)para un estado
arbitrario Xj.:

ZT(X}L-, E‘i) —+ Z(Xk) = G(Xk, E‘i) —+ ‘(}(X;b-, E‘Z)T(X;b-, f‘)
—|—EQ[Z[X;;_1)|X;;]‘ (2.48)

Aplicando el operador esperanza en ambos lados de la ecuacion
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anterior:
E[Z(Xg, €) + 2(Xy)] = E|G(Xy €) + (X, e)7(Xp, €)
+Ee[2(Xir)| Xi]]
EZ71( Xk, )| FB[(Xi)] > EG(Xy,e) + g( X, e)T(X), e)]
FEe[Eelz(Xk1)| X
ZE T( Xk e)| + EE(X1)] = E[G(Xk,e) + g( Xy, e)T(X, e)]
+Ee[2(Xps1)]- (2.49)
Ahora se demuestra que'#;[2(X}..1)] < oo. Observe que
EL[2(XO& 2Bk + 2(i),
ya que para k = 0, E[z(Xov*=\1)] < ZB(0) + z(i) = z(i).
Suponga que vale para kges decir, E.[2(X})] < ZBk + z(i).
Para demostrar que vale para k +\J de la ecuacién (2.48) se
tiene que
Z1(Xp,e) + 2(Xy) = G(XE e) FolXy, e)7( Xy, e)
+ Be[2( X 1%
Z1(Xp,e) + 2(Xy) = Eolz2(Xis) | Xi)
Aplicando el operador esperanza en ambos lados:
EZr(Xie) + 2(X0)] > BB (X X
ZE[T(Xp, )] + Ee[2(Xy)] = Ee[2(Xk+1)]
ZB+ZBk+z2(i) = E|z(Xi1)]
ZB(k+1)+z(i) = E|z(Xk+1)]
La tercera linea se sigue de la hipotesis 2.4.1, de la hipotesis patra
k y de la propiedad de la esperanza E[E[X|Y]] = E[X]. Por'le
tanto, E.[z(Xj+1)] < oo. Asi, de la ecuacién (2.49) se tiene:
ZE|T( Xk e)] + Ee[z(X))] — Ee[z(Xps1)]
> E.|G(Xy, e)+ g( Xk, e)r (X, e)l,
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sumando de k£ = 0 hasta n — 1, en la ecuacion anterior
n—1 n—1 n—1
ZZEH[T(X;;,E)] + ZEH[Z(X&')] - ZEﬁ[Z(Xk—l)]
k=0 k=0 k=0

> S icemargcwe (e,
k=0

se sigue que

2" Bulr (X, G 200) = Bulz(X)
k=0

n—1

S>> E[G(Xk €) + g(Xp, e)7(Xp €)].
b =0

k
dividiendo entre Z’f;é Fe[m(Xys e)),

2(i) = Bel2(Xa)] T DG Il G (X, €) + 9( X, €)(Xis )]

i2o Belr(Xie)] i2o Ee[m(Xi e)]
Z+ Z(.") +L > z;(l; ER[G(X;;,E‘J +‘(,“(X;L.,E‘Z)T(Xk,8)]
nb - ’f;(l‘ E.[m(X, €)] 1

aplicando el limite superior cuando n tiende a infinito en ambos
lados de la ecuaciéon anterior:
) z(i1) + L
limsup | Z + L
n—00 nb
—1
Z:(] EE [G(Xka 8) + g(X};, 8)T(Xka (J)]
—1
o Ee[T(Xp, €)]

> limsup
n—oo

Z > J').
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Ahora/ se introduce una Cadena de Decision de Markov auxi-
liar a tiempo discreto A que se relaciona estrechamente con el
proceso a tienipo continuo ¥. Entonces, se puede calcular una
politica estacienaria 6ptica de costo promedio para A. Bajo cier-
tas Sup(‘)Si(‘:i(‘)l‘lenest-a. politica también es 6ptima para W (ver
[15]), donde W es €l proceso original a tiempo continuo con es-
pacio de estados infinito y A es el proceso auxiliar a tiempo
discreto con espacio de gstados infinito.

2.4.1. Meétodo de Uniformizacion

Se muestra en esta seccion 1@ équivalencia entre una CDMTD
y una CDMTC a través del métedo de uniformizacion el cual
fue propuesto por Serfoze”(ver [15))+para resolver problemas de
PDMs a tiempo continuo.

Considerar una CDMTC, en lar cual‘eltiempo de permanen-
cia, v(i,a), en un estado es el migmo paratodos los estados (es
decir, v(i,a) = A+a). Las probabilidades dée transicion en el sis-
tema se obtienen de la siguiente fortha pg; = Lei1(a) = )\T)‘a’
pii—1(a) = 1, ¢ 2 1 donde la matriz de probabilidades de tran-
sicion es la siguiente

Ata Ata
pP= 0 7% 0 & 0
a A
0 0 3% 0 =

Ahora, se define la CDMTD A donde los estados y las acciones
son los mismos que para la CDMTC W, Para poder definir A se
hace uso de la técnica de Uniformizacion, es decir, se uniformiza
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el pardmetro de tiempo en el cual una transicion ocurre para
cada estado, introduciendo transiciones de un estado a el mis-
mo, “€s decir, este método asigna una probabilidad p; # 0. La
probabilidad de transicion que se propone es

. ~J bu(i,a)pij(a), j#1, -
_p?jj((l-) = { 1 — by(?:j (L)j J _ ij (2"30)

donde b es cogysgn la hipdtesis 2.4.1. Observe de (2.50) que
bv(i,a) = b/7(1,'a)< 1. Si el proceso estd en el estado i, en-
tonces en cada perigdo la probabilidad de transitar a j # ¢ es
proporcional a la probahilidad en W. Ademads, la probabilidad
de permanecer en i no es_cero. Esto puede ser contrastante a W
para el cual p;;(a)=0.

Por lo anterior, las wuevas(prebabilidades de transicion para
llegar a los estados i = 0,*estdn.dadas por: pig(a) = 1 — bA,
Pl (a) = bA pi(a) = 1 =N+ aypi_ (a) = bA, i = 1 donde la
matriz de transicion es:

1 — DA bA 0
ba 1—b(A+a) bA

P = 0 ba 1 — b\ a)
0 0 ba

Con lo anterior, se han encontrado las probabilidades de transi-
cion de un estado a otro y también las probabilidades.de transi-
cion hacia el mismo estado de la cadena de decision de.Markov
a tiempo continuo.

Observe que los costos para la CDMTC y para la CDMTD
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son los miismos, los cuales son
C(i,a) = G(i,a)v(ia)+ g(i,a). (2.51)

El conjunto despoliticas para la CDMTD A y para la CDMTC
U no songglénticas. Ya que, una politica para W solo puede se-
leccionar una nuevaracciéon cuando una transicién ocurre en el
estado. Una politica.para A puede elegir una nueva accién en
cada periodo de tiempo¢incluso si permanece en el mismo esta-
do. Ademas, el conjunto.d€ politicas estacionarias es idéntico.

Por lo anterior, se demuestpanel siguiente lema.

LEMA 2.4.3. Sean ¥ una COMTC la cual satisface la hipdtesis
2.4.1, A una CDM auziliab-ype und politica estacionaria.

a) Suponga que existe una, eonstante”Z. y una funcion w tal
que:

Z +w(i) > Cli.e) 47y pi{ehu()). (2.52)
J

i € S. Entonces Z y z = bw satisfacen (2.47):

b) Suponga que existe una constante finita Z yw = z/b que
satisfacen (2.47). Entonces Z y w = z/b satisfaten”(2.52).
Demostracion. Sea W una CDMTC que satisface la hipdtésis
2.4.1, A una CDM auxiliar y e una politica estacionaria.
a). Para la demostracién de este inciso, se tiene que existen

una constante Z y una funcién z, tales que

Z+wli) > C(i,e)+2p2}(e)w(j),

J
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entonces sustituyendo w(i) = z(i)/7(i,e), y multiplicando
por 7(i,e) se tiene:

z+ 20 re+Z;U

7(i, €)

T(J e)
Zrli,e) +z(1) > C(i,e 'r(?,,e: + Zp?;j (e)z(
J

sustituyendo(2.50) y (2.51) y ademas, recordando que
7(i,e) = 1/ulige) y que br(i,e) < 1 se tiene

Zr(iye) + z(iy =, [Gli,e)v(iye) + g(i,e)]7(i, e)
£ (i, e)pij(e)z(j)
J

Zr(i,e) + 202 GF) +gli,e)r(ie) + D pij(e)2())
j

De la tltima ecuaeion se con€luye que Z vy z = bw satisfacen
(2.47).

Para demostrar la segunda partesse tiene que existen una
constante Z y una funcién z tales“gue

Zr(i,e) +2(i) = G, f—f)+.q(?3,e)'r(?3,8)+pr:j(e)/?(1)

es valida y ademas, sustituyendo z(7) = w(i)7(i,e) en dicha
ecuacién y multiplicando por = = v(i, e)(s¢ tiene que:

Zt(iye) + w(i)r(iye) > G(i,e) + g(i,e)f(i,e)
+ ZPU “T(J T(J: )

Z+w(i) > G(r,,e)y(,, e)+ g(i, €)
+ Dbl elpi(ew()),
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la wtima desigualdad es debido a que br(i,e) < 1. Por lo
tantofutilizando (2.50) y (2.51) se obtiene (2.52).

]

Ahora, se praportionan dos hipdtesis que relacionan al costo
promedio minimo @'V y en A. Suponga que se tiene una suce-
sion de aproximacion {Ay}y=y, para A (ver Seccién 2.2.1).

HipOTESIS 2.4.4. Se stpone que JA(-) < JY(-), donde J2(-) es
el costo promedio minime en-A\.

HirOTESIS 2.4.5.

(AC1) Suponga que existen una €onstante J~ y una funcion r®
sobre Sy tales que

JY + V(i) = min { C (1) + Z Pigla; NN () ¢,
‘ JESN
(2.53)

i€ Sy,N > Nj.
(AC2) Se supone que limsupy_,.. (i) < oo para 1 €.8.

(AC3) Existe una constante no negativa @ tal que
—Q < liminfy_0o 7V (i) = w(i) para i € S.

(ACY) Suponga que limsupy_, J~ =: J* < oo y J* < J(i)para
i € 5.

LEMA 2.4.6. Suponga que la hipotesis (2.4.5) es vilida. Entonces

1. La cantidad J* = limy_,~ JV es el costo promedio minimo

en A.
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2. Cualquier punto limite e* de una sucesion eV de politicas
estactonarias que alcanzan el minimo en (2.53) es optima
de.costo promedio para A.

El siguiente teorema proporciona el calculo de una politica
estacionaria éptima de costo promedio para V.

Teorema 4{ Setn ¥V una CDMTC que satisface la hipdtesis
2.4.1, A una CDM auziliar tal que la hipdotesis 2.4.4 es vdli-
da, y (Ay) una §ugesion de aprorimacion para A que satisface
las hipotesis 2.4.5.(Se tiene

IV +rN(0) = min $6G,a)+ Y pii(a; NPV () o, (2.54)

asd(x) ies
jESy

1€ Sy, N > N,. Entonees:

i) La cantidad
Jt = T,

N—=oo
es el costo promedio minimo en Ay, V.

i) Cualquier punto limite * de una Sucesion e de politicas
estacionarias alcanza el minimo en (264), es dptima de
costo promedio para A y V.

Demostracion. Ya que las hipdtesis en (2.4.5) son validas para
Ay v A. Por el lema (2.4.6) se tiene que
J* = lim JV,
N—=no

es el costo promedio minimo en A y €* es éptima de costo prome-
dio en A.
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Entontes de (2.54) se sigue que:

JY V@, = min { c(i,a pli(a; N (5
+ 7 (4) a]EIIl‘ll(]Ilﬂ) (1 (z)—l—jezg pi(a; N)r(5)
ieSy

=~c(i, e’ —1—2 (e, N)r'Y(j),

JeSN

ya que e es optima, tomando el limite inferior cuando n tiende
a infinito se obtiene

lim inf [JN + T'N('.E)] = lmdnf | (i, e") + Z pi(e" N ()

N—=oo N —og
JESN
liminf JY + lminf rV(i)7= Hminf c(i, e*)
N—=o N—00 N—oe
+ lim'inf E pfj(e*;f\r)vf"'\'(j)
N—oe o~
jESN
* a4 _ ,
J*+w(i) = clg?l) + E pij(e®)w(
JES
Ahora, como ¥ es una CDMTC que satisface la Wipotesis 2.4.1 y

A una CDM auxiliar y e* una politica estacionariadptima, por
el lema 2.4.2 se tiene que

Z=J v z = TWw,
satisfacen la ecuacion (2.47), es decir,
Tr(iye) +2(i) > Glise") +g(i,e)r(i e’) + Y pi(e)z(i):
jES
Por la hipdtesis (AC3)

—Q < lminf V(i) = w(i),

N—=oo
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es’ decir, que w esta acotada inferiormente por —(), y como
z #\7w entonces z también lo esta.

PorcelLiema 2.4.2 se tiene que
\r *
Jet(') S J 4
donde J* es el.edsto promedio minimo en A, es decir, J* = J ‘5‘(-),
entonces

JEC) SRl = A () < V() < TR0

&

la segunda desigualdad®es por la hipdtesis (2.4.4) y la altima se
obtiene porque e* es la 6ptima. Por lo tanto, todos estos términos
son iguales,

TSR =@ = ().

Esto prueba que e* es Optita de costo promedio para W con costo
promedio constante J*, es'deeir, que el costo de la solucion para
A es la misma que la de la original W

I:l

PROPOSICION 2.4.7. Supdngase que la accion a satisface \ < a,
sea d(a) la politica que siempre sirve con la razén a. Entonces,
teniendo a p, = \/a, se tiene que

Hp,

2.55
I (2.55)

J{;lfa) = pac(a) +
y ademdas,

JY — min JY 2.56
d >\ d(a) ( )




Capitulo-3

Control deJas Tasas de Servicio
en una Lineacde Espera

La teoria de lineas de éspera preporciona buenos modelos
para problemas interesante$ de la vidasreal. Sin embargo, el in-
terés no soélo es modelar la eola sinoweontrolarla. Para este fin
se utiliza la teoria de control estocastico”em el caso de espacio
de estados y acciones discretos, este contexto se conoce como
cadenas de decision de Markov o cadenas dé gontrol de Markov.
Ademas, el método de programacioh dinami€a“proporciona la
solucion al problema de interés.

La teoria de los sistemas de control estocastico se ufilizara pa-
ra el estudio de sistemas de control de colas en tiempogiscreto
v continuo. En un sistema de lineas de espera los clientes soli-
citan el sgrvicio y los servidores remueven estos clientes desde el
SiSteIIlé'i.fGIl sistema de colas incluye servidores, clientes y usual-
mente lineas de espera o colas para que los clientes esperen un
servicio. Los servidores pueden ser: transmisiones, computado-
ras, lineas de comunicacion, estaciones o una linea de produc-
cion, ete. Los clientes pueden ser personas, mensajes, grupos de

I}
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lohgitud fija de bits, conocidos como paquetes u objetos exis-
tentes en los procesos de manufactura, etc.

En‘este capitulo se plantea y se resuelve un problema de una
linea de (espéra controlada con un solo servidor, con la teoria
mostrada anteriormente.

3.1. Ejemplo

Ejemprro 3.1.1. U pequeno taller mecanico solo tiene capaci-
dad para mantemer y ateénder a 2 autos, a estos se les presta el
servicto de manera ordepada a como llegaron, por el mécanico
encargado del taller/el.cualatrende con dos tasas de servicio una
de 0.4 y otra de 0.7 Por utiizar cualquiera de las dos tasas de
servicto se genera unscosto des1 a 2 unidades respectivamente.
Ademas, con el solo hecho-de aceptarulgin auto se esta generan-
do un costo de mantenimiento dentto, del taller de una unidad
por auto, se sabe también que un nteve, cliente arriba con pro-
babilidad p = 0.5 en cualquier etapa. Ademds, si un cliente llega
y encuentra el taller lleno, este se retifa,/o st éste estd vacio
puede entrar al servicio inmediatamente.

Las probabilidades de transicion estin determunadas de la
siquiente manera:

a(l—p) Dy = p(l—a)

po1 =P = Lpw = p+a—2ap’ P12 = p+a—2ap”

%on los datos que se proporcionaron anteriormente sespuede
modelar el problema de control en una cadena de decision sde
Markov de la siguiente manera. El modelo de control Marko=




3. 1%310 T
viano és/L

Q.  (SA{4@lies})PC),

donde, -

*

» S =40,1, s, el espacio de estados.

w A= A) = @ag} = {OE 0.7} es el espacio de acciones
(que en este e@ﬂlo son las razones de servicio) donde
ieS.

= La matriz de pmbagf s de transicion con p = 0.5 es la
siquiente: A

0 @ 01
P=|.]J1'j(ﬁ‘r)] ﬁ — a 0 1—a
1 ‘Qz 01 0
= Los costos que se qene@fa g?& cada una de las ac-

ciones se obtienen como S

a) %C(QO

con c(ay) =1 y c(az) = 2. Entonces porng“ la accion a;

los costos son:
C0.a) = 0+1=1, Q

C(1,a) é+ 1=2, O’

C(2,ay) +1=
y los costos que se generan por tomar la accion a, S@n»l

siguientes: %

C(O,(}‘Q) = 0—|—2—2
C(l,a;) = 1+42=3,
C(2,a) = 2+2=A4.

%

‘©

*
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Para resolver este ejemplo a tiempo continuo se aplica el
método de Uniformizacion (ver Seccion 2.5.1), es decir, el pro-
blem@ ariginal se lleva a un problema a tiempo discreto. La pro-
babilidadde transicion propuesta en (2.50) es

% o V(ia a’)pij(a’)ﬂ J '_Ié 1‘1
f}ij(ﬂr) - { 1— V(i,(b), J — 1',

conb =1y el tiempo de permanencia en cada uno de los estados
oy T Nt — 1-a — 1 —a
estd determinado_por: v(0,a) = 5%, v(1,a) = 3, v(2,a) = §.
Entonces, la nuebamatriz de probabilidades de transicion
para llegar a los estados 031 y 2 es

T
=
—_
|

=

* * 2 ? 1(—}0'.
P = [T"a:j(“)] = 5 3 N
05 1-4%

Entonces, las probabilidades detransicion, eligiendo la accion
a; = 04 (es decir, la razon(de servieio-mds lenta), estin dadas
por:

0.7 0.3 0
P =[pj(a)] = | 0.2 0.5 033
0 02 0.8

y eligiendo la accion ay = 0.7 (el servicio mas rdpido) estan
dadas por:

0.85 0.15 0
P*=[p}(az)] = [ 035 05 0.15
0 035 0.65

En este ejemplo se utiliza el eriterio de costo promedio dade
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*

por: /L
&Jﬂ(z‘) = lim 15;
S

n—00 711

n—1
Z C(:Ef, ﬁ‘;f)] .
t=0

La funcion de (@esta’, dada por:

@d;(z') = min J.(i).

El problema de contvqugfste?mmm* una politica optima ©* tal
we

q -~
J*% S (1),

utilizando el algoritmo de z‘tem@é& de valores (AIV) dado en la

seccion 2.3, de la sz‘guz‘efl@memv

1). Seann =0 y ug = 0.

2). Sea ®_/>‘ O(c()‘

2
wn(i) = min c(z',a)%p;(a@g . B

JES
3). Sin =0, entonces 6 = 1. @
Sin > 1,ggntonces § = max;eg |w, (i) — 'wn_l(z')|O/
Si 0 < €. se continua con el paso (6). @
4). Sea upi1(i) = wa(i) — wy(z). g
5). Ir a (2) y reemplazar n por n + 1. 6

6). Parar en una etapa n y escribir la funcion de valor 6ptz‘—(%p
mo w,(x) y la politica éptima que alcanza el minimo en la (\
ecuacion (3.2). o

*
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*

e

ando a

@/\ =10

comod&sjado distinguido, del punto (4) se puede ver que
7,

O (i) = wili) — w, (0)
@ Uu,+1(0) = w,(0) —w,(0) = 0.

Entonces, o'}

@(OLE 0, para cualquier n.
Evaluando Q/\

A(i) _7 part
para cada uno de los@ﬁdos.&
&

Para t =0, /(\ o-

w,(0) = aga){C(O,dHEg%un(j)}

+P82(a)un(2)} Oé
- aIEI,lql(I{l]) {C(O, (1) —+ pm(af)un(l)} )

- aIEIE(I{li){C(O, (ll) + pal(al)un(l)a C(Oa G&
+po(az)u, (1)} 6
= ag(r{ln{l—l-0.31:571(1),24‘0.15%71(1)} (9

acA

S
= 1+ IIll(I[l]) {0.3u,(1),1 4+ 0.15u,(1)} . %

*




3.1 Ejemplo 31

Para v =/1,

2
wy(1) = agﬁ(lllJ {C{la a) + ZI’Tj{‘l')"i-n.(j) }

= min {C (1,a —I—pm((z)u (0) + p1;(a)u,(1)

acA(l

+p12((z)un(2)}

— alelﬂn {C(T a) # pi1(a)u, (1) + ply(a)un(2)}

= 1{51};11 {C(1, a4 pia(ar)un (1) + pio(ar)u,(2),
]

C(1,a2) + pyy (a2t (1) + piy(az)u,(2)}
= 1'1}3(1}){2 + 0.5u, (1) %031, (2), 3 + 0.5u, (1) + 0.15u,(2) }
ae

= 24 0.5u,(1) + Hﬁl}l {03e7(2), 1 + 0.15u,,(2) } .
acA(1)

Para 1 = 2,
w,(2) = alelﬂn {C{Q a) —l—ZpQJ((l un(J)}
- H?HC@fﬂ+m&®mﬂ0+mﬂﬂ%ﬂJ+mﬂ®u@H
ae —
= 11};11 {C(2,a) + pii(a)u, (1) + pyo(a)ug(2)N
ae
= 11};(1;){0(2, ay) + pyy(ar)un(1) + pay(ag)u, (2);
ae

C/(2,a2) + piy (a2)un(1) + pi(a2)un (2)}

= 11};11 {34 0.2u,(1) + 0.8u,(2),4 + 0.35u,(1) + 09651,(2)}
€

= 3+ 11};(1%) {0.2u,(1) + 0.8un(2), 1 + 0.35u,(1) + 0.65u5(2) } .
ae

De los calculos anteriores se obtuvo lo siquiente:

w,(0) = 1+ al{fIE(lé) {0.3u,(1),1 4+ 0.15u,(1)} .
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*

/Lwn(l) = 24 0.5u,(1) + min {0.3u,(2), 1 + 0.15u,(2)} .
@,@a) = 3+agg(%){0.2uﬂ(l)+0.8un(2),

\3}‘ 1+ 0.35u,(1) + 0.65u,(2)}.
Ahora, u%ndo el método de iteracion de valores dado ante-

wo(l) = 2+ 0.51&4}4‘ m@mg@), 1+ 0.15ug(2)}

acA(1) o '
wo(2) = 3+ ag}i(I%){O.QUG(I) + 0.8

1+ 0.35up(1) +0.65u0(2)} ")

— 3+ mim{0,1}=3+0=3.
+£ﬁ£){ =3+ O

Ademds, 6 =1. Y ®)

ug+1(i) = wo(i) — wo(0)
u(i) = woli) — wy(0), @6
ui(0) = wy(0) — wy(0) =0, o
u(1) = wo(l) —w(0) =2—1=1, \S\o
ui(2) = wo(2) —wp(0) =3 -1=2 @)
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/O

ul(O) = 0,
Para n = ui(l) =1, entonces

1(2) = 23
\%, |
wy (i) —%{C(iﬂ) + ZP:}(Q)ULU)} :

4=0
wi(0) = 1+ min {08u(d), 1+ 0.15u,(1)}
ac A(0)
= 1+ min (0.3 1%015 1)}
e
= 1+ min {0.3, Ql%}
ac A(0)
=1 0.3, =ﬁ0.3=1.3.
T 03.%3L
wi (1) = 2+05u1(1)+ 0.3 ]@ﬂj 1+ 0.15uy(2)}
= 2+0.5(1)+ mm {0/(3.'(’9), % (2)}
= 25+ 0.6, 1 +0.
min { O
= 2.5+ min {0.6,1.3}
acA(1) (9
= 25406 =3.1.
wi(2) = 3+ min {0.2u(1) +0.8u(2), @ 4
e

\Y

1+ 0.35u1(1) + 0.65u1(2) } ?
= 3+ min {0.2(1) +0.8(2), 1+ 0.35(1) + 0.65( )6

— 34 0.2+ 1.6,1+0.35+1.3 ‘6
agﬁ%%){ / N
— 3 1.8,2.65
+ag}4][%){ } \S\

= 3+18=438. %

*
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[(0) — wo(0)| = |13~ 1| =10.3] = 0.3,

wf— wo(1)] = 3.1—2|=|1.1] = 1.1,
|w1@6u0(2)| — |48—3|= 1.8 = LS.

wo=0. 0
Paran =2,¢ uz(l) = 1.8, Entonc
’U,Q(Q) =3.5

wy(0) = 1+ agffé) {0.3uz(1), 1+ 0.15uy(1
= 1+ min {0.3(1.8),1+ 0.15(1.8)}
asA(0)
= 14 min {0.54,1.27}
asA(0)

— " =._3.1 — 13 = ]_8,

{(—\wl( 8—1.3=235.

(o}

%

‘©

*
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Z +0.54 = 1.54.
wy(l) = @ 0.5us(1) + nin {(}.Su2 (2), 1+ 0.15u5(2)}

2@41 + min {03 (3.5),1+0.15(3.5)}

acA(l

29+Qf {1 05, 1525}
3+ I]_'llIl{ ]+08u2

[

2
wZ( ) acA(2
1+035u2 4@‘3(2
= 3+ min {0201 8(3.5), 1+ 0.35(1.8) + 0.65(3.5)}
ae
= 3+ min {3 16, 3. 9@
acA(2
_ 343166 1@
Ademds,

=

®

_/_
§ = méx |ws (i) - @ 1.36} = 1.36,
donde, ﬂ%(\ 6

| = |154—1. 3| |0.24| £70.24,
lws(1) —wi(1)] = [3.95 — 3.1 = [0.85]
| -

6.16 — 4.8] = |1.36| = 1.@,
| | \Y
u21(3) = w(i) - ws(0) A

uz(i) = wy(i) — wy(0), %

u3(0) = wa(0) — wa(0) = 0, Y
(1) = wy(1) — wy(0) = 3.95 — 1.54 = 2.41, K)
uz(2) = wy(2) — wy(0) = 6.16 — 1.54 = 4.62. %

*
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uz(0) =0,
Pafan = 3, ¢ u3z(l) = 2.41, Entonces
uz(2) = 4.62.

w3(0)"= 1+ alt’flili(lé] {0.3u3(1),1 + 0.15u3(1)}
1+ min {0.3(2.41),1 + 0.15(2.41)}
aeA0)
= ¥4 min {0.723,1.3615}
dEA(0)
= 1+0.723 = 1.723.

wy(l) = 24 0.5u3(1) + ]EIE(]i) {0.3u3(2), 1 + 0.15u3(2)}
= 2+ 0.5(241) + 1‘12(1‘1 {0.3(4.62),1+ 0.15(4.62) }
acA(l)
= 3.2054 min {1.386,1.693}
aeA(l)
= 3.205 ¥+ A386 = 44591.
w3(2) = 3+ min402us(1) £0.8u3(2),
aeA(2) "
1+ 0.35u3(1)+0.651u32) }
= 3+ 1‘1i1i(11 {0.2(2.41) + 0.8(62), 1 + 0.35(2.41)
acA(2)
+0.65(4.62) }
= 3+ min {4.178,4.8465}
acA(2) -
= 3+ 4178 = 7.178.

Ademds,

0= 1‘1121‘.;}( w3(i) — wq(i)| = 1'112%}({0‘ 183,0.641,1.018} = 1.018,
tish 1E )
donde,
w3(0) — w(0)| = |1.723 — 1.54] = |0.183| = 0.183;
ws(l) —wq(1)] = [4.591 — 3.95| = |0.641| = 0.641,
lw3(2) —wq(2)] = |7.178 — 6.16] = |1.018| = 1.018.
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/L uz1 (1) = ws(i) — ws(0)
Q. wl) = (i) = wy0),
0) — ws(0) =0,

ug(l) = ) — w3(0) = 4.591 — 1.723 = 2.868,

(oa/%
Paran =4,¢ uy(l) = - Entonces
1,',4(2) =44 /\

wy(0) = 1+ mm {0 By ( 1@ 0.15u4(1

= 1+ min {0 15(2 868)}
acA(0)

= 1+ min {0. 860@
€ A(0)
= 1+08604—1860/ "‘
wy(l) = 24 0.5uy(1) + mm{ 8(2 4]90 15uy(2
= 2+05(2.868) + min {08 (5. 455)% 15(5. 455)}

= 3.434 1. 6365 1.81825
i } Q
= 3.434 4+ 1.6365 = 5.0705. O,
wy(2) = 3+ mm {0 2ug(1) + 0.8uq(2), ®
1+ 0.35u4( )+ 0.65us(2)} )\

= tn {0.2(2. 8(5.455), 1+ 0.35(2.
3+ﬁ£){0 (2.868) + 0.8(5.455), 1 + 0.35( 868%

+0.65(5.455)}

= 3 4.9376, 5.54955
+ min { } \5\

_ _ C
= 3+4.9376 = 7.9376. o

*




s

§ ="af [w (i) — w3(i)| = méx{0.1374,0.4795,0.7506} = 1.7596.
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lwy(0) — @ﬂ 1.8604 — 1.723| = 0.1374| = 0.1374,

lwy(1) —w — 5.0705 — 4.591| = 0.4795] = 0.4795,

lwy(2) — ws(2W= _|7.9376 — 7.178| = 0.7596| = 0.7596.
Ugrq = wy(i) — wy(0)

(i _=7l04(i)—w4(0)a
us(0) = wy(0) ——ﬁ;;@) a5
) —

us(1) wy(l) — w@ . — 1.8604 = 3.2101,
us(2) = wy(2) — wy(@)E 7.9 by L8604 = 6.0772.

B

=
R

U5( - 0
Paran =5,¢ us(1) = 3.2101, Entonce@
Usg ( ) 6.0772. O
ws(0) = 1+ min {O.Su,r,(l) 1+ 0.15u; Q})

= 1+ m1n{0332101 ), 1+ 0.15( 321@

= 1+ min {0 06303, 1.4811515}

acA(0
= 1+ 0.96303 \SC\-\
= 1.96303. o
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ws(1) =24 0.5u5(1) + 1‘12(1‘1 {0.3u5(2), 1 4+ 0.15u5(2) }
acA(l)
= 240.5(3.2101) + 1'1}{{(1}) {0.3(6.0772), 1+ 0.15(6.0772) }
ae
= 3.60505 + 1'1}3(1‘;) {1.82316, 1.91158}
ag

= 3.60505,41.82316 = 5.42821.
ws(2) = 3+ 111111 {0 2u5(1) + 0.8u5(2),

1+ (}‘3-3 ti-;-,[ y+0.65u5(2) }
= 3+ min (0.2(33409) +0.8(6.0772),1 +0.35(3.2101)
ac

+0.65(6.0772)}
= 3+ min {5 50378, 6.078715}

acA(2

= 3+ ‘J(}378 = BHY3T8.

Ademas,

b = 1';12’19.}( lws (1) — wy(2)] = 1‘;1%}({0‘10263, 0.35771,0.56618}

1€ 1€
= 0.56618,

donde,

w;(0) — wy(0)] = ]1.96303 — 1.8604| = |0.10263] = 0.10263,
ws(1) —wy(1)] = [5.42821 — 5.0705| = |0.35771[= 0.35771,
lw5(2) —w4(2)] = |8.50378 — 7.9376| = |0.56618| =0.56618.

us.1(1) = ws(i) — ws(0)
ug(i) = ws(i) — ws(0),

ug(0) = w;(0) — w;(0)
ug(1) = ws(1) — w;(0)
ug(2) = ws(2) — w;(0)

0,
9.42821 — 1.96303 = 3.46518,
8.50378 — 1.96303 = 6.54075.
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ug(0) =0,

Pafan = 6, ¢ us(l) = 3.46518, Entonces

wg(0) "=

wg(l) =

we(2) =

Ademds,
0 = max
=y

donde,

ug(2) = 6.54075.

1+ 11};11 {0.3ug(1),1 + 0.15u4(1)}
€

<5 min {(} 3(3.46518),1 4+ 0.15(3.46518) }

as A0

1 +min {1 039554, 1.519777}
ac A(0)

1+ 1.039554 = 2.039554.
2+ 0.5uf(Y) + 1'1}4:?;‘1 {0.3ug(2), 1 + 0.15u4(2)}
acA(1)

2+ 0.5(3.4651) + l'Ig(Ii) {0.3(6.5407), 1 + 0.15(6.5407) }
e
3.7325 47min *{1.9622,1.9811}
weA(1) -
3.7325 +71,9622 =56948.
3+ min {0:2u6(1) + 0:8ug(2),
aeA(2) "
14 0.35ug(1) HO.65u6(2) ¥
3+ 1‘1}‘:’(1%]{0'2(3.4652) + 0°8(6:5407), 1 + 0.35(3.4651)
e
+0.65(6.5407)}
3+ min {5.9256, 6.4643}
acA(2) -
3+ 5.9256 = 8.9256.

we(1) —ws(1)| = 1'112%({[}‘(}765, 0.2666, 0.4218} = (0.4218,
1E. )

lwe(0) — ws(0)] = [2.0395 — 1.9630| = |0.0765| = 0.0763,

we(1) — ws(1)]

15.6948 — 5.4282| = 0.2666| = 0.2606.

lwe(2) —ws(2)] = |8.9256 — 8.5037| = [0.4218| = 0.4218.
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La siguiente tabla muestra los resultados de la etapa 0 hasta
la etapa 30%para cada estado, las politicas que se encontraron en
este ejemplo fueron dos. La politica el siempre elige la accidn
ay para cada estado y la politica e2 elige la accion ay cuando el
sistema estd en(los”estados {0,2} y elige az cuando el sistema
estd en el estado T

S

0

2

0

1

2

wo(7)

)

17

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

—

1.800000
2.410000
2.868000
3.210100
3.465180
3.655261
3.763965
3.82429/
3.865600
3.896349
3.919869
3.938008
3.952031
3.962879
3.971274
3.977770

0
3.500000
4.620000
5.455000
6.077200
6.540750
6.886082
7.143340
7.938275
7.488191
7.603993
7.693559
7. 762861
7.816488
7.857987
7.890102
7.91495)

1000000
15300000
1.540000
1723000
11860400
1963030
2.08955
2.096578
2.129189
2.1/7288
2.159680
2.168905
2.175961
2.181402
2.185609
2.18886/
2.191382
2.193351

2.000000
3.100000
3.950000
4.591000
5.070500
528210
5769815
5.860543
5.953483
6.012888
6.056029
6.088773
6.113968
6.133433
6.1/8/88
6.160138
6.169152
6.176128

2.000000
4.800000
6.160000
7.178000
7.937600
8.503780
8.925636
9.259918
9.467465
9.635479
9.763673
9.86246
9.958821
9.99789D

10.043596

10.07896%

10.106336

10.127517

1
1.800
1.360
1.018
0.760
0.566
0.422
0.31}
0.228
0.168
0.128
0.099
0.076
0.059
0.046
q.035
0.027
0:021
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S S
) 1 2 0 1 2
n U (1) wo(i) o | fa
18| 04.3.982797 | 7.934186 | 2.194839 | 6.181526 | 10.143908 | 0.016 | e2
19| 0| 8.986687 | 7.949069 | 2.196006 | 6.185704 | 10.156593 | 0.013 | €2
20 0] 3.989698 | 7.960587 | 2.196909 | 6.188937 | 10.166409| 0.010 | €2
21| 0] 3.992028 | 7.969500 | 2.197608 | 6.191439 | 10.174005| 0.008 | e2
22 0| 3.9938307 7.976397 | 2.1958149 | 6.193375 | 10.179884 | 0.006 | €2
23| 0| 3.995226 | 4.981734 | 2.198568 | 6.194873 | 10.184433 | 0.005 | e2
24| 0] 3.996305 |(1.985865 | 2.198892 | 6.196032 | 10.187953 | 0.004 | 2
2510 3.997141 | 779589061 | 2.199142 | 6.196930 | 10.190677 | 0.003 | €2
20| 0\ 3.997787| 7.991985 | 2.199336 | 6.197624 | 10.192786'| 0.002 | e2
27| 0| 3.998288 | 42993%49 | 2.199486 | 6.198161 | 10.194417| 0.002 | e2
28| 0] 3.998675 | ‘1299493 1N/2.199602 | 6.198577 | 10.195680 | 0.001 | e2
29| 0| 3.998975 | 7096077 |¢2.199692 | 6.1958899 | 10.196657 | 0.001 | e2
30 01 3.999206 | 7.996964 | 2499762 | 6.199148 | 10.197413| 0.001 | €2
31101 3.999386 | 7.997654.| 2.199816 | 6.199341 | 10.197998 | 0.001 | e2

Por lo tanto, el sistemal debe opé€rax utilizando la razon de
servicto mas lenta si el sistema tiene 00 2 clientes y operar
utilizando la razon de servicto mas rapida euando hay 1 cliente
en el sistema.

EJjemMpPLO 3.1.2. Una sala de espera es observadara tiempo con-
tinuo y puede almacenar un numero infinito de elientes, ésta es
atendida por un solo servidor el cual solo atiendé un eliente por
etapa, éste cuenta con tres tasas de servicio una de 4,5 y otra

de 6.

Se genera un costo de 2,5 y 5.5 unidades respectivamentede
de acuerdo a la tasa de servicio empleada, pero si el sisteme es-
ta vacio no se emplea ninguna accion por lo que no se genera
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ningun costo.

Las probabilidades de transicion estan determinadas de la
siguiente manerw:

a(l-p) p(l—a)

po1 = P21 = Lplor sra—am P12 = praamp-

Con los datos que se_proporcionaron anteriormente se puede
modelar el problema de control de la siguzente manera. El modelo
de control Markoviano es

(S, A, {Ali)jne S}, P,C),
donde,
w S =4{0,1,2,...} es ellespaciode estados.
w A= A(i) = {a1, a9,a3} ©44,5, 6} es.el espacio de acciones

(que en este ejemplo son! las* razones-de servicio) donde

1€ S.

= La matriz de probabilidades de-transicignycon A = 3 es la

siguiente:
/[0 1 0 0 A
<= 0 2= 0 0
P = [pj(a)] = 0 = 0 £ 0
0 0 ;&£ 0 &

~—~




94 Capitulo 3. Control de las Tasas de Servicio en una Linea de Espera

n. Los costos que se generan por elegir cada una de las ac-
giones se obtienen como sigue:

C(i,a) = cla),
con c(@y) = 2, claz) =5 yclaz) = 5.5. Tomando encuentan
que sololenel estado 0 no se elige ninguna accion, los costos
que se genexan por elegir cualquiera de las tres acciones para

calquier estadosson:

C(0,a) = ¢(0)=0,

Cliha) = 2,
C(i, (LQ} = -5,
Ci(1, (.1,3) = 5.D.

Para resolver este ejemplo a tieapo continuo se aplica el
método de Uniformizacion (ver Seccion 2.5.1), es decir, el pro-
blema original se lleva a un problema a tietnpo discreto. La pro-
babilidad de transicion propuesta en (2.50) €3

. B bu(i,a)pi(a), J 7,
pij(a) N { 1—bv(i,a), j=i

3 ] — 1 — 1 9 y ] 1] 1] Uy 1] ] 3‘ ] 3 Q1
con b = ey — 17 Y el tiempo de permanencia ef eada uno

de los estados esta determinado por: v(0,a) = v(0) =M= 3 y
v(i,a) =A+a=3+a.

Entonces la nueva matriz de probabilidades de transicion es
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/1= bA bA
ba™ 1 —b(A+a)
P = 0 ba
0 0
14 3
(4 3 0
4 ] _ 3ta 3
17 17 7
— 0 £ 1%
0 0 £

\ :

0
bA
1—b(A+a)
ba
0
0
3
17
] — 3%a

17

0
0

bA

1—b(A+a)

La matriz de probabilidatl-de tramsi¢ion anterior es para el es-
pacio de estados infinito numerable y tiempo discreto. Utilizando
el método de aproximaciones-sucesivas para hacer el espacio de

estados de numerable a finito, ‘es”decir, S = {0,1,2, ..

matriz es como sigue

[ 1—bA bA
ba 1—b(A+a)
P* = 0 ba
\ 0 0
E R
a1 _ 3ta 3
17 17 17
— 0 £ 1-3¢
\ 0 0 0

0
bA

1 —b(A+a)
0
0 0
0 0
0 0
7w l-

‘,N} la
0 0
0 0
0 0
ba 71— ba

Denotando a P*(a) como la matriz de probabilidades de transi-
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cion por elegir cada una_de entonces se tiene que:

3
oy g o 000
717 17 0 0
Pa;) = 0 & 2 0 0§,
0 0 0 4 1

I T
o 5leg
Slegleg)e

SRESTRSIS
o O
o O

(I
-

P*(as) =
00 0 2 2
0 . il
? % g 0 0
0 0 0 & o

Entonces el problema a tiempo continuo y con espacio de esta-
dos numerable se ha llevado a un problema a tiempo discreto con
espacio de estados finitos.

En este ejemplo se utiliza el criterio de costo promedio dado
en la siguiente ecuacion

n _1 #
. 1., X
Jn(i) := lim —E7 C(xt, at)

N—oo 711
t=0
El problema de control es

JHi) = 11'_{51'[1 In(i).
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Utilizando el algoritmo de iteracion de valores (AIV) dado en

la seccron(®.8 de la siguiente manera:

1).
2).

4)-
5).
6).

Sea n =0,y ug =0.
Sea

w,(i) = min_ ¢ C(i,a) + Zp:j(a-)un(j) : (3.2)

acA(d) ies

. Sin =0, entonces 6 = 1«

Sin =1, entonces 0 = m@axjeg |w, (1) — w,_1(7)].
Si 6 < €, se continua con elpaso (6).

Sea ty1(1) = wy(i) —an,(x).
Ir a (2) y reemplazar n por.n + Y.

Parar en una etapa n y esctibir la“fumcion de valor opti-
mo w,(x) y la politica dptimalque alcafiza, el minimo en la
ecuacion (3.2).

Tomando a x = 0 como el estado distinguido, del_punto (4) se

puede ver que

Uni1(i) = wy(i) — w,(0)
Up+1(0) = w,(0) — w,(0) = 0.

Entonces, u,,(0) =0, para cualquier n.

Calculando primero

N
wn(t) = min  CG a-)+j§_‘ap:;(a-)unu) ,
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'g/ﬁa cada uno de los estados.

Para 1l <i< N —1, : g

wn(i) =

aﬂg) {C(i’ @)+ ;p;(a)un(%

min {c(a)+ Z pi}(ar)un(j)} %’\)

j=i—1
mi’?){c(a) —I—p;_l(a)un(i - 1) + p:é(a‘)uﬂ
acA(i

+pliq(@)u, (i + 1)}

S

‘©

*




N
= min Qe + Iwz_lp”(a)un(ﬂ)
J_
= min {c %}‘w_lm)uﬂw 1) + vy (@)un (N}
acA(N)
De los cdlculos anterio 5.5¢ obtuvo lo siguiente:
3
wp(0) = —u,(1). ®
17 é

w, (i) = agg){c +@G)%§71 + pi(a)u,(i)

+pu+l(a‘)un(2 ‘l‘@, pm@g 1< N —1.

wn(N) = min {c a)+p}‘w-jp Pl + i a)un()}

Ademas, utilizando la ecuacion ) d? oposicidn 2.4.7,

con H=1yp, = E=%setzeneque g

v : W .
Ji = L {Jd(a)} — {pac(a)} (9
= Egil {palc(afl)ﬂ foagc(a&)ﬂ paac(a3)} ®

- min {5.26). 56} A

5
= min {15,3,2.75} %
>

= 1.5

Por lo tanto, el costo promedio minimo es 1.5 y la politica opti- \SC\-\
ma es utilizar la tasa de servicio a; = 4. o

*
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Conclusion

En esta tesis se plante® y se resolvié un problema de lineas
de espera controladas conparametro a tiempo continuo y con
espacio numerable de estados«“Para alcanzar esta meta se desa-
rrolld la teoria basica de procésos estocasticos.

La teoria de procesos”estacastieos fundamento la teoria de
lineas de espera, en el presénte-trabaje se ha dado lo elemental
1
para definir los problemas de-interés.

La teoria de lineas de esperal proporciéia buenos modelos
para problemas interesantes de la vida real. Sin embargo, nues-
tro interés no solo es modelar la cola sino contrélarla. Para este
fin se estudid la teorfa de control estocastico en_el caso de es-
pacio de estados y acciones discretos, este contexte se conoce
como Cadenas de Decision de Markov o Cadenas de €ontrol de

Markov.

En este trabajo se aplicé el método de uniformizacion”para
resolver problemas a tiempo continuo, es decir, se lleva el pro-
blema original a un problema a tiempo discreto y con espacie
numerable de estados. Ademas, se utilizé el método de Aproxi-
maciones Sucesivas para aproximar el espacio numerable de es-
tados por un espacio finito de estados (ver [14]). El método de

101




*

ramacion dindmica nos proporciona la solucién a los pro-
bletmas de cadenas de decision de Markov, a tiempo discreto y
con €spacio finito de estados.
*
El ej que se considerd para este trabajo fue resuelto
utilizando el, la ejemplificacion de la teoria queda cubierta

satisfactoria.

Asi, este tré{) 0s proporciona la base para continuar con
estudios mas avanr@)-é sobre el tema de lineas de espera con-
troladas, por ejemple; utilizar un espacio de estados y acciones

continuos. \
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