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Introeduccion

En el estudio de la dindmica de las aplicaciones racionales, el plano complejo compac-
tificado se puede dividit en dos conjuntos disjuntos, el estable (conjunto de Fatou),
v el conjunto inestable ‘o conjunto de Julia. En el caso polinomial, el infinito es
un punto fijo super-atractorien consecuencia tiene un dominio de atraccién el cual
es un abierto en C = CU {oc} v pertenece al conjunto de Fatou del polinomio.
El conjunto de Julia resulta’seprla frontera de este dominio y ademaés coincide con
la frontera del conjunto de condiciones iniciales con drbitas acotadas, al cual se le
llama Julia lleno. En general, ldg gonjuntos de Julia son conjuntos fractales y una
herramienta importante que se ha”deésarrollado para clasificarlos es la dimensién
fractal. De igual manera cuando se iteran mas de dos funciones contractivas en el
plano se obtiene que los conjuntos limdtes son conjuntos fractales. En este trabajo
analizaremos la dimensién Hausdorff de conjuntos compactos y la calcularemos en
conjuntos limites obtenidos al iterarfunciones contractivas o funciones polinomiales.

Con la finalidad de hacer este doctunento autocefitenido en el capitulo uno intro-
ducimos algunos conceptos fundamentales en sistefitas*dindmicos discreto, asi como
algunos conceptos de teorfa de la medida?

En el capitulo dos presentamos la definiciéh de diménsion Hausdorfl, algunas de
sus propiedades v ejemplos. También se muestra la definieion de dimension por con-
teo de cajas, algunos de los problemas que presenta y alguhios ejemplos. Ademas, se
analiza la relacion de la dimension Hausdorff v la dimensiongpot conteo de cajas.

En el capitulo tres estudiamos a los conjuntos autosemejantes, Ddaremos la defi-
nicién de estos conjuntos y mostraremos que dichos conjuntos se/pueden obtener
mediante una aplicacién contractiva (obtenida de una coleccidn finita detaplicacio-
nes contractivas) como el limite de una sucesién de conjuntos. Estosfos ‘permite
obtener una formula que calcula la dimensién fractal de estos conjuntos.

En el capitulo cuatro estudiamos en primera instancia a los conjuntos de«<Julia,
luego se dan algunos resultados de las aplicaciones polinomiales. De igual manera
se muestra el algoritmo del valor propio el cual nos permite calcular la dimenSidn
fractal de conjuntos de Julia de aplicaciones expansivas. Mostramos resultados de
conjuntos de Julia de la familia real, es decir, calculamos la dimension fractal de
conjuntos de Julia de polinomios P(z) = 2% + ¢ con ¢ € R.

v




Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos élgunas definiciones y resultados de dindmica discreta
que son vélidos para funciones continuas, ain cuando en el trabajo se analizaran
particularmente funciones analiticas en los reales, en R? y en el plano complejo.
Ademés de algunos conceptos basieos de teorfa de la medida.

1.1. Iteracion de funciones y puntos periodicos

Existen diversos problemas en méfematicas v en la ciencia en general que involucran
o se pueden representar a través dedteracionde funciones, donde iterar una funcién
significa que se compone ella consigoynmismaina y otra vez. En dindmica, uno de
los problemas interesantes es la determinacion dé(la convergencia del proceso que
resulta al aplicar sucesivamente una fngion.

Sea X un espacio métricoy f: X — X coptihua, iterar la funcion f es componerla
con ella misma de manera recursiva. Denotafemos por{ f%(x) a la segunda iteracién
o iterada de f,

Fz) = f(f (@) = (fo (),
FP@) = f(f(f(2))) = (fo fof)lz),
es la tercera iterada de f. En general f"(x) es la n-ésima composicidn de f consigo

misma aplicada a z. Un problema interesante es determinar cuando_existe el limite
en X de la sucesién de {f"(z)}.

Ejemplo 1.1.1. Si f(x) = 22 + 1, entonces
fAx) = (e +1)*+1

)= ((=*+1) + 1)+ 1
son la segunda y tercera iterada de f, respectivamente.

Definicién 1.1.2. (Orbita de un punto)
Si f: X — X es una funcion, la orbita O(xy) de un punto xo € X se define como
el conjunto de

O(x0) = {wo, f(x0), f*(w0), f*(x0), f*(20) ...}




1 Preliminares

Existen orbitas que juegan un papel muy importante en el estudio de un sistema
dindamico, tal es el caso de las drbitas finitas. El caso mas sencillo es cuando la 6rbita
tiene ufi solo punto xy, en ese caso f(xg) = xy y decimos que z; es un punto fijo.

Observacién 1.1.3. Si x; es un punto del dominio de una funcién continua f tal
que lim,,_, & ["(xy) = o, entonces f(a) = a. Esto porque,

flaY= f(lim f*(xo)) = lim f(f"(x0)) = lim " '(xp) = a.
TL—+D0 TL—00 n—no
Esto muestra que“ellimite de una érbita es un punto fijo.

Los puntos fijos de f"se pueden encontrar geométricamente ya que corresponden a
la interseccidn de la gréficasde f con la linea diagonal y = z.

Definicién 1.1.4. (Puntos_periddicos y eventualmente periddicos) Sea xy
un punto en el dominio de unda funcion f.

i) Se dice que xy es un punto periddico de f con periodo k, cuando f*(xy) = xq
para algin entero positivo k y [T (&g)s500 para 0 < r < k.

i1) Se dice que xy es un punto eventualmente periddico o preperiodico de [ si para
algin m € N, f™(xy) es un plploperiddicodde f. Es decir, xy es evenlualmente
periddico si fF(xg) = f™(xo) pdra_algin B € N.

De las definiciones anteriores se dedueé-que la drbita de un punto k-periddico es el
conjunto:

Oy(x0) = {xo, f(zo) S txo), .. 5 (20) ).

Dicha érbita se llama a menudo un A-ciclow*Graficamente, podemos encontrar un
punto periédico intersectando la grafica de f* con la dia€onal y = x, es decir, es
la coordenada x del punto donde la grafica de la funcién f*€orta a la diagonal y = .

Muchos fendémenos fisicos tienen ciertos patrones que se repitén a si mismos, estos
patrones producen ciclos u dérbitas periédicas, de ahi que la nocion'de periodicidad

sea importante en el campo de los sistemas dindmicos.

Ejemplo 1.1.5. Si f(x) = x° — 1, entonces 0 estd en un ciclo de periode 2, ya que
f(0)= =1y f(—1) = 0. Por lo tanto, la érbita de cero es simplemente

04(0) = {0, —1}.
Decimos que 0 y 1 forman un 2-ciclo.

Asi también 1 es eventualmente periédico, ya que f(1) = 0, el cual estd en un
ciclo de periodo 2 vy el punto v/2 es eventualmente periédico va que la érbita es

0(V2) = {V2,1,0,—1}.




1.1 Iteracién de funciones y puntos periédicos

Observemos que los puntos de periodo 2 de f son solucién de la ecuacién f%(x) =
x, eg/lecir, z* — 222 = z. Esta ecuacién tiene cuatro soluciones, pero 2 de ellas
corresponden a los puntos fijos de f. En general, para determinar los puntos k-
perioditos; se deben descartar los puntos periddicos de la solucién de la ecuacion
fE(x) = zables que, dichos periodos sean divisores de k, ya que estos puntos también
aparecen come solucion de esta ecuacion.

Los puntos fijgsyy los ciclos estan entre los més importantes tipos de drbitas de un
sistema dindmigéasi que es importante clasificarlos.

Hay dos tipos notables de puntos fijos: puntos atractores y puntos repulsores. La
idea de estos conceptos‘€e puede ilustrar con la funcién cuadratica f(x) = x°. Esta
aplicacion tiene dos puntos fijos, en 0 v 1. Pero ndtese lo que sucede con las érbitas
de puntos cercanos. Si éle@imes cualquier zy con |z < 1, entonces la érbita de
se aproxima rapidamente a’). Por ejemplo la drbita de 0.1 es:

O;(0.17= 40.1,0.01, 0.0001, 0.00000001, . . .}.

En efecto, para cualquier x, cowrf £ x, < 1, no importa que tan cercano este a 1,
resulta que esa drbita se aleja de 1_y"se acerca a (0. Por ejemplo, la dérbita de 0.9 es:

0,(0.09) = {0.9, 0.81,0.6561, 0,48046721,0.1853020 . . ., 0.034336838... .
0001179018 .......}.

Mis precisamente, si g con 0 < Zy'< 1, entences f"(xq) tiende a 0 cuando n tiende
a oo. Por otra parte, si 2y > 1, entbuees nueyimente la érbita de 2y se mueve lejos
de 1. Por ejemplo, la orbita de 1.1 ég

Os(1.1) = {1.1,1.21,1.4641, 21456 ., 45050 ...,...21.114 ... .. .}.

Asi, si zg > 1 tenemos que f™(zq) tiende aod cuande’n,_tiende a oo y por lo tanto
la drbita se aleja de 1. Por otro lado, los pufitos que edtan cerca de () tienen orbitas
que son atraidas a () como lo podemos ver en la figura 1.

Esta propiedad de los puntos fijos las podemos leer en sw™deérivada, por lo que
tenemos la siguiente definicién.
Definicién 1.1.6. Sea f : C — C una Juncion analitica en xy W = xy.
1. El punto x, es un punto fijo atractor si | f'(xy)| < 1, si f'(zy) =0 diwemos que
Ty es super-atractor.

2. El punto x4 es un punto fijo repulsor si|f'(xy)| > 1.

3. Elpunto zy es un punto fijo indiferente si |f'(xq)| = 1, es decir, f'(xy) =eX".
En términos de # los puntos fijos indiferentes se pueden clasificar en parabélicos (6
racional) y Siegel o Cremer (@ irracional) y los analizaremos méas adelante.

Como en el caso de los puntos fijos, los puntos periddicos pueden ser también clasi-
ficados como atractores, repulsores o neutrales.

Un punto periédico de periodo n es atractor (repulsor) si es un punto fijo atractor
(repulsor) para f"*(x). De igual manera se definen los puntos periédicos indiferentes.




1 Preliminares

—
Figura 1.1: Iteramm@ un punto en la funcién cuadratica.

/\

Ejemplo 1.1.7. Los puntos fijos de@ = 2x(1 — ) son 0y 3, los cuales son
repulsor y atractor, respecti e.

Solucidn. g
Los puntos fijos se encuentran al la 6n 2x(1 — x) = x los cuales son

21 =0y 22 = 3. Dado que f'(z tenel TIE |f’(x1)| =2 > 1, por lo que
21 es repulsor. Por otro lado, | f’ (m2)| = [)(\ por e el punto fijo xo es atractor.

Observermnos que si xj es un punto perlodlge perio@ para f, con z; = fi(xq),

se tiene que ¢

(fg);(fn) = ["(f(2)) f'(20) = f;(xl)@
y

(fz);(xl) = f(f(z1))f'(21) = f;(fn)f;(f?

®

(P (o) = I'(F2(20)) (F2) (o) = F(@a) [ () (o). )\
y @
3 (1) = L) (2 (1) = @) ) f (o) = f(z0)f (22)f

utilizando la regla de la cadena n — 1 veces: Q\S‘\

(fn);(xﬂ) = ff(xn—l)f;(xn—2)f;(xn—3) v 'f;(xﬂ)

(") (@) = FOU @) (P77 () = F U ) f @) (72 (an)




1.2 Conjugacion y puntos periddicos

= [ @) S 2 @) 7 ) - f ()
= f(er-1) [ (@r2) (@) f (o) [ (20) f () o f'(n)

De dou@obtenemos que:
L

/L (f*) (o) = (f") (x1) =+ = (f") (2n-1).

. que la derivada no depende del punto de la orbita, por lo que se
dice que la 6rbi
algini=10,1,. 4.

1.2. Conjug@én y puntos periodicos

Dados [ vy g funciones aLQ{:as se dice que son topoldgicamente (analiticamente)
conjugadas en el abierto , 81 existe un homeomorfismo (bi-holomorfismo)
: U = ¢(U) tal que po f g o p(z) para toda z € U. Esto es, el siguiente

dlagrama conmuta
@ ﬂ({j

Observemos que si [ vy g son dos iones 90 icamente conjugadas por medio

de ¢ v z es un punto fijo de f, ent0n+ unto fijo de g, ya que g(p(z)) =
o(f(2)) = p(z). De hecho, aplicand 1001011 e n se puede mostrar que esto

también es cierto para los puntos pE‘I‘lOd@ de f 999 .
1

Proposicion 1.2.1. Para todo polinomio cuadrdtico p = ag + a1z +ax2?, existe
¢, tal que P y f.(z) = 2% +¢ son analfticamenfe conjuga hecho, la conjugacion
w es un bi-holomorfismo del plano complejo, una funca’% de la forma az + b,
cona,beC, a#0.

Hemos clasificado los puntos periédicos antes en atractor, repulp'ydif&rente. Pa-

ra mostrar la importancia de esta clasificacion enunciaremos al teoremas, los
cuales pueden ser consultados en [B, CGJ.

Teorema 1.2.2. (G. Koenigs-1884). Sea [ una funcidn analitica d%hn punto
fijo en zy y cuyo multiplicad es A= Df(z). Si0 < |[A <1d|X> I@tonces
existen U, V' vecindades de zy y de 0, respectivamente, y un bi-holomorfism —
V' que conjuga analiticamente f con g(z) = Az. Ademas, esta conjugacion ica,
maodulo multiplicacion por un escalar real.

Este teorema nos dice que cerca de los puntos fijos atractores o repulsores las fluf\
ciones se comportan como multiplicacién por A. En particular, si z; es atractor, 1
érbitas de los puntos en una vecindad de z, convergen a zy. Este teorema tamblen
es valido para orbitas periddicas atractoras o repulsoras de periodo k, sustituyendo

f por f*.

*
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Definicién 1.2.3. (Cuenca de atraccion). Sea f : C — C una aplicacion racional y
z* :@nto fijo atractor de [. La cuenca de atraccidon de z* es el conjunto

O . A(Z) ={z€T: lim f"(z) ==},
7

La (’uf’nméumf’dmta de atraccion de z* denotada por A*( 2*), es la componente
conexa de A@ que contiene a z*

Las cuencas de 'cién para puntos k-periddicos atractores se definen usando a
¥ en vez de f. ( eflmmon los puntos k—periddicos atractores siempre tienen
dominios inmediato(de, ra,(‘mon abiertos y diferentes del vacio.

Ejemplo 1.2.4. SP& C definida como f( ) 2%, La funcion f tiene dos
puntos fijos, 0 e oo. Af es el disco unitario y Ar(oc) es el complemento de la
cerradura del disco umtm

Teorema 1.2.5. (P. Fatouq . Sea f una aplicacion racional. Si zy es un
punto periddico atractor de f (’f":’ la cuenca inmediata de atraccion de zp,
Aj(2*) contiene al menos un punto critico de f.

punto fijo super-atractor. Zy + — zn con ar # 0, enlonces
existen U,V vf’(’mdadf’s d(" zn y OgTes P(’tﬂ te, y un ba holomorfimo o : U — V
que conjuga f(2) yg(z . FEst uqa(’é inica modulo multiplicacion por
una raiz (k — 1)—ésima de Ea unidads

Teorema 1.2.6. (L.E. Bott g Qﬁ Sean f una aplicacién analitica y zy un

-
De igual manera que en el Teorema de el 1g=. eg@rema es valido para orbitas
periddicas super-atractoras. :

g una funcién analitica f en z, tiene un punto fijo er on multiplicador A de
moédulo uno, entonces pueden ocurrir dos cosas: que exi 1a vecindad U de z;
donde [ sea conjugada a la rotacién Az o, que no exista ta@indad; si ocurre el
primer caso, decimos que [ es linealizable en 2.

ando A es una raiz de la unidad, es decir, existe n tal que A" = puede mostrar
que f no es linealizable [CG]. Sin embargo, cuando A = er iy irracional, el
problema dginealizacién resulta complicado y antes de dar los resultados asociados
a este caso, serd necesario dar algunas definiciones de teoria de niimeros’que pueden

ser consultadas en [HW]. @
Notemos que si ¢ € [0,1), entonces lo podemos desarrollar en fraccién %«Aa

y obtener una sucesion de niimeros racionales \S\

IJ‘N, 1
— = = lag,....a,) (

1
4n ay + :

O

*




1.2 Conjugacion y puntos periddicos 7

e converge a t. A fi se le llama n-ésima reducida o n—ésima aproximacion a t.
De @, la sucesi(’)n;?an }nzo estd formada por nimeros enteros no negativos y se
obtiehentusando el algoritmo de la division. En general se puede obtener la sucesién
{an}n;:)“ a todat € R vy, salvo a, todos son enteros no negativos. Ademads, la
sucesién%ta cuando ¢ es racional e infinita cuando ¢ es irracional.

Definicion 7. Sea t € R\ Q, t = [ag,ay,az,...]. Decimos que t es de tipo
acotado si la Sutevion {a,} es acotada.

Definicién 1.2. .,B’e::émos que t es diofantino de exponente k > 2, si existe C' > 0,
tal que

|t @2 % para todo g €Q (ao=1

(
Definicién 1.2.9. Un IIIIJ;M) eR
1

mathbb() es diofantino i 18 ntino para algin exponente k > 2.
4

Proposicion 1.2.10. Sea t €

tipo acotado si y solo si t es dio

tal que t = [ag, a1, as,...]. Entonces, t es de
de exponente 2.

Teorema 1.2.11. (Siegel-1942). @f;una Sfuncidn analitica en zq tal que f(z) =

20y A= f(z0) = exp?™?. Si @ esdiofantino, entonces f es linealizable en 2.

Al dominio maximo de linealizacion™ A de > le llama disco de Siegel v a 6 se le
llama numero de rotacién de f en - c

. . . . * . . . .
A partir de este teorema, se tiene la 51gym1te cl%non de los puntos indiferentes
en términos de 6. (\

Definicién 1.2.12. Sea [ una funcion ar@ica en z I que zy es un punto fijo

de [ con multiplicador A = 2™, Decimos qite el punto=fijotz, es:
1. Parabdélico, si 6 es racional. @
2. Siegel, si 0 es trracional y?es linealizable en una vecindad d@,
3. Cremer, si 8 es irracional y [ no es linealizable en z;. ®
Teorema 1.2.13. (Brjuno-1965). Sea [ una funcion analitica en zn‘@ue 2y es
un punto fijo de f con multiplicador A = ™. Si 1:—2 denota la n-€sima ap cion
afly
— log g1
y B (;)
n=1 n ®
entonces [ es linealizable en zg. ( g

O

J.C. Yoccoz demostrd en 1998 que para la familia de polinomios cuadréiticos, la .

condicién de Brjuno es necesaria para tener linealizacidn, pero en general no se
tiene una condicién necesaria, [Y, Brl.




1 Preliminares

1.3. Medidas invariantes

Como el tema principal de este trabajo es la dimensiéon Hausdorfl, daremos algunos
conceptosybasicos de teoria de la medida los cuales serdn importantes para desarro-
llar el congepto y las propiedades de la dimensién. Los resultados aqui presentados
pueden ser fonsultados en [McHIII, CK].

Definicién 1.3.1. Una coleccion M de subconjuntos de un conjunto X se dice que
es una o-dlgebfa en X o un campo de Borel, si M tiene las siquientes propiedades:

i) X € M.

it) Si A € M, entoncey’ A° € M, donde A° es el complemento de A relativo a
X.

iii) Si {A,} es una colectibnMumerable de conjuntos en M y A = |J°, A;, en-
tonces A € M

Observemos que por las leyes de De'Morgan, la interseccién de cualquier coleccién
de conjuntos de X en M, estd de nuéyo en M. Notemos que todo conjunto X # ()
tiene al menos una o-dlgebra, esta o-dlgebra es la del conjunto potencia de X.

Proposiciéon 1.3.2. Sea C cutlquier coleceton de subconjuntos de X, existe una
a-dlgebra mds pequena que contiene a C, i€, exriste una o-algebra A, tal que s1 B
es cualquier o-dlgebra conteniendo o entodcess A C B.

Demostracion. Sea F' la familia de todas ‘o-dlgebrag=(de subconjuntos de X) que
contienen a C. Sea
A=(\{B By FY.

Notemos que C' C A, porque cada B € F countiene a C
Ahora, probaremos que A es también una o-algebra.

Si {A;, Ay, ...} es una sucesién de conjuntos en A, entonces para_toda B € F
tenemos que A; € F,i=1,2---
Como B es una o-dlgebra,

GA,‘ € B,

i=1
por lo tanto
JAie A
i=1
Por otro lado, si E' € A, entonces E° € A. (N

Definicién 1.3.3. Sea X wun espacio topoldgico. A la o-dlgebra mas pequeria B que
contiene a todos los subconjuntos abiertos en X, se le llama o-dlgebra de Borel y a
los subconjuntos en B, se les llama Borelianos.
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En el caso que X = R, como ejemplos de Borelianos tenemos a los intervalos abiertos,
los imtervalos cerrados, los conjuntos numerables, los nimeros irracionales, entre
otros.

Definicibn 1.3.4. Una medida p sobre una o-dlgebra M, es una aplicacion que
asigna o cafdla conjunto en M, un nimero real no negativo o posiblemente oo, tal
que:

Si Ay, Ay, As, L. essuna sucesion numerable (o finita) de conjuntos, entonces

;L(U Ai) SZ ;L(A,':l.

i=1
Con la igualdad si los Aj\son conjuntos de Borel disjuntos dos a dos.
Definicion 1.3.5. Una medida’p sobre R" es una distribucion de masa si

0.5 u(R") < .

Definicion 1.3.6. Si X es un conjuitto y M es una o-dlgebra en X, a la pareja
(X, M) sele llama espacio medible. Bn’este caso, a los elementos de M se les llama
conjuntos medibles.

Definicién 1.3.7. Una medidagl : B —Y[0,00), se dice que es invariante por

[ X = X sip(f~H(A) = p(A) pare cualquier A € B.
Ejemplo 1.3.8. Sea I = [0,1] y T : I & 4 con la siguiente regla de correspondencia:

2r st P <

b=

2—2¢ i x> %

Sea my, la medida de Lebesgue. Notemos que si A = [a, b]°CJ0, 1], entonces T—1(A)
es la union de dos intervalos 4, v A; cada uno de longitud %mL{}l). Tenemos que

1 1
mp(T7YA)) =mp(AgUAy) = mp(Ag) +mp(A)) = 571'1.;_,(_4) + EmL(A) =mr(A).

Por lo tanto my, es invariante por 1.

Definicién 1.3.9. Sea A C C abierto, una funcién f: A — C es lamada~conforme
en zy si existe 8 € [0,27) yr > 0 tal que para cualquier curva y(t) que e diferen-
ciable en t = 0, para la cual y(t) € A yv(0) = 2z, que satisface v'(0) # 0, le'Curva
a(t) = f(y(t)) es diferenciable en t = 0 y, haciendo u= o'(0) y v = ~'(0), teheimos
que |u| =r|v| y arg u = arg v+ 8(mod 27.)

Geométricamente esta definicién dice que una funcion conforme preserva los dngulos
v diremos que una funcién es conforme en A, cuando es conforme en todo punto de
A. En particular, si f: A — C es analitica y si f'(zy) # 0, entonces f es conforme
en zp con = argf'(z) vy r =|f'(20)|, [MH].
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Definicién 1.3.10. Un sistema dindmico conforme F en C=Cu {oo} ~ 5% es
una@ccién de aplicaciones conformes [ : U(f) — C, donde el dominio U(f) es

un

ﬁt@ abierto en C.
Deﬁni}_ga‘i..‘}.ll. (Densidad F-invariante) Dado un sistema dindmico con-
forme F, densidad F—invariante de dimension § es una medida p finita y

-positim en S@I que

*

u(f(E)) = [E /(@) dp

ectiva, E C U(f) es un conjunto de Borel y f € F. Aqui la

oy -~ 2|dx
élrica esférica, dada por p(x) = 1-||-|.T||2 en R2.

siempre que f|g sty
derivada se mide e

Ejemplo 1.3.12. Ton
anterior. Entonces

my (T(E)) = sz(E)':/@zV(x)PdmL - f Wdm, = 2my(E) = 6 = 1

r. la medida de Lebesgue v T como en el ejemplo




Capitulo 2

Dimensién Fractal

Aunque el concepto de dihensiéon Hausdorff es esencial en la geometa. fractal, su
calculo a partir de la definieiéh es relativamente complicado, por lo que en la practica
se utilizan otras definiciones desdimensién que resultan de gran valor a la hora de
determinar empiricamente la dinféugion de series de datos obtenidas del mundo real
v que suelen coincidir con la dimefidién Hausdorff en muchos casos interesantes.
En este capitulo daremos la definicion) de dimension Hausdorff y algunas de sus
propiedades. Asi mismo, introduciremes-la definicién de dimensién por conteo de
cajas, algunas complicaciones qué 'presenta v la relacién que existe entre dimension
Hausdorff y dimension por contéd_de cajas‘en el caso de conjuntos compactos. Los
conceptos y resultados aqui preseny@dos puéden ser consultados en [F].

2.1. Dimension Hausdorff

2.1.1. Medida de Hausdorff

En &Ra seccién definiremos la medida s-dimensional de Hausdorff que nos permi-
tira definir la dimensién Hausdorff de un conjunto F' C R™.

Si U es un subconjunto del espacio euclidiano R", el diémetrm esta defini-
do como:

|U| = sup{|z — y| : z,y € U},
esto es, en el caso cuando U es compacto, la més grande distancia entre’les pares
de puntos de U.
Llamaremos una d-cubierta de F C IR™ a una coleccion numerable o finita M}
de conjuntos de didmetro a lo mas d que cubren a F', i.e,

FcC D U;
i=1

11
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con ) < |U;| < 6 para cada i € N.
Supodngase que F' C R" v 5 es un niimero no negativo, para algiin 4 > ( definimos,

H;(F) = inf Z |U;|* : {U;} es una & — cubierta de F'

Esto es, el infitno se toma sobre las sumas de las s-ésimas potencias de los didmetros
de todas las é-etibiertas de F. Cuando ¢ decrece, la clase de cubiertas admisibles de
F en la ecuacion anterior se reduce, por consiguiente, el infimo de la definicién H
se incrementa y asi se-aproxima a un limite cuando ¢ tiende a 0 y escrbimos:

H*(F) = lim HJ(F).
d—0

Notemos que este infimoes mayor o igual a cero ya que sumamos potencias de
numeros mayores o iguales=a geéro. Este limite existe para todo subconjunto F' de
R™, sin embargo, el valor limitespuede ser 0 o occ.

Proposicién 2.1.1. Hj es una medida sobre los conjuntos de Borel en R™.

Demostracion. Sea Ay, Ay, ... una colecéion de conjuntos de Borel en R™. Dada
{U;}, una é- cubierta de |J;~ A;408 ordenamog de la siguiente manera: Primero los
que intersecan con A;, luego los réstantes que intersectan a A, y asi sucesivamente.
Utilizamos la siguiente notacién de@eterdd goh esta ordenacion: €2; es el conjunto
de los indices de los conjuntos que intefsectans€oméd; y no intersectan con A;, para
todo j < i, ei € N, (If es el conjuntd de‘indicessde-los conjuntos que intersectan
con A;. Notemos que €2; C 7. Ahora degtaguemos-Que

H3(A;) = if{Y U1}

jeqr

va que los conjuntos que no intersecan con A; pueden suprimirse para calcular el
infimo. Ahora,

oo

Hj U_ﬁl,- —111[{Z|U {U:} 6 — cubierta de UA}

i=1 i=1

= 111[{22 |U;1°} = Zm[{z |U;|
i=1 jefl; JE0;
<Y mf() U =) Hi(A
i=1 jen: i=1

va que al calcular la suma sobre los conjuntos U; con j € (Y;, siempre es menor que
la suma sobre los conjuntos U; con j € (2}.
O
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Observacién 2.1.2. Sea £ C F. Tomamos a {U;} una J- cubierta de F' | entonces
{U;}#€s una 4- cubierta de E, por lo que

{Z |U:% - {U;} 6 — cubierta de F} C

- {Z|UI-|ij AU} 6 — cubierta de E}

en consecuencia tomando infimos tenemos que Hi(E) < Hj(F).

Teniendo ya definidd la medida de Hausdorff, vamos a comprobar mas adelante que
existe un valor de & para el cual la medida de un conjunto £ C R? no es trivial.
Ademads, vamos a ver guejese valor es tinico.

Como ya sabemos

H(F) = }sfn% Hi(F)

siempre existe y este puedé sef ), oc 0 un ntmero. Asi, si tenemos el conjunto de
las d-cubiertas admisibles para”A pedemos tomar cualquier subcoleccion de las 4-
cubiertas. Si tomamos el limite del'fnfimo de las sumas de las s-ésimas potencias de
los didmetros de esa subcoleccién de_d-cubiertas de A y ese limite existe, entonces
es el mismo que lims_,5 Hj(A).

Ejemplo 2.1.3. Si A C R es unsintervalo, entonces H'(A) = long(A).
Solucién. Sea A = (a,b). Ahora tememos la0* cubierta U; = [a + (i — 1)0, a + id],

cond =% neNei=12.. ng dondeng=¢:"
De aqui,

— b—d
Hi(A) = 1’11['; |U:| < ; § = hgd = 5 b —a= long(A)

Tomando el limite cuando & — 0 se obtiene la igualdad ¥ per lo tanto

H'(A) = long(A).

Ejemplo 2.1.4. Sea A = {(z,y) : a1 < < bj,a; < y < b} C Run cuadrado
abierto, entonces
H*(A) = 2Area( A).

Solucién
Sea ng = B=% con § = B=% Tomemos la d-cubierta
& T

Ujj =lay + (i —1)6,ay +id0] X [ay + (j — 1)0, a1 + j0] i,j=1,2,... ,ns.

Esto nos genera una /26 —cubierta. De aqui
TL g 2 ;
Z (\/55) < n226% = 2(by — ay)? = 2Area(A).

i,7=1

H}(A)=inf Y |Uj| <
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Tomando el limite cuando § tiende a cero, se obtiene la igualdad y por lo tanto
O H2(A) = 2Area(A).
2.
Ejemplo%f). Denotemos por D, (a) = {x € R*: |z — a| < r}, entonces

. 4 .
(S) H*(D,(a)) = —Area(D,(a)).
>

m

Solucién. .

El drea de D, (a)"es#r?, por otro lado, si Ds(y) es cualquier disco con y € D, (a),
, A — (832

entonces el Area(D%@’— m(5)%

Por lo tanto, si queren O&rir D, (a) con discos de didmetros § necesitamos al

menos ng discos donde
/ 2 2

Asi, ol

. . ,dr? . drr? 4.
HX(D,(a)) = inf Y |U* < % éi — 42 = 7 _ ZAvea(D, (a)).
; ) T T

Solucién.
Tomemos una esfera Es (y) contenida en E, (a) de didametro centro y € E,.(a).
2

3

feras de didmetro 0 = =, donde
4__..3 )
_ 3 _
: m(2)3 (9
Asi 6;

Tomando el limite cuando ¢ tiende a cero, se obtiene la igualdad y por lo tanto o

Como FE,(a) tiene volumen Z7r®, para cubrir E,(a) necesitamg @nenos ng es-

3

L e
==

. R . " 23
H}(E(a)) = imf Y UL <) 6% = 2%% = 2533 = ZVol(E,(a))
i i=1 3"

PPN PRI
5 | 5

HY(Eu(a)) = 2-Vol(Ey(a)). :

§?T
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En general se puede demostrar usando los mismos argumentos, la relaciéon entre el
volumien n-dimensional y H™.

Ejemploy2.1.7. Si A C R" es una bola de radio r, entonces

H™(A) = C—nVoln(A).

‘n

Donde C,, es elvolumen de la bola n—dimensional de radio 1.

Estos ejemplos muestran que la medida de Hausdorff generaliza la idea de longitud
v area. Las propiedades” de area y volumen son bien conocidas en un aumento de
un factor de A. Por ejemplo la longitud de una curva esta multiplicada por A, el
drea de una regién del”plhos esta multiplicada por A% y el volumen tridimensio-
nal estd multiplicado por®. Tal propiedad escalar es fundamental en la teoria de
fractales.

Proposicion 2.1.8. Si F C R W= 0 enfonces
HY (A= NVH(F)
donde \F = {Ax :x € F}, es decir, el'conjunto F es multiplicado por un factor X.

Demostracion. Si {U;} es una d-gtbierta d&/F entonces {AU;} es una Ad-cubierta
de AF'. De lo que se tiene que

H3y <Y AU = XY\

En particular, tenemos que
Hs < NHG(F).

Puesto que esto es valido para toda d-cubierta {U;}, haciendo ® tender a 0 se obtiene
que H*(AF) < M*H*(F).

Si {U:} es una d-cubierta de AF entonces {;U;} es una 3d-cuPieita de F. De lo
que se tiene que

1y < CIRUI = 5 Y0l = vy, < 107

En particular
NH ; ; < H.

[

Definicion 2.1.9. Sea FF C R". Una aplicacion [ : F— R" es Holder continua con
exponente o > 0 st existe ¢ > 0 tal que para todo x,y € F,

| f(x) = fy)| < cloz—y|™
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Proposicién 2.1.10. Si FCR" y [ : FF = R" es una aplicacion Holder continua
mn@nente a >0, entonces, para cada s = 0

. HE(f(F)) < et HY(F).
Demostracion. Si {U;};>1 es una d-cubierta de F, entonces
®/\ |FIFNU)| < clFNU|* < c|U"
De donde se ded\'ls;qﬁe {f(FNU;)}i>1 es un e-cubrimiento de f(F), considerando

€= c”.
De este modo, sumande, Sobre los elementos de la cubierta, tendremos

@'U(Fm Up)s <co ) |U

Por lo tanto, tomando el inﬁl@br& todas las d-cubiertas de F', se tiene

Y O(( .
Un caso de gran importancia es cuanc Qﬂ(%pone@a de la condicién de Holder es

1, esto es,
F@) - 1)l < C) O@

*
A una aplicacion que satisface esta condicion se le llam@acién de Lipschitz, v
H*(f(F)) < ¢'H*(F). (9

Observemos que cualquier funcién diferenciable con derivada ac@( en F' es nece-
sariamente Lipschitz, como consecuencia del teorema del valor mec wor otro lado,

si f es una isometria, es decir, )

entonces H*(f(F)) = H*(F). En particular, las medidas de Hausdorff son iné tes
bajo traslaciones, es decir, H*(F' + z) = H*(F'), donde &\S\

F+z={&+z:x€F}, O

e invariante bajo rotaciones.

\f(2) = f)l =le -yl zyeF
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2.1.2. Dimension Hausdorff

De la definiciéon de Hi(F') tenemos que para un conjunto dado F y 0 < § < 1 Hi(F)
es no deereciente con s. Asi por la definicién de H*(F') es también no decreciente.
Incluso podemos tener la siguiente proposicién.

Proposicién.2.1.11. Sit > s, 0< d <1 y{U;} es una d-cubierta de F, entonces
Hy(F) < 0" Hj(F).

Demostracion. @omo

UNL 6 = Ui < 6 = 8 < U |",

entonces

W= |U|" Ui > 6*~|Ui|".

Por lo tanto,
Yo SO < DU = 8RN < DU = HY(F) 2 6 HY(F).

Por lo tanto,
H5(E) < 851 (F).

Nétese que sit < sy H¥(F) > 0, estoges, si limgZLoH(F) > 0 se tiene que
lim H3(F) <Trs " lind o F
-0 5( ) a0 d—0 6( )
y asi, H(F) = .
Boélogamente tenemos que sit > sy H*(F) < oo, entoriees H'(F) = 0. Esto

nos muestra que existe un valor critico s en el cual H*(F) szﬂﬂia‘ﬂe oo a (). Este valor
critico recibe el nombre de la dimension Hausdorff de F.

Definicion 2.1.12. Sea F' C R". La dimension Hausdorff &/ex el nimero
dimu(F)=mf{s >0: H*(F) =0} =sup{s > 0: H*(F) = oc}.
De la definicién anterior y adoptando que sup{0} = 0, tenemos que
oo si 0<s<dimu(F)
H(F) = 9
si s> dimg(F).

Si s = dimg(F), entonces H*(F') puede ser igual a 0, co 0 0 < H¥(F) < oc.

Graficamente esto lo podemos ver en la figura 2.1.

A un conjunto de Borel que satisface la tltima condicién se le llama s-conjunto;
matematicamente los s-conjuntos son los conjuntos mas convenientes a estudiar y
afortunadamente aparecen muy a menudo.
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HY(F)

—_—
dimy(F) n

Figuta 2.1: Dimension Hausdorff.

Ejemplo 2.1.13. Sea F un difcoplano de radio unitario contenido en R3. De las
propiedades de longitud, drea y*wélumen que mencionamos en los ejemplos 2.1.3,
2.1.4 v 2.1.5 tenemos que:

H'Y(F) = Tongitud(F) = oo

i ‘:l: I'd
0 < HYE)=—ArcafF) < o y

m
: 23
H3(F) < 22Vol(F) =
SW
Por lo tanto la dimg(F) =2, con H*(F) =3 si s <2y H*(F)=0sis > 2.
Ahora daremos algunas propiedades que cumple la dimensién Hausdorff.

Monotonia. Si E C F entonces dimpgE < dimgF.
Demostracion. gor propiedades de medidas, si E C F, entonces

HY(E)< H'(F), VY seR*.

Por lo tanto, si H*(F) = 0 tendremos que H*(E) = 0. Asi, se concluyé que.
dimpy (B) < dimg(F).
=]

Estabilidad Contable. Si{F;},-, es una sucesién de subconjuntos de R™, entoncés

dimyy (U F,) = sup {dimyF;}.

. 1<i<oc
i=1 -
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Demostracion. De la propiedad de monotonia, para cada j € N tenemos que
oo
dimp(F;) < dimy U E;
i=1

Por otra parté, si s > dimy(F;) para toda i € N, entonces H*(F;) = 0. Asi, por
propiedad dé medida

H* OF,- giﬂ”(ﬂ):u.
i=1

i=1
oo
Por lo tanto H*® U E,_Jv= 0, de donde se concluye que
i=1
oo
52 dimyg U F;
i=1

Yy en consecuenc ia.;

sup {dimg (FR[Y= dimy U F,

1<j<rnc i—1

O

Dimension de conjuntos contables. St ' T R” es contable, entonces dimpyF =
0.

Demostracion. Si F' = |J;2, F;, donde cadaF; contiefie jin tinico punto, entonces
H°(F;) = 1. Por lo tanto dimy(F;) = 0 para cada i € Ne'luego, de la estabilidad
contable se concluye que

dimg (F) = 0.
O

Dimension de conjuntos abiertos. Si F' C R™ es abierto, entonees dimy F' = n.

Demostracion. Primero observemos que una bola B en R™ de radio r &="\0 tiene
dimensién igual a n. Como F es abierto podemos construir una bola B’ quié esté to-
talmente contenida en F. Ahora por la propiedad de monotonia tenemos qie

dimg (B") < dimg(F) < dimg(R")

es decir,
n S d'ni??’?.-U(F) S .

Por lo tanto, dimy(F) =n. O
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Conjunto de Cantor ternario. Para construir este conjunto, comenzamos con el in-
tervalo cerrado Ey = [0, 1]; a este intervalo le quitamos el conjunto abierto (1,2,

E B ) g 31301
quedando el conjunto Ey = [0, 13] U [, 1]. Repetimos el proceso anterior, removiendo

el intervalo central de longitud % de cada intervalo de E;. El resultado es el conjunto

1 2 27 8
E, = [U;ﬁl U [6] U [j} a] Uly 1.

Repetimos el proceso una y otra vez generando la sucesion E,, n=0,1,2,... donde
E, es la unién de 2™ intervalos cerrados, cada uno de longitud L, = %n El conjunto
de Cantor ternarie” Es consiste en los ntimeros reales que estan en FEj para toda
k€ N, es decir,

Ejemplo 2.1.14. Sea F el“comjunto de Cantor ternario. Si s = i—Zﬁ% = 0.6309...,
entonces dimygF = sy % < H%< 1,

Solucién.

Calculo heuristico.

El conjunto de Cantor F se divide enWima parte izquierda Fy = F' N[0, 13] Vv en una
parte derecha Fp = F N [% 1]. Anibas partes.son similares a F' pero a escala en una
proporcion de l; v F=FUFp.

Asi para algin s,

H(F) = B (Fy) + H(Ff = ()M EF) + (5)°H(F)

por la propiedad escalar de las medidas de Hausdorfl..Suponiendo que en el va-
lor critico s = dimg(F) tenemos que 0 < H¢(F) <\.o¢ y diviendo entre H*(F')
obtenemos que

=2y

I

o bien

1
log1 =log2(

3¢

)=log2+logl — slog3

vy asi despejando s tenemos que
- log2

T log3

Célculo riguroso. Sean U, los intervalos de longitud 37% (k= 0,1, 2,...) la€ cuales
son los conjuntos Ej en la construccién de intervalos bésicos de F'. La cubierta<{l/; }
de F cubre con 2% intervalos Ej (de longitud 37%) de la cual se obtiene que

_log2

H: . < Ui 8 _ Qk: —sk =1 si § = .
.;a_Z| | e log 3

Haciendo tender k a oc se tiene que H*(F) < 1.
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Para terminar solo falta probar que H*(F') > 0, de hecho probaremos que H*(F) =
%. Para ello debemos mostrar que

1
M lurz 5=3" (2.1)

para algung cubierta {U;} de F. Como F C R es suficiente suponer que {U;} son
intervalos. Amiplidndolos ligeramente y usando la compacidad de F' necesitamos so-
lamente verifteap42.1) cuando {U;} es una coleccién finita de subintervalos cerrados
de [0, 1].

Para cada U; sea k @in értero tal que

3~ < Ui < 37F, (2:2)
5

entonces U; puede interséctara lo mas en un intervalo basico de Ej, va que la
separacién de los intervales”hasicos es al menos de 37%. Si j > k entonces por
construccién U; intersecta a 10amfs 29— = 2737 intervalos bésicos de E;. Ademds
por (2.2), 2% < 273°|U,|*. Si ele§itnds j lo suficientemente grande para que 3-0+1) <
|U;| para toda U;, entonces como {07;} intersecta todos los 27 intervalos bésicos de
longitud 377, contando los intervalostenemos que

P <N V3,

la cual se reduce a (2.1).

2.2. Dimension por conteo de.cajas

Existen otras definiciones de dimensiéon de ufi conjuntolfractal. Aunque la dimension
de Hausdorff es la principal definicion en este trabajo exaininaremos una definicion
alternativa de dimension, asi como la relacién que hay entre_ ellas.

Lo fundamental para la mayoria de las definiciones es la idea de medida a esca-
la §. Para cada ¢ medimos un conjunto en el sentido que ignoramosirregularidades
de tamano menores que ¢ y vemos como tales medidas se comportaf,cuando § — 0.

3
Notemos que cuando el lado de un cuadrado se duplica se obtiene unafigiira equi-
valente a cuatro (no a dos) de los cuadrados iniciales. Si en lugar de un cwadrado se
tratara de un cubo, el factor de multiplicacion seria de ocho y no de cuatr.

greciséndolo mas, supongamos que una figura de dimensién entera d puede séx.des-

compuesta en n copias a escala r de si misma (pensemos en el ejemplo del cuadrfado
donde d = 2, r = ; y n = 4), entonces podemos notar que n = (;)% o tomanc@

logaritmos tenemos que

logn logn
1 = - = —. 2.
log(¥)  —logr (2:3)
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Una definicién de dimension de un conjunto estd entonces determinada por las leyes
de petencia (si hay alguna) obedecida por n cuando la razoén tiende a cero. La ley
de poteficias puede no ser exacta para n y entonces podemos estimar (2.3) tomando
los limiteg superiores e inferiores, obteniendo un intervalo que aproxima la dimen-
sion. Eif patticular, la dimensiéon por cajas que analizaremos en la siguiente seccidn,
veremos qué_cumple con esta propiedad y es una de las definiciones mas usadas. Su
popularidad g€ debe en gran parte a su relativa facilidad para el cdlculo matematico
v estimacién empirica. La definicion se remonta a principios de la década de 1930 y
ha sido llamada en varias ocasiones entropia de Kolmogorov, dimensién de entropia,
dimensién de capaeidad, dimensién métrica, densidad logaritmica y dimensién de
informacién. Aqui séloda llamaremos dimensién por cajas.

2.2.1. Dimension por-cajas

Sea F' un subconjunto acotado yno vacio de R" y sea N; el infimo de las cardina-
lidades de las cubiertas de F' cdfo$ conjuntos tienen didmetros menor que 4. Las
dimensiones por conteo de cajas indérior y superior de F' estan definidas como

_ . log Ns(F)
dimp F =lmy ———=
im g my log 0
}.’
- —logNs( F
dimghF, = h’mLﬁ().
i—0 =logd
respectivamente,

Si son iguales, entonces el valor comin s¢ lé llama~dimiension por cajas de F,

dimpF = lim M
-0 —logé

Hay varias definiciones equivalentes de dimensién de cajas’lasscuales resultan ser,
algunas veces, mas conveniente usar.

Consideremos la coleccién de cubos en la malla d-coordenada de IR™ #es decir, cubos
de la forma
[m1d, (mq +1)6] x -+ x [m,6, (my, + 1)0]

donde mq,...,m, son enteros.
Sea Nj(F) el nimero de cubos de una d-malla que intersecta a F. Notemos gl este
conjunto de cubos proveen una coleccién de Ni(F) conjuntos de didmetro dv/m, que

cubren a F, por lo que

Nsya(F) < N3(F).

Si dy/n < 1 entonces
log Ns = (F) < log Ni(F)

—logdyn — —logy/n —logd
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v asi tomando limites cuando 6 — 0

log Ni(F)

dimrF < lim
B == —logd

—0

}.’
S— ——log N{(F')
TimaF < o1y

Por otro lado, efialquier conjunto de didmetro a lo més § estda contenido en 3" cubos
de la malla de lade & (escogiendo un cubo que contenga algin punto del conjunto y
sus cubos cercanos). Asf

Ng{p} < 3N (F).

Tomando los logaritmos¥ _los limites como anteriormente, se obtienen las desigual-
dades opuestas. Entonces_pata determinar la dimensién por cajas podemos tomar
equitativamente Ns(F') como el'miimero de cubos de una malla de lado 6 que cubre
a I, Esta version de la definigitn es usada empiricamente en forma extensiva. Pa-
ra determinar la dimensién po¥ cajas de un conjunto plano F' se dibuja una malla
de cuadrados o cajas de lado § ve8e cuenta el nimero Ng(F') de cajas que tengan
puntos en comtin al conjunto, pard varips § pequenos (de aqui el nombre de conteo
de cajas). La dimensién es la razén logaritmica en la cual Ng(F') aumenta cuando
0 — 0y puede ser estimado come la“pendiente de la grafica de log Ns(F') contra
—log §; véase la figura 2.2. Esta definicién depuna interpretacion del significado de
la dimensién de cajas. El nmimerg”de cubosien_mallas de lado d que intersectan al
conjunto, es un indicador de cudn extendidd odrregular es el conjunto cuando se
examina a escala §. La dimension per-eajas refléja cuan rdapidamente cambian las
irregularidades al hacer tender § a ceros

log N,()

\logc

log &

Figura 2.2: Estimacién empirica de la dimensiéon de un conjunto F'.

Otra definicion de la dimensién por cajas usada frecuentemente es la obtenida to-
mando Ng(F') como el més pequeno mimero de cubos arbitrarios de lado § necesarios
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para cubrir al conjunto F'. @ equivalencia de esta definicion se sigue como en el caso
de la¢”0-mallas. Notemos que cualquier cubo de lado § tiene didmetro dv/n y que
cu itr conjunto de didmetro a lo mas ¢ estd contenido en un cubo de lado 4.

De mr—@f. 14loga, la dimensién por cajas se obtiene tomando Nj(F) como el
mMAas peque. umero de bolas cerradas de radio § que cubren a F.

Otra definiciéh ‘de dimensién por cajas y cuya equivalencia es menos obvia, involu-
cra al mas glﬁ@mumem de bolas disjuntas de radios d con centros en F. Sea este
nimero Ni(F 1 By, ..., By H(F) bolas disjuntas centradas en F' y de radio 4. Si
reF entonr‘es laﬂvﬁ ancia de z a algin B; es menor que 4, de otra manera la bola
de centro en x y rad 0 0/puede ser afiadida para formar una coleccién més grande de
bolas disjuntas. Asi la@(F} holas concéntricas, con las B; de radios 20 (didmetro

4§) cubren a F', obtenié )@,
7 Nus(F) < Ni(F).

Por otro lado, supongamos que -~ -:BNg(F) son bolas disjuntas de radios ¢ con

centros en F. Sea Uy, ..., Up, w :ccidon de conjuntos con didmetros a lo més §
los cuales cubren a F'. Como los U} deben cubrir los centros de los B;, cada B; debe

contener al menos uno de los U;. Con
U; como B;. Por lo tanto

os B son disjuntos, hay al menos tantos

! F)
Tomando logaritmos se demuestr los \-’SO de la definicién de dimensién supe-
rior, inferior v dimensién por cajas anece erados, si Nj(F') es reemplazado
por Ni(F'). Todo esto se resume en e }yrente tado.

Teorema 2.2.1. Las dimensiones por @eo de @s’ inferior y superior de un
subconjunto F' de R™ estdn dadas por

Tog Ns(F C
dimpF = lin 5_)(,%1755)

o

log Ns( F’
dimpF = }5”%03;175(6)_ O®

La dimension por cajas de F estd dada por )
i — gy ) s
(si este limite existe), donde Ng(F) es alguno de los siguientes: @
i) El mds pequenio niimero de bolas cerradas de radios 6 que cubren a F. \S\(\
it) El mds pequeno u’mem de cubos de lado & que cubren a F. o

*

iit) El niimero de cubos en §-mallas que intersectan a F.
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iv) mds pequeno numero de conjuntos de diametros a lo mas 6 que cubren a
F.

*
v) El %&* nde numero de bolas disjuntas de radios § con centros en F.

Esta lista podria extenderse ain maés; en la priactica uno toma la definicidn mas
adecuada pa aplicacion particular. Es importante notar que es suficiente con-
siderar los limites ando d — 0 a través de alguna sucesion der‘rer‘iente o tal que
0. = cdy. para al yvonstante 0 < ¢ < 1; en particular para d; = ¢*. Para ver esto
notese que si 5;_“ L, entonces

lOg N5 (F lOg N5k+1(F) < lOg N5k+1(F)
—log 5 - ; —log 1 + log %2~ —logdrsr +loge

— 1@;‘@ ——log Ny, (F

lim < )< Tim 28 l) o )

§—0 —log koo — log .
La desigualdad opuesta es facil de (‘p@ v el caso del limite inferior se obtiene de
manera similar
Hay una definicién equivalent sf@lme le cajas, de una forma algo diferente
que es importante mencionar. _
Una ¢ — vecindad Fs de F es + .

Fs={z ER“:|x—y|@ para 1 y € F},

es decir, el conjunto de puntos a menor o ig‘al dlstan@ de F'.

v asi

Consideremos el caso para el cual el volumen n—dimensiohal.de Fs disminuye cuan-
do & — 0. En R?, si F es un solo punto entonces Fj es una b@on vol (Fy) = ;m?‘
si ' es un segmento de longitud [ entonces F; es una salchicha con vol(Fs) ~ & y
si F' es un conjunto plano de drea a entonces Fj es esencialmen engorde de F
con vol(F5) ~ 2ad. En cada caso, vol( Fy) ~ ¢6*~* donde el entero @la dimensién
de I, por lo que el exponente de § es indicativo de la dimension. El'coeficiente ¢ de
8% es conocido como el indice de Minkowski de F y es una medid ngltud
drea o volumen del conjunto apropiado.

Estas ideas se extendieron a dimensiones fraccionarias. Si F' es un subc to
N ; vol (Fs) . L . -
) 7 s, —— tiende y positivo v :
de R™ y para algin s, o tiende a un limite positivo y finito cuando § \

entonces tiene sentido considerar a F' como s—dimensional. g\
Al valor limite se le llama indice s—dimensional de F. Este concepto es de us o
ligeramente restringido yva que no es necesariamente aditivo en subconjuntos disjun- .
tos, es decir, no es una medida. Incluso si este limite no existe, podemos extraer el
exponente critico de d y éste resulta estar relacionado con la dimensién de cajas.
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Proposicién 2.2.2. Si F' es un subconjunto de R", entonces

—log vol™(Fy)

% dimp(F) = n— (lsl—;nfli logd
*
Z

—_— log vol™( F
Jims(F) = n — lim,_, 282" (F5)

logd
donde Fs es & vecindad de F'.

Demostracion. QIQ vemos que F' puede ser cubierto por N3(F) bolas de radio 4,
entonces Fy puede’s O}Llert.o por bolas concéntricas de radio 24. Por lo tanto,

@ vol™ (F5) < Ny(F)en(20)",

donde ¢, es el volumen déla bola unitaria en R". Tomando logaritmos,
log vol™ { log 2"¢, + nlogd + log Ns(F)

—logd @"‘ —logd

por tanto tenemos que

ilar para los limites superiores. Por
centros en F', entonces

De igual manera se tiene una desi
otro lado, si hay Ns bolas disjuntas de radio

Ns(F)e (oY < vo

Tomando logaritmos se obtiene la desigug;c@:rpues lo cual se obtiene lo desea-
do.

O

Una de las relaciones que es importante entender es la 13 entre la dimension
por cajas v la dimensién Hausdorff. Notemos que si F puede cubierto por Ns(F")
conjuntos de didmetros 4, entonces tenemos que O

H}(F) < Ny(F)7. Y
De lo cual, si 1 < H*(F) = lims_, H;(F), entonces log N;(F') + slog &cuand{)

0 es suficientemente pequeno. Por lo tanto,
log Ns(F
5 < ma_mglia(é) De aqui, dimpyF < dimgF < dimgpF, para los @
—log

conjuntos acotados F' € R". En general no conseguimos la igualdad aqui. Aunque
dimensién por cajas v dimensién Hausdorff son equivalentes para algunos conjuntos
razonablemente regulares; hay algunos ejemplos donde esta desigualdad es estricta.

Hablando con poco rigor lo que nos esta diciendo la definicién de dimensién por
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cajas es que Ny ~ §~° para ¢ pequeno, donde s = dimpF. Mas precisamente, dice
que

Ns(EY8 — oo si s < dimgF
s(F)os~— 0 si s > dimgF

Pero

Ns())® = inf Z 6° :{U;} esuna § — cubierta de F’
i=1

la cual podria compérarse con

nf Z |Ui|* : {U;} esuna & — cubierta de F'

i=1

que aparece en la definicidn.de_la medida de Hausdorff. Nétese que en el cdleulo
de la dimensién de Hausdorff{ asignamos distintos pesos |U;|¢ a los conjuntos de la
cubierta U;, mientras que para la~dimension de cajas usamos el mismo peso ¢ para
cada conjunto de la cubierta. La®dimension de cajas puede ser un indicador de la
eficiencia con la cual un conjunto pued€'ser cubierto por conjuntos pequenos de igual
tamano, mientras que la dimension de Hausdorff involucra conjuntos pequenos pero
quizas en general, variando de peso.

Existe la tentacién de introducir 1a gantidadiv(#') = lim_, Ns(F)d*, pero esto no da
una medida sobre subconjuntos de'R¥. )Como.yetemos, una consecuencia de esto es
que la dimensién por cajas tiene un nimerode pfopledades desafortunadas y pueden
ser complicadas manejarlas mateméticainente. Por otro lado, como la dimensién por
cajas tiene determinadas cubiertas de conjuntos de igual tamato, en general, resulta
ser mas fécil, para calcular, que la dimensién’de Hausdorif.

Ejemplo 2.2.3. Sea F el conjunto de Cantor ternario, éntences

log 2
log 3’

dimyF = dimgF =

Solucion.
Tomando la cubierta abierta constituida por los 2¥ intervalos de Fj'\d&longitud 37,
se tiene que Ny(F) < 2F si 37% < § < 37%*1. Por tanto tenemos que

log Ns(F) < Tm log2¥  log2

dimpF = lim g = )
b 70 log s *%log k1 log3

Por otra parte, cualquier intervalo de longitud & con 37%7! < § < 37 intersect@ade
mds uno de los intervalos bésicos de longitud 37% usado en la construccién de E'y

como hay 2* intervalos, necesitamos al menos 2* intervalos de longitud § para cubric

log 2
a F. Por lo tanto, Ns(F) > 2%, obteniéndose que dimp > %
I

Asi al menos para el conjunto de Cantor, dimyF = dimgF.
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2.2.2. Propiedades y problemas de la dimensién por cajas

Las(siguientes propiedades elementales de la dimensién por cajas reflejan aquellas
de la"dimension de Hausdorff y se verifican del mismo modo.

Proposieion 2.2.4. i) Una sub-variedad F suave m-dimensional de R™ tiene dimpF =
m.

i) dimpy vy ditaf; $on mondtonas.
iii) dimp es finitamienle estable, es decir,

dinip(E U F) = max{dimpFE, dimpF}
aungue dimg no lo sea.

iv) dimpg y dimg son Lipschitz invariantes. Esto es asi, porque si

|f () = f (y)| < |z —yl

y F' puede ser cubierto por Ns(F) tonguntos de diametro de a lo mds &, entonces
las Ns(F) imdgenes de esos conjuntosibago f forman una cubierta de conjuntos de
didmetros a lo mds cd, asi dimg'f (F) < dimpt’. Andlogamente las dimensiones por
cajas se comportan justamente cofo las dimensiones de Hausdorff bajo transfor-
maciones bi-Lipschitz y de Holder:\Mostrareinos algunas de las desventajas de la
dimension por cajas.

Proposicién 2.2.5. Sea F la cerradufadeF, entonges
dimp F =\dimF

y
dimpF = dimgF.

Demostracion. Sean B, ..., B, una coleccion finita de bolas cerrddas de radios 6.
Si el conjunto cerrado Uf:l B; contiene a F, también contiene a F, Bor lo tanto el
mas pequeiio niimero de bolas cerradas de radio § que cubre a F' es sufigiente para
cubrir el conjunto mas grande F. Por lo que el resultado se sigue.

O

Una consecuencia inmediata de esto es que si ' es un subconjunto denso“efl una
region abierta de R™ entonces

dimpF = dimpF =n.

Por ejemplo, sea F' el conjunto (numerable) de nimeros racionales entre 0 y 1.
Entonces F' es el intervalo entero [0, 1], asi que dimpF = dimgF = 1. Por lo tanto,
los conjuntos numerables pueden tener dimension por cajas no cero. Ademads, la
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dimensién por conteo de cajas de cada niimero racional viéndolo como un conjunto
de solo punto es cero, pero la unién numerable de ese conjunto tiene dimension
cuentemente, no es generalmente cierto que

/L' dimp U F, = sup dimgpF;.

i=1

Esto limita se 1ente la utilidad de la dimensién por cajas ya que introduciendo
un conjunto pE(m:'es decir, un conjunto numerable de puntos puede realizarse
estragos con la diineénsion. Podriamos esperar salvar algo restringiendo la atencién
a conjuntos cerrado@fo las dificultades todavia quedan.

Ejemplo 2.2.6. F =
Solucion.
Si|lUl=0<gzykesel enl;%ue satisface

..} es un conjunto compacto con dimpF =

—

(k k + 1)
entonces U puede cubrir a lo més 111 los puntos {0, 1,3 1} 1} Por lo tanto,
al menos k conjuntos de didmetro & s cesarios para cubrlr F

Asi 5’7
0
Haciendo que § — 0 se tiene que

a=
=
—
—

o lado, si 5 > 0 > 0, tomando

'>§_
@,

k tal que O
1
*k—Dk 1) T+ 0O
entonces (k + 1) intervalos de longitud & cubren a [0, ;] dejando fuera k — 1 puntos

de F, los cuales se pueden cubrir por otros & — 1 intervalo § lo tanto,
log Ns(F) log 2k

< .
“logo  — logk(k—1) O’
_ 1 :
De aqui, dimglF < 3 )

Nadie consideraria este conjunto, con todo menos uno de sus puntos aisl@ ;omo

un fractal. Sin embargo, tiene dimensiéon por cajas fraccional.

La dimensién por cajas en general es muy usada y su importancia radica er \f\
para muchos conjuntos esta dimension coincide con la dimensién de Hausdorff. (\

O

*
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g& condicién a) indica que el conjunto se obtiene como unién de partes semejantes
al total (cada W, (E) es una de tales partes).

La condicién b) precisa la forma en que los trozos W;(E) pueden solaparse entre
si (solapamiento de las piezas que componen a E), exigiendo que este solapamien-
to sea despreciable en relacién a la medida total de E cuando medimos en cierta
dimensién s. La condicién b) de la definicién anterior se verifica automaticamente
cuando no existe solapamiento (por ejemplo, en el conjunto de Cantor en 2), pero
muchas curvas autosemejantes presentan un cierto contacto entre sus piezas (por
ejemplo en la curva de Koch los solapamientos consisten en un tinico punto) por lo

que no podemos relajar la condicién b) por la de no solapamiento.

aés adelante veremos que la condicién b) puede ser sustituida por la condicién
de abierto, de utilizacién mds simple que b), pero menos drastica que la exigencia
de solapamiento vacio.

Ejemplo 3.1.4. El conjunto de Cantor es autosemejante.

Consideremos un sistema {¥;, U5} de dos contracciones de R en R dadas por
log2
log3
del ejemplo 2.1.14, se tiene que el conjunto de Cantor satisface los incisos a) y b) de
la definicién 3.1.3.

Vi(r) =35y Va(r) = 5+ % Para este sistema de semejanzas y tomando s =

3.2. Aplicaciéon Contractiva

Presentamos nuestro primer resultado de este capitulo que tiene que ver con funcio-
nes contractivas.

Propoa‘cién 3.2.1. Sea f : X » X una aplicacion contractiva de mddulo r, en-
tonces Se cumple que:
a) f es continua.

b Si g : X » X es contractiva de modulo r, entonces g © f es contractiva de
modulo rr .

Q) /" es contractiva de modulo .

Demostracion. a) Sea e > 0 dado. Entonces

d(f(z), f(y)) <rd(z,y) <e

siempre que d(x,y) < §, donde 6 = +.

b) Sea xz,y €X.
d((g° f) (). (g° )W) =d(g(f(x)), g(f () < rd(f(z), f(y)) < rrd(z,y)
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¢) La demostracion de c¢) se sigue del inciso b) e induccién matematica. O

Te@'a 3.2.2. Si(X,d) es un espacio métrico completo y f : X — X es una
aplicaeion contractiva de mddulo r, entonces existe un inico x € X tal que f(z) ==z
denomi ye'punto fijo de la contraccion.

Demost?‘ac% robaremos la unicidad. Supongamos que 2,y son puntos fijos de f,
es decir, f(x Ly f(y) =y, entonces
*

Sl @ o) - dew)
lo cual es una contrt—%n puesto que f es contractiva.

Ahora probaremos la exi@ﬁa. Esto lo haremos dando y € X arbitrario y viendo
que la sucesion {y,}, cuyo yﬂno general es y, = ["(y), es de Cauchy.

Para p > 1 arbitrario ;-..
AW Y1) = de‘&l): Fp)) < rd(ypor. )
Aplicando esto p-veces se tiene e

d(Ypsps1) = (Yo, 1)

Para p < q arbitrarios, aplicando l%ual(g?(angular obtenemos

*

d(Yp, yq) < dYp, Yp+1) + d(Yps1, Ypr2) +-/(’~ d(yq> 63 >y Ay, yin1)
O o

< dlyoy) D' = dlyo,y1) T

o

- %
vy como la serie geogtrica converge, esta tiltima expresion s @e mas pequena que
cualquier e dado y tomando p suficientemente grande.

Como {y.} es de Cauchy en el espacio completo (X, d), debe ser C;Wente. Ahora

sl x es su limite, por la continuidad de f tenemos que )
flx) = f(lim y,) = lim f(y,) = lm y,4q = .
Ti—r 00

Ti— 0 TE— 0 @
Con lo cual queda demostrado la existencia. 6 O

o

georema 3.2.3. Si(X,d) es un espacio métrico completo y [ : X — X es@
aplicacion contractiva de mddulo r con z como el punto fijo, entonces para cualqua(\

y € X se tiene: o

dy, f(y)) °
=
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Demostracion. Tomando p = 0 en el teorema anterior obtenemos

1
1—r

d(yo. yg) < d(yo. 11)

Tomando.€l limite cuando ¢ tiende a infinito tenemos

1
Wiy d(yo, yq) = d(yo, im y4) = d(yo, x) < ——d(yo, f(yo))
e g—00 1—7r

donde yy € X es arbitrario.
O

3.3. Conjuntes-limites de aplicaciones contracti-
vas

Existe el espacio conveniente ‘pafa_estudiar la geometria fractal; este es el espacio
H(X) definido como el conjuntd de todos los subconjuntos compactos y no vacios
de X. En esta seccidén construiremés™una sucesiéon de conjuntos tales que conver-
jan a un conjunto que llamamos invariante bajo una aplicacion semejante, la cual
es construida también con una coleccién-finita de aplicaciones semejantes. Para la
convergencia no podemos usar ladistancia usada normalmente en geometria como
la distancia entre los puntos mas proximoside los conjuntos para H(X), ya que si
los conjuntos tienen algiin punto eff edin’ sut” distancia es cero, aunque sean muy
diferentes y lo que queremos es que estos conjuntds se parezean cada vez méas. La
distancia que nosotros precisamos debe ser tal quesdos conjuntos proximos respec-
to a ella sean parecidos entre si. Tal rediiisito lo=€umple la llamada distancia de
Hausdorff. Los conceptos y resultados quée pfésentamos’en esta seccion, asi como las
demostraciones pueden ser consultadas en [Ba].

Definicién 3.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico completo~x € X y B € H(X).
Definimos
d(xz,B) =min{d(x,y) :y € B},

la cual llamaremos la distancia del punto x al conjunto B.

Definicién 3.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sean 4, B. € H(X).
Definimos

d(A,B) = méx{d(xz, B) : x € A}
d(A, B) es llamada la distancia de un conjunto A € H(X) al conjunto B€ H{X).

Definicién 3.3.3. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Definimos la distaneia
de Hausdorff entre dos puntos de H(X) como

h(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}.

1

Proposicién 3.3.4. h es una métrica en el espacio H(X).
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Demostracion. Sean A, B,C € H(X). Claramente tenemos de la definicién que
h( = h(B, A). Ademas,

) =max{d(A, A),d(A A)} =dA A) = mix{d(x, A) 1z € A} = 0.

\

= df{a,b) para algiin a« € A y b € B, puesto que A y B son compactos. Por
lo tant ( ,B) < o¢ esta bien definida.

/\

Sea A # By c;lylgamos que existe a tal que a € Ay a € B. Lo que resulta
es que h(A,B) > V'B) = 0.

Para demostrar Eue ,; ) < h(A, C)+h(C, B) probaremos primero que d(A, B) <
d(A,C)+d(C,B). Ter que para cualquier a € A

d(a, B) = min{d(a, b)yE} < min{d(a,c) +d(c,b) :be B, V ce C}

= d(a, ¢) + min{ beEB, V cel} asi
d(a, B) < min{d(a, c) ’Gik—f— max{min{d(c,b) : b€ B} : c€ C}

— d(a,C) +d( C‘:B)®
Andlogamente \

B@ B.? d(C, A).
Por lo tanto, teniendo en vllellta dades tenemos que,

h(A, B) = max{d(A, B), Jté‘ % B)}+

+max{d(A, B),d(C 69 h(A.C)
O

Teorema 3.3.5. Sea (X, d) un espacio métrico completo%nces el espacio métri-
co (H(X),h) es completo.

La demostracién de este teorema la podemos encontrar en [Bal.

Teorema 3.3.6. Si [ : X — X es una aplicacion continua, e@ces [ mapea
H(X) en si mismo.

{f(z) : © € C} es no vacio. Vamos a demostrar que f(C') es compacto. =
f(z,)} es una sucesién infinita de puntos de f(C'), entonces {x,} es una on
infinita de puntos en C. Como C es compacto existe una subsucesion {:r:Nn&m
converge a un punto & € C. Pero por la continuidad de f tenemos que {yn
f(xn,)} es una sucesién de {y,} que converge a y = f(¥) € f(C). Por tanto f(
es compacto.

3

Demostracion. Si C' un subconjunto compacto no vacio de X, entonc%) =

Proposicion 3.3.7. St [ : X — X es una aplicacion conitractiva de mddulo k,
entonces [ : H(X) — H(X) es contractiva de mdédulo k en (H(X),h).




3.3 Conjuntos limites de aplicaciones contractivas

35

Demostracion. Sabemos que f es continua y que f mapea a H(X) en el mismo.
Ahord si A, B € H(X), entonces

d(f(B), f(C) = max{min{d(f(z), f(y)) :y € C} : v € B}
< max{min{kd(z,y) :y € C}: 2z € B} = kd(B, C).

Andlogamentg;
d(f(C), f(B)) < kd(C, B).

Por tanto,
h(f(C)efB)) = méx{d(f(B). f(C)). d(f(C), f(B))}
< kmax{d(B,C),d(C,B)} < kd(B, C).

De las definiciones 3.3.1, 3.3.2.93.3.3 tenemos las siguientes observaciones.
Observacién 3.3.8. 8i B,C € H(X) vy B C C, entonces d(z,C) < d(x, B).

Observacién 3.3.9. Si A, B,C € HWX) y B C C, entonces B C C = d(A,C) <
d(A,B).

Observacién 3.3.10. Si B, C DaysE sow€lementos de H(X), entonces
(B UC, DU EWE max{h(B, D),h(C,E)}.

Teorema 3.3.11. Dado un sistema § =V, Yy em W, } de semefanzas contracti-
vas, la transformacion SV : H(X) — H (), definida_por

T
=)
i=1
es contractiva en H(X) con mddulo r = max{r; . i = 1, . &' m} de los mddulos de

contraccion de las U, coni=1,..,m.

Demostracion. La demostracion se hard para m = 2. Usando inducgién matematica
se completa la demostracion.

h(S¥(B),S¥(D)) = h(¥1(B) Uy (B),¥(D) U,y (D))
< mibx{h(¥1(B) UW;(D)), h(Ta(B) U Ly(D))}
< méax{rih(B,D),r:h(B,D)} < rh(B,D).
]

Corolario 3.3.12. Dado un sistema S = {¥U, Wy, ..., V. } de semejanzas contrags
tivas de X existe un tinico compacto y no vacio £ C R™ tal que

SU(E) = U, U,(E) = E,

denominado punto fijo de la contraccion.
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Demostracion. En el teorema 3.2.2 se probd que toda semejanza contractiva tiene
un piito fijo y en el teorema 3.3.11 se probd que SV es una semejanza contractiva
conlg«fual queda demostrado el corolario. O

Definicién. 8.3.13. A es invariante (respecto a SU) si A= SU(A).

Definicién 3:3.14. Un sistema de funciones iteradas es un espacio métrico com-
pleto (X, d) jimto con un conjunto finito de aplicaciones contractivas ¥; : X — X,
con su respectivd factor de contractividad r; parai=1,2,...;m.

Teorema 3.3.15< Dada una coleccion S = {Wy, ¥y, ..., U, } de semejanzas contrac-
tivas, el conjunto E tal'que SV(E) = U, V,(E) = E verifica que E = lim,, . SV"(F)
siendo F' cualguier compacto no vacio de X.

Demostracion. Vamos a pfobar que h(SUF(F), E) — 0 cuando k tiende a infinito y
asi SU*(F) — E cuando ¥'tiende a infinito. Notemos que

hSU(FY, BY = h(SU(F), SU(E)) < rh(F, E)

por lo que h(SU*(F), E) < r*4(F E). Como r < 1, entonces r* — 0 cuando k
tiende a infinito. Por lo tanto SUMTF | estd cada vez mas cerca de E. O

Figura 3.1: Independencia del conjuntosde inicio.

Este resultado es fundamental para la construcion de conjuntés autosemejantes ya
que nos proporciona un medio constructivo para la obtencién del omjunto invariante
para SWU, siendo F' cualquier conjunto compacto no vacio como semuestra en la
figura 3.1.

Una de las ventajas de usar un sistema de funciones iteradas es que la“dimension
del conjunto invariante es relativamente ficil de calcular o estimar en térhinos de
los factores de contraccion.

Si S ={¥,...,¥,} es una familia de aplicaciones ¥; : X — X, denotemos por
Uy i, aW, 0. oW, ypor ., ael punto fijo de W; ;.

Si A C X, entonces SU(A) = U, W,(A). STI(A) = A, ST (A) = SU(A), SUP(A) =
SW(SwP—1(A)) y usaremos la siguiente notacién A; ..., = ¥,

Notemos que

Sur(A) = | Aiyey
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También notemos que |A;,..;,| < ry -+ -1i,|A] — 0 cuando p — co. Veamos como se
hacedd iteracién SU"(F) paran = 2.

T L L
2
S =sv| v | =Jw(JwF) | = |J (,00)(F).
i=1 g=1 i=1 1<i j<m
Ahora probaremos la existencia y unicidad del conjunto invariante o punto fijo del
sistema de semejanzas contractivas haciendo una caracterizaciéon completa de dicho

conjunto.

Teorema 3.3.16. 1. FEriste un tinico conjunto K cerrado y acotado que es in-
variante respeeto’de SV, es decir, K =J" | K;. Mds atin, K es compacto.

e T
2. Kiyiy =U K

II;I)—1=1

i=1

“Bpigy -

« - - - oc - . N S . - .
3. K DK;) DKyyy... DI, D .y npzlf\f...fp tiene un unico miembro el

cual denotaremos como ;... K es la union de estos puntos.

b . _.|'I . il 1 .\- ,).n'. . g

4. kil---:‘,, =i, ..i, y en partichlag i, ., € K

Kiyiyr. = My o0 Wi, -
5. K es la clausura de los puntos Yfijossde las S, ..; .

o 1 ol

6. Wy, (Kiyoi,) = K

Jregitfif

U, (K ) =K,

Jrejg iy ip Jrat Ay
7. El mapeo de coordenadas 11 ;"GN ) — Ksdado por Ill(a) = k, es continuo
sobre K.

8. Si A es un conjunto acotado y no veef, enfonees d(A;, i, kiy..i,) — 0 uni-
Jormemente cuando p — oc. En particular SUP(A) — K en la métrica de
Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que K es un conjunto cerradosy acotado que es inva-
riante respecto a SV, tenemos las siguientes consecuencias.

K =) =Jvuv,(x) = Jv,(5) =Ky = =) Ki,
i=1 i ij i ;

% .Y, ip
Andlogamente
T T
- — e — e — .
Ail,“ip - ‘1,111;1(3) - ‘I’fl,“fp U ‘I,I'p_l(‘h) - U ‘I,fl,“fp-l—l(j\)
IIp—1=1 Il;u—l:l
p— ,. .
- U f\:l,,,r,,_l-
i1 nipt

Asi K D K, D Kiiy D -+ D Kyjyy D -+, ahora como |Kj ;| — 0 cuando
p — oo por lo tanto la ﬂp K, ..;, es un punto (por la completez de X) y lo denota-
remos como k;,...;, - - - . Por lo tanto hemos establecido 2 y 3 bajos las hipétesis de K.




38

3 Dimensién Fractal de Conjuntos Autosemejantes

Pro@s ahora (iv) y (v).
%' - ' -
Vi (Kiniy) = Wiy (Wi, (K) = Wiy, (K) = Koy -

Ahora noté

1o siguiente:

‘ﬁ\ (kir--ip---) E‘I',n Jq KT-I dp = ﬂ K,n Jgl1eipe

Dado que W, .;, (: = k; f se deduce que kg 5 es el Ginico punto fijo v;,..,
de W;,.;,. De ello s@mrende que ¥, .., kzl...zp... € K, .., y por lo tanto, ya que
Mmoo [ K, | =0 os que limy;,..;, = ki i ... Esto establece 4 y 5. Hasta
aqui hemos demostrad icidad de K (yva que K es la unién de puntos tinicos,
cada uno de ellos es el te de una determinada sucesién de puntos fijos de la

contraccién U;,..; ). /

Para establecer 7 y por lo tanto’c ws compacto (pues seria la imagen continua de

un conjunto compacto sea T €O 1 7. Supongamos o = {a; . . ..) € C(N)
V€ > 0, entonces (o) = ka,. up @1 existe un g tal que K, ., C {r e K:
d(z,m(a)) < €}. Como K, .. sla i del conjunto abierto {3 : 3, = o, si { <

(a3 uq

q} m, es continua. ;
Para probar 8 supongamos que va acotado, entonces

d(Ail"-‘ip:k‘il-"ip"-) = d(‘D‘H ‘-'-p A 11 "’p(k":
/
<1y -1, sup{d(a,b) : a E@ e K 6(121%}( ri? —0
cuando p tiende a oc. o o

Ahora nos queda probar la existencia de conjunto cer acotado e invariante.
Pero notemos que la parte 5 nos dice como debe ser este €onjunto.

< (7’1'.1 e T’T‘-p)d(A= lIk“"'-p+1"')

-

Para probar la existencia necesitamos establecer el siguiente lema.

Lema 3.3.17. Si {Uy,...,V,.} es un conjunto de aplicaciones activas en un
espacio métrico (X, d) i q_“;n i, es el punto fijo de V; ;= W, o.. i, entonces
para cada sucesion iy .. .4, ..., Hm,_ i, i, existe. )

Demostracion. Sea X = Méx, <; j<,, d(1);, ¥;) y sea R = A1 —r)™! donde@
r =méx{r; : r; es médulo de contraccién de ¥; con 1 <i < m}.

T T

Si B, €) = {x € K : d(x,v;) < €}, entonces tenemos que Q\S\

UB (4, 7R) cﬂB Ui, R

i=1 i=1 *

es decir, si x € |Ji", B(¥;, rR), entonces d(v, z) < rR y asi
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d(j,z) SA+rR=A+rA(l—r)'=X1—-r)"'=R

Asi,
U,(C) =W, () B(vy, R) C (| VB¢, R) = (| B(ti,m:R) C
i=1 i=1 i=1
C m B¢y, rR) C ﬂ By, R)=C.
=] i=1
Por lo tanto ;(CY @~C para toda i = 1,...,m y tomando imédgenes por ambos

lados obtenemos que
COVC)D Vi, (C) D+ DUy, (C) D - -,
es decir,
CoO0L2C;, D D0, ., D

Como el tnico punto fijo v;,..;, debesestar en Wy, ; (C),

o
|V, 5 40 [ps0 = 0

y los Wy, (C') son conjuntos_eérrados, tenemos que limy, o0 ¥, .4, existe y es el
inico miembro de M52, W;, . (C). O

Para a € C(N) sea ¥, = limy, . 0§ ba, v 'sed I = {¢, : @ € C(N)}, entonces
‘Di("’:":l'lr.t) = "":':I'Ifr.t: ya que

\Di("a:'!l'lr.t) = \Di m(C{.tl---{.tJ,) == m(ciﬂ‘l---up) = 'e.-'fl'lir.t-
p=1 p=1

Notemos que normalmente no es verdad que ‘I!,-(-L.-:'Jm___{_tp) =iy, a,. Asi
T

K =|JU(K) = 5V (K)

es decir, K es invariante respecto a SW.

El que K es compacto se probé en la parte 7 ya que C'(N) es compacto y la funcién
7: C(N) = K es continua. O

3.4. Dimension fractal de conjuntos autosemejan-
tes

Definicién 3.4.1. Sea r; con i =1 : m la razén de contractividad correspondien-

te a las semejanzas contractivas W;. Si 3y ", rP =1, D es llamado dimension de

similaridad de SW.
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T IJ
Notemtos que >, rP...rP = E P = 1. Esto lo estaremos usando con
Lgesay ip 11 ipn i
i=1
mucha frecuencia en lo que sigue. Tomemos a vy < ry < ... < r,,, de tal manera

que rp =dniw{r; : 1 <i <m}, r, =max{r; : 1 <i < m}.
Proposicién=3.4.2. Sea K el conjunto invariante de SU. Si dim K = s, entonces

i) HP(K) < 0o’y udemds s < D (esto es verdad para cualesquiera {U;} de contrac-
ciones).

ii) 0 < H¥(K) < ooligiplica que K es autosimilar si y sdlo si s = D.

Demostracion. 1) K =g K i, ¥
S K’ = > P rPIKP = |K|P.
114y ip i1 yeenyip

.
Como |K;,_;,
es finito y asi s < D.

| < 7P |K| amedidd gie,p crece | K, _, | tiende a cero, por lo que H?

E7% Bl Bl e i ik 5 RPN ip

ii) Supongamos que 0 < H*(K ) /oo yv*K es autosemejante, es decir, que
HAN K)=0

si ¢ # j, entonces

T Try
HY(K) =Y H(fK)= Y "TH: (K),
i=1 i=1
por tanto tenemos que ZI’;I ri=1yasi D=s.

Supongamos que 0 < HP(K) < oo, entonces

e

HP(K) <Y HP(K)) = ZT’DHD(I'\’).

i=1
Como . .
dorP =1, HP(K)=) H"(K)
i=1 i=1
esto da como resultado que HP(K; N K;) = 0si i # j. O

Daremos ahora una forma més sencilla de asegurar el cumplimiento de la definiéidn
de autosemejanza basada en la condicién de abierto.

Definicién 3.4.3. Se dice que el sistema de semejanzas S = {Uy, Wy ... U, } de X
cumple la condicion de abierto si existe un conjunto acotado y abierto V- C R™ tal
que SU(V)CV y W, (V)N (V)=0 sii#j.
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Veamos cémo puede ser utilizada esta condicién para la construccién del conjunto
invapifinte E en un proceso de seleccién. Utilizamos el compacto F' = V para obtener
el capjdnto invariante E como limite de SU™(F).

Proposicién 3.4.4. Dada el sistema de semejanzas S = {Wy, Uy, ..., U, } de X que
cumple la condicion de abierto respecto al conjunto V' y dado F' =V se cumple que

F D SU(F).

Demostracion. Sabenros por definiciéon que SU(F) = |J", ¥;(F). Ahora bien, como
cada U, es una selnefanza y por tanto continua, tenemos que V;(F) = ¥, (1) C
¥;(V), de donde

- U\I!,-(V) CV=F

C Lj‘l’ V
izl

Observemos que SV (F) es uncoifjmto formado por m piezas de la forma W;(F)
semejantes a I’ y todas ellas incluidas en F. O

Tomando en la relacién SU(F) C Fumdgenes por SV sucesivas veces en ambos
miembros, se obtiene F D SU(F) 5 SW3(F) D ... > STU¥(F) > .. . Consideramos
el conjunto

o
E=f{)Sv'#F
=1
Tomando imagenes por SV se obtiene

SU(E) = wa*“( )= SU(F) ﬁ SV (P =SV(F)NE=E.

izl

DR

I
-

i

De lo que se deduce que E' es precisamente el conjunto invariante para el sistema de
semejanzas S.

Proposicién 3.4.5. (Principio de distribucién de masa) 9@) una distribu-
cion de masa sobre F y suponga que para algin s hay nimeros &= 0, y 6 > 0 tales
que

n(U) < UJ* (3.1)

para todos los conjuntos U con |U| <6, entonces
F _
HE(F) = M y s <dimyF <dimgpF < dimgF.
¢ -

Demostracion. Si {U;} es una cubierta de F, entonces

0< u(F) < p (U U;-) <) o uUn) < U (32)
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) - . - - F
Tomando el infimo, si 0 es lo suficientemente pequena Hj(F) #—, como u es una
distribucién de masa sobre ™ y F' es cualquier subconjunto tenemos que

H*(F) ulk)

c
O

Para demostrat’el resultado principal de esta seccién requerimos el siguiente resul-
tado.

Lema 3.4.6. Si ¥, _-es una coleccion de subconjuntos abiertos disjuntos de ™ tal
que cada V; contiene.una bola de radio a r y esta contenido en una bola de radio
a r, entonces cualquief bola B de radio r intersecta a lo mas (1 + 2a )"a™" bolas
cerradas V..

Demostracion. Si V. cubre asB, entonces V: estd contenido en la bola concéntrica
con B de radio (1 + 2a )r. Supongamos que ¢ de los conjuntos V; intersectan a B,
entonces sumando los volimenes~de las correspondientes bolas interiores de radio
a r, se tiene que g(a )" (1 + 2a_)"", dindose el salto para q. O

El siguiente teorema nos da la manera de calcular la dimension fractal y la dimensién
Hausdorff de los conjuntos generados por-un sistema de semejanzas contractivas.

Teorema 3.4.7. Si un sistema deSemejanzas S= ¥ .V .. ¥, contractivas de
"conrazonesr;, 1 i m, verificata condi€ion de abierto, entonces el compacto
E invariante para S

E= ( U(F) (3.3)

es autosemejante y su dimension Hausdorff y.su dimension_por conteo de cajas viene
dada por el Gnico nimero real no negativo s, tal que

1= (r)° (34)
verificando que 0 < H*(E) <
Demostracion. Sea s que satisface (3.4). Para algiin conjunto A escribinios
_41'1‘___“_ - ‘I’il - \Dik(fl).

Denotamos por Ji el conjunto de todas las sucesions (i , ..., %) de k-térmifios, ton
1 i; m. Usando (3.3) repetidamente, se sigue que

F — Ffl‘---i
JA.

.

Verificamos que esas cubiertas nos dan una estimacién superior para la medida de
Hausdorff.
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Cm@aplicacién W o...0W; es una similaridad de razén r;, - r;, , entonces

. Z |F ] = Z(?’il cory, )| FP = | F)P (3.5)
2

Ji
por (3.4).
Para toda & Q&G{{]emos escoger k tal que
L IF ] < (mixr)t <0

O

Esto porque el maxim
Asique Hf < |[F|°y p
Sea I el conjunto de tod

las contracciones es menor estricto que 1.
ito H* < |F|*. Ahora calculemos una cota inferior.
s sucesiones infinitas

‘}/ﬁhzig...) 1 <i; <m},
Vv sea (9

I‘il‘,,“‘ik = {("’1, S b ety - - ) 1 S q; S m}
el cilindro formado por todaslas suc&g ; ; en I cuyos términos iniciales son (iq, .. ., ).

Definamos en [ una distribucién de ms;'a ft, tal que

ﬂ(fil‘,,,‘:‘;.) = i ﬁ(filw,‘ik‘io

i=1
vasi p(I) =21 (L) = D20 rf =1, se sigue que e%&tribucién de masa
sobre los subconjuntos de I con pu(I) = 1. Vamos a transfe a una distribucién
de masa Ji sobre F' de modo natural definiendo fi( A) = p{ (i1, iggen.) . iy € A}
para subconjuntos A de F' donde x;, ;, . = ﬂi‘;l F;, . . De la 1cién se tiene
que fi(F) = 1.

Probaremos que 7t satisface las condiciones del principio de distribu@ de ma-
sa. Para eso, sea V' el conjunto abierto que satisface la condicién de abie@v que
V2 SU(V)=U", ¥i(V), la sucesion decreciente de iteraciones U*(V) comfverge a
F pues V' es compacto. En particular V- 2 F'y V;, ;. DF, i paracadas ' .
finita (i1,...,ix). Sea B cualquier bola de radio r < 1. Estimamos fi(B) cmﬁ\
rando los conjuntos V; _; con didmetros comparables al de B y con la cerrac
intersectando a F' N B. Limitamos cada sucesién infinita (iy,...,4.) € I después dg\
primer término #; para el cual o

*

k
(mjn r;) r< Gy G ST (3.6)
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Denotemos por @ el conjunto finito de todas las sucesiones (finitas) obtenidas de
este afiodo, entonces para cada sucesién infinita ((i1,...,%) € I) hay exactamente
un valet de k con ((iy,...,i;) € Q). Como cada V;, ..., V,, son disjuntos, también
los comjuntos Vi, _; 1.....Vi i m son disjuntos para cada (ii,....i). Ya que se

tienen familias anidadas de conjuntos, se sigue que la coleccién de conjuntos abiertos

{V;l ,,,,, it (.'il: ey 'i‘k) € Q}

es disjunta. Apdlogamente

FcJFum cUVii
Q Q

Elijamos a; y as tal quedl” contiene una bola de radio a; y estd contenido en una

bola de radio a,, entoncés pata ((i1,...,ix) € ), el conjunto Vi, _; contiene una

3

bola de radio ¢;, ¢, - - - ¢; a3 ytambién una de radio (m.in rr,-) ayr v esta contenido
1

en una bola de radio ¢;, ¢;, - - - & a%. Por lo tanto, en una bola de radio asr. Sea (J; el

conjunto de las sucesiones ((i1,.¢™\Jr) € Q) tales que B intersecta con V;, _; . Por

el Lema 3.4.6 hay a lo mas ¢ = (1%52f)" (a1(min; ¢;)F) ™ sucesiones en Q;, entonces

fi(B) = 7i(F N B) = p{(ir, iz, .. =i, € FN B} < p S (T,
Qi
Ya que si
Tiy dn,... § FNBC U?‘il‘.“iﬁ-:
Q1
entonces hay un entero k tal que iy,.. 7€ (). Asi

A(B) <Y ulli.s) = Y (End i) ¥ay 1" <1
h Q1

031

usando (3.6). Ya que cualquier conjunto U esta contenido efruna bola de radio |U|,
tenemos que () < |U|*q. Asi por el principio de distribticién de masa tenemos
que H¥(F) > g ' >0y dimyF = s.

Si @ es cualquier conjunto de sucesiones infinitas tal que para callaw(iy,iz...) € I
hay exactamente un entero k con (i1,...4;) € @, se sigue por induceién de (3.4) que

Z(Cilciz ' --(;’,'R_)H =1

Q

Por lo tanto, si @ es como en (3.6), entonces contiene a lo mas (min; ¢;)™*#° 8uce-

siones. Para cada sucesién (i1,...14;) € Q tenemos que

|v:'1,...:'k| =Gyt Gy, |v| < '."|?|

1

por lo que F podria ser cubierto por (min; ¢;) ™r~* conjuntos de didmetro '."|?| para
cada r < 1. Se sigue de la definicién equivalente dada por el Teorema 2.2.1(iv) que
dimgF < s; va que la dimensién de Hausdorff también es s v esto completa la
prueba. O
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Ejemplo 3.4.8. Tomando las funciones fi(z,y) = 3(x.y), f2(z,y) = (2 + 0.5,y +

) = 13(11' + 0.5,y + 1.5), se obtiene un sistema de semejanzas contractivas
en el pla con el mismo factor de contraccién r = 13 El conjunto invariante del
sistema‘seiiestra en la figura 3.2. Aplicando el teorema 3.4.7 a este sistema de seis
funciones ténemos que la dimension Hausdorff s del conjunto invariante esta dada

por la relacié@
e :

Figura 3.2: Torre inclinada. )
. log L — i i ;
Despejando obtenemos que s = b — —tos6 _ loa§ 6

log l‘ —log3 ~ log 3"

Ejemplo 3.4.9. Tomando las funciones fi(z.y) = 3(z.y). fo(z.y) = 3(z —I—?‘_ ;
fi(zy) = 5(x,y + 1), fale,y) = 5z + Ly +1), fi(z,y) = 5(z + 05,y +0.5)
folz.y) = 3(x+ 1,y +05) y fr(z.y) = 2(x + 0.5,y + 1) se obtiene un sistema o
semejanzas contractivas en el plano con el mismo factor de contraccion r = 1; El .
conjunto invariante del sistema se muestra en la figura 3.3. Aplicando el teorema
3.4.7 a este sistema de siete funciones tenemos que la dimension Hausdorff s del
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conjunto invariante esta dada por la relacion,

1

%/ 1=3 G =T7G)
L

¥

Figura 3.3: Papagayo.

: log 1 —i g7 log 7
. ) ) . o og
De&pel&ndo Obtenenlos que s = _{-Eo = Tloa3d  loa3-

Ejemplo 3.4.10. Tomando las funciones%{x,y} = 1(z,y), fg(x,y)ﬂ:;e +1,y)
y f3(z,y) = %(:r, y+ 1) se obtiene un sistema de semejanzas contractivas en_el plano
con el mismo factor de contraccion r = % El conjunto invariante del
muestra en la figura 3.4. Aplicando el teorema 3.4.7 a este sistema de tres
tenemos que la dimensiéon Hausdorff s del conjunto invariante estd dada
relacion,
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Capitulo 4

Dimensién Fractal de Conjuntos
de Julia

En este capitulo definimos el gonjunto de Julia y de Fatou de una aplicacién racional
R e introducimos un algoritmo gue permite aproximar la dimensién Hausdorff de
conjuntos de Julia de funciones polinemiales expansivas. En particular trabajaremos
con polinomios cuadraticos reales.

4.1. Conjuntos de’Julia_y-de Fatou.
Daremos algunas definiciones y regultados gde son vélidos en un contexto mas ge-

neral pero nos restringiremos a las funeiones desvariable compleja, en particular a
las funciones racionales:

donde P y () son polinomios primos entre si,+f : C —“E es una funcién analitica y

el grado de [ es el méximo de los grados de Py (). En estedtrabajo suponemos que

el grado de f es mayor o igual que 2. Los conceptos y resultddes mostrados en esta
ccién pueden ser ampliados en [B, CG, McMI].

gara definir los conjuntos de Julia y de Fatou de una aplicacién gagignal veamos la

definicién de familia normal.

Definicion 4.1.1. Sea U € C un conjunto abierto y conexro. Sea & = {j)\U — C}
una familia de funciones analiticas en U. La familia 3 es normal efl zg € U st
para toda sucesion { f,} C S exisle una subsucesion {f,, }. tal que convefye unifor-

memente en subconjuntos compactos de U, en una vecindad de z, a ungfincion

fo-

Definicién 4.1.2. Sea R una aplicacion racional. Decimos que z € c pertenece b}
conjunto de Fatou de R, Fg, si la familia {R"} es normal en una vecindad de zf.
El conjunto de Julia Jp se define como el complemento de Fg.

Si R es una aplicacién racional, se tienen las siguientes propiedades de los conjuntos
Jr v Fr que pueden ser consultadas en [B, CGJ:

48
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1.- wljlmto Jr es compacto, perfecto y diferente del vacio.

2.- Log"c njuntos Jr v Fr son completamente invariantes, es decir, R™'(Jg) =
R(Jr) = _J& y de igual manera para Fp.

3.- Si f den la k-ésima iterada de R para alguna k € N, es decir, f = R*,
entonces Jp Jpe Yy Fr= Fy = Fpe.

X .

4- Si z € Jg, enton€es el conjunto |J°°, R™"(z) es denso en Jp.

n=1
b.- Sea z un punto pe@co de periodo k de R.

a z es atractor, entonces z € I

b).- El@ repulsor, entonces z € Jy

6.- Los puntos periddicos repm% son un conjunto denso en Jg, es decir,
Jr = {puntos periédicos repulsores (@}

El conjunto posteritico definido p e
—_ i
Pr={R"(z9) : zp€s puntoyitico de Ry n e N},

es decir, Pg es la cerradura de la umion/de las s de todos los puntos criticos de
una aplicacién racional R. El conjunt “estd ,Q?hamente ligado a la dindmica
de R, como podemos ver en el siguiellte@mltad Vssecuencia de los trabajos de

Fatou, [CGJ. o

Proposicién 4.1.3. conjunto posteritico Pr contie%d{)s atractores de R,

los ciclos indiferentes que pertenecen al conjunto de Julia rontera de cada disco
de Siegel y anillo de Herman. @

4.2. Hiperbolicidad 0 4

Una idea central en dinamica, que fue desarrollada en los anos 6(0's y@@ r Smale,
Anosov, Sinai, Lyubich y otros), es laidea de hiperbolicidad. En esta secéion daremos
la definicién de aplicaciones racionales hiperbdlicas y mostraremos las e%ades

que hacen a este tipo de aplicaciones bien comportadas.
2
Definiciéon 4.2.1. Una aplicacion racional, R : C — C, es hiperbdlica si las @

de todos los puntos crilicos convergen a los ciclos periddicos atractores de R.

(@

De entre todas las funciongg racionales, las hiperbdlicas son las que tienen un com- o
portamiento mas sencillo, ya que cuando R es hiperbélica, existe un conjunto finito
A C C que atrae a un subconjunto abierto de C de medida total. El siguiente resul-
tado caracteriza la propiedad de ser hiperbdlico y puede ser consultado en [McMI].

*
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Teorema 4.2.2. (Caracterizacion de Hiperbolicidad). Sea R una aplicacion
mcw Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El ebn into posteritico Pr es ajeno al conjunto de Julia Jg.
2. No hayﬁu.tos criticos o ciclos parabolicos en el conjunto de Julia.

3. Cada pun!:ﬁico de R converge a un ciclo atractor bajo itleracion positiva.

L 4
4. Eziste una me% conforme suave p definida en una vecindad del conjunto de

Julia tal que || R'(z C' > 1 para toda z € Jg.

5. Erxiste un entero n I que R" expande estrictamente la métrica esférica
en el conjunto de Julia.

g las aplicaciones raciona](@erbé]jcas algunas veces se les llama expansivas o
que satisfacen el axioma A de &e& De la propiedad 5 de hiperbolicidad se tiene
el siguiente resultado. oA

Teorema 4.2.3. El conjunto de Ju@’ una aplicacion racional hiperbdlica tiene
medida de Lebesgue cero. é

De hecho, la dimension Hausd@l conﬂg de Julia de una aplicacion racional
hiperbdlica es estrictamente men r®t->-2= [ C
. . J - . ( —
4.3. Aplicaciones Polln?‘t{ua
bserve que si P es un polinomio de graﬂ@> I:Q es el infinito es un punto
jo super-atractor y por el teorema de Bottcher exista vecindad U del infinito
donde P es analiticamente conjugada a la funcién 2. E@s&cuencia la érbita de

cualquier punto z € U converge al infinito y por lo tanto, z §i>

Definimos el dominio de atraccién del infinito O
Ap(oc) ={z€ C: lim P"(z) = o0} C Fp ®
v el conjunto de Julia lleno de P por )

Kp={z€ C:ladrbita Op(z) es acotada }. %

Como el interior de Kp estd contenido en Fp, se tiene que Jp es igual a la fr@'ra
de Kp que a su vez es igual a la frontera de Ap(oc).

Por definicién tenemos las siguientes propiedades de Kp :

1. Es compacto, perfecto y diferente del vacio.
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2. Es un conjunto lleno, es decir, su complemento en C es conexo.

3. Sufrontera es igual al conjunto de Julia de P.

Teorema _4:3.1. (Fatou-1919). Sea P un polinomio. El conjunto Kp es conexo
sty solo sida orbita de cada punto eritico es acotada.

Teorema 4.3.2.. (Fatou-1919). Si f es un polinomio y tiene una érbita atractora
£, entonces exiSte un punto critico en el dominio inmediato de atraccidn de £.

En este trabajo, ti€ne.mucha importancia la familia f.(z) = 22 + ¢ parac € C y
denotaremos por Ko='K; vy J. = J;.. Del teorema 4.3.1 tenemos:

Corolario 4.3.3. gﬁ! congitnto J. es conexo siy sdlo si la drbita de cero es acotada.

Corolario 4.3.4. El conjunte”]. es un conjunto de Cantor st y solo si la orbita del
cero converge a infinito, es dedir, 0 € A.(oc).

a} -]

c)

- .

Figura 4.1: Conjunto de Julia lleno K. para: a) ¢=0, b)c=-2, ¢) c=-1 y d) c=
0.36+0.62 1

g&ﬁnunos el conjunto de Mandelbrot M como:
M ={ceC: J. esconexo} ={ceC: ladrbita O.(0) es é'coty}}.

Notemos que si ¢ = 0, entonces K, es el disco unitario cerrado centradden) cero y
por lo tanto es conexo, véase la figura 4.1. De aqui tenemos que M es no vacia. En
la figura 4.2 se muestran algunos conjuntos de Julia para ciertos pardmetros.¢ del
conjunto de Mandelbrot.

Proposicién 4.3.5. Sea S = méax{2, |c|}. Si |z| = 5, entonces

lim f(z) = cc.

n—0d
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De la definicién de hiperbolicidad tenemos directamente el siguiente resultado.

Teotema 4.3.11. Para c en el conjunto de Mandelbrot, f.(z) = 2%+ ¢ es hiperbdlico
si y Soloesi f. tiene un ciclo atractor en C.

Definiciow 4.3.12. Una componente U del interior del conjunto de Mandelbrot M
es hiperbolica_si f. es hiperbolico para alguna ¢ en U.

Note que si {hes una componente del interior de M y ¢y € U es un parametro
hiperbélico, se puede mostrar que f, es hiperbélico para toda ¢ € U, [D1]. Ademads, f.
es hiperbdlico cuando € no pertenece a M, porque el punto critico converge al punto
fijo super-atractor<€n.nfinito. Una conjetura muy importante, la cual fue propuesta
por Fatou para la familia de aplicaciones racionales, es la conjetura de la densidad
de las aplicaciones radionales hiperbélicas. Esta conjetura restringida a la familia
de polinomios cuadréticog seé fraduce en demostrar que las componentes del interior
de M estd formado por compenentes hiperbdlicas. Asi mismo, Douady-Hubbard
mostraron que la conexidaddocal de la frontera del conjunto de Mandelbrot implica
que las componentes hiperbdlicas son densas en M y por lo tanto, la conjetura de
Fatou se tendria para la familiafcnadratica, [DH]. Con la finalidad de demostrar la
conexidad local de la frontera de &//.*ha sido muy 1til una herramienta conocida
como rayos externos y para definirlos en este trabajo serd necesario dar algunos
resultados preliminares.

Teorema 4.3.13. (Riemannc1898) Si.Q=e8 un subconjunto propio de C, abierto
y simplemente conexo, entonces €8 isomorfo al.disco unitario; i.e. existe un biholo-
morfismo f: Q — . Ademds estd_aplicacion es iinica si suponemos que f(z) =0
y f'(z0) = 0 para un zy € Q fijo.

Teorema 4.3.14. (Carathéodory-1918), Sea UsC C abierto y v : U — D un
biholomorfismo, @ se extiende continuamentea la froptera de U si y sdlo si ésta s
localmente conexa.

Dado que el co@lemento del conjunto de Mandelbrot es simplegnente conexo en @:
por el teorema de Riemann, existe un biholomorfismo ¢ e’npé C\ M y . Ademéas
por el teorema de Carathéodory, ¢ se extiende continuamente’a la frontera de D si
y s6logi la frontera de M es localmente conexa [DH, D1].

Como gpolinomio fe tiene un punto fijo super-atractor en el infihite? por el teorema
de Bottcher existe una vecindad U del infinito donde el polinomid ) es analitica-
mente conjugado a la funcién z2?. Denotemos por ¢, al biholomorfiSmo que realiza
la conjugacién, deja fijo al infinito y es tangente a la identidad en el iffinito. Si U
es el conjunto maximo donde ¢, conjuga a f. a 22, entonces se tienen dos @ [DH]:

1
1. Sic.e M,U=C\K..

2. Si ¢ & M, entonces U es una vecindad del infinito que contiene al valor criti;
co ¢.

A partir del biholomorfismo ¢., Douady-Hubbard definieron la funcién

&y :C\M - C\D
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c— ¢C(C)J

y d¢inostraron que esta funcién es un biholomorfismo y relaciona al espacio dindmico
con él'egpacio de parametros. Para entender el comportamiento de @, en la frontera
vamos a«efinir los rayos externos a M y a J.. Si # € T = R/Z, entonces el rayo
externo a M de dngulo € es el conjunto

Ru(0) =@,/ ({2 €C:z=rexp®™ 1 <r < oo}).

Si el lim, 1 Ry(0) = ¢, se dice que el rayo de dngulo 6 aterriza en ¢ y que ¢ tiene a
# como arqumento€rierno.

o
g define el equipoteﬁr(&EM(r) de M, de radio r > 1, como
EM(TQ@;;({z €C:z=rexp?™’ 0 cT}).

Ambas definiciones son validas”para los conjuntos de Julia lleno conexos, si susti-
tuimos a ®y; por ¢..

Teorema 4.3.15. (Douady-Hubbard-1982). Sea ¢ un parametro en la frontera
de una componente hiperbolica W dé M y con dngulo internot € T.

1 Sit es racional y ¢ # i entofices ¢ tiene dos argumentos externos, es decir, hay
dos dngulos 61,05 tales que los rayes externos Ry (6;) aterrizan en ¢, parai = 1,2.
Ademds, los rayos R.(8;) aterrizang€itin punto de la frontera de la componente del
interior de K. que contiene a ¢ y son_adyacentes q ésta.

2. Sit es irracional, entonces existe un @Whiso dngulo 8 _tal que Ry (6) aterriza en c.

leméas de este resultado, Douady y Hubbard demostraron que todos los rayos
externos de dngulo racional ¢ aterrizan en l& frontera @€ A/ y de hecho mostraron
que si 6 es periédico bajo la funcién 26, entonces Ry, (6) ateyriza en un parametro
¢ parabdlico (f, tiene una 6rbita parabdlica) y en caso cofitrario, Ry (6) aterriza
en un pardmetro de Misiurewicz ¢, (cero es pre-periédico). Bér otro lado, Yoccoz
demostré que se tiene conexidad local en todos los pardmetros qu€8eencuentran en
la frontera de una componente hiperbélica de M, [H|. En esta dire@€ignse han tenido
importantes avances los cuales pueden ser consultados en [KL] y emlas bibliografias
allf citadas.

4.4. Particiones de Markov y el algoritmo del va-
lor propio

En esta seccion se definen las particiones de Markov para los sistemas dinamico8
conformes equipado con densidades invariantes. A continuacién, describimos un al-
goritmo para el cdlculo de la dimensién de la densidad invariante en el caso expan-
sivo. Este cdlculo nos permite calcular la dimension Hausdorff de los conjuntos de
Julia de polinomios hiperbdlicos.
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4.4.1. Particion de Markov

Definiciéon 4.4.1. Una particion de Markov para un sistema dindmico comforme
F col densidad F—invariante y, es una coleccion no vacia P = (P, f;)) de bloques
compactes yearcoconexos P, C S? y aplicaciones f; € F definida en P, tal que:

L. fi(P) 2, ; P, donde la relacién i — j significa que p(fi(F) N P;) > 0;

2. [; es un homeomorfismo en una vecindad de P; N ffl(P".,-): cuando i+ j;

3. pu(P;) > 0;
4. (PN P;) = 0(siis j; v
5. u(fi(P)) = P:(Uin—pj b)) = Zi»—;j p(Fy).

Nuestras particiones siempre serdn finitas.

Definicién 4.4.2. Una pawtition de Markov es expansiva si existe una métrica suave
conforme en S? y una constante’® tal que

k)|, > € > 1,
donde x € P; y [;(x) € P; para algin j,
El refinamiento de una particion
R(PL= (R M) - i )
es una nueva particion de Markov idefinida por
Ri; =If#(F;) VB
En otras palabras cada bloque de la patticion P es”subdividido y las aplicaciones
son las mismas en cada bloque subdividida,

Proposicion 4.4.3. Si P es una particion de Markov expansiva, entonces los bloques
de R™(P) tienen didmetro de O(£7),& > 1.

Demostracion. Ya que cada bloque P; de P es arcoconexo, dualesquiera dos puntos
en P; pueden conectarse por un camino de manera suave uniformemente acotado de
longitud L, contenido en la imagen de f; cuando ¢ — j. Dado'qué’la particion es
expansiva, es decir, existe £ tal que |f'(z)] > & >1 V z € P y(fi(k) € P, para
alguna j, entonces por el teorema del valor medio tenemos que

L=|fi(z) = fi(y)l = f'(c)|lx —y| > &z —yl.
Y asi

|z —y| <&M filz) = L) = |f7 (i) = [ (L) < €7 filx) — fily)| = €04

Por tanto bajo f; ', este camino se contrae por £ en la p-métrica, asi los puntos de
R;; estan a lo mds a una distancia £ 'L. Iterando, tendremos que los p-didmetros
de los bloques de R™(P) es a lo mas £ "L y ya que la p-métrica es equivalente con
la métrica esférica se termina la prueba. O
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4.4.2. Algoritmo del valor propio

A dontinuacién presentamos el algoritmo que permite aproximar la dimensién § de
una dengidad p. Los resultados que presentamos esta seccién fueron tomados de
[McHIIL}* Supongamos que se tiene una particién de Markov P = ((P;, f;)) v una
muestra de puntos x; € F.. El algoritmo calcula una sucesion de aproximaciones
a(R"(P)) @3 _procediendo de la siguiente manera:

1. Para cada”i+ j, se calcula y;; € P; tal que fi(y;;) = z;.
2. Calcule la matriz de transicion

FAC) si i j,

(*@'o.*j 9 en otro caso.

3. Encuentre a(P) > 0 tal due el radio espectral satisface
7 o NT%)=1.
Donde ((MT)%);; = T5.
4. La salida «o(P) es una aproximadién a 4.

5. Reemplace P por un refinafniento R(P), defina nuevamente una muestra de
puntos x;; = y;; € Ry; v regfese al paso’l.

Ejemplo 4.4.4. Sea I = [0,1], I C\R, T': I —I con la siguiente regla de corres-
pondencia

B =

2—2x s x

1\
-

ysea Py = [0, 3], P, =[5, 1], véase la figura 4.3.

Notemos que T(P) 2 PLUP, y T(P,) D PLUP,. Sea z1 € Pyray € P, entonces exis-
ten yi1, Y12, Yoo, y21 tal que T'(y;;) = x;. Calculando la matriz de #ransicién tenemos

que
a—1 2—1
M’T:({_l o1 )

ury = (G G

v

cuyo valor propio estd dado por

/\ B 21—{1 —+ \/W B Ql—rx —+ 21—{1 {21—{15
= 5 =

2 1 o

Como A(MT?) = 1, entonces 2!~ = 1 resolviendo tenemos que (1 —a)log2 =0 &
a = 1. Por lo tanto, la aproximacién a 4 es 1.




4.4 Particiones de Markov y el algoritmo del valor propio

57

0.8

0.6

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 PQO.B 1 1.2 1.4 1.6

21

Ry 12 22

Figura 4.3 Grafica de la funcién Tienda

Esperamos tener o(P) ~ 4. En efectg la ley de transicion, p(f

= Jpl/'()

implica que m; = p(P;) es un eigenvéctor aproximado para el vectm (M T)I-J-

eigenvalor A = 1, es decir,

)= u(fii(P

n; = ,IL(P,' 6{}';,:

)|9dy,
con

ZU (yi3)| 5‘5(PJ')

=3 107G

i—j

= (MT){m;.
-

Este argumento se usa para probar la convergencia delalgéritmo en el caso expan-
sivo.

Teorema 4.4.5. g&a P una particion de Markov expansiva p@reiun sistema dindmi-
co conforme F con una densidad invariante pu de dimension 0, entonces

a(R"(P)) — o
cuando n — oc.

Demostracion. Primero supongamos que la particion P es expansiva en lasmétrica
esférica. Sea P = ((P;, f;)) v P,J = P,N f71(P;). Definimos S;; y U;; como'eMuifimo
v el miximo, respectivamente, de | f/(z)|~! 501)19 Py : cuando i — .;r v establezcamos
Si;; = U = 0 en otro caso, entonces por la expansién tenemos que

Sij < (MT)y; Uy <€ <1

para alguna constante £. En particular A((MT)®) es una funcién estrictamente de-
creciente con respecto a v, asi existe una tnica solucién para A((MT)*) = 1.
Se afirma que

(S°m); < mi(U°m);
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donde m; = pu(P;). En efecto

mi=p(P) =3 / AT @)Pd 2 Y SEu(P) = (8°m),

i—j i—j

v de manerd similar para U. Por tanto
a bl
)\(SI.J.) <1< AU :'j)

por la teorfa de matrices no negativas [GJ.

Ya que f es de clase"@?, tenemos que
UjydSi; = 1 + O(mazx diam P;).
Escogemos una 3 = O(magdiam P,) tal que £°S° > U?. Entonces
(MT)"™7 = (MT) (MTY 237S°¢" > U° = A(MT)* ") = \(U°) > 1.
De igual manera (MT)*(MT)? < U&= < S° <1 por tanto
AM(MTYSH8)y < A(S%) <1 ySXAMT)7) <1 < M(MT))1.

Por continuidad, la solucion de XM T)?) =1 se encuentra entre estos dos expo-
nentes, asi

la(P) — 46| €208 = O(mazdiam P;).

Ya sabemos que los bloques de R"( P) tienen diametro O(£7"), lo cual nos dice que

[a(R"(P)) —d] =20 0(£7Y:

Para el caso general, en el que tenemos una métrica expausSiva p # o, note que
el argumento anterior funciona si reemplazamos MT por

T = | (4. )1 — p(?}':’j)g(-’rj) Y B
(*"'IT) ij |Jr1 (-'i)'ll_})lp J(yij) .ﬂ(-‘l’j) (‘1IT)IJ'

Pero para una particion suficientemente fina, y;; ~ x; y por lo tantosMT =
N(MT)N~! por la matriz diagonal N con N;; = ﬁti‘}} Ya que \(T) = A(N[MTYN 1),

obtenemos una rapida convergencia exponencial a 0 en el caso general. O

4.4.3. Particiones de Markov para polinomios

En esta parte construiremos, via angulos externos, una particién de Markov para
polinomios expansivos.

Recordemos que un polinomio hiperbélico es expansivo si su conjunto de Julia no
contiene puntos criticos o puntos parabdlicos.
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Definicion 4.4.6. Una aplicacion racional [ es geométricamente finita si todo punto
critigd que pertenece a Jy es pre-periddico.

Teoremay 4.4.7. El conjunto de Julia de una aplicacion [ geométricamente finita
lleva unt_unica densidad invariante o de dimension 6 = dimy (Jy) y de medida total
uno. Ademds,_j tiene soporte en el conjunto de Julia radial.

Sea [ un polinomio de grado d > 2, por el Teorema de Bottcher existe @ definida
en una vecindad del infinito U tal que

D (") = f(@4(2)). (4.1)
Ademds, si K es conéxgy la conjugacion se extiende a C'\ Ky, es decir,
&, : (C =A) = (C— K(f)), véase 4.4.

1
Ademds, s1 f es geométricamenge’finita, J; es localmente conexo y por el Teorema de
Carathéodory, ®; se extiende cofitiniamente a la frontera y se obtiene una aplicacién

WS — Ty

que semiconjuga la dindmica de #“en .J; a la multiplicacién por d. Al punto ¢ f(ezﬂﬂ) €
Jy se dice que tiene dngulo exterfiol, [CGJ:

b(2)

Figura 4.4: Conjugacion

Los polinomios de Chebyshev Ty(z) son definidos por Ty(costl) = cos(df); porejem-
plo Ty(z) = 222 — 1.

El mapeo Ty(z) es semiconjugado con la funcién z — 29 bajo 7(z) = (z + z71)/2;
esto es,

Tu(m(2)) = (7).

Asi el conjunto de Julia de T, es n(S') = [—1,1].
Notacion: A = B significa que % < B < CB para alguna constante C.
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Teorema 4.4.8. Sea f(z) un polinomio geométricamente finito con conjunto de Ju-
lia @o y densidad candnica 1, entonces o bien:

(a) p(@ N@(J)) =0 para todos los intervalos disjuntos I,.J C S*; o

(b) f(z @Jf()?’mf’mf’ﬂtf’ conjugado a los polinomios Ty(z) de Chebyshev.

Demostracio ra cualquier intervalo abierto I € ST sea
S _ ) no(st - 1))
/

O’ a(o(D)
la cual denotard la df‘l@id de los puntos en ¢(I) con dngulos externos fuera de I.
Notemos que O/

0< D(I )< 1.

7

Si D(I) = 0 para toda I, ent ces i(o(I) N ¢(J)) = 0 para todo par de intervalos
disjuntos, con lo que estarlam @wndo el caso (a) del Teorema.

Supongamos que D(I) > ) para I. Vamos a producir a partir de I un intervalo
con D(I.)=1.

Definamos £ C I por :
'I@l _55, F:("I)(I):
entonces fi(E) > 0. Ahora por un res

do eggtor 2.14], tenemos que casi todo
x € E C F esun punto de densidad, és -

. w(EN g\ )

lim = 1« (4.2)
=0 u(F 1 Blw7r) o

Ya que f es geométricamente finito, casi todo x € E pe%& al conjunto de Julia

Radial. Esto significa que hay una cantidad infinita de n v radios r, — 0 tales
que

fﬂ' : B(mi Ta‘ﬂ.) _> U‘N.

es equivalente a una distorsion acotada y B(f"(x,ry) C U, [MéHHTeo. 1.2]. En
otras palabras B(x,r,) puede ser expandido por la dindmica de una n de tamano
definido. Se escoge x de tal manera que cumple (4.2) y la propiedad @g;pamién
radial anterior y se define E, C F,, C U, por

E,= f"(ENB(,r.) y Fu=f"(FNB(x,r.)). %

Ya que p se transforma por |(f")'(2)]°, donde 6 = dimy (Jy), el teorema de (]L‘mt%
de Koebe y (4.2) implican que
p(En)

((F)
Considere la trayectoria maxima ¢(.J,) C ¢(I) N B(x,r,) que pasa a través de x,
es decir, sea J, una componente de I N ¢~ (B(x,r,)) con z € &(J,), entonces

— 1.

C

O

*
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para una n suficientemente grande, esta trayectoria inicia y termina en dB(x,r,),
ast diim(¢(J,)) =< r. Sea I,, = p"(J,,) donde p(z) = 2, entonces

diam o(1,) = ry (4.3)

va que ¢(T) = f*(¢(J,)) inicia y termina en OU,. Se afirma que D(I,) — 1.
Veamos estoynotemos que la inyectividad de f™ |p(,,,) implica la inyectividad de
f ‘?'I){_Bl{z-,rn})' AST que todo punto en ¢(1,) N E, tiene un dangulo externo fuera de I,

v se puede coneluir que
D(L,) > M O ),
p(o(1n))

Pero ¢(I,) C F, y d€ (4.3) tenemos que p(¢(1,)) > € > 0 para toda n. Ya que
1(En .

1{En) — 1 encontramos gque D(I,,) — 1 como se queria.

()

Ya que g es no atémica, D, ) es una funcién continua en los puntos limites de
I,. Tomando una subsucesién; pedemos asumir que I, converge hacia un intervalo
I, no vacio por (4.3), entonces@® (V) = 1.

La siguiente afirmacién es que ¢ | Figyes inyectiva, en efecto, si los puntos limi-
tes de [a,b] C I son identificados per ¢, entonces U = ¢((a, b)) es disconexo del
resto de J(f) por ¢(a), v luego_#6dos los dngulos externos de U se encuentran en
(a,b). Ya que D(I) = 1 se cohcluy® que i) = 0 lo que solo es posible si a = b.

Ahora mostraremos que f(z) es coijugada’cefl JFy(z). Ya que ¢|I es inyectiva
v f*(I.) = S para alguna n, vemos jque ¢ = {" o0 p~™ es localmente inyectiva
fuera de un subconjunto finito de S* (€orregpondignte a los valores criticos de f™).
Por lo tanto, J; es un homeomorfismo awuna, curva fipita. Cualquier vértice de J;
de grado 3 o més podria dar a lugar a vértices' de grade™poer lo menos 3 a lo largo de
una completa drbita inversa, asi que no hay tales vértice§a.J; es homeomorfo a un
circulo o un intervalo. En el caso del circulo ¢ es un homeomonfismo, pero contradice
la suposicién de que D(I) > 0.

Por lo tanto .J; es un intervalo con el par de puntos finales E/C) €. Después de
una conjugacién afin podemos asumir que £ = {—1,1}. Sea 7 ¢ @~ C una cu-
bierta de grado dos, ramificado sobre E, dado por 7(z) = (z + 2~ N/2. Ruesto que
Jy es totalmente invariante, f~'(E) — E consiste totalmente de los puntOs criticos
de orden 2. Por lo tanto, f es levantado por una funcién racional g : G C sa-
tisfaciendo f(m(z)) = w(g(2)). Cualquier funcién racional de grado d questnafida a
C en sf mismo tiene la forma g(z) = az* y se deduce que f es conjugade’a.los
polinomios de Chebyshev Ty(z).

]

Teorema 4.4.9. Sea ?(z) un polinomio expansivo con conjunto de Julia conexo,
entonces P = (¢(1;), [) es una particion de Markov expansiva para (f, 1) donde

i—1 i
I-: — —
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bajo la identificacion de S =R\ Z y p es una densidad para f.

Demostracion. Verificaremos que se cumplen los axiomas de una particion de Mar-

kov. O

*
1). Sea @(L): la semiconjugacion ¢(z?) = f(¢(z)) implica que f(P;) =P =

Jy. Q

(2). Por la expaa@épz f es un homeomorfismo local cerca de .J;. Tenemos asi que
L 4

/O, Pj=FBNf7(P) = ¢(Ly)
por un arco I;; C S* ngltud 2 ya que 2% es inyectiva en I;;, f es un homeo-

morfismo en una vecine ?@'E §-

(3).(4) v (5). Ya que I[; 9/11 ervalo y ¢ es continua tenemos que p(P;) > 0

v (PN P;) =0 parai # j po orema 4.4.8; por lo tanto, u(f(P;)) = p(J(f)) =
>, n(f(P). C>S

Finalmente la expansién de f implical que hay una métrica conforme tal que | f/|, > 1
en Jy [McMI, Teo 3.13] . Asi P es unav)icién de Markov expansiva.

O
Corolario 4.4.10. El algoritmo®d, } 0 aph(:ado a P calcula la dimension
Hausdorff de los conjuntos de Juli

Demostracion. Se sigue del teorema yg O

T p01i1;® tiene./)) unico punto critico que es

z=10y depen?zndo de su 6rbita tenemos la conexic le J.. Para no introducir

mds notacion, denotaremos por Jy = J; v ¢. = ¢y.. eorema 4.3.2 tenemos
que si f. tiene una orbita atractora, entonces la orbita d o bajo f converge al
ciclo atractor y por lo tanto f. es expansivo. Por otro lado, si bita de cero tiende

En ambos casos, el Teorema 4.4.9 garantiza la existencia de una ‘10n de Markov
expansiva P = ((B;, fo)) con Pr = ¢c([0,3]) ¥ P» = ¢c([3,1]), don ®

qbc:Sl“:“R/Z—}Jc. )

Por lo tanto, en este caso la dimensién de los conjuntos de Julia puede s lada
con el algoritmo del valor propio.
Para la muestra de puntos, tomamos {z1, 72} = {¢(3),¢.(3)} = f7(—8.

B, = ¢.(0) es el punto fijo de f. con dngulo externo cero y —8. € f~

a infinito f. es expansivo, pero J. es disconexo, por el Teore 4;;1

i, f%(x;) = B. y los puntos de la muestra para todos los refinamientos de P f\

encuentran en la dérbita inversa de 3.
Para construir la matriz de transicion de esta particiéon nos apoyaremos de la semi-
conjugacion ¢., la cual conjuga la dindmica de f, a la multiplicacién por dos en R /Z.

O

*
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En la figura 4.5 mostramos la particién inicial y la matriz (PT"); que llamaremos
matzi? de transicién preliminar. Para construir la matriz transicién (M7T); sim-
plemente evaluamos el médulo de f! en cada uno de los puntos y;; y le sacamos el
inverse; véase (MT);. Resolviendo la ecuacion A((MT){) = 1, obtenemos la primera
aproxiniagi6n a la dimension Hausdorff de J.. Para obtener una mejor aproximacion,
realizamos finrefinamiento a la particién y tomamos z;; = y;;, los cuales se ordenan
en cuanto al Angulo que forman con respecto al eje z, de menor a mayor en sentido
contrario a las wamecillas del reloj. La matriz de transicion preliminar en el segundo
paso es (PT), y.la matriz de transicién es MT, y se muestran en la figura 4.6. En
general la matriz de”transicién preliminar (PT), = [y;;] se construye como sigue:

s yi; estan colocadosde tal manera que el indice ¢ indica que esta en la particion 1
vy el indice j indica que@s preimagen de z;, esto paratoda i, j =1, ...,n, véase (PT),.

La matriz de transicién (A/7"), se obtiene simplemente evaluando el médulo de
fi en cada uno de los puntgs;; y le sacando el inverso, véase (MT),,.

1 1k 1

¥i4
[PT]‘=[ .
»
1

Byl
iMIj‘:[ A

%]

-
Donde y, =6(y, )

21
22

Figura 4.5: Particién inicial

[ vn v 0 0 0 072
0 0 Y3 Y4 0 0
0 (0 0 0 o By n—1)  Y(2)n)
PT), = 2 2
(PT) Yz Yz+12 0 0 e 0 0
0 0 Yzio3 Yz 0 0
\ 0 0 0 0 o Ynln—1) Ynn /
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O Vi ¥z 00
000

k‘ Vi 000

0 Yaz Yaa

Iy,.l @\
el Bl /

0 bl

(M), =

Donde ;-i !f-[v.i )

( Iyul*‘ (1]~ 7/6 (6‘0 : 0 0

0 |% 7 | 0 0

(MT), = f 0 ”gf Bzl Hg)ml ™
[Fzrnl™ (Gl 0 0 ; 0 0

0 0 7 +2}4I @ U 0

\ 0 0 0 0 i Cp)\ Goal =)
Donde ¥;; = f'(y:5)-

ga importante mencionar que en la construcién de la matriz (MT), s éado
fuertemente la simetria que tienen los conjuntos J. para ¢ € R.

Notemos que para obtener una aproximacion a la dimensién Hausdorff de J,., n
sitamos calcular la potencia a la cual debemos elevar cada entrada de la matriz
tal manera que el radio espectral de la matriz obtenida sea 1. o
Dado que la matriz crece desmesuradamente resulta imposible hacer los calculos .
numéricos usando la funcién maz(abs(eig(MT))) de Matlab en una computadora
convencional para obtener el radio espectral en el refinamiento niimero 13. Este
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oblema nos llevé a hacer los calculos del radio espectral usando el método de la
potentia normalizado.

Se tiliZo el método de la potencia normalizado para poder hacer el cdlculo del radio
espec mto con una variante del método de biseccion para encontrar esa potencia,
ademas; que los calculos de un pardmetro ¢ no depende de otro usamos parfor
(una fllll(ﬁdﬁ Matlab que permite trabajar en paralelo) para trabajar en paralelo
v poder hac lculos de dimensién de mas de un conjunto de Julia.

Para usar elﬁdo de la potencia se hizo un reacomodo de la matriz de transicién
quedando una n@z de 2™ x 2, que denotaremos por MT),, véase MT:

[ |gul™ e~
O | L L
O |95 | (36|

Gl
~./ r :
MT; =<$§-}(”‘”

t (£+1)1| !

|Gas |~
I Wpml™
B S
|Gz +294]
|§(§+3)6|_1
|§}%+4)?|_1

-. *le G /
W Cx

.
El método de las potencias es un méjﬂ-ﬁ' iteratu@?&pm}cimaciones sucesiva, por
lo cual, ademds de la matriz A € R™" (@a conq&ﬁe una tolerancia establecida
gstambién un cierto nimero de iteraciones

te método requiere de la siguiente férmula..recurrele o 2, se calcula 21 =
Az*, con k € N, donde 2° y zF son vectores normalizad%a toda k. Se usa este
método ya que al momento de realizar la operacion M T, x*, &ntrada& de la matriz

que tienen ceros nncontribuyen en la multiplicaciéon.
vectores y la

En el Cuadro 4.1 podemos ver como se va obteniendo la sucesiw

sucesion de ¢;.
3 )

j y(.?_l) xj}j XG

1 Y@ =10 D=4y | ¢, @

2 y(l) — %m(l) _rur-(z) — Ay(l) Co 6

3 y® = im(m z® = Ay® | ¢4 @

4 y(3) — %x(ii) x(‘i) = Ay(S) C4 \S\
K | yU=D _ 'le_ D) | 400 = Ay |

Cuadro 4.1: Sucesién de vectores y de ¢;.

‘©

*
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Se cumple que:

N

sucesion de escalares ¢; tiende al radio espectral.

L ]
2. La<ucesiéon de vectores

7o
{e'}2 = o

donde un vector propio normalizado asociado al radio espectral.

S

siguiente Teore(@antiza la convergencia de este método cuya demostracion
puede ser consultad S).

Teorema 4.4.11. Supo@og que existe un tinico valor propio A; dominante de
una matriz A, entonces 1& sucesion de vectores #7 generados por el método de la
potencia converge a un v &pio asociado a A y ¢; converge a A;.

4.5. Resultados Q/\

La implementacion en Matlab del m(@l& de la potencia y una variante del método
de biseccion en el algoritmo del valor propio fueron aplicados a la familia de polino-
S o

mios cuadraticos reales y los S dos correspondientes al refinamiento
niimero 15 se muestran en la tal a figura 4.7. En la figura 4.8 se muestra la
tabla de los datos reportados en | I1]. &h igura 4.9 se comparan los datos
obtenidos con los datos reportados cHITIT implementacién de los algorit-
mos utilizados para obtener estos resul( S se entran en el apéndice de esta

>

Q

%
@\S\

‘©

*
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C Dimension C Dimension C Dimension

=1 1.238230261570372 -0.49 1.069174605080386 0.01 1.000036520086807
-0.99 | 1.237503116447702 -0.48 1.066180432600220 0.02 1.000147485485110
-0.98 | 1.236738259279410 -0.47 1.063329814735704 0.03 1.000332648341485
-0.937| 1.236624393537107 -0.46 1.060519851321605 0.04 1.000591214371774
-0.96 4 1.236110481404346 -0.45 1.057830194029373 0.05 1.000927225856155
-0.957 1.235714613159132 -0.44 1.055150724392707 0.06 1.001327265440687
-0.94 |11.234918995099595 -0.43 1.052618326239044 0.07 1.001774065399689
-0.93 1.235868799805229 -0.42 1.050139339307166 0.08 1.002295162883558
-0.92 | 1.235229710494063 -0.41 1.047759935213936 0.09 1.002920625170306
-0.91 1.235982941971945 -0.40 1.045439753483014 0.10 1.003580588312506
-0.90 | 1.236173755827735 -0.39 1.043177090452683 0.11 1.004375397845424
-0.89 | 1.236236085400171 -0.38 1.040996823132633 0.12 1.005186318860651
-0.88 | 1.236198250724078 -0.37 1.038876440124611 0.13 1.005595765503397
-0.87 | 1.236669151305155 -0.36 1.036827390492677 0.14 1.006363166968242
-0.86 | 1.236754408442349 -0.35 1.034842042617591 0.15 1.006981558208376
-0.85 | 1.239348307967562 -0.34 1.032907919686972 0.16 1.008035806012729
-0.84 | 1.239458228725746 -@3i33 1.031041845625748 0.17 1.008971717279800
-0.83 1.237936645286500 -0.32 1.029232289774987 0.18 1.010324436552111
-0.82 | 1.236452912832750 -0.31 1.027488087390097 0.19 1.010976917597795
-0.81 1.233938350957957 -0.30 1.025799779421059 0.20 1.012124892724910
-0.80 | 1.231510298289047 -0.29 1.024166192584293 0.21 1.012022428445073
-0.79 | 1.228509407368284 -0.28 1.022588886311539 0.22 1.013442143279990
-0.78 | 1.222865909037167 -0.27 1:021065990718448 0.23 1.015793149740554
-0.77 | 1.216133892576907 -0.26 1.019598647939895 0.24 1.017891249743886
-0.76 | 1.208257377788834 #0.25 1.018185319818470 0.25 1.018712755684201
-0.75 | 1.199665133275158 -0.24 1.016825867405088 0.26 1.021572668833654
-0.74 | 1.192579724910072 -0.23 1,015518965192826 0.27 1.024229508142071
-0.73 | 1.184750387588984 -0.22 1.0142631 77280671 0.28 1.025753391926040
-0.72 | 1.177108335311563 -0.21 1:013059719354071 0.29 1.028605796668323
-0.71 1.169776703141098 -0.20 1.014907655461748 0.30 1.029606929476524
-0.70 | 1.162878583590309 -0.19 1.010806590614697 0.31 1.029661815540167
-0.69 1.156445780729831 -0.18 1.009756499738739 0.32 1.029946371639856
-0.68 | 1.151494451275344 -0.17 1.008757183808201 033 1.028371572382480
-0.67 | 1.144861739109748 -0.16 1.007808835811351 0.34 1.027728998895472
-0.66 | 1.139049734005525 -0.15 1.006911490848764 0.35 1.024019333772121
-0.65 | 1.133544995828333 -0.14 1.006065383824099 0.36 1.022280109215879
-0.64 | 1.128375625657019 -0.13 1.005270792135627 0.37 1.016579220253434
-0.63 | 1.123068514584886 -0.12 1.004528144898976 0.38 1.013277705198617
-0.62 1.118417331302997 -0.11 1.003837904340094 0.39 1.010694840784445
-0.61 | 1.113575609713527 -0.10 1.003200751731702 0.40 1.006582989629795
-0.60 | 1.109256270655140 -0.09 1.002617456179517 0.41 1.003077770585606
-0.59 1.104763880941846 -0.08 1.002088921690511 0.42 1.001351817826262
-0.58 | 1.100664897157140 -0.07 1.001616214895419 0.43 0.999343773864736
-0.57 | 1.096689450407363 -0.06 1.001200577123539 0.44 0.995435959975065
-0.56 | 1.092787197311546 -0.05 1.000843421128412 0.45 0.992048015825639
-0.55 | 1.088944250062198 -0.04 1.000546366597485 0.46 0.988668465534664
-0.54 | 1.085322550568237 -0.03 1.000311258299256 0.47 0.983066619246687
-0.53 | 1.081885987375350 -0.02 1.000140190926475 0.48 0.977223427029974
-0.52 1.078515150899487 -0.01 1.000035540441686 0.49 0.972774756926819
-0.51 | 1.075238041779572 -0.00 | 0.999999999999996 0.50 0.970436605582346
-0.50 | 1.072155097487715

Figura 4.7: Datos obtenidos de la dimensién de conjuntos de Julia de 2

+c




4 Dimension Fractal de Conjuntos de Julia

C Dimensién | C Dimensién | C Dimension
-1 1.2683 -0.49 1.0702 0.01 1.0000
-0.99 1.2671 -0.48 1.0671 0.02 1.0001
-0.98 1.2661 -0.47 1.0641 0.03 1.0003
-0.97 1.2652 -0.46 1.0612 0.04 1.0006
-0.96 1.2643 -0.45 1.0584 0.05 1.0009
-0.95 1.2635 -0.44 1.0557 0.06 1.0014
=0.94 1.2628 -0.43 1.0530 0.07 1.0020
-093 1.2621 -0.42 1.0505 0.08 1.0026
-0.92 1.2614 -0.41 1.0481 0.09 1.0034
-0.91 1.2608 -0.40 1.0457 0.10 1.0043
-0.90 122603 -0.39 1.0434 011 1.0054
-0.89 12597 -0.38 1.0412 0.12 1.0066
-0.88 12592 -0.37 1.0390 0.13 1.0080
-0.87 1.2586 -0.36 1.0369 0.14 1.0096
-0.86 1.2581 -0.35 1.0349 0.15 1.0114
-0.85 1.2575 =0.34 1.0330 0.16 1.0135
-0.84 1.2568 <0.33 1.0311 0.17 1.0159
-0.83 1.2560 -032 1.0293 0.18 1.0187
-0.82 1.2552 -0:31 1.0275 0.19 1.0219
-0.81 1.2541 -0.30 1.0258 0.20 1.0257
-0.80 1.2529 -0.29 1.0242 0.21 1.0302
-0.79 1.2513 -0.28 10226 0.22 1.0358
-0.78 1.2494 -0.27 1.0210 0.23 1.0431
-0.77 1.2468 -0.26 1.0196 0.24 1.0537
-0.76 1.2430 -0025 1.0182 0.25 1.0812
-0.75 1.2342 -0.24 1.0168 0.26 1.3355
-0.74 1.2170 -0.23 1.0155 0.27 1.3093
-0.73 1.2046 -0.22, 1.0142 028 1.2879
-0.72 1.1939 -0.21 10130 0.29 1.2690
-0.71 1.1844 -0.20 10119 0.30 1.2518
-0.70 1.1757 -0.19 10108 oL 1.2357
-0.69 1.1677 -0.18 1.0097 0.32 1.2206
-0.68 1.1602 -0.17 1.0087 0.33 1.2063
-0.67 1.1531 -0.16 1.0078 0.34 101927
-0.66 1.1465 -0.15 1.0069 0.35 11796
-0.65 1.1402 -0.14 1.0060 0.36 1.1671
-0.64 1.1343 -0.13 1.0052 0.37 1.1551
-0.63 1.1286 -0.12 1.0045 0.38 1.1435
-0.62 1.1232 -0.11 1.0038 0.39 1.1324
-0.61 1.1180 -0.10 1.0032 0.40 1.1216
-0.60 1.1131 -0.09 1.0026 0.41 1.1111
-0.59 1.1084 -0.08 1.0020 0.42 1.1010
-0.58 1.1039 -0.07 1.0016 0.43 1.0912
-0.57 1.0995 -0.06 1.0012 0.44 1.0817
-0.56 1.0954 -0.05 1.0008 0.45 1.0724
-0.55 1.0914 -0.04 1.0005 0.46 1.0635
-0.54 1.0875 -0.03 1.0003 0.47 1.0547
-0.53 1.0838 -0.02 1.0001 0.48 1.0462
-0.52 1.0802 -0.01 1.0000 0.49 1.0380
-0.51 1.0767 -0.00 1.0000 0.50 1.0299
-0.50 1.0734

Figura 4.8: Datos del articulo de la dimensién de conjuntos de Julia de 22 + ¢
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Concélusion

Los conjuntos limites=phtenidos de aplicaciones contractivas, son conjuntos auto-
semejantes para los'euales se tiene una férmula especifica que permite calcular su
dimension fractal depéndiendo de la razon de contractividad de cada aplicacion. Si
las razones de contractividadsson iguales para todas las aplicaciones el célculo de la
dimension fractal es muy Sencillo. Sin embargo, cuando la razén de contractividad
es distinta en cada una desdas aplicaciones, entonces el calculo analitico se dificulta
y es necesario usar herramientas” computacionales para obtener una aproximacion
numérica a la dimensién.

El calculo de la dimension para conjuntos de Julia de polinomios cuadraticos es un
problema que presenta diferentes complieaciones. En este trabajo, se analizd parti-
cularmente el caso de polinomie$/expansivos,.para los cuales el algoritmo del valor
propio resulta ser convergente. Dentro de los/polinomios expansivos, se eligieron los
polinomios de la familia cuadraticaireal, pordue la geometria de sus conjuntos de
Julia permite implementar adecuadamente el dlgotitmo y los resultados que se ob-
tienen son buenos. Sin embargo, es importante meficionar que el algoritmo también
funciona en los polinomios cuadraticos hipérbdlicos”can pardmetro complejo.

El algoritmo no se puede aplicar cuando él”polinomi¢ no es hiperbélico, tal es el
caso de ¢ = ‘73 Vo= i: los cuales son polinomios cefi punto fijo parabdlico y

la aproximacidon que se obtiene a la dimension de sus colijuntos de Julia, usando
los pardmetros cercanos a ellos v un refinamiento de ordenghdy queda lejos de los
resultados reportados en [McHIII], como puede observarse en'a figura 4.9.

Trabajos Futuros

1. Mejorar la implementacién del algoritmo cerca de los puntos parabdlicos.

2. Implementar el algoritmo para polinomios cuadraticos con pardmetpssgom-
plejos.

3. Implementar el algoritmo para familia de polinomios de grado superior.

4. Construir las particiones de Markov en polinomios que no sean expansivos.
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Apéndice A
Método.de la potencia

La resolucién de sistemas.por métodos iterativos, el estudio de la dindmica de una
poblacién y en general los ppéblemas donde se obtiene la solucidn mediante una
formulacion recurrente del tipo

dado #°, 21 LAk 2 con keNy AeR™™

requieren conocer cual es el valor propionde mayor valor absoluto, lo que se denomina
valor propio dominante.

Aunque la manera ortodoxa de_ebtener los valores caracteristicos de una matriz
A e R"™" es obtener raices de supoelinomiecaracteristico, el método de las potencias
ofrece una opcion para obtener el'Inayor y elimenor valor caracteristico de A € R™*"
sin la necesidad de disponer de la ecwagion caraéteristica.

El método de las potencias es un método iterativo_de aproximaciones sucesiva, por
lo cual, ademds de la matriz A € R™"*"«deberd conogerse una tolerancia establecida
y también un cierto niimero de iteracioneg. Los resultados de esta seccién se pueden
consultar en [YS].

Definicién A.0.1. El valor propio dominante es el valor propio de mayor modulo,
es decir, st

|/\l| > |A2| > |An|:
entonces Ay es el valor propio dominante.

Dado un vector

Un

diremos que la componente v; es una componente dominante si

lv;] =]l v [|loo= Illji-x |vj

Observa que un vector puede tener mas de una componente dominante, pero todas
las componentes dominantes deben tener el mismo modulo. Un vector esta nor-
malizado si sus componentes dominantes valen 41. Si Udom €S ula componente
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dominante de v podemos obtener un vector normalizado ¥ en la direccién de v

,
-~ 1
v = s,

Ydom

Dada w triz A de dimensiones n x n, el objetivo es calcular el valor propio
dommant«zm vector propio asociado.

O

Supondremos q(i}% matriz A tiene valores propios distintos

con vectores propios

|)‘1| > |/\2| > P‘nl:

vll > |va| > - oo
T b . . . {} s s . .
ambién suponemos que teén 0 un vector inicial " que se puede escribir como
combinacién lineal de vy, vg. -

Y=t = 4 ¥ -1 ; ‘gyllzado de) zU-1,

(" = COmMpoIn dpml ZE(J} y
:I:(J) A y..‘ 1

Método

Lo anterior lo podemos resumir en el z ﬁpaénte Ba

Teorema A.0.2. Supongamos que exisg\@eﬁmcd?lor propio A; dominante de

una matriz A, entonces la sucesién de ve s @) dos por el método de la
potencia converge a un vector propio asociado a Ay y verge a Aj.

En el Cuadro A.1 podemos ver como se va obteniendo la su€esion de vectores y la
sucesion de ¢

Cx

7 e ) NG ®
3| 4@ = L_x(z) ® = A4y® | ¢ @
B = (3) 4) — Ay3)
4 y - L o = Ay cy4 6
k | 0 = L g00 | 20) = 440D | ¢ :\S\
Ci—1 o
Cuadro A.1: Sucesion de vectores y de ¢;. o

Se cumple que:

*




76 A Método de la potencia

Si las hipétesis citadas son ciertas, entonces se cumple:

1.- chsién de escalares ¢; tiende al valor propio dominante, es decir,

° {cj}?il — A].

7
2.- La sucesi e vectores .
> {z'}2 — =,

donde x es un \r@ propio normalizado asociado a A;.

7,




Apéndice B
Funciones en Matlab

Para el calculo de la matyig'de transicidn se utilizé la siguiente funciéon

function [MaT] = MatrixTraneision (c,n,x)

% stk ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ook ok ok skook sk ok sk ook sk Rk sk ok sk sk ok ok ok sk skok sk ok ok skokokok ok skok ok skokok ok
% Numero de iteraciones de la particion.

% Tendremos n-1 refinamientos.
U sksk ook sk ok ok ok ok ok sk ook sk ok o sk ook sk RSk skok sk ko sk sk ok ok sk ook ok ok ok ok ok sk ok sk sk ok ko ok

format long e

%***************************************************

% Valor de nuesto pafametro ¢
Y sk st st o sk sk sk sk s sk ks ok ok sk skl st s sksk st ok ok sk ok skt sk sk ok sk ok ok ok K5k RSk Kok sk ok k

if c>=-1 && c<=1/2;

x*********************************************************
% Tomamos las raices del polinomio z"2-z+c para emcontrar
% los puntos fijos del polinomio z"2+c
%*********************************************************
poli=[1,-1,c];

[vl=roots(poli);

%***************************************************

% Tomamos el mds grande de las raices puesto que nos
% servird para los primero puntos de la particién.
Trokok sk ok sk ook ok okodokskodokokskokkok ook ko skok ok ok ko skok ko ok ok ok

if abs(v(1))>abs(v(2))
b=v(1);

else
b=v(2);

T
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end

z*********************************************************

% Son vectores donde guardaré la informacién que obtendré
%*********************************************************

pol=[1,0,6+b];
[ul=roots(pel);
puntosiniciales=zeros(2"(n-1),1);
xx=zeros (2" (n=1) ,1);
ordenimag=zeros(2™n-1),1);
Gl=zeros (2" (n-1) /2,1);
ordenGl=zeros (2" (n-47%2,1) ;
G2=zeros (2" (n-1)/2,1);
ordenG2=zeros (2~ (n-1) /2, 1) ;
evalprei=zeros(2°n,1);
preimagenes=zeros (2~ (n), 1)%
raiz=zeros(2"(n-1),1);

%**************************************************
%% Son los valores para m'= 2'que corresponden a
% mi particién inicial

skt st s o sk sk o sk sk stk ok sk skook sk ok ok sk sk ok o ok ssteeokesk sk ok sk sk sk ok sk skok ok sk sk ok sk sk ok k

puntosiniciales(1)=u(1); %% Este.és phi(1/4)
puntosiniciales(2)=u(2); %/ Esteses phi(3/4)

%*********************************#****************
%#Encontramos nuestras yij para los puntos de cada

hrefinamiento que a su vez se convierten en log Xi
Z**************************************************

for k=3:n
for i=1:2"(k-2)
po=[1,0,c-puntosiniciales(i)];
p2=roots (po);
xx(2*%i-1) = p2(1);
xx(2%1) = p2(2);

end
puntosiniciales=xx;

end
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%***************************************************************
%hs0rdenamos los puntos x_{i} en el vector puntosparticion puesto

“wgue existe un desorden al obtenerlos solo sacando preimagenes
% i ko o Sk ok ok ok ok sk ok ok sk skokok kokok sk sk ok ook ok sk okokok sk ok sk ok skeok sk skofok skokok sk sk okok sk ok ok sk ok ook sk kok

[t,index]..= sort(imag(puntosiniciales), ’descend’);

for i=1:length(puntosiniciales)
ordenimag(i)) %= _puntosiniciales(index(i));
end

for i=1:length(ordenimag)/2
G1(i)= ordenimag A1) ;
end

[t,index] = sort(real(Gl)y ’descend’);
for i=1:1length(G1)

ordenG1(i)= G1 (index(i));
end

w=1;

for i=length(ordenimag)/24171ength{ordenimag)
G2(w)=ordenimag(i);
w=w+l;

end

[t,index] = sort(real(G2), ’ascend’);

for i=1: length(G2)
ordenG2(i)=G2(index(i));

end

[puntosparticion]=[ordenGl,ordenG2] ;

%***********************************************************
% Sacamos preimagenes a los puntos ya ordenados en el ‘ultimp

% refinamiento
O ke sk sk sk ok sk ok sk ok ok sk ok ook skokoksk ook sk ok ok sk ko o skok ok sk ok ok ok ok Kok

for i=1:2"(n-1)
g=[1,0,c-puntosparticion(i)];
g2=roots(q);
raiz(2xi-1) = q2(1);
raiz(2xi) = q2(2);
preimagenes=raiz;

end




B Funciones en Matlab

%*************************** e e s e ok s ook ko ook ok sk ok kool ok ko skokokokokokok skokokokokokokok ok skokok

Se”acomodan los puntos en la matriz de trancisién y se calculan sus
9 ko o Sk ok ok ok ok sk ok ok ok skokok ko ok ke sk ok okokok skokokok sk ok sk ok skeok sk skokok kokok sk sk sk sk ok ok ok sk ok skook skokok sk ok skok

R=[2,0]4

MaT=zeros(2?(n-2),2);
evalprei=polyval (R,preimagenes) ;
mod=abs (evalprei) ;

for i=1:2"(n-2)/2

MaT(i,1)=mod(((i-1)*4+1)). -x;
MaT(i,2)=mod (3+4% (i=1)).."-x;

end
for i=2"(n-2)/2+1:2"(n-2)

MaT(i,1)=mod(2*(2%i-1))+T-x;
MaT(i,2)=mod(4*i) . -x;

end

else disp(’El nimero ¢ no estd en el rango.de cdlculo’)
end

Para realizar la operacién (MT),z* se utiliz8 la siguieritefuncion:
function [y] = mult(A,x)

[r "] = size(A);

y = zeros(2*r,1);

for i=1:r,

y(1) = A(L, D) *x(2*i-1) + A(1,2)*x(2%1i);
end
y((r+1) : (2*r)) = y(1:1);

end

La funcién que a continuacién se observa se utilizd para encontrar el radio espectral.

function [m] = maxAVOpt(A,k,delta)
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format long e
[r )= size(h);

X = rand{fr,1);

x01d = [x4x);

x01d = mult€Ayx01d);
xlew = mult€Aq=01d);
count = 0;

while sum(abs(xNew=%x01d)) > delta &% count < k
x01d = xNew;
xlNew = mult (A, xNew)"
[lamda,i] = max(abs(xNew));
xNew = xNew/xNew (i)«
count = count+1;
end
d=sum(xNew. 2) ;
m = sum(mult (A,xNew).*(xNew))/d}

end
Para encontrar la dimension del eonjunto desJulia para un cierto parametro se
utilizé la siguiente funcién:

function [x3] = dimensionhausdorffjulias (¢,n)
format long e

k=1000;
delta=eps;

[M] = MatrixTrancision (c,n,xl);
[r1] = maxAVOpt(M,k,delta);

[M] = MatrixTrancision (c,n,x2);
[r2] = maxAVOpt(M,k,delta);

if ri>=1 && r2<=1
e=eps;

while abs(x2-x1)>e
x3=(x1+x2)/2;
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X=x3;
[M] = MatrixTrancision (c,n,x);
[r3] = maxAVOpt(M,k,delta);

if r3<=1
¥2=x3;

r2=x3,;
else
x1=x3;
ri=r3;
end

end
else
fprintf (’Tu radio espe€tral no estd en el rango permitido’)

end
end

Y por iltimo se utilizé parfor paré trabajar en paralelo y calcular 148 dimensiones
a la vez. La funcion se describe d-egntinuacion.

format long e
C=-1:0.01:0.5;
n=17;

Di7=zeros (length(C),1);
matlabpool(’open’,2);

parfor i=1:length(C);
D17(i)=dimensionhausdorffjulias(C(i),n);
i

end

matlabpool(’close’);
save(’dimensionD17 .mat’,’D17’)




DIMENSION FRACTAL DE CON JUNTOS LIMITES

ORIGINALITY REPORT

14y

SIMILARITY INDEX

PRIMARY SOURCES

B 0 3 B

B B B

revistas.ujat.mx

Internet

sociedadmatematicamexicana.org.mx

Internet

github.com

Internet

www.matcuer.unam.mx

Internet

riull.ull.es

Internet

1library.org

Internet

bibliotecadigital.exactas.uba.ar

Internet

mafiadoc.com

Internet

1012 words — 5%
712 words — 3%
441 words — 2%
386 words — 2%

220 words — 190

73 words — < 1 %

26 words — < 1 %

20 words — < 1 %



EXCLUDE BIBLIOGRAPHY ON EXCLUDE MATCHES <20 WORDS



