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Introduecion

En el transcurso de laHistoria de la humanidad diversas culturas han interpretado
y tratado de dar razones.ae€rga del movimiento de los cuerpos. Por ejemplo, para
poder medir el tiempo con lodicuérpos celestes, los primeros astrénomos desarrollaron
modelos empiricos con base en {&s regularidades observadas en el paso de los astros
por el cielo. Sin embargo, fue hastavel siglo XVII en que se dio la interpretacién
adecuada de las causas del movimiehto: Posteriormente, inspirado en las leyes de la
caida de los cuerpos descubiertas porialileo, asi como por las leyes de Kepler, [saac
Newton formulé la ley de graviteeion universal.

La Mecanica Celeste es aquellatama de la astronomia y la mecanica que estudia el
movimiento de los astros debido a quese encuéntran sometidos a fuerzas gravitatorias.
Uno de los problemas centrales de laMecanica’Celeste es el problema de los n cuerpos,
el cual ha sido y sigue siendo de gran intetés porel’désarrollo tedrico que ha generado.
Isaac Newton en 1687 publicd Philosophiae Naturalis“Principia Mathematica, la cual
pm'gnos considerar como la formulacion mateméatica”del problema de los n cuerpos.

problema de los n cuerpos para n > 3 presetthuna dificultad mayor que
el problema de los 2 cuerpos y la comprensién de su dingdrica ain estd lejos de ser
entendida. Un sistema astrénomico con tres cuerpos celestes! per ejemplo la Tierra, la
Luna y el Sol, constituye un problema de 3 cuerpos. Este sistenta puede ser estudiado
desde el punto de vista matemético y asi obtener soluciones appeimadas, las cuales
son muy utiles para describir la dindmica de su movimiento.

El problema de 2 cuerpos reducido al problema de Kepler tiene tres, cantidades
independientes que se conservan: la energia, la componente del moménto angular
perpendicular al plano de la drbita, y la direccién del vector de Laplace-Rainge-Lenz.
El problema de 3 cuerpos tiene 6 x 3 = 18 grados de libertad, pero lasenérgia, el
centro de masa, el momento lineal y el momento angular proporcionan 10 integrales
primeras independientes del movimiento, lo cual reduce el problema a 8 grades de
libertad. En la década de 1950, Poincaré en el segundo volumen de su obra [Les
méthodes nouvelles de la mécanique céleste, dio una demostracion de que para el
problema n > 3 no existen integrales primeras ademads de las ya conocidas, las cuale§
permitirfan integrar completamente el problema, (para mayores detalles ver [10]).
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Efi el problema de los n cuerpos las soluciones mas simples son aquellas solucio-
nes perigdieas tales que la configuracion de los cuerpos permanece constante bajo
homotecias-y rotaciones, de tal forma que cada cuerpo tiene como trayectoria una
orbita eliptica.) Wintner llamé a éstas configuraciones centrales, [4]. De hecho, las
configuraciories” centrales generan las tinicas soluciones explicitas del problema de n
cuerpos, llamadas soluciones homogrdficas. Luego, una soluciéon homogrdfica del pro-
blema de los n cuefpos es una solucién con la propiedad de que la configuracion de los
m.lerpos permanece siinilar para todo tiempo. Si una solucidn periédica homografica
es “rigida” en el sentfdgdde que la configuracién permanece congruente a la inicial,
entonces se dice que es Wi equilibrio relativo.

Las configuraciones centrales juegan un papel primordial en el estudio de las
variedades integrales 7. delsproblema de n cuerpos, donde I es la energia y ¢ el
momento angular. Smale [24725} demostré que las bifurcaciones en las variedades
integrales se dan en una confighracion central.

En 1941, Wintner [4] conjeturd: gipara cualquier eleccién de masas my, ..., m,, el
nimero de configuraciones centralesy(imédulo homotecias y rotaciones) es finito? Sin
embargo el problema permanecesbierto, y en 1988 S. Smale [23] incluyo la conjetura
de Wintner en la lista de probleémas mateffiaticos por resolver en el siglo XXI.

En 1767 Leonhard Euler publiédyim artigdlo sobre el problema de 3 cuerpos [18].
En ese trabajo, Euler demostrd que/dados#tresCcuerpos de masas arbitrarias con
condiciones iniciales tales que la configuracién imictal es colineal, existe una tnica
forma de seleccionar la razén de distanciaS'para qué foermen una configuraciéon central
colineal para todo tiempo, mientras que‘cada uno dedos cuerpos se mueve en dérbitas
elipticas.

Posteriormente, en 1772, J. L. Lagrange redescubrié las érbitas de Euler, y ademas
encontré una nueva familia de drbitas periodicas, obtenidas#al colocar tres particulas
en c:a[igl.lracién de tridngulo equilatero, ver [15]. Al igual que en el caso colineal,
aqui cada particula se mueve sobre una drbita eliptica, y en todesnomento la confi-
guracion serd de tridngulo equildtero, el cual puede variar de taméino pero nunca de
forma.

Pm?nos concluir que el problema de 3 cuerpos tiene cinco COI].ﬁglAjOI]&S cen-
trales, de las cuales tres son colineales y corresponden a las posibles permutaciones
de las tres particulas en una recta, modulo rotaciones; v las otras dos responden
a las posibles orientaciones de un triangulo equildtero en el plano.

Para el problema de 4 cuerpos, recientemente Hamptoggy Moeckel [11]\demos-
traron la finitud de las configuraciones centrales. En [21] Otto Dziobek forniuld el
problema de configuraciones centrales para n = 4 en el plano en términos de dis-
tancias mutuas, y obtuvo como resultado un sistema de ecuaciones algebraicas qiie
las caracterizan. La generalizacién de este tipo de configuraciones al tomar cualquier
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valor de 2 en un espacio de dimensién n — 2 es lo que se conoce como configuraciones
centralessde, Dziobek.

En [3],“ATbouy retomé la aproximacién de Dziobek y demostré que en el problema
de 4 cuerpo§ cen masas iguales, las configuraciones centrales (no colineales) poseen
un eje de simetria.que contiene a dos de los cuerpos.

Kotsireras y Lazard en [16] dieron el mimero de configuraciones centrales en el
problema de 5 cuenpog<€on masas iguales en el espacio tridimensional, R?, es decir,
configuraciones centralesitipo Dziobek para n = 5.

En [6] Alvarez-Delgado-Liibre estudiaron las bifurcaciones de las configuraciones
centrales en el problema espacial de 5 cuerpos que van del problema de cuatro masas
iguales al problema de 1 4«4¢Cuerpos en el cual una masa es grande y las otras cuatro
masas iguales e infinitesimales #¥er mds detalles en [5]. Este estudio fue hecho con
una demostracion asistida por domputadora.

La caracterizacion de las configuraeiones centrales en el problema de n+1 cuerpos
en dimensién n — 1, es decir configuraciones centrales tipo Dziobek fue dada por
Santos en [26]. Posteriormente en [27])\Santos y Vidal caracterizaron las simetrias de
las configuraciones centrales ne’golineales delproblema Newtoniano de 4 + 1 cuerpos
en R? y R3, para el caso en que la§ cuatro Masas positivas son iguales.

Por otro lado, Leandro en [7] démestré quela’configuraciones centrales de Dziobek
en el espacio (n— 1)-dimensional del problema réstringido de n+1 cuerpos con masas
iguales son simétricas, concluyendo la finitud, ademds proporciona las cotas superior
e inferior para el ntimero de estas configuraeiones ¢entrales.

En 2011, Hampton y Jensen demostraron que existen sélo un nimero finito de
configuraciones centrales del problema espacial (R?) de 5€ugrpos, para lo cual usaron
herramientas de Geometria Tropical, v se auxiliaron de mandpuladores algebraicos o
simbdlicos, ver [12].

Recientemente, Ya-lun Tsai usé bases de Groebner y el manipulador simbdlico
Mathematica y obtuvo el niimero exacto de algunas configuraciones’centrales de Dzio-
bek. En particular logré obtener el niimero de configuraciones centhales para n = 4
en dimension 3, (ver los detalles en [30]).

Los trabajos mencionados aqui muestran la gran actividad que existe en la inves-
tigacion de la determinacion de configuraciones centrales del problema den_etierpos
para n > 4 y masas arbitrarias, en particular para 5 cuerpos en R®.

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma. El capitulo 1 esta dedicado
al planteamiento del problema de n cuerpos, también describimos en detalles lagiin-
tegrales primeras del problema v analizamos el problema de n cuerpos para n = 2,
es decir, el problema de 2 cuerpos. Continuamos con el capitulo 2 donde aparece él
concepto de configuraciones centrales, como soluciones particulares del problema de n
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cuerpos,/Por tltimo, presentamos el capitulo 3, el cual trata sobre las configuraciones
centra eyﬁ n cuerpos en un espacio de dimension n — 2. Continuamos con la apli-
cacion defnétodos analiticos y numéricos para obtener las configuraciones centrales
de 5 cuerpc@;nmsas iguales en R?. Utilizamos el algoritmo numérico de recocido
simulado el simplifica los cdlculos realizados por Kotsireas y Lazard en [16].

que la tinica config on central no colineal del problema de 3 cuerpos es en forma
de triangulo equilr—’;@pr por iltimo en los apéndices B y C exponemos los cédigos
en Matlab® del algor& ecocido simulado utilizado en la bisqueda de las configu-
raciones centrales.

Continuam&'ﬂ%\‘el Apéndice A donde damos una demostracion alternativa de




Capitulo'1

Preliminares

En este capitulo presentamos”elplanteamiento del problema de n cuerpos, des-
cribimos las 10 integrales primeras @ile se conocen de este problema y mostramos
la identidad de Jacobi con el cual concluimos que el problema de los n cuerpos no
tiene puntos de equilibrios. El préblemia de n cuerpos es un problema muy dificil de
resolver para n > 3, la tnica selugion expli¢ita que se conoce en el problema de n
cuerpos es para n = 2 y ésta sohitigm.es la quepresentamos en la seccién final de este
capitulo.

1.1. El problema de los n“cuerpos

El problema de n cuerpos consiste en estudiar el movimdento de n particulas de
masa m;, sujetas a la ley de gravitacién de Newton. En otfas palabras, determinar
las g)siciones v velocidades de n cuerpos para todo tiempo.

modelo consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales,
faciles de plantear pero dificiles de resolver y analizar.

Sean q; = (x;,y;, z;) los vergres de posicién de n particulas de masas m; con

i=1,2,...,n, respectivamente. A partir de la segunda ley de Newton, el angvimiento

de cada particula es descrito por el sistema de n ecuaciones diferenciales’Gedinarias

de segundo orden
d’q;
gz:mt- N ]

dt?

donde F; es la fuerza gravitacional resultante que actia sobre la particula de masa
m;. Considerando la ley de la gravitacion universal, y sumando todas las fuerzas sobre
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donde || - || es a rma Euclidiana, y G denota la constante de gravitacion universal.
Como consecue de la invariancia de las ecuaciones de Newton con respecto al
cambio de la uni @wmpo: podemos suponer, a partir de ahora G = 1.

Luego, las ecua de movimiento del problema de n cuerpos estan dadas

dz1 i

m; 3 M (1.1)
f =y -l

C 7

Seaq = (41,92, ...,0n) € @e{ vector cuyas componentes son los vectores de
posicion de las masas my, ms . spectivamente.

Las ecuaciones de movimiento ( s podemos escribir como un sistema de 6n

ecuaciones diferenciales de p @rc 31} dad? por

donde p = (p1, p2.....pn) € R es 9 v or de 5111;0% tal que p; = m;q;,

a o0 0 T
Vi= (dz dz;zdz)"v ( Va)"

%: diag(ml:lmljmlj' o o :mmm%

M es la matriz de masas y VU(q) es el vector gradiente delQenmal U(q) dado por

> T nans G
?as ecuaciones (1.2) no estdn definidas en el conjunto

la; —aill
A= | 2y 6
1<i<j<n @

donde A;; = {(qi,q;) € R* : q; = q;} es decir, cuando hay alguna 001151(%
dominio de definicién para el sistema (1.2) o espacio de fases es o

Ulg) =U(qi. 2. - ... qn) =

1<i<j<n

P = {(q, p) c Rﬁ'ﬂo iq e (]Ri}u \ A), p c Rﬁn}- .
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Luego'la dimension de g es 6n. El espacio de configuracion o espacio de posiciones
es

V = {q c RSH\A}.

Las ecuaciofie§ de movimiento del sistema (1.2) se pueden escribir como un sistema
Hamiltoniano

i OH . mym;(q; — q; JdH
b~ oH =3 ilai—aqj)

mg\)0p; il Gt qi? dq;

donde el Hamiltoniano es

Z ”g;}” U(q). (1.4)

Los vectores q y p se llaman variables conjugadas.

1.2. Integrales primeras del problema de n cuerpos

Una integral primera de las ecuaciones(1.2)'egtura funcién Z(r, p) de clase C'! en
un abierto 2 C g, con la propiedad de gie‘es constante a lo largo de cada drbita del
espacio fases p. En otras palabras, dada tn&ntegral primera y una ¢ € R el conjunto
de curvas de nivel

{(a,p) € p: I(q,p) = ¢}
es i@!ariante con respecto al tiempo t.

esde el punto de vista de los sistemas dindmicos, las stantes de movimiento
dan informacién global acerca de las soluciones del sistema. El ptobléma de n cuerpos
tiene 10 constantes de movimiento, o integrales primeras independientes, las cuales
nos permiten reducir la dimension del espacio de fases a 6n — 10.

En esta seccion vamos a obtener estas 10 integrales primeras cldsicag del pro-

blema de n cuerpos. Iniciemos por observar que la funcién Hamiltoniana (1.4) es
independiente del tiempo ¢, y que el sistema Hamiltoniano es auténomo. Galculemos
dH  OH . n OH. O0HOH " oH OHY\ 0
ait ~ 9q YT 9pP T aq oy 9y \ aq ’

de donde obtenemos que H(q, p) es constante para toda ¢, y por lo tanto es una
integral primera conocida como energia del sistema.
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Ahora vamos a calcular la derivada del momento lineal, v para simplificar usare-
mos las eCuaciones de movimiento (1.2), es decir

En p;: = E m;q; = E E m;m; J q”
i=1 i=1 i= q}
J#r

antemm qne en la ultlma suma los términos se anulan por pam]ab de tal forma que

obtenemos E pilt 90 para toda ¢t € R, lo cual implica que E pi(t) es constante
i=1
para toda t € R. Como t@ebuenma tenemos tres integrales primeras conocidas como

integrales del momento lineal
ﬁﬁz\;a: con a€ R’ (1.5)
i=1

Lo siguiente es considerar el cefitro de masa. Ya que p; = m;q;, a partir de la

relacién (1.5) tenemos
d T
- e (t) =
= > rasegi(t)

=1
de tal forma que al integrar con respecto del tiempo obtenemos

Z miq; = at +b, dofde. a,bER® son constantes.

Entonces el centro de masa se mueve en wna linea retcta a.gzlocidad constante, con
aceleracién cero. Como consecuencia hemo§ obtenido “quélas tres componentes del
centro de masa son constantes a lo largo del movimientos

Por otro lado, el momento anglﬂarésté definido como

— Zq:-(!.) X q(t).

Vamos a demostrar que w(t) = 0, para lo cual primero llevamos a cabo’l siguiente
calculo,

gqixmiijz Zq,mem .—q,|| ;;m im; .'_(?H&—I]

J#r J#F

donde los términos de lailtima suma se anulan por parejas. Entonces tenemos

{% ZC_IJ' Xpi| = Zéﬁ X pi+ qu' X mQ; = Z(:L' xm;¢q; +0=0,
7 Ni=1 i=1 i=1

i=1
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de dofide'podemos concluir que

% ZQ:'XP:' =0,

i=1

y como consecuencia obtenemos que las tres componentes del momento angular son
constantes para toda ¢t € R, es decir,

T
E d; X' p; =c, donde c €R?® es constante.
i=1

2
Podemos concluir que el pToblema de n cuerpos tiene las 10 integrales primeras: la
energia, tres componentes del centro de masa, tres componentes del momento lineal
v tres componentes del momentg angular.

Luego el problema de n cuerpos’tiene un conjunto invariante cuya dimension
es 6n — 10 excepto en algunas situaciones particulares donde las integrales no son
independientes (por ejemplo, si q y prser paralelos implica que ¢ = 0). Poincaré en
[10] demostré que no existeniftegrales primeras ademas de las ya conocidas que
permitan integrar el problema de# cuerposy

1.2.1. Identidad de Jacobi

Definimos el momento de inercia de un sistema tesm, particulas como la funcién
I:R* — R* U {0} definida por

1 .
H(a) =5 millai*

i=i

Notemos que esta cantidad nos dice qué tan grande es el sistema e qué tan dificil es
mover el sistema. Ahora, derivemos I dos veces con respecto al tiémpo vy usando las
ecuaciones (1.2) obtenemos

T

I = Z?’T?-f(c_b' q ) = — qu' ViU + Z"”‘:‘_IHI):'”Q = —Upr a2t

i=i i=i i=1
La relacion I = —U + 2T es conocida como la identidad de Lagrange-Jacob.

Usando el momento de inercia, vamos a demostrar la siguiente proposicién relativa
a los puntos de equilibrio del problema de n cuerpos.

Proposicion 1.1. El problema de n cuerpos no tiene puntos de equilibrio.
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Dem@stracign. Supongamos lo contrario, es decir, que las ecuaciones (1.2) tienen
puntos dé equilibrio. Entonces ¢(t) = 0, y por lo tanto p(t) = 0, de donde se sigue
que T(p) :%pT_M “!p =0. Ahora, usando la identidad de Lagrange-Jacobi obtenemos

que [ = —U <0, lo cual implica que I es una funcion decreciente, lo cual contradice
la igualdad I»="q - p = 0. Luego podemos concluir que el sistema (1.2) no tiene
puntos de equilibrio, O

1.3. El problema de 2 cuerpos

El problema de 2 cuerpos g€’el pr@lema de n cuerpos para n = 2, el cual estudia el
movimiento de dos cuerpos debido a su mutua atraccién gravitacional. Este problema
puede ser reducido al problema de Kepler, considerando el origen de coordenadas en
una de las particulas, digamos‘w, de tal forma que la otra particula m, se mueve
bajo la atraccién gravitatoria de Tny,

Sean qi, gz € R? los vectores de pasicién de los cuerpos con masas m; y mo,
respectivamente. A partir de lagetuaciones generales (1.1) tenemos que las ecuaciones
de movimiento del problema def2-guerposiSon

. mfialdy — d2)
mids ——— "
lla2¢ aul]
(1.6)
v mas(qa < qi)
mely = —47— T3~
flas — ail
Notemos que a partir de la ecuacion del centro de masa tenemos

Qi1 = —qaMy .

Ahora, si dividimos la primera ecuacion del sistema (1.6) efitzeyn;, la segunda
entre mo, definimos q = qo — q; v los restamos, se obtiene

. m m
§ = — 19  mpq

lall - al
(m1 +ma)q

lall

v por lo tanto

.. 1]
4=--——q, (L7)
lall

donde q € R?, p1 = my + mo.




1.3 El problema de 2 cuerpos 7

EFproblema de fuerza central definido por (1.7) en R? se conoce como el Problema
de Kepler'y,las soluciones de la ecuacion (1.7) se llaman drbitas keplerianas.

Notemos que para el movimiento de fuerza central, cuando w = 0 se tiene que q;
v g2 son colineales, es decir, el movimiento de my y mo se realiza en una linea recta
que pasa por €l origen. Por otro lado, si w # 0 sabemos que w X q = 0, entonces el
movimiento tienelugar exactamente en el plano ortogonal a w que pasa por el origen
de coordenadas dé R* Por lo que sin pérdida de generalidad podemos restringirnos
a estudiar el movimiehte en R

Ahora vamos a deméstrar que las soluciones del problema de 2 cuerpos en el plano

son secciones conicas.

El vector unitario ——+we61q # 0 tiene la direccién del movimiento del cuerpo mg

lal|
v puede ser determinado para™tgdo-tiempo. Para determinar cuando esta direccion

cambia con el tiempo, vamos a defiyarla con respecto al tiempo:

i(i) W lalla—a g (lall)
lall lal?

dt
el — o (22)

all
lal*¢.*q(q-q)
[l '

Ya que ||q||*> = q - q, tenemos que (1.8)8® puede simplificar de la siguiente forma

d(a)_(aadd—(a-'¥q ]
(nqn) aF 7 (19)

(1.8)

dt

Ahora, usando la identidad vectorial
(uxv)xw=(u-w)v—(v:-wu

obtenemos

i(i):(qXQJXqZCXq
dt \ [|q]| R lall*’

donde ¢ = g x q es el momento angular. Por tltimo, usando esta ecuaciény (1.1)

obtenemos
i( q)_iixc_iilxc
dt \ ||gll u dt

Ahora, integrando ambos lados de la ecuaciéon concluimos que

q .
tle++—]=qxc, 1.10
" ( ||q||) (1.10)
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dond€ e es una constante de integracion que se llama vector de excentricidad o vector

de Lap afg— unge-Lenz.

Si mu
obtenemos

amos escalarmente (1.10) por g, y tomando en cuenta que ¢ = ||c|,

~ ule-q+ ) = . (1.11)

.
Sea fy el énglﬂo/ re el vector de Laplace e y el eje z. Definimos f = # — 6, como
el angulo formado Q’ﬁvector de Laplace e y el vector de posicién q, tal dngulo se
llama anomalia vew‘dr& (ver la Figura 1.1). Luego, si r = ||q|| v e = ||e|/tenemos
que e - q = ||e| ||q|| cos Gﬁ cos f, y la ecuacién (1.11) la podemos escribir como

~/ 2/ 1
O r= ﬁ (1.12)

-
la cual es la ecuacién de una% en coordenadas polares. Como consecuencia
obtenemos que las drbitas de ma relativas a m; son cénicas con excentricidad e, y
con un foco en el origen de coordenadasi Ademads la ecuacién (1.12) nos permite dar

una interpretacion geométrica vector e (ver la Figura 1.1), ya que su magnitud
es la excentricidad de la cénica direcv da la orientacién del semieje mayor.

Ok %

Y

>

Figura 1.1: El vector de Laplace-Runge-Lenz e y la anomalia verdade&: f — 6.

Ee la teorfa de secciones cénicas podemos clasificar las érbitas keplerié:

Y

s ¢ = () la 6rbita es una circunferencia. \S\

= ) < e < 1ladrbita es una elipse. (o

» ¢ =1 la drbhita es una parabola .

*
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= € >'1 la érbita es una hipérbola.

Por otro-dado, si hacemos uso de la llamada ecuacidn fundamental

_H o
h = o (er —1),

tenemos la relacién gfitre la excentricidad (e) de la dérbita y el valor de la energia (i).
Mediante un calculoseneillo tenemos la siguiente tabla:

excentpidad | energia orbita

e=0 h = —u%/2¢% | Circunferencia
D<e<l h<0 Elipse

e=1 he=10 Parabola
e>1 he> 0 Hipérbola

En la Figura 1.2 mostramos las diferentes conicas que aparecen cuando movemos
los parametros (h, ¢), energia y memertto angular. En particular, la curva 2he? = —p?
v los dos ejes coordenados ||cff .0y h =07 Reparan los diferentes tipos de conicas.
Notemos que cuando ¢ = q x ¢#=_0 las cghicas se deforman (degeneran) en lineas
rectas, de tal forma que el movimieno de mjy yms es colineal.

h

Figura 1.2: Espacio de energia (h) vs momento angular (¢ = ||c|]).
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Capitulo 2

Configuraciones centrales

El problema de n cuerpos pata-,> 3 es un problema abierto y sélo se conocen
algunos resultados particulares dependiendo del valor de n. En este capitulo estudia-
remos unas soluciones periddicas particulares del problema, las cuales son llamadas
configuraciones centrales.

Las configuraciones centrales_son impoxtantes por varias razones, en particular
Smale [24, 25] demostré que las bifurcaciones’en las variedades integrales en el pro-
blema de n cuerpos se dan en una egnfiguraciénééntral y por lo tanto son esenciales
para entender la dindmica del problemas

Este capitulo estd basado en las notas de Richapd Moeckel: Celestial Mechanics —
especially central configurations [22].

2.1. Conceptos generales

Consideremos n particulas de masa m; > 0 y vector de posieion q; € RY con

i = 1,...,n respectivamente; moviéndose de acuerdo a la segunta-ley de Newton.
Como mencionamos antes, las ecuaciones de movimiento son
" mymy( di)
m;q; = E % (2.1)
=1 Qi ¥l
7]
donde g;; = [|q; — q;|.
Definicién 2.1. Una configuracién q = (qi,. .., q,) € R™\A es llamada configura-
cion central si existe un A > 0 tal que
m;i(d; —q;) ,
/\(qJ - qm) = E (3 H 1 S J S T, (22)
i#] Lij

11
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dondé q,, = %{mlql +o M), M =my+ - +m, v A ={q =4q;,i # j}.

En pogas.palabras, una configuracion de n cuerpos es central si el vector de ace-
leracion de @@da cuerpo es proporcional al vector de posicion. Notemos que d = 1
correspondea_uha configuracion colineal, d = 2 a una configuracién planay d =3 a
una configuracion espacial.

Ahora veamosla=versién vectorial de esta definicién. Sea q; € R\ A, diremos
que qq es una configuracion central si existe una funcién p(t) > 0 tal que

q(t) = p(t)qe, VEeR

es solucién del problema’de n.cuerpos. Entonces q, representa la forma (constante)
de la configuracién y p(t)wel"tamano. Sustituyendo en las ecuaciones de movimiento

M = —VU(q)

v usando el hecho de que U(q) esdlothogénea de grado —1 lo cual implica que VU(q)
es homogénea de grado —2, obtenemaos

Mjp(t)qo ==VU{p(t)ao) = (p(t))*VU (),
haciendo A = (p(t))?p(t) tenemos

esta es la ecuacién que proporciona la fofma de'la@enfiguracion, la cual es constante,
mientras que

. A Ufan)
P (’) = PR A= _%1
p(t) dp Mo
es la ecuacion para el tamano de la configuracion.

(2.4)

Notemos que la ecuacion diferencial (2.4) es reducida al*problema de Kepler con
momento angular cero, cuyas soluciones son representadas por Ja dieloide de Newton
(ver la Figura 2.1). La ecuacién (2.3) es la ecuacién de configura€igmcentral, la cual,
como veremos enseguida, es la misma que la ecuacién de puntos criti(.‘a del potencial
restringido a una esfera. Por otro lado, observemos que calcular las cefifiguraciones
centrales se reduce a encontrar los ceros de esta ecuacién, lo cual desafortunadamente
en general es un problema algebraico muy complicado.

Ahora, consideremos la métrica generada por el producto escalar {q,q)== g’ Mq
en el espacio R3". Sin pérdida de generalidad podemos fijar el tamaifio de una eefifigu-
racién central. Para analizar las configuraciones las restringiremos a la esfera unitaria

S = {q € RS”\A : (q, q) = 1: an‘iqi - D}

i=i
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C
O/.
L p(t)
o
\j}.

@O
Vo
Fig%t Cicloide de Newton.

/\

Teorema 2.2. Las conﬁguraciones@trales son los puntos criticos de Ulg, lo cual
es equivalente a U|7— .

Demostracion. A partir de la ieion dVlﬁguraciones centrales tenemos
U(q) (5 ,

es decir, Vg O‘
n dU( n
o O
i=1 i i=1 o
. *

o equivalentemente %

—VU(q) = Azmiqi-

i=1 ( 9

Ahora multiplicamos escalarmente por el vector q; y obtenemoO

~VU(q)-q; = i/\miqi - q;. ®)\

mos el teorema de Euler y teniendo en cuenta que (q,q) = q” Mq, obte

Ulq) = Aa,q) @

donde (g, q) = constante, y obtenemos que VU|g = 0. \S\

De acuerdo ala métrica ilizada, el momento de inercia puede ser expresado COG\
I = %(q: q), de tal forma que VU|;-.. = 0, entonces las configuraciones central
son los puntos criticos del potencial con momento de inercia constante. O«

gor otro lado, ya que U es una funcién homogénea de grado —1, ent%jplica-
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Como consecuencia podemos construir soluciones del problema de n cuerpos re-
solviende”la ecuacién (2.3) y multiplicando la solucién por cualquier solucién del
problema/Kepler colineal.

Ahora vamos a utilizar la ecuacidn (2.3) para obtener las tres configuraciones
colineales o dé Euler.

Sea r = @ < gf, y = g3 — q2 y supongamos que las particulas estin ordenadas
tales que ¢ < g <(gqzdonde ¢; € R para i = 1,2, 3 (ver la Figura 2.2).

& L
ma Mo ms

Figura 2.2: Cenfiguracion colineal de 3 cuerpos.

La ecuacién (2.3) se reduce al sistema

ma A ot me
A.’If—¥+_23_7;2 = U,
* v Az +y)
My +41 m 11
Ay — % _zl B 712 = 0.
y N X

Eliminando A obtenemos una 1inica ecugcidn homogénea en las variables x v y, dada
por

f(a) = (my+mg)a’+ (3my +2ma)a* + (3my +my)a® -(3ims +ma)a® — (my +ms)a.

donde o = y/x. Este polinomio es conocido como la ecuacigmguintica de Euler y sus
raices positivas determinan las configuraciones colineales de 3 cuerpos. Notemos que
los coeficientes de este polinomio tienen un solo cambio de signd, de“tal forma que la
regla de los signos de Descartes implica que tiene al menos una raiz positiva. Luego,
dada una a > () existe un plano en el espacio de masas, el cual eonsiste en ternas
(mq, ma, my) para las cuales la configuracién central de Euler estd detephinada por el
cociente de las distancias relativas. Este método no sirve en el problema dé cuerpos
va que en ese caso obtenemos un polinomio en dos variables.

En 1765, Leonhard Euler [18] descubrié estas configuraciones centrales ¢oliieales,
las cuales fueron las primeras soluciones explicitas del problema de 3 cuerpossEuler
[18] desarrolld y analizé el polinomio f(«), y encontré que dadas las tres rhasas,
existen solo tres configuraciones centrales colineales para el problema de 3 cuerpos,
Ademads, demostré que si las velocidades iniciales de los tres cuerpos son elegidas
adecuadamente, entonces cada particula se movera periddicamente sobre una elipse,
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-

M3

&
5.
7
N
£

O B Ty
a 2.3: Solucion colineal de Euler.

pero en todo momento las 3 particulas se mantendran sobre una linea recta, ver la
Figura 2.3. -

Unos afios més tarde, en 1772, 45L. Lagrange [15] redescubri6 las soluciones de
Euler y demostré que para cualquﬁ@ccién de tres masas, al elegir adecuadamente
las velocidades iniciales, cada uno de ﬁkuerpos se movera sobre una orbita eliptica
formando una configuracion de 1gulo equildtero para todo tiempo. Estos triangu-
los varian el tamano pero no la ; (w??igura 2.4). Otro resultado importante
para 3 cuerpos es que la tinica posibilidad ¢ e 3 cuerpos formen una configuracién
central no colineal es que su confi ion s«ﬁ'l ridngulo equildtero, (ver apéndice
Ny &

Figura 2.4: Solucién equildtera de Lagrange. @

Una generalizacién de las configuraciones centrales de Lagrange para n
con masas iguales es el n-dgono regular. Posteriormente en 1910, Moulton
contrdé un resultado general para el niimero de configuraciones centrales para
n > 3, lo cual resumimos en el siguiente resultado.

Teorema 2.3 (Moulton, [8]). Para n > 3, existen n!/2 configuraciones centrales ¢
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colinéales. En particular, cada arreglo de las particulas en la linea definen una confi-
guracionstentral.

Ahora, i temamos en cuenta las soluciones de Euler y Lagrange discutidas ante-
riormente, observamos que han sido obtenidas a partir de una configuracion central,
a las cuales lestaplicamos una rotaciéon seguida de una homotecia, de tal forma que
cada particula sefnueye en una érbita eliptica, conservando siempre su configuracién
inicial colineal o de'teiangulo equilatero. Por lo que podemos concluir que las configu-
raciones centrales también tienen movimientos homograficos, en los cuales cambia por
rotaciones y homotecias{y gada cuerpo tiene un movimiento Kepleriano (eliptica, pa-
rabélica o hiperbdlica en Tuncién del signo de la energia), con la misma excentricidad

e. En el caso de Euler y hagrange la érbita kepleriana es eliptica.

2.2. Soluciones homograficas

Las configuraciones centralesgeneran las tinicas soluciones explicitas del problema
de n cuerpos, llamadas solucidnés-homogrdficas, ademas estas tienen la propiedad de
que la configuracion de los n cuérpes.permanece similar para todo tiempo.

Definicién 2.4. Una solucion q(t) =, (¢). -¢" q,(t)) del problema de n cuerpos se
llama homogrdfica, si existe una matrizTotacion(Q(¥), y una funcién escalar p(t) > 0
(dilatacién), tal que para toda i =1,2,0.. n v pard tedo tiempo ¢, se tiene

a:(t) = p(H)Q(t) g,

Tomde qf — (o0 0y nq S TG .
donde " = (qf, - , q)) es una configuracién central.

Luego una solucion homografica se mueve de tal forma que egssimilar a ella misma
cuando el tiempo ¢ varia. Por otro lado, si () es la matriz identidad (no hay rotacién)
las soluciones homogréficas se llaman soluciones homotéticas; mientras que si p(t) = 1
se conocen como equilibrios relativos, caracterizadas por

a; = Qt)q?, i=1,2,...,n.
En estas soluciones los cuerpos se mueven alrededor del cegm de masa, y [aS-distan-
cias mutuas no cambian cuando ¢ varia, (ver la Figura 2.5). En tal caso, cada partieyla
seguird un movimiento kepleriano. En particular, si éste es circular, se habla dé an
equilibrio relativo, porque son soluciones de equilibrio en un sistema de coordenadag
rotatorias. Este equilibrio sdlo puede obtenerse en movimientos sobre un plano, de
tal forma que las soluciones homograficas no existen para problemas en R?.
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Figura 2.5: Equilibrios l@vos (Figura tomada de [17]).

En conclusién, toda solucid

generada por una configuracién ce den s en la cual cada cuerpo se 1
en una orbita kepleriana. . —

Como consecuencia de lo anteriormente\dicho
rentes tipos de configuraciones centrales,

nos observar que existen dife-
las dividiremos el conjunto de

Qa estuc
configuraciones centrales en clases de equi .encia; pa@ﬁnir éstas aprovecharemos

el hecho de que el potencial U sélo depende de las posiciénes de las particulas.

Definicién 2.5. Dos configuraciones centrales son equivale

@si son semejantes en
el sentido de la geometria euclidiana, esto es, cuando una réfacién o un cambio en
la escala hacen coincidir ambas configuraciones. De esta forma lo hablamos de
configuraciones centrales nos estamos refiriendo a un represent t@ cada clase de

equivalencia.

Proposicién 2.6. Una configuracion q(0) € R¥\ A al tiempo t =0 es configu-
racion central, si y sélo si, existe una solucion homotética del problema de n
cuerpos, con q(0) = g como configuracion fija. ;

Demostracidn. <) Ya que la funcién potencial U(q) es homogénea de grad
tenemos que VU es homogénea de grado —2, entonces

—(p(t) * VU(a0) = Mii(t)q(0),

Xe

O

*
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C

de d@ )
7
~VU(qy) = Mp*(t)p(t)a(0),

y por lo tan@pnemos que A = (p(t))? j(t), de tal forma que q es una configuracién
S

central.

=) por hjpobf iste una solucién q(t) a la ecuacién §(t) = Aq(t), la solucién a
esta ecuacién es d rma q(t) =p(t)qg lo cual define una solucién homotética. O

o




Capitulo '3

Configurac¢iones centrales de
Dziobek

En este capitulo presentamos la“teoria general de las configuraciones centrales
de n cuerpos en el espacio de difftensién n — 2 conocidas como configuraciones tipo
Dziobek, caracterizadas a través-dgun sistemia de ecuaciones algebraicas propuestas
por Dziobek [21] en donde las distangias mtituas son usadas como variables.

En particular nos interesaremos.en el estudio de configuraciones centrales del
problema de 5 cuerpos con masas iguales.

3.1. Teoria de Dziobek

En esta seccién vamos a desarrollar las herramientas fiecesarias para estudiar
configuraciones centrales en la notacién planteada por Dziohek:

Iniciamos considerando n cuerpos con masas m; > 0, y vectetes.de posicidon q; €
R? coni=1,2...,n. Sea M = m; + - +m, la masa total del Sistema y

1
i —(miqy + -+ + Mad,)

el centro de masa de los n cuerpos. Sin pérdida de generalidad fijamos‘elorigen de
coordenadas en q,,.

q]ﬂ.

En el capitulo anterior vimos que q = (qi, .. ., q,) es una configuracién céntral si
existe una contante A tal que

Zr {9 —a) _ =X — Q) . i=1,....n (3.10
~ g —al’
J#i

19
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Si'sugtituimos la expresién del centro de masa q,, en la ecuacién (3.1), obtenemos

A
i=1 ”qJ q’“ .
J#t

= —/\—Z?NJ(]J—F/\( ?{})

J'#i
= UZ?NJ%—F)\ZW
J#r J?EI

Luego podemos concluir que sessatisface la siguiente relacion

~ (4, 44) A
a7 JFi

v al factorizarla obtenemos

i (q; — i) (% T %) =0. (3.2)

3
Tars a
J—l
Sea ¢, = ; — q;|| la distancia mutua entre la i-éStma v j-ésima particula vy
i y. 3

definimos s;; = qu para 1 <i < j < n. Usando esta nota€ion la ecuacion (3.2) toma

la forma
i (q; —ai) 4‘_% + ) -0 (3.3)
— M

J#i

Ahora vamos a expresar las ecuaciones (3.3) en términos de distam€ias mutuas,
para lo cual requerimos escribir el momento de inercia en términos de éstas.

Proposicién 3.1. El momento de inercia en términos de distancias mutuas gqueda

expresa.f.lo como
T
Ve
= mmy. ¢,
2M & Tk

j<k

donde gjr = |lq; — qx|| -
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Demostracidn. Sea

1 I ) 1 n n )
sz MGy = TZZmJ-m;\. (a; — a)
2M T 2M(2) po=r e
1 n n I I
= WZZTN,J-?N,;; (qf —2q; qi + qf)
=t k=1
1 n n I n n
SV QZZTT?..J-TTJ..kqj - QZZTT?..J-TT?..k (q; - ax)
- j=1k=1 j=1k=1
1 T T I T T
=5y Zvra..kara..J-qf - Zm.qu- : Zwra..qu
f k=1 j=1 j=1 k=1

Dado que en una configuracién central el centro de masa permanece fijo, sin per-

L
dida de generalidad, lo fijamos en elfrigen, es decir, Y “m;q; = 0. Luego obtenemos
i=1

1 & P
Wzmjm-kqjk =7 M) =1.

j<k

O

Ahora vamos a usar las identidades(de'Dziobék“para obtener las ecuaciones de
configuracioén central en términos de distaficias mutuds,

Sea (qi,q2, . .., qy,) una configuracién desn cuerpos=€on masas my, Mms, ... M, NO
cero, respectivamente. Supongamos que la configuracién estd en un subespacio afin
de dimensién n — 2, entonces existe un vector A = (Aq, Ag?" .4, A,) € R™ tal que

AIQ.I + AZqZ +oeee Auqu = D: (34)

ZAI':U: (AI:AQ:"':Au)?é([):[):"':[))i
i=1

ver més detalles en [21], [3].

Lasegunda relacién de (3.4) nos dice que uno puede elegir cualquier origénspara los
vectores q;. Ademas, si los g; no estan contenidos en un subespacio afin de dimension
n — 3, entonces existe un vector no cero (A, Ay, -+, AL) € R™ que satisface 3.4),
el cual es 1inico salvo un multiplo constante real, ver [3]. Luego la n-ada A estd bien
definida salvo un factor constante.

Por otro lado, siguiendo las ideas de Albouy en [2], podemos dar una interpretacion,
geométrica de las n-adas que forman al vector A. Si Ay # 0, uno puede normalizarla
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usando la restriccion A; = —1. Como consecuencia, Albouy afirma que el punto g
es el bari€entro de qa, ..., g, v los A; son los pesos baricéntricos de la configuracion.
La otra interpretacion de los A; es debida a Mobius, quien afirmé que éstos son los
voliimenes arienhtados de forma conveniente del simplejo definido por todos los puntos

Ak, k # 1. Luegoel factor corresponde a la libre eleccidén de las unidades de volumen.

Ahora considerenfos n puntos con vectores de posicién qy, - - ,q,. Luego existen
n(n—1)/2 distanCiasmutuas g;;, las cuales usamos para formar la llamada matriz de
Caley-Menger dadaspor

0 qfy a5 -+ i, 1
QEQ [g qgi} e (;gu 1
qiz 933 O o g, 1
M — .13 23 ! 3
: o1
qlzn an qgn T 0 1
1 1 1 .- 1 0

El determinante de Cayley-Mengér es igual a ((n — 1)!)? veces el cuadrado del
hipervolumen formado por los #-piintos €, R" !, ver [28]. Luego, M| proporciona el
hipervolumen del simplejo genetadespor nfpufitos en R"~!. Por ejemplo, para n = 2
equivale al cuadrado de la distancia Enclidiana’entre dos puntos; para n = 3 equivale
a cuatro veces el area al cuadrado del/triangulotformado por tres puntos; y por tltimo
para n = 4 el determinate equivale a“36-veces elwolumen al cuadrado del tetraedro
formado por cuatro puntos, y asi sucesivamente.

Por lo tanto, si |[M| = 0, obtenemos las condiciones necesarias y suficientes para
que n puntos estén en el subespacio afin propio de R" %

Haciendo uso del planteamiento dado por Dziobek ens21j, Albouy en [3] dio la
siguiente definicién.

Definicién 3.2. Si existe un vector A € R™ no nulo que satisface
ZA:'SU = Z Ajsi, 1<j<k<n,
i=1 i=1

i A, =0, (3.5)
i=1

—32 _ A AL o
.0 = —+0 , 1<i<j<n,
“ M mim;

b

donde M =mq+ma+ -+ +m, vy s = qu: para algin nimero real o, entonces a la
configuracién (qy,qa, -, qy) se le lama configuracion central de Dziobek.
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Y@ las distancias mutuas aparecen de forma explicita en las ecuaciones (3.5),
entonce watural pensar en una expresion de los A; en funcién de las distancias
mutuas. nbargo tales expresiones contienen raices cuadradas, lo cual complica

mucho los cd s. Con el fin de hacer mas faciles los cdlculos vamos a simplificar la
notacién, pa ual definimos

O/ ti = Z Ajsi,
=1
>
y éstos deben ser iguale% =

En [1], Albouy y Chenq( demostraron que las ecuaciones de Dziobek (3.5) se

pueden escribir en forma sim &l@ como

1 ji<n
Z A =0, : (3.6)
= ‘7
-2 A CAGA
5.2 = — ) O <i<j<n
i T m;’ (& =tsJ=
/ )
En el capitulo 2 vimos que las cox 1011es§)trales son puntos criticos del
tencial U bajo la condicién de que el m nto d ia sea constante [y. Luego,

uscar configuraciones centrales de n cuerpos en el es
equivalente a calcular los puntos criticos del potencial la restriccién de que el
momento de inercia I debe ser constante e igual a I, mi que el determinante

de Caley-Menger G = |[M| = 0. Luego debemos encontrar untos criticos de la
funcién

fin de dimensién n — 2 es

V(S.,;j) = U(S.,;j) + /\(I(S.,;j) — I(}) =+ G’G(Sij) :%
donde A y ¢ son multiplicadores de Lagrange.

Lo anterior es equivalente a buscar dos niimeros reales A y o tales"qu Sara toda

iy j se cumpla
ou ol 3G 6
+A—+o0 = 0.

dez_, 0sij d@w (9 3.7)

En [21], Dziobek demostré que existe un niimero real 3 tal que \SE\

G O

88.,;_;,' ' e ¢
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Ahora vamos a expresar la funcién potencial y el momento de inercia en términos
de distan€ias mutuas al cuadrado s;; = q;‘}: tomando la forma

U= Z mym;(s;;)

1<i<j<n

v

1
I= Wi Z MM 845,

1<i<j<n
Notemos que 1(s;;)"e€¢ una funcién real que define al potencial. Siguiendo las
ideas de Albouy en [3], requeTimos que la funcién 1/(s;;) sea estrictamente creciente
alt i a ot 11 A Al o
(¥"(s;;) > 0) y estrictamente céncava (¢"(s;;) < 0).

. . . . . 1
En particular observemos dquédos potenciales Newtonianos del tipo ¢(z) = &2
i)

satisfacen ¢//(z) = —%:1:_": y " (x¥="22"% de donde ¢"(z) > 0.

Observemos que si todas las masa$ don iguales, entonces (3.7) equivale a la exis-
tencia de dos nimeros reales o y45 tales que para cualquier eleccién de iy j se tiene
que

i . i 3
O (S4 )= i+ BAN; (3.8)

3.2. Configuraciones centrales. convexas y conca-
vas

La envolvente convexa de un conjunto de puntos, también denominada cierre
convexo o conver hull en inglés, es el menor conjunto convéxo,que contiene a dichos
puntos.

La envolvente convexa, denotada por Conv(q), de una configuracién de n cuer-
pos con vectores de posicién q € (R%)" es la envolvente convexa efiNR? con vértices
{qr}. Decimos que una configuracién q es conveza si cada punto ¢ estd en la fron-
tera de Conv(q) como subconjunto de RY; y es estrictamente conveza$i'no hay qz
en la envolvente convexa de los otros vértices. Luego, configuraciones géhcavas son
configuraciones que no son estrictamente convexas, o bien, configuraciones<éstricta-
mente concavas son configuraciones que no son convexas. Por tdltimo la dimension de
una configuraciéon q es definida como la dimensién de la envolvente convexa,lesvdecir
dim[Conv(q)].

En pocas palabras, una configuracion no colineal de n cuerpos es céncava si, al

menos uno de los cuerpos esta dentro de la envolvente convexa del resto de los cuerpos,
en caso contrario es una configuracién convexa, (ver las Figuras 3.1 y 3.2).
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convexa \S\ *

iy
my convexa
My T O
concava
@ my msg
ms ma

" "

Figura 3.1: Ejemplos de co:@ﬁraciones céncavas y convexas de 4 cuerpos en R2.

A

pectivamente. @
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Utia_definicion alternativa para determinar la concavidad de las configuraciones
en términos de Dziobek es la siguiente.

Definicion 3:3. Una configuracién de n particulas en dimensién n — 2 es llamada
concava si todos los A;’s tienen el mismo signo excepto uno. En caso contrario es
llamada convera,

En otras palabras;siuna configuracion (q,. - - ,q,) tiene dimensién n—2 y cumple
con las ecuaciones (374 )sentonces es convexa, si y sélo si, al menos dos de los A; son
positivos o cero 6 al menos dos de los A; son negativos o cero, ver [2]. Por ejemplo,
si n = 5 podriamos tener

N A <0< A< Ay <A (3.9)

Por otro lado, la identidad dé\Dziobek
3
2

A AN,
s, (3} +o .
Y M mym;

implica que si una configuracién de n cuerpos es invariante bajo la accién de rotacio-
nes, entonces algunos A; deberdnsSer iguales.

3.3. Configuraciones ‘centrales-de 5 cuerpos en R’

Usando el esquema de Dziobek, en esta seccion #amos a estudiar las condiciones
que deben cumplir las configuraciones centrales para 5'ceuérpos, pero antes vamos a ver
un par de teoremas sobre condiciones de simetria para‘lag'configuraciones centrales
convexas de 5 cuerpos con masas iguales en R,

3.3.1. Simetria para configuraciones centrales ¢onvexas

En esta seccién presentamos los resultados de simetria dados per Faugere y Kot-
sireas [14], los cuales nos permiten afirmar que todas las configuraciefies centrales
convexas del problema de 5 cuerpos en R® son simétricas.

Observemos que cualquier hipétesis de simetria en la configuracion certral defi-
nida por 5 cuerpos en R® puede ser expresada por una desigualdad de algtifias\A,’s,
asf como algunas desigualdades entre los ¢;;'s. Por ejemplo, un plano de simetrfarim-
plica que al menos dos de los A;’s son iguales, ver [29]. Las configuraciones coiun
eje de simetria deberan ser invariantes con respecto a ciertas rotaciones. Ya que bus-
camos estudiar las configuraciones centrales en R?, entonces sélo debemos considerar
rotaciones con angulos de rotacion 7, %Tr v .
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Sea L= {1,....5}vi, j, ke, I =min(T\ {4 k}) vy m=mix (T\ {4, j,k}). Los
indices [y"m son determinados tinicamente por los indices %, j, k. Sea E;;;. la siguiente
ecuacion:

1 1 1 1 1 1
Sii" Sik, Sjk | T | Sij  Sik Sjk

Srik S.Ej ‘S(Ei Pk Srm,j Srm,i

T 1 1 1 1 1 1 1 1
= Sy “'-"‘Ej St |+ | Smi “'-"‘m,j Smk |+ 2 “'-"‘r'j Sik “'-"‘jk
SH S&j Srik ‘Sm,i ‘Sm,j Dk Sr:'j Wil Rk

Albouy en [3] demostré que e’ una configuracién central se cumplen las ecuaciones
EI' k-

Ahora vamos a demostrar elsigiiiente lema que nos auxiliard en el teorema de
simetrias.

Lema 3.4. Sea ¢ una funcién estrictamente concava en R y a > b > ¢, entonces

y N1
as bee R |>0. (3.10)

iy a(0) Hofe)

b—e¢
a—c

. Ya qué o= b > e genemos que v € (0,1). Entonces

Demostracion. Sea v =

b = c%fa—c)
= vya+(l—7)c
Dado que ¢ es una funcién céncava !, tenemos
o(b) = olya+(1—7)c)
yé(a) + (1 = 7)o(c)
= y¢la) + ¢(c) —yolc)
= ¢(c) +7(s(a) — ¢(c)),

Y

v por lo tanto
P(b) — o(c) > y(¢(a) — ¢(c)).
Si sustituimos el valor de v obtenemos

0(b) —9(c) _ (9(a) = 6(c)) (3501

b—e¢ a—c

Una funcién es estrictamente céncava si para cualesquiera dos puntos z, y € dom(f) con = # p
v para cada t € [0, 1] se cumple que: f(fz + (1 —t)y) > tf(z) + (1 — ) f(y)
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o,Z (c=b)pla) + (a —c)o(b
& (¢ —b)o(a) + (a —c)o(b :
O;(b —c)p(a) + (a — ) p(b) — (a — )(c) + (b — c)¢(c)

(b c)[e(c) — (a)] +

5

lo cual es equivalente a O

o

L L a—c b—c
s ol oty (Dho@) =00 o) =600 | (312)
Usando (3.11) obtenemos@ ‘7
w—dwwngifw€@ﬂd—dﬂbw
y por lo tanto /‘ B
1 1
a b ¢
d(a) o(b) @(c)
|

Teorema 3.5. Toda configuracién central espacial (3011me D cuerpos con masas

iguales es simétrica. O

Demostracion. Realizaremos la demostracion por contradiccion, pard lo ¢ual supone-
mos que la configuracién no es simétrica. Ya que la configuracion cen s convexa
y no simétrica, entonces tenemos que todas las desigualdades en (3.9) son, estrictas,
es decir
A< Ay <0< Ay <Ay < A 3.13)
Por otro lado, dado que la configuracién es central, existen dos niimeros raq@ a
v 3 tales que C\
Al _ .' . . "
lp (S‘ij) =+ .3A1,AJ: (C} @

donde 1) es un potencial. *
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Sifi pérdida de generalidad, podemos suponer que 3 > 0 (si § < 0 obtenemos las
desigualdedes opuestas) y definimos S;; = ¢/(s;;).

Usandolas.desigualdades (3.13) y (3.14) podemos ordenar los S;;, por ejemplo
514 — 515 = ,BAI(A4 — As):

de donde Ay — A <0 y como Ay < 0 entonces A (Ay — Aj) > 0, de tal forma que
514 — 515 = ().

Llevando a cabo uif’ amdlisis similar para todos los S;; obtenemos las siguientes
desigualdades
15, S1a < S13 < Soz < Si2
S14 T8 S34 < S35 < S5 (3.15)
S5 < o Soq < Sz < S12
Sos < Sss.
Notemos que no podemos compatar directamente Sys v S34.
En una seccién anterior vids-ghe '(8 )’es una funcién estrictamente creciente,
entonces S;; también lo és. Luegh tenemos dagsiguientes desigualdades
S15 < S14=guSq3 < S23<0NS12
514 < Soyq <834 < S35 £ 845 (31())
S15 < Sa5 < Shy SeSa3 < B2

825 < 835.

Observemos que no podemos comparar directamente $,5 v.83,.

Usando (3.16), (3.15) v del Lema (3.4) obtenemos los signgs de los determinantes
que aparecen en las ecuaciones E;;.. En particular veamos quela ecuacion o3 no se
cumple. Iniciemos por calcular el signo del primer determinanteen el lado izquierdo

de FEls3, para lo cual hacemos uso de la relacién (3.12)

1 1 1
S19 S13 823 S12 — S23 S13 — S23
S12 S13 0 So; =
S314— S1a Sos — Sua

Szt S Su
= (812 — 523)(524 — S1a) + (523 — 513)(S34 — Si),
v aplicando las desigualdades (3.15) y (3.16), obtenemos que s12—S23 > 0, Sz =51 >
0, 593 — s13 = 0 v S34 — S > 0 de donde podemos concluir que

1 1 1
S12 S13 Sog = ().

Sz S Su
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Ahora, realizamos el mismo procedimiento para el otro determinante del lado
izquierde”de E123 v obtenemos

X ! 1 s S s s
. . S12 — Sag S13 — Sa3
512,518 So3 =
S35 — 515 Sas — 51
Lg:;s ‘925 1_91 5 35 15 25 15
= (S12 — 523)(S25 — S15) + (823 — s13) (S35 — S1s5)
> (.

En lo que sigue mostrarémos que los tres determinantes del lado derecho de Eja3
son estrictamente negativos. Miciemos por observar que

1 1 1 1 1 1
S14  S24 584 = —| S3¢4 S S14 |,
S1a Sz Su S31 S2a Suia
1 1 1 1 1 1
S15 S25 S35 | = N | S35 So5 S15 |, (3.17)
Sis S 9% Sss Sz Sis
1 1 1 1 1 1
S12 513 S23 =5 5127 S83 0 S13
Sz Sz Sn Sta 9537 Sis

Notemos que S3q > Sgq > S14, S35 > So5 > S15 VS8 >)S93 > S13. Aplicamos el
Lema 3.4 obtenemos

1 1 1 1 1 1
S34 Soq S | >0, S35 So5  S15 |50
S31 S2a Su Sz Sas Sis
1 1 1

S12 Sa3 Sy | = 0.

S12 Sa3 O3
Usando (3.17) obtenemos
1 1 1 1 1 1

sS4 S2q 834 | <0, S15 So5 S35 | <0,

S1a Sz Su Sis S2s Sx
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1 1 1
S12 S13 Sog | < 0.

Sz Sz Sos

Como consecuencia tenemos que el lado derecho de la ecuacién Eja; es negativa,
de donde obtenemos ina contradiccién. La hipdtesis de que la configuracién central
convexa no es simétficaes falsa. |

Proposicién 3.6. Dados 5 cuerpos de masas iguales, no existe configuracion central
convexa tal que
A1<A2{U{A3SA4SA5.

Demostracion. Sin pérdida de.géheralidad en la ecuacion (3.14) podemos asumir que
8 = 0 (st § < 0 obtenemos désigualdades en sentido contrario). Usando (3.13) y
(3.14) podemos ordenar los S;;, pef e€jemplo

514 - 515 = ﬁAl(Asi - As)

v Ay — Ay < 0 implica Ay (Af=24A;) 270, de donde obtenemos Sy — S15 > 0.
Realizando andlisis similares paré el.resto de les S;; obtenemos

Si5 < Si=S13,< Sog Spp
S1a4 < Spy <34 S35 E S5 (3.18)
Sis < S5 < Shy S=Sa3 <V

Sos < Sasf

Usando una vez mas el hecho de que v/’ es una funcibn_estrictamente creciente,
tenemos las siguientes desigualdades:

S15 < 814 < 813 < So3 < S12
S14 < Spq < S34 < S35 = S45 (3.19)
S15 < S5 < Sou < Sg3 < Si2

S95 < S35.

Ahora, observemos que se siguen cumpliendo siguientes desigualdades €strictas:

S12 > Sa3 > S13
S34 > S2q > S14

S35 =~ So5 = S15.
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USando estas desigualdades, podemos concluir que al igual que en la demostracion
del teorema 3.5, los dos determinantes del lado izquierdo de la ecuacién Ep.3 son
positivos,dunientras que los tres determinantes del lado derecho son negativos, con lo
cual tenemasyuma contradiceion. O

3.3.2. Configuraciones centrales de Dziobek en el problema
de 5 cu€érpos con masas iguales

En esta seccién aplidaremios la teorfa de Dziobek para calcular las configuraciones
centrales de 5 cuerpos con masas iguales.

Considerando que la matfiz_de Cayley—Menger nos proporciona el hipervolumen
del simplejo formado por 5 partieulas, salvo un factor constante, entonces si queremos
buscar configuraciones centrales ded.cuerpos en el espacio afin de dimension 3 = 5—2
entonces el respectivo determinantesde, Cayley—Menger se debe anular.

Sea GG el determinante de la matrig-guie representa a la matriz de Cayley—Menger
para el caso n = 5, satisfaciendé/la sighiente _condicion

2 24 2
[.) 45 4q 13 qf:i q 15
Qiz 2 033 q’fﬁ ‘Tﬁs
=11 13 q 2 [? 934 ‘?§4
QE 4 4 %4 ‘?f 4 [g 15
d15 q2 ‘I% 9 0
1 1 1 1 1

(= e e

Como hemos visto antes, buscar configuraciones centrales de 5 cuerpos en las
variables ¢;; para 1 < i < j <5, es equivalente a encontrar les puntos criticos de la
funcién potencial U restringida a que el momento de inercia sea-constante [ = I, v
que el determinante G = (. En otras palabras, debemos encontraplos puntos criticos
de la funcién

V=U+\I—-1)+0G, (3.20)

restringida a I = Iy y G = (), con multiplicadores de Lagrange A y o.
@otenms que la funcién V depende de 12 variables: A, o y ¢;; para 1 < </ 7 < 5.

ea A; el volumen del tetraedro formado por cuatro masas exceptuandga m;.
o~
fijamos el orden de las masas, entonces Ay, ..., As son los volimenes coni\sigho

e los cinco tetraedros orientados con vértices (mg,ms,ma,ms), (ms, ma, ms, ),
(ma, ms, my, mz), (ms, my1, ma,m3) y (mi, ma, m3, my), respectivamente.

Los voliimenes A; de los respectivos tetraedros estan determinados de la siguiente
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forma’

2 2 2

0 a5 a3 g3 1 0 qfy aiy afs 1
9% 0 @ @ 1 g 0 i g3 1
36A7 = "g2eng?. 0 ¢ 1], 36A2= ¢k & 0 ¢ 1
@ 4 g5 0 1 a5 a3 g4 0 1

1" mMy.1 1 0 11 1 1 0

0 @\ a5 1 0 iy a5 1

0 0" @) 1 i, 0 a3 65 1

36A2 =1 q2, & 0 ¢ 1], 36A2=|¢% & 0 ¢% 1
ats @5 qie” O 1 s @ a3 0 1

1 1 1 “L70 11 1 1 0

0 ¢ iy i

. Q:f'z [.) @3 Q-:i
36A2 = qiS qéS [g a2
Gy 9u Banl

1 1 v/ 0

P pe e

Definicién 3.7. Diremos que q &(R*)° es"un& configuracién central de 5 cuer-
pos en R tipo Dziobek, si existen constantes A3} € R, v un vector no nulo A =
(Ay, -+, As) € R® tales que

A +As+ A3+ Ay +A;=0,

5
> Aja; =0, (3.21)
7=1

_3 A ANGA

J M mim;’ :

Observemos que el exponente —E‘ refleja el hecho de que estamos trabajando con
el potencial Newtoniano donde la fuerza de atraccidon mutua es el invérse.de las
distancias mutuas. Ademads, en esta definicion se usan como variables los cuadzados
de las distancias relativas s;; = qi.: lo cual nos motiva a definir unas nuevas variables
de la siguiente forma:

5

ti=» siyldj,  i=1,...5.

J=1
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Explicitamente este conjunto de ecuaciones son

tiy = Agsio+ Agsiz + Agsyy + Assis,
ty = Aysio+ Asgsog + Aysas + Assos,
t3 = Arsiz+ Aosez + Agsgy + Assas,
ty = Aysig+ Aopsoy + Agszs + ANssys,
lg = Ais15+ Aosos + Agsgs + Aysys.

En [1], Albouy y Cheneiner demostraron que las ecuaciones de Dziobek se pueden
escribir en forma simplifieada como

02=0, 1<i<j<5,
(3.22)
A+ AT A3+ A+ A5 =10,

ot SR = oY)

5. . 1<i<j<5.
E M M - T
A partir de aqui vamos a considerar en ndestro estudio que todas las masas son
iguales, por lo que sin pérdida de generalidadspodemos tomar m,; = my = my = my =
ms; = 1. Luego la energia potencial del sistemaies
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

U=—+—4+—+—+—M5+ —F —+ — + —, (3.23)
12 iz G4 Q15 (23 24 25 T34 (35 45

v el momento de inercia

1 P p p p p P p p p L3 I
I= 0 (QfQ + @3+ Qg + 035 + Qo3 + U3y + G5 + 034 €S T Qfs) . (3.24)

g&ra obtener de los puntos criticos vamos a derivar (3.20)-€on respecto a las
distancias relativas, lo cual se traduce a calcular los ceros del signiénte sistema de
ecuaciones algebraicas:

av oV v
€] = < 3 €y = < 3 3= - 1
f)fh 2 ()ql 3 ()qm
ov ov oV
= = = —, 25
£ dqis’ e Doz & Iy $8.25)
A% oV dV
€r = ——, €g = -, €9 = —,
dqas qay Iqss
ov
€1g = —— en =1— 1y, e = G.

N f)qzls '
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Como”consecuencia, para determinar las configuraciones centrales, el sistema (3.25)
nos dice que hemos de encontrar los ceros de un sistema de 12 ecuaciones con 12
incognitas¢las distancias g;j, A y o.

En la sigulente seccién estudiaremos algunas herramientas numéricas necesarias
para encontrat ceros de los polinomios obtenidos del proceso de optimizacién, en
particular plantearenros un algoritmo conocido como recocido simulado.

3.4. Algoritmo Recocido simulado

El algoritmo de recocido simulado (RS) esta basado en una analogia entre la
simulacion de recocido de solides y la problematica de optimizacion combinatoria de
gran escala.

El recocido simulado es un métade probabilistico propuesto por Kirkppatrick,
Gelett y Vecchi (1983) y Cerny (1985). pata encontrar el minimo global de una funcién
de costos que puede poseer varigs minimos locales. Su accién consiste en emular el
proceso fisico mediante el cual un-gélidowseenfria lentamente, de modo que cuando,
finalmente su estructura se congela, .€sto sucede en una configuracién de minima
energia.

El método del recocido se utiliza eén la"industpia,para obtener materiales mas re-
sistentes, o mas cristalinos, en general, paraymejorar las cualidades de un material. El
oceso consiste en “derretir” el material( galentarlo ammuy alta temperatura). En esa
situacién, los dtomos adquieren una distribficion “azérosa” dentro de la estructura
del material y la energia del sistema es maxima. Luego se/fiace descender la tempera-
tura muy lentamente por etapas, dejando que en cada uné d@ esas etapas los dtomos
queden en equilibrio (es decir, que los dtomos alcancen una tenfiguracién éptima para
esa temperatura). Al final del proceso, los dtomos forman uia estructura cristalina
altamente regular, el material alcanza asi una méxima resisteficid#¥ la energia del
sist@na es minima.

a rama de la Fisica llamada Mecénica Estadistica se encarga de desarrollar una
serie de métodos para estudiar el comportamiento de grandes cantidades de atomos
de un sistema. Debido a que en promedio, en un sistema hay 1023 étor@ﬂng cm?®,
solamente puede estudiarse el comportamiento més probable del sistema elg€quilibrio
a una temperatura dada. La experimentacién mostré que los 4tomos de un siSerha en
un proceso de recocido se comportan segiin el factor de probabilidad de Boltzntamg#En
1953 Metropolis modeld el proceso de recocido: en cada paso del algoritmo al ateme
se le da un desplazamiento azaroso y se mide el cambio de energia AE. Si AE X ()
se acepta el desplazamiento. Si AE > 0, se acepta el desplazamiento con probabilis
dad exp(—AE/TK), donde T es la temperatura del sistema y K es la constante de
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..
7
3.4.1. ‘&orltmo

En esta %cc describiremos el algoritmo de recocido simulado (en inglés, si-

mulated annea gorithm), el cual usaremos para encontrar los ceros de polino-
mlon)btemdos a de las ecuaciones de configuraciones centrales. Este algorit-
mo pertenece a u de algoritmos de biisqueda local (local search algorithms)
comiinmente llamad itmos de Umbral (threshold algorithm).

Sea (S, ¢) los elemen n problema de optimizacién combinatoria, donde:

= S es el conjunto de sol es factibles.

= ¢ es la funcién costo (a eales positivos).

El problema es encontrar una i e@&e minimice ¢. Para implementar el algoritmo
son necesarias ademaés: ;
= Una funcién entorno V' de™; S

= Una sucesién {t;} (los llanwi*&ln;esho le reciente tal que ¢; — 0 cuando

k — oc.
El algoritmo estd definido como sigue Oo
Eondiciones iniciales ty > 0, ig € S, k =0 %
While £, > 0 do

Se elige j, € V;,
if e(jx) < c(ix) then irsq = ji (se acep%@
else

se elige (aleatoriamente) r € [0, 1]

eliy)—elig) %

ifr<e & then ix11 = i

else ik+1 = i’k

se incrementa £ \S\

Endwhile %

'P:;_- *
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Note que’en la iteracion k—ésima se genera un mimero aleatorio r y se acepta j si
r< exp[M].
b

En este cago, cada vecino de una solucién tiene una probabilidad positiva de
reemplazar ada Solucién actual. Los t; se eligen de forma tal que a medida que
avanzan las itetagiones, aceptar soluciones con grandes incrementos en el costo es
menos probable (péro-sigue existiendo una probabilidad positiva de aceptarlos). Para
ésto se usan dos parametros:

» [ cantidad de iteraciones que estamos dispuestos a hacer en cada etapa.

= A cantidad de aceptaciones que se permiten hacer en cada etapa.

Suponiendo que los estados 'del sistema tienen la funcién de distribucidn de pro-
babilidad de Boltzman, es decir, 14 prgbabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado j es

1 c(j)
P(y) =\= exp| ——=
) =z exp[~—~]

’ (i) )
donde t es la temperatura del sisfema, Z, = E exp[—T] v ¢(i) es el costo de la
) icd )
solucion 7.
Sea S* el subconjunto de S de las Soluciones gfie, minimizan ¢ globalmente, es
decir, soluciones éptimas del problema. Parat suficiehtemente pequeno:

Py — P/ { 0 7D

T Sexple)/ L & iS4

lo cual se obtiene al hacer  — 0. Por lo tanto

> P(jx) =1

JEESE

Notemos que dados los elementos descritos aqui arriba, el algoritmoseeocido si-
mulado consiste en una cadena de Markov no estacionaria a tiempo discréte®c(t). Si
el estado actual z(t) es igual a i, elegimos de forma aleatoria un vecino Yedeyi; la
probabilidad de que cualquier j € S(i) es elegida igual a ¢;;. Una vez que j‘ha’sido
elegido, el proximo estado x(t + 1) estd dado probabilisticamente por

\

1 , . 1 . B . )

o | e [k WE0.TG) =) s s

D )= 1o =i = [ 0500 [—rly mix(0.7G) = TG))] s FERTESE)
0, si j #14,5 & S(4)
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30 -
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DG 1:] ? ; alID 5:] EJD ?:] Blj Q::I 100
k

Figura 3.3: Desc@ Sonstante de temperatura.

Existen varias propuestas@‘lbm@m obtener una sucesién lo suficiente-
ayo

mente lenta como para permitir imero de iteraciones, algunas de ellas

+-
O
Q.2

Enfriamiento con descenso constan Ilpf@ll‘&, es decir {1 = 1 — «,
*

donde « es una constante. g

Descenso exponencial: t;.; = ot v o € [0.8,0.99]. @

Esquema de Cauchy: ¢, = 1% %

o e e — A
Criterio de Boltzmann: {; = g

o

Para apreciar mejor la diferencia que hay entre estos umbrales, véase iguras
(3.3) ala (3.6).

Como se muestran en las graficas, el criterio de Boltzmann es tedricamente
que los demas, va que alcanza el cero mas lentamente que los demas métodos, per
en este trabajo usaremos el esquema de Cauchy ya que el criterio de Boltzmann exiQ
un mayor costo de cémputo debido a la cantidad de iteraciones. *
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Figura 3.5: Esquema de Cauchy.

B
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Tik)

Figura 3.6:Criterio de Boltzmann.

3.5. Configuraciones centrales simétricas de 5 ma-
sas iguales

Las ecuaciones que definen a las configuraciones eentrales en la definicién de Dzio-
bek presentan una cierta simetria entre lag distaneiag mutuas y los volimenes, en-
tonces es natural buscar soluciones que ptesénten simetria.

Aplicando los teoremas de simetria de “Albouy podemos afirmar que si dos A,
son iguales entonces existe un plano de simetria para la“configuracién central. Por
otro lado, a partir del Teorema 3.5 tenemos que toda configuracion central espacial
convexa de 5 cuerpos con masas iguales es simétrica.

El objetivo de esta seccién es encontrar configuraciones centtales’de 5 cuerpos con
masas iguales que tengan al menos un eje de simetria, por lo que débemos considerar
los siguientes casos:

Caso 1: Ay =0y Ay= Ay v Ayz=As.
Caso 2: Ay #0y Ay = A3 =A = As.
gaso 3 A=Ay Az =Ay=A;.
Caso 4: Ap # Ay y Az = Ay = As.

Claso 5: AI: AQ = A;; Y A;l = As.
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Qteremos hacer notar que hemos ordenado los casos de menor a mayor dificul-
tad, ahord procedemos a encontrar las configuraciones centrales que cumplan estas
condiciones.de simetria.

Caso 1. Al =0 Y AQ = A4 Y A;; = As.

Sea Ay = 0,.1¢ ¢ual implica que el volumen del tetraedro formado por las masas
(mg, ms, my, ms)Sesdnula y por lo tanto las masas ms, mg, my y ms son coplanares.
Sustituimos en la ltime ecuacién del sistema de ecuaciones (3.21) tenemos

12 = 13 = 14 = 15 -

ge las condiciones Ay = &, y Ay = A; y la primera ecuacién del sistema de
ecuaciones (3.21) obtenentof qué A, = —Aj;. Ahora sustituimos en la tltima ecuacién
del sistema de ecuaciones (3.23) tenemos

A\ —1/3
34 715 = (E - Uﬂé) :

A . 1/3
(o1 = (35 = (E + G’Ai) .

-

23 = (25

(3.26)

Estas relaciones entre las distancias-telativas implica que la configuracion es una
pirdmide con una base rectangular, (vepla Figurd 7).

Si normalizamos las distancias relativas.g.s = ¢35 = ¢34 = @45 = 1, las cuales son
las longitudes de los lados del cuadrado consvérticeS mms, ms, my y ms, entonces se
obtiene que

|
.

23 = (o5 = (34 = (45 =
Q21 = qz5 = V2, (3.27)

12 = 13 = 1a = 15 = A.

I

Aplicando las condiciones (3.27) en las ecuaciones (3.20), aislaniés A y o de las
ecuaciones e; y e; y obtenemos

\_ 5 - at—1
e 7T T16a%(—1 + 2a2)°

Ahora sustituimos estos valores en la ecuacion eg, v obtenemos que la iniga raiz
real para esta ecuacion es

5 (\/5)3 1/3
(31

a= = 1.138985517 .
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Pér lo tanto, existe una tnica configuracion central que cumple las condiciones
del Casor1 y corresponde a una piramide con base cuadrada, ver la Figura 3.7.

mq

o

mo @

ms

Figura 3.7: Configuracionscentral del caso 1.

Caso 2. Al % 0 Y AQ = A;; = A;i = As.
Bajo estas condiciones de simetria, del sistema de ecfaciones (3.21) obtenemos la
siguiente relacion entre las distancias mutuas:

23 = G214 = (25 = (34 = (35 = (45,

(3.28)
12 = 13 = 14 = G15-

Las relaciones obtenidas entre las distancias relativas nos permiten deducir la’geo-
metria de la configuracién central, la cual tiene la forma de un tetraedro regularicon
una particula en el baricentro del tetraedro, ver la Figura 3.8.

Con el fin de obtener los valores de las distancias relativas que determinan la
configuracién central debemos resolver el sistema de ecuaciones (3.25). A partir de
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(3.28YTag ecnaciones e; y e; toman la forma

1

e = N + 5)\(;12 + J(—4{;‘:2r;§4 + Sr;fzr;§4r;§5 + 8(;‘1;2(;;45:;5 — 4(;‘:2(;;5

112
+ 865035415 — 4032445 + 8012433 + 4012033 B4 0%
— A il 434955 — 1201505 Ta + 4012013055 055 — 4012073055055
- 4@12‘1?3@;%4@35 — 41205305 s + 401205015 + 41261055454
— 41204955 — 12011053055 + 802014405 — 401207405505
- 4@12@%4@350%5 + 4@12@%4@35@35 - 4@12@%4@%4@%5 + 4@12@%4@:%5
— 401207, Gy i 1012033015031 + 4012035035035 — 401202035015
- 4@12@33@%4@35 — 4(;12q§3q§5q35 + 4@12@33@25 - 4912""%5934@%4
— 4q15035 834955 + Lgasti 05405 + 80120T5 D5 Bs + 4412035 G54
— 4q12435634 93 — 10fedfB a9 — 4912634034955 + 491205405
- 4912@34@%5@35 + 4912(1:;5@;34 - 4@12@3%’%&%5 - 4@12({35@%4935
+ 8@12@%4@%5@35 - 4@12@%3@%4‘?%5)
1=t %Afms + 0 (—4q3,q%q5 s +Mg3025 B — 4012013 D505 — 40120t T
— 4075474925055 + 4472071025015 & 8015 4G H A2 02575
— 44T (25050035 + 4413051025 — Ai5os 24013 Bs s = 40130105325
— 44730140105 + 8413011055 + 841301195 — V44240250535
+ 44330301502 — 441303025015 — 4013 0isoaes — 4985 Gis 02 G
- 4@%3@34@25@%4 - 4@%3@34@25@%5 + 8@%3@34@25@35 + 8@%3@355’%4
— AGTs s Toa s + 4014035025 — 4414035 + qr1a025055 — Laradrydis a2
— A4 G33025 B34 + B4 495302555 — 4014030205 + 405407503625
— 471075025 B0 — 103154092655 + 841055 T30 — 147402595405
— 433035025 B + 403025 G405 — 4035054025054 + 4075025034

+ 4G3,42505,93 — 403503, — A02 05034955 — 4035054025055

Tomando ey y e; del sistema (3.28), las resolvemos para A y ¢ vy obténémos
~ 5(b? + ab— a? b + a® + ab

~ 2b(b+a)ad 7T 8a3b7(b + a)
gonde a = q12 y b = qg5. Sustituyendo estos valores en e;; y ;5 del sistemal(8,25),
tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
2, 3,
—a"+-b"—-1=0,
36° — 8a’b® = 0.
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Las cuales tienen como solucién

V2 2v/3
¢ ’ b= a9

2 3
Por lo tantoy pedemos concluir que existe una configuracion central que cumple las
condiciones del Gaso 2, el cual es un tetraedro regular con una masa en el baricentro.

ms

my

mo

Figura 3.8: Configuration central correspondiente al Caso 2.

Caso 3. Al = AQ A A;; = A4 = As.

Usando las condiciones Ay = Ay = A7\ = Ay‘en el sistema (3.21) obtenemos
que las distancias relativas satisfacen las siguientes rélaciones
13 = q1a = 15 = (23 = (24 = (25 .

(3.29)

431 = 435 = (a5, 12

Notemos que 1inicamente hay tres distancias relativas por determinar. Considerando
mtas relaciones (3.29) en el sistema de ecuaciones (3.25), teflem6s que resolver el
siguiente sistema de ecuaciones

4a® — 6a + 2ab® — b%a® + 6b%a — 20°a — 36° + 4b — a®b — 4ba® + ba® Q|
—12a%b* + 4a’V° + 3a'b* =0 (3:30)

Dada que los ceros del sistema (3.30) no es posible obtenerlos de fornia analitica
o por un método directo, entonces vamos a aplicar el método de recocido sintulado.
Hemos codificado el algoritmo en Matlab®, y el cédigo estd detallado en el Apéridice
C. Aplicando el algoritmo, numéricamente hemos encontrado una tnica solucién para
(3.30) cuyos valores son

3 =1,  qu=1428005139629991,  g¢34 = 1.211888021417097 .




3.5 Configuraciones centrales simétricas de 5 masas iguales 45

Potr 1o tanto existe una configuracién central que cumple las condiciones de si-
metria del’Caso 3. Geométricamente hablando la forma de la configuracién central es
una doblepirdamide formada por dos tetraedros regulares unidos, la cual contiene seis
caras v cadafeara corresponde a un tridngulo equilatero. En la Figura 3.9 ilustramos
la configuracion @entral obtenida, y podemos apreciar la existencia de un plano de
simetria que pasa porJlas particulas ms, my v ms, asi como la existencia de un eje de
simetria que pasaJpor.las particulas m; y ms,.

my

ms

ms @

Mo

Figura 3.9: Configuracion centfal de 5 cuéipés del caso 3.

Caso 4. Al # AQ A A;; = A4 = As

1
Considerando las condiciones de simetria A; # 0, Ay # 0y Ay = Ay = A; en
el sistema de ecuaciones (3.21) obtenemos que las distancias relativasgfara’ este caso
estan relacionadas de la siguiente forma:

g1z = 1, 13 = tha = ths
23 = (24 = (25, 434 = (35 = (45.

Para simplificar la bisqueda de la solucién de (3.21) definimos las siguientes vas,
riables auxiliares a = qu3, b = qu3 v ¢ = @z4. Al igual que en los casos anteriores
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resolviendo e, v e para A v ¢ v obtenemos

\ (E) —2c¢2 4+ 3a® — 3+ 3V? — a® — b%ad + a®
2 a’ (—c? + 2a% — 2+ b?)
a®—1
CBABA (2 + 202 — 2 —2)

Ahora sustituimosstos valores en las ecuaciones es, eg y €15, y nuestro se problema
se reduce a encontrar(los'ceros del siguiente sistema de tres ecuaciones de polinomios
en las variables a, b v ¢

— ch.-,3 —2d° + a3 + ZMF’ +b3a? — B3 — 2b° — b°a® + b¥a® = 0, (3.31)
3a’ct 4 3¢ — 6ab’ct — 6&p2_6c'a® + 4cf + 3¢t = 0,

A+ Av?a® — 2eb%a® + ca®v? —ng —2a% + a*c+ 3c%a® — *a® — 2ea® + ca"+
2ch? + 2ca® — cb* — ca* — ¢+ 4a¥ —da® + 2b%a® — 330* 4 2cb*a” — 3c*a® 4 2¢° = 0.

Al igual que en el Caso 3, agqui vamos a usar el método de recocido simulado para
encontrar numéricamente los"céros de (3B31). El c6digo en Matlab® es equivalente
al dado en el Apéndice C, pere exceptuando las funciones F, G v H. Al resolver
obtenemos cuatro soluciones dadas ‘por

Solucion 13 g (34
1 0.699836519769916 0.699836519769916 0.848123495259391
2 1.632993161855453 1 1.632993161855453
3 1.135608671369086 1.872319390886508 . 1.661288262157793

=

1.872319390886508 1.135608671369086 1.661288262157793

Notemos que la solucién 1 corresponde al Caso 3, la solucign, 2 corresponde al Caso
2, v las soluciones 3 y 4 corresponden al Caso 4 y son equivalentes cambiando el
orden de las masas m; <+ mo, las cuales como sabemos son igualés. En la Figura
3.10 ilustramos la configuracién central obtenida, y observamos queiCerresponde a un
tetraedro con una la particula en el interior localizada fuera del baricentto pero en el
eje de simetria que pasa a través de la base del tetraedro v el apice deéste.

Caso 5. Ay #0, Ay = Ay vy Az = A

Al igual que en los casos anteriores aplicamos las condiciones de simetria A, 0,
Ay = Ay vy Ay = Aj en el sistema de ecuaciones (3.21). Como consecuencia Jdas
distancias relativas satisfacen las siguientes relaciones

412 = 4, 413 = (15, 24, 435, G23 = (25 = Q31 = 45 = 1.
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Mo

My

ms

Figura 3.10: Configuracién central de 5 cuerpos del caso 4.

Considerando estas igualdades en @l sistema de ecuaciones (3.25), obtenemos las
funciones polinomiales F', G vH que apaseeen en el Apéndice C. Ya que requerimos
resolver numéricamente los cerosdel sistema polinomial, usaremos el método de re-
cocido simulado y el codigo en Mdtleh®, el cfialpuede ser consultado en el Apéndice

B. Aplicando el método recocido simulado obten€mos las siguientes tres soluciones:

Solucién q12 q13 424 435
1 1.211888021417097 1 1.211888021417097 1.428905139629991
2 1.1389855616397694 1.138985516397694" 1.414213562373095 1.414213562373095
3 0.612372435695794 0.612372435695794 1 1

Notemos que al sustituir estos valores en los 4A;, obtedfmos que la solucion 1
corresponde a la obtenida en el Caso 3, la solucién 2 corresponde.a la del Caso 1, y
por ultimo la solucién 3 corresponde a la obtenida en el Caso 2. Porlo tanto podemos
concluir que no hay configuracion central que satisfaga la simetriafdel Caso 5.

Conclusidén: Es posible obtener las configuraciones centrales del probléma de 5 cuer-
pos con masas iguales, usando un algoritmo més simple que el propuesto ponKotsireas
v Lazard en [16]. Ellos dejaron abierta la opcién de la existencia de una configiracién
central del tipo 5, y nosotros hemos verificado que numéricamente es imposible su
existencia.
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Apéndice A

Configuraciones centrales
equilateras-de 3 cuerpos

Lema A.1. La tinica posibilidad de que 3yparticulas formen una configuracién central
no colineal es que su configuracién sea’un tridngulo equilatero.

Demostracion. Consideremos trés pacticulas de masas my, mo v mg, respectivamente;
y consideremos el plano generado'por jestas tre§ particulas. Sea = el vector que une
my y ma, y el vector que une my y my y por ultimo, z.el vector que une ms v mg, ver
la Figura A.1. Luego las longitudes dedoswectoras estd determinadas por la longitud
de los vectores, es decir, z = ||x||, y = || ¥/ % 2 = [|2].

ms

my

Mo

Figura A.1: Plano generado por las particulas m;, ms v ms y sus distancias relativas.

Ya que queremos demostrar que my, ms y ms forman una configuraciéon central na
colineal y que ésta tiene forma de triangulo equilitero, entonces deberemos obtener

49
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que F=J = 2.

Iniciémés por fijar la longitud de unos de los vectores, por ejemplo x. Ahora vamos
a ver que‘proporcion existe entre las distancias y v z con respecto a x.

A partir'deda, definicion de configuraciéon central, si el centro de masa esta fijo en
el origen de coordénadas, se cumple la fuerza F que experimenta cualquier particula
debe ser proporciowél al vector de posicién. Luego, si fijamos el origen de coordenadas
en la posicién de lafparticula mq, entonces la fuerza que experimenta la particula uno
F es proporcional al eentro de masa del sistema q.,,, es decir, existe un escalar € tal
que

Fi = eqem.

Esta ecuacion implica quedes yectores F; vy el vector q,.,,, tienen en la misma direccion,
v ademas el angulo de separagién o entre estos vectores es cero para e positivo 6 7
en el caso de que € sea negativa, en cualquiera de los dos casos tenemos

genl(a) =0 (A1)
| dst) | = 1.

Sea € el angulo de que se abre efifre los vectores « v z, como se muestra Figura A.1l
tenemos

myms mams A 2 mymg
F, = — + , Tt —7,
! ( a2 Utcos? 8) y?sen260”’
(A.2)
_ maT + mgy cosbl mgysen
Qom = (my +me+msz)  (my + s m;;)'?'
Ahora, usando las propiedades
IE X Aol = [[F]| | Qe [ [ sem ()],
[E - | = [F[} [|@eml]| cos(e)]
de las ecuaciones (A.1) tenemos
F x =0,
q(.'!ﬂ, 1 (A_:i)

F ) qr.'m, = ||F|| ||qr.'m||'

Usando los vectores (A.2) calculamos F; xq,,, v obtenemos

mims moysenfl  mgsenf Mot mscosf| -

F,xq., = — —
1 : . . . ; . 1
T my 4 ma +ms x? ycos?f  yZsen?d  ysen2d
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y al factorizar la expresion entre paréntesis se reduce a

myms ysend T ms [ senf cosf .
FixXq, & ———|m 55|t — | ——— | | &
M+ mo + ms x y* sen <6 y \cos“f  sen<f

(A.4)

mims i
Usando el hecho F x q..,, = 0 y que ————— # 0 podemos concluir que
i my + my 4+ my

ysend T ms [ senf cosf
mo B A 3 + — o4 . an = U
x y? sen 26 y \cos?f  sen?f

Sea M =my + mo + m3ld masa total del sistema. Usando (A.2) tenemos que

2 . 2 2
my [m3 yeos T m3 mi
F,: = — | — + mom: — + — . + + . Ab

1 Gem = 7 [ T 2 ( a2 Yy? cos? 6’) ycosh y senﬁ'} (A-5)

Usando (A.2) obtenemos las normas de los vectores cuyo producto es

3
1T My Ty My 2 2
IF 1| [|9em|| = _1; (:_2 + 7_}}2 qug) + (7}‘;2 o 26’) [(mg:r + mgy cos )" + (mgysenf) ]

b=

Ahora igualamos esta iiltima expresibn con (A.2), v reduciendo términos obtene-
mos

o | ysend x 2
& [ 12 g2 591129}
 2myms [sen 2¢ . zeost T __cosf } ﬁ [ﬂ - ﬂ} 2 Y
' x2 yisend  y3cos?fsend  aZsend y? [cos2@  sen?d

Notemos que esta expresion es un trinomio y lo podemos factorizay como un binomio
al cuadrado perfecto cuyo cuadrado es cero, de donde tenemos

1y sen x 5 [ senfl 208
- (:‘J sen 1 ) o my ( sen cos ) _o (A6)

x2 y? sen 26 y \cos?f  sen2f

Resolviendo simultineamente las ecuaciones (A.4) y (A.6) obtenemos ue.el sis-
tema de ecuaciones (A.3) queda expresada como

ysen f x -0
2 y2sen2d (A7)
sen # = cos#.
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C
et@l
7

N

Este altim
racion es un tr

d na que se simplifica en

.

sceles.

Realizando un p;(:@
obtendremos que © =% 6~ =y
&qm’l

tendra que ser un tridn
Por lo tanto, si tres

bera tener la forma de trian

a
§(&1‘ilét ero.

T = ysend, (A8)

sen ! = cos .

{

o‘quma de ecuaciones implica y = 2, lo cual implica que la configu-
ar

miento similar al fijar alguna de las distancias mutuas y 6 z,

respectivamente, de tal forma que la configuracion
atero.

s estdn en cofiguracion central no colineal, ésta de-
O

12>




Apéndice B

Cddigo del recocido simulado para
el Caso 5

function [ UXYZ ] = cauchy( x,y,z.9
k=1;
n=1;
step = 1/2710;
s8=0;
function [F] = £f( a,b,c )
F=12%b"3*%a"~7+8%b~5%a~3-4*b~ 7*a?8-12*bl3%a"~2+12*b~5*a”~2-3%b"5*c"2
—-4*b~3*a”4+8*b " 3*a”5-8*b " 5*a 5+ 3*b " 3*c”2-8*a " 7+3*b~ 2%a"3*c"2
b~ 3%a"5b*c"2+5*%b"3%a” 2%c"2+b " 8*a " 3*xc 44 *b"3*a"3+4*a"3+4*a”5
—3%a”3*c”2-8%b"2%a”3-4*b"2%a"5+3¥a"5xc 2+4%a"3*b"4-b"3*c"4;
end
function [G] = g( a,b,c )
G=-8*a"b+2*c"3*%a"5+3%a"3*c"2+6xc”~3*a"3+4*b"2%a” 3-2%c"5*a "3
—6%c"3%b"2%a"3-4*a” 3+6%c"3%ka"2+2%c"3%b"2-2%c 8-¢7b;
end
function [H] = h( a,b,c )
H=64+*a"T+56%*a" 2*c”2*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4-2%b"
—2¥b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) +24*b"2%c” 2*ksqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4
-2%b 7 a"2—2*b"2+1+b"4+b"2*c"2))—48*a"2*c"2*sqrt(—(4*a“26' * (
—2%a” +a"4—2*b“2*a“2—2*b“2+1+b“4+b“2*c“2))*b“2+224*sqrt(—l’é‘@
—c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"6 (@Y
+64*a"b*c"2%b"2-28*a"b*c"4*b"2+3*a"3*c"6*b"2+4*a"3*b"4*c"4
—4*sqrt (- (4*a~2-c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2) )xc"4*a"4+32*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2*%a"2+a"4-2*b"2*a" 2
—2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥a"3*b"8-32*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2*a"2+a"4
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£2xb"24a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥b"6*a"2+4xsqrt (- (4*a"2-c"2) *(
—2%d"2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥b"4*c"4—4*sqrt(
—(4%a22-c"2) * (-2%a"2+a"4-2xb"2%a"2-2xb"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *c"6%b"2
+8*sqrt(+(4*a~2-c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4
+b™2%c 2 Yxc " d*a"2-24xb"4*xc " 2*sqrt (- (4*a"2-c"2) ¥ (-2*a"2+a"4
—2%b"2%a32-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) -32%a"b*c"2-3%a"3xc " 6+64*a” 7*xb"4
—64*a”9%b”" 24 3%ka " bkc 6+28*a"5*xc"4+112%a"9*c"2-32%a" Txc 4
*a"Txc"2-64#sqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2%a"2+a"4-2%b"2*a"2-2xb"~ 2+1
+b 4+b"2%c"2) )*al9-32xsqrt (- (4*a"2-c"2) *x (-2*a"2+a"4-2*%b"2%a"2
-2%b"2+1+b"4+b"2%c12) ) *b"4*a"4+160*sqrt (- (4*a~2-c”2) *(-2*a"2+a"4
—2xb"2%a"2-2%b"2+¥1+b"4+b"2%c"2) ) b~ 2*a"6-64*sqrt (- (4*xa"2-c"2) *(
—-2%a"2+a"4-2%b"2*a32-2*b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"9*b"2-16*sqrt (
—(4*a~2-c"2) *(-2xa"2+a”4-2xb"2%a"2-2xb"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ka”~ 9*c"2
+4%a"3*c"4-8%a"3*c 4*b[ 2+80*a"7*c"2*¥b"2-32%a"5*c"2*b"4+96*sqrt (
—(4*a~2-c"2) *(-2xa"2+a"4+2%b"2%a"2-2xb"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *¥b"4*a"2
+192*xsqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2*af 2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2) ) *¥b"2*a"4-128*sqrif=(4+*a"2-c"2) * (-2%a"2+a"4-2*b"2%a"2
—2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) )#*b"6*a”3+192*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(-2%a"2+a"4
—2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4¥BE72xc"2) ) ¥a " 3*b"4+4xsqrt (- (4*a"2-c"2) *(
—2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2*bA241T+b " 4+b" 2%c"2) ) *a"3*c"4-128*sqrt (
—(4*a~2-c"2) *(—2%a"2+a"452%p"2%a"2<2xb"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a”~ 7T*b"2
—64*sqrt (- (4*a”2-c"2)* (-2*%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2) ) *a"5-96*sqrt (- (4*xa"2-¢"2) *(=2ka"2+a"4-2*b"2*a"2-2*b"2
+1+b"4+b"2xc"2) ) *a"8+64*sqrt (= (4*a"2-c”2)* (-2%a"2+a"4-2%b"2*a"2
b 2+1+b"4+b"2%c"2) ) #a " 7-128*a” 7*b"2-96*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(
—Z*a”2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) #b 2*a"2+64*sqrt (
—(4*a~2-c"2) *(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2xb"2+1+B"4¥b"2%*c"2) ) *b" 2*a"5
+16*sqrt (- (4*a”2-c"2) * (-2*%a"2+a"4-2%b"2*a"2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2) )*xa"b*c"2+32*sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2*%a"2%a"4-2*b"2*a"2
—2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"11+32*%sqrt (- (4*a"2-c"2) ¥(-2%a"2+a"4
—2xb"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2xc"2) ) ¥a"3-4*sqrt (- (4¥a” 2561 2) * (-2xa"2
+a”4-@b~2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *c"4-168*sqrt (—(4*a"2-c"2) *(
—2%a”2+a"4-2%b"2xa"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) xc"2*a"4xb"~2:8*sqrt (
—(4*a"2-c"2)*(-2%a"2+a"4-2xb"2%a"2-2xb"2+1+b"4
+b"2%c"2) ) *c"2%a"2+b"4+32*sqrt (- (4*a"2-c"2)*(-2*a"2+a"4
—2xb"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2*c"2) ) *a"b*c"2xb"2-24*sqrt (- (4*ac2
—c"2)*(-2%a”2+a"4-2%b" 2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a " 5*c"4xb"2
+20*sqrt (- (4*a”2-c"2) * (-2*%a"2+a"4-2*b"2*a"2-2*%b"2+1+b"4
+b"2%c”2) ) *a"3*b"4*c"4-24*sqrt (- (4*a"2-c"2)*(-2*a"2+a"4
—2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) ¥a"3*c"4*b"2-160*sqrt (- (4*a"2
—c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b" 2*%a"2-2*b " 2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a " 4+64*sqrt(
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“(4¥a"2-c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"7*b"4
—-8%sqQut (- (4*a~2-c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2*b"2+1+b"4
+b"2#c52) ) xa"b*c 4+4*sqrt (- (4*a”2-c"2) * (-2%a"2+a"4-2xb"2*a"2
—2%b"2#1+b"4+b"2%c"2) ) *¥a"T*c"4-88*a"4*c " 2*xsqrt (- (4*a"2-c"2) *(
—2%a"2+a7422%b " 242" 2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) +64%a"9-128%a" 11
-8*sqrt (—(4*a"2-c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2*b"2+1+b"4
+b"2%c"2) ) x€”2-48*sqrt (- (4xa~2-c"2) *(-2%a~2+a"4-2xb"2%a"2-2xb"2

b~4+b"2%cT2)) *a"5*c” 2*¥b"4-112*sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2*xa"2+a"4
j!.!kb“2*a*2—2*b('2§;‘}1+b*4+b*2*c*2))*a*S*c*Q*b*4+48*sqrt(—(4*a*2
—c"2)*(-2%a"2+a" §=2%b"2%a"2-2%b"~ 2+1+b"4+b" 2*c"2) ) *¥b " 6%a"3*c" 2
+4*xsqrt (- (4*a~2-c™2) * (- 2*%a"2+a"4-2+b~2*%a"2-2xb"2+1+b"4
+b72%c"2) )ka"3*c” 4B 2+48xsqrt (- (4*a"2-c"2)x(-2%xa"2+a"4
-2*%b"2%a"2-2%b"2+1+bT4#b"2%c"2) ) *c"4*b"2%a"2+80*sqrt (- (4*a"2
—c"2)*(-2%a"2+a"4-2%b"2*al 2-2%b~ 2+1+b"4+b " 2%c"2) ) ¥b"2*a"3*c" 2
+80*sqrt (- (4*a”2-c~2) *(=2%ar 2+a”4-2*b"2%a” 2-2%b"2+1+b"4
+b"2%c"2) ) *¥a"T*c"2%b"2+16%sqrt (- (4*xa"2-c"2)*(-2*a"2+a"4
—2%b"2%a”2-2%b"2+1+b"4+b"2¥g22) ) *a" T*c"2+64*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(
—2%a"2+a"4-2%b"2%a"2-2¥b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *b"4*a"5-64*sqrt (
—(4*a~2-c"2)*(-2xa"2+a"4:2%b"2%a 2-2%b"2+1+b"4+b"2%c"2) ) *a"5*b"6
+32*%sqrt (- (4*a"2-c"2) * (-2¥a 2+a~"4-2*b"2*%a"2-2*%b"2+1+b"4
+b"2%c"2) ) *a"2+40*sqrt (- (4*a"2-c " 2)%* (£2*a”2+a"4-2*b"2*a"2-2%b"2
+1+b"4+b"2%c"2) ) *c"2%a” 6+8xsqut (- (4*%a?2~c"2) *(-2%a"2+a"4
—2%b"2%a”2-2%b"2+1+b"4+b"2%Cc”2) Ikb " 6*e”2=16*sqrt (- (4*a"2-c"2) *(
- "2+a"4-2%b"2%a"2-2%b"2+1+b"4¥h " 2%c"2)) *a"3*c"2-128*sqrt(
—@a“Q—c“Q} *(-2%a"2+a” 4-2%b"2+a"2-2%b"241+b"4
+b~2%c~2) ) *b~2*a"3;
end
function [w] = fUl(x,y,z)

w = max([abs(x),abs(y),abs(z)]);

end

minU
inX =
minY =
minZ = 0;
uu = zeros(1000000,1);
T = 1000;
while T>0.0001
i=x + (unidrnd(3)-2)*step;
j=y + (unidrnd(3)-2)*step;
1=z + (unidrnd(3)-2)*step;
uj = fUL1(£(i,j,1),g(i,j,1),h(i,j,1));

100000000;

I
(= = ]
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i _= fU1(f(x,vy,2),g(x,y,2) ,h(x,y,2));
if afj,< ui

ss=ss+1;

wi(ss)=fU1(£(1,5,1),g(i,j,1),h(i,5,1));

x=13

y=J;

z=1;

if minU > _a]
minU = uj;
minX = xj
minY = y;
minZ = z;

end

else

volado = unifrnd(0,1)]
p = exp((ui-uj)/T);
if volado < p

ss=ss+1;
uu(ss)=fUl (£ (i5541),g(iy5,1) ,h(i,j,1));
X=1i;
y=3;
z=1;
end
end

T=10/(1+k) ;

n=n+1;

k=k+1;

end

UXYZ=[minU,minX,minY,minZ] ;
end




Apéndice C

Cddigo del recocido simulado para
el Caso 3

function [ UXYZ ] = cauchyk3( x,39

k=1;

n=1;

step = 1/2710;

s8=0;
function [F] = f( a,b )

F=4*a"3-6*a+2*a*xb” 2-b~ 3%a?8+6*%b " 3¥a-2*b"5*xa-3*b”~3+4%Db
-a"2*b-4*b*a”~3+b*a”5;
end
function [G] = g( a,b )
G=-12*a"2*b"4+4*a~2*b"6+3*a"4*b"4;
end
function [w] = fUl(x,y);%,2z)
w = max([abs(x),abs (y),abs(z)]);

end

minU = 100000000;

inX = 0;

minY = 0;

%minZ = 0;

uu = zeros(1000000,1);

T = 1000;

while T>0.0001

i=x + (unidrnd(3)-2)*step;

j=y + (unidrnd(3)-2)*step;

#l=z + (unidrnd(3)-2)*step;
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uj
ui

fUL(£(4,3),g(1,3)):%.h(1,5,1));
fUL(E(x,y),g(x,y));%,hix,y,2));
if uj.< ui
ss=ss+1;
wule€)=fU1(£(1,3),g(1,j));%,h(1,7,1));
X=1;
y=Js
hz=1;
if minU > @y

minU = uj;

minX = x;
minY = y;
%minZ = z;
end
else

volado = unifrnd(0,1);
p = exp((ui-uj)/T);
if volado < p

ss=ss8+1;
uu(ss)=fUL(£(i, joCg¢i,j) )% h(i,],1));
X=1i;
y=3;
hz=1;
end
end

T=10/(1+k) ;

n=n+1;

k=k+1;

end
UXYZ=[minU,minX,minY] ;%,minZ] ;
end
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