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Prefacio

El trabajo se enmiared en una area de las Matemaéticas llamada Topologia
General. Mas concretamente,.trata sobre los espacios conexos. Podemos decir
que un espacio topologice X es conezro si sus tnicos subconjuntos que son
tanto abiertos como cerrades son () y X. La nocién de conexidad, introducida
para los subconjuntos compactes.del plano, se debe a C. Jordan y fue dada
en 1893. Otros matematicos, come F. Riesz (|20]), N. J. Lennes ([14]) y F.
Hausdorff ([9]) presentaron en 1907,1911 y 1914, respectivamente, generali-
zaciones de la nocion de conéxidad dada por C. Jordan, a espacios abstractos.
Un estudio riguroso de la coliexidad fué dado en 1914 por F. Hausdorff, en su
famoso libro |9] y, posteriormete, por'B#Knaster y K. Kuratowski en 1921
(]13]). Conviene indicar que la‘Tepologia pfagticamente como hoy la conoce-
mos, fue estudiada de manera sistematica porF. Hausdorff en 1914, en [9)].
Asi que el estudio de la conexidad e espacies_topolégicos, es tan antiguo
como el estudio de la Topologia misma.

Un aspecto importante, dentro de la Topologia, in¥olucra la cardinalidad
de un conjunto conexo. Si, por ejemplo, el espacio t@peldgico X es conexo,
no vacio y satisface el axioma de separacion T3, entonces posee Unicamente
un punto o bien tiene una cantidad no numerable de elémenitos (ver Teore-
ma 1.5.25). Luego del presente resultado, es natural preguiitarse si existen
espacios conexos con una cantidad infinita y numerable de puntosique, ade-
mas, posean una propiedad topologica interesante, como satisfacer el axioma
de separacion Ty (como veremos en el Capitulo 1, los espacios T; $6n/T5 pero
no al revés).

El primer ejemplo de un espacio conexo infinito numerable y 75, fuedade
en 1925 por P. Urysohn en [27]. Su ejemplo es complicado y, partir de'el-
tonces fue importante saber si se podian dar ejemplos més sencillos de tales
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espacids. Por esto entendemos que buscamos ejemplos cuya construccion sea
mas sencilla..Como comentaremos mas a detalle en el Capitulo 1, el presente
problema de la,conexidad, esta ligado al de determinar espacios topolégicos
X para los que existan funciones continuas de X en R que no sean constan-
tes. El ejemplowdadé por P. Urysohn es un espacio topoldgico X en el que
toda funcion contintia de X en R es constante.

En 1946 W. Gustii-presento en |8|, dos ejemplos de espacios conexos
infinito numerables vy T5e*Sus construcciones son menos complicadas que la
de P. Urysohn. También en1946 E. Hewitt not6 en [11], que el ejemplo de
P. Urysohn no satisface el gxioma de separacion T, 1 (como veremos en el
Capitulo 1, los espacios Tz% som, T, pero no al revés). Posteriormente, en el
mismo articulo construyé un espaeie conexo infinito numerable y 75, 1. Dicho
ejemplo es también un espacio topglogico X en el que toda funcién continua
de X en R es constante.

Los ejemplos de W. Gustini sen aritméticos, mientras que el ejemplo de
E. Hewitt es complicado. Por tanto, ain pefmanecia la pregunta de deter-
minar ejemplos més amigables devespacios cohex0s infinito numerables y 7.
El primer ejemplo de éstos, geométrice v facil dejexplicar en una clase de
Topologia, fue presentado en 1953 por R™H. Bing“(ver [2]). En el Capitulo 3
daremos la construccién del ejemplo de ReHy Bing, elfcual es T, pero no T'z%-
Luego del ejemplo de R. H. Bing, ha sidode interés ¢onstruir otros ejemplos
sencillos v geométricos, de espacios conexos infinito nuinerables y TQ%. En
1977 G. X. Ritter presento en [21] uno de ellos, modificindo la construccion
de R. H. Bing,.

En 1953, durante el congreso de la Sociedad Mateméatica Ameéticana, M.
Brown presentd un nuevo espacio conexo infinito numerable y T,. Ennforma de
articulo su ejemplo aparecio en un pequeno reporte de cinco lineas, en donde
solo se describe el ejemplo y sus propiedades, pero no se dan las respectivas
demostraciones. En 1959 S. W. Golomb redescubrié en [7] el ejemployde
M. Brown, el cual presenté a detalle y probd sus respectivas propiedadés.
Mientras que M. Brown probé la conexidad utilizando ideas topologicas,
S. W. Golomb utilizoé ideas aritméticas. En el Capitulo 2 analizaremos a
detalle este ejemplo y sus propiedades: una de ellas permite probar, de manera
topologica, que el conjunto de los niimeros primos es infinito. En 1969 A. M.




CAPITULO 0. PREFACIO VII

Kirch not6 en |12| que el ejemplo de M. Brown no es localmente conexo y,
postériermente, lo modificé para construir un ejemplo de un espacio conexo
infinitp“umerable, T5 y localmente conexo. En el Capitulo 2 del presente
trabajo, mestraremos el ejemplo de A. M. Kirch.

En la literdtura han seguido apareciendo ejemplos de espacios conexos
infinito numerables y 753, algunos con propiedades adicionales como la ho-
mogeneidad o bien retomando la conexidad local pero ahora en un contexto
geométrico. De entreos mas recientes se encuentran los articulos |23| y |24,
publicados en 2010 y 2013, respectivamente, por P. Szezuka. En tales se re-
toman los ejemplosde 8. W. Golomb y de A. M. Kirch pero en un contexto
mas general. En el Capitule, 2 hablaremos al respecto.

El presente trabajo es 16 mas autocontenido posible. Hemos dedicado una
buena parte del Capitulo 1, a demostrar resultados propios de la Teoria de
Conjuntos, la Teoria de Niameros'y de la Topologia, que se utilizaran méas
adelante. Para probar las propiedades-le los espacios de S. W. Golomb y de
A. M. Kirch, necesitamos el'lenguajeide divisibilidad y congruencias, ademéas
de varias de sus propiedadés; las cuales anostraremos en la Seccion 1.3. En
cuanto a la Topologia, sera impertante emtender los Axiomas de Separacion,
la conexidad y la conexidad local” Dedicamog la Seccion 1.5 a esto.







Capitulo 1
Nociones Fundamentales

1.1. Introducciém

Con la finalidad de lograraina buena comprension de este trabajo, intro-
duciremos conceptos y resultados‘que se utilizaran mas adelante, propios de
la Teoria de Conjuntos, la/leoria de Nimeros y la Topologia General. Habla-
remos, por ejemplo, de la ardinalidar de un conjunto, del Teorema Chino del
Residuo y del Teorema de"Dizichlet,sasiscomo de los Axiomas de Separacion
(en particular el Axioma TQ% gle no suele’presentarse en un curso de Topolo-
gla a nivel Licenciatura), la conexidad, la conexidad local y la conexidad en
pequeno (otro de los temas que”tampoco'suele verse un curso de Topologia
a nivel Licenciatura). Todo esto'nos~dara las _herramientas para una com-
prension clara de los resultados quese’obtendrafi“en los siguientes capitulos.
Como se vera en el Capitulo 2, presentaremos una_interesante conexion entre
la Topologia General y la Teoria de Nimeros.

1.2. Teoria de Conjuntos

Denotaremos por N, Ny, Z v @ al conjunto de los ntimeros naturales, de
los niimeros enteros no negativos (es decir, los niimeros naturales\uniéon el
cero), de los nimeros enteros y de los niimeros racionales, respectivamente.

1

Si Ay B son dos conjuntos, los simbolos AUB, ANB, AN B4# Ax B
denotarin la unién de A y B, la interseccion de A y B, la diferencia éntre A
y B, y el producto cartesiano de A y B, respectivamente. Cuando AN Br=g,
diremos indistintamente que A y B son ajenos o bien que son disjuntoss=El
conjunto vacio se denotara por el simbolo .




2 1.2. TEORIA DE CONJUNTOS

DEFINICION 1.2.1. Sean X y Y dos conjuntos arbitrarios.

1) Dirembsique X y Y son equipotentes o tienen la misma cardina-
lidad, &1 ériste una funcion biyectiva f de X sobre Y.

2) X es numerable si es equipotente a un subconjunto de N. En caso
contrario ditemos que X es no numerable.

3) X es infinito numerable si es equipotente a N.

2

Cuando sucede 1) dea definicion anterior, escribimos |A| = | B| y decimos
que |A|, la cardinalidad de”Agpes igual a la cardinalidad de B. Si existe una
funcién inyectiva f de A en"Bg€ntonces escribimos |A| = |B|, y diremos que
la cardinalidad de A es menor © igual que la cardinalidad de B. Notemos que
dados dos conjuntos A y B tales“qiie A C B, sucede que |A| < |B|, ya que
la funcion inclusion de A en B es inyectiva. En [4, Corolario 7.7, pag. 47| se
prueba el Teorema de Schroeder-Bernstein, el cual dice que si |A| = |B| vy
|B| < |Al, entonces |A| = | B,

La cardinalidad del conjunto M se denotd por Ny. Asi, un conjunto A es
infinito numerable si su cardinalidad’es Ny, % séfda numerable si su cardina-
lidad es menor o igual que ¥y. Decimos que A gs™finito si A es numerable y
|A] # Ny. Entonces un conjunto es numi€fable si=€Sfinito o tiene la cardina-
lidad de .

OBSERVACION 1.2.2. Como la identidad e$ una funcidndiyectiva, la funcion
inversa de una funcion biyectiva es también biyectiva y'la, composicion de
dos funciones biyectivas es una funcion biyectiva, los confuntes equipotentes
definen una relacion de equivalencia, es decir la relacionsde equipotencia
es:

1) Reflexiva: X es equipotente a X, para todo conjunto X.
2) Simétrica: Si X es equipotente a 'Y, entonces Y es equipotente®a X.

3) Transitiva: gﬁ X es equipotente a Y yY es equipotente a Z, entopees
X es equipotente a Z.

Supongamos ahora que X es infinito numerable y que f es una funcién
biyectiva de N sobre X. Para cada n € N, sea f(n) = z,. Entonces X
puede ser escrito como X = {1, xq,...} ¥ diremos que {1, x2, ...} es una
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ehumeracion de X. Supongamos que X es finito, entonces existe n € N tal
qué“X_es equipotente al subconjunto {1,2,..., n} de N. En tal situacion,

si f és'wna funcién biyectiva de {1,2,... . n} a X y, como antes; definimos

fli) ="x; para toda i € {1,2... n}, entonces una enumeracion de X es
{1, 29, . N T4 }.

A continua€ion presentamos algunos resultados conocidos, cuyas pruebas
seran omitidas, pero pueden ser consultadas en [17, Teorema 7.1, pags. 45 y
46| v |17, Corolario 773, pag. 48|, respectivamente.

TEOREMA 1.2.3. §éu X un conjunto. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) X es numerable.
b) Eziste una funcion sobreyedtiva f: N — X.
c) FEuiste una funcion inyectiva g=X — N.
TEOREMA 1.2.4. Todo subfarjunto de un conjunto numerable es numerable.

De la definicidon de conjunto mimerablepses facil ver que un conjunto A
es numerable si y s6lo si existénsm conjunto numerable B y una funcién
bivectiva g : A — B. Es decir, un‘comjunto s mumerable si es equipotente a
algiin conjunto que ya pamos que-es numerablé, Combinando esto con el
Teorema 1.2.3, resulta que un conjurito X es nimésable si y s6lo si existen
un conjunto numerable A y una funcién sobreyectiva f : A — X, o bien una
funcién inyectiva g : X — A.

Como consecuencia del Teorema 1.2.3 se tienen los dog corelarios siguien-
tes, que muestran que las operaciones de unién y productescartesiano de
conjuntos numerables producen conjuntos numerables. Sus‘prfuebas se pue-
den consultar en [17, Teorema 7.5, pag. 48| y [17, Teorema 7.67 pag. 49],
respectivamente.

COROLARIO 1.2.5. La unién numerable de conjuntos numerables s nume-
rable.

COROLARIO 1.2.6. El producto cartesiano de una cantidad finita de conjuns=
tos numerables es numerable.




4 1.3. TEORIA DE NUMEROS

Como saplicacion de estos corolarios tenemos el siguiente ejemplo, cuya
prueba ptiede,verse en [10, Corolario 7.21, pag. 158].

EiemprLo 12.7. Z y @ son infinito numerables.

Un resultadoafiuy practico para saber cémo estan relacionados los car-
dinales de dos cofjjuntos se da en el siguiente teorema, cuya demostracion
puede consultarse ensfd) Proposicion 7.4, pag. 46|.

TEOREMA 1.2.8. Sean A’y B dos conjuntos. Si existe una funcion sobreyec-
tiva f : A — B, entonces |Bf=< |A|.

1.3. Teoria de Numeros

De entre las herramientas que, tfilizaremos de la Teoria de Numeros,
mencionamos la divisibilidad y_las €ongruencias. Recordemos pues dichos
conceptos.

1.3.1. Divisibilidad

DEFINICION 1.3.1. Sean c,d € Z éopst # 0. "Decimos que ¢ divide a d, st
existe m € Z tal que d = em.

Si ¢ divide a d escribimos ¢ | d y, en‘edSo contrafio) ¢ + d. Notemos que
1 | 0, mientras que 0 {f 1. Notemos también que 1 | @ para cada a € Z.
Cuando es cierto que ¢ | d, también es comiin decir quesd &8 un miiltiplo de
c. La relacion de divisibilidad | es reflexiva y transitiva el Z,‘es decir,

1) a | a, para cualquier a € Z ~. {0}.

2) Sia|byb]|ec, entonces a | c.

En efecto, dada a € Z ~ {0}, sucede que a = a -1 y, en consecuencia,
a | a. Supongamos ahora que a | b y b | c. Entonces existen m,n € Z{tales
que b = am v ¢ = bn. Esto implica que mn es un entero tal que ¢ = bnf=
(am)n = a(mn), de donde a | c. Otras propiedades de la divisibilidad son las
siguientes:

3) Sia,beZ y alb, entonces a | be para todo ¢ € Z.
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4)/Sia|bya|ec entoncesa| (b+ c).

5)Siv| by a| ¢, entonces a | (bn + em), para cualesquiera n,m € Z.

En efectog para probar 3), tomemos a, b,¢ € Z y supongamos que a | b.
Sea m € Zgdal gue b = am. Como n = mc es un entero tal que bc =
(am)e = a(mie) =.an, tenemos que a | be. Esto prueba 3). Para verificar 4),
supongamos que | b y a | e. Entonces existen x,y € Z tales que b = ax y
¢ = ay. Como z = &+ es un entero tal que b+c¢ = ax+ay = a(x+y) = az,
resulta que a | (b+ ¢)gPprobando asi 4). Para verificar 5), supongamos que
a|byal e Seanw, e Z. Por 3), a | bn y a | em. Usando ahora 4) con
estas dos ultimas divisibilidades, obtenemos que a | (bn + ¢m), probando asi

5).

La propiedad 3) dice que\siva, divide a b, entonces a divide a cualquier
miltiplo de b. Si a,b, ¢ € Z son tales que a | by a | ¢, decimos que a es un
divisor comiin de by ¢#Si’ a_es un_divisor comin de b v ¢ y, ademas, a > 0,
decimos que a es un divisoT comiin positivo de b y c. En estos términos, la
propiedad 4) dice que si afes in divifor,comin de by ¢, entonces a divide
a la suma de b v c. Ahora bien=si b, c'€./Z, entonces cualquier entero z que
se pueda escribir en la forma 2= bn + ¢, Idonde n,m € Z, se llama una
combinacion lineal de by e. Si z e§ una combinacion lineal de by ¢y, ademas,
z 2 0, decimos que z es una combinagion lin€al.positiva de b v c. En estos
términos, la propiedad 5) dice que si ¢ es un diviger comin de b y ¢, entonces
a divide a cualquier combinacion lineal de b y € (la suma de by c es, en
particular, una combinacion lineal de by ¢).

Dos propiedades més de la divisibilidad son las siguientes:

6) Sia,be Nyalb, entonces a <b.

7) Sia,be Ny ademés, a|byb|a, entonces a = b.

Para probar 6), tomemos a,b € N y supongamos que a | b."Ehfonces
existe m € Z tal que b = am. Como a y b son positivos y am es justo, b,
necesariamente m es positivo. Si m = 0, entonces b = am = a -0 = 0, lorcual
es un absurdo, pues b € N. Esto implica que m 2 1, de donde am = a“'ls
es decir, b = a o, lo que es lo mismo, a = b. Esto prueba 6). Para ver 7)

T
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tomemds ¢, b € N talesque a | by b|a. Por6),a = by b =a, asi que a = b,
probandd asiny).

Si a € Z denotamos por |a| al valor absoluto de a. Recordemos que
la] = —a si a <0 yla| = a si a 2 0. Otra propiedad de la divisibilidad dice
que sia,b € Z entonices.a | bsiy solosi |a| | |b|. Por tanto, si asi lo deseamos,
podemos restringir#la nocién de divisibilidad al conjunto N. Al realizar tal
restriccién, la relacién.de divisibilidad sigue siendo reflexiva y transitiva, pero
ahora también es antisitnétfica, en vista de la propiedad 7). Por consiguiente,
en N, la relacion de divisibilidad es una relacién de orden.

A continuacion vamos a probar=dos resultados més de la divisibilidad, los
cuales serdan utilizados en el Capitulo 2.

TEOREMA 1.3.2. Sia,b, ¢, d € Z donitales que a | b y e | d, entonces ac | bd.

Demostracion. Como a [#'y ¢ }d, existen n,m € Z tales que b = na
v d = me. En vista de que & &m es*tiy entero tal que bd = (na)(me) =
(nm)(ac) = (ac)z, resulta que acj-bd- ]

TEOREMA 1.3.3. Sean a,b,m € Zy=5i m #¢0, entonces a | b si y solo si
am. | bm.

Demostracion. Supongamos que a |(b. Como wt'#.0, sucede que m | m.
Luego a | by m | m vy, de acuerdo al Teorema 1.3.2 _se sigue que am | bm.
Reciprocamente, si am | bm, existe ¢ € Z tal que bm ="(ain)q. Como m # 0
podemos cancelar m en la igualdad anterior, obteniendd gue b = ag. Luego
a|b. ]

1.3.2. Maximo Comun Divisor

Dados dos enteros a y b, un concepto importante ligado a ellos; es elyque
se describe a continuacion.

DEFINICION 1.3.4. El mdximo comin divisor de dos enteros a y b es el
tinico nimero natural d con las siguientes propiedades:

Hd|layd]|b.

2) Sie|laye|b, entonces e | d.
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Lia definicion anterior estd justificada en vista que si a,b € Z, en [1, Teo-
rema L.3, pag. 15|, se prueba que existe un Gnico d € N con las propiedades
1) v 2)de la Definicion 1.3.4. Notemos que dichas propiedades dicen que d
es un diviser comun positivo de a v b v que d es miltiplo de cualquier otro
divisor comim de a y b.

Al maxime’comin divisor de los enteros a y b lo denotaremos por (a,b).
En la Teoria de.Numeros es comin denotar al maximo comtn divisor de a
v b por el simbolo (&) h). Sin embargo, encontramos més conveniente en el
presente texto, denotarl® por (a, b) pues con demasiada frecuencia utilizare-
mos el simbolo (a, DY pafa representar a un punto en un producto cartesiano,
incluso a un punto cuyas’dos-eoordenadas son niimeros enteros cuyo maximo
comin divisor es 1.

De la definicion de maximo‘¢omin divisor, se sigue que
() =1, paracada a € Z. (1.3.1)

En el siguiente resultade; mrenciénaios una serie de propiedades funda-
mentales del maximo comiih diyisor.

TEOREMA 1.3.5. Sia,b € Z, enfonces se cumplen las siqguientes propiedades:
1) Para cualquier m € N, tenemps gue (ma;mb) = m{a,b).

2) Sid es un divisor comin positivo de a y b, eftonces

) -

En particular, si d = (a,b), sucede que

: ()=

Demostracion. Hagamos g = (a,b). Para probar 1), sean mfe) N y
h = {ma, mb). Notemos que g, h € N justo por ser el méximo comin diyigor
de enteros. Como g | a y g | b, por el Teorema 1.3.3, mg | ma y mg ¥ mb,
Luego mg es un divisor comin de ma y mb y, como h = {ma, mb), sucede
que myg | h. Entonces existe k € Z tal que h = (mg)k. Como g, h,m € Ny
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h = mgk Miecesariamente k € N. Ademaés, como (ma, mb) = (mg)k = m(gk),
tenemos quean (gk) | ma y m(gk) | mb. Aplicando el Teorema 1.3.3, tenemos
que gk | awgk | b. Entonces gk es un divisor comiun de a y b y, como
g = {a, b}, sticede que gk | g. Aplicando de nueva cuenta el Teorema 1.3.3,
deducimos quevk | 2 Luego k = 1, pues k es un entero positivo. Esto implica
que

{(Mma~mb) = h = (mg)k = mg = mia,b).

Esto termina la pruebade L). Para probar 2), sea d un divisor comun positivo

a b
de a v b. Entonces i € Z, como d € N, por 1)

d<%%> :<d%d%> = (a,b).

a. b
—¢=p» = (a,b), obtenemos la prueba la

Despejando d de la igualdad d

primera parte de 2). Si d ="alb)p entonges’d es un divisor comin positivo
de a v b, por lo que, por la primera parte e 2)

(3a)= 2= ot

CoOROLARIO 1.3.6. Sean a,b € Z. Si g = {a,b) y mgh € Z son tales que
a=gn yb= gm, entonces {n,m) =1,

.. a b
Demostracion. Como a = gn v b = gm, tenemos que n == y m = —.
4 g

Entonces, por la segunda parte del 2) del Teorema 1.3.5,

El resultado siguiente es conocido como el Algoritmo de la Division. Una
demostracion del mismo, puede ser consultada en [18, Teorema 1.2, pags. 11
y 12].
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TEOREMA 1.3.7. Sean a,b € Z con b # 0, entonces eristen dos enteros
unicos.q. y r, tales que a =bg+r y 0 < r < |b|.

Si agb, g, r € Z son tales que a = bg + r (independientemente de si b es
diferenteide cevo, o de sila condicion 0 = r < |b| que se indica en el Algoritmo
de la Divisiéngese cumple) entonces, como se prueba en el siguiente resultado,

{a,by = (b, rh

TEOREMA 1.38 »Supongamos que a,b,q,r € Z son tales que a = bq + r.
Entonces (a,b) ="tb,r).

Demostracion:"Sedn g = (a,b) y d = (b,r). Como g | ay g | b, se tiene
que g divide a la combifiacién lineal a(1) + b(—q) de a v b, es decir, g | r.
Entonces g | by g | r, y'eome d = (b, r), necesariamente g | d. Ahora bien,
como d = (b, r}), tenemos que g by d | r. Luego d divide a la combinacién
lineal bg +r(1) de b y r, es decirnd | a. Asid | ay d | b, lo que implica que
d | g. Por tanto g | d y d g, concluyendo que g = d, pues ambos g y d son
ntimeros naturales. |

El siguiente resultado dice/que el @niximo comun divisor de dos enteros
a y b, es una combinacion lineal=positiva.dera v b. Una demostracion de esto
se puede consultar en |18, Teoremia 1.3, pég.)7|.

TEOREMA 1.39. Sia,b € Z y g Z={a,b), entonces existen n,m € Z tales
que g = an + bm.

TEOREMA 1.3.10. Si 1 es una combinacion linealsdleylos enteros a y b, en-
tonces {a,b) = 1.

Demospeacion. Sea d = (a,b). Entonces d | a v d | b, per lo que d divide
a cualquier combinacién lineal de a y b. En vista de que 1 ‘egtina combinacién
lineal de a y b, resulta que d | 1. Ahora bien, como d € N,{de/d | 1 se sigue
que d = 1. Por tanto d = 1. [ ]

Sean a,b € Z. Decimos que a y b son primos relativos si {a, b) @ Como
mostraremos en el siguiente resultado, podemos usar el Teorema 1.3.9)para
probar que si dos enteros son primos relativos, entonces cualquier divisor
de uno de dichos enteros, es primo relativo con el otro entero. Este es"ure
de los resultados de la Teoria de Niimeros que encajard favorablemente en‘el
Capitulo 2 pues, como se verd, habremos de verificar que ciertos subconjuntos
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de N cfimplen propiedades esenciales para definir lo que llamaremos base en
el sentidotopologico. Los siguientes cinco resultados dan este tipo de enfoque
para el Capitulo 2.

TEOREMA 1.3.11% Sean a,b,c € Z. Si {a,b) =1 y ¢ | a, entonces {¢,b) = 1.

Demostracion. Gomo (a,b) = 1, por el Teorema 1.3.9, existen n,m € Z
tales que an + bm =1}y Como ¢ | a, existe t € Z de manera que a = ct.
Entonces

c(tn) ¥bm = (ct)n+bm = an +bm = 1.

Esto muestra que 1 es tma_e0mbinacion lineal positiva de ¢ y b vy, por el
Teorema 1.3.10, (¢,b) = 1. ]

Para la prueba del siguiente fesultado utilizaremos el siguiente teorema,
conocido como la Propiedad Arquimediona de R. Una demostracion de dicha
propiedad, puede verse en [16, Teorémma™l.19, pag. 11|.

TEOREMA 1.3.12. Sia,b € RG> 0, entonces existe n € N tal que na > b.

TEOREMA 1.3.13. Sean a,b € NNSi (a, D).="1, entonces existen x,y € N
tales que ax — by = 1.

Demostracion. Como (a,b) = 1, por* el Teorema 1.3.9, existen n, m €
Z tales que an + bm = 1. Por la Propiedad Arguimediana de R, existen
21, 25 € Ntales que 2;b > —ny 250 > m. Sean 2 = mdx{ 2, »}, v =2b+ny
y = za—m. Entonces zb > —n y za > m, por lo que zb%n/> 0y za—m > 0.
Luego x,y € N vy, ademaés,

1 =an+bm = zab+ an — zab + bm = a(zb +n) — b(za —m) = ax — by.

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 1.3.14. Sean a,b € N. Si {a,b) = 1, entonces para cada n"e3N,
existen r,s € N tales que ar — bs = n.

Demostracion. Como (a,b) = 1, por el Teorema 1.3.13, existen x,y € N
tales que
ar —by = 1. (1.3.2)




CAPITULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES 11

Sean'n € N, r = nx v s = ny. Entonces r,s € N y, al multiplicar por n
ambtgdados de la igualdad en (1.3.2), se sigue que

n = nax — nby = a(nz) — b(ny) = ar — bs.
[ ]

TeEOREMA 1.3.15. Supongamos que b,ay,az € Z son tales que (b,a;) =
(byag) = 1. Entc;, ayay) = 1. En particular (b,a’) = (b,a3) = 1.

Gemostracién\l ol =(b,a;) = (b, as), por el Teorema 1.3.9, existen
ng, Ny, mg, m; € Z tal e\l_: bng + aimg v 1 = bny + asm;. Entonces

(axmo)(azma) = (Tno)(1 — bna) = 1 = b(na + 1o — brgma).

Haciendo n = ny + ng — bngng yub= mgm1, tenemos que 1 = bn + (aya2)m.
Luego 1 es una combina€ién lineal de b v ayay v, por el Teorema 1.3.10,
(b,a1az) = 1. En particulary€uandd\gf = as, tenemos que (b, nf) = (b, ni) =
1. ]

COROLARIO 1.3.16. Sean a,as,». ., af, b€ 7 tales que (b,a,) = -+ =
(b,a,) = 1. Entonces (b,aray - - “agp= 1.

1.3.3. Nuimeros Primos

Ahora definiremos una clase relevante de nimeros, la cual servira para
enunciar un resultado de mucha utilidad para el désaxrallo de este trabajo:
El Teorema de Factorizacion Unica.

DEFINICION 1.3.17. Sea p € N con p # 1. Diremos qum un numero
primo si sus unicos divisores positivos son 1 y p, en caso coptrario, diremos
que p es un numero compuesto.

El siguiente resultado, cuya demostracién es muy sencilla, se‘utiliza con
frecuencia en el presente trabajo.

TEOREMA 1.3.18. Sean p un nidmero primo y a € Z. St p { a, entonees
(p, a) = 1. En particular, para cada a € {1,2, ..., p—1}, tenemos que {p, dy'=
1.
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Demostracion. Sea d = (p,a). Entonces d € N y d | p, de manera que
d =1 o bién.d = p, ya que p es un nimero primo. Si d = p, sucede que d | a,
contradiciende.que p { a. Luego d = 1 y (p, a) = 1. Para probar la segunda

parte, tomerfios @ € {1,2,...,p —1}. Entonces a < p. Si p | a, resulta que
p < a, lo enal es'und contradiccién. Por tanto, pt a y, por la primera parte,
(p,a)=1. ]

Como consecuencig’del siguiente resultado, si un ntmero primo divide al
producto de una cantidad/finita de enteros, entonces divide a uno de ellos.

TEOREMA 1.3.19. Sea prunsniimero primo. Entonces, para cada u,v € Z
tales que p | uv se cumple quep | w o bien p | v.

Demostracion. Suponganmiogsque p | uv y que p t u. Por el Teore-
ma 1.3.18, (p,u) = 1. Asi, por el Teorema 1.3.9, existen n,m € Z para
los cuales 1 = pn 4 wm. Multiplicando_por v, tenemos que

v = v(pn) ¥efum) =plen) + (uv)m. (1.3.3)

Como p divide uv, tenemos queluy'= ps, para algin s € Z. Haciendo t =
vn+sm, sucede que ¢ es un entero tatemue, por (@7.3:3), v = p(vn)+p(sm) = pt,
por lo que p | v. De forma similar sesprueba qtie 8i p | uv y p { v, entonces
P | u. ]

El resultado anterior es un caso particular del siguiénte resultado.

TEOREMA 1.3.20. Sean a,u,v nimeros enteros tales qlie g | uv. Si {a, u) =
1, entonces a | v.

Demostracion. Como a | uw, existe z € Z tal que vvf=)az. Como
{a,u) = 1, por el Teorema 1.3.9, existen n,m € Z tales que am#~wun = 1.
Multiplicando por v la igualdad anterior, y usando que uv = ax, ‘tenemos
que

v = avm + uvn = avm + azn = a(vm + zn).

Entonces d = vm + zn es un entero tal que ad = v, de donde a | v. |
Para ver al Teorema 1.3.19 como un corolario del Teorema 1.3.20 proce-

demos como sigue: sea p un niimero primo tal que p | uv. Sip |« o bien p | v,
naturalmente la prueba termina. Si p{ u, por el Teorema 1.3.18, (p, u}) =1y,
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por ¢l Teorema 1.3.20, p | v. De manera similar, si p t v, por Teorema 1.3.18,
(p, ¥y =1 vy, por el Teorema 1.3.20, p | u.

El resultado siguiente es el Teorema de Factorizacion Unica.

TEOREMA 321, Sin € N~ {1}, entonces n se puede expresar como un
producto de mimeros primos y la factorizacion es inica salvo por el orden de
los factores. Esdecir, n se expresa como:

n=[]r", (1.3.4)

i=1

donde py, pa,. .., ps son primaes distintos y aq, o, ..., &y son nimeros natu-
rales.

Una demostracion del resultado anterior, aparece en |1, Teorema 1.10,
péag. 17]. La expresion en (1.3.4) sueleglamarse descomposicion candnica de
n. Tal representacion es wiica en elysentido que cualquier otra representa-
cién de n, simplemente es {ina permutacion de los factores pit, ps®, ..., pSe.
Cabe mencionar que si p® esauna factor en la descomposicion canodnica de n,
entonces existe i € {1,2,..., s} tal que p =Py a = a;, p* | ny p* ' in.

Podemos utilizar la descomposiCion candnica, para calcular el maximo
comin divisor de dos enteros n y m. Para esto eonviene antes extender la
nocién de “descomposicién canodnica” como sigue:#§1 Un primo que aparece en
la descomposion canénica de n, no aparece en la dean, entonces lo agrega-
mos a la de m con exponente cero. Lo mismo hacem®s ¢on cada primo que
aparezca en la descomposicion candnica de m, pero no en la de n. De esta
manera, en las “nuevas” descomposiciones canonicas de n 'y @7, aparecerin los
mismos primos (algunos con exponente cero). Por tanto, si‘admitimos que
en la descomposiciéon canénica de un entero n > 1, como aparece en (1.3.4),
los exponentes oy, ay, ..., a, pueden ser mayores o iguales a cefo, entonces
podemos escribir las descomposiciones canénicas de n y m como gigue:

s s

. 3

n= Hp;“ y m= H i
i=1 i=1

donde py, p2, . .., ps son primos distintos y, para cadai € {1,2,... s}, a;, 5 =

3 3 !
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0. Por {1, Teorema 1.12, pag. 18|,

(n,m) = H pl,

i=1

donde v; = min{aByle para cadai € {1,2,..., s}. Notemos que los divisores
s

comines de n y m, €stdn dados de la forma pr"; con 0 £ 6; £, para
i=1

todaiel, ... s.

Usando el Teorema de Fattorizacion Unica, podemos probar los siguientes
resultados que seran de utilidadién el Capitulo 2.

TEOREMA 1.3.22. Todo enterodistinto de 1 y de —1 es multiplo de algin
nimero primo.

Demostracion. Sean € Z'~ {—1,1}. Si n = 0, entonces n = 0 - p, para
cualquier nimero primo p, v la_prueba termina en este caso. Supongamos,
por tanto, que n # 0. Si n > 1 /por el Tepfema de Factorizacion Unica, n
es el producto de niimeros primosy siéndo ast’nih miltiplo de cualquiera de
esos nimeros primos. Si n < —1, de nuevo por el*Feorema de Factorizacion
Unica, —n > 1 es miiltiplo de cualqui¢f nimere primo que aparezca en su
descomposicion canénica, es decir —n = pipy donde p'es un niimero primo en
la descomposicion candnica de —n, v m el producté de los factores primos
restantes de —n. Asi n = (—m)p es multiplo de un wéniero primo. Por lo
tanto todo entero distinto de 1 y —1 es maltiplo de algin nimero primo.
|

Observemos que el Teorema 1.3.22 implica que todo entero distifito de 1 y
—1 es divisible por algtin niimero primo. Un resultado curioso que€é,obtiene
del Teorema 1.3.22, se describe a continuacion.

TEOREMA 1.3.23. Sim € Z es itmpar, entonces para toda n € N
(2", m) = 1.

Demostracion. Sean n € Ny g = (2", m). Si g > 1 entonces, por el
Teorema 1.3.22, existe un ntimero primo p tal que p | g. Como ¢ es un divisor
comin de 2" y m, tenemos que p | 2" y p | m. Como p | 2" y p es primo,
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por ¢l Teorema 1.3.19, p | 2, luego p = 2. Esto implica que el nimero par p

divide_ al nimero impar m, lo cual es absurdo. Por lo tanto g = 1, de donde

(2", ) =l [ |
8

TEOREMA 1:3.24. Supongamos que n = H pit es la descomposicidén cand-

nica de n. Seab un entero tal que (n,b) =I=1T Entonces
(p1,b) = (p2.b) = -+ - = {ps, b) = 1.
Mas ain, para toda i €41,2,...,s} y cada k; € {1,2,. .., 04}, tenemos que
by = (P52, 0) =+ = (p{".b) = 1.
Demostracion. Supongamos que g = (pf",b) > 1, para alguna i €

{1,2,...,s} yuna k; € {142%.. a;}. Por el Teorema 1.3.22 aplicado a g,
existe un namero primo ¢ tal que g | g. Como g | pi""; g | by la divisibilidad
es transitiva, tenemos que g | p:.“' vag | b. Como q | pf": por el Teorema 1.3.19,
q | p;- Luego p; = ¢, ya gde tanto p; como ¢ son mimeros primos. Como ¢ | b
v ¢ = pi, tenemos que p; [ b Esto implica que p; es un divisor comun de b y
n. En vista de que (n, b) = 53¢ tiene glep; | 1, lo cual es una contradiccion.
Por tanto (pf,b) = 1. [ |

Recordemos que Ny = NU {0}

TEOREMA 1.3.25. Sea b € Z. Si f_es un mifnere primo tal que (p,b) = 1,
entonces para toda n, s € Ny,

(pn+b.p*) =1. (1.3.5)
1
emostracién. Si s =0, por (1.3.1)
(pn+b,p") = (pn+b,p°) = (pn+b,1) = 1, pargfCaiia n € N,.
Si s =1 entonces, como (p,b) =1, por Teorema 1.3.8,
Supongamos ahora que existen sp € N~ {1} y ng € Ny tale@lyg =
(png + b, p™) > 1. Por el Teorema 1.3.22, existe un nimero primo ¢ para el

cual ¢ | g. Luego ¢ | (pno+b) y ¢ | p*, pero al ser p un niimero niHlO; pox el

Teorema 1.3.19, ¢ = p. Asi, ¢ | (pro+0) v ¢ | py, por (1.3.6), ¢ | 1, R'?gg

{pn+b,p*y = (pn +b,p) = (p,b) =1, paratodan € Ny, (1.3.6)

es una contradiccién. Por tanto (pn + b, p*) = 1, para todo s,n € Ny,.
termina la demostracion. |
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1.3.47 /Minimo Comiin Multiplo

A continyacion hablaremos del minimo comin maltiplo de dos enteros
positivos. Damos por entendido que un entero ¢ es un mailliplo comin de los
enteros a y b, si'a) ¢y b | c

DEFINICION 1.3.26.).5l mintmo comin multiplo de dos enteros positivos
a y b es el unico nidmere natural m con las siguientes propiedades:

) a|lmuyb|m.

2) Sial|eyb|e, entonges m | e.

Por tanto, el minimo comfin.mnltiplo de los enteros positivos a y b es
el tinico nimero natural que és_am, miltiplo comin de a y b y, a la vez, es
un divisor de cualquier otro miltiplo_comtn de a y b. La definicién anterior
estd justificada en vista del siguiente resultado, cuya demostracion puede
consultarse en |15, Teorema 2-7, pag35|.

TEOREMA 1.3.27. Sean a y blenteros positivos. Entonces el entero

ab,
(a.b)

[ = (13.7)

tiene las siguientes propiedades:
1) [a,b] > 0.
2) alfab] yb][ab).
3) Sialeyb|e, entonces [a,b] | e.

Por tanto, [a, b], calculado como en (1.3.7), es el minimo comiin miultiplo

de los enteros positivos e y b. Cabe mencionar que si a v bison”tales que
(a, b) = 1 entonces, por (1.3.7), resulta que [a, b] = ab.

La siguiente propiedad del minimo comin miltiplo es la correspontiente
a la dada en 1) del Teorema 1.3.5 para el méximo comiin divisor, la cual se
demuestra directamente por la expresion del minimo comin en (1.3.7) dél
Teorema 1.3.27. Veamos pues dicha propiedad.

TEOREMA 1.3.28. Sean a,b € NU{0}. Entonces

[ma, mb] = mla,b], para cada m € N.
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Demostracion. Sea m € N. Por la expresion dada en (1.3.7) del Teore-
ma'1.3.27, tenemos que

[ma,mb] = w
(ma, mb)

Comom € N, laparte 1) del Teorema 1.3.5 garantiza que (ma, mby = m{a, b).
En vista de est@nse sigue que

(ma)(mb)  m?*(ab) m( ab )

[ma, mb] g (ma,mby — m{a,b) {a.b)

== mifa, b|.

]

Para dos enteros a y b, pademos definir el minimo comin multiplo de a

v b, como el minimo comtn miliiplo de |a| y |, los valores absolutos de a y
b, respectivamente.

1.3.5. Enteros Libres'de Cuadrados

En la presente seccién veremds la nocibn ide entero libre de cuadrados vy,
entre otros resultados, probaremos que el maximo comin divisor y el minimo
comin miultiplo de dos enteros likires' de cuatlados, son enteros libres de
cuadrados. También mostraremos una condicidn.miecesaria y suficiente para
que el producto de dos enteros libres de cuadrados, sea un entero libre de
cuadrados. Una buena parte de los resultados presentados en esta seccion, se
utilizaran en la ultima seccion del Capitulo 2.

DEFINICION 1.3.29. Sean € N~ {1}. Decimos que n es libre“de cuadrados
si n no posee factores primos repetidos, es decir, si para cod@ nimero primo
p que divide a n, sucede que p* no divide a n.

Naturalmente cualquier niimero primo es libre de cuadrados. De\la Defi-
nicion 1.3.29 se observa que, si n es libre de cuadrados y

[AS N

— g
n=ppl?- - pl

es su descomposicién canénica, forzosamente ningtin p; puede tener una ‘po-
tencia mayor que 1, es decir cada «; es menor que dos. Como ademas todos los
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enteros a/Son positivos, resulta que o; =1 para toda i € {1,2,...,s}. Esto
significa ‘qleun entero n es libre de cuadrados si y sélo si su descomposiciéon
canoénica estavdada por

n=pip2:Ps,

donde, por supuesto, p1, ps, ..., ps son primos distintos. Aunque para deter-
minar si un nimergmatural dado es libre de cuadrados, debemos suponer
primero que tal natufalles mayor que cero, en el presente texto considerare-

mos que el nimero natutal 1 es, por vacuidad, libre de cuadrados.

ProprosICION 1.3.30. Sia”y b son enteros libres de cuadrados, entonces
{a, by es libre de cuadrados.

Demostraciéon. Sea g = {agb)e Si ¢ = 1, por vacuidad sucede que g es
libre de cuadrados. Supongamos, per, tanto, que g > 1. Por el Teorema de

Factorizacion Unica, existen nimeros primos distintos p, pa, ..., p, para los
cuales
N < SR 4 1) o
9=+ D2 oD
donde q; es un entero positivo, paxa-cada € {1,2,...,r}. Probemos que

cada «; es igual a 1. Supongamoswqué existesf’ o 1,2, ... ,r} tal que a; > 1.
Como p?'f divide a g y g es un comiin divisor de awy=b, tenemos que p?'f | a v
p?‘f | b. Esto es una contradiceion, puesgry, b somsenteros libres de cuadrados,
y p; es un nimero primo que es un diyiSor comin’de a y b. Asi se tiene
que a; = 1 para toda i € {1,2,..., r}."Por tanto  es un entero libre de

cuadrados. [ |

También se puede probar el resultado anterior como sigue; como a y b son

libres de cuadrados, existen niimeros primos distintos py, p27~ .., p, tales que
N = R 1Y g I - TR - =8
a=pypyooplt oy b=pi'p’

con v, 3; € {0, 1}, para cadai € {1,2,..., s}, son las respectivas descompo-

siciones canodnicas de a y b. Luego

- min{ay, 4} min{as, G} min{os, s
{a,b) = p, Py .. puin{as e}

Como cada «; y toda 3; toma el valor 0 o bien 1, la igualdad anterior tiene la
forma {a,b) = qiq2 -+ ¢, donde q1,qo, ..., ¢ son nimeros primos distintos.

Por tanto, {a,b) es libre de cuadrados.




CAPITULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES 19

En relacion a la Proposicion 1.3.30, si a v b son libres de cuadrados,
entohices cualquier divisor comin de a v b también es libre de cuadrados,
pues eualguier divisor comin de a y b divide al maximo comin divisor de
estos ehteres, el cual es libre de cuadrados, como hemos demostrado. En
consecuenciaténemos el resultado siguiente.

COROLARIO. X3 31, Sia yb son enteros libres de cuadrados, entonces cual-
quier divisor comain de a y b es libre de cuadrados.

De acuerdo a la”Proposicion 1.3.30 es natural preguntarse si cuando a
vy b son enteros cuyosmaximo comin divisor es libre de cuadrados, sucede
que a y b son libres defcuadrados. Desafortunadamente esto no es cierto; por
ejemplo, para los enteros

126=2327 vy 84=2%3.7,
su maximo comim divisor
(126,84) =2.3. 7= 42
es libre de cuadrados, pero 6bviamente™126,y 84 no son libres de cuadrados.

Es claro que el producto de dés énteros-libees de cuadrados, no tiene por
que ser libre de cuadrados. Sin embargo, cuando dichos enteros son primos
relativos sucede, como probaremos a tontinuacion, que dos enteros son libres
de cuadrados si y s6lo si su producto es libre de etiadrados.

TEOREMA 1.3.32. Sean a,b € N~ {1}. Entonces ab gslibre de cuadrados si
y solo sia y b son libres de cuadrados y {a,b) = 1.

Demostracion. Sean a,b € N ~ {1}. Supongamos pfimero que ab es
libre de cuadrados. Para ver que a es libre de cuadrados supongamos, por
el contrario, que existe un nimero primo p tal que p? | a. Comé\p® | a y
1| b, por el Teorema 1.3.2, p? | ab. Tenemos entonces que p €s un namero
primo tal que p | ab y p? | ab, lo cual contradice el hecho de quetabesslibre
de cuadrados. Esto prueba que a es libre de cuadrados. De manerd similar
probamos que b es libre de cuadrados. Para ver que {a,b) = 1, supongarhos
que existe un ntmero primo ¢ tal que

gla y qlb
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Entoncés sor el Teorema 1.3.2, ¢ | ab. Esto prueba que ¢ es un factor primo
de ab qié se.repite dos veces, contradiciendo el hecho que ab es libre de
cuadrados."\Asi,a y b son primos relativos. Por lo tanto a y b son enteros
libres de cuadrades y (a,b) = 1.

Supongamos ‘ab6ra gue a y b son enteros libres de cuadrados y que {(a, by =
1. Supongamos, también, que existe un nimero primo ¢ tal que ¢* | ab.
Como g | ab y ¢ es\primo, por el Teorema 1.3.19, ¢ | a o bien ¢ | b. Si
¢ | a, necesariamente g 4/, pues (a,b) = 1. Entonces (q,b) = 1y, por el
Teorema 1.3.15, {¢°,b) = L#Ahora bien, como ¢* | ab y (¢°.b) = 1, por
el Teorema 1.3.20, ¢* | @7 Ast que ¢ es un factor primo de a que se repite
dos veces, contradiciendo que“a es-libre de cuadrados. Si ¢ | b, procediendo
de manera similar, tenemos que’g.es un factor primo de b tal que ¢ | b,
contradiciendo que b es libre de”cuadrados. Con esto demostramos que no
existe un nimero primo que divida @by cuyo cuadrado también lo divida.
Por lo tanto ab es libre de cuadrados. |

COROLARIO 1.3.33. Sia € NC{1} y umniltiplo positivo de a es libre de
cuadrados, entonces a es libre desCuadradoss

Demostracion. Supongamos que~e es un giltiplo positivo de a y que e
es libre de cuadrados. Entonces e = ab, para algin'b € N. Si b = 1, entonces
e = a, por lo que a es libre de cuadrados. Si b > } entonces como e = ab es
libre de cuadrados, por el Teorema 1.3.32, @ es libré descuadrados. |

En la misma forma que enunciamos la Proposicion™1.3:30, se puede tam-
bién dar un resultado andlogo para el minimo comin miltiplo,de dos enteros
libres de cuadrados. Veamos pues este resultado.

TEOREMA 1.3.34. Si a y b son enteros libres de cuadrados, entofices [a, b]
es libre de cuadrados.

Demostracion. Como a y b son libres de cuadrados, tenemos que @' 1

v b > 1. Luego [a,b] = (nn—bb)
ab ab

[a,b] = = — = aby, por el Teorema 1.3.32, ab = [a,b] es libre 'de
(a,b) g

cuadrados. Supongamos, por tanto que g # 1. Como g € N tenemos entonces
que g > 1. Ademés, g | ay g | b, por lo que existen m,n € Z tales que
a=gm y b= gn. Debido a que a,b y g son nimeros naturales, tenemos que

> 1. Sea g = (a,b). Si g = 1, entontes
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ab ab
m, @ €N. Sim =1, entoncesa =gm =gy [a,b] = — = — = b es libre de
9 a

ab "Lb_

cuadrados, De manera similarsin = 1, entonces b = gy [a,b] = — = 5, a
g

es libre de'cnadrados.

Supongamos; por tanto que m,n > 1. Como a y bson libres de cuadrados,
a = gmyb=gh)por el Teorema 1.3.32, m, n y g son libres de cuadrados
v, ademés, {g,my"=)\4g,n) = 1. Esto implica, por el Teorema 1.3.15, que
(g, mn) = 1. Por étro lado, el Corolario 1.3.6 garantiza que {m,n) = 1 asi
que

lm,n| = LLCLR——
{m,n)
Entonces por el Teorema 1¢3.28,
[a,b] = [gmwgn] = g[m.n| = gmn. (1.3.8)

Ahora bien, como m y n‘sow libre§ de/cuadrados y {m,n) = 1, por el Teore-
ma 1.3.32, mn es libre de cu@drados. Gomo ademas (g, nm) = 1y g es libre
de cuadrados, de nuevo potvel Teoremd 1:3.32, gmn es libre de cuadrados.
Esto y (1.3.8) indican que [a, i eslibre desenadrados. ]

De las proposiciones anteriores stenemos que el minimo comin maultiplo
de dos enteros libres de cuadrados;=¢és el producto de dos enteros, primos
relativos y libres de cuadrados.

COROLARIO 1.3.35. Sean a y b enteros libres de ctiadrados. Entonces [a, D]
es el producto de dos enteros libres de cuadrados con mdzimo comiin divisor
igual a 1.

Demostracion. Como [a, b] > 1 es un multiplo comin de‘los enteros a y
b, mayores que uno, existen enteros n y m, mayores que uno, para-los cuales

[a,b) =an y [a,b] =bm.

Por el Teorema 1.3.34, [a,b] es libre de cuadrados. Entonces an y b, son
libres de cuadrados y, por el Teorema 1.3.32, n y m son libres de cuadrades
v, ademéas, {a,n) = (b,m) = 1. Esto prueba que [a, b] es el producto de ‘dos
enteros libres de cuadrados con maximo comiin divisor 1. |
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Sean @b € N ~ {1}. Como mostraremos en el siguiente resultado, basta
con que uinmiltiplo comtn de a y b sea libre de cuadrados, para concluir
que a y b senvlibres de cuadrados. En particular, si [a, b] es libre de cuadra-
dos, entonces a4 b son libres de cuadrados, por lo que el reciproco de la
Proposicion 1.3.34.también es cierto.

PROPOSICION 1:3.36. Sean a,b € N~ {1}. Si e es un muiltiplo positivo
comin de a y b ye eshbre de cuadrados, entonces a y b son libres de cua-
drados. En particular, §i [agb] es libre de cuadrados, entonces a y b son libres
de cuadrados.

Demostracion. Como £ es un miltiplo positivo de a y e es libre de
cuadrados, por el Corolario 1.3.33y@ es libre de cuadrados. De manera similar,
como e es un multiplo positivordesh v e es libre de cuadrados, nuevamente
por el Corolario 1.3.33, b es libre de~cuadrados. Como [a,b] es un multiplo
positivo comtn de a y b, en particulalf hemos probado que si [a, b] es libre de
cuadrados, entonces a y b son libres de cuadrados. |

En conclusion a las proposiciones anteriores, tenemos el resultado siguien-
te.

COROLARIO 1.3.37. Sean a,b € N < {1}. ‘Ealonces a y b son libres de
cuadrados si y sdlo si algin maltiplo (positivo Comiin de a y b es libre de
cuadrados.

1.3.6. Congruencias

Ahora veamos algunos resultados importantes con regpeeto a las con-
gruencias numeéricas, de entre los cuales enunciamos El Teorema Chino del
Residuo, resultado y herramienta importante para comprender(las'topologias
de Golomb y de Furstenberg que méas adelante definiremos.

16
DEFINICION 1.3.38. Sean a,b € Z ym € N~{1}. Sim divide a la d@Méa
a —b, se dice que a es congruente con b modulo m.

1 a es congruente con b modulo m, escribimos a = b(mod m), deflo
contrario simplemente diremos que a y b no son congruentes médulo m, ¥
lo denotaremos por a # b(maod m). Notemos que para cada m € N~ {1},
la relacién de congruencia modulo m, denotada por el simbolo =, es de
equivalencia, tal y como se indica en el siguiente teorema, cuya prueba puede
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”

c@ars& en |15, Teorema 3-1, pag. 36]. Mientras no entren en un mismo
cor &dos congruencias, podemos denotar la relacion =, simplemente por

TEORE@.&SQ. Para cada m € N~ {1}, la relacion = es de equivalencia
en Z, es defipmsi a, b € Z entonces

a=al ).
2) Sia=b (m@?ﬂ, entonces b = a (mod m).

3) Sia=b(mod b= c(mod m), entonces a = ¢ (mod m).

Es sabido, en vista rema 1.3.39 y lo que conocemos de relaciones
de equivalencia, que el ¢ 0 Z. queda partido en clases de equivalencia.
Estoes, siaeZy

[a] = : a=b(mod m)}
es la clase de Pquwakn@a mddulo m, entonces
U{ fa €
Se conoce, ademés, que a E ra to 0 tero a. Ademas cada elemento
de [a] se llama representante d 1(—15

1) [a]=1[b] siysolosia=b( m O

O

Es conocido, por la forma en que se define =, que ¢ ez

2) [a]N[b] =0 siysolosiaz b(mc‘)d m).

l[a] ={a+mk: ke Z}.

También puede mostrarse que Z se divide en justo m clases @nt as, a saber

(o], [1].12],....[m—1]. )\

Una prueba de este resultado se encuentra en [1, Teorema 5.10 ( @ IUI
En relacién a este heclllo damos la siguiente definicién.

3
DEFINICION 1.3.40. Seam € N~{1}. Un conjunto A de m nimeros e
es un sistema completo de residuos mddulo m si cada elemento de )%\
un representante de una y solo una de las clases [0],[1],..., [m — 1]. o

+
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De‘la/ efinicion 1.3.40, notamos que si x y y son dos enteros distintos
en A, en s v y no pueden ser congruentes entre si médulo m, pues las
clases de e@{encia [0],[1],...,[m — 1] son todas distintas.

EJEMPLO 1. 3\_{)&75 conjuntos de m nimeros enteros
1) A={1,23 Om}

2) B=1{0,1,2,. . 1}.

son ejemplos de sisteras comgpletos de residuos mddulo m.

En efecto, solo basta co?%rvar que cada uno de sus elementos es un
representante que correspon @I’ha sola de las clases [0],[1],[2],...,[m —
1], [m]. A

TEOREMA 1.3.42. Sean m € N \@ a,b,c,d € Z. Entonces:

1) Sia=b(modm) ye %mod m), entonces
1

C m

a=+ + @
En particular, a = b (mod m}'bmlo %&‘ = b+ 2 (md6d m), para

cualquier entero x.
2) Sia=b(méd m) y d|m, cond > nton% b (mod d).
3) Sic €N, entonces

a=b(moéd m) siy sélo si ac =be(m ).

Demostracion. Veamos 1). Como a = b(modm) y ¢ = @d m), se
tiene que m | a — by m | b — c. Luego m divide a la comb' 1 lineal

(a—b+(c—d) dea—byec—d es decir m | (a +
implica que a + ¢ = b+ d (mod m). Asi queda probada la prlmera
1). Para demostrar la segunda parte de 1), tomemos z € Z y supon%

que a = b(mod m). Como la relacion de congruencia = es reflexiva se
que x = z (mod m). Entonces, como a = b(mod m) y x = x (mod
tiene que

por la primera parte del 1). Esto termina la prueba de 1).

a+x=b+x(mbéd m) Q\S\(\
O

+
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f

ﬁlpmcamente supongamos que a + & = b+ x (mdd m) para cualquier
ent & Si, en particular, consideramos z = () entonces

\S\ a+0=b+0(moédm), es decir a = b(mod m).

Por tanto o( emos el resultado buscado.

Ahora pro 8 2). Como a = b(mod m), se sigue que m | a — b. Pero,
al tenerse que | @ — b por la transitividad de la divisibilidad. Al ser
d > 1, concluimos y: b (mod d). Asi queda demostrado 2).

Por ultimo demo%%q 3). Para esto observemos lo siguiente: como ¢ €

N, el Teorema 1.3.3 gar que

m|a—b®y%olom me | (a —b)e.

Como me > 1y (a — b)é = ac — be, la equivalencia anterior indica que
a =b(méd m) siy sold si-ag= bc me). Esto prueba 3). ]

Decimos que los entero@l ma, . € N ~ {1} son primos relativos
dos a dos si para cada i, j E Lo, nf con i # j, los enteros m; y m; son
primos relativos, es decir, { rueba del siguiente resultado
llamado El Teorema C'hmo dei 10, se@ede consultar en |1, Teore-
ma 5.26, pags. 117 y 118].

* . O

TEOREMA 1.3.43. Todo sistema de congruencia$ lineales del tipo

r=a, (mod my) = = ay (mod my) - x@n(médmn):

en los cuales los mddulos son primos relativos dos a d?@ne una inica
solucion con mddulo igual al producto de los mddulos. s@ar existe un
inico entero a tal que © = a (moéd mymy - -m,,).

9 continuacion presentamos un resultado fuerte que pertenece a la Teoria
Analitica de Numeros, llamado El Teorema de Dirichlet. En el Capitrlo? ve-
remos que este resultado es equivalente a un resultado expresado en @ inos
topologicos.

1
TEOREMA 1.3.44. Sean a,b € N con b > 1 y (a,b) = 1. Entonces existe%

cantidad infinita de nimeros primos p para los cuales p = a (méd b).
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La prueba del Teorema de Dirichlet utiliza las propiedades de ciertas
funciones™multiplicativas y varios resultados sobre aritmética de ntmeros
complejos. \En vista de que es suficientemente compleja, no suele incluirse
en textos cldsices de Teoria de Numeros. Una prueba detallada se puede
consultar en [I%WSeedion 7.3, pag. 148|.

1.4. Algebra Moderna

Sea X un conjunto ne«facio. Una operacion binaria en X es una funcion
X x X — X.Si - es una.gperacion binaria en X y z,y € X, es comin
escribir z - ¢ en lugar de -(z, y). ncluso es més habitual escribir zy en lugar
de z -y, cuando no queremos hacet mencién explicita de la operacién binaria
en cuestion. En este trabajo utilizafeémos algunas estructuras algebraicas que
se estudian en cursos de Algebra Moderna, asi como de la notacion estandar
con la que se trabaja en dichastama de las Mateméticas.

Un semigrupo es un conjunto X eon urla eperacion binaria - que es asocia-
tiva, es decir, tal que para cada zy, 2'€ X sesCumiple que z-(y-2) = (z-y) - 2.
Si X es un semigrupo y A, B C X entonces el simbolo A- B denota el conjun-
to{a-b:ae Aybe B}. Si A posee wrsolo elemiento, digamos a, entonces
escribimos a - B en lugar de {a} - B. Inclugerpodemogescribir aB en lugar de
a - B, si no queremos hacer referencia explicita de lafoperacion binaria -.

Si X es un semigrupo y A C X, decimos que A es un _sub-semigrupo de
, si la operacion binaria que definimos en X, es cerradaenA, es decir, si
A AC A

-

Si un conjunto X posee dos operaciones binarias, digamos fy)+, vy si
A, B,C C X, entonces podemos decir que el simbolo A - B + C*denocta al
conjunto

{a-b+c:acAbe ByceC}.

Dicho conjunto se puede denotar simplemente como AB + C' si no queremas
hacer referencia explicita de la operacion binaria - y, si A = {a} podemos
escribir aB+C en lugar de {a} B+C. Si A = {a} y C = {¢}, podemos escribir
aB + ¢, en lugar de {a}B + {c}. Naturalmente aB + ¢ = {ab+c: b € B}.
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1.5._ Topologia General

Pasetnos ahora a la parte de Topologia General, enunciando definiciones
y resultades\especificos que utilizaremos en los siguientes capitulos.

DEFINICION.L.5.1. Un espacio topolégico es una pareja (X, 1) donde X
es un conjunto’no vacio y 7 es una familia de subconjuntos de X con las
stguientes propiedades:

1) 0, X er

2) Si A,B € 7, enloptes ANB € 7.

3) Si{Ai:ie€ I} es ufiafamilia de elementos de T, entonces U:’lf ET.
icl
A 7 se le llama una topologia en X, a los elementos de T se les llama
conjuntos abiertos de X. A loseomplementos de los elementos de T, se les
llama conjuntos cerrados de X.

Notemos que A C X €S cerrado en X si y solo si X ~ A es abierto en X.
Por las Leyes de De Morgan¥la familiaste.los subconjuntos cerrados de X
satisface las siguientes propiedades:

a) 0 y X son cerrados en X.
b) St A y B son cerrados en X ,‘efitonces AU B es cerrado en X.

c) Si{B;:i€ I} es una familia de subconjuntosseerrados de X, entonces
m B; es cerrado en X.
icl
Observemos que @) v X son tanto abiertos como cerrados enX. Mas adelante

veremos que, en general, en un espacio topoldgico un subcgnjunto no vacio
v propio puede ser abierto y cerrado.

Si (g 7) es un espacio topolégico y A C X, entonces la familia
Ta={UNA:Uer}

es una topologia en A. Decimos que el espacio topologico (A, 74) es Wt sus
bespacio de (X, 7). También diremos que 74 es la topologia relativa de Xal
subconjunto A.
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Sea”( X, 7) un espacio topologico. Si A C X, entonces el conjunto
cha ) (A) = ﬂ{B C X: Bescerradoen X vy A C B}

se llama la cerradura de A en X. Para simplificar, si no queremos hacer
mencion explicita”te la topologia 7 de X, denotamos cl(x ;y(A), simplemente
por clx (A). Notemossfue clx (A) es un subconjunto cerrado de X que contiene
a A. Es, de hecho, el"subconjunto cerrado mas pequeno de X que contiene
a A. Se puede probar’qieyp.€ clx(A) si y sblo si, para cada abierto U en X
con p € U, sucede que G'N A # 0 (ver [5, Proposicion 1.1.1, pags. 13 y 14]).
Por otro lado, el conjunto

int(x - (A) = U{V X Ves abiertoen X y V C A}

se llama el interior de A en X. Come@utes, para simplificar, cuando no quera-
mos hacer mencion explicita de la tepolegia T de X, denotaremos int(x -)(A)
por int x(A) . Notemos que int x(A) €8 un subconjunto abierto de X que esta
contenido en A. Es, de hechd, gl-subconjiiito abierto mas grande de X que
estd contenido en A. No es difi€il probar que p € intx(A) si y sélo si existe
un abierto U/ en X tal que x € L. G'A.

DEFINICION 1.5.2. Sean (X,7) y (Y#0) espacios) topologicos y f: X — Y
una funcion. Entonces [ es continua i para cadasSubconjunto abierto V' en
Y (es decir, cada V € o), el conjunto

[TVy={zreX: flzx) eV}

es abierto en X (es decir, f~'(V) € 7).

1.5.1. Bases y Bases de Vecindades

DEFINICION 1.5.3. Una base de un espacio topoldgico (X, T), es wit fomilia

B de elementos de T tal que cada abierto en X se puede escribir come wna

unidn de elementos de B.

Si B es una base del espacio topolégico (X, 1), es comin decir que Bges
una base de 7 y también se suele decir que B es una base de X. Esto dltinio
debido a que, cuando no queremos o no necesitamos especificar la topologia
7 del espacio topoldgico (X, 1), podemos simplemente denotar por X a la

pareja (X, 7). En el presente texto haremos uso de estas convenciones.




CAPITULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES 29

Lia topologin usual de la recta real R es la que tiene por base a la familia
de 165 antervalos abiertos

(a,0) ={xr €eR:a <z < b},

donde a,b €Ray a < b. El intervalo cerrado [0, 1] es un subconjunto de R y,
a menos quewdigamos explicitamente lo contrario, consideraremos que [0, 1]
posee la topologfa relativa de R a [0, 1].

A continuaciéng¥amos a mostrar un criterio, bajo el cual, una familia
dada de subconjuntos«de un espacio topologico X, es una base de X.
TEOREMA 1.5.4. Supowgames que X es un conjunto y que B es una familia
no vacia de subconjuntos'de¥X. SiB es base de una topologia T en X, entonces
B satisface las siguientes propiedades:

Bl) X = | JB.

BeB

B2) Si By, By € B y x &@By(\Bs, entonces existe By € B tal que
r € By C BN B,.

Ademds si B satisface B1) y B2)7 entonees la familia
s =1{U C X: U e$ ginidn de elémentos de B}

es una topologia en X que tiene a B como base.

Demostraciéon. Antes de probar el teorema, netemos que la condicion
B1) dice que el total, X, es la union de todos los elementos de B. En forma
equivalente, B1) dice que para cada x € X existe B € B talque = € B. Esto
es, dado un punto de X, existe un elemento de B que tiere.a dicho punto.
La condicion B2) dice que la interseccion de dos elementos de B se puede
escribir como una unién de elementos de B.

Para demostrar el teorema, supongamos primero que B es base’de una
topologia 7 en X. Entonces X € 7 y, ademés, X es una unién de elementos
de B. Por tanto existe C C B tal que X = U B. Como U B C U B,

BeC BeC BeB
deducimos que X = U B. Esto prueba que B satisface B1). Para ver qué
BeB
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tambiéh sdtisface B2), supongamos que By, By € By que x € By N By. Como
B C 7 y'f es.una topologia, tenemos que By M By € 7. Utilizando el hecho
de que B es nna base para T, existe By € B tal que x € By C B; N By. Esto
prueba que B satisface B2) y termina la primera parte de la demostracion.

Supongamos ‘ah6racue B satisface B1) y B2). Definimos:
5 = {0LC X : U es uniéon de elementos de B}.

Vamos a probar primerosque 75 es una topologia en X. Como B satisface
B1), tenemos que X € 75. Ademas, como cada elemento de 75 es una unién
de elementos de B, cualquierinién de elementos de 75 es, a su vez, una unién
de elementos de B. Esto pruéha gue 75 es cerrado bajo uniones arbitrarias.
Supongamos ahora que U,V €5 _Entonces existen C, D C B tales que

U= UC vy, V= U D.
cec DeD

Notemos que para cada C' € C_y todad?7€ D, por la propiedad B2), la

interseccién C' M D es una unién de elemeéntos de B. Es decir C N D € 15.

Ademas
vnv={(Jc|n{dJP)=lht)@nD).

cec DeD Gel DeD
Por tanto UMV es una unién de uniones'deelementosen 5. Luego UNV € 7.
Esto prueba que 75 es cerrado bajo interse€ciones finitas. El hecho de que el
vacio esta en B se sigue de que

UJB=0.

Bel

Entonces 75 es una topologia en X. Como B C 75 y, por definieion, cada
elemento de 75 es una union de elementos de B, tenemos que B e§una base
de 5. [ |

Consideremos ahora la siguiente definicion.
DEFI%[CION 1.5.5. Sean (X, 1) un espacio topoldgico yx € X. Diremos que:

1)

n subconjunto A de X es una vecindad de x en (X, 1) si podemo§
encontrar un conjunto abierto U en (X, T) que satisfaga

relUcC A.
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A la coleccion de vecindades de x en X la denotaremos por V(x).

2) (Una coleccion B(x) C V(x) es una base de vecindades de x si para
cadaV € V(x) podemos encontrar B € B(x) tal que B C V.

De la defirficiéon anterior notemos que, en particular, todo conjunto abierto
en (X, 7) qué cantenga a r es vecindad de z, y a éste tipo de vecindad se le
llama vectndad abierta de x.

TEOREMA 1.5.6{ Supongamos que X es un conjunto no vacio y que, para
cada x € X, existe una familia no vacia B(x) de subconguntos de X, de modo
que la coleccion {B(#) a4 € X} cumple las siguientes propiedades:

V1) Para toda V € B(zynpe V.
V2) Para cada V1,V € Bli)eexiste V5 € B(z) tal que Vs C V1IN Va.
V3) SiV e Bly) yx €V, entonces existe W € B(z) tal que W C V.
Entonces

T={0tu{U C X: paracada x€& U, existe V € B(x) con V C U}

es una topologia en X y cadaB(w) resulte=ser una base de vecindades de x
para esta topologia.

Demostracion. Veamos primetgque 7 €5 ama topologia en X. Por de-
finicion ) € 7. Tomemos =z € X. Coemo B(z)-eSana familia no vacia de
subconjuntos de X, existe V' C X tal que V € B(@)+Por V1), z € V. Esto
muestra que X € 7. Ahora bien, sean U; y U, elementos,de 7 para los cuales
U NUy # 0. Sea x € UyNU,y. Como Uy, Uy € 7y € Ugepara i = 1,2, existen
V1 v Vi elementos de B(z) con Vi C Uy y Vo C Us. Entonces W 0V, C Uy NUs.
Por V2), existe V3 € B(x) tal que V3 C Vi NV, Asi Vi @ TN Uy, es decir
UynlUs er.

Ahora, supongamos que {U;: i € I} es una familia de elementgside 7. Sin
perder generalidad, vamos a suponer que cada U; es no vacio. Sea r+€ UU,-;

i€
entonces x € Uj, para algtin j € I. Como U; € 7y z € U}, existe W €)B(z)
con V' C Uj, pero como U; C U U;, se sigue que V' C UU,-. Con esto fiemos
icl icl
probado que U U; € 7. Por tanto 7 es una topologia en X.
il
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Para ptobar que cada B(x) es una base de vecindades de x, veamos pri-
mero qué B (L) C V(x), para cada x € X. Para este proposito, mostremos que
todo elemente de B(x) es un conjunto abierto en (X, 7), para cada = € X.
En efecto; sean z+€ X v V € B(z). Tomemos un punto y € V, entonces como
B(x) satisface la/propiedad V3), existe W € B(y) para el cual W c V. Luego
V € 7, mostrando eV es abierto en (X, 7), para toda V' € B(x), es decir
todo elemento de B(z)}es un conjunto abierto en (X, 7), para cada = € X.
De esta manera, paratéda x € X, si V € B(x), por 1) de la Definicién 1.5.5,
V' es una vecindad para edda uno de sus puntos, en particular para x. Asi
hemos probado que B(z) C Wz), para toda x € X.

Por tltimo, sean z € X% A una vecindad para el punto z. Por 1) de
la Definicién 1.5.5, podemos engentrar un abierto U en (X, 7) que satisface
x € U C A. Luego, como x € Uy L es abierto en (X, 7), existe V' € B(z)
tal que V' C U. Pero U C A, es dée¢ix V' C A. Por lo tanto, del 2) de la
Definicion 1.5.5 concluimos que, paxa cada x € X, B(z) es una base de

vecindades para x. Con esto4erminamosla-prueba del teorema. |

Observemos que, para la topologia 7 defifiida en el Teorema 1.5.6,si U € 7
v U # 0, entonces para cada z €6 e}clﬁ Ve B(x) tal que x € V, C U.
Luego resulta que

&
U= U{v;.; D U}.
Por lo tanto, si B = U B(z), entonces 7 es la col@%de todos los sub-
s

reX
conjuntos de X que son uniones de elementos de algun
Esto implica que B forma una base para 7.

yeoleceion de B.

DEFINICION 1.5.7. Un espacio topoldgico es segundo numerable si admite
una base con una cantidad numerable de elementos.

1.5.2. Espacios de Lindelof

DEFINICION 1.58. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A C X. Dekimnos
que A es de Lindelof (compacto) si para cada familia U = {U;: 1 4T}
de subconjuntos abiertos de X tales que A C UU,-; existe un subconjuntd
=
numerable (finito) J de I tal que A C UUI"
icJ
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Lios espacios segundo numerables son de Lindelsf |28, Teorema 16.8, pag.
111} Ademas los subconjuntos cerrados de un espacio de Lindelof son de Lin-
delsf |5 Leorema 3.8.4, pag. 192|. De acuerdo a sus respectivas definiciones,
es claro que,los espacios compactos son de Lindel6f.

1.5.3. Axiomas de Separaciéon

En esta seceign definiremos los axiomas de separacion, herramientas fun-
damentales para €l deSarrollo de nuestro objetivo, en especial los axiomas de
separacion Th y T, 1 los*cuales despertaron el intéres por estudiar los espa-
cios topolégicos de Furstenberg, Golomb y Bing que en el siguiente capitulo
presentaremos.

Diremos que un conjunto es degenerado si contiene sélo un elemento, y
que un conjunto es no degeneradq si contiene mas de un elemento.

DEFINICION 1.5.9. Decirfios qive un espacio topoldgico (X, 1) es:

1) Ty si para cada x,y€ X con 3=y, existe un abierto U en X tal que
el conunto U N {z, y} es degenérado.

2) Ty si para cada x,y € Xlcowt # 1 eristen abiertos U y V en X tales
quer e U yeViaegV yydU.

3) Ty si para cada x,y € X con 't # vy, exiSten~abiertos U y V en X tales
qguex e U,yeVyUNV =10

1
4) Ty, sipara cada x,y € X conx # y, existen ﬁwt\os UyV en X tales
quez €U, yeV ydx(U)Necyx(V)=0 C

5) Ty si an Ty y, para cada x € X y todo subconjunto leérrado C' de X
tal que © ¢ C, ezisten abiertos U y V' en X tales quege U, C C V y
unv =0

6) T3% st X es Ty y para cada x € X y todo subconjunto cerrado o vacio
C' de X tal que x ¢ C, existe una funcion continua f: X <0e1] tal
que f(x) =0y f(C) ={1}.

)@ si X es Ty y, para cada par de subconjuntos no vacios, ajemos-y
cerrados C' y D de X, existen abiertos U y V en X tales que C O
DcVyUnV =0
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Se sahé que
T4:>I;%:>I;:>T2%:>TQ:>T1:>TQ:

v que ademads lagiimplicaciones no son reversibles. Esto significa que sii, ) €
{0,1, 2, 2? 3, 3%,4} son tales que ¢ < j, entonces existe un espacio topologico
X que es T; pero'ne” T;. No es nuestra intencién mostrar un ejemplo para
cada una de las situaCiones anteriores. Para esto se pueden consultar |5, pags.
36-49] 6 [4, pags. 137-153)#En el presente trabajo utilizaremos formas equi-
valentes de enunciar algunos_de los axiomas de separacion. Concretamente,
usaremos los indicados ens€l siguiente resultado.

TeEOREMA 1.5.10. Un espacig-topoldgico X es:
a) Ty siy sdlo si, para cada € X, el conjunto {x} es cerrado en X.

b) Ty si y sdlo st X es T1 y para'wada x € X y todo abierto V en X con
x €V, existe un abierto 7 en X tal que x € U C elx(U) C V.

c) Ty siy sélo si X es Ty ypara cadassubeconjunto no vacio y cerrado C
de X y todo abierto G de XNales que G"C G, existe un abierto U en
X tal que C C U C clx(U) TG

Demostracion. La afirmacion a) apatece prohbaéa en |28, Teorema 13.4,
pag. 86|, la b) en |28, Teorema 14.3, pag.(92) v, poratltimo, una prueba de c)
puede verse en |4, 3.2, pags. 144-145]|. [ |

CoroLARIO 1.5.11. Supongamos que (X,7) es un espacio T1 que admite
una base B tal que, para toda B € B, sucede que B es abierte y cerrado en
X. Entonces X es T3.

Demostracion. Tomemos un punto x € X y un abierto V' ensX de modo
que x € V. Como B es una base de (X, 7), existe B € Btal que t'€¢ B C V.

Como B es cerrado en X, sucede que x € B C cly(B) C V. Entonces, por la
parte b) del Teorema 1.5.10, X es T5. |

En el siguiente teorema presentamos una prueba que implica el axioma
de separaciéon T. Como no es un resultado que se suele probar en un cul;
so de Topologia a nivel licenciatura, se incluye su demostracion. Conviene
comparar la afirmacién (%) del siguiente teorema, con la afirmacién c¢) del
Teorema 1.5.10.




@\PTTULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES 35
” / N

’l{ EMA 1.5.12. Supongamos que X es un espacio Ty con la siguiente

pr :

m‘ﬁ\:ada subconjunto cerrado F' en X y todo subconjunto abierto W en
X tales que F C W, existe una sucesion (W;); de subconjuntos abiertos

en 4{6}
@U W, y clx(W;) CW para toda i € N.

Entonces X es T4

Demostracm ver que X es Ty, sean A y B dos subconjuntos de
X, cerrados y no vacios @s que ANB = (. Como A es cerrado en X y
X ~. B es un abierto en ue A C X ~ B, por la propiedad (%), existe

una sucesion (W}); de abiert X tales que
AcC UI’V:' v @ ;) CV\ , paracadaiéeN. (1.5.1)
icl ?
Como también B es un ¢ en ~ A e-’-. un abierto en X tal que
B ¢ X ~ A, aplicando de nu pro , existe una sucesion (1),

de abiertos en X tales que O
Bc|JVi vy dx(Vi) c XN A, paové)da ieN. (15.2)

il

Dada i € M definimos @

G.,; = IIVI' s (CIX(V’]) ] ClX(va) U CIX%

H; = Vi~ (clx (W1) U clx(Wa) U - - - U el (W3))

y’

e

Entonces GG; y H; son abiertos en X, para cada i € N. Definimo @ ora

v=aG v v={H. (9\5\(\

i€M ieN o

+
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Luego/U v V son abiertos en X. De (1.5.1) v (1.b.2) A C Uy B C
V. Adem&s,_por la forma en que los conjuntos G; y H; fueron construidos,
tenemos que Gz N V; = (), para cada j = i. Luego G; N H; = (), para toda
J = 1. De maherasimilar H;NW; = 0, para cada i = jy también G;NH; = 0,
para toda j < %/Poer"tanto G; N H; =), para cada 7, j € N. Esto prueba que
UNV =0. De esta"manera se sigue que X es 7). |

COROLARIO 1.5.13%Supongamos que X es un espacio Ty. Entonces X es
Ty siy sdlo si X satisfacela propiedad (%) del Teorema 1.5.12.

Demostracion. Si Xodatisface la propiedad (%) entonces, por el Teore-
ma 1.5.12, X es T,. Suponganits ahora que X es Ty. Tomemos un cerrado
F en X y un abierto W en &X\fales que ' € W. Como X es T}, por la
propiedad ¢) del Teorema 1.5.106xiste un abierto U en X tal que F C U C
cly (U) € W. Dada i € N, hagamog W} = U. Entonces (IW;); es una sucesion
de abiertos en X tales que

Fc|Jw: y“dgW,) @W/ para cadai €N,

icM

Entonces X satisface la propiedad (#]_del Téorefna 1.5.12. |

Como consecuencia del siguiente tegrema, enla familia de los espacios de
Lindeldf, los axiomas de separacion T3 v /T son equivalentes.

TEOREMA 1.5.14. Si X es Ty y de Lindeldf, entonces Xees Ty.

Demostracion. Sean F' un subconjunto cerrado de X'y W un abierto
en X tales que F' C W. Para cada z € F, como X es Tj,(por la propiedad
b) del Teorema 1.5.10, existe un abierto U, tal que x € U, C clx(U,) C W.
Hagamos U = {U,: x € F} y notemos que F C U U,. Recordémos ahora

el
que los subespacios cerrados de espacios de Lindel6f son de Lindeldf.\Por
tanto, F' es de Lindelsf. Esto implica que existe una sucesion (x;); el F' tal

que
Fcl|JU..

1€l

Como clx(U,,) C W, para cada i € N, resulta que X satisface la propiedad
() del Teorema 1.5.12. Luego, por el mismo Teorema 1.5.12, X es 7y. N
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COROLARIO 1.5.15. St X es Ty y numerable, entonces X es Ty.

Demostracion. Los espacios numerables son de Lindelof. Por lo tanto los
espacio§ T3y numerables, son 7% y de Lindeldf. Luego, por el Teorema 1.5.14,
dichos edpacios son T}. [ |

COROLARIO_1'5.16. Sea X wun espacio numerable y T1. Si X admite una
base B tal quef para toda B € B, sucede que B es abierto y cerrado en X,
entonces X es Ty

Demostracion, €omo X es T} y admite una base de abiertos y cerrados
en X, por el Corolarid_15.11, X es T3, Entonces X es T y numerable asi
que, por el Corolario L.5@5,X es T}. |

1.5.4. Metrizabilidad

Una métrica en un coffjunto no vacio X, es una funcion d: X x X' — [0, oo)
con las siguientes propiedades:

a) d(x,y) =0 siy sélo sive'= .
b) d(x,y) = d(y, ), para toda gy € X,
¢) dx,y) £ d(z,2) +d(zy), patacada z, Y 2€ X.

A la pareja (X, d) se le llama espacio métrico. La prepiedad ¢) que define a
una métrica, se llama la desigualdad del tridngulo. L& propiedad b) dice que
d es simétrica.

Supongamos que &; d) es un espacio métrico. Si & € (X #% > 0 entonces
el conjunto

Bxa(r,e)={y € X:d(zx,y) <c}

esla bola abierta en X centrada en x vy de radio . Para simplificar, ehconjun-
to Bix.a(z, ) se denota como By(z,¢) cuando no queremos hacerpefereéncia
explicita a la métrica, o bien como B(z,¢) cuando no deseamos hiacep refe-
rencia ni a la métrica d ni al espacio X.

En el siguiente teorema mostramos que, con ayuda de las bolas abiettas
en un conjunto X, una métrica en X induce una topologia en X,
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TEOR@I.B.IT. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico. Entonces

o famili
®/\ By = {B(X‘d}(xjé): reX y£>[)}
es base de um\@oigga’a T4 en X.

Demostracio memos & € X. Entonces, por la propiedad a) que
define a una métrié nemos que € B(xq(x ), para cada £ > 0. Esto

implica que la unién dos los elementos de By es X. Ahora supongamos
que Bix ay(x1,21) vy Bx, 2,£9) son dos elementos de 5;. Tomemos un punto
& € Bixa)(x1,61) N Bix ) (22%2). Definimos

£ = min d(xy, )89 — d(z,7)}.

Como & € Bixa)(x1,21), tenem stﬁre d(xy,x) < £,. Por tanto g, —d(xy, 2) >
0. De manera similar, g2 — d(z2, ) . Entonces ¢ es el minimo de ntimeros
mayores que ceroy, por tanto, ¢ > (. mos que B(x 4)(x, €) es un elemento

de By que tiene a x. Vamos a?ar ue
Bixa)(z,g) C {-'ruas; Bixa)(w2,€2).

Sea y € B(xa(r, ). Entonces d(zrf-<,a. A(]é:é;_;i por la desigualdad del
finiei

tridngulo, la simetria de d y la de oﬂ?\de £, mos que

d(y, 21) < d(y, 7) +d(z, 3 Je + r@d <e

*

)."
d(y, 5!:2) g d(y, x) + d(x: 1‘2) <&+ d(l‘gj %2'
Luego y € Bixa)(x1,21) N Bx,a)(x2, €2). Esto prueba que Q

Bixa)(z,2) C Bixay(r1,€1) N Bix,a)(T2,£2). O’

Utilizamos ahora el Teorema 1.5.4, para concluir que By es b deyuna
topologia 7, de X.

1.5.17, tenemos que

|
Supongamos que (X, d) es un espacio métrico. Por los Teoremas 1@5

a={G C X: paracada r € G existe Bixa(y,c) € Ba

tal que = € Bxa(y.c) C G}. (\

O

+
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En 7 se encuentran los subconjuntos de G que son uniones de elementos de
By "Mas, concretamente G C X es un elemento de 14 si y sdlo si, entre cada
punto,avde Gy G se puede encontrar un elemento de By, el cual es una bola
abierta”cuye_centro no necesariamente es el punto x. Definimos ahora

T ={G€ X, paracada z € G existe ¢ > 0 tal que B(xq(z,2) C G}.

Los miembros de ¥ también son uniones de elementos de B,;. Mas concreta-
mente G C X es"umrelemento de 7 si y solo si, entre cada punto z de G y G
se puede encontrarain elemento de By, el cual es una bola abierta cuyo centro
es x. Es claro entonces’que 7 C 74. Para ver que la otra contenciéon también
es cierta, supongamosuer G € 7;. Tomemos un punto x € G y un elemento
Bxa)(y, ) € By tal quean € By q(y, ) C G. Entonces d(x,y) < ¢, por lo
que 0 = ¢ — d(x,y) es mayorque cero. Ademds B x 4 (x,0) C Bxa(y, ).
Para ver esto, sea 2 € Bx q)(#%0). Entonces d(z,z) < ¢ y, por la desigualdad
del tridngulo v la definicién de 9, tenemos que

d(z,y) EAd(z 1) +dlepy) < d+d(x,y) =¢.

Luego z € Bixq(y. ). Esté pruebd gle B x g(x,0) C Bix.g(y.c). Hemos
encontrado entonces un nimergreal §, Maydr que cero, tal que Bix q)(x,d) C
(G, probando asi que G € 7. Por _tanto tp @#De todo esto, concluimos que
T4 = T.

Con respecto a como se define 74, Ja forma gue define a 7 es méas simple.
La topologia 74 que hemos obtenido®y que es'ighal a 7, recibe un nombre
especial.

DEFINICION 1.5.18. Supongamos que (X, d) es un espacio métrico. Entonces
la familia

Ta=1{G C X: para cada v € G existe € > 0 tal que Blxgrtr,c) C G}
se llama la topologia inducida en X por la métrica d. La familia
Bi={Bxa(r.c):xe X ye>0}
es la base tnducida en X por la métrica d.

Asi pues, toda métrica definida en un conjunto X, induce una topologfa
en X. Conviene considerar ahora la siguiente definicion, que es una espeéie
de reciproco de lo anteriormente comentado.
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DEFINICION 1.5.19. Un espacio topoligico (X, T) es metrizable si existe
una métrica.d en X tal que T = 1,4

En otras“palabras, un espacio topologico es metrizable si su topologia
resulta ser la tepolegia inducida por alguna métrica d en X. Si (X, d) es un
espacio métrico y 77 esda topologia en X inducida por la métrica d, entonces
(X, 74) es un espaci@ metrizable. En la practica, pensando que los conjuntos
son espacios Lolégioos, cuando decimos “sea X un espacio métrico”, enten-
demos que X es un espaci@ topologico y que su topologia es la inducida por
la métrica de X.

Si X es un espacio metrizdble, entonces X satisface el axioma de se-
paracion T ([17, Teorema 32(2y/pag. 202|). En particular X satisface los
axiomas de separacion anteriores®a 7. Como consecuencia de esto, si X no
satisface alguno de los axiomas de geparaciéon que indicamos en la Definicion
1.5.9, entonces X no es metrizable. ‘A=¢ontinuacion enunciamos el Teorema
de Metrizacion de Urysohn, elsual es un criterio para determinar si un espa-
cio segundo numerable es metrizable. Una demostracion puede verse en [17,
Teorema 34.1, pag. 215|.

TEOREMA 1.5.20. Supongamos qué eleéspacio gogologico (X, 7) es sequndo
numerable. Entonces X es metrizable si”insolo s#Xaees T3.

1.5.5. Conexidad

Vamos ahora a presentar la definicion mas importante“en lo que al pre-
sente trabajo concierne.

DEFINICION 1.5.21. Un espacio topolégico (X, 7) es conexo-gi'no existen
dos subconjuntos abiertos y no vacios A y B en X tales gue X = AUB y
ANB=0.

Es facil probar que el conjunto vacio es conexo, que un conjunto degeheéra-
do es conexo y que el conjunto X = {0,1}, con la topologia 7¢ = {0, {0}, X}
es conexo. Ademas si Y es un conjunto no vacio y p € Y, se tiene qie
T ={ACY:pe A} U {0} es una topologia en Y tal que el espacio topolo-
gico (Y, 7,) es conexo. Los espacios conexos ({0,1},7s) v (Y, 7,) son Ty pero
no 1.
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”
)/ié'
otemos que un espacio topologico (X, T) es conexo si y s6lo si sus tnicos
sub¢ &ntos que son tanto abiertos como cerrados son 0 y X ([5, Teore-

ma 6 )1\1) péag. 352).

El co@ta R, con la topologia usual, es conexo y sus subconjuntos co-
nexos propi( no vacios son los subintervalos y los rayos [4, Teorema 1.2,
pags. IUT—IL&H particular los subconjuntos conexos del intervalo [0, 1] son
0, [0,1] v los i@va.los de la forma [a, b], [a,b), (a.b] y (a,b) contenidos en

[0,1]. (0%

En Topologia es ¢ n considerar que los espacios topoldgicos interesan-
tes satisfacen, por lo @os, el axioma de separacion Ty. Si nos atenemos
a esto, los tinicos conj @mnexos no degenerados e interesantes que he-
mos presentado, son la r }A@a,l; los subintervalos y los rayos en R, con la
topologia usual.

Un problema que histéric@te ha resultado interesante es el de de-

terminar la cardinalid un con o conexo y Ty. Al respecto, vamos a
indicar en la presente seccion, algunos resultados. Para su demostracion sera

importante el siguiente res@'l?:;. O
TEOREMA 1.5.22. Sean X yjfos es@s‘.iopoldgécos yf: X =Y una

funcion continua y sobreyecti ,CS‘\X ero, entonces Y también es
CONero. o

emostracion. Si Y no es conexo, enton =UUV,donde U y V
son subconjuntos no vacios de Y, abiertos y ajefioss-Como [ es continua y

sobreyectiva, f~H(U) y f~*(V) son subconjuntos no 0s, abiertos y ajenos
en X, cuya unién es X. Como esto contradice la cone@d de X, deducimos

que Y es conexo. O’ |

En el siguiente resultado, consideramos un espacio to@gico con dos
topologias comparables vy, posteriormente, vemos condiciones bajolas cuales
se preserva la conexidad o bien el axioma de separacion T, .

2

tales que Ty C To. Entonces:

TEOREMA 1.5.23. Sea X un conjunto no vacio con dos topoiq%y Ty

1) Si (X, 72) es conexo, entonces (X, 1) también es conexo.

2) Si (X, 1) es Ty1, entonces (X, 12) también es Ty (o
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Demostracion. Para probar 1) supongamos que (X, 71) no es conexo.
Entonces&xisten abiertos no vacios U y V en (X, 1) tales que

X=UuV y UNV=4. (1.5.3)

Como 11 C 1o, Usv 1 son abiertos en (X, 1), que cumplen (1.5.3) por lo que
(X, 72) no es conexgy tontradiciendo asi nuestro supuesto. Por tanto (X, 1)
£s conexo.

Para probar 2), sean,y € X tales que = # y. Como (X, 1) es T, 1

existen abiertos no vacios U#y V en (X, 1) tales que
relU, yeV Ty selix ) (U)Nnex (V) =0. (1.5.4)

Como 7y C 7y UV € 7, se Sigue que U,V € 7. Entonces U y V' son
abiertos en (X, 1) tales que x € Uy € V. Por otra parte, notemos que
si F' es un cerrado en (X, 7)), entofices F' es un cerrado en (X, 1), pues
al tenerse que 1 C oy W & X ~ F € myepresulta que W € m, por lo que
F = X~ W esun cerrado en (X,#%). Ahoraybien, como clix -y (U) y clix (V)
son cerrados en (X, ), dichos ¢onjuntos thmbién son cerrados en (X, 7).
Ademas U C clix -j(U) y V C clzempld), pordo'que clix -, (U) C clix (V)
v clix ) (V) Celix ., (V). Luego, pérf1.5.4),

f-‘l{x,m}(U) M f-‘l{X,m}(V) C f-‘l{X,rl}(U) M f-‘l(x,n}(V) =0.

Esto prueba que (X, 73) es T, 1- ]

Recordemos que, para un conjunto A, el simbolo |A| vepresenta la car-
dinalidad de A. El siguiente resultado dice que, en cuanté”a cardinalidad,
en la clase de los espacios T;% solo hay dos tipos de conjunto§ conexos: los
que poseen un solo elemento, v los que tienen una cantidad no numerable de
elementos.

TEOREMA 1.5.24. Supongamos que X es un espacio Conero y no vacio.Si
X es T,1, entonces | X| =1 o bien X es no numerable.
]

Demostraciéon. Supongamos que X tiene por lo menos dos elementos
py g Como X es Ty, por la propiedad a) del Teorema 1.5.10, el conjunto
{q} es cerrado en X. Ademés p ¢ {q} vy, como X es T, 1, existe una funcion
continua f: X — [0,1] tal que f(p) =0y f(g) = 1. Puesto que X es conexo
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v*f €5 una funcion continua, por el Teorema 1.5.22, f(X) es un subconjunto
coeXo.de [0, 1]. Tenemos entonces que f(X) es un subconjunto conexo del
intervale [0, 1] que contiene a sus extremos 0 y 1. Luego f(X) =[0,1] y, asi,
X tiené porJo menos la cantidad de elementos que posee [0, 1]. Esto prueba
que X nowes nfimerable. |

En vista del tegrema anterior, un conjunto degenerado resulta ser el tinico
conjunto conexe dio vacio y numerable que cumple el axioma de separacién
T51. En el siguiente'fesultado probamos que, en cuanto a cardinalidad se
relzlere: en la clase de log®espacios Ty, solo hay dos tipos de conjuntos conexos:
los que poseen un solo elemento, y los que tienen una cantidad no numerable
de elementos, justo comé_pasa en la clase de los espacios T} 1

TEOREMA 1.5.25. Supongames que X es un espacio conezo y no vacio. St
X es Ty, entonces | X| =1 o Fien X es no numerable.

Demostracion. Suponganiosque X es numerable. Como X es T3 y nu-
merable, por el Corolario” 1.5.15, X..es T,. En particular X es T3%. Esto
implica, por el Teorema 15.24, que JX| = 1. De esta manera se prueba que
|X| =10 bien X no es nuiherable. [ |

En vista del teorema anterioz#in conjunta degenerado resulta ser el tinico
conjunto conexo no vacio y numerable que cumple el axioma de separacion 75.
Por tanto, si a los espacios topologicosl que vafmos a considerar les hemos de
imponer un axioma de separacion (como ya dijim6s, se suele considerar que
por lo menos han de satisfacer el axioma de sepéracion 1), por el trabajo
que hemos realizado, se sigue que un espacio topolégico conexo e infinito
numerable ha de satisfacer, a lo mas, el axioma de separacion T'z%-

Como veremos, en cuanto a cardinalidad se refiere, ef las€lase de los es-
pacios T, existen conjuntos conexos con un solo elemento; gafiyuna cantidad
numerable de elementos, o bien con una cantidad no numerable de elemen-
tos. Sin embargo, bajo ciertas consideraciones, podemos obtener'résultados
similares a los indicados en los Teoremas 1.5.24 y 1.5.25. Supongafos, por
ejemplo, que X es un espacio conexo, no vacio y 7. En el siguientewresdltado
mostramos que, si a X le imponemos ser compacto, entonces un comjunto
degenerado resulta ser el tnico espacio numerable con estas propiedades:

TEOREMA 1.5.26. Supcmga-m,c')s que X es un espacio compacto, conexo y-ne
vacio. Si X es Ty, entonces | X| =1 o bien X es no numerable.
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Demostracion. Como X es compacto y Ty, por [17, Teorema 32.3, pag.
202|, X & Ly, En particular X es Tj1, asi que por el Teorema 1.5.25, con-
2
cluimos que, [A4 =1 o bien X es no numerable. |

Por tanto, en gnanto a cardinalidad se refiere, en la clase de los espacios
T, y compactos solo hay dos tipos de conjuntos conexos: los que poseen un
solo elemento, y los"que, tienen una cantidad no numerable de elementos.

gn espacio topologice”X es localmente compacto si para cada r € X
y todo abierto V en X cons € V| existe un subconjunto abierto U de X
tal que v € U C elx(U) @V, y clx(U) es compacto. Por la parte b) del
Teorema 1.5.10, si X es localmente-compacto y T;, entonces X es T3. Como
consecuencia de esto y el Teovelna 1.5.25 tenemos el siguiente resultado,
el cual indica que si a un espacio genexo, no vacio y 71 le imponemos ser
localmente compacto, entonces un'conjunto degenerado resulta ser el tinico
espacio numerable con estas propiedades.

TEOREMA 1.5.27. Supongamoés=gue X*és sun espacto localmente compacto,
conexo y no vacio. Si X es 71 eptopees |X| =1 o0 bien X es no numerable.

Demostracion. Como X es lgcalmente®onipacto y T, tenemos que X
es T3. Entonces, por el Teorema 1.5.25¢ sucede e {X| =1 o bien X es no
numerable. |

Asi pues, en cuanto a cardinalidad se*Tefiere, en(la clase de los espacios
T1 v localmente compactos solo hay dos tipos de conjuitos conexos: los que
poseen un solo elemento, y los que tienen una cantidad yio numerable de
elementos.

Nuestro siguiente objetivo es mostrar que existen espacios infinito nume-
rables que son conexos y satisfacen el axioma de separacion T5,/péro no el
axioma T'z%- Los capitulos 2 y 3 del presente trabajo estaran dedieadosa es-
to. Suponiendo, de momento, la existencia de dichos espacios, en el sigliiente
resultado mostramos propiedades que no poseen. Recordemos que si X es un
espacio topolégico, entonces p € X es un punto aislado de X si el conjunté
{p} es abierto en X.

TEOREMA 1.5.28. Sea X un espacio conexo, no degenerado, numerable y T,.
Entonees X no es compacto ni localmente compacto ni metrizable. Ademds
X es infinito y no posee puntos aislados.
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Demostracion. El que X no es compacto se sigue del Teorema 1.5.26.
Del"Tearema 1.5.27, se deduce que X no es localmente compacto. Supon-
gamos_gue X es metrizable. Entonces X es 73 y, como X es numerable,
por el Teorema 1.5.25, | X| = 1. Esto es una contradiccion asi que X no es
metrizable

Suponganiés_que X es finito. Tomemos a € X y definamos U = {a} y
V =X\ U. Engonices U # () y, como X es no degenerado, V # (). Ademas
X =UuUV y UV = 0. En vista de que X es T}, cada subconjunto
degenerado de X es cefrado en X. En particular, U es cerrado en X, asi
que V' es abierto en X¢ También 1 es cerrado en X pues IV es una union
finita de subconjuntos degenerados de X y, por tanto, una unién finita de
subconjuntos cerrados de* X" Luego I/ = X 'V es abierto en X. Esto prueba
que U y V son subconjuntds abiertos y no vacios en X, talesque X = U UV
vy UNV =0. Luego X no es ¢onexo. Esta contradiceion muestra que X debe
ser infinito.

Supongamos que p € X es un plinto aislado de X. Entonces {p} es un
subconjunto de X, diferentevdel vacio y de X que es tanto abierto como
cerrado en X ({p} es abierto-en=X, por gérp un punto aislado de X, y {p}
es cerrado puesto que X es 71 ). Esto contfadice el hecho de que, al ser X un
espacio conexo, los tnicos subcohjuntos de X gue son tanto abiertos como
cerrados en X son () y X. Por tantd, X no peSee-puntos aislados. |

Si X es un espacio topologico v Y C X, decifnos.que Y es perfecto si Y
es cerrado en X y ningtin punto p de YV es tal quedp} es abierto en Y, es
decir, ningiin punto de ¥ es un punto aislado en la topologia relativa de Y.
Del Teorema 1.5.28 se sigue que los espacios conexos, infinito numerables y
T5 son perfectos.

El tema de la conexidad es mas amplio de lo que aqui presentamos. Tan
solo hemos enunciado resultados que involucran el tema prinéipal del pre-
sente trabajo. El siguiente concepto estd, como veremos, muy ligada/alde la
conexidad.

DEFINICION 1.5.29. Dos subconjuntos g y C' de un espacio topoligieo X
estdn mutuamente separados en X, siclx(B)NC =0y BNelx(C) =0
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TEOR(%&.E}.SU. Un espacio topolagico X es conexo si y sdlo si no existen
dos subc %os no vacios y mutuamente separados B y C' en X, tales que

X=BU )N

Demostra\:&}r.'Supongamos primero que X es conexo y que existen
dos subconjuntos ?31’05 y mutuamente separados B y C' en X, tales que
X = BU(PEEntonceg clx(B)NC = 0y BNelx (C) = 0. De la segunda igualdad
inferimos que B C 1@ (). Tomemos un punto z € X \ clx(C). Como
X = BUC, tenemos q@ Bobienz € C. Six € C, entonces x € clx(C),
lo que contradice el hecho de"que z € X ~ clx(C). Por tanto, z € B. Esto
muestra que X \ cly(C) y, como también B C X \ clyx(C'), deducimos
que B = X < clg(C). De

Entonces B y C son subconj

imilar se prueba que C' = X ~ cly(B).
Ajiertos y no vacios de X.

Vamos a probar que B y C t?@ls 1 son dos subconjuntos cerrados de

X. Para ver que B es cerrado Atomemos un punto x € clx(B). Como
X = BUC(, tenemos que x i@ien V Debido a que clx(B)NC =0,
1

tenemos que = ¢ C, asi que x . Esto stra que clx(B) C By, como
también es cierto que B C clx (B ucim@e B = clx(B). En particular,

B es cerrado en X. De manera similarse prueba’que C' es cerrado en X. Como
-

consecuencia de esto / o
BNC =B HG\ )= O

asi que B y C son ajenos. Tenemos asi que B y (@ dos subconjuntos

de X, abiegws, ajenos y no vacios en X, cuya unién Por tanto, X no
es conexo. Esto es una contradiccién, por lo que deducimes que no existen
dos subconjuntos no vacios y mutuamente separados B y X, tales que

X=BucC. Of

Para probar la segunda parte del teorema, supongamos ahora @no exi
ten dos subconjuntos no vacios y mutuamente separados cuya union ?g

X no es conexo, entonces X = BUC, donde B y C' son subconjuntos§ de X,

ablertos en X, ajenos y no vacios. Probando que B y C' estan mutua €
separados en X, obtendremos macontradjcci(‘m con nuestra hipotesis.

pongamos, por tanto, que existe un punto xr € ch(B) N C. Como C es

abierto en X que posee @l punto x, que se encuentra en la cerradura de B,

sucede que C' N B # (). Esto contradice el hecho de que B y C son ajenos, \s\

asi que clx(B) N C = (). De manera similar se prueba que B N clx(C) # 0. (\o

+
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Liiego B y C estan mutuamente separados en X y, como ya indicamos, esto
nos Meva a la conexidad de X. |

Corlo gensecuencia del teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA#1.5.31. Supongamos que A es un subconjunto conexo del espacio
poldgico X'talque A C BUC, donde B y C son dos subconjuntos no vacios
e X que estan{imptuamente separados en X. Entonces A C B o bien A C C.

Demostracion/Como A C B UC, tenemos que
A AN (BUC)=(ANB)U(ANCQO).

Vamos a probar que los cghjintos ANB y ANC estan mutuamente separados
en X. Notemos que

cx(ANB)N(ANC) C (clxfANNely(B)) N (ANC)
=(ANdx(A))N(clx(BYNC)=AnH = 0.

Por tanto, cly(A N B) N{4-Q-C) = @ De manera similar se prueba que
(AN B)Ncx(ANC) = 0. Ror tanto, ‘el.€onjunto conexo A se puede escribir
como la unién de los conjuntos AT By ATIC que estin mutuamente separados
en X. Luego, por el Teorema 1.5730~n0 puede ser cierto que ambos conjuntos
sean no vacios, es decir, AN B = (.o bien AAC = (). Esto implica que A C B
o bien A C C. ]

Sean X un espacio topologico y AY C X tales«que A C Y. En la prueba
del siguiente resultado utilizaremos el hecho de que€ly {A) = clx(A)NY.

TEOREMA 1.5.32. Supongamos que C = {Cj: i € I} es.una coleccion de
subconjuntos conexos de un espacio topoldgico X. St para‘cada i, j € I sucede
que C; N C; # 0, entonces el conjunto U C; es conexo.

icl
.

Demostraciéon. Sea ¥ = UCL-. g Y no es conexo enton@ por el
icl
Teorema 1.5.30, existen dos subconjuntos no vacios B y C' de X mu@@nte
separados en Y y tales que Y = BUC. Como C' C Y, tenemos que CN¥"2 C
por lo que

0 =dy(B)NC = (dx(B)NY)NC = cdx(B)N(CNY) = dx(B)NC.
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Por taiftog/cly(B) N C = (). De manera similar se prueba que BNclx(C) = 0.
Luego By L estan mutuamente separados en X. Ahora fijemos b € B v
c € C. Comovh,c € Y, existen ¢, € I tales que b € C; y ¢ € ;. Entonces
CiNB # 0 yC;aC # (0. Como ya probamos, B y C' son dos subconjuntos no
vacios de X que'estin mutuamente separados en X y, ademas, C; y C; son
subconjuntos conexos de X tales que C; C BUC y C; C BU (. Entonces,
por el Teorema 1.531-C; C B o bien C; C Cy, ademés, C; C B o bien
C; C C. Supongamos.gtie (; C C'. Entonces

beC;NnBacC ﬂch{B) C Cﬂch(B)

de donde C'N clx(B) # 0.6 cual es una contradiccién que proviene de
suponer que C; C C. Entonces\Cy/'C B. Si suponemos que C; C B, entonces

ce C;NCCCiMeyx(C) Cc Bnelx(C)

por lo que BN eclx(C) # 0, uda contradiccion proveniente de suponer que
C; C B. Por tanto € C C. De"65ta mahexa

CiNC; C BREOIC B (€) =0,

asi que C; N C; = 0. Esto contradicelashipotesis.de que los elementos de la
familia C se intersecan dos a dos. Dicha eentraditcion proviene de suponer
que Y no es conexo, por lo que deducimos.que Y es €onexo. |

Ahora vamos a probar que la cerradura de un conjunté ¢onexo es conexa.
Para esto utilizaremos el siguiente resultado.

TEOREMA 1.5.33. Sean X un espacio topoldgico y A un subcopfunto conexo
de X. Si B C X es tal que A C B C clx(A), entonces B es coneig.

Demostracion. Si B no es conexo entonces, por el Teorema 1.5.30, exis-
ten dos subconjuntos no vacios €'y D, mutuamente separados en X« tales
que B=CUD. Como A es conexo y A C CUD, por el Teorema 1{5:31,
Ac Cobien A C D. Supongamos que A C C. Entonces clx(A) C clx(@7.
Luego D C B C clx(A) C clx(C), por lo que DN clx(C) = D # (), contraz
diciendo el hecho de que D N clx(C') = 0. Si suponemos ahora que A C D,
entonces

CcCcBCcC Clx(ﬂ) - (‘lx(D)

1




CAPITULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES 49

por 16 que C'Nclx(D) = C # 0, contradiciendo el hecho de que CNelx (D) =
(. Hémos probado con esto que no podemos suponer que A C C ni que
A C "Dv Esta contradiccion proviene de suponer que B no es conexo. Por
tanto, B eg=conexo. |

COROLARIO 1.5.34. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto co-
ne:r%de X. Entofices clx(A) es conexo.

emostracidon. Hagamos B = clx(A). Entonces B es un subconjunto
de X tal que A @'B)& clx(A) y, por el Teorema 1.5.33, B es conexo. [ |

Terminamos la presente subseccion considerando la siguiente nocion.

DEFINICION 1.5.35. Sean X~ un espacio topoldgico yp € X. El conjunto
C,= U{C & X:C es conexo ype C}

es la componente conexa de_p\en X. Decimos que D C C' es una com-
ponente conexa de X sitexiste p € X tal que D = C),.

Sean X un espacio topeldgico y p/e X. Notemos que
C={C&/'X: C éseonexo y pe C}

es una familia de subconjuntos cenexos 'de”X que se intersectan dos a dos,
pues todos los elementos de C tieflefy a p. Efitences, por el Teorema 1.5.32,

Cp = U{C' C X 8C/es conéxoyp € C'}

es conexo. Ademds p € (). Por otra parte si C#s un subconjunto conexo
de X tal que p € C, entonces C' € C, por lo que C' &'C,. Esto significa que
C, es el subconjunto conexo de X “més grande” que(Centiene a p. Como la
cerradura de un conjunto conexo es conexa (Corolario 1,5.34), sucede que
C, es cerrado en X. Es comin decir en ocasiones que (%, es"la componente
conexa de X que tiene a p.

Sean X un espacio topoldgico, Y C X v p € Y. Suponiendosue Y posee
=] 1 o
la topologia relativa de X, podemos considerar la componente conexa_ de p
en Y, la cual es el conjunto

U{C CY:CesconexoypeC}

Como hemos indicado, dicha componente conexa es cerrado en Y y, adermés,
es el subconjunto conexo “més grande” que tiene a p y esta contenido en Y%
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1.5.6:. ﬁone}ﬂdad Local y Conexidad en Pequeno

En la l@nte subseccion vamos a estudiar las nociones de conexidad
local y de ¢ xﬁdad en pequeno. Ademds, presentaremos algunas relaciones
que existen en stos conceptos. Recordemos primero que si X es un espacio
topologico v x &4, entonces una vecindad de x en X es un subconjunto V'
de X tal que exis@ abierto U en X de modo que z € U C V. En otras
palabras, una vecin de x en X es un superconjunto de algin conjunto
abierto en X que pos nto x. En particular, un abierto en X que tiene
al punto x es una vecindad de z.

DEFINICION 1.5.36. Sean Qﬂ espacio topoldgico y x € X. Diremos que:

i) es localmente cone n x, si para cada vecindad V' de x, existe
un subconjunto abierto y coffero U de X tal quex € U CV.

ii) X es conexo en pequeno e &a para cada vecindad V' de x, existe
al que v € intx(U) C U C V.

un subconjunto conexo U
Decimos, ademds, que X es lo ent ;nemo st X es localmente conexo
en cada uno de sus puntos. O
b} ]

Por sus siglas en aleméin, “conneg¢ted 4m k 1 es comin escribir “cik”
en lugar de “conexo en pequeno”. 9 ba.r 1, el presente trabajo, 1
haremos uso de dicha convencion. O

Notemos que E nocién de conexidad ldtal esta 1 términos de ve-
cindades. En el siguiente resultado, vemos que podem la en términos

de abiertos

TEOREMA 1.5.37. Un espacio topoldgico X es localmente co%ex n un punto
r € X, s@ggolo si, para cada abierto U de X con x € U, existe @conjumo
V' de X, abierto y conexo en X, tal que x € V C U.

Demostraciéon. Supongamos que X es localmente conexo en x. U
un conjunto abierto en X con x € U. Como U es una vecindad de z, por
hipétesis, existe un abierto y conexo V en X tal que z € V C U. &)

Inversamente, sea V' una vecindad de x. Bntonces existe un abierto UJ
X tal que © € U C V. Luego, por hipdtesis, existe un abierto y conexo C' en
X que satisface z € C' C U. Esto prueba que X es localmente conexo en x.
|

&
‘©

+
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’

forma similar, la nocién de conexidad en pequeno puede ser expresa-
da minos de abiertos. Como la prueba del siguiente resultado es muy
simil del Teorema 1.5.37, la omitimos.

TEOREI\LS\ 5.38. Un espacio topoldgico X es conexo en pequeno en un
punto r € )Qsmfo si, para cada abierto U de X con x € U, existe un
subconjunto ¢ V de X tal que x € intx(V)CV C U.

Ahora vamos @fﬁdiar lgg relaciones entre la conexidad local y la cone-
xidad en pequeno. Noteinos que si X es localmente conexo en x, entonces
X es conexo en pm‘éen x. Como veremos, globalmente hablando, di-
chos conceptos son idé i-aunque, localmente hablando, son propiedades
diferentes. Para probar et )Ecesitaremos del siguiente resultado.

TEOREMA 1.5.39. Un espac qua(o X es localmente conexo si y sdlo
st, para cada abierto U en a (omponenie coneza C' de U, sucede que
C' es abierto en X.

Demostracion. %pox 108 qu(r%',es localmente conexo. Sean U un
abierto en X vy C' una cmnpm‘fue.co le U. Debemos probar que C' es
abierto en X. Para ello tome gfun pun@-é C. Entonces ¢ € U y, como
al

X es locamente conexo en ¢, existe’ un y conexo V' en X tal que

eV C U. Observemos que ¢ € 1 vy qu 0 V' como C' son conexos.
uego, VU C es conexo. Como V y C estén nidos en U, sucede que
VUC es un subconjunto conexo de U. Ahora bien, C es una componente
conexa de U y € C V U C, necesariamente C' = Por tanto V' C C.
Entonces V' es un abierto en X tal que c € V C C' esta manera, C' es

abierto en X.

Supongamos ahora que las componentes conexas de ubconjuntos
abiertos de X son abiertas. Para ver que X es localmente con?omemos
un punto z € X y un abierto U en X tales que z € U. Sea V la®componente

conexa de U que tiene a x. Por hipotesis V es un abierto en X. Lu un
abierto y conexo en X tal que x € V C U. Esto muestra, por Teore h.37,
que X es localmente conexo. @ |

TEOREMA 1.5.40. Un espacio X es localmente conexo si y sdlo si es co)ﬁ%\
en pequeno en cada uno de sus puntos. o

+
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#amon Supongamos que X es localmente conexo. Sean © € X

\d U un o en X tales que 2 € U. Como X es localmente conexo en z,
por Teorer .37, existe un abierto y conexo V en X tal que z € V. .C U.
Entonces z € intx (V) C U v, por tanto, X es conexo en pequeno en x. Esto

muestra que '/pdnexo en pequeno en todos sus puntos.

emos un abierto U en @y una componente conexa
C deU. Seaz e C. es conexo en pequeno en &, por Teorema 1.5.38,
existe un conjunto con en X tal que » € intx (V) C V C U. Como C
es la componente conexa d que tiene a z y V' es un subconjunto conexo
de U que tiene a x, tene o@e V C C. Asi intx (V) C C, por lo que C es
un conjunto ablerto Luego eorema 1.5.39, X es localmente conexo.
|

Reciprocamenteé;

Ahora vamos a describir un es@ topolégico en R?, con la topologia
I unto pero no localmente conexo en

usual, que es conexo en pequeng,en
ese mismo punto. Para cada ¢ seanﬁ (— [)) € R? y L el segmento

de recta con extremos ¢; v ¢it1- a todal (i ) € N x N, consideremos el

punto —/_
1 1 u
Din = = ((w = @
i+ 1 3 O

como el segmento de recta L;,, con e N0S P;n @ Es decir, para cada

(i,n) e Nx N, ¢
1 1 1
= = gl = —
L {(x,y)ER Tx1StS; v v nl@r)}
donde y = l(1 —ix) es la ecuacién de la recta que pasa por los tos p;,
v ¢;. Definamos, para cada ¢ € N, el conjunto )
U Zin (9
neMU{0} 6

Entonces (%S\

X = clg: (g XI-) %

+
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eS un' espacio topoldgico compacto, conexo que, ademaés, es conexo en pequeno
en el punto (0,0) y no es localmente conexo en (0,0). En [19, Teorema 7.6,
pags.\71-75| se da una demostracion a detalle de esto. Por consiguiente, la
conexidad en pequemnio en un punto, no implica la conexidad local en dicho
punto. Ehespatio X asi construido es llamado un continuo (espacio métrico
compacto, ‘cofiexe v no vacio) que en la Teoria de Continuos se le conoce
como la escoba nwla infinita. En la figura siguiente se aprecia un bosquejo de
la forma geométrica del espacio X.

P4

Ps
W

(0,0)-=- G q5qs @3 G2 Lig @

Figura 1.1: El espacio X







Capitulo 2

Espacios con Progresiones
Aritmeéticas

2.1. Introduccione Historia

En el presente capituld’ mostraremos algunos ejemplos de espacios cone-
xo0s, infinito numerables, {Uesatisfacen el axioma de separacion T y, ademaés,
en su construccion se utiliza®i 148 progrésiones aritméticas. En el Capitulo 3,
daremos otro ejemplo con propiedadesSuilares, pero cuya construccion es
geomeétrica.

En 1955 H. Furstenberg utilizé progresienes aritméticas infinitas de ni-
meros enteros, para construir una hase Br papauna topologia 7p de Z. Su
articulo (|6]) consiste en un parrafo®de 12 liiteas<en el que no se indica,
a detalle, que (Z,75) es en realidad un espacio topelégico metrizable. En la
Seccién 2.2, definimos formalmente la familia By y probaremos, a detalle, que
(Z,7r) es un espacio topologico segundo numerable yeetrizable. También
veremos que (Z, Tp) no es conexo y, como consecuenciaé)las propiedades
topologicas que posee dicho espacio, presentaremos la elegante prueba que
H. Furstenberg di6, de que el conjunto de los niimeros printesves infinito.

En 1959 S. W. Golomb presenté en |7] una topologia 7 e N que tiene
como base una familia especial de progresiones aritméticas. Tambiénanaliza-
remos su ejemplo. Ya antes, en 1953, M. Brown habia presentado elfespacio
topoldgico conexo (N, 7¢). Sin embargo, la prueba de la conexidad, présenta-
da por S. W. Golomb utiliza Teoria de Nimeros, mientras que la M. Brown
es meramente topologica. Aqui presentaremos una prueba de la conexidad-de
(N, 7¢), usando Teoria de Numeros.

55
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2.2. © Las Topologias de Furstenberg y de Go-
lomb

Recordemds gquesi a v b son dos enteros, entonces el simbolo (a, b) repre-
senta el maximo<€omiin divisor de a y b, y que Ny = N U {0}.
Consideremos lad siguientes familias de subconjuntos de Z :

Pp(a,b) = {az +b'z € 7}, paraa e NybeZ,

Pgla,b) = {an+b: n€ Ny} para a,b € N con {a,b) = 1. (22.1)

Utilizando la notacion clasica”del Algebra Moderna, como la que indicamos
en la Seccion 1.4, tenemos que

Pr(a,b) =aZ + b () Pola,b) =aNy+b.

Ademés Pr(a,0) = aZ vy Pr(agh)) \N = aN, para cada a € N. También
observemos que si a = 2, enténlesqyr € Bpladb) si y sdlo si x = b(mod a), y
lo mismo sucede si x € Pg(a,b)s

Notemos que si (a,b) € N x Z,entonces
Pp(a,b)={...,b—2a,b#=a,b,bt=d b+ 2a,...}

es la progresion aritmética que inicia en biy.€uya cohistante, salto o diferencia
es a. Por otro lado, si (a,b) € N x Ny {a,b) = 1, entorices

Pola,b) ={bb+a,b+ 2a,...}

es la progresion aritmética que inicia en b y salta a en los enteros positivos.
Por ejemplo

Pr(3.1)={...,1-3(3),1=2(3),1 —1(3),1,1 + 1(3), 1 + 2(3), LR 3(3).. . .}
—{..,=8,-5,-2,1,4,7.10,.. }.

En negritas hemos indicado el punto de inicio de la progresion aritmética
=] L)
Pp(3,1). Observemos que

Pn(3,1) ={1.4,7.10,.. .}.

Ademéas Pg(3,1) C Pr(3,1). En el siguiente teorema, enlistamos una serie
de propiedades de los conjuntos Pr(a,b) v Pg(a,b) que hemos definido.
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”

1@‘.1\{[}\ 2.2.1. Se satisfacen las siguientes propiedades:
1) @a cada (a,b) € N x Z, el conjunto Pp(a,b) es infinito numerable y
b).

K\
2) Par ,m& (a,b) € Nx N con {(a,b) =1, el conjunto Pg(a,b) es infinito
numer: b € Ps(a,b).

3) Para tod@: € N con {a,b) = 1, sucede que Pg(a,b) C Pgp(a,b).

4) Para cada b ‘/nemm que Pp(1,b) =Z y, ademds, Pg(1,1) = N.

5) Para toda ( x Z y cada ¢ € Pp(a,b), sucede que Pr(a,c) =
PF i'.'.'. b "'

6) Para cada (a,b) EN
{a,¢) =11y Pgla,c) C

7) Paratodab e Zy : tenemos que Pr(ajas,b) C Pr(ay,b)N
PF i’lz b) V
1

8) Para toda b € N y @[al as tales que (b,a1) = (byas) =

a,b) =1 y toda ¢ € Pg(a,b), sucede que

tenemos que (b, ayas) = Fo(ad C Pglar,b) N Pglasz, b).

7”7
Demostracién. Probemos el iciso 17 (a,b) € N x Z. Entonces
b =n1 (0) +b € Pp(a,b), es demr@& Pr(a;b). Para ver la infinitud de

Pr(a,b), sea f: Z — Pp(a b) la funcign defini mo f(m) = am + b, para

cadam € Z. Sin, m € Z son tales que f(n) = f(m¥}, éntonces an+b = am~+b,
por lo que an = am y, como a € N, la igualdad an'= implica que n = m.
Esto prueba que f es inyectiva. Claramente [ es vectiva, asi que f

es biyectiva. Luego Z y Pr(a,b) tienen la misma cardinalidad. Ahora bien,
por el Ejemplo 1.2.7, Z es infinito numerable, por lo qu a,b) es infinito
numerable. Esto prueba 1).

Para probar 2), sea (a,b) € N x N con (a,b) = 1. Entoncey‘)ﬂ (0) +
b e Pg(a,b), es decir b € Pg(a,b). Consideremos ahora la funm : Ny —
Pg(a,b) definida cdffjo f(m) = am+b, para cadam € Ny. Como e érafo
anterior, se prueba que f es biyectiva. Entonces Ny y Pg(a, b) tienen
cardinalidad. Por tanto, Pg(g,b) es infinito numerable. Esto prueba 2&

Para mostrar el 3), sean a,b € N con {a,b) =1y ¢ € Pg(a,b). Entoh%\
¢ = am + b, para algin m € Ny. Como N C Ny C Z, se sigue que by o

+
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son entergs tales que ¢ = am + b. Luego ¢ € Pr(a,b). Por tanto Pg(a,b) C
Pr(a,b),¥ 3).se cumple.

Para verd)sea b € Z. Por definicion, Pp(1,b) C Z. Para probar la
otra contencion,jseasc € Z. Como ¢ = 1(c—b) + by (¢ — b) € Z, tenemos
que ¢ € Pp(1,b)¢Luego Z C Pr(1,b), de donde Pr(1,b) = Z. Ahora bien,
por definicion, Po(asb) C N, para cada (a,b) € N x N cfh (a.b) =1 En
particular, Pg(1,1) €. Para probar la otra contencion, sea n € N. Como
n=1n—1)+1y (RWNO, se sigue que n € Pg(1,1). Asi N C Pg(1,1)
de donde Pg(1,1) = N. Esto prueba 4).

Para probar 5), sean (a,#) &N x Z y ¢ € Pr(a, b). Entonces existe z € Z
tal que ¢ = b+ za. Si y € Prland) existe 21 € Z tal que y = ¢ + za. Luego

y=c+zia=(b+za)+mra=b+(2+ 21)a € Pp(a,b).

Esto prueba que Pr(a,c¢) C Pgfa,b)."Para probar la otra contencion, supon-
gamos que y € Pr(a,b). Entontessexisteszs € Z tal que y = b+ zsa. Luego
y — zoa = b. Como también ¢ —Za.=0b, deducimos que y — zpa = ¢ — za. Por
lo que y = c+ (22— 2)a € Pp(a, &) \Esto prueba gue Pr(a,b) C Pr(a,c). Por
tanto Pr(a,b) = Pr(a, ¢), probandoast 5).

Para probar 6), sean a,b € N tales qué (a, b)"=A% Tomemos un elemento
¢ € Pg(a,b). Entonces existe n € Ny tal qlie ¢ = b+ata, Por el Teorema 1.3.8,
(c,a) = (a,b) = 1. Ademés, la misma prueba que dimo8 para hacer ver que

Pr(a,c) C Pr(a,b), se puede realizar para probar que #¢(a,c) C Pg(a,b).

ra probar 7), sean b € Z y a;,a2 € N. Tomemos” untelemento z €

Pr(ajas,b). Entonces existe z € Z tal que
t=0b+ z(maz).

Por tanto @ = b + (zaz2)a; € Pr(a1,b) y * = b+ (2a1)az € Pr(az,b). Jattego
Prp(aq,b) N Pr(ag,b). Esto termina la prueba de 7).

Para probar 8), sean b € N y a;,a, € N tales que (b,a;) = (b, az) :{f
Por el Teorema 1.3.15, tenemos que (b, a1az) = 1. La misma demostracion
que hicimos para probar que Pp(ajas, b) C Pr(ay,b) N Pr(ag, b), se puede
realizar para hacer ver que Pg(ajasz,b) C Pg(ay, b) N Pg(as,b). Esto termina
la prueba de 8). |




CAPITULO 2. ESPACIOS CON PROGRESIONES ARITMETICAS 59

(onsideremos ahora las familias

Br = {Pp(a,b): (a,b) € Nx Z},

Be = {Ps(a,b): (a.b) e Nx Ny (a,b) =1}. (22.2)

Vamos‘a.definir una topologia 7 en Z que tiene por base a la familia Bp.
También definiremmos una topologia 7o en N cuya base es Bg.

TEOREMA 2.2:2 La familia
7 ={0}U{U CZ: para cada b € U existe a € N tal que Pr(a,b) C U}

es una topologia en ZXAdemas By C 7 y Bp es una base del espacio topo-
logico (Z,71F).

Demostracion. Vamos asprobar primero que 77 es una topologia. Por
definicién () € 7. Por la propiédad 4) del Teorema 2.2.1, para cada b € Z
el nimero natural 1 es tal que Pp(l,b) = Z. Por tanto Z € 7p. Ahora
supongamos que {U;: i"&fl}zes unafamilia de elementos en 7. Para probar

que UUI- € 7r podemos Supener, sifi perder generalidad, que cada U; es no

icl
vacio. Dada b € U U;, existe 19 € Ital que b.el/;,. Como U;, € Tp y b € Uy,
iel
existe a € N tal que Pr(a,b) C Uy B vistd de que U;, C U U;, deducimos

il
que Pp(a,b) C UU,-. Esto prueba qué UU,- € Tr.
il el

ghora supongamos que U,V € 7p. Si UNV = Ogentonces UNV € 5.
Consideremos, por tanto, que U NV # 0 y tomemos un elemento be UNV.
Como b € U, existe a; € N tal que Pr(ay,b) C U. Tam@ﬂ) e V, asi que
existe a; € N tal que Pp(ay, b) € V. Notemos que a,a, € Ny, usando la
propiedad 7) del Teorema 2.2.1, tenemos que

PF&GQ,b) C Pp(a-l, b) M PF(GQ, b) cunV.
Esto prueba que U NV € 7. Por tanto, 7 es una topologia en Z.

Para mostrar que By C 7, tomemos un elemento Pr(a,b) € BreSea
¢ € Pp(a,b). Por la propiedad 5) del Teorema 2.2.1, Pr(a,c) = Pp(ayd)e
Como consecuencia de esto, Pp(ﬂ.; b) € 7. Esto muestra que By C 7p.




60 2.2. LAS TOPOLOGIAS DE FURSTENBERG Y DE GOLOMB

Para terminar la prueba notemos que la definicién de 7 implica que cada
miembro de.zr es union de elementos de Br. En efecto, si U € 1 entonces,
para cada b &, existe a5 € N tal que Pr(ap,b) C U. Luego, utilizando que
b € Pr(ay, b) para toda b € U, resulta que U = U Pr(ay,b). Esto prueba

bely
que cada miembfosde 7r es unidon de elementos de la familia Br. Por tanto,

By es una base delseSpacio topologico (Z, 7p). ]

DEFINICION 2.2.3. La topologia p que definimos en el Teorema 2.2.2, se
llama la topologia de Furstenberg de Z. A la base Br la llamaremos la
base de Furstenberg de'Z..

Con respecto a la familia B t€nemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.2.4. La familia

176 = {0} U{U C N: para€udab € U_gwigte a € N tal que
{a,b) =1y Pgla,b) C U}

es una topologia en N. Ademas Ba=Ceig y Bgs€s una base del espacio topo-
logico (N, 7¢).

Demostracion. Vamos a probar primero qué g es una Lopzngl'a.. Por
definicion () € 7. Notemos que para cadd b € N, @l natural 1 es tal que
(1,b) =1y Pg(1,b) C N. Por tanto N € 7" Ahora suposigamos que {U;: i €
I} es una familia de elementos en 7¢. Para probar que 53 U; € 7¢ podemos

iel
suponer, sin perder generalidad, que cada U; es no \racfo.ggda b e UU*’
il
existe iy € I tal que b € U;,. Como Uy € ¢, existe a € N tal qu R,\‘)) =1y
Pg(a,b) C Us,. En vista de que U;, C U U;, deducimos que Pg(a,b)'C NU"'
i€l Tl
Esto prueba que U U, € 1¢.
icl

ghora supongamos que U,V € 7¢. SiUNV = (), entonces U NV € 71¢.
Consideremos, por tanto, que U NV # () y tomemos un elemento b € UNV.
Como b € U existe a; € N tal que (b,a;) = 1 y Pg(a1,b) C U. También
b € V| asi que existe ay € N tal que (b, as) = 1 y Pg(az, b) C V. Notemos que
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)
ajay€ N. Ademas, utilizando la propiedad 8) del Teorema 2.2.1, (b, a1as) =1
}.’

P(‘,r(ﬂ.lﬂ.g: b) - P(‘,f(ﬂ.l: b) M P(;(ﬂ.g: b) cUnW.
Esto prueba‘’que U NV € 14, por lo que 75 es una topologia en N.

Pa.rnmostrar que Be C 7, tomemos un elemento Pr(a,b) € Bg. En-
tonces a, b E‘N {a,b) = 1. Sea ¢ € Pg(a,b). Por la propiedad 6) del
Teorema 2.2.1, {ageh= 1 y Pg(a,¢) C Fg(a,b). Como consecuencia de esto,
Peo(a,b) € 1¢. Estoprueba que Be C 7¢.

Para terminar & priieba notemos que la definicion de 7 implica que
cada miembro de 15 esana uniéon de elementos de Bg. En efecto, si U € 7
entonces, para cada b € Uyexiste a;, € N tal que (h,ap) = 1y Pa(ap,b) C
U. Luego, utilizando que ¥ _Pr(ay,b) para toda b € U, resulta que U =
U Pg(ay, b). Esto prueba quecada miembro de 74 es una union de elementos

bell
de la familia Bg. Por lo#anto, B es una base del espacio topologico (N, 7).

DEFINICION 2.2.5. La topologia 7 quesdefinimos en el Teorema 2.2.4, se
llama la topologia de Golomb.de N. Adubise Bg la llamaremos la base
de Golomb de N.

2.3. Propiedades de (Z,7r)

Vamos ahora a mostrar varios resultados en torme,a los espacios topo-
logicos (Z,7r) v (N, 7). En la presente seccién probafemos principalmente
propiedades de (Z, 7).

TEOREMA 2.3.1. Los espacios topolégicos (Z, 7r) y (N, 7¢) son segundo nu-
merables. Ademds

1) Cada subconjunto abierto y no vacio en (Z,7r) es infinito.
2) Cada subconjunto abierto y no vacio en (N, 7¢) es infinito.

3) Para cada (a,b) € N x Z, el conjunto Pr(a,b) es abierto y cerrado-ep
(Z': TF)'
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Demostracion. Por el Teorema 2.2.2, Br es una base del espacio to-
polégico (Zyzr). Consideremos la funcién f: N x Z — Bp definida, para
(a,b) € NX%Zg,como f(a,b) = Pr(a,b). Es claro que f es una funcion so-
breyectiva. Come, N y Z son conjuntos numerables, por el Teorema 1.2.6,
N x Z es numerable” Luego, utilizando el Teorema 1.2.8, deducimos que Bp
es numerable. Esto™Prueba que (Z, 7) es segundo numerable.

Consideremos el 'gofijunto A = {(a,b) € N x N: {a,b) = 1}. Como N
es numerable, por el Teorémegyl.2.6, N x N es numerable. Usando el Teo-
rema 1.2.4, deducimos que 47es numerable. Ahora consideremos la funcién
g: A — Bg definida, par(geb) € A, como g(a,b) = Pg(a, b). Entonces g es
una funcion sobreyectiva y, oo, A es numerable, por el Teorema 1.2.8, B
es numerable. Esto prueba qué(MN s) es segundo numerable.

Para probar 1) sea U un subconjunto abierto y no vacio en (Z, 7). To-
memos un punto b € /. Como Bg esWiiia base del espacio topologico (Z, 1),
existe a € N tal que Pp(a,b)’@ U. Por_laspropiedad 1) del Teorema 2.2.1,
Pr(a,b) es infinito. Luego U e fifinito. Egto prueba 1). La prueba de 2) es
similar.

Para probar 3) tomemos (a, b) €' Nk Z. Notenios que Pr(a,b) es abierto
en (Z, tr) por ser un elemento de la base By del espdeio topologico (Z, 7x). Si
a = 1 entonces, por la propiedad 4) del Teovema 2.271,..Pr(a, b) = Pr(l,b) =
Z vy, por tanto, Pr(a,b) es cerrado en (Z, 7). Supongamos que a # 1. Como
Prp(a,b) es la progresion aritmética que inicia en b y sédlta g, es facil probar
que

a—1
Pr(a,b) =Z~ [ | Pr(a,b+1)
i=1
a—1
Notemos que U Pp(a,b+1i) es una unién de subconjuntos abiertossen (%, )
i=1
y, por tanto, es un abierto en (Z, 7). Esto prueba que Pr(a,b) es cerradosen
(Z: Tp). .

TEOREMA 2.3.2. El espacio topoldgico (Z, Tr) es metrizable y no es conexof

Demostracioén. Por [5, Teorema 6.1.1 (ii), pag. 352|, una forma de probar
que (Z, 7r) no es conexo, es hacer ver que algtin subconjunto no vacio y propio
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de (Z, 7r), es abierto y cerrado en (Z, 7). Por la parte 3) del Teorema 2.3.1,
Pp(2] 1).satisface dichas propiedades (de hecho, para cada (a, b) € (N~ {1})x
Z, Pp(a¢b) es un subconjunto abierto y cerrado en (Z, 7x), que es no vacio y
propio).

Como (Zg7p).es segundo numerable, para ver que dicho espacio es metri-
zable, por el Féorema de Metrizacion de Urysohn (Teorema 1.5.20), basta ver
que (Z, 7r) es Tz"Ahora bien, por la propiedad 3) del Teorema 2.3.1, Bp es
una hase del espacio/topologico (Z, 7r) tal que cada uno de sus elementos es
abierto y cerrado en (Z¢rr). Entonces, para probar que (Z,7r) es T3, por el
Corolario 1.5.11, basta~er que (Z, 7r) es T. Para probar esto, sean b,c € Z
con b # c¢. Hagamos a = |b—=c| + 1. Entonces a € N~ {1}, Pr(a,b) es un
abierto en Z tal que b &,Ppla,b), Ademas ¢ ¢ Pr(a,b). Para probar esto
ultimo supongamos, por el Contrario, que ¢ € Pp(a,b). Entonces existe z € Z
tal que ¢ = b+ az. Como b # _éMenemos que z # 0. Supongamos que b = c.
Entoncesb—c=0ya=Jb—&F1=>b—c+1 Luego

c=btaz=b+b—-cAF1l)z=(1+2b—cz+2

de donde (1 + 2)e — (1 4 z)b =/z o, equivalentemente, (1 + z)(¢ — b) = z. Si

z = —1. entonces la igualdad anterior se eonvierte en decir que 0 = —1, lo

cual es un absurdo. Por tanto z #™1 y entonces el entero ¢ — b es igual a
4 .

. Esto implica que la fraccion
14z > .

tenemos que 1 es un entero si y solo si z = 0;10.€ual es una contradiccion.
z

es w entero. Como (z, 2+ 1) =1,

Esto termina la prueba del caso b 2 ¢. Si b <, _eéntonces b — ¢ < 0y
a=|b—e¢c|+1=-b+c+1. Luego

c=bt+az=b+(c—b+1)z2=(1—-2)b+¢>+e

de donde (1 — 2)c = (1 — 2)b+ z o, equivalentemente, (1 —"¢Nc —b) = z. Si
z = 1, entonces la igualdad anterior se convierte en decir que (0 = 1¢'lo cual es
Esto

. P
un absurdo. Por tanto z # 1 y entonces el entero ¢ — b es igual a - :
' =~

. . * s Z
implica que la fraccion 1 es un entero. Como (z,1—2) = 1, tenefos que

1 es un entero si y sélo si z = 0, lo cual es una contradiccién. Notemos
—z
que dicha contradicciéon proviene de suponer que ¢ € Pr(a,b). Por tahtos

¢ & Pp(a,b).
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Herfiog'probado que Pr(a,b) es un abierto en Z tal que b € Pr(a,b) y
¢ ¢ Pp(d7b)=Notemos que Pr(a,c) es un abierto en Z tal que ¢ € Pr(a,c)
v, por un proeedimiento similar al que hemos desarrollado, se demuestra que
b ¢ Pr(a,c).’Este, prueba que (Z,75) es Ty. |

Consideremos ahiora la siguiente definicion.
DEFINICION 2.3.3. (U espacio topoldgico X es

a) Hereditariamente disconexo si no contiene un subconjunto conexo
con mdas de un elemento,

b) Cero-dimensional si"X_es-1 y posee una base B tal que, para cada
B € B, tenemos que B esqabierto y cerrado en X.

Por el Corolario 1.5.11, los espacies cero-dimensionales satisfacen el axio-
ma de separacién T5.

TEOREMA 2.3.4. Todo espacio=céro-dimensional es hereditariamente disco-
nezo.

Demostracion. Supongamos que=X es un€spacio cero-dimensional. En-
tonces X es T} y existe una base Bsen X tal que, para cada B € B, el
conjunto B es abierto y cerrado en X.(Si X no esHereditariamente discone-
x0, entonces existe un subconjunto conexo €' de X+«Conanas de un elemento.
Como X es T; y dicha propiedad es hereditaria, sucedeque C' es T7. Ademas
Be = {BNC: B € B} es una base para el espacio Tfopologico C' (con su
topologia relativa) tal que cada uno de sus elementos es abierto y cerrado en

C.

Ahora bien, como C' tiene més de un elemento, existen a, b'e.C" tales que
a # b. Luego C' ~ {b} es un abierto en C tal que a € C' ~ {b}. Tomemos un
elemento D € Be tal que a € D C C' ~ {b}. Entonces D es un subcoujun-
to propio y no vacio del conjunto conexo C', que es abierto y cerradé en C.
Esto es una contradiccion que proviene de haber supuesto que X no esthere-
ditariamente disconexo. Por consiguiente, X es hereditariamente disconexo.
|

Como (Z,7r) es Ty y los elementos de la base Br son abiertos y cerrados
en (Z,7r), tenemos el siguiente resultado.
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TEOREMA 2.3.5. El espacio topologico (Z,1p) es cero-dimensional y, por
tanto, hereditariamente disconexo.

Comé sonsecuencia del teorema anterior, para cada (a,b) € N x Z, el
conjuntoyPrla,b) no es conexo en (Z, 7). En particular, como Z = Pr(1,1)
el espacio (Z 7r) no es conexo.

Supongamog que PP denota el conjunto de los niimeros primos. Utilizando
las propiedades topdlagicas que hemos mencionado que posee (Z,7r), vamos
a mostrar la prueba de H. Furstenberg del hecho de que P es infinito.

TEOREMA 2.3.6. El conjunto P, de los miimeros primos, es infinito.
Demostracion. Si p@&F, entonces
Pr(p,0)={pat0: z€ Z} = {pz: z € Z}

es el conjunto de los enteros que-son miltiplos de p. Notemos que Pr(p,0) C
Z~{—1,1}, para cada p&P. Entonces U Pr(p,0) C Z~{-1,1}. Tomemos

pelP
ahora un elemento ¢ € Z ~ 4™ 1}."Edtonces ¢ es un entero distinto de 1y
de —1. Luego, por el Teorema 1.3.22 ¢egitntltiplo de algiin niimero primo.
Entonces existe p. € P tal quelc &Pr(p.;0)y~Esto prueba que Z ~ {—1,1} C
U Pr(p,0). Como la otra contenéioh tambiénsge cumple, tenemos que
pelP

Z~{-1,1} = UPF(IJ;U).

pelP

Para cada p € P, por la parte 3) del Teorema 2.3.0\el conjunto Pr(p,0)
es cerrado ea(Z: 7r). Si suponemos que P es finito tenemaos, por tanto que
U Pr(p,0) es una unién finita de subconjuntos cerrados,d‘f (Z, 7). Luego
peP

U Pr(p,0) es cerrado en (Z, 7). Esto implica que Z ~ {—1,1}_es cerrado

pel
en (Z, 77 ) y, como consecuencia de esto, el conjunto finito y no va€in { -1, 1}

es abierto en (Z, 7r). En vista de que esto contradice la parte 1) del Teore-
ma 2.3.1, deducimos que P es infinito. |

Sea f: X — Y una funcién entre los espacios topolégicos X vy Y. Recor-
demos que f es abierta si para cada conjunto abierto U en X, sucede f(UF)
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es abiefto/en Y. Si B es una base para X, entonces es facil probar que f es
abierta si"y_sdlo si para cada B € B, el conjunto f(B) es abierto en Y. Si f
es biyectiva, entonces es facil verificar que f es abierta si y solo si la funcién
inversa f': Y = X de f es continua. Utilizaremos estos dos resultados para
probar el siguientet€orema.

TEOREMA 2.3.7. La funcién f: (Z,7r) — (Z, 1) definida, para cada n € Z
como f(n) =n+1 e§ un homeomorfismo y, su inversa, es el homeomorfismo
1 (Z,1r) = (Z,71F) defimido, para cada m € Z, como f(m) =m — 1.

Demostracion. Es claré que [ es una funcién biyectiva. Notemos que,
para cadan € Z,

(fof ) =f(fMMp=fn—1)=(n—-1)+1=n

(o f)m) = F(f() FHn+1) = (n+1)—1=n.

Por tanto f~' es la funcién inversa de f~®%amos a probar que
1) para cada (a,n) € N x Z, tehemos que fo Pr(a,n)) = Pr(a, f(n)).

Para probar 1), sean (a,n) € NxZ yc € f(Prlgn)). Entonces ¢ = f(d),
para algtn elemento d € Pp(a, n). Tomembs m €Z tal que d = n-+am. Luego
c=fld)=d+1=n+14+am = f(n)yFam € Pr(a, f(n)). Esto prueba
que f(Pr(a,n)) C Pp(a, f(n)). Para probar la otra donfencion, supongamos
ahora que ¢ € Pp(a, f(n)). Entonces ¢ = am + f(n)¢para algin m € Z.
Sea d = n + am. Notemos que d € Pr(a,n) y, ademés, f(d) = d+ 1 =
n+1+am = f(n)+am = c. Luego ¢ € f(Pr(a,n)). Bsto prueba que
Pp(a, f(n)) C f(Pr(a,n)), por lo que 1) es cierto.

Una prueba similar a la mostrada en 1), hace ver que:
2) para cada (a,n) € N x Z, tenemos que f*(Pp(a,n)) = Pr(a, f74n)).
De 1) v el hecho de que los elementos de la familia Br
Br = {Pr(a,b): (a,b) € N x Z}

son una base para la topologia 7 de Z, resulta que f es una funcién abierta.
De manera similar, usando 2), tenemos que f~' es una funcién abierta. Esto
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implica, usando la bivectividad de f, que f y f~' son funciones continuas.

Portanto [ es un homeomorfismo. Naturalmente, también la funcién inversa
£~ de ¥ es un homeomorfismo. |

Considerenios ahora la siguiente definicion.

DEFINICION,2.3.8. Un espacio topoldgico X es homogéneo si para cada
x,y € X existdup homeomorfismo [: X — X tal que f(x) =y.

Como consecueticia del resultado anterior, tenemos el siguiente enunciado.
TEOREMA 2.3.9. El éspacio (Z, 1) es homogéneo.
TR "

Demostracion. Sean'w, ye€ Z. Si x = y la funcién identidad 15: (Z, ) —
(Z,7r) es un homeomorfismo tal, que 1z(z) = y. Supongamos, por tanto, que
r # y. Six <y, entonces existe & € N tal que y = x+k. Por el Teorema 2.3.7,
la funcion f: (Z, 7r) — (Zg7r) definida, para cada n € Z como f(n) =n+1
es un homeomorfismo. Eutonces fE&(Z, 1) — (Z,7r) es un homeomorfismo
tal que f*(z) = = + k ="y..Supongamos, por ultimo, que y < z. Enton-
ces existe m € N tal que # %y + mi_Géunsideremos la funcién inversa f=
del homeomorfismo f que defifiithos en €l caso anterior. Entonces f~' es un
homeomorfismo. También "¢ (Z,7r) % (Z,7r) es un homeomorfismo y
f™(x) =x —m =y. Esto prueba que (Z, »¢) & homogéneo. |

Consideremos ahora el conjunto
Py = {+p: p € P}.

Notemos que Py es el conjunto de los ntimeros primos juntg.eon sus negativos.
Los elementos de [Py se conocen normalmente como los ‘enferos primos. En
Teorema 1.3.44 enunciamos el Teorema de Dirichlet, el{cual dice que si
a,b € Ncon b > 1y (a,b) = 1, entonces exisﬂ una canﬁdadNnita de
nimeros primos p para los cuales p = a (mod b). Notemos que p’= a (moéd b)
si y s6lo sip € Pr(b. a)NN. Por tanto, en términos de los element la,base
Br de 1, el Teorema de Dirichlet dice que si a,b € N son tales que D> 1y
(a,b) = 1, entonces el conjunto Pr(b, a)NP es infinito. Naturalmente, b3 1,
entonces el conjunto Pr(b, a) NP es infinito, pues Pr(b,a) = Pp(1, a)v= %
y, por tanto, Pr(b,a) NP = P es infinito (Teorema 2.3.6). Tenemos entoha?
que
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() stfab € Ny (a,b) =1, entonces el conjunto Pr(b,a) NP es infinito.

Utilizarmes (x) para probar que, en el espacio (Z, 75), la cerradura del
conjunto Py esTa union de Py con el conjunto {—1,1}.

TEOREMA 2310+ cliz -, (Fy) =Py U {-1,1}.

Demostraciéon.Sea b € Z ~ {—1,0,1}. Hagamos a = 2|b|, donde |b| es
es el valor absoluto dé\b. Entonces |b| = b si b 2 0, mientras que |b| = —b si
b < 0. Por esta razén, os decir que |b| = +b. Ahora bien, x € Pp(a,b)
si y solo si existe n € Z tal que

x=an+b=@bw +b==22bn+b=b(1=£2n).

Como be Z ~ {—1,0,1}, el p[%@\o b(1 4 2n) es un entero primo si y sélo
si n =0, en cuyo caso dicho ninierg-¢coincide con b. Por tanto

b}, sib € Py
pF(g,:b)ﬂPoz{ é_}J sib@é]P’E.

Esto muestra que si b € Z ~ {—1, 0.1}y, ademas, b ¢ Py, entonces Pr(2|b],b)
es un abierto en (Z,7p) que tiene a b y‘neintersecta a Py. Luego, b ¢
cliz,-)(Po). Naturalmente Py C @z 7, (Po),(por lo que, para determinar
cliz+,)(Po), solo debemos verificar sicontiene @ los enteros —1,0 y 1. No-
temos que Pr(4,0) es un abierto en (Z, 7). que titng a 0. Como Pr(4,0) =

z: 2z € Z} es el conjunto de los enterosique son nitltiplos de 4, resulta que
Pr(4,0) NPy = 0. Luego 0 ¢ cliz .\ (P). @onsiderer 1ora un abierto U
en (Z, 1r) tal que 1 € U. Entonces existe ¢ € N tal que ,1) ¢ U. Como
{e,1) = 1, por (%), Pp(c,1) NP # (). En particular U N P . Esto prueba
que 1 € cliz ) (Py). De manera similar se prueba que —1 &E‘W}(P{,). Por
consiguiente, cliz -y (Py) =PoU {-1,1}. |

Supongamos que (X, 7) es un espacio topologico y que Y C X."Recorde-
mos que 7y = {UNY: U € 7} es la topologia relativa de X a Y. Es coneeido
que, cuando Y posee latopologia 7y, si A C Y, entonces cly(A) = clx(4)AY.

COROLARIO 2.3.11. CI(E‘TF)(IP) =PU {—1, 1} y CI(N‘(‘TF)N)(IP) =P Uﬂ}:
donde (7p)y es la topologia relativa de Z a N.

Demostracion. Como P C Py, usando el teorema anterior, tenemos que

PC CI(Z‘TP.)(IP) C CI(Z‘T;_.)(IPQ) =Py {—1, 1}.




CAPITULO 2. ESPACIOS CON PROGRESIONES ARITMETICAS 69

Por ganto, para determinar cliz ., )(P), debemos verificar si contiene a los
enteros=1, 1 y a los de la forma —p, donde p € P. Sea U un abierto en (Z, 7r)
tal queM € U. Entonces existe ¢ € N tal que Pr(e, 1) C U. Como {¢, 1) = 1,
por (x)] Pp(c,1) NP # 0. En particular U NP # (). Esto prueba que 1 €
cliz - (Poye D€ manera similar se prueba que —1 € clz ., (IP). Supongamos
ahora que p £ Notemos que = € Pr(3p,—p) si y solo si existe n € Z tal
que
x=3pn—p=pBn-1).
mo p € P, para{. ninguna n € Z el producto p(3n —1) es un niimero primo.

Por tanto Pr(3p, —\ﬂ&jn abierto en (Z,7r) tal que —p € Pr(3p, —p) v

Pp(3p,—p) NP = 0. —p & cliz,)(P). Esto prueba que clig . )(P) =
Pu{-1,1}. Para probm&ﬁgunda parte, notemos que

el (rp)) (F) = ez p(RION = (PU{-1,1}) NN=P U {1}.

2.4. Propiedades'de (Ny7g)

Ahora vamos a considerar propiedades'del espacio topologico (N, 7). Co-
mo primera propiedad tenemos elsigniente Tesultado.

TEOREMA 2.4.1. Para cada p € P, el conjuntonp:n € N} = Pp(p,0) NN,
de los mailtiplos positivos de p, es cerrado en (N, 7g).

Demostracion. Observemos que

p—1

N~ {np:neN} = U Pa(p,i).

i=1

Como p es un numero primo, por el Teorema 1.3.18, &a) B a todo

i€{1,2,...,p— 1}. Por tanto cada conjunto Pg(p, ) es abierto Ta).
p—1

Luego, la unién U Pa(p, i) es un abierto en (N, 75). Entonces N~ {ng™n €

i=1
N} es abierto en (N, 7¢) v, de esta manera, {np: n € N} es cerrado en (N, 7¢)s
|




70 2.4. PROPIEDADES DE (N, 7¢)

Usdndé las propiedades topoldgicas que hemos dado para (N, 7¢), mostra-
mos ahord la.prueba que W. Golomb presentd, del hecho de que el conjunto
P es infinite.

TEOREMA 2.4.2 VP, es infinito.

Demostracion: Poer el Teorema de Factorizacion Unica, todo nimero
natural distinto de? esymiltiplo de algiin niimero primo. Por tanto

N {1} = U{n.p: n € N}.

pelP

Si el conjunto P es finito, par elTeorema 2.4.1, U{n.p: n € N} es una unién
pelP
finita de subconjuntos cerrados’en (N, 7). Luego U{ np: n € N} es cerrado
pelP
en (N, 7¢) v, por tanto, N ~ {1} es‘ecrrado en (N, 7). Luego {1} es abierto
en (N, 7). Pero esto contradicefue los subconjuntos abiertos y no vacios de
(N, 7¢) son infinitos. Por lo faiteyP es ififinito. ]

TEOREMA 2.4.3. El espacio topuldgico (N ag) es To.

Demostracion. Sean a,b € Nicoi a # "h"Como P es infinito, existe
p € P tal que méx{a,b} < p. Por el(Tebrema 1,348, (p,a) = (p,b) = 1,
asi que FPg(p,a), Po(p, b) son abiertos tales que a @ Pg(p,a) v b € Pq(p,b).
Ahora probemos que

Pe(p,a) N Pg(p,b) = 0. (2.4.1)

Supongamos que existe z € Pg(p,a) N Pa(p,b), vy congidéremos los nii-
meros naturales ¢ = méax{a, b} v d = min{a,b}. Como z g«Pq(p,a) y
2z € Pg(p,b), tenemos que z = a(mod p) y z = b(méd p). Debido a que
la congruencia es simétrica y transitiva, se sigue que a = b(mod p). Luego
¢ = d(mod p), lo que implica que p | (¢ — d). Ahora bien, al ser p v ¢— d
enteros positivos, se sigue que p = (¢ —d). Pero p < (¢ —d) < ¢ = makia, b},
lo cual contradice nuestra hipotesis. Asi se tiene la igualdad en (2.4.1) §, "por
lo tanto, (N,7¢) es Tb. |

Un resultado muy importante en este trabajo, es el siguiente teorema,
cuya prueba utiliza el Teorema Chino del Residuo. De acuerdo con la De-
inicion 1.5.9, spacio topoldgico ,7) es T,1 si para cada x,1
finicién 1.5.9, un espacio topologico (X, 7) es T,1 si para cada z,y € X

; 2
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cbn & # y, existen ablertos U y V en X tales que x € U,y € V y
(U0 clx (V) = 0. Como indicamos, los espacios T5 son Ty1 y los es-
pacios T2% son Ty. Ya mostramos que (N, 7¢) es Ty. Ahora veremos que dicho
espacio noges TQ%.

TeEOREMA 244, Si U y V son abiertos no vacios en (N,75), entonces
cly(U) N clw(W £ 0. En particular, el espacio topoldgico (N, 7¢) no es T,

Demostracion. Sean U y V dos abiertos no vacios en (N, 7). Tomemos
x € Uy y € V. Eitonges existen a,b € N tales que {(a,z) = (byy) =1y
Pgla.z) CU, Pg(bwyf @ V. Afirmamos que

ab eely(Pe(a,z)) Nely(Po(b, y)). (2.4.2)
Para probar esto, sea W un abterto en (N, 1) tal que ab € W. Veremos que
Pola,2) QWZW v Po(by)n W 0. (2.4.3)

Como W es abierto en (Nyf;) v ab'@ W, existe d € N tal que {d,ab) =1y
Pg(d,ab) C W. Si probamos'que

Pe(d, ab) N Pola,x) £0° v “Betdrab) N Pa(b,y) # 0,
obtendremos (2.4.3). Primero veamos.que
Po(d, ab) NPg(a, ) AW
Sid =1, entonces
Po(l,ab) ={n+ab: ne Ny} ={ab,1 +ab,2+%b,3+ ab, .. .}.

Por tanto ab+ = € Pgla,x) y ab+x =1z +ab € Pg(¥ ab), Esto prueba
que Pg(1,ab) N Pa(a, ) # 0. Supongamos ahora que d > 2."Wétemos que un
elemento z € Pg(d, ab) N Pe(a, x) satisface

z=ab(mod d) y z=x(mod a). (24.4)

Por tanto, un elemento de Pg(d, ab) N Pg(a, x) es una solucion del sistémayde
congruencias (2.4.4) y, a la inversa, toda solucion del sistema de congruéncias
(2.4.4), es un elemento de Pg(d, ab) N Pa(a,x). Mostraremos, por tanto, gie

el sistema (2.4.4) tiene solucién. Para ver esto notemos que {(d,a) = 1. Fua
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efecto, 81 (i, a) # 1, entonces existe un nimero primo p tal que p | dy p| a,
luego p |'dy.p.| ab. Esto implica que (d, ab) # 1, lo cual es una contradiccion.
Asi que (dyay = 1. Luego, por el Teorema Chino del Residuo, el sistema
(2.4.4) tiene Solueion . Esto muestra que Pgo(d,ab) N Pg(a, x) # 0.

Utilizando la§ nrismas ideas, se prueba que Pg(d, ab) N Pg(b,y) # 0. En-
tonces (2.4.3) es cieptO y, por tanto, (2.4.2) es cierto. Luego cly (U7) Nely (V) #
0y (N,7¢) no es TQ%. [ ]

TEOREMA 2.4.5. El espacigstopoldgico (N, 14) es conezo.

Demostracion. Supongarfios, que (N, 7¢) no es conexo. Entonces existen
U y V abiertos no vacios en (Nr;) tales que

N=UUWN. UNV =0.

Notemos que U = N~V y V=N~ U, porlexue U y IV también son cerrados
en (N, 74). Asi, por el Teorema.271.4, tenéos que

CIN({.-T) M C]N(V) =UnNJV+ 0,
lo cual es una contradiccion. Por lo tadto (N, 74 ) es“conexo. |

En el Teorema 2.4.1 vimos que para cada p € B,_el conjunto {np: n €
N} = Pr(p,0) NN, de los maltiplos positivos de p, €8 cerrado en (N, 74).
Como dicho conjunto es un subconjunto propio y no vacio del espacio conexo
(N, 7¢), resulta que {np: n € N} no es abierto en (N, 7).

Como indicamos antes del Teorema 2.4.4, los espacios T} son TQ%. Ahora
bien, luego de la Definicién 1.5.19, de espacio metrizable, indicamaes que los
espacios metrizables satisfacen los axiomas de separacién desde T;, hasta, T},
que aparecen en la Definicion 1.5.9. Por tanto, si un espacio topolégico no
satisface alguno de dichos axiomas de separacion, entonces no es metrizable.
Como (N, 7¢) no es TQ%: deducimos que tampoco es T3 ni metrizable. Una
prueba alternativa del hecho de que (N, 75) no es Ty, utilizando el Teoré-
ma 1.5.25, se presenta a continuacion.

COROLARIO 2.4.6. (N, 1) no es Ty, ni compacto ni localmente compacto.
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v T, po ‘orema 1.5.26, deducimos que N es no numerable o bien posee
un solo elemn omo ambos casos no se cumplen, (N, 7¢) no es compacto.
Suponga.mos&c’lltimo: que (N, 7) es localmente compacto. Como (N, 74)
es conexo y T&‘ el Teorema 1.5.27, volvemos a obtener que N es no
numerable o bien e solo un elemento. De esta contradiccion, deducimos

que (N, 7¢) no es ante compacto. [ |

es T € 1:{35},?:{1.11105 ahora que (N, 7¢) es compacto. Como (N, 7¢) es conexo

En gsiguiente resu stramos que una buena cantidad de elementos
de la forma Pg(p,c), do P, no son conexos en (N, 7).

TEOREMA 2.4.7. Sean ¢, p tales que p es un nidmero primo y ¢ < p.
Tomemos a,b € Pg(p,c) talé a < b. Sean n,m € Ny tales que a =

pm+c,b=pn+cy0 Zm < nt Entonces

p"—1

U=|]JPe(p** . pi +®'y = Po(p™.pj +c) (24.5)
=0

n+1

¢ —
son subconjuntos abiertos de ﬁ{ tale§ e a e U, be V., UNV =0y
Pgﬁ c)=UUV. En particular, Pe(p, c) ne’es)conezo.

emostracion. Tomemo@ye, p, bnym se indica en el teorema.
Como p es un nimero primo y (p, ¢} =1, el Teo 1.3.25, garantiza que

{(p"*t pi+c) =1, paracadai

Entonces podem considerar los conjuntos que se indican_en (2.4.5) y éstos
son abiertos en (N, 7). La propiedad 2) del Teorema 2. gura que U y
V7 son conjuntos infinitos. Como 0 = m < n < p", tenemos m+1Sns

p" — 1. Por tanto )

a=pm+c=p"(0)+pm+c€ Pe(p™™, pm+c) C UPg(p”“,@c!;: U

=0

' ®

pt-1

b=pn+c=p""(0)+pn+c€ Palp" pnte) ¢ | Po(p".pj+o) =%\-

J=m+1

O

*
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Es decf:(é € U y b € V. Para verificar U y V son ajenos supongamos,

por el ¢ io, que existe un elemento z € U N V. Entonces existen ¢ €
{0, lr&\e {m+1,m+2,... p"—1} tales que

@Pg(p”“:pi +¢) vy z€ Pa(p"pj+o).
Como p"*!

=1, @Pes un nimero primo, tenemos que

2=pi @md Py 2=pj+ c(mod prth).
La transitividad de la @f;‘uencia y los incisos 1) y 3) del Teorema 1.3.42
implican que pi + ¢ = pj + edfnod p*™'), de donde pi = pj (mod p**). Esto
implica que i = j (mod n_embargo, como el conjunto

Az{o,l,@'ﬁz,m+1,...,pﬂ—1}

es un sistema completo de resi u&n{jdulo p", ningin par de elementos
C

distintos de A son congruentes m p". En particular, como i £ m <
m—+1 < j, resulta que i Z j (mod gw;)e esta contradiccién se infiere que

Unv=_0. .7

Vamos a probar ahora que

i € {0,1,...,m} tal que z € Pg(-pF;p;

Ti+1

-). Si z € U, entonces existe
i VTomemos z; € N tal que
z = p"zg+pi+c Entonces z = p(p i)+c

(p, ). De manera similar,

siz eV existeje{m+1m+2,... [pt—1}t 2z € Pe(p"™ ', pj+oc).
tomar z; € Ny de modo que z = p’ol + pj deducimos que z =
p(p" 2z +7) +c€ Pg(p,c). Esto prueba qug U U V ,C).

a el cual z = pk + c. Por el Algoritmo de la Divisién orema 1.3.7),

Para probar la otra contencion, sea z € Pg(p,¢). En existe k € Ny
aplicado a k y p", existen s,t € Ny de manera que k = p“sEE t St<pt.
Asi obtenemos

z=pk+c=p@p's+t)+c=p"s+pt+c G(}Cl\g

Como 0=t <p"y0=m<p" sesigue que

tE{D,l,...,p”—l}:{D,l,...,m}U{m—|—1,m—|—2,...,p“—1}.(95

Luego, de (2.4.6), tenemos que

=0 Jj=m+1

z € (U Po(p™™, pi + r’)) U ( U Po(p™.pj + r’)) =UuUV. (\

*
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ESto/prueba que Pg(p,e) C U UV y, como la otra contencién también es
cietta, Ll UV = Pg(p,c). Esto termina la primera parte del teorema. Ahora
bien, '¢ome el conjunto P (p, ¢) ha sido escrito como la unién de dos conjuntos
abiertos endN, 1) que ademas son ajenos y no vacios, por definicion, Pg(p, ¢)
no es COIexo, |

Utilizareni®s_el resultado anterior para probar que el espacio (N, 7¢) no
es conexo en pegifeno en ninguno de sus elementos.

TEOREMA 2.4.8. El espacio (N, 7¢) no es conexo en pequeno en ninguno de
sus puntos.

Demostraciéon. Supongamos, por el contrario, que existe ag € N tal que
(N, 7¢) es conexo en pequéfio_en ag. Definimos un elemento Pr(p,¢) como
sigue: si ag es impar, tomamas'e = 1 y p = 2. Si ap es par, tomamos ¢ = ay
y p un nimero primo tal que ¢%&"p. Como el conjunto de los niimero primos
es infinito, tal primo p eXiste, suponiendo que ag es par. Notemos que

Po(2,1) = {205 n € NoL={1.3,5,7,9,11,.. .}

es el conjunto de los naturales impares, a8f\que a, € Pg(2,1) = Pa(p,c),
en el caso en que ag es impar. (Si ag es Pars también tenemos que ay €
Pgs(p, ¢). Esto muestra que, en cudlquier sitwacion, Pg(p,¢) es un abierto
en (N,7g) tal que ay € Pg(p.c). Como (N, 7g)/es conexo en pequeno en
ap, por el Teorema 1.5.38, existe un conjunto cefiexo C' en (N,7¢) tal que
ag € inty(C) C C C Pg(p,c). Por la parte 2) dél Feorema 2.3.1, inty(C)
es infinito, por lo cual C' es infinito. Tomemos a, b@ C tales que a < b.
Como a,b € Pa(p,¢), a=pm+ ¢y b= pn+ ¢, para algunos m,n € Ny con
0 £ m < n. Por el Teorema 2.4.7, los conjuntos

m Pl
U= U Po(p™pi+e) v V= U Pe(p"™, pj #€)
i=0 Jj=m+1

son abiertos en (N, 7¢) tales que a € Ub € V,UNV =0y Pa(p, c)'{gu V.
Como a v b también son elementos de C, resulta que UNC y V N C senyno
vacios. Ademas, del hecho de que U NV =0, se sigue que

Une)N(Vnc)=Unv)nC=0nC =0.
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Como h!V = Pa(p,¢) vy C C Pg(p, ¢), tenemos que

@\C)U(VHC)Z(UUV)HC:Pg(p:c)ﬂCZG.

Con todo, hen
tos en ', a sabe

serito al conjunto C' como la unién de dos conjuntos abier-
C v VN, que ademés son ajenos y no vacios. Luego

C' no es conexo. o, esto es una contradiccién que viene de suponer que
(N, 7¢) es conexo en@;ueno en ag, deducimos que (N, 7¢) no es conexo en
pequeno en ag. ]
COROLARIO 2.4.9. E'I N, 7¢) no es localmente conezo.
Demostraciéon. Supong Por el contrario, que (N, 7) es localmente
conexo. Entonces, por el Teor ’} 40, (N, 75) es conexo en pequeiio en
cada uno de sus puntos. En partl es conexo en pequeno en el natural
impar 1, lo cual contradice al teor 1ter10r ]

La prueba que dimos en %&m se puede adaptar para probar
que el espacio (Z, 77 ) no es con eq en ninguno de sus puntos. En

particular, (Z, 7r) no es localme Enexo ((

Con respecto a la homogeneidad ¢ (aqjamo Ti), tenemos la siguiente

pregunta. O

PREGUNTA 2.4.10. ;Es (N, 7¢) un espacie homoqe

Dada a € N, definimos O(a) = {p € P: p | a}. I@os que en O(a)
se encuentran los divisores de a que son nimeros pruno?n [23, Teore-
ma 3.3, pag. 901|, P. Szczuka probé el siguiente resultado cual se infiere
la segunda parte del Teorema 2.4.7. 6’

TEOREMA 2.4.11. Sean a,b € N. Entonces ®)

Pr(a,b) N [boc) = {an+b: n € Ny}
entonces Pg(a,b) es conexo en (N, 7¢) si y sdlo sia=1.

oY
es conexo en (N, 7¢) si y solo si ©(a) C O(b). En particular, st (a,b) %

Asi pues, los tinicos elementos de la base By de 7 que son conexos en \S\
(N, 7¢) son los de la forma Pg(1,b) = {b,b+1,b+2, ...}, donde b € N. (o

*
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En el Corolario 2.3.11 indicamos que la cerradura de P en el espacio
(NATr)y) es PU {1}, por lo que P no es denso en (N, (77)x). Como mostra-
remos, ella topologia de Golomb sucede que ¢l -, )(P) = N, es decir P es
denso én (N, 7). Para probar esto necesitamos unos resultados previos.

LEMA 2.442..5ea Pg(a,b) € Bg. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1) Pgla,b) congtepe una cantidad infinita de nimeros primos.
2) Pgla,b) contiengstl menos un nimero primo.

Demostracion. Eselaro_que 1) implica 2). Supongamos ahora que todo
elemento en la base Bg d&/(N, 1), posee al menos un ntmero primo. Sea
Pe(a,b) € Be. Entonces exiSte ny € N tal que any + b es un niimero primo.
Como a < any +by any +b e§ primo, por el Teorema 1.3.18, {(a, an, +b) = 1.
Entonces el elemento Pg(a, ang=b) de B contiene al menos un niimero
primo. Por tanto, existe#is € N tal que

ans +Hfavr + V) =a(na+ny) + b

es un nimero primo. Entonces Fr (e, b) contiene dos numeros primos, a saber
any, + by a(ny, +ny) + b. Comoa < alugrtn,) +by alny +ny) +b es
primo, por el Teorema 1.3.18, (a, (et n1 )5 b) = 1. Por tanto, el elemento
n"(ﬂ'= a(nz + n1) + b) de Bg contienedal menosAh nimero primo. Entonces

existe ng € N tal que
ans + a(ns +n1)+b—am+nz41>;-|l;+b

es un nimero primo. Entonces Pg(a,b) contiene tres nimerpeg primos, a saber
any, a(ng+n1)+by a(ng+nz+n1)+b. Continuando de ésge manera, resulta
que el conjunto Fg(a,b) contiene una cantidad infinita de fifuheros primos.
Esto muestra que 2) implica 1). ]

A Notemos que la afirmacion del Teorema de Dirichlet (Teorefia’l.3.44)
se puede enunciar en términos de egnentos de la base B¢, es deeirdado
Pg(a,b) € Bg, con a > 1, entonces Fz(a,b) contiene una cantidad ita
de nimeros primos. Sia = 1y b € N, entonces (a,b) = 1 y Pg(a, )

{b,b+1,b+ 2,...} contiene una cantldad infinita de nimeros prunos én
vista de que el conjunto {1,2,...,b— 1} es finito mientras que el conjunto P
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es infirfito/ Por tanto, para cada Fs(a, b) € Bg se tiene que Pg(a, b) contiene
una cantidad, infinita de ntmeros primos. Con esta observacidon serd més
practico prebarla siguiente equivalencia del Teorema de Dirichlet.

TEOREMA 2.4.13. El Teorema de Dirichlet es equivalente a afirmar que P
es denso en (N, 7).

emostraci(‘)n'. Supongamos que el Teorema de Dirichlet es cierto. Para
ver que P es denso en Ny un abierto no vacio en (N, 7). Tomemos b € U

€ N de modo que {a, by = Ly Pe(a,b) € U. Como estamos suponiendo que
el Teorema de Dirichlet gsvélido, el conjunto Pg(a, b) contiene una cantidad
infinita de niimeros primos. Engparticular Pg(a,b) NP # (). Luego U NP # ().
Esto prueba que PP es denso elr@,‘?g).

Ahora supongamos que P es detiso en (N, 7). Tomemos a,b € N tales
que {a,b) = 1. Como Fg(a,b) es unabierto no vacio en (N, 7) v [P es denso
en (N, 7q), sucede que FPg(a, b P # (. Luego Pg(a,b) contiene al menos
un nimero primo, y por el Lemaz2.4.127%e sigue que Pg(a,b) contiene una
cantidad infinita de ntimeros primes-Porftanto, el Teorema de Dirichlet se
cumple. |

Notemos que el teorema anterior ifidiea que una afirmacion aritmética (el
Teorema de Dirichlet, en este caso) es equivalente & una afirmacion topologica
(que el conjunto PP es denso en (N, 7)) sGomo el Téorema de Dirichlet es
cierto, por el Teorema 2.4.13, tenemos que?

TE&REMA 2.4.14. El conjunto P es denso en (N, 1¢).

1

El siguiente resultado asegura que P tiene interior vacio.‘ﬂl);@rticular, P
no es abierto en (N, 7).

TEOREMA 2.4.15. No existe un abierto no vacio U en (N, 7¢) tal'qlé U€ P.

tal que U C P. Tomemos b € U y a € N de manera que (a,b)

FPg(a,b) C U. Entonces cada miembro de Fg(a,b) es un nimero primo. En
particular, el elemento a(a + b+ 1) + b de Pg(a,b) es primo. Sin embargod
comoa+122 a+bz23y

Demostracion. Supongamos que existe un abierto no vacio U en(N, S;)

ala+b+1)+b=ala+1)+ab+b=ala+1)+bla+1) =(a+1)(a+b),
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el'nginero a(a + b+ 1) + b es compuesto. De esta contradiccion deducimos
quéTig.existe un abierto no vacio U en (N, 7¢) tal que U C P. [ |

Notemes, que los niimeros que terminan en 7 forman la progresion arit-
mética Pe{10:7). Como (10,7) = 1, por el Teorema de Dirichlet, FP(10,7)
contiene unasinfinidad de mimeros de primos. Entonces existe un niimero
infinito de nimeres primos que terminan en 7. De igual manera, existen un
ntmero infinito-dé _nimeros primos que terminan en un impar dado g en el
conjunto {3, 7, 9}!

2.5. La Topologia de Kirch

El siguiente ejemplo es"una-ligera” modificacion de la topologia de Go-
lomb 7¢, en relacion a los elementos de la base B, Vamos a considerar ahora
los miembros Pg(a,b) de Be tales que a es libre de cuadrados (ver Defini-
cion 1.3.29). De esta mahera.estaran-dados los elementos de la base para una
topologia en N y, con estagnodificacién, N serd conexo y, ademas, localmente
conexo, cosa que no se da én\el espacio (N, 7). Los resultados que aparecen
en la presente seccién, fuerompresentades por A. M. Kirch en 1969, en el
articulo [12]. Aunque él no lo mericioné comoltal, él fue el primero en probar
que (N, 7¢) no es localmente conéxo.

Sea By la siguiente subcoleccion de Be:
Bk = {Ps(a,b) € Bi: a es libre de cuadrados}. (2.5.1)

De acuerdo con la Definicién 1.3.29, para que a € N sea libre de cuadrados,
debe suceder que a > 1 y, ademads, que cada vez que tengainos un niimero
primo p tal que p | a, sucede que p? t a.

Para probar que Bk es base para una topologia en N, mostraremos pri-
mero dos resultados esenciales sobre By. De ahora en adelante déniefaremos
por Pg(a,b) a los elementos de By, para distinguirlos de los migmbres de
la base Bg. Recordemos que, dados dos niimeros naturales a y b, e lo
[a, b] denota el minimo comin miltiplo de a y b, mientras que (a, b) (g'q
al maximo comin divisor de a y b. (-
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TEOREMA 2.5.1. Sean Pk (a,b), Px(c,d) € Bk. Si Px(a,b) N Px(e,d) # 0,
entonces para, cada t € P (a,b) N Pg(e,d), tenemos que Px([a,c|,t) € Bk v,
ademnds,

Pi([a,d],t) C Px(a,b) N Pg(c,d). (2.5.2)

Demostracién..Sea t € Py (a,b) N Pg(e, d). Vamos a probar primero que
Py([a,c],t) es un'elethento de By, es decir, que ([a,c],t) =1y [a,c] es un
entero libre de cuadéidos. Como Pg(a,b) v Px(e,d) son elementos de B y
t € Px(a,b) N Px(c, d) Porda parte 6) del Teorema 2.2.1, {a, t) = {¢,t) = 1.
Luego, del Teorema 1.3715, se sigue que {ac,t) = 1y, como [a,¢]| | ac, por
el Teorema 1.3.11, ([a, e #) = 1. Por otra parte, como a y ¢ son enteros
libres de cuadrados, el Teotemd 1.3.34 implica que [a, ¢| es un entero libre
de cuadrados. Asi, hemos prabado que Py ([a,c],t) € By, para cada t €
Pr(a,b) N Pg(e, d).

Ahora vamos a probar que se sagisface la contencion (2.5.2). Como ¢ €
Pr(a,b) N Pg(e, d), existen entéros n,m € Ny para los cuales

t=an<% b=y ti=em+d. (2.5.3)
Sea z € Pk([a, c],t). Entonces existe k, € INj tal que
z = [a, g™t
Como [a, ¢] es un miltiplo comin de a y ‘eséxisten emferos r,s € N tales que
[, =as y [a,c=cr (2.5.4)
Luego, por (2.5.3) v (2.5.4), obtenemos que
= (as)ko +1t = a(sko) +an+b= a(sko +n) + ¥
z=(er)ko+t=c(rko) +em+d=c(rko +m) + d.

Sea ky = sko+n y k2 = rkog +m. Entonces z = aky +b = cks + d, por le~que
2z € Pi(a,b) N Pk (c,d) v, asi, se cumple (2.5.2). Esto concluye la prueba’del
teorema. ]

TEOREMA 2.5.2. Sean Pk(a,b), Px(c,d) € Bk. Entonces

Pr(a,b) N Pgl(e,d) #0  siysdlosi b=d(mod (a,c)).
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Demostracion. Supongamos que Py (a,b) N Pg(c,d) # 0 y probemos
quéet =d (méd (a, ¢)). Para ello, sea 2 € Px(a,b) N Px(c,d). Luego

z=ang+b v  z=cny+d,
para algunés s, n; € Ny. Entonces ang + b = en; + d, lo cual implica que
b—d=eny — ang. (2.5.5)

Como (a,c) | @y (a,c) | a, resulta que {(a,c) divide a la combinacion
lineal eny — ang de.e¢”y a. Luego, por (2.5.5), {a,¢) | b — d. Por tanto b =
d (mod {a, e)).

Ahora supongamos que = d (mod (a,c)) y demostremos que Pk (a,b) N
Py (e,d) # 0. Como b =d (méd {a, c)),

b~ d = kgla,c) (2.5.6)

para algin ky € Z. Ademsgpor el Tegrema 1.3.9, existen s, t € Z para los
cuales
{a, ¢pr= ad+.cl. (2.5.7)

De (2.5.6) v (2.5.7), obtenemos

b—d = kylas + ¢f) = a(kos) Hle(kot).

Por lo que
a(—kgs) +b = c(kot) +d. (2.5.8)

Como ¢ > 0y kgs € R, por la Propiedad Arquimediama de R (Teore-
ma 1.3.12), existe ny € N tal que eny > kys. De manera similar, como a > (0
v —kot € R, por la Propiedad Arquimediana de R, existe 1 € N tal que
any > —kot. Seang = [ny,ny|. Entonces cny = eny > kgs y ang = amg > —kgt

por lo que eng — kgs > 0y ang + kot > 0. Luego eny — kgs, ang + kgt € N.
Notemos ahora que la ecuacion (2.5.8) es equivalente a

a(—kos) + acng + b = c(kot) + acny + d,

de donde
a(—kos + cng) + b = c(kot + ang) + d. (2.5.9)
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Al Racér n = —kos+ eng y m = kot + ang, notamos claramente de (2.5.9)
que

r=@n+be Pxla,b) v x=cm+de Px(cd).

Por lo tanto Prfagsh) N Px(c,d) # 0. Con esto concluimos la prueba del
teorema. |

Ya estamos en condiciomes de probar que By es base para una topologia
en N.

TEOREMA 2.5.3. La colecciopnBy forma una base para una topologia de N.

Demostracion. Demostremos®que By cumple con las propiedades Bl)
y B2) del Teorema 1.5.4. Observerios que para obtener la propiedad Bl),
basta con verificar que dado a € Nvpodemos encontrar B € Bx de manera
que a € B. Sea a € N. Por el Tebrema 2.4.2, existe p € P para el cual a < p.
Luego p > 1 es libre de cuadrades y (pyaj = 1, por lo que B = Pg(p,a) es
un elemento de By tal que a €”BoEsto muestra que

N=1) B

Beby

v, asi, By satisface B1). Para verificar B2)J sean Pgfm, b), Px(c,d) € Bk vy
z € Py (a,b) N Pg(c,d). Por el Teorema 2.562, Py ([a,'el’z) es un elemento de
By tal que

z € Px([a,c], z) C Px(a,b) N Pg(e,d).

Asi By satisface la propiedad B2). Por lo tanto, del Teorenia 1.5.4, se sigue
que By es base para una topologia en N. |

DEFINICION 2.5.4. La topologia i de N, generada por la base By "y definida
como

e = {0} U{U C N: para cada b € U existe
Py (a,b) € By tal que Pr(a,b) C U}

se llama la topologia de Kirch de N. A la base By la llamaremos lo base
de Kirch de M.
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2:5/41. Propiedades de (N, 7x)

En'la presente secciéon daremos varias propiedades el espacio topologico
(N, 7)o" La mayoria de ellas, son similares a las que posee del espacio de

Golomb (N, 7.
TEOREMA 2.5.5¢ El espacio topoldgico (N, 1) es sequndo numerable.

Demostracion. Notemos que el Teorema 2.5.3 asegura que By es base
para una topologia en’N, a saber la topologia generada por By, es decir, por
la Definicién 2.5.4, la topologia 7. Ahora bien, por la forma en que definimos
la base By, sucede'qie By C B, y como el Teorema 2.3.1 garantiza que Bg
es un conjunto numerable, obtenemos, por el 2) del Teorema 1.2.6, que By
es un conjunto numerable,_esto es By es una base numerable para el espacio
(N, 7). Por lo tanto el espatio_topologico (N, 7) es segundo numerable. B

TEOREMA 2.5.6. El espacio tapolégico (N, 1) es conexo pero no TQ%.

Demostracion. Por g definition’ de la base By, cualquier abierto en
(N, 7%) es un abierto en (Ngre). Liegd 70 C 74 v, por el Teorema 1.5.23,
el espacio (N, 1) es conexoy ¥alque elseSpacio (N, 1) también lo es (Teore-
ma 2.4.5). Ahora bien, como 7 G viperel Teorema 2.4.4, (N, 75) no es
T,1, de nuevo por el Teorema 1"523, (N, ) 10 es Ty |

TEOREMA 2.5.7. El espacio topoldyito (N, i ) esh To.

Demostracién. Sean a,b € N tales que a # b. o [P es infinito, existe
p € P tal que méx{a,b} < p. Por el Teorema 1.3A8.«(p,a) = (p,b) = 1,
asi que Pg(p,a), Po(p,b) son abiertos tales que a € Pglp,a) y b € Pa(p,b).
Como p > 1 es libre de cuadrados, los conjuntos Pe(p,a) 5 Pg(p,b) también
son abiertos en (N, 75 ). La prueba de que Pg(p,a) = Pgfp,a) v Pg(p,b) =
Pk (p, b) son ajenos, es la misma que dimos en el Teorema 2:4.3. Por lo tanto
(N, TK) es TQ. [ ]

Supongamos que Py (a,b), Pk (c,d) € B son tales que Py (a,b)Q Pk (e, d)
(0. Sea r € N tal que ar = [a, ¢]. Como ar es libre de cuadrados, por el Corola-
rio 1.3.35, r es libre de cuadrados y (a,r) = 1. Ademas, por el Teoremar2,5.1,
para cada t € Px(a,b) N P(c,d)

Py (ar,t) C Px(a,b) N Pk(e, d). (2.5.10)
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En la prueba del siguiente teorema haremos uso de todo esto, sin hacer
mencion al minimo comtn multiplo de los niimeros naturales que se estén
manejandoipara los elementos de la base By, pues el Corolario 1.3.35 permite
que usemos al minimo comin miltiplo de dos enteros como el producto de
dos enteros primossaelativos y libres de cuadrados.

TEOREMA 2.5.8. “Cada elemento de By es un subconjunto abierto y conexo
en (N, 7x).

Demostracion. Sea”A = Pg(a,b) € Bg. Es claro que A es abierto
en (N, 7x). Supongamos,gtie A no es conexo en (N, 7x). Entonces existen
conjuntos abiertos U v V' el (N, 1) para los cuales ANU y ANV son no
vacios, disjuntos y

A= (AMU)U(ANV). (2.5.11)

Seanxz e ANU yye ANV. Buténeces r € U,y € V' y, como U y V son
abiertos en (N, 7x), existen Py (6, ) \Pk(d, y) € Bk tales que

r € Pgle,x) @U v yePx(dy) CV.
Como z,y € A, tenemos ademas que
r€ AN Py(e,x) CANU  yf by € AEg(c,y) CANV.

De esta manera, al ser A = Pg(a,b) un elemento de By por los comentarios
que nos llevaron a la contencion (2.5.10)
x € Pi(an,x) C AN Px(e,x) v y € Pxlam,y) C ANPx(d,y)

1

donde {a,n) = (a,m) = 1y, n y m son libres de cuadrados.

Afirmamos que algiin miltiplo e de nm es un elemento de A \BEn efecto,
como {a,n) = {a,m) = 1, por el Teorema 1.3.15, (nm, a) = 1. Luego, pOr el
Teorema 1.3.14 aplicado a b, existen s,t € N tales que

(nm)s —at = b.
Sea e = (nm)s. Entonces e es un miultiplo de nm tal que

e=at+be Px(a,b) = A.
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Por £2.5.11), tenemos que e € ANU o bien e € AN V. Supongamos, sin
perder.generalidad, que e € AN U. Entonces e € U y, como U es abierto en
(N, 7x) vexiste Pr(r,e) € By tal que

e € Pg(r,e) C U.

De nueva cuenga, por los comentarios que nos llevaron a la contencién (2.5.10)
existe Py (ak, €] & Bk para el cual

e€ Px(ak,e) C AN Pg(r,e),
donde k es libre de cladrados v {a, k) = 1. Afirmamos que (k,nm) = 1.
Para ver esto supongamesscfiie un ntimero primo p es tal que p | ky p | nm.
Entonces p divide a cualqtiief~multiplo de &k y también a cualquier multiplo
de nm. En particular

plak Ny pls(nm).

Como e = s(nm), tenerios que p | ak v p | e, contradiciendo con ello que
(ak,e) = 1 (no olvidemos.que, al séy’ Pk (ak,e) un elemento de Bg, sucede
que {(ak,e) = 1). Esto pruéba)que {(kfnm) = 1. En particular, {(k,m) = 1.
Afirmamos ahora que:

Py (ak, e NPy (anT g~ 0. (2.5.12)

Para probar esto notemos que,‘como y € 4= Pg(a,b), existe ng € N,

tal que y = ang + b. Mas atin, como ¢k, m) = Iy"usando la propiedad 1) del
Teorema 1.3.5, tenemos que (ak,am) = a{k, m) = a" huego

e—y=(at+b) — (ang +b) = a(t — ny) = (dkwm)(t — ny).

Esto implica que {(ak,am) | (e —y), de donde e = y (moéd {ak, am)). Por esto
y el Teorema 2.5.2, la afirmacion (2.5.12) es cierta. Notemog ‘ahora que

Prlak,e) CAN Pg(r,e) CANU

Pr(am,y) C AN Px(d,y) C ANV,
Entonces, por (2.5.12)

00 # Py (ak,e) N Pxlam,y) C (ANU)N(ANV),
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es decitf (ANU)N(ANV) # 0. Pero esto contradice la suposicion de que
ANU y"A AV son disjuntos. Por tanto A = Pg(a,b) es un subconjunto
conexo en (Nyzg). [ |

Usando el resultado anterior, podemos probar que el espacio topologico
(N, 7% ) es localments conexo, cosa que no sucede con el espacio topologico
(N: T(;).

TEOREMA 2.5.9. El egpatio topoldgico (N, 1) es localmente conexo.

Demostraciéon. Sea 2 €N y U un abierto en (N, 7)) con 2 € U. Como
z € U, U es un abierto en((Ny7x) v By es una base de la topologia 7,
existe Pr(a,z) € B tal qué gn& Pr(a,z) C U. El Teorema 2.5.8 asegura
que Pg(a,z) es un subconjunté_abierto y conexo en (N, 7). Asi, por el
Teorema 1.5.37, (N, 7x) es localmefite conexo en z, para cada z € N. Por
tanto (N, 7) es localmente conexo! ]

De acuerdo a lo que hemog-visto ew¥elacion al espacio (N, 7 ), por la
definicion de la base By, cualquier.abiertoenfN, 74) es un abierto en (N, 7¢),
esto es Tk C 7. Entonces los siguientes reésultados se cumplen al igual que
en el espacio (N, 7¢).

TEOREMA 2.5.10. Si P es el conjunto de'los numeres primos. Entonces:
1) P es denso en el espacio (N, 7).

2)  No existe un abierto no vacio U en (N, 7x) tal que UPQP. En particular
ity - (P) =0 y P no es abierto en (N, 7i).

Demostraciéon. La prueba del 1) es casi inmediata. En efecto, si U es un
abierto no vacio en (N, 75 ), entonces U es una union de elementes de la base
B . Ahora bien, por definicion de By, se cumple que By C Bg. Envista de
esto U es unién de elementos Bg, es decir U es un abierto en (N, 7). Luego,
al ser P un subconjunto denso en (N, 7¢) por el Teorema 2.4.14, se ti€éne que
PNU # 0, pero como U es un abierto no vacio y arbitrario en (N, ) se
concluye que P es denso en (N, 7x).

Veamos el inciso 2). Por las mismas razones que mencionamos en 1), si
U es un abierto arbitrario en (N, 7x), entonces U es un abierto en (N, 74).
Luego, como el Teorema 2.4.15 garantiza que ningin abierto no vacio en
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(N, 7)) satisface que U C P, concluimos que, en particular, ningin abierto
no Vacie en (N, 7x) cumple que U C P. Asi inty -, (P) = 0 y por lo tanto P
no esabierto en (N, 7x). |

En el‘espacio (N, 7x), es también natural preguntarse lo siguiente.
PREGUNTAI2,5711. ;Es (N, 1) un espacio homogéneo?

En los articules.de P. Szczuka, |23] y |24], no se hace mencién alguna al
tema de espacios homogéneos o de si los espacios (N, 7¢) v (N, 7) pudieran
ser homogéneos. Sin embargo, en relacién a los subconjuntos conexos que
posee el espacio (NT7g), P. Szczuka en |23, Teorema 3.5, pag. 901] da una

prueba del siguiente heeho.
TEOREMA 2.5.12. Para cadoa,b € N, el conjunto

Pr(a,b) Wbioo) = {an+b: n € Ny} (2.5.13)
es conexo en (N, 7).

El resultado que describe.el-Teorema 2.5.12 es un hecho més general, que
no sucede en el espacio (N, 7), pues,e6mo asegura el Teorema 2.4.11 los
conjuntos de la forma dada en (2.6.13)(son, conexos en (N, 7¢) si y solo si
O(a) C O(b). En base a este restltado, podemos decir que, el espacio (N, 7x)
posee mas subconjuntos conexos ‘que-el espatiol(N, 7). Otro interesante re-
sultado que también demuestra P. Szezuka el [23) Teorema 5.1, pag. 907| es
el siguiente.

TEOREMA 2.5.13. El conjunto P de los nimeros primos es disconexo en los
espacios (N, 7¢) y (N, 7).

Hay otros conceptos que aborda P. Szczuka dentro de A68espacios (N, 74)
v (N, 7 ); por ejemplo en |26] y |25], P. Szczuka hace unestudio profundo
sobre las caracteristicas de la cerradura, reqularidad v semiveqularidad de
progresiones aritméticas y de conjuntos abiertos en los espacios” (N, 74) v
(N: TK) .

2.6. Generalizando la Topologia 7

Un sub-semigrupo multiplicativo de N con 1, es un subconjunto S de Netal
que 1 € S y el producto de cada dos elementos de S estd en S. Por ejemplo
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N es ufl syb-semigrupo multiplicativo de N con 1. Si p es un niimero primo,
el conjuitts S, = {p": n € Ny} también es un sub-semigrupo multiplicativo
de M con 11

Sea S un sub-semigrupo multiplicativo de N con 1. Para toda b € Z y
o o
cada a € S definainoes

Pgpla,b) = {az+b: z € Z}.

La misma demostracién/@ue.dimos para probar la parte 7) del Teorema 2.2.1,
se puede utilizar para méstrar, que si b € Z y a;, a2 € S, entonces

PB(ﬂ1ﬂ.2,b) C PB(ﬂ.l,b) N PB(G‘.Q, b)

Supongamos ahora que para cadayb € Z, el conjunto Sy es un sub-semigrupo
multiplicativo de N con 1. Sean’S4&< {S,: b € Z} y

Bs = {Pgp(a,bvbe Zy a € Sy}.
Definimos
s = {0} U{U C Z: para cadib € U exigte a € S, tal que Pg(a,b) C U}.

Notemos que en el caso particularetque, paraeada b € Z, sucede que Sy = N,
tenemos que S = {N} y Pg(a,b) =/Pr(g,b) para toda (a,b) € N x Z. Por
tanto Bs = Br v 75 = Tp.

La misma demostraciéon que dimos én la prueba_del Teorema 2.2.2, se
puede realizar para mostrar que 75 es una topologia ‘enZ que tiene por base
a Bs. Dicha topologia fue introducida en 2003 por K A, Broughan en el
articulo [3|. Consideremos el caso particular en que para cada b € Z, el sub-
semigrupo multiplicativo S, con 1 que se considera, es siendpre el mismo. Es
decir, supongamos que existe un sub-semigrupo multiplicativo S.de N con 1
y que, para cada b € N, tenemos que S, = S. Entonces escribivémos By v
7s en lugar de Bs y de 7s, respectivamente. Recordemos que, en eljcaso en
que S es N, la topologia 7g es la de Furstenberg vy que, en dicha situacion, el
espacio topologico (Z, 7r) es metrizable (Teorema 2.3.2). En la Seccién 3 de
[3], K. A. Broughan utiliza la nocién de casi-valuacién no arquimediaga, én
un anillo, para definir una métrica dg en Z cuya topologia inducida es justo
Tg. En otras palabras, K. A. Broughan no solo demuestra que, para cadd
sub-semigrupo multiplicativo .S de N con 1, el espacio topologico (Z,7g) es
metrizable, sino que da una métrica explicita dg en Z cuya topologia inducida
es Tg.




Capitulo 3
Ejemplos GGeométricos

3.1. Introducéiom

En este capitulo vamos aspresentar una familia interesante de espacios
topolégicos infinito numerables,”los cuales son T pero no 7,1, y que a la vez
son conexos. Estos espacigs se gonstruyen geométricamente en el semiplano
superior de R? con entfadassracionale®. En su construccion se utilizén cier-
tas rectas del plano que pasan _por un punto del espacio y tienen pendiente
irracional. Particularmente} si/las rectas-que mencionamos tienen pendiente
:t\/g, la topologia que se obtiene recibegel nombre de la Topologia de Bing.
En general, si la pendiente de estas.rectas|es/cualquier irracional positivo, la
topologia que se obtiene se le llama la.topologia pendiente irracional (ver [22,
Ejemplo 75, pag. 93]). Veamos pue§ este ejeniple:

3.2. Construccion

Sea X el conjunto de todos los puntos (q;, ¢2) del plane R?, tales que ¢
v ¢, son ntimeros racionales y ¢, = 0, es decir

X=QxQ"={(q1,) €QxQ: ¢ = 0}. (3.2.1)
De esto, tenemos la siguiente observacion.
OBSERVACION 3.2.1. El conjunto X es numerable.

Demostracion. Notemos primero que, del Teorema 1.2.6, el conjunte
Q@ x @ es numerable, ya que por el Ejemplo 1.2.7 el conjunto Q) es numerables
En vista de esto, dado que Q x Q7 € Q x @, por el Teorema 1.2.4 obtenemos

89
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que Q es numerable. Por lo tanto de (3.2.1) concluimos que X es
numerab |

Los subm{‘ o0s de X que definimos a continuacion, serdn nuestros ele-
mentos basicos cada base de vecindades en los puntos de X. Ademés
generaran la to on X que definiremos en la siguiente seccion. Consi-
deremos entonces @uente definicion.

DEFINICION 3.2.2. § E X=0QxQ" 0 >0 un nimero irracional y
n € N.

1) Siz=(q,0), deﬁnamo;@“el subconjunto

1

U.(%) ( E X:|s—q| < } (3.2.2)

2) Si T = (q1,q2) con qs >&& nimos n ]R2 los puntos
@/_% x 0), (3.2.3)

donde
T = % ? S (3.2.4)

y el subconjunto de X %

Un() = {2} U Vi(2) U Vy(T), @ (3.2.5)

o Vi(z) = {(3: 0) e X:|s—um < %} oé%fi)
-v S
Va(z) = {(3:[)) eEX:|s—uxy < %} . (326@
e
o,

Ver las Figuras 3.1 y 3.2.

*
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(¢— %0 T (@+7.0)

Bigura 3.1: El conjunto U, (Z), si & = (g,0).

A T
Vilz) Va(z)
,_M f_/H
——0=enn *--oean ———0-nen L RS o—>
i Tg

Figura 3.2: El cohjunto U,(x), si T = (q1,¢2) con g2 > 0.

SiZ = (q, q) yq >0, péfigaremos qie I; v T4, definidos como en (3.2.3),
son respectivamente el “pie izquierdo” y el “pie derecho” de . Antes de cons-
truir una topologia en X, utilizando las familia§ U,,(Z) definidas en (3.2.2) y
(3.2.5), mencionaremos una serie de_propiedddes=de los pies izquierdos y de
los pies derechos de Z, asi como la recta que pasaspor ¥ v 7;, la recta que
pasa por T y por Ty y de ciertas rectas paralelas a ellas. En su demostracion,
utilizaremos fuertemente que el conjunto @, de los nfimeros racionales, es un
campo algebraico, concretamente, usaremos que la sama, la resta, la multi-

plicaciéon v la division de elementos de @@ es, de nueva cuenta, un elemento

de Q.
OBSERVACION 3.2.3. Sea T = (¢, @) € X con gz > 0. Entonces By, Tq ¢ X.

Demostracién. En efecto, al tenerse que ¢, v # son niimeros_ positivos,
42
r=q —— <.
f

Luego,
g2

h= 2
g1 — I
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Entonces,/si suponemos que z; € (@, se sigue que 8 € (), pues los nimeros ¢
v ¢o son Facienales. Pero esto contradice que 6 sea un niimero irracional, por
lo cual z; ¢ @ _es decir 7; ¢ X. Andlogamente se prueba que 7, ¢ X. ]

Ahora, en ellsigiliente resultado, damos una propiedad interesante para
las rectas en R? Qué&tienen por pendiente un nimero irracional.

LEMA 3.2.4. Sea ¢ 20lun nimero irracional. Entonces para cualquier recta
L en R? con pendiente £8, el conjunto LN X tiene a lo mds un elemento.

Demostracion. Sea L cuélquier recta en R? con pendiente ¢. Suponga-
mos que el conjunto L N X tiehe dos puntos diferentes T v . Luego z, 5y € X.
Entonces consideremos & =#q ag2) v § = (ry,72). Como la recta L tiene
pendiente ¢ y pasa por T = (qpydh)s Se sigue que su ecuacion esta dada por

y = o3 @) + 2. (3.2.8)
Pero § = (ry, ry) es también un_punto,de L, es decir, por (3.2.8), cumple que
ry =b(r1 — )+ ¢o.

De esta igualdad notamos que r{\zgi ; pues,dé le contrario, tendriamos que
ro = @, lo cual implicaria = ¥, ¢ontradiciende nuestro supuesto de que
T # y. Asi, por lo anterior,

otz 4z

ry g

Con esto resulta que ¢ € (@, una contradiccion. Por le tanto el conjunto
L N X solo puede tener a lo més un elemento. La prueba’para el caso de las
rectas en R? con pendiente irracional —¢ es similar a la dadayanteriormente
para las rectas en R? con pendiente irracional ¢. Por lo tante;para cualquier
recta en R? con pendiente irracional ¢, el conjunto L N X téesa lo mas
un elemento. |

¢=

Por el resultado anterior, cualquier recta en R? con pendiente 2@\in-
tersecta a X en a lo mas un elemento. En particular, tenemos el siguiente
resultado.

LEMA 3.2.5. Sea T = (q1,q2) € X con gz > 0.
1) Si L; es la recta en R? que pasa por T y T;, entonces

LinX ={z}. (3.2.9)
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2)/ Si Ly es la recta en R? que pasa por T y Tq, entonces

LyNX = {z}. (3.2.10)

! ! D .
3) Supomgamos que L, y L, son las rectas en R? que, respectivamente,
pasan_por T, y T; y son paralelas a L; y Ly Entonces

LNnX =0 y  L,NX=0. (3.2.11)
Ver las Figuras:3.3 v 3.4.
A . .
¥ T
KV, “Lg
Lo (o

Figura 3.3+#Las rect@\L; v L.

¥

.
. o,

.. ! [
Ly Lis cLa Eie
K&J\ .'6‘\ ﬂﬁ“ .'6‘\
e : =
i Ty

. . r r
Figura 3.4: Las rectas L; v L.

L ]

3]

L

Demostraciéon. Probemos el inciso 1). Como la recta L; pasa por los
puntos ¥ y Z;, L; tiene por pendiente a
gz — 0 02 _
. qa\ ~ 2
N—T g (fh _ 2) T2 gy
6 6

. b
P2 _78_g (3.29%)
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Entoncés /L; es una recta en R? que tiene pendiente irracional 6, lo cual
implica, ‘por-el lema anterior, que el conjunto L; N X tiene a lo més un
elemento, pero.7 es punto de X por donde pasa la recta L;, resultando asi
que

LiNnX = { :f,’}.

Por tanto obtenemos(3.2.9).

Para el inciso 2), obSetvemos que la pendiente de la recta Ly estd dada
por

) — - - Oq
©—0 _ 0 — qé. Y (3.2.13)
N —Ta g (fil e %) _EZ q2

Asi, Ly es una recta en R? con péhdiente irracional —, la cual, por el lema
anterior, satisface que el conjunto L) X tiene a lo més un elemento. Luego,
como T es un punto de la recta Ly ye=€ X, obtenemos que

LanX = {i}
De esta manera resulta (3.2.10).

Para probar el 3), supongamos dliesexiste = (t,,1,) € X para el cual

! T
y € L,. Observemos la siguiente figura,

A
.o o
oy SN
. , . .
Lo L
(o, . (o
1'21 -%d

. P !
Figura 3.5: La recta L, paralela a L.

f — * .
Como la recta L, pasa por Z; y es paralela a L,;, su ecuacion esta dada
por
y=—0(z—ux).
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Pérofij = (1. t;) € L, esto es
G2
g) =0t —q1) — ¢

—g(fl — .'I,’I') = —f (fl — 1 +
q1, entonces fo = —go y, como

ly =

En esta ignaldad, observemos que si t;

g2 = 0, suced€ que ¢, < 0. Esto implica que § = (t1,t2) ¢ X, contradiciendo

la suposicion de que § = (41,42) € X. Asi {1 # ¢, del cual se sigue que
f.g —+ s

6= .
il_ql

- s . !
Luego # € (@, una contradiccion. Por tanto no existen elementos de X en L
“52) eX

N r
es decir L;N X = 0.
Para la segunda parte de (8:2)11), supongamos que existe Z = (s,

tal que z € L;. Veamos la figuta-siguiente.

. I " f
Figura 3.6: La recta L, paralela a4

f — -
Como la recta L; pasa por Z; v es paralela a L;, su e¢uaeion es

y =0z — x4).

Al tenerse que z = (81, 82) € L;: se sigue que
4z
&1 — 1 — g) = 9(81 — ql) — (2.

so=0(s1—x4) =40 (
S0 + (2

Luego,
= - ,
S1—
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donde §; # ¢ por la misma observacién que dimos anteriormente para ver
que t; #'q1 . Entonces resulta que 8 € (J, lo que es contradictorio. Por lo cual
no pueden 'exiggir puntos de X en la recta L;. Por lo tanto L; N X = (). Con
esto se termina la prueba del lema. |

3.3. La Topologia 75

En esta seccién constrwiremos la topologia en X, que mencionamos al
principio, por medio de los subconjuntos de X que definimos en (3.2.2) y
(3.2.5). Consideremos emtenices las siguientes familias de subconjuntos de X:

U(x) = {U;(7):w'e N}, paracada € X. (3.3.1)

Estas colecciones son nuestras candidatas para generar una topologia en X,
v como veremos en el Lema 3.3.1, cada.ld(7) serd una base de vecindades en
T para esta topologia.

Para evitar confusiones en lasretacion, durante la prueba del siguiente
resultado, haremos uso de lo siguienté:
Sean T = (s,t) € X con t > 0y n &N. Ertonees; como

Un(z) ={z} UV (@)U V;(T),
denotemos:
Vi(z) = V(%) v Va(z) = Vi, (Ta). (3.3.2)
LeMA 3.3.1. Para cada T € X, la coleccion U(T) satisface las_propiedades
V1), V2), y V3) del Teorema 1.5.6.

Demostracion. Sea 7 € X y probemos que U(Z) satisface laspropiedad
V1). Sea V € U(Z). Entonces, por definicion de U(7), existe n € N talfe

V=0, (@)

Luego, si z = (r,0), por (3.2.2) se sigue que

V=U,(z)= {(s 0)e X:|s—r| < l} ;
n
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donde = € U,(z), pues
1
O=|r—rl<—.
n

Asi qué T & V. Ahora bien, si T = (s,¢) con ¢ > 0, por (3.2.5) de la Defini-
cion 3.2.2usedlene que

V=U,(z)={z} UV,(Z,)UV,(Z,),

de donde vemos™que,z € U,(%). Asi que T € V. Por tanto, en ambas situa-
ciones & € V, es deefr U(z) satisface la propiedad V1).

Para ver que U(Z) duruple la propiedad V2), sean Vi, Vs € U(Z). Entonces:
Siz = (r,0), por definiciomde U (7) y (3.2.2), existen n,m € N para los cuales

1
Vi = U (%) & {(s:U) eX:|s—r|< E}
}.’
Vy = U,V = {(530) eX:|ls—r|l< %} .

Observemos la Figura 3.7.

A V2

/_/\

Figura 3.7: Interseccion de V; con V, si & = (ra0Y.
(=] ¥

Definamos k = méax{n,m}. Sea V5 = Uy(Z) y demostremos queg;
VacVinb,. (3.3.3)
En efecto, si p= (s,0) € Up(Z),

1
s—r < —.
ls—rl <7
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Pero, comé k = max{n,m}

111 1
k—=n ° kB~ m
es decir
1 1
fs—rl<= v ls—rl<—
n m

lo cual implica que p€ Un(Z) v p € U, (F). Asi
ﬁ = (S: U) € {"rr;("f) M {"rrfa(:f):

v en consecuencia obtenemos*(3:3-3). De esta manera V5 satisface (3.3.3) v
por tanto U4(Z) cumple V2) paraéste caso. Ahora bien, si & = (s,t) cont > 0,
por definicion de U(Z) y (3.2.5), tenemos que existen n,m € N de tal manera
que
i = Un(:i’) = {:E} o V,L(:_,’I-) U Vn(:i’d):
(3.3.4)
V, = Um(:f,’) = {7} U Vm(:fi) UV, ().

para algunos n, m € N. Veamos la Figura 3.8

A T
.

V;n(j:z) V:m(fd)
——0-0---%--0---0—0--0- -3----0---0—)-
— —

Vi ({E%) Vi (id)

Figura 3.8: Interseccion de V; con Vi si T = (s,t) con t = O
Sean k = max{n,m} y V3 = Ui(Z). Veamos que
B CVinVa (3.315)
En efecto, sea p = (u,v) € V3. Entonces, por (3.2.5)

;l_ =T o} ;5 = L’;\-(.’E’i) U L’;\-(.’i’d).
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f

¢ os que, si p = T, por definicion de V; y V5, es claro que p € V| ¥y
en consecuencia p € Vy N V5. Y si p € Vi(7;) U Vi(Zy), se tiene que
l/@ 0 p € Vi(Za). Luego v = 0, y en consecuencia p = (u, 0), es decir

\5\ © ueal<g oo h-wl<g

u—x]<— o |lu—=x —.
7, K 4%
Pero, como g@)l&x{n m}, sucede que 1/k = 1/n y 1/k = 1/m. Esto

implica que
Oﬁu — 1z <
O \/

A

Entonces, por (3.2.6) v (3. le la Definicién 3.2.2,

p=(u,0) e Vo (z;)N \@h 7= (u,0) € V,(Z4) NV (Za).

Por lo cual, en ambas ¢ nes, le que

b e v;e x‘; U Vu d) C@-_) OE v;n, f—; U v;n,(l'd) C U‘m,(f)

Asi, por (3.3.4), se tiene que J “(u, [{( M V4. Por tanto, obtenemos
(3.3.5) v en consecuencia U (T) m{mle la iedad V2).

[u— 2] < =
¥ i m

1
n
! |u—x|~<i
n Y 4>
e

ad

Por tltimo, probemos que U (7) stace la @1&(1&(1 V3).SeaV € U(Z).
Entonces

= U,(7),

para algin n € N. Sea y € V' y demostremos que e Hr’ € U(y) tal que

W < V. Notemos primero que si 4§ = T, podemos tomar.JV
y obtener obviamente que W C V. Supongamos por q
analicemos las siguientes situaciones.

i). Siz = (r,0). Como Z = (r,0) yy € V = U,(Z), por (3. %enemos

que § = (s,0) y cumple que
T 1 1
[s—r|<— siysolosi r——<s<r+-—.

Observemos que |s — r| # 0, pues por el hecho que § # Z, implica
s # r. Veamos la figura siguiente.

o’f’“@
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Figua 3.9: g€ Vsiz=(r,0)y y#7.

Definamos
e=min{s= (r—1/n),(r+1/n) — s}
Luego, por (3.3.6), £ > 0. Ertounees, la Propiedad Arquimediana aplicada a
los nimeros 1 y ¢, implica que existem € N tal que — < e. Sea W = U,,,(y).
m

Afirmamos que

WeeV. (3.3.7)
En efecto, sea p= (u, 0) € W 215, (7). Ernténces

1
[ ~'s| < —,
m

pero — < £, esto es

[u—s| <& siysolosi —&<uts<e

Por la forma en que definimos ¢ se sigue que
1 1
—(s—|r——)]|SE—-—ce<u—-s<es|(r+-1—-s
n n

1 1
r——<u<r-+ —.
n n

si v solo si

Esto implica que
N 1
|.';. :| < 0
Asi, por (3.2.2) de la Definicion 3.2.2, se tiene que p = (u,0) € U,(Z). Con
esto probamos (3.3.7). Luego, notando que W € U(y), resulta que U(T)
cumple la propiedad V3) para este caso.
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il). SiZ=(s,t) cont >0. Comoy#£TyyeV=U,T), por (3.2.5) de
la Définicion 3.2.2, tenemos que § = (r,0) y

g € V(Z:) U Via(Za),

es decir
1

1
[r—z)<— o |r—azyl<—
n n

si y solo si

I 1 1 1
Ti—— <A <Ti+— 0 @ Tg——<T<Tqgt+—.
n n n n

Supongamos que se cumplé

1 1
TN <T < T+ —, (3.3.8)
n n
v veamos la Figura 3.10.
A G
.
Vn (jz) Vn(jd)
Or==nnnn ®--- @---O—0-----5- D -O—
Ty L

Figura 3.10: y € V,,(7;) si & = (s,t) con £ > 0.
Definamos
e=min{r — (x; —1/n), (x; + 1/n) —r}.

1
Notemos que por (3.3.8), ¢ > 0. Entonces — < ¢, para algan”m € N. Sea
m

W = U,(y) y probemos que
W cV. (3.3.9)

1
Sip=(u,0) e W="U,(y), por (3.2.2) vy el hecho que — < &, se tiene
m

[u—rl<e siysdlosi —c<u—r<e.
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Luego,pof la forma en que definimos £ se sigue que
1 1
LMz —— L—sc<u—r<eZ|m+—|-—r
n n
lo cual implica‘gue
. 1
r,— =<y <z +— siysolosi |u—x;| < —.
n n n

Es decir, por (3.2.6), p =(u,0) € V,(7;) v en consecuencia por (3.2.5)

7= (u,0) € U,(Z). Asi obtenemos (3.3.9), lo cual significa que ¢(Z) cumple la
propiedad V3), para cuand® g€ V,(Z;). El mismo razonamiento que usamos
para cuando g € V,(&;), se puede usar cuando § € V,(Z4), para encontrar asi

un W € U(y) de tal manera qies’ C V (ver la Figura 3.11).

A T
V(%) Vo (Zq)
K—M A=
—+—0------- @eonees OO -~ - - - O
Ty Y g

Figura 3.11: § € V,,(Z4)'si Z.= (s, 8 con t > 0.

Por tanto, en ambas situaciones U (Z) eumple la“propiedad V3), v con-
; I PLrop 3

cluimos con esto la prueba del teorema. |

En este sentido, por el Teorema 1.5.6, podemos generar”una topologia
en X, en la que cada U(T) resulta ser una base de vecindadesstde I en esta
topologia. Esto significa que la familia de subconjuntos de X

B(6)= | Ju(z) ={U.(x): neNyze X} (3.3.10)

FeX

forma una base para esta topologia en X.

DEFINICION 3.3.2. La topologia generada por la base B(8), definida come
a0y = {0}U{V C X: para cada T € V existe n € N tal que U,(z) C V'}

se llama la topologia pendiente irractonal de X.
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Es importante mencionar que cuando 6 = ﬁ el espacio topologico
(X TBWE)) esel espacio de Bing y, en esta situacion, para cada z = (s,t) € X
con t'>V0); el tridngulo en X con vértices Z;, T4 v T es equilatero. Ademas,
el espatio pepologico (X, 743) es el ejemplo geométrico mas clasico de un
espacio tepolégico, infinito numerable que es Ty v conexo, propiedades que
probaremos gti¢)sen validas en general, es decir, para cada espacio topologico
(X, TB(gy), cowl > 0 irracional.

3.4. Propiedades del Espacio Topologico (X, Tg(g))

Ahora presentaremos algunias propiedades y resultados que son de nuestro
interés para el espacio topologico (X, 7). Para empezar veamos que este
espacio topologico es segundonurherable y satisface el axioma de separaciéon
Ts.

TEOREMA 3.4.1. El espacio\topoldgi€o (X, Trg)) es sequndo numerable.

Demostracion. Como probarfivs anteriormente B(#) es una base para
el espacio topologico (X, (g ). Ahefa bien, per definicion, U(Z) es una co-
leccion numerable de subconjuntos™de X, pard cada T € X. Entonces del
Corolario 1.2.5, se sigue que U U(Z) es un conjufity numerable, ya que por

FEX
la Observacion 3.2.1, X es un conjunto numerable. “Parvlo tanto, de la defi-

nicién de B(f), obtenemos que B(#) es una base numerable para (X, 7g()).
Esto muestra que (X, 75(g)) es segundo numerable. |

TEOREMA 3.4.2. El espacio topoldgico (X, 1r@g)) es 1.

Demostraciéon. Sean =,y € X tales que £ # y. Consideremos‘los si-
guientes casos:

Caso I. Supongamos que Z = (r,0) y 7 = (s,0). Como T # 7, teliemos
que r # s. Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que r < ss
Observemos la Figura 3.12.
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A 5—7T

| |
I 1
r—-%2 T r+i Y
O » OO . O
8—% s+%
€

Figura 3.12: Los puntos 7 = (r,0) y § = (s, 0).

. 5—=r . . . .
Definamos ¢ = — > 07 Luego, por la Propiedad Arquimediana apli-

. 1
cada a los niimeros 1 y €, existesfn € N tal que — < e. Sean U = U,,,(7) y
m

V =U,.(7). Afirmamos que

Unly =40 (3.4.1)
: 1 5 =T s—=r 1
En efecto, como — < ¢ = —=, tenemo§ que s — 5 < s — —, lo que
m
implica
s+T 1
< s— —. 3.4.2
2 m ( )
.. 1
También, por ser — < ¢,
m
1 §—=7r s+ 7
r+—<r4+e=r+ = p (3.4.3)

m 2 2
Asi, de (3.4.2) y (3.4.3) se sigue que

1 1
r+—<s——.
m m

Con esto concluimos que no existe (¢, 0) € X tal que
1 1 1 1
r——<t<r+— A §——<l<s5+—
m m m m

si v solo si

1 1
t—rl<— 'y |t—sl<—,
m m




CAPITULO 3. EJEMPLOS GEOMETRICOS 105

e§ dgcir, por (3.2.2) de la Definicion 3.2.2, U,,(Z) N U,.(7) = 0. Por tanto se
tient€ (3.4.1).

Caso LI, Supongamos que T = (r,0) y 7 = (51, $3) con s, > 0. Observe-
mos la Fignra 3.13.

A )
Ir — il oy
—
€
—
° o -
I" Ui Yd
L |
I 1
" — Yl
Figura 3.23yLos puntos-# = (r,0) y § = (51, 52).

Recordemos que, por el liema 3.2.3,7; v yq son irracionales. Definamos
jue, 7YY Y
d = min{|r — |, |r — yal}, v donsideremos=e,= 5 Comor € Q@ vy y;,yq son

irracionales, los niimeros |r — y;| & [F — ya|"Seft positivos. Por lo cual € > 0.
Luego, al aplicar la Propiedad Arguimediana”a los nimeros 1 y €, existe

1
m € N tal que — < e. Sean U = U,,,(&) y V =, (g). Probemos que
m

Uunv=9. (3.4.4)

Supongamos que existe Z = (¢,0) € UN V. Como § = ($17%2) v s2 > 0, por
(3.2.5) de la Definicion 3.2.2

V = Un(y) = {y} U Vi(H) N Va(9)-
Entonces,
zeUnN(Vi(y) NVa®)) = (UNVi(m) UUNVa(y)).

es decir
ze UnVi(y) o zeUnVuy).
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Si Z=Aq,0) € UNV;(y) = Un(Z) N Vi(y), se tiene

1 1
lg—wl<— v lg—rl<—.
i T

Como R es un‘egpacio métrico y satisface la desigualdad del triangulo por
medio del valor absoluto, tenemos que

3

2
[r—ui| STr=gh + g — il < m <2=0=r—uyl

es decir |r —y;| < |r — wlf"losque es contradictorio. Por lo cual, no existen
puntos de X en U, (x) N V;(y)e

Ahora, si Z = (q.0) € UN Vygl@) = U,n(Z) N Vy(y) tenemos
1 1

lg—wal < — = lo—rl<—.

m m

De nuevo, por la desigualdad del'trianguld/en R con la métrica euclidiana

3

2
[r —yal = |r —q| + |g =Yat< ™ T2¢ =06 = |r —yal.

Del cual se sigue que |r —yq| < |r— yq/iteniendo eénlesto una contradiceion.
Asi que no existen puntos de X en U,,(2) @ V;(g) “Pertanto, de lo anterior
unv=»0.

Caso III. Supongamos que T = (ry,rs) v § = (81, 54), €on 1y, 55 > 0.
Veamos la siguiente figura.

Figura 3.14: Los puntos & = (r1,7r2) v § = (51, 52).
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f

otemoc, que si L; y Ly son las rectas en R? definidas en el Lema 3.2.5,

ent k&\}wpor los incisos 1) y 2) del mismo lema, 5 no es un punto de L; y

n, si L; y L, son las rectas en R? dadas en el Lema 3.2.5, por el

inciso mif-;mo lema, se sigue que 7 no es un punto de L, y L. Asi que
fz FU TiFYa Y TaF Yo TdF Ya- (34.5)

Sea 0 = Yil, lei — yal, |a — vil,|2a — yal}, v consideremos e =

5 Ob%ervemo& (3.4.5), los ntmeros |z; — w|, |2 — val, |za — vl v

|xd — yq4| son posit \\Vlntonces € > [) De nueva cuenta, por la Propiedad
Arquimediana, exis N tal que —<e Sean U = U,(z) y V = U,(y).

Afirmamos que

A UNV =0, (3.4.6)

En efecto, como T = (ry, 1), @ S1, 82) ¥ 79, 89 > 0, por el punto (3.2.5) de
la Definicion 3.2.2, tenemos

%é;@ UVi(3) U V,(2),
§ ’ (3.4.7)
@) (o ()uvd

Supongamos entonces que 73 E esdecir z e Uy ze V.51
= (t1,t2) con tz = 0, por (3. 4 : y es decir ¥ = y. Pero esto
contra,dlce nuestra hipotesis. Por mos que z = (t,0).
Por otra parte, observemos qu

(Wﬂuww)(()uwm)(%@ﬂ
(Va(2) N V(3
=AUBUCUD:

donde A = Vi(z) N Vi(y), B = Vi(z) N Vy(y), C = V&%V:(E) yD =
( € .

Va(Z) N V(). Entonces, como z = (¢, 0), tenemos que z

t—ai] < - t—yil <+ ;6
E-,,(n ¥ l}-,,(n

Pero, por la desigualdad del triangulo en R con la métrica euclidiana:%

2
|$='—'y:'|§|$z'—f|+|f—y='|<;<2€:5§|Ii—y='|= (

O

*

Si z € A, se tiene
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es decif |2 — y;| < |z: — yi|, lo cual es absurdo. Por lo que V;(Z) N Vi(y) no
tiene puntos.de X, esto es A = ().
Por otra_péute, si Z € B, tenemos que

1 1
[t — ] < — y [t —ya| < —.
n n

De nuevo, por la desigualdad del triangulo,

3

2
[ — ya| = |7 —tL+ |t —ya| < — < 2¢e =8 = |z — ydl,

implicando que |z; — yq| <" —yq4|, teniendo asi una contradiccion. Por
tanto, no existen puntos de Xteb'V;(Z) N Vy(y), es decir B = (). Asi, usando
el mismo razonamiento que se usd para demostrar que A y B son vacios, se
prueba también que C' 'y D son vagiog! De esta manera tenemos (3.4.6). Por
lo tanto, por los Casos I, IL y I, (X57) es To. [ |

Antes de ver que el espacio tepologico (X, 5(s)) no es TQ%: daremos algu-
nos resultados importantes para @iertos subtonjuntos de X. Para ello consi-
deremos lo siguiente:

Sean (u,0) € R? v ¢ > 0. Comsidéremos" a8 yectas L y L en R? que
pasan, respectivamente, por los puntof af = (0"=%,0) v b. = (u+£,0) y
tienen pendiente igual a #. Entonces la e€¢uacion de L _es

y=0(x—(u—2sg)), (3.4.8)
mientras que la ecuacion de L es
y=60(x— (u+e)). (3.4.9)

.. . r v 3
También consideremos las rectas Ty T en R? que pasan, respectiVamente,
por los puntos a. y b. y tienen pendiente igual a —#. Entonces la ecudcion
de T es

y=—0(x— (u—2¢)) (3.410)

ylade T es
y=—0(x—(u+e)). (3.4.11)

DEFINICION 3.4.3. Sean p € R? y e > 0.
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a)/ Si p=(u,0), definimos los siguientes subconjuntos de X :

Botp) ={(s.t) e X:s2u—c y O(s—(u+e))
B gp)={(s.t) e X: s S utec y —0(s—(u—=s))

Entonces'\By(p) es el conjunto formado por los elementos de X que
estdn por encima de la recta L y por debajo de la recta L, mientras
que B_¢(p) es elfonjunto formado por los elementos de X que estdn
por encima de lasecta T y por debajo de la recta T

b) Sip= (u,v) yv >0, definimos los siquientes subconjuntos de X :
B;(p) = B_o(pf) Y.By(Di) wy=2Ba(p) = B—o(Pa) U By(pa)., (3.4.12)

donde los puntos p; y Pa-Son, respegtivamente, los pie izquierdo y dere-
cho de p, y se definen come”indicam@sen la Definicion 3.2.2.

Ver las dos figuras siguientes.

w0 p

Figura 3.15: El conjunto By(p) U B_y(p).
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Bi(p) ... Ba®).

oy

PR
. W :
‘-

_‘.'. o il iiel
(7i—¢,0) Pi (pi+50) (pa—¢0) pd (pd +&,0)

Figura 3716+Los conjuntos B;(p) v By(p).

Los siguientes tres lemas sern de mucha utilidad pues, gracias a ellos,
las pruebas de los teoremas que selpresentaran después, es mas simple.

LEMA 3.4.4. Sean p = (u, 0 @R>y ¢ >0 Entonces
Bytp) U B_(Pp)

es cerrado en (X, 75(9)). En consecuericial si p =Ayv) con v =0, Bi(p) y
By(p) son cerrados en (X, Tr)).

Demostracion. Sea § € X tal que § ¢ By(p) U B_p{P) )y probemos que
existe U € B(f) parael cual y € U y

U C X ~ (By(p) U B_s(p)).

Consideremos los siguientes casos.

Caso I. Si g = (5,0). Como i & By(p)UB_y(p) vy 7 = (5,0), se sigue.que
s<u—¢ 0 s>u—+e

por definicion de los conjuntos By(p) v B_p(p). Veamos la figura siguiente.
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Fig% El punto 5 = (s,0) con s <u — ¢.

» u—ce)—s
Si sucede que s < u . definimos § = %

1
existe m € N por la Propieda@‘quimediana, de tal manera que — < d. Sea
m

> 0. Como § > 0,

U =U,(y) y demostremos_qu

%Bg(p B_4(p)) = 0. (3.4.13)
Como los puntos de U, () @ n dac la manera (r,0) € X y By(p) N
B_,(p) contiene todos los pun K —g(P) en esta forma, deducimos
que (3.4.13) lo obtendremos pr

Uﬂ Bg p _g(p?d (3414)

Supongamos por tanto que existe Z = (q 0) € U@ YN B_g(f )) Entonces
ze Uy z e By(p)NB_y(p). Luego, por la definicién dé los conjuntos U, By(p)

B _4(p), se tiene que

1
lg—s|<—. u—e=q 'y qéuc‘
sy solo si )
L gear ) X
s——<q<s+— vy u—cSq=u+te.
m m

1
P 1 ser — < 4, @
ero a. serm< . \S\

s—0<qg<s+d y wu—e=q=u+te (3.4.1 O
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Ahora,“obgervemos lo siguiente:

(u—e)—s s+u—ce
s+d0=s5+ = :
2 2

v ademas, al séx'd "0,

(u—e)—s u—c+s
U—E>UTE—0=uU—¢€— = .
)y 2 2

Esto implica s + 0 < u'=£” Luego, por (3.4.15)
g<s+0<u—ce=q,

es decir g < ¢, lo cual es absurde. JAsi, U N (B,;(ﬁ) NB_y (;5)) no tiene puntos
de X, es decir se tiene (3.4.14). Paranla desigualdad s > u+¢ se usa el mismo
razonamiento al dado para s < u —&, Por tanto, en ambas situaciones, existe
U € B(#) con gy = (s,0) € U para elcual

U C XA By (pyrB_o(p)).

Caso I1. Si j = (s,t) con ¢ > O..Supongdines.que j estd por debajo de la
recta L . Es decir, por (3.4.9), t < #(s='(u+¢))Observemos la Figura 3.18.

Tl . .
(-0 P (wte0) Vi

Figura 3.18: El punto § = (s,t) por debajo de la recta L

Sea L; la recta en R* que pasa por los puntos § v 4. Como L;, fior
(3.2.12), tiene pendiente #, L; es paralela a L y estd por debajo de L{

Entonces (u + ¢,0) # ;, especificamente,

u—+e <y,
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. Yy —(ute . . .
Definamos ¢ = y > (. Entonces la Propiedad Arquimediana ase-

3

1
gura quéexiste m € N para el cual — < 4. Sea U = U, (), y probemos
que m
U N (By(p) U B_y(p)). (3.4.16)

Por la misma sittacion del Caso I, como
y=As.t) & Be(p)NB_y(p) v u+e<uy,
bastard con demostrar
V(A (Bo(p) N B_s(p)) =0 (3.4.17)
para obtener (3.4.16), pues”log puntos de V;(y) son de la forma (r,0) € X.

Para esto, observemos que al'set “— < 4,
™m

1 u+e—y yitute
Yi—— > Y~ 0 =Yi % ; = ; :
m 2 2

Ademads, como § > 0,

isdute) utety

ut+e<utet+d=uf +y
ute<ute ute
2 2

Luego, por lo anterior

1
u+e <y — —.
m

Por lo cual, no existe (r,0) € X tal que

1 i
u—eSrsut+ey Yy ——<r <y ¥
- - m mn

es decir

1
rSute vy r—ul<—
m

=
|
oy
A

Asi, por la definicion de By(p) v B_g(p), v por (3.2.6), obtenemos qué (r)0) ¢
(By(p) N B_g(p)) y (r,0) ¢ Vi(y), para todo (r,0) € X. Con esto herhos
probado (3.4.17), y en consecuencia (3.4.16). Por consiguiente,

U C X~ (Bs(p) U B_y(p)).
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Supongamos ahora que § = (s,t) esta por debajo de la recta T. Entonces,
por (3.4.30).t < —#(s — (u— £)). Observemos la Figura 3.19.

f—?“ [_'9 SR
» B Pl e e s —
Ya
Figura 3.19: El punto 5<"(s,) por debajo de la recta T

Sea Ly la recta en R? que pasarper los puntos § v 44. Como Ly, por
(3.2.13), tiene pendiente —fLy es paralela a T y estd por debajo de T.

Luego, y; # (u — ¢, 0). Especificamente
g <u — £.

(u—c)—y

- d . . . .
Definiendo § = > (), de la Propiedad®Arquimediana, se sigue

3

. 1 _
que existe m € N para el cual — < 6. SeaV = U, (%), y demostremos que
m

VN (By(p) U B_y(p)) = 0. (3.4.18)

La prueba de (3.4.18) es muy similar a la dada para (3.4.16). Por lo cual,
damos por demostrado (3.4.18), v con esto

V C X ~ (By(p) U By(p)).

Por ultimo, supongamos que § = (s,t) esta por arriba de las rectas. iy
T . Entonces, por (3.4.8) y (3.4.11),

t>0(s—(u—=c)) y t>—-0(s—(u+e)).

Veamos la siguiente figura.
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Y (w—0 P (u+e0) Yqg

Figura 3.20: El plinto 7 = (s,¢) por arriba de las rectas L y T'.

Como mencionamos anteriermente en el Caso I1, las rectas L; v Ly pasan
por ¥ vy tienen pendiente # yt=f, respectivamente. Entonces, L; v L son
respectivamente paralelas a B_y T'; v ademéds L; estda por arriba de L, al
igual que L, con T'. Por lé que

5 # (Wal) W, ja#F (ute0),
en especifico
Y <u—g& ¥ U+ e <y
a

Definamos § = min{(u — £) — y;, & —Nu + £)f = 0, v consideremos a = 5

1
Como « > 0, sucede que — < « para algin n € NoSea V = U, (7), y veamos

que n :
V N (Bs(p) U B_o(p)) = 0. (3.4.19)

Para ello notemos que
V =Us(y) ={y}t UVi(y) U Va(y),

pues § = (s,t) y t > 0. Entonces, como i & (B.g ()N B_g(ﬁ)); obtendremos
(3.4.19) probando que

(Vi@) U V(@) N (Ba(D) N B_y(p)) = 0. (3.20)
es decir

(Vi) N (Bs(p) N B-s(p))) U (Va(@) N (Ba(p) N Bs(p))) =0. (3.4.21
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L

Para p@(&él.?l): demostremos que

(() 1 1
> y£+g<u—a y u+£<yd—g. (3.4.22)
S 1 1 5
Veamos prlmem(/ + —<u—e Como — <a= 2’
n

—5)—',-',-';': Yi tu—eg

yi +— <y;$6;+ Syt

2
)
Por otra parte, al tenerse q@ 5
u—c—1Y; U — = UYs;
u—5>u—£—(_r:u—a4/—?\>u ¥ EtY
SN
, 1
Luego, por lo anterior y; + U a Usando este mismo argumento, se

prueba también que

—I— u+ ’® 1
yd - + % <~ Ya — e
7
Con esto tenemos probada la segunda desigualdac (3.4.22). Asi, no puede
existir (r, 0) € X tal que

*

1< < +1
Yi—— <r <y + — . u— e
Y 0 Y 0 ¥ €

O

A

r

QM
20

1< < +1
Uy — — < p < - . w— =
Yd 0 Ya n ¥ €

A

r

equivalentemente, no existe (r, 0) € X para el cual

AN
=]
_|_
I

1
r—1 < — Fou—e=Sr=s
Ir — uil ) e=r=s

1
|r’—yd|<g vy wu—s=r=u+te. @

Entonces, por definicion de los conjuntos V(), Vi(7) v Bg(p) , tene- \S\
s o (1 0) £ V.0) 0 (B 3o 0 20) 1) (BuE) (1) %

*
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para‘todo (r,0) € X. De esta manera se obtiene (3.4.21) y en consecuencia
(3.4720)., Por lo cual hemos probado (3.4.19), lo que implica

V C X~ (By(p) UB_y(p)).

Por lo tafito, por los Casos I y 11, By(p) U B_y(p) es cerrado en (X, 759y,
para todo p = (41, 0) € RZ. Como consecuencia de este hecho, por (3.4.12) de
la Definicion 3.4°3 Jse sigue que By (p;), B_o(pi), Bo(pa) y B—s(pa) son cerrados

en (X, 75(9)). De'mwéitigpa que los conjuntos B;(p) y Ba(p) son también cerrados
en (X, 75(s), pues®on la uniéon de dos cerrados. Con esto termina la prueba
del lema. |

LEMA 3.4.5. Sean p € RZ 2> 0.
a) Sip=(u,0), el subconjunto de X
C.(p) ==4ls,0) € X: |s —u| < ¢} (3.4.23)

cumple que
Gp) @ Bey(p) U By(p). (3.4.24)

b) Sip=(s,t) e X yt >07entonces

ple Bi(p) U Bip). (3.4.25)

Ver el siguiente par de figuras.

B-o(p) U By(p).

e

Figura 3.21: El conjunto C.(p) contenido en B_4(p) U By(p).
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i Pd )
Flguraw 1 punto p en B;(p) U Bq(p).
Demostraciéon. Veamos a@a‘é = (s,0) € C.(p). Entonces

[s —u| <& =,1y='yolo‘.®u—a<9<u+c. (3.4.26)

Como £ >0,

| @< <
Luego, la hipoétesis de que ¢ :
gf)% (3.4.27)

si y sdlo si

—fB(s—(u—2)) <0 Q u )) (3.4.28)
Por lo que, de (3.4.26), (3.4.27), (3.4.28) y lac ]eflnlcl 0s conjuntos By(p)
B_y(p), obtenemos
=(s,0)€ By(p) v 5,0) € By p@
es decir § € By(p) N B_y(p). En consecuencia
y € Ba(p) U B-o(p). ®

Por tanto tenemos (3.4.23). )

Ahora probemos b). Como primer punto notemos cque, al ser p :%

con t > 0,

Bi(p) = B_¢(pi) U Bo(pi) @
por (3.4.12) de la Definicion 3.4.3. Entonces las rectas L y L', con ecuaciones \S\
dadas en (3.4.8) y (3.4.9), pasan por los puntos a. = (p; — £,0) y b. = (\o

*
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(f; +#¢,0), respectivamente (no olvidemos que p; esti definido en la misma
manera.que el punto ;).

Comasegundo punto, notemos que la recta L pasa por el punto (s, t+6¢)
v la recta b por el punto (s,t — fz). En efecto, por (3.4.8) v (3.4.9)

O(s—(pi=g)) =10 (s - (s — é) + s) = (é + s) =t+0: (3.4.29)
O(s — (p;+¢)) =0 (s = (‘: - ’E) - s) = (é - s) =t—fs.  (3.4.30)

De esta manera el punto {s¢f <) satisface la ecuacion de la recta L, y el
L f - ..
punto (s,t—6z) a la ecuacion@de)L . Luego, como £ v # son nameros positivos

v

t—\e <t <t+0s
pero de (3.4.29) y (3.4.30); se.sigue que
B(s — (p:HE)) <t LO(s—(p: — ).
Como también t > 0,
s>s—%:p,- >p; fe.
Entonces,

O(s—(pi+e)) <t<b(s—(pi—c)) y “$>p—c.

Asi, por definicion de By(p;), se sigue que p = (s,t) € By(ps)” En consecuencia
7 € By(p:)UB_g(). Por lo tanto, de (3.4.12), p = (s,t) € Bi{(p), y obtenemos

de esta manera (3.4.25). Esto termina la prueba del lema. |
1
LEMA 3.4.6. Sean € N y e = —. Entonces
n
cly(C1(p)) = B_o(p) U By(p). (3:4734)

para cada p = (u,0) € R?
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Ver‘la Figura 3.23.

Figura 3.23: La cerradura,de C1(p) en (X, 75(g))-

Demostracion. Sea p = (i) € REy notemos que al ser ¢ = 1/n y
B_4(p) U By(p) cerrado en (X, Fggp)~por (3,4:24) del Lema 3.4.5, se tiene

clx (C1(P)) G B_a(p) YBi(p).
Entonces, sélo resta probar la contencifén

B_y(p) U By(p) el (C1(p)) (3.4.32)

1
Sea pues § = (s,t) € B_g(p) U By(p). Como todo punfo)de C'1(p) es un

elemento de cly(C1(p)), vamos a considerar que

1
j € (B-o(p) U Bo(p)) ~ C1(p),
es decir, j = (s,t) & C1(p). v, por (3.4.23) del Lema 3.4.5,

1
t=>0 o |s—ul=-—.
n

Ahora, analicemos los siguientes casos.

Caso L. j = (s,t) € B_g(p) ~ C1(p). Como £ = 1/n, tenemos que las

y .
rectas Ty T pasan, respectivamente, por los puntos ax = (u — 1/n,0) y
L
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bf ='(u+ 1/n,0). Entonces, por definicién de B_y(p),

1 1 1
—0 (5 o~ (u — —)) Lt -0 (s — (-.'H— —)) v sZSu+—. (3.4.33)
n n n

Veamos lasEigura 3.24 y consideremos los siguientes tres incisos.

A

B
RS

b 4 eIl -
- P bs

Figura 3.24: BI'punto 7 = (s.t) en B_4(p) ~ C1(p).

1). Supongamos que § = (g, ),es un‘punto.de la recta T, esto es

o)

1

t
U—— =54+ —. 3.4.34
u——=s - 7 ( )

De esta manera

Entonces:

a). Si t = 0. Por (3.4.34), tenemos

1
u—— = s.
n

Notemos que u es un nimero racional, pues s,1/n € @, v en consécuencia

p=(u,0) e X. Asiquey =(s,0) = (u—1/n,0)=ax.
Sea m € N, y definamos ’

0 = min{u, (u—1/n)+1/m}.
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o)< ()< (a)s
u—— | <u Ay u—— | < fu—-—|+—,
n n n m

1
u—— < 0.
n

Entonces, por la densidad de  en R, existe ¢ € (Q para el cual

Como

sucede que

1
u—=<q<?d. (3.4.35)
T

Veamos que el punto (¢ 0y e, (y) N C1(p). Observemos que, por (3.4.35)
v la desigualdad (u —1/n) =A/m< u—1/n,

1 1 1 1
(u——) —— = g<d = (u——) + —,
n m n m
es decir

1 1 1 1 1
(-u. - —) ——<gq< (-u. — —) T — shwsolosi |g—(u—1/n)| < —.
mn m

Luego, comou — 1/n=s
1
g — o] < -
De esta manera, por (3.2.2) de la Defini¢ion 3.2.2(g)) € U,,(y). Ademas,
por el hecho de que d = uy u < u+1/n y.por (3.4.35); obtenemos

1 | 1
u——<g<u+— siysolosi |¢g—ul <=,
n n n

Asi, por (3.4.23) del Lema 3.4.5, (¢,0) € C'1(p). Por tanto {g,0).€ U,.(7) N
C1(p) v, en consecuencia, al ser U,,(7) cualquier elemento enda base de
vecindades U(), 7 = (5,0) € clx (C1(p)).

H 1
i

b). Si ¢t > 0. Por (3.4.34) y (3.2.4) de la Definicion 3.2.2, se tiene

1
U—— =1y4.
n
Entonces, de nuevo por (3.2.4), se sigue que gy = (v — 1/n,0). Sea m € M.
Consideremos
0 = min{u, (u—1/n)+1/m}.




CAPITULO 3. EJEMPLOS GEOMETRICOS 123

Comb (u—1/n) <uy(u—1/n) < (u—1/n)+1/m, se tiene (u—1/n) < 4§
Luégo,por la densidad de () en R, existe g € () para el cual

u— 1 <qg<d. (3.4.36)
n

Demostrémgs’que el punto (g, 0) es un elemento de U,,,(y) ¥ C (p). Como

se cumple (3.4(36) y las desigualdades (u — 1/n) —1/m < u — 1/'.'1 v =
(u—1/n)+ 1/m, Bbtenemos

si y solo si
1
d=fu—1/n) < —.
(Sl —1/n)] < —

Pero u — 1/n = yg, es deelr

1
7 — ya'<—-
T

Asi, por (3.2.7), (¢,0) € Vy(7). Ber otra pdrte, usando de nuevo (3.4.36) y el
hecho de que 6 = u < u+ 1/n, ténemmos

1 1 . ) ! 1
u——<qg<u+—  stysolosi™~ |g—u|l <—.
T T T

Entonces, por (3.4.23), (¢,0) € C1 (") Esto implica que (¢,0) € Va(p)NC1(p)
y, de esta manera, por (3.2.5) de la Definicion 3.2. 2, Um(u)ﬂC (p) no es vacio.
Por tanto § = (s,t) € clyx (C1(p)).

2). Supongamos que § = (s,t) se encuentra entre las rectas Ty T'. Es
decir, por (3.4.33),

1 1 1
—6’(3—(1.——)) «:te:—ﬁ'(s—(u—k—)) v oos<u-+fi—.
n n n

Como § = (5,t) ¢ C1(p) y no es un punto de las rectas T y T, obtenemos
que t > 0. Luego, la recta Ly en R? que pasa por los puntos § v 7y es paralela
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aly Tl, v ademés, esta por arriba de la recta T y por debajo de la recta
y . .
T . Estotiplica que

1 1
ps(-20) 5 e (edo)

Especificamante,

1 1 o
U—— <Yg<u-+ —. (3.4.37)
n n
Consideremos la desigualdad u — 1/n < y4. Sea m € N, y definamos
0 = méx{ys — 1/m,u—1/n}.
Como § < y,, por la densidad dé @en R, existe ¢ € (Q tal que
0 <q < Ya (3.4.38)

Ahora, probemos que (¢, 0) €U, (4 )ﬂC' ( p): Usando las desigualdades yy <
ya+1/my yq —1/m = 6, obtertemos

1 1 1
Yao—— < q<ys+— [siy*solo® .. lg— w4 < —
m m m’

Luego, por (3.2.7) de la Definicién 3.2'2 (g, 0) €“V(f7). Mas atn, por cum-
plirse u — 1/n £ 4, (3.4.38) vy (3.4.37),

1 1 X . X 1
u——<g<u+— siysolosi |¢g—d] <g—.
n n n
Entonces (¢,0) € C1(p). Por lo que (q,0) € Vi(y) N C1 (p) Por tanto de
(3.2.5) de la Definicién 3.2.2 se tiene que Uy, () N C ( D) 1o es vaefo, es decir

j € clx(C(7))

— i’
3). Supongamos que § = (s,t) es un punto en la recta T'. Entonces, por

(3.4.11)
t=—46 (s — (u—!— l)) .
n

1
u+—=s5+-. (3.4.39)

es decir
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V(%’ s los siguientes puntos.

t = 0. Por (3.4.39), sucede que

1
ut—=s

0

EIItOIlC&S ismo &I‘ umento que dimos en a) del inciso 1), se tiene u €
1

@, lo que imp ep— u,0) € X, yademas j = (s,0) = (u—f—l/n:[)) =ba.
Sea k€ N. 108 "
/: max{u, (u+1/n) —1/k}.
Como o <u+1/n, -
1
Sa<r<u+ - (3.4.40)

para algin r € Q. Ahora, del®c mos que (r,0) € Up(y) N C (p). Notemos
pues que, por (3.4.40) y 1 1&%1&1&(1 (u+1/n)+1/k > (u+ 1/??) se tiene

I

esto es,
(++3)- ?A)
si y solo si
o=t = b —e|<o)

En consecuencia, por (3.2.2) de la Definicién 3.2.2, € U(y). Ademas,

comou—1/n<u=a r<u+l/nysecumple (34. 400

1 1
u——<r<u+-— siysolosi |r—u

Entonces, de (3.4.23), se tiene (r,0) € C'1(p). Por esta razén (r, [)6]&(;&) N
C1(p), y por tanto § = (s,0) € clx(C1 (p))

b). Si ¢t > 0. Observemos que, por (3.4.39) y (3.2.4), @

U+%=M- (\
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Luego, ‘de/muevo por (3.2.4), g = (u+ 1/n,0).
Sea mEN, y definamos
p=max{u, (u+1/n)—1/m}.
Como p < u +'1fne por la densidad de @ en R, existe r € @ tal que
p<r<u-+l/n.
Usando el mismo razonamiento al que dimos en b) de 1) y el hecho de que
u+ 1/n =y, se demuestrd también que (r,0) € Vy(g) v (r,0) € C1(p), v
por tanto, de (3.2.5) se siguetambién que U, ()N C'1(p) no es vacio, es decir
§ = (s,t) € clx(C1(p)). Luggo, por los incisos 1), 2) y 3), hemos obtenido
que
B_gp)c clx {C% (). (3.4.41)
Caso IL. § = (s,1) € By(p) ~OW(p). Como ¢ = 1/n, las rectas L y L'
pasan por los puntos a1 = (u—1/n,Qr¥ b1 = (v +1/n,0), respectivamente.
Entonces, por definicion de Bj(p),

1 1 1
6 (s — (u — —)) St=4 (3 = (-.'. — —)) y sZ2u——. (3.4.42)
n n n

Observemos la Figura 3.25 y analicemes los sigifientes tres incisos.

-

\ BH(P)_ _.

— el
% 4 by
Figura 3.25: El punto § = (s,t) en By(p) ~ C1(p).

1’). El punto § = (s,t) pertenece la recta L. Por lo dado en (3.4.8), se

sigue que
1
t= 6’(5— ('u.— —)) ,
n
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L 4

1 t
U— — =5 — . 3.4.4:
u——=s- (3.4.43)
Anahc@os siguientes puntos.
i). Si ),)*Por (3.4.43) se tiene
1
@ u——=s.
n
Luegou e Qyp ,0) € X. Ademas gy = (u—1/n,0) =aa.

Sea ke N,y de‘ﬁy\lﬁos

=min{u, (u—1/n)+ 1/k}.

Como u — 1/n < «, por la dénsidad de @@ en R, existe r € @ tal que

=
—— < r < ao.

Haciendo el mismo des& qye dimos en a) del inciso 1) cuando t = 0, y
usando el hecho de u — 1/ r,0) € Ur(y) y (r,0) € 01( p),
es decir § = (5,0) € clx(C1 ﬂ% x

ii). Si t > 0. Usando (3.4.43) A4) d a)Definicion 3.2.2, tenemos

lo cual implica que 3; = (v — 1/n,0). Méas atn, p @Obﬁermcién 3.2.3,

u — 1/n no es racional.

Sea ahora m € N, y sea O/
p =min{u, (u—1/n)+1/m}. ®)

Notemos que

Entonces \S\
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De estd méanera

1
u——<r<p,
n

para algin r € @»Con un razonamiento analogo al que dimos en a) del inciso
1) cuando ¢t > O'ymsando que u —1/n = y; v (3.2.6) de la Definicion 3.2.2,
tenemos que (r,0) € Vly) v (r,0) € C1(p). Luego, por (3.2.5), U, (5)NC1(p)
no es vacio. Por tante,gy= (s,t) € ch}(iC% (p)). ’

2). § = (s, t) se encuéntra,entre las rectas L y L. Es decir, por (3.4.42)

1 1 1
8(5—(-:;.—!——)) «<£<8(s—(u——)) y s> u-——.
n n n

De esta manera, como § = (s,¢) € &3(p) y no es un punto de las rectas L y
T

r i
L, obtenemos que ¢ > 0. Luego, la‘vecta L; en R? que pasa por los puntos
— — f - - 3 F
Uy Ui, es paralela a L y L | y*ademas, estd por arriba de la recta L y por
debajo de la recta L. Por lo cual

1 1
gi# (u— =, gi 7 u+—,0),
Ui # (u ) J) ¥ L Ui ('u T J) :

especificamente

1 1
u—— <y <ut+ —.
n n

Consideremos la desigualdad v — 1/n < y;.
Sea k € N. Definamos

o =max{y; — 1/k,u—1/n}.
Notemos que o < ;. Asi que

a<r <y, (3.4.44)

para algin » € Q. Veamos que el punto (r,0) € X esta en Uy(y) N C1(p)
Entonces, como u — 1/n < o, y; < u+ 1/n y se tiene (3.4.44)

1 1 . ) . 1
u——<r<u+-— siysdlosi |r—ul<—,

n n T




QAPITULO 3. EJEMPLOS GEOMETRICOS 129

ir, por (3.4.23) del Lema 3.4.5, (r,0) € C1(p). Més atm, por (3.4.44) y

las alda,des y—l/kSayvy <y+ I/k se tiene
/\ 1 T 1
\S'V;z pSr<wity sty solosi  |r— <7
7
De esta ma:[ or (3.2.6), el punto (r,0) € Vi(y), v en consecuencia, por

(3.2.5) de la icion 3.2.2, (r, 0) € Ur(y). Asf, Ux(y) N C1(p) no es vacio,
es decir 5 = C1 ().
3.y = (s,1) /unto en la recta L'. Entonces, por (3.4.9)

O&;} (- (1)),

1 ¥
=5 5 (3.4.45)

Veamos las siguientes si nes.
i). Si ¢t = 0. Notemos ® 3; 45)
+ :1’@‘ -
7”7
es decir, u € Qy p= (u, [))EX@ ue 50)=(u+1/n,0)="bs.

Sea k € N. Definamos o !

*

p=max{u, (u+1/n)—1

9|—

Observemos que p < u + 1/n, por lo cual @

1
p<r<ut—, 0’ (3.4.46)

para algin r € (). Como )
R e )4l @
u+—| ——-= rou+ — u—+— —,
n kE— Py n n k' 6

por (3.4.46) se tiene @

(u + %)—% <r< (u + %)—i—é siysolosi |r—(u+l/n)|=|r—s| < % )
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Luego,“de/(3.2.2) de la Definicion 3.2.2, (r,0) € Ux(y). Ademas, por las
desigualdades v —1/n <u y u = p, y por (3.4.46),

1 1 . . . 1
u— <r<u+— siysélosi |r—ul<—
h n 1

De esto y (3.4.23) déla Definicion 3.4.5, tenemos que (r, 0) € C'1 (p). Asi que

n

(r,0) € Up(y) N C1{p)yy en consecuencia § = (s,0) € clx (C1(p)).
ii). Si t > 0. De (37445) v (3.2.4), se tiene

1
u+—=1;.
n

Entonces §; = (u+1/n,0) y, perJa Observacion 3.2.3, u+1/n no es racional.
Elijamos m € N. Sea

p = max{u, (1/n) —1/m}.

Como p <u+1/n,
P < < u-+\n, (3.4.47)

para algin ¢ € Q. Demostremos gue el punto (g, 0) es un elemento de U,,(3)
vy C1(p). Notemos que por las desigualdades

1 1 1 1 1
u—+ — ——gp v uAs— < (ut+— | +—,
n m m il m

y por (3.4.47),

n m

1\ 1 n, 1
u+—|——<g<|u+—|+— siysolosi |¢g—(u+l/w)|=|qg—y:| <—.
n) m m

Entonces, de (3.2.6) se sigue que (¢,0) € Vi(y). Por otra parte, akser u—1/n <
uy u = p, usando de nuevo (3.4.47), obtenemos

1 1 . . . 1
u——<qg<u+— siysolosi |g—u|<-—.
n n n

Esto implica, por (3.4.23) del Lema 3.4.5, que (¢,0) € C1(p). Asi, por (3.2¢5)
tenemos que (¢,0) € U,,,(g)NC1(p). De esta manera y = (s,t) € clx(C1(p))
Por lo cual, de los incisos 17), 2%) y 3%), obtenemos

By(p) C clx(C1(p)).
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Por lo tanto, de los Casos T y II, hemos obtenido (3.4.32). Con esto
terminamos la prueba del lema. |

Ahora feamos la siguiente situacion.
Sean (a, by @R* con b > 0, y m > 0. Consideremos las rectas Rq y Ly en
R? que pasad por (a,b) y tienen pendiente —m y m, respectivamente. Estas
rectas tienen per ecuaciones cartesianas:

Lo: y = m(x—a)+b

Ry: y = —m(xr—a)+b (3.4.48)

Sean también (g, h) € Ry yA€:d) € Ly de tal manera que
g <\ Vv a << c.

Luego, las rectas R, y L;én R? que”pasan por los puntos (e,d) v (g,h),
y tienen pendiente —m y rh,_respectivaménte, se intersectan en un punto,
digamos (e, f) € R2. Entonces/ lagrécuaciones para dichas rectas estan dadas
por

Ly: y =mx—g)dh, .
(3.4.49)

Ri: y = “=m(x—c)Fd

De esta manera las rectas Ry, Ly, R; v Ly forman un paxalelogramo P en R?,

cuyos cuatro vértices son los puntos (a,b), (¢, d), (e, f) ¥ (g=h), que definimos

anteriormente. En la Figura 3.26 se muestra geométricament€ al paralelogra-

mo P.

El siguiente hecho es vital para la prueba del préximo teoréma.

TEOREMA 3.4.7. Si P es el paralelogramo en R* que definimos antexior-
mente. Entonces

PNX#0D.
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A
Iz

d 9
X =

(e, f)

b A

L
-

+
C

)
S S
e

Figura 3.26<Fl paralelogramo P en R?,

Demostracion. Como g <" a,epor la densidad del conjunto @@ en R,
podemos elegir s € ) de tal manera que

g.< 8 <G

Sean
u=—m(s —a)+b=iy  U=min{y;, y}, (3.4.50)

donde
y=-m(s—c)+d vy~ 1y =ni(s~g)+ h

Probemos que
u < . (3.4.51)

En efecto, como s < a < ¢,
—c< —a<-—s siysdlosi s—c<s—a<(,
Pero, al ser —m < ()
0<—m(s—a)<—m(s—c). (3.4.52)

Notemos que la ecuacion de la recta Ly, dada en (3.4.48), define una funcitbn
de R en [R que es estrictamente creciente, pues su pendiente m > (. Entonces;
por el hecho de que (a,b), (¢,d) € Ly y a < ¢, se tiene que

b=m(a—a)+b<m(c—a)+b=d, esdecir b<d
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¥
*
L(ﬁimplicab= de (3.4.52),

®/\ —m(s —a)+b<—m(s—c)+d,
esto es, \S}o

u< —m(s —c)+d, (3.4.
pues u = —m;@l) +b.

s también que la ecuacién de la recta Ry, dada en

Ahora bien,

53)

su pendiente —m “Entonces, al tenerse s > g v (g,h) € Ry, obtenemos

que
—ms )+b<—m(g—a)+b=h,

es decir, por (3.4.50) /\®

una funcién de R en R s estrickamente creciente. Por lo que

h=m )‘—f—%‘(s—g)—i—h

O

\u < h. (3.4.
Al igual que la ecuaeion de la recta L, la ecuacién de la recta L; define
queses ﬁ
si y solo si
h <% g)+1 (3.4.

(3.4.48), define un unc%én de R en R que es estrictamente decreciente, pues

54)

55)

va que (g,h) € Ly y g < s. De esta manera, d .54) v (3.4.55), se sigue

que

Luego, por (3.4.53) y (3.4.56),
u<w. @ 4

Asi, por la densidad de (Q en IR, existe t € () tal que ®)

u<t<u, 3.4.

decir
—m(s—a)+b<t<—m(s—c)+d,

(3.4\.3%\
m(s—a)+b<t<m(s—g)+h.

u<m(s—g)+h. @ (3.4.

56)

57)

Afirmamos que el punto p = (s,t) esta entre las rectas Ry, RhLaé,;: es

O

*
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En ‘efefto, notemos que la primera desigualdad en (3.4.58) se obtiene
inmediatamente de (3.4.57), ya que

t=-m(s—a)+b<t<v=-m(s—c)+d.

Esto implica quéf'= (s,t) estd entre de las rectas Ry y R;. Ahora bien, co-
mo mencionamos antériormente, las ecuaciones de las rectas Ry v Lo definen
funciones de R en Rquie son estrictamente decreciente y creciente, respecti-
vamente. Por ello, al $ps,< a v (a,b) un punto de Ly v Ry

m(s—a)+b<mla—a)+b=">

v

b=-m(aca)+b<—m(s—a)+b (3.4.59)

es decir, por (3.4.50)
m(s =)+ b < u.

Pero, de (3.4.57)

m(s —a)+b<u<t<y=m(s—g)+h,
lo cual implica que
m(s —a) +b <t <an(s —\g)+ h.

Por tanto p = (s, t) esta entre las rectas Ly y L1, y ehtences se sigue (3.4.58).
Por tltimo observemos que ¢ > 0, ya que, por (3.4.59)¢1(3.4.50) y (3.4.57)

O<b=-mla—a)+b<—m(s—a)+b=u<t

Por tanto p = (s,t) € X y es un punto entre las rectas RgeR; v Lo, Ly, es
decir p esta dentro del paralelogramo P. De esta forma terminadaprueba del
teorema. |

Por conveniencia y simplicidad en la notaciéon que hemos manejade; ha-
remos uso de lo siguiente:

Como, por definicion, los conjuntos By (p) v B_g(p), dependen implicita-
mente del nimero £ que se esté manejando para definir los puntos a. ¥ b.
que fueron definidos antes de la Definicion 3.4.3, usaremos el simbolo B.(p)
para denotar el conjunto B_4(p) U By(p), es decir

B.(p) = B_g(p) U By(p), paracada p= (u,0) € R* ye>0. (3.4.60)
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Ademas, utilizaremos las letras con subindice L. v T, para denotar las rectas
quépasan por a. y tienen pendiente # y —#, respectivamente. También usa-
remos, [os.simbolos L; y T; para las rectas que pasan por b. v son paralelas
a L. y T., xespectivamente. Con este convenio en la notacién, la prueba del
siguiente ‘teoreina sera mas practica.

TEOREMA 3.48. Sean & y £ nimeros positivos. Entonces
B.(p) N Bs(q) # 0,
para cada p = (u,0), 32 (v,0) € R%

Demostracion. Seaw’s = (u,0) v ¢ = (v,0) puntos en R*. Analicemos
los siguientes puntos:

I.Sig=p=(u,0). Veamos la figura siguiente.

Figura 3.27: Interseccion de C.(p) con Cs(p).

Como § v £ son nfimeros positivos arbitrarios, vamos a considerar
o =min{d,} > 0.
Luego, tenemos las siguientes desigualdades

u—cSu—w, ut+a=u-+e,
(3.46Y)
u—0=Su—a, utau-+d.
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Entonges, por la densidad de @ en R, existe r € (Y tal que
u—a<r<u-+a,
pues u — & <"u+ «v. Lo cual implica, del primer renglon de (3.4.61), que
W< r<u-+e siysolosi |r—ul <e
Por lo cual, de (3.4.23Yy (3.4.24), el punto (r,0) € X cumple que
(r.GD& C.(5) € Bo(p) U Bo(5) = B-(p). (3.4.62)
Mas atn, por (3.4.61), setiene que
u—0 <rus+d6 siysodlosi |r—ul <d.
De nuevo, por (3.4.23) y (3.4:24)y el punto (r,0) € X satisface que
(r,0) € Cs(q) €. B_y(q) U By(q) = Bs(q). (3.4.63)
Por tanto, de (3.4.62) y (3.4.63),\obtenemos
(r, 0)e BAP) N Bs(q),

es decir, hemos probado que Betp)n Bs(q) £s no vacio para este caso.

II. Si ¢ # p. Como g = (v,0) s u, 0) =p¢sestiene que v # u. Entonces,
sin pérdida de generalidad, supongamos, que 1{<_u..Como 4 y £ son nimeros
positivos arbitrarios, puede ocurrir lo"siguiente:

u—e<v4+d o FUHO< U e (3.4.64)

Analicemos estas situaciones.

1.| Siu—¢e < wv+0. Ver la Figura 3.28.

. Celp)- .
—ieianseae PR -:..--‘..:. ®---- -o—
as q a: bs p be
Cs(q)

Figura 3.28: Interseccion de C.(p) con Cs(q), siu —e < v+ 0.
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f/ N
B
a=max{v,u—c} y [ =min{uv+d} (3.4.65)
Oy
Como v ®‘¢U < v+,

O v < min{u,v+d} = 3. (3.4.66)
Yalseru—a@ — & < v+ 4, se sigue que

/i —e < minf{u,v+4d} = 0. (3.4.67)

Luego, por (3.4.65), (3. v (3.4.67),

r%éx{v: u—c} <p.

Entonces, por la densidad de @R: existe r € @Y tal que
a‘y< 8. (3.4.68)
Probemos que el punto @ﬁ C. %(@) Por (3.4.68) y la desigualdad
u < u+ €, tenemos que /‘ =

u—c=a go,@ g@u—i—a:
es decir * O
[r—ul <e.

Asi, de (3.4.23), el punto (r,0) € X satisface que (r C-(p). De nuevo,
por (3.4.68) y la desigualdad v — § < v se sigue que :

v—d<vSa<r<fsu+d, ®
lo que implica )
[r—wv| < 0.

De esta manera, por (3.4.23), el punto (r,0) € X cumple (r,0) (@ De
esto se sigue que (r,0) € C.(p) N Cs(g). Ahora bien, por (3.4.24) @10
de que C.(p) N Cs(q) C C.(p) v C.(p) N Cs(q) C Ca(q) sucede que \S\

(r,0) € C.(p) C B_y(p) U By(p) = B-(p) %
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}."

(r,0) € Cs(q) € B-o(q) U Bs(q) = Bs(q).
es decir (r,0)&-B.(p) N Bs(q). Por tanto, para este caso B.(p) N Bs(q) es no
vacio.

2. Siv+o0<t—e Comov—d<v+dyu—e<u+e, por (3.4.23) del
Teorema 3.4.5,

Cs(q) N C.(p) = 0.

Probemos por tanto'que existe & = (r,t) € X, con t > 0, de tal manera
que T € By(q) N B_g(p).*Parasesto, notemos que la recta L; que pasa por el
punto bs = (v + 4,0) y tiene.péndiente igual 6, intersecta en dos puntos del
plano superior de R?, a las reCtas 7, v T;: las cuales pasan por los puntos
a. = (u—¢,0) y b. = (u+ £,0), ¥éspectivamente, y tienen pendiente igual a
—6. De igual manera, observemos dquela recta Lg que pasa por az = (v —46,0)
v tiene pendiente ¢, se intersecta caon=las rectas 1. y T; en dos puntos del
plano superior de R%.

Sean (a,b) y (¢, d) los puntos/da TnterSeeCion de la recta Lj con las rec-
tas T. y T;: respectivamente, y Sean’ tambiéh, e, f) v (g, h) los puntos de
interseccion de la recta Ls con las rectas T; y Fenrespectivamente. Veamos
que en efecto (a,b) es un punto del planie superior de R?, es decir b > 0.
Supongamos lo contrario, esto es b < 0.

Como (a,b) es el punto de interseccion de las rectas 7ty Ly, satisface que
b=—fla—(u—=c)) v b=~0a— (v+H)h
Pero al ser b = 0,
—Bla—(u—2)=0 y fla—(w+d)=0

si y solo si
u—e=Za vy aZuv+4,

lo cual implica que u — £ = v + d. Pero esto es absurdo, pues estamos Supo-
niendo que v + 6 < u —e. Por lo que b = 0.

Ahora demostremos que los puntos (¢, d) y (g, h) cumplen que

g<a vy a<ec. (3.4.69)




%HTULO 3. EJEMPLOS GEOMETRICOS 139

L d

g’robar la primera desigualdad en (3.4.69), supongamos que a = g.
En al igual como dijimos en la prueba del Teorema 3.4.7, la ecuacién
de la @‘T » define una funcién de R en R que es estrictamente decreciente,
ya que Su pendiente —f es negativa. Luego, como a < g y los puntos (a,b) y
(g, h) est ;n'la recta T, se tiene

097’ 0y~ (u—2)) S b= —Ba— (u—2).

Pero (a,b) es @w de la recta L; v (g, h) un punto de la recta Lj, es

decir

é (v—=0)=b=0a—(v+9))
si y solo si

Q‘S(U—(S) (v+9).

Esto implica, por la demgual v —d <v+4,

g— [) s ) solosi g <a.
Teniendo con esto una radiccid s hemos supuesto que a < ¢g. Y

e
entonces g < a. Para demo r la 9&4&3 desigualdad en (3.4.69), notemos
que también la ecuacion de hfecga g ne una funciéon de R en R que
es estrictamente creciente, ya q.ng su BI te # es positiva. Dado que, al
suponer que ¢ < a y usar el hecho 111 a,b) W) son puntos de L}, tenemos
que

d=#0(c—(v+9)) <b—9(a +
Luego, como (a,b) es un punto de la recta 7. y@ un punto de la recta

T., se sigue que

si y solo si ®

a—c= (u—¢)— (u+e).
Pero, u — e < u + £, es decir

a—c<(0 siysolosi a<ec 6

Teniendo con esto algo absurdo, pues supusimos que ¢ < a. Por 1 Gn{
a < ¢. De esta manera los puntos (a,b), (¢,d) y (g, h) cumplen con las

potesis implicitas del Teorema 3.4.7, es decir los puntos (a,b), (¢, d), (e, go

*
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v (g, h,)( los vértices del paralelogramo en R? que esta determinado por

las rectat ;;T; v L;; el cual, por el Teorema 3.4.7, contiene puntos de
X. Este p oramo se aprecia geométricamente en la Figura 3.29, y es-
0

ta represent C \SN r la parte sombreada que corresponde a la interseccion

.:é'.'-'
q
Bs(q !% B.(p
Figura 3.29: Puntos de —B,5 E(p) siv+0<u—c.
De esta manera podemos encon : ( , con t > (), tal que
B(s — (v+0)) < t 6 (0))
y *

—fB(s—(u—c)) <t <—0(s— (u +¢€

donde g < s < ¢. En consecuencia, por la definicion de los @untos Bo(q) y
B_4(p), obtenemos que

T € Bp(q) C By(q) U B-o(q) = Bs(q) Oé

y
T € B_y(p) C By(p) U B_y(p) = B.(p)- )

Por tanto ;6
B.(p) N Bs(q) # 0. (9
Entonces, de los puntos I y I, concluimos que \S\

B.(5) 1 Bs(a) # 0. %

*
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- L
p(icaﬂa p= (u,0),7= (v,0) € R% Esto termina la prueba. [ ]

L&piedades topologicas que hemos probado para los subconjuntos
de X presentados en el Lema 3.4.6 v el Teorema 3.4.8, haran que la prueba
del sigui (N%Jrema sea menos extensa. En éste resultado se describen tres
resultados Wicos importantes para los elementos de la base B(#), pues

dan pauta p tener los resultados que son de nuestro interés para este
trabajo, a sabe (X, TB(s) no es TQ%; v que (X, Tp(g)) s conexo.
1
TEOREMA 3.4.9. re X, nelN =—.
2@6 , ye=-—
a) Siz=(r0), entm@-

(3.4.70)

e,
z
S
Il
oy
=
c
C
w
=
C

@aﬂ%w U B,(7). (3.4.71)

(3.4.72)

2
=
R
=3
=
-
=

Ver las Figuras 3.30 y 3.31.

' B_—B(*?,E:),_',’. . ;’?ﬁ (@

—; _f_:_,: ‘.'.:.-:.‘ '_‘_’-_‘_ _'."— .‘.ﬁ @

(r- %,O} T (r+}',0) \S\
Figura 3.30: clx (U, (Z)), si & = (r,0). (\

O

*
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(/L‘ S Bz(j) o0 z .‘..,"_.I,Bd("l_:?..t‘ul-i,'.,;-.'

Q.
>

Figura 3.3(6((],&(%)): six = (s,t) cont > 0.

Demostracion. Veamos a ){10 r=(r,0)ye=1/n >0, por (3.4.23)

del Lema 3.4.5, ®
Ci(7) = [))6- [s —r| < !

Entonces, de (3.2.2) de la Definic nos que
G b}& ;

Luego, usando el Lema 3.4.6, se tlene O

clx (Un(@)) = elx (CL( )OB (@ Y By(2).

n

Por tanto, hemos obtenido a). %

Para probar b) observemos lo siguiente: @
Como 7; = (x;,0) vy £ = 1/n, por (3.4.23) del Lema 3.4.5, se m@ﬁue

C%(Ei)z{(sil])EX:|3—mt-|<%}. ®

Pero, de (3.2.6) de la Definicion 3.2.2, sucede

_ 1 o
Vt-(x)—{(3:[))EX.|3—xi|<E}. @
En consecuencia \S\

C%(fz-) =Vi(z). (3.4.73) %

*
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L@por (3.4.12) de la Definicién 3.4.3 y el Lema 3.4.6, se tiene que

({}\ dy(C1(Z:)) = B_o(#:) U By(%:)

= Bi(f).

Es decir:\ds)‘ 73)
@; clx (Vi(z)) = Bi(2). (3.4.74)

De forma anélc@ 0_hecho con V(7), obtenemos que

‘/O C1(zq) = Va(T),

v ademés,

ch%) - ch(cl (7))
x ) U By(Z4) (3.4.75)
B
Por ello, de (3.2.5) de L@ idion 3.2.2 y (3.4.74) y (3.4.75), obtenemos
clx (Un(z)) a‘-} U L.J V(x))
cl }) L.J clx (Vi(z)) (3.4.76)
= X@ Bd )
Ahora bien, como (X, 739)) y en icular Ty, {T} es cerrado en
(X, T8(s)). Ademas, (3. 4 25) del Le 5g Uz& que
*

T € By(¥)U B;(7),
pues T = (s,t) € X y ¢t > 0. Por lo tanto, por (3.4. Tfi@lemos
cly (Un(2)) = {7} U B(7) U Bi(z) = Ba(%) ).
De esta manera hemos probado b). @

Por dltimo, probemos el inciso ¢). Sean p,q € X y n,m € N.@)sidem—
mos las siguientes situaciones:
i). Sip= (u,0) y g = (v,0). Sean n, m € Ny definamos los niimeros ivos

£ =—y 0 = —. Entonces, por el resultado dado en a) de este teorem
n m

)
L (Un(3)) = B-o(p) U Bo(p) %

*
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7 ) )
Y /ﬁ
clx (U (7)) = B-o(q) U By(q).
Luego, por@vﬁ[}):
‘ ClX( n(p)) B (p)
}P
lX (U:m, B (Q)
Pero, de acuerdo al % 3.4.8, resulta
( )N Bi(q) #
Por tanto O
ClX U, M CIX(Um
para este caso ®
ii). Sip=(r0)y (s,t) @on . Sean n, m € N y consideremos los
nimeros £ = 1 vy = i que ﬁel Teorema 3.4.6,
n m .

clx (Vi(q)) —clx@@) Q t)UBg(qt

Y por (3.4.60), se tiene /

lx(V, @(qn .
Por otro lado, el inciso a) de este teorema y (3.4. 60)@%&11 que

ClX(Uﬂ(ﬁ)) = B—ﬂ(ﬁ) U Bﬂ(ﬁ) = B%(_
Pero el Teorema 3.4.8 asegura que @
(U Nl (V@) = By By @) 0. P

Luego, como ®)

clx (Vi(@)) € elx ({g} U Vi(@) U V(@) = clx(Unn(q))

v se cumple (3.4.77), concluimos que 6

clx (Un(p)) Nelx (Un(q)) # 0, \S\

para este caso. (o
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f) N
o i ‘ | |
i). Sip=(u,v)y qg=(s,¢t) con v,t > 0. Definamos ¢ = - vé= —.

Usan |1 hecho de que

/\
\S}. Va(p) = Ca(pa) vy Vil@) = Ca(@).

1
™
y el Teorem@ﬁ; obtenemos

@ 1(p)) = clx(C1(pa)) = B-s(pa) U Bo(pa)

}.’
ch@z ch(C%(@-)) = B_(q:) U Bo(@:).
1

1
Entonces, como £ = — r@ —, por (3.4.60), se sigue que
: e=_yeE P ( ), se sigue q

ch(%(ﬁ)):B%@J y o cx(Vi(@) = B (q)

1
m

Luego, del Teorema 3.4)%&11&11105
clx (Va(p)) W&yﬁ;(d) N B () # 0.
Pero + * ” -
clx(Vi(p)) € clx({ﬁ%%(m W,

¢
clx (Vi(7)) € clx ({7} UQﬂ U V@) elx (Un(d)).

Por lo cual g

0 # clx(Va(p)) Nelx (Vi(q)) C elx (U,.(p)) (U (@),

es decir
x(Ua(p) Nelx(Un(@) # 0. (0
Por tanto, por los incisos i), ii) y iii), concluimos que )

L (U (P)) N el (U (@) # 0. o

para todo p,¢ € X y para toda n,m € N. Esto concluye la pru el
teorema.

TEOREMA 3.4.10. El espacio topoldgico (X, 7s(g)) no es Tp1. (o

*
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4
*
De( tracion. Supongamos que el espacio topologico (X, 7p()) es Tha.
Sean T, ] tales que = # §. Entonces existen abiertos no vacios V; y

en (X, ), alos cuales z € Vj,y eV y

\S>' e (V3) Nelx (Va) = 0. (3.4.78)
Comoze Viyy Q{ v ademas Vi y V5 son abiertos en (X, 7(9)), existen

n,m € N tales que @
UQ /gcl y  Un(y)C Ve

Luego, como O
-

(02 € xRy ax(Tn) € e (1),
por (3.4.78), obtenemos que ®

ey (Un(2)) N cll@)) c ) O el (V) = 0.
Es decir,
ClX( ) (pm.

Pero esto contradice el ¢) del Teoren r« suponer que (X, TB@))

es Tzl lleva a una contradiccion. Por 1 ) no es TZI |

TEOREMA 3.4.11. El espacio topoldgico ( X TB(Q)) e 7
Demostracién. Supongamos que el espacio topo% X, Ti9)) 1o es

conexo. Entonces existen V; y V, abiertos no vacios y dl%J s en (X  TH(©))

para los cuales
WWul,=X.

Como Vi y V2 son no vacios, podemos elegir 7 € Vj vy § € Vg L ser
W1 y V; abiertos en (X Tg(g)), existen n,m € N tales que

Unz)cViy Unly) C Ve (3@‘6

Notemos ahora que V; y V3 son cerrados en (X, mg)), pues Vi = X ~ V;g

Vo = X ~ Vi por el hecho de que X =V UV, y ViNVz = 0. Lo cual unpllca \S\

cdx(V)) =V vy dx(V2) = Va (3.4.80)

‘©

*
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I@x manera, por (3.4.79) y (3.4.80), obtenemos

cx(Un(z)) Vi oy elx(Un(y)) C Va.
.
Pero V) &Y} son disjuntos, es decir

O el (Ua(#)) N el (Un(7) € AN Vo = 0.

De esto se sigu

U (Un(@)) N elx (Un (@) = 0,

contradiciendo ¢) del 1a 3.4.9. Por lo tanto (X, 739)) es conexo. ]

Los resultados que hem@ bado en el espacio topologico (X, 7(g)) de-
penden implicitamente del n& irracional # > 0 que se ha manejado, pues
cada uno de los elementos de | e B(f) fueron definidos por medio de este
nimero. Por tanto, p a ni irracional positivo que tomemos, se
puede definir un espacio ol{‘lgico X que posea las propiedades presen-
tadas en este capitulo. Enfeste sentido, por lo que mostramos aqui, hemos
probado que una cantidad Inﬁfmlﬁra espacios topolégicos en X son
segundo numerables, conexos )!ﬁisface 1@?&0111& de separaciom T.

En relacion a las propiedades ql@ﬂnosQ tado para el espacio topo-
logico (X, Tr(g)), notamos que este espacio tieneﬁ' silidad de ser localmente

conexo y que, tal vez, sea conexo en pequeno, plies'por la forma en que se
construyen los béasicos locales U, (Z) y la representacién geométrica que estos
tienen en el plano R?, para cada n € N vy e X, “in 7 que estos béasicos
locales son conexos en el espacio (X, 7559)). Por tanto, a dee conjeturas,

proponemos las siguientes afirmaciones.
CONJETURA 3.4.12. El espacio topoldgico (X, Tg(g)) es [oc@%wonexo.
CONJETURA 3.4.13. El espacio topoldgico (X, Tg(g)) es conexo en $.queﬁo,

También, al igual que en el espacio de Golomb (N, 7), hacemos ¢

nera
tentativa la pregunta siguiente.

PREGUNTA 3.4.14. ;Es (X, 1ag)) un espacio homogéneo?.

&
‘©
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1




¢
2
L
Q.
d}.

Conclusion

-~
o

Los espacios to os (N, 7¢), (N, 7x) ¥ (X, 75(s)) que hemos presenta-
do en este trabajo de tﬁ _prestan para averiguar si hay una posibilidad de
modificarlos de tal mane e cumplan el axioma de separaciéon TQ%; pero sin
que dejen de cumplir las p!(p}sdades topologicas que ya vimos que poseen.
En caso de hallar una mane 0 serfa una buena aportacién como ejem-
plos de espacios topologicos infimtes numerables que son conexos y cumplen
el axioma de separacion gy . Sin embargo, seria también interesante abordar
las preguntas, Pregunta 2. , Pregunta 2.5.11 y Pregunta 3.4.14, las cuales
mencionamos en los capit
la homogeneidad de los espac
apareciendo mas articulos de inyestigacid
cios que aqui hemos estudiado, dé'1

seguir estudiando esta clase de %S e in

topologicas poseen.

. Te) vV (X, 75(s). Han seguido
relacion a los tipos de espa-
lespierta méas el interés para

%

‘©
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