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Capitulo1

Introduccion

La estadistica es realmente muy lmportante en el desarrollo de investigaciones en di-
versos campos, cualquiera que seasilestra actividad cientifica o tecnolégica; cada vez
son mas los profesionales de diferentes'disciplinas que requieren de métodos estadisticos
como muestreo, simulacion, disenio déexperimentos, modelacién estadistica e inferen-
cia, para llevar a cabo recolecgién, compendio y analisis de datos para su posterior
interpretaciéon. En términos mas precisos; la éstadistica es el estudio de los fenémenos
aleatorios [36].

El aspecto mas importante de la estadistica es laebtencién de conclusiones sobre una
poblacién en estudio, a partir de la inforffracion ‘gdesproporciona una muestra repre-
sentativa de la misma. Esta muestra es obtefiida por observacion o experimentaciéon. A
este proceso se le define como inferencia estadistica 8]

ﬁ este sentido la ciencia de la estadistica tiene, virtualménté, un alcance ilimitado de
aplicaciones en un espectro tan amplio de disciplinas y actividades humanas como lo son:
la sociologia (para comparar el comportamiento de grupos socibecondémicos y culturales
y en el estudio de su comportamiento), geografia (natalidad, mortélidad, estructura
socio demografica de la poblacién), psicologia (para medir y compafat la conducta, las
actitudes, la inteligencia y las aptitudes del hombre), la medicina (grado,de eficiencia
de un medicamento), las ingenierias (control de calidad), las leyes (ens€l recuento de
conductas como el crimen y el suicidio), la economia (suministra los valores que ayudan
a descubrir interrelaciones entre miltiples pardmetros macro y microeconomicos), la
sismologia (en la estimacién del riesgo sismico, prediccion sismica, determinfeiéon de
magnitudes y cuantificacién de incertidumbre), la genética (genética cuantitativa y la

genética de poblaciones), la biologia (para estudiar las reacciones de las plantas y'los

animales ante diferentes perfodos ambientales y para investigar la herencia), informética
y la actuaria (seguros), por mencionar algunas.

E!n muchas situaciones practicas, se presentan muestras donde no es posible obtener la
informacién de todas las unidades muestrales o no es posible revelar enteramente los
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datos @% unidades de andlisis debido a factores que escapan del control experimental
presentd e la pérdida de informacién. Estas muestras se denominan “censuradas”,
iiones se trata de pocos casos censurados, pero en otras las restricciones
20800 severas v se deben de tener en cuenta para realizar el andlisis.
Asi, una obser 1 estd censurada cuando solo contiene informacion parcial sobre la
variable a estud reuyas caracteristicas no se han podido incluir en la muestra. Los
tipos de censura (ﬁ( elen considerarse son: censura por la izquierda, censura por la

derecha y censura p E:ervalo.

En algunas ocasiones cie@lbbservaciones de una muestra son sistematicamente ex-
cluidas ya que el evento de interés se presenta fuera de nuestro intervalo dado, a dicha
muestra se le considera tmﬂc)'e . Los tipos de truncamiento que suelen considerarse
son: truncamiento por la izqu& ; truncamiento por la derecha.

En este trabajo se muestra el proced@ 1to de maxima verosimilitud como una herra-
mienta para la inferencia y el and isis?;h’stico para muestras de datos que incluyan
observaciones censuradas por srecha, t adas por la izquierda y censuradas por
la derecha y truncadas por la iz
usados en la literatura en estudio

nde sesObgervan este tipo de datos, se propone
el criterio de razén de verosimilituc ] criteriotde Akaike para seleccionar el mejor
modelo probabilistico para una muest n datoseusurados por la derecha, truncados
por la izquierda y censurados por la de(ﬂh vt los por la izquierda. Finalmen-
te, se implementan algoritmos bajo la plal ma de ramacion R para calcular los
estimadores de maxima verosimilitud de los arémetrée los modelos probabilisticos
seleccionados.

%

‘©




Capitulo 2

Censura y/Truncamiento

2.1. Censura

En un estudio practico se presentan eon frecuencia muestras con observaciones incom-
pletas o donde se tiene pérdida deinformacion en diferentes formas que crean problemas
con su andlisis. Estas muestras®e/denominamcensuradas”™, ya que la censura hace refe-
rencia a situaciones en las que hay una pérdida_de informacién en la variable de interés.
En algunas ocasiones se trata de paces casos ‘tensurados, pero en otras las restricciones
en el muestreo son severas y se debeirtener e cuenta para realizar el andlisis. Asi,
muestras censuradas son aquellas para Jas_cuales §e ¢onoce y se identifica el niimero de
observaciones cuyas caracteristicas no se han podide”incluir en la muestra.

Eos principales tipos de censura que suelen eonsiderarse/Son: censura por la izquierda,
censura por la derecha y censura por intervalo.

2.1.1. Censura por la izquierda

Una observacién Y; obtenida de algin estudio, experimento o fendmreno de interés es-
pecifico, es considerada como censurada por la izquierda si es menor que un valor de
censura conocido Cf, es decir, se desconoce el valor exacto de la observatién y solo se
sabe que es menor que Cj, por lo que se registra como un valor desconocidoymenor que
Cy. Si'Y; es mayor o igual a Cj, entonces se reporta su valor numeérico.

2.1.2. Censura por la derecha

Una observacién Y; obtenida de algiin estudio, experimento o fendémeno de interés éspe-
cifico, es considerada como censurada por la derecha si es mayor que un valor de censira
conocido C;, es decir, se desconoce el valor exacto de la observacion y solo se sabe que
esta es mayor que C.. El valor exacto de la observacion solo es conocido cuando Y es
menor o igual a C y en este caso se registra su valor exacto.
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2.2. Datos truncados

Una segunda caracteristica de muchos estudios, principalmente en estudios de super-
vivencia, y que a weces se confunde con la censura, es la truncacién. La truncacién
se produce cuando €l efento de interés es observado dentro de un intervalo (7, Tk),
llamado también ventaha)de observacién. Si el evento de interés sucede fuera de este
intevalo, dicha observacion Serd excluida por el investigador. Esto estd en contraste con
la censura donde hay por16 menos informacién parcial sobre cada observacién [15]. Al
realizar un truncamiento, la afiestra excluye aquellas observaciones que son censuradas.

Los datos truncados se clasifican@n:)Datos truncados por la izquierda vy datos truncados
por la derecha.

2.2.1. Truncamiento por la‘izquierda

Se dice que una observacién Y; es-tfincadapor la izquierda en 77, si su valor es menor
que T; esta no se registra. Sin enthargo; si st valor es mayor que 7}, entonces se registra
su valor numérico observado. Es daci¥, ¥; es obsérvado si y solo si T, < Y.

2.2.2. Truncamiento por la derecha

Se dice que una observacion Y; es truncada por la derechid enTp si su valor es mayor que
Tg; de igual modo, no se reporta. Pero cuando es menor gieyl'y, si. En otras palabras
solo se toman en cuenta aquellas observaciones para cuyo cfisose cumple que Y; < Tg.




Capitulo-3

Distribuciones Continuas

3.1. Teoria general-de distribuciones continuas

En esta seccidn presentaremos los corteeptos béasicos esenciales y la teoria de distribucio-
nes estadisticas continuas. Tales digtribuciones son las que se utilizan comunmente para
analizar datos en diversas dreds{como en-la estadistica ambiental para monitorear la
calidad del aire y agua, en la fisied para modelar el comportamiento tedrico de diferen-
tes fendmenos aleatorios observables\que aparegén_en el mundo real, en medicina para
modelar los tiempos de vida de un ffidividuo og@rupos de individuos, en confiabilidad
para modelar las caracteristicas y fiabilidad de componentes y sistemas, en estadistica
actuarial para modelizar siniestros con 'grandes costes o cuantias por reclamacion.en
control de calidad se utilizan para la reprégentacién ‘desresistencia a la traccién, resis-
tencia al impacto, y muchas otras propiedades [2],[4], H8}410],[39]. Las distribuciones
mas utilizadas son: exponencial, normal, lognormal, Weibull{ Rareto y las distribuciones
de valores extremos.

3.1.1. Funcién de densidad de probabilidad

Definicién 3.1.1 Si Y es una variable aleatoria continua, entonces.lu funcion de den-
sidad de probabilidad (fdp) de Y, o bien la densidad de Y, es una funciow’f(y) integrable
en todos los reales, que cumple con las condiciones siguientes:

L f(y) =0 para today, —oc < y < oc.

2. [% fly)dy =1.

3. Para cualesquiera reales a y b tales que a < b, tenemos

Pla<y<b)= /bf(;u)dy-

o
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Asi, la probabilidad de que Y tome valores en el intervalo [a,b] es calculada integrando
la fdp sobregel intervalo de tiempo deseado.

La funcién de‘densidad de probabilidad es un modelo tedrico para la distribucién de
frecuencia de wha poblacién de medidas [40].

3.1.2. Funcion de distribucién acumulada

Definicién 3.1.2 Si Y'e$ una variable aleatoria con funcién de densidad f{y), se de-
nomina Funcidn de distribucion acumulada (fda) de la variable aleatoria Y, o bien la
Sfuncion de distribucion de’Y, aola funcion F(y) definida por:

Fly)=P(Y <) = /_y.f(!.)d!., para —oc <y < 0o. (3.1)

Esto denota la probabilidad de querlayvariable aleatoria Y tome valores menores o
iguales a .
La funcién de distribucién tiene dag®iguientes propiedades [40]:

1. Es una funcién continua no decreciente/para toda y.

2. F(—oc)= lim F(y)=0 vy [ Flo)="lmEy)=1.

y——oC Yoo

3. F(y) < F(y) para today <.

Inversamente, cualquier funcion F(y) que cumpla las propiedades 1, 2 y 3 es una funcién
de distribucién acumulada continua [41].

3.1.3. La funcién cuantil

El p-ésimo cuantil de la variable aleatoria Y, denotado por y,, est4 definido como el
valor mas pequeno de la variable aleatoria Y que satisface la relacion

Fy(y,) 2 p, para pe€ (0,1).
Formalmente el p-ésimo cuantil estd definido como sigue

Yp = 3g£{?; : Fy(y) = p}, para pe(0,1).

En el caso donde F(y) es continua y estrictamente creciente, y, es la solucién tinica d@
la ecuacién

F(y,) =p. (3.2)

El valor y, es conocido como el 100p-ésimo percentil.
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3.2. /Mediana y moda

Definicién™3.2.1 Para cualquier variable aleatoria continua Y, yy5 recibe el nombre
de mediana deNa, distribucion de Y, también denotada como Me.

La mediana es una medida de tendencia central, en el sentido de que es el valor para el
cual la distribuciow’de.probabilidad se divide en dos partes iguales [8].

Definicién 3.2.2 Paracualquier variable aleatoria continua Y, se define la moda como
el valor y,,, de Y que maZumiza la funcidn de densidad de Y [8]. La moda es la solucion

de
dfly) d*f(y)

=0 si —2 <.
dy Ty

3.3. Valores esperados

El valor esperado o esperanza maternatica de una variable aleatoria es un concepto
muy importante en el estudio de’distribuciones de probabilidad. La esperanza de una
variable aleatoria tiene sus origefigs‘en los juegos de azar, debido a que los apostadores
deseaban saber cudl era su esperanza de ganapfepetidamente un juego. En este sentido,
el valor esperado representa la cantidad de dinerd promedio que el jugador esta dispuesto
a ganar o perder despiies de un nimere”muy. grande de apuestas. Este significado
también es vélido para una variable aleatoria, Es deeir «el valor promedio de una variable
aleatoria después de un nimero grande de experimentes, es su valor esperado [8].

Definicién 3.3.1 Sea Y una variable aleatoria continwd gon funcion de densidad f(y)
y sea g(Y) una funcion continua excepto en un conjuntodeymedida cero; entonces el
valor esperado o la esperanza matemdtica de la variable g('¥) estd dada por

oc

fyvy = Elg(Y)] = / g(w)f(y)dy.

—0e

3.3.1. Momentos de una variable aleatoria

Los momentos de una variable aleatoria Y (La.mbi es apropiado emplear]a frase mo-
mentos de la distribucién de probabilidad de Y') son los valores esperad@Ssde ciertas
funciones de Y. Estos forman una coleccién de medidas descriptivas que puéden em-
plearse para caracterizar la distribucién de probabilidad de Y y especificarla.si’todos
los momentos de Y son conocidos. A pesar de que los momentos de Y puedeh de-
finirse alrededor de cualquier punto de referencia, generalmente se definen alrededdr
del cero o del valor esperado de Y. El uso de los momentos de una variable aleatofia
para caracterizar a la distribucién de probabilidad es una tarea muy 1til. Lo anterior
es especialmente cierto en un medio en el que es poco probable que el experimentador
conozea la distribucién de probabilidad [8].
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Deﬁn@n 8.3.2 Sea Y una variable aleatoria continua con funcidn de densidad f(y),
dado un ﬁm positivo, el momento r-ésimo con respecto al origen de Y estd definido

% w,=EY]= / v f(y)dy.
. s | | -
Definicién 3.3.3 .'@' r esperado o media de una variable aleatoria continua Y con
funcion de densidad @dmomda por E[Y], se define como el primer momento con

respecto al origen: O/
= E[Y] = / yf(y)dy.

La media de una variable aleat da un valor tipico o promedio de los valores de
Y y por esta razon la media es una ida de tendencia central [25]. Es comiin en los
libros de estadistica hacer referencia Q&Pdla de una variable aleatoria Y simplemente
Como fi.

Definicién 3.3.4 Sea Y una mm Elf’ato a, dado un r entero positivo, el momento
r-ésimo con respecto a la media de simple e el momento r-ésimo central de Y

estd definido por 7 O"‘

e = E[(Y — p)’ ém(y 71 [y,

Definicién 3.3.5 La varianza de una variable aleatorm%tmua Y con funcion de
densidad f(y), denotada por V(Y), se define como el sequndo goment() con respecto a

la media de Y:
Vo) = Bl =) = [ nrswad ()2

\

ga varianza es una medida de dispersién y algunas veces también se%ta por ¢?
Una propiedad muy 1til de la varianza es la siguiente: S

E(Y - p)’) = E[Y?] - p.

genera]mente es més facil obtener la varianza usando este resultado en lugar de a g\

directamente la definicién. Otra propiedad que es muy 1til es la siguiente: .

V(aY +b) = a®V(Y).
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3.4. “Modelos continuos

3.4.1. Parametros de las distribuciones

En el estudio dé la distribucién de una muestra los parametros juegan un papel impor-
tante para deterininarela distribucién poblacional, puesto que la poblacién puede tener
la distribucién supfiesta pero con otros parametros que no sean los propuestos. De esta
mana crece el interégsen conocer y estudiar los parametros de la distribucion que se
supone tiene la pobladion.

Los pardmetros generalménte gon del siguiente tipo:

= Localizacién. Este tipd_de’pardmetro generalmente se relaciona con la media o
alguna medida de tipo central, se caracteriza por realizar un desplazamiento en
una distribucién de referenciagque cominmente se llama distribucién estdndar.

= Escala. Este tipo de parametrd generalmente se relaciona con la desviacién
estandar o alguna medida de variacidn, se caracteriza por mostrar la amplitud
de la gréfica sobre el eje delas-ordenadas o dicho de otra manera, la misma forma
que toma la grafica pero en#scala difepente sobre el eje de las ordenadas. Es decir,
los parametros de escala representan una.transformacién de una distribucién de
referencia, que cominmente seama. disteibucion estandar.

» Forma o asimetria. Este tipo de pardmetrocefiio su nombre lo indica se relacio-
na con la forma de la distribucién, yafque para algunos valores puede ser creciente
y para otros decreciente la distribucion en un mismo segmento de estudio.

3.4.2. El Modelo Exponencial

La distribucién exponencial es una distribucion muy utilizada para modelar tiempos
de vida vy tiempos de falla en estudios de supervivencia y confiabilidad de componentes
electronicos [22]. En estudios ambientales empieza a cobrar relevan€iajpor la aparicion
de muestras aleatorias de datos ambientales censurados.

Los resultados tedricos asociados a la distribucién exponencial son a menudo menos
complicadas, de tal modo que es posible obtener formulas explicitas menos.fomplejas.
Por esta razon, modelos construidos a partir de variables aleatorias exponericiales se
utilizan a veces como una representacion aproximada de otros modelos més elaborados
para una aplicacion particular [27].

Definicién 3.4.1 Se dice que una variable aleatoria Y tiene distribucion Ezponencial
con pardametro 8; denotado por'Y ~ exp(#), si su funcidn de densidad de probabilidad
estd dada como
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pd
2
/L F:0) = 5e™", y>0,0>0

donde 8 es @’metm de escala.
S).

Su funcién de dL‘it@l acumulada F(y; ) se obtiene al integrar f(y;#) y estd dada

Como @
@g:e) =1—e¥" y>06>0.

La figura 3.1 muestra las graficasedel modelo exponencial cuando # =0.5,1.5,2.0
.
O

S - A\

15

fly)
1.0

05
|

0.0

Figura 3.1: Densidades del modelo exponencial para 8 = 0.5, 1.5, 256

La moda, media, varianza y mediana para una distribucién exponencial son: \SC\-\

moda Ym = 0. o
media: ElY|=4¢. Y
varianza: V(YY) = 6. (3.3f
mediana: Me = 61In2.
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Los cuantiles para la funcién exponencial se obtienen resolviendo (3.2), esto es

yp = —01In(1 — p).

3.4.3. El Meodelo Lognormal

También conocida” como, distribucién logaritmico-normal. Dicha distribucién es muy
aplicada en las ciencigs ambientales va que investigadores han reportado que las con-
centraciones de varios eontaminantes tienen distribuciones lognormal. La ubicuidad de
la distribucién logaritmica nefmal en los procesos ambientales es sorprendente y no se ha
explicado adecuadamente, ya guie los procesos comunes en la naturaleza (por ejemplo,
el calculo de la media y el*snalisis de los errores) suelen dar lugar a las distribuciones
que son normales en lugar de legnermal [29].

Algunos ejemplos de la aplicabilidad de la distribucién lognormal en los procesos am-
bientales incluyen material radiactive_én guelos, contaminantes en aire, calidad del aire
acondicionado, residuos de metales en Ti08, metales pesados en peces, metales en tejidos
biolégicos y otras concentracionés’de residuesgradiactivos en tejidos humanos [29],[13].

En la industria la distribucién logatitmica noginal es un modelo comiin para tiempos de
fracaso. Se ha sugerido que la lognormal-es un medelo apropiado para el tiempo de falla
causado por un proceso de degradaciony con combibaciones al azar de las constantes
de velocidad que se combinan miultiples| veees. La _distribucién logaritmica normal es
también ampliamente utilizada para describir el tiempo.a la fractura de crecimiento de
grietas por fatiga de los metales [22].

La aplicacién de una transformacién logaritmica a los datos ptiede permitir que estos se
aproximen por la distribucién normal simétrica, aunque la augencia de valores negativos
puede limitar la validez de este procedimiento [12].

Lo dicho anteriormente es que mediante la transformacién inversh\sé tiene que si Y
sigue una distribucién lognormal, entonces X = InY sigue una distribugién normal.
Esta relacién, es la que permite al investigador usar la teoria de la distfibucién normal
para analizar datos de la lognormal.

En la estadistica actuarial, estd distribucién es muy 1til para modelar siniéstros con
grandes costes o cuantias por reclamacion [10].

Definicién 3.4.2 Una variable aleatoria Y se dice que tiene una distribucion lognormal
con pardmetros jt y o si su funcion de densidad de probabilidad estd dada por

1

fyspo)=—
i) yV2ra®

eMmy=w®/2 S ) o< p<oo,0>0, (3.4)
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(g

donde’ paf g% son los pardmetros de escala y forma de la distribucion lognormal, y son
la media ‘: varianza de la variable aleatoria X = InY.

La funcién d@ﬂ;tribucién acumulada lognormal para Y es,

Iny —
\S}‘ Fly; p,0) =@ (%) : y >0, (3.5)
donde ®(.) es la funm@e distribucién acumulada normal estédndar definida como

‘I‘(Z)Q} L e du, —00 < z < 00. (3.6)

La figura 3.2 muestra las gral%l modelo cuando = 0y o = 0.25,0.5, 1.

fiy)

Figura 3.2: Densidades del modelo lognormal para p =0y o = Uﬁ '; 1.

La moda, media, varianza y mediana para una distribucién lognormal son: @

moda: Y = €77 (\o
media: E[Y] — et 0
varianza: V(YY) = e (ecr2 _ 1) o2 .

mediana: Me = e*.
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El p-ésimo cuantil lognormal se obtiene resolviendo (3.2) esto es

'.")'p — ‘p.+z;;cr.

Donde z, es elp-&simo cuantil normal estandar.

La distribucién loghormal de dos pardmetros es una representacion mas realista para
s distribuciones de.atributos como peso, altura, densidad, que la distribucién normal.
as cantidades no puédeh tomar valores negativos, pero la distribucién normal asigna

una probabilidad positivel drales eventos, mientras que la distribucién lognormal de

dos pardmetros no lo hacé. Ademads, tomando o suficientemente pequeiia, es posible
construir una distribuciéndegnermal muy parecida a alguna distribucién normal. De
aqui, si una distribucién normal#s aparentemente adecuada, podria reemplazarse por

una distribucién lognormal apropiada [38].

3.4.4. El Modelo Weibull

La distribucién Weibull es quizds‘el modelo de distribuciéon mas utilizado por su gran
variedad de aplicaciones industrialés y biomédicas. Su aplicacién a la vida o la dura-
bilidad de los productos manufactiirados es fiiuy comin, se utiliza para modelar los
tiempos de vida de un producto o diversos tipos.de articulos, tales como componentes
del automévil, aislamiento eléctrico, también se'hautilizado para representar la distri-
bucion de la resistencia de ciertos materigles. En méditina, por ejemplo, en los estudios
sobre el tiempo de la aparicion de tumoreg en las poblaciones humanas o animales de
laboratorio [41],[17].

En la estadistica actuarial se usa habitualmente para modelar la compensacion de las
reclamaciones de los trabajadores. Proporciona una adecuada teépresentacion de la dis-
tribucién de la pérdida [10].

Definicién 3.4.3 Una variable aleatoria Y se dice que tiene distribugion Weibull con
pardmetros 8 y 8, si su funcidn de densidad de probabilidad estd dada pok

L

7. :
Fw:0.8) = g* e @™y >0,6>0,8>0. (3.8)

El parametro 8 es llamado el pardmetro de forma y el pardmetro 8 es llamado €lpardme-
tro de escala.

La funcién de distribucién acumulada Weibull es

Fy:6.8)=1—e W 4> (3.9)
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Para el caso especial con 3 = 1, la distribucién de Weibull es la distribucién exponencial
simple. Is& distribucién de Weibull es muy flexible y ahora ampliamente utilizada, en
parte debided que incluye a la familia de la distribucién exponencial.

La figura 3.3 fmuestra las graficas de la funcién de densidad de este modelo cuando
# =1y 3 =0.5,L15.30, donde # determina la forma de la distribucién y 3 determina
la propagacion.

2 4 —  Weibul{0.5,1)
-~ Weibuk15.1)
. Weibul{3.0.1)
L= 2
= B
=
0 |
(=]
o ,'I_.
(=] T T T T T T
00 05 10 15 20 25
¥

Figura 3.3: Densidades del modelo Weibull para 8 = 1 y0y= 0.5,1.5,3.0.

La moda para la distribucién Weibull, es

(3.10)
0 si0< g <1,

Ym =

Es decir, y,, es el valor que corresponde al maximo de la funcién de densidad de/pro-
babilidad [41][21].

La media de la distribucion Weibull es
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\
O/L E[Y]= 6T [1 + (%)} : (3.11)

v—1

donde I'(v) =,4,5 2" e *dz es la funcion gamma [34]. Para v > ( entero, se tiene

I(v) = (v 1)!@}—,1)(1;—2)---2-1.

Y la varianza es, O& |
V) % ()] (e () } | (.12

Para el caso de la distribuciél@eibull el p-ésimo percentil esta dado como

Yo~ 0 [—In(1 - p)]

De lo anterior se tiene que la medi 1&%5:

Me= In

Ta|=

S

. (3.13)
La capacidad para describir el am@? o dis éxcién de las tasas de fracaso contri-
buyd a que la distribucién de Weibull ;/Pavf)opu @m el andlisis de datos de vida.

Los pardametros de la distribucién W'eibug mces sQresan de manera diferente. Por
ejemplo, si definimos A = 515 entonces se tendria que @ncién de densidad seria
*

3

Flys A, B) = Ay’ te™ ™", (3.14)

: o

Fy\B)=1—e", Oé (3.15)

3.4.5. EIl Modelo Pareto )
distribucion de Pareto es llamada asi en honor al profesor de econon@ cidlogo
ai

italiano Vilfredo Pareto quien la creo para modelar la distribucion de in sobre
una poblacién, cuando el ingreso excede cierto limite. La ley de Pareto, t @0 fue
formulada por él puede enunciarse como sigue [27]: \S\

%

*
gc)nde N es el niimero de personas que tienen un ingreso > y, A y « son parametros (o es
conocido como la constante de Pareto y es el pardmetro de forma). Pareto consider6 que
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esta le@ niversal e inevitable, independientemente de los impuestos y las condiciones
sociales iticas.

‘terizaciones mas simples de la distribucién de Pareto, cuando se usa
distribucién del ingreso, dice que la proporcion de la poblacién cuyo
ier niimera positivo y = f es :

&

donde Fy es la probabllu!; ue el ingreso sea igual o mayor que yv # representa el
ingreso de la gente mas p e lo anterior, se obtiene la funcién de distribucién de
la variable Y que representa l s ingresos, la cual se puede escribir como

Una de las ¢
para modelar
ingreso excede ¢

| \/

9 (=3
(;) : 0>0a>0, (3.17)

§>0,a>0y>0, (3.18)

La distribuciéon Pareto en estadis t1 arial es frecuentemente usada para modelar
cuantias elevadas [10].

Definicién 3.4.4 Decimos que la @ablf’ a@rm Y tiene distribucion de Pareto con
pardmetros o y 8 si su funcion de ad d bilidad estd dada por

fly;a,8) = yu+1 6 >%U y =0 (3.19)

Normalmente # es un parametro prefijado dé antemano artir de los datos iniciales
de la aplicacion, y es un parametro de localizacion. El pardingtro o es un parametro de
juste, tambien llamado indice de Pareto, cuyo valor se esti letermina a posteriori,

es una medida de la amplitud de la distribucién de los ingresos? e incorpora el principio
de Pareto, que consistia en la observacién de que el 20 % de los mfendbtos de la sociedad
italiana poseian el 80 % de la riqueza. Para algunos valores de este @1&1;1”0: no existen

momentos de esta variable [10)]. )

La moda, media, varianza y mediana de la distribucién Pareto estél&das como

sigue[12]: 6
moda: Y =0, (9
media: ElY] = u“—_ﬂl: a>1
varianza: V(YV) = —2e& a>2 )
(a=2)(a—1)
mediana: Me = 6/2. o

El p-ésimo percentil pareto se obtiene resolviendo la ecuacién (3.2) y estd dado por *

yp = 0(1 —p)~ 1/
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Ademas del/contexto socioecondémico, la distribucién Pareto ha sido empleada para
modelar divefsos fenémenos en una gran variedad de aplicaciones. Varios autores la
han usado conig'distribucién de ingresos, de tiempos de vida o falla de componentes de
equipos, stock e precios, tiempos de servicio y sistemas de espera entre otros [30].

El Modelo Pareto,Tipo 1I.

Como se dijo anteriorinente, la distribucién Pareto tiene dos pardmetros: # conocido
como valor inicial y aconocido como indice de Pareto. En muchas ocasiones es con-
veniente que el valor inidial'dea cero, lo que da lugar a la distribucién de Pareto tipo
I1.

La distribucién Pareto de segufidoytipo, no es mas que la de primer tipo, trasladada
al origen. Es decir, si X es una'vafiable aleatoria con distribucién Pareto (de primer
tipo) y pardmetros 6, o, se define”como distribucién de Pareto de segundo tipo a la
distribucion de la variable aleatoria ¥ =X — 6.

De la consideracién anterior, s€ ghtiene lafuneion de distribucién de la variable Y.

f

Fy;a,0) =Y+ (m) : y=0.

Definicién 3.4.5 Decimos que la variable aleatoria Y tiene distribucion de Pareto Tipo
IT con pardmetros cv, 6 si su funcion de densidad de Pprobabilidad estda dada por

afd®

W+ o) 0 >0,a >0y > 0. (3.21)
Y “

fly:a.0) =

La moda, media, varianza y mediana para la distribucién Parete«tipo II estdn dadas
como sigue [16]:

moda: Ym = 0,
media:  E[Y] = i, a>1

o 2 3.22
varianza: V(YY) = {ﬂ_fﬁi_m — [{ﬂfn} , o> 2 (3:22)

mediana: Me = 62 — 6.
El p-ésimo percentil pareto se obtiene resolviendo la ecuacién (3.2) y estd dado\por
_ —1/ e
yp=0(1—p) " —46.

La figura 3.4 muestra las graficas de la funcién de densidad de este modelo cuando
a=1y#8=1,273.
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30

25

20

fiy)
15

10

Figura 3.4: Densidades del medelo Pareto tipo Il paraav =1y # =1,2,3.

3.5. Distribuciones continuas truncadas

1 algunas ocasiones las variables aleatorias; asociadas=a los modelos probabilisticos
que se han estudiado, toman valores que cerresponden’selo a una parte de los que
usualmente se trabajan, o bien se delimitan sus valores” ada,izquierda o a la derecha
de los acostumbrados, y entonces se conocen dichas variables’cemo variables aleatorias
truncadas cuyas distribuciones estdn truncadas.

Las distribuciones truncadas se pueden encontrar en un proceso dépreduccion de varias
etapas, en el que la inspeccion se lleva a cabo en cada etapa de produceién, Si se pasan a
la siguiente etapa solo a los elementos conformes a los limites de calidad, la distribucién
real es una distribucion truncada.

Las pruebas de vida acelerada con muestras censuradas es también un buen/ejemplo
de distribucién truncada. De hecho, el concepto de una distribucion truncadaljuega un
papel importante en el andlisis de una variedad de procesos de produccién, progesos
de optimizacién y mejora de calidad. Las distribuciones truncadas también pueden ser
utilizadas como modelos estadisticos de intensidad en el estudio de la heterogeneidad
atomica[26)].

Una distribucién truncada es una parte de una distribucién no truncada que esta por
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encima o/por debajo de cierto valor [42].

3.5.1. Funcion de densidad de probabilidad

Definicién 3.571".5i una variable aleatoria Y tiene fdp f(y) y yo es una constante,
entonces la funcion 'des densidad de la variable aleatoria truncada por la izquierda en yy
estda dada por

fly) _ fly [
Ply>w) 1-Ply<w) 1-F(w)

T-(yly ) = (3.23)

3.6. Valores espé€rados

3.6.1. Momentos de unha’ variable aleatoria truncada

Generalmente estamos interesados efi,la media y la varianza de la variable aleatoria
truncada, ya que son formas de caracterizar la distribucién. Los momentos pueden
obtenerse utilizando las siguienteg formulas:

o0
Elyly = yo :/ yf(yly > yo) dy, (3.24)
o
para la media,
V(yly > o) :/ {y —Elyly > vol¥" J-(yly > o) dy, (3.25)
o

para la varianza.

Cuando el truncamiento es por depgjo, entonces la mediasfeda variable truncada es
mayor que la media de la original. St el truncamiento es portaffiba, entonces la media
de la variable truncada serd menor que la media de la original. EFtyuncamiento reduce
la varianza en comparacién con la varianza de la distribucién no#funcada[42].

En adelante usaremos la notacién E.[Y] y V(YY) para referirnos a laanedia y a la
varianza de una variable aleatoria con una distribucién truncada, la hotacién para la
funcién de densidad truncada serd simplemente f ().

3.7. Modelos continuos truncados

3.7.1. EIl Modelo Exponencial truncado

Definicién 3.7.1 Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion de pros
babilidad Exponencial truncada por la izquierda en yy con pardmetro 6 si y solo si, para
# =0, la funcion de densidad de Y es
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e vl?
) =gemm 0<w<y (3.26)

Teorema 3.7.145i Y es una variable aleatoria con distribucion exponencial truncada
por la izquierda ed™yo y pardmetro 8, entonces

E.[Y] =0+, (3.27)

y
V.(Y) = 6. (3.28)

Demostracion. Sea U =¥ —y,. Si u > 0 denota un valor arbitrario de U y y > yp
representa un valor arbitrario'de’Y, entonces u = y — 1, de donde % = 1. Por lo tanto

e—{u+yn)/~9
o) =

—u/f _ —yol
I L[.,I'?e yo/0 1

dy
du

e vl

T fe—w/0 T §

Ast, U ~ exp(#). Luego

EY] = B{U & yo) =EV] + yo = 0 + w,

VIVEZV(U) 6%

3.7.2. El Modelo Weibull truncado

Definicién 3.7.2 Se dice que una variable aleatoria Y tiefie. ona distribucion de pro-
babilidad Weibull truncada por la izquierda en y, con pardmetpos X, 3 si y solo si, para
A>0y G >0, la funcion de densidad de Y es

_ A8yl

a
e~

f-(y) 0<y<y (3.29)

Teorema 3.7.2 Si Y es una variable aleatoria con distribucion Weibulll truncada por
la izquierda en yg con parametros A > 0 y 3 > 0, entonces

71 1 1 . 1 - -
E.[Y]= Ao [1“ (1 + —j,) — (1 + E,Ayn)} ; (3330)

VoY) = — 1 [r (1 + %) . (1 + % /\yéfﬂ _(EY])?, (330)

a0 8
/\2;’:5 e Ayp

Y

donde 7 es la funcién gamma incompleta definida como (X, z) = fnz ur et du.
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(g

Dem@ cidon. La demostracion de la primera parte del teorema se realiza procedien-

do como %
Q

“{[‘f\ / N yf-(yHy
7 1

.
AByPe™d
G [, e
@ 1 - 2,8 ,—Ay? L 3 ,—xy?
= @yﬁ{} ) Aby e dy — | ABy"e dy| .

5

Se resuelve primero la integral @%3 e dy. Sean u = \y®, du = ABy’~dy, enton-
ces y = (u/ NPy dy = du/ N3y s

Recuerde que () = [~ ¢*~le'dt, por lo que @

oo P 1 /8
/ A3y e dy = (—) r (1
G A

Antes de resolver la integral [ /\,By-ge_"yﬁ dy, se probara de manera generélf

L e o $
/ /\.Byﬁ-'_ke_Ay dy = | — ¥ 1+ -5 /\y(}
| A 8 o

*

+

Utilizando cambio de variables, sean u = \y?, du = \3y”~'dy, entonces y = (u/\)"/?
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v dy = dat/ \By" 1. Asi

Y o Bk —aP Y28k AP
/ e T / MyPyte ™ dy
0

finalmente, por la definicién de la fubcidn gamma incompleta se tiene que

k+1
Yo i 1 B B4 :
/ M3y ke gy = (= ¥ 1+—jr DY
) A 5

por lo que, de acuerdo a (3.32) con k=0, se tien€ gue

Ho ) 3 1 143 1 -
/ My dy s ) Gat = a
0 A 3
1 1 .

Por lo tanto

(3.32)

Con esto queda demostrado la primer parte del teorema, para demostrar la segunda

parte del teorema se procede como sigue. Por definicién

VY) = [ fy— EVIPL )y

o

= / ?;Qf,—(?;)fiy—QE,—[Y]/ ?;f,—(?;)fi?;+(E,—[Y])2/ Tty

Se resuelven estas integrales por separado. Para la primera integral se tiene que

o3 1
/ v rlyy = —— / AByP e dy
e

g
] e Ao 0]

1 0o B woo B
_ / A3y e dy —/ ABy e dy | .
e Mo |LJo 0
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Ahora, fnx /\,E'J’;;""U“le_)‘yﬁdy se resuelve como sigue. Sean u = \y?, du = A3y 'dy,
entonces) # (u/N)Y?, y2 = (u/N*P vy dy = du/ A3y, luego

/ M3y ey = / ye ™ dy
0 0
1 2/ o s
(—) / W(FH)1emugy,
A 0
2/8

1N 2

— 'ii+=1.

() r(+3)
S41 H—)\y"i

Para resolver la integral fny” AGyite dy, usamos (3.32) con k=1 y se obtiene que

yo ) 1\ %7 )
[ o (3) 2 (14 5m8)
iy 1 2 2
2 il
Py = -2 [T\ +2) =71+ 3000 )|
/yn Yy~ f-(y)My /\2/68_%5[ ( +|3) '}( +3 yn)]

tambien se tiene que

asi

—2E.[Y] / N yfr (Pdy ="=2E.[Y])?

v finalmente

(E.[Y))? / " (wdy = (B [V

Por lo tanto,

VY 1 2 ) 2 ) A2 g a9

3.7.3. El Modelo Pareto tipo II truncado

Definicién 3.7.3 Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucidn deé pro-
babilidad Pareto tipo II truncada por la izquierda en yy con pardmetros «, 6 si y solo
si, para o« >0 y 8 >0, la funcion de densidad de Y es

alyy + 6)”

F(y) = W

0<yo<y. (3.34)
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Teorema 3.7.3 Si Y es una variable aleatoria con distribucion Pareto truncada por la
izquierda’cop pardmetros o > 0 y 6 > 0, entonces

#
Foll g (3.35)
a—1
Y
- Yolyo +6) (yo + 6)* ayo + 0 :
V-Y) &t 2 - 3.3¢
(Tt [ (v—1) (o — D) —2) (v —1) (3.36)

Demostracion. La demostracion de la primera parte del teorema se realiza procediendo
como sigue:

E.lY] = / N yfr(ydy

oo

Fya(yg +6)°
_ / yo(yo +6) dy
o

(y 4+ 9)(.t+l

- Y
¥y +.69% —dy.
u("fn ) \/yn (,",f + 6!){.t+1 Y

-ontinuacion se resuelve la integral 7~ 4/ (y +0)*Ldy.
A continuacién se resuelve la integral o (U iy

b y dy = h "}+9 Hrh
o (',',r 4 9)u+1 Y= " '.), 4 g a+l

B /"“ y+0 1—6'/06 dy
- " '.,,_|_9n+1 Y "0 (?;+9)r.t+l

> dy 0 e
- /[ .')‘—FH{H_I +;(:‘}+9) Y
o0 1
— - (y+ g a+1 14— (_7)
((.‘t' —1) (y+6)" w Q@ (yo + )2
1 f

(=)o + 0> aly+6)
Por lo tanto
ayy+ 6
o—1"
Con esto la primera parte del teorema estd demostrada, para demostrar la segunda
parte del teorema se procede como sigue. Por definicidon

E.Y] =

V(Y) = / - EYIRL My
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VA(Y) & / ?;Qf,—(?,r)’-fy—?E,—[Y]/ ?,rf,—(?;)ff?;+(E,—[Y])2/ T+ (y)dy

0
ay oy + 0 o ayy + 0\ [

= / yzf,—(y)’-fy—?(__ni)/ yf-(yHy + (07) / f-(yHy.
o a—1 Yo a—1 Yo

Se resuelve por separadoicada una de las integrales de la ecuacién anterior. Recuerde
que

fy:: f-(y¥y = 1, por la propiedat de funcién de densidad de probabilidad.
fy:: yf-(ydy = E.[Y], se probd#n la-primera parte del teorema.

Por lo que

. 2 2
o 0o oy, + 10 ayy + 0
V:(Y) = / yoda(y)y —2 (Tn_ 1 ) * (T-[n_l )
ue ) -

]

e oy + 60 2
/ yzf,—(y)dy—(fj) :

Yo

por otro lado,

oo o0 2
2 ) o Y d_",f 9«
y [ (yMy = alyo £0) / ) vt (3.37)
\/y[] o (y+8)+1

A continuacién se resuelve la integral f;{:‘ y? My + )i,

/"“ yidy /"“ (y+60—0)dy
” (,",f + 6!)(.t+l " (,",f + 6!)(.t+l

B /C’“ [(y+60)%—20(y+0) + 67 dy
- w (,",f_" 6!){.t+l

e dy / < dy ) / o dy
- Y gy Yy .
/yn (y+0)>! w (W+0)° w WY

1 26 62

- +
(@=2)(yo +)2 (a—=1)(w+0)*2 oy 0)~

luego,

y+ @)t a—2 a—1

o0 2,1 v 6}2 200(: 0 ‘
oy + 6’)“/ ( vy alyo+6)°  20a(yo +6) p
Un

Yol — 1) — B — 3)
(0 —2)(av—1)

= 62 +aly +0)
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Por lo tanto;

Yyoloo — 1) —Bla — ¢ 2

(0 =2)(ev = 1) (a—1)

3.7.4. El Modele\Lognormal truncado

Definicion 3.7.4 Se dide qué una variable aleatoria Y tiene una distribucion de pro-
babilidad Lognormal truncada_por la izquierda en yo con parametros p, o st y solo si,
para i >0 yo >0, la funeionde densidad de Y es

1 —(ny—p)? /202
() = 2 =
T l_q)(lu 0— )

a

0<wy <y (3.38)

Teorema 3.7.4 Si Y es una variablé aleatoria con distribucion Lognormal truncada
por la izquierda en yo con paramelros j, g.emtonces

-p+”.—2 _
el O(g — ag)

= 3.3¢
e (.39
y |
2144277 B Nag) P“+”_2¢>(cr ap) ’
rvy € ey - 2 — g 5 4
ViY)= B(—ag) &(ho) ] (3.40)

1 —
donde aqy = 20—E,

a

Demostracién. Lo primero que haremos serd demostrar que

Por definicién

E Y] = / y f-(y My

Yo

_ / =y f(y) Iy
yo [1 - (I)(ﬂﬂ)] :
1

= T ®(ay)] [ /ﬂ OE /ﬂ Cyr (y)'-fy} : (3:41)

donde f(y) es la distribucién lognormal definida en (3.4). Resolvemos por separado las
integrales; de la primera integral se sigue que
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r2a2

/ y fydy = e =, (3.42)
0

esto es el montento r-ésimo de la distribucién Lognormal.

Para la segundalintegral se tiene que
o Yo a7 :
. Yy —(Iny—p)? /202
T . n J2a= g,
/ y f(;f,r)f-iyZ/ ———e T2y,
0 0 yv2ro

Sea x = Iny, entonces y = &y dr = dy/y. De lo anterior se sigue que

Inyp ere

]
T iy — - —(z—p)? /202
1 yldy = € dx.
/n .)‘Jr(.)‘ Y - o

Ahora, sea z = (x — ) /o, entondes .= zo + p v dr = odz, por lo que

L] t,J"er'+ TR

Yo 1.2
y flydyy = —e 27dz,
/ﬂ y' [ (y)y - :

1 )2
5 ag L —x(z—reo)
o g ez
[ 2 P
ahc 2T

Realizamos un cambio de variable, seant = z 7, entonces du = dz, por lo que se
sigue que

/ ) v flydy = e [ by,
o T e V27
— R B(ag — ro) (3.43)
Sustituyendo (3.42) y (3.43) en (3.41) se tiene que
. 1 oy r2a? L
BN = r=500 [e”“r ; —e’“+T<I>(n.n—'rg)}

Por lo tanto

it O(ro — ag)
(I)(—ﬂ.n)

La primera parte del teorema se sigue de (3.44) con r = 1. Por lo tanto

E v =5 (3.44)

2
T D(0 — ag)

B T

Para demostrar la segunda parte del teorema se procede como sigue. Por definicién




28

Distribuciones Continuas

/7

5.
7,
V(é)' {y EL[Y]Y [+ (y)My

sff (y)y — 2E;[Y] f yf-(ydy + (E.[Y]) ] f=(w)ly

La primera integral %ﬂa de (3.44) con r = 2.
e2n+20” <I) (0 — an)
@' Y fo(y :
tambien se tiene que \/:

2B [@}:yf (v)y = ~2(E-[Y)?

v finalmente ®
(E-[Y])?

Por lo tanto,
e2ut20” q,+ o) +

_ Val an'ﬁ(\ 6 Znaor

: ,%

Il ®||
\6}

(3.45)




Capitulo 4

Conceptoscde Inferencia Estadistica

La inferencia estadistica es el proceso mediante el cual con base en la observacién de una
muestra aleatoria, obtenemos resultados y conclusiones que luego generalizamos a la po-
blacién de donde proviene la muestra,‘\bajo el conocimiento de que esta generalizacion
de resultados no es 100 % segura, sinoyeue conlleva un cierto margen de error asocia-
do, error que se cuantifica en fétminos de prebabilidad [32]. La inferencia estadistica
presenta dos enfoques: La infereneia paramétrica y la inferencia no paramétrica. Un
enfoque paramétrico es el que se mhiestra en g8te trabajo.

4.1. Inferencia paramétrica.

g el desarrollo de los métodos estadisticos modernos, las pritheras técnicas de inferencia
que aparecieron fueron aquellas que hicieron suposiciones aeétca, de la naturaleza de las
poblaciones de las cuales se derivaron las observaciones y los.détos. Es decir, suponer
que los datos siguen una cierta distribucién con uno o méds pardmetros (caracteristicas
poblacionales).

En la préactica con mucha frecuencia no conocemos los valores de los pardmetros, por
lo cual a partir de una muestra aleatoria pretendemos estimar dichos valores, mientras
mas grande sea la muestra mas exacta sera la estimacion. Estos métodos estadisticos
se llaman paramétricos [8],[22].
>

Las metodologias paramétricas proporcionan conclusiones de la forma siguientes “si*las
suposiciones acerca de la forma de la distribucién de la poblacién son vilidas, edton-
ces podemos concluir que. . . 7. Debido a las suposiciones comunes, tales pruebasSe
sistematizan facilmente y son también muy faciles de enseniar y aplicar [35].

La inferencia paramétrica plantea tres tipos de problemas:

29
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1. Estimacién puntual, la cual involucra el uso de los datos muestrales junto con
algih estadistico para estimar el valor de un pardametro desconocido (usando
maxitnd yerosimilitud).

2. Estimaciéofl por intervalos (buscamos un intervalo de confianza).

3. Contrastes dedipétesis donde buscamos contrastar informacién acerca del parame-
tro. Las pruebas_dé hipdtesis tienen una fuerte relacién con el concepto de esti-
macion.

Ventajas de las pruebas paramétricas:
s Mas poder de eficacia:
= Mas sensible a los rasgos de los datos.
= Menos posibilidad de error.
= Robustas (dan estimacionegsprobabilisticas bastante exactas).
= Trabaja con valores reales.

A continuacién se enlistan algunos-de.los congeptos basicos que se utilizan en este
trabajo.

4.2. Estimacién paramétrica vid yerosimilitud

4.2.1. Maxima verosimilitud

Un enfoque que aborda el problema de la estimacién de pardni€tros, dentro de la teoria
de estimacién pardmetrica y que es ampliamente utilizado por{sulébjetivo uso de la
informacién y por proporcionar resultados estadisticamente eficienésSyes el de méxima
verosimilitud.

Emétodo de méxima verosimilitud fue introducido primero por R. A. Figh¢h, genetista
v experto en estadistica, en la década de 1920. La mayoria de los expertos en_estadistica
recomiendan este método, porque los estimadores resultantes tienen ciertas prepiedades
deseables de eficiencia. La idea general de los métodos basados en maxima verosimilitud
es ajustar modelos a los datos, considerando combinaciones de parametros v rhogdélos
para los que se maximiza el valorghe la probabilidad de la muestra aleatoria observada.
Este método puede ser aplicado con una gran variedad de modelos paramétricos don
datos observados, datos censurados o truncados. También es posible ajustar modelog
con variables explicatorias (andlisis de regresion).
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La teoria’ desarrollada, garantiza que estos métodos estadisticos son eficientes para
muestrasgramdes (es decir, proporcionan los estimadores mas exactos). Esas propieda-
des son aprexiinadas con tamanos de muestras pequenas y varios estudios han mostrado
que estos métodos tienen igual desempeno que otros disponibles [22].

4.2.2. Funciton de verosimilitud

Toda la inferencia a'través de maxima verosimilitud tiene su fundamento en la funcién
de verosimilitud o simplemente verosimilitud, la cual se define como el producto de las
densidades evghiadas en ¢adéwmuestra observada (ya sean datos observados, censurados
o truncados); pero como funcidn de los pardmetros involucrados en el modelo que haya
sido seleccionado para el fenémeno aleatorio de interés [22].

La funcién de verosimilitud juega in papel fundamental en la inferencia estadistica. Su
rol principal es inferir sobre los pardinétros de la distribucién que haya sido elegida para
describir mejor al fendmeno aleatorig d¢ interés a partir de una muestra observada.

Definicién 4.2.1 Sea 4y, ...,y 4na muestra de variables aleatorias continuas, inde-
pendientes e identicamente distribugdas com, funcion de distribucion F(y;0) y densidad
f(y:8), con 8 € RP. Se llama fingion-de verasimilitud, al producto de las densidades
evaluadas en cada muestra observadd; definidg€omo sigue

L(9) = LO@ = [ [ 0. (4.1)

El valor de 8 que maximiza L(@) provee un estimador dedndxima verosimilitud (EMV)
v se denota por 6.

Definicién 4.2.2 La funcion de log-verosimilitud o simpleménteé la log-verosimilitud se
define como el logaritmo natural (In) de la funcion de verosimilitud dada en (4.1),

((6) = ((6;Y) = In[L(y:6)] = " In f(y::6). (4.2)
i=1
En la practica, generalmente se maximiza esta funcién, ya que esta expresion ofrece
mas versatilidad analitica y sus mdximos coinciden con el de L(8).
La maximizacién de la logverosimilitud se obtienen de sus derivadas parcialgs/con res-

pecto del vector 8. Esto es, 8 surge de la solucidon simultanea a las ecuaciones,

L) IO L)
5. =" 5o, =0 5.~ (13)

Cada observacion contribuye a la funcién de verosimilitud segiin su naturaleza o pros
babilidad. La concepcién de la funcién de verosimilitud debe hacerse considerando los
siguientes elementos importantes:
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1. @odelo de probabilidad asumido (reportado en articulos anteriores o seleccio-

nad@ma prueba de bondad de ajuste).
2. Dehmr®1 los tipos de datos que estaremos analizando.

3. Objetivo] ex que o importancia de la investigacion hecha.

Definicién 4.2.3 L; cion Score S(0) es definida como la primer derivada de la

Juncion de log- wmsam con respecto de 8.
Para el caso unidimensi a funcion Score estd dada por
/ _ due)
6 . 4.4
50 = — (4.4)

Para el caso bidimensional la fu@ Score estd dada por

. 92) 33(‘91‘92)
S(61,6:) = [ '92) } = | 20, (4.5)
= a0,

Definicién 4.2.4 La funcidn de mm‘y se define como el negativo de la
sequnda derivada de la log-veros id co ecto de 6.
Para el caso unidimensional la funeion de in ?l(mon estd dada por

_ 9)/(56 Td"” (45)

Para el caso bidimensional la funcion de informacion fesulta ser una matriz simétrica

de 2 x 2 que coincide con la matriz de informacion deKisher (la cual definiremos
posteriormente) y se define de la siguiente manera

—9%8(0, a2 6(th )
I(B g ) _ Ill (61: 92) -[12 (61 1 92) _ (‘:?I[?l2 @4391392 (4 7)
DT 1 (61,6,) T | Z92401,02) &@Lﬂ :
' 01802 z

22 (01.602)
lausibilidad
a funcién de verosimilitud L(#;y) permite ordenar la credlb filad o pl hdad entre
los valores de 6 a la luz de los datos. Si L(61;y) > L(fq;y) entonces ) se sigue
que la muestra observada y es mas probable cuando el pardmetro # to lor #,
que cuando toma el valor #,. Asi, el cociente de verosimilitudes

L(f1:y) .

L(BZ: l)')
se interpreta como una medida de plausibilidad de #; respecto de f#, basada e;©

muestra observada y. El cociente
*

L(f1:y)
L(0y:y)

=k
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significa_quesel valor ; es k veces mas plausible que el valor #, en el sentido de que ¢;
hace a la#inuestra observada k veces mas probable de lo que lo hace 6.

Estimador de.maxima verosimilitud

Definicién 4.2:5 El estimador de mdzima verosimilitud (EMV) de 8, es el valor del
pardmetro en el espagiq de pardmetros que mazimiza la verosimilitud L(8) o equivalen-
temente la log-verosimilitud ¢(8), @ € ), que satisface

L(6;y) = sup L(8:y). (4.8)
08
.
El EMV del pardmetro 8 MWal‘or mas plausible de 8. Es decir, el EMV 8 es el valor
de 6 que explica mejor a la mueStra,ebservada en el sentido de que maximiza la funcién
de verosimilitud bajo el modelo ‘de’probabilidad propuesto para el fendmeno aleatorio
de interés.

Algunas veces encontrar el valor de.@ que haximiza L(8, y) puede ser complicado debido
a la forma que toma el productosde.las densidades v en consecuencia la verosimilitud.
Usualmente es conveniente y valido trabajar con la funcién de log-verosimilitud de @
definida en (4.2). Pues muchas véces es ma§ ficil realizar procesos de optimizacién,
cuando la funcién objetivo es una suma-de_funcienes que cuando la funcién objetivo es
un producto de funciones.

En términos generales, encontrar los valores de 6 ne siempre es posible hacerlo alge-
braicamente, por lo cual hay que hacerlo numéricamentes En este trabajo se realizaron
programas en el lenguaje R, utilizando la funcién optimizadora NLM para maximiza-
cidn y UNIROOQOT para determinar raices univariadas. Hay gue destacar que el software
R tiene funciones que permiten estimar los parametros de vatios modelos usando crite-
rios de maxima verosimilitud pero que no incluyen la estimacion gen datos censurados,
estas funciones son FITDISTR y MLE [33].

4.3. Verosimilitud en censura y truncamiento

El disenio de los experimentos en las ciencias ambientales, supervivencia,”eénla indus-
tria v en las otras dreas donde se aplique la estadistica implican datos conweénsura y
truncamiento y esto debe ser cuidadosamente considerado en la construccién de funcio-
nes de verosimilitud. Un supuesto fundamental es que los datos observados y los datos
con censura son independientes. Si no son independientes, entonces se deben invocar
técnicas mas especializadas [15].

En la construccion de una funcién de verosimilitud para datos censurados o truncados
tenemos que considerar cuidadosamente la informacién que cada observacion nos da. La
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funcién deé verosimilitud para los sistemas de todos los tipos de censura y truncamiento
se puede<scribir mediante la incorporacién de los siguientes componentes:

Observaciones exactas - fly: ).
Observaeignes censuradas por la derecha - 1 — F(C,).
Observaciénies censuradas por la izquierda - F(C}).
Observacionés truncadas por la izquierda - f(y; 6)/[1 — F(1))].
Observaciongs friincadas por la derecha - fly; 6)/F(T;).

Donde, C'. y C son el puliterde censura por la derecha y por la izuierda respectivamente.
T, el punto de truncamiento por la derecha y 7; el truncamiento por la izquierda.

4.3.1. Datos censurades_por la derecha.

Definicién 4.3.1 Supdngase quéysfays, ..., Yo son observaciones de una muesira alea-
toria de tamano n, donde iy, Yz, ...qGeyson k datos observados, i1, Yero, ..oy Yn SON
(m=n-k) datos censurados por la deréeha‘en algin valor C,. La funcién de verosimilitud
se define como:

T

.
L@y =L/ w0y ] - F(@). (4.9)

25=1 =k

4.3.2. Datos truncados por la izquierda.

Definicion 4.3.2 Supdngase que yy, yo, ..oy son obsérdvaciones de una muestra alea-
toria de tamano n, donde y1, Yo, ..., Y son kobservaciofiegs“censuradas por la izquierda
en un valor comin Yy Y Ypo1s Yesos - Yo son (m=n-k) datosyobservados. Si se trunca
por la izquierda en el valor v,, entonces la funcion de verosimilitud se define como:

L(B;y) = H = Flyo)| (4.10)

4.3.3. Datos truncados por la izquierda y censurades por la
derecha.

Definicién 4.3.3 Supdngase que yy, Yz, ..., Yn son observaciones de una muestradaleato-
ria de tamano n que se ha truncado por la izquierda en yy, donde y1, y2, ..., yi son'k datos
observados y Yrs1, Yeso, - Yn SO0 (m=n-k) observaciones censuradas por la derecha en
algin valor C,.. La funcion de verosimilitud para este caso se define como:
ke n
_ Hi:] [ (yi: 0) H£=k+l [1-F(C,)]

S | (T 70 .
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4.3.4. ./ Funciéon de verosimilitud relativa

Para compéawar la plausibidad asociada a los diferentes valores de # con #, podemos
hacer uso de(la funcién de verosimilitud relativa.

Definicién 4.3.4( La funcidn de verosimilitud relativa (FVR) es el resultado de estan-
darizar la funcion dé verosimilitud con respecto a su mdzimo. R(6) : Q — [0, 1].

Sea 8 € RP, es decir, @.aum vector de pardmetros reales, la FVR estd dada como:

0)= 7}:(9) , (4.12)
SUpgeq L(6)
donde L(8) es la funcién de ve’ imilitud de 6. Néteseffjue 0 < R(8) < 1, para todo
valor de 6 en el espacio paramety#l, Xle hecho, R(8) = 1. Valores de 6 con R(8) cercanos
a uno son muy razonables o creiblégs#hientras que valores de @ con R(8) cercanos a cero
son poco creibles a la luz de los datos:

En la préctica, generalmente egsposible encontrar un tnico valor de @ en el espacio
parametral que maximiza la funeiéh de ¥eregsimilitud L(@). Cuando el estimador de
maxima verosimilitud de @, é: eXistesy-es inied , entonces la funcion de verosimilitud
relativa se expresa como

Definicién 4.3.5 El logaritmo de la funcidn.de verosimibitud relativa, es conocido como
la funcion de log-verosimilitud relativa y est@ dado por

r(@) =1In I ,\) ={(0) — ((0) (4.13)

La verosimilitud relativa para un valor fy en el caso de @ unidimensional seria

_ Lit)
RO =

y se interpreta de la siguiente forma: si R(6,) es cercano a R(é) = 1, estohosdice que
el valor A, hace a la muestra observada casi tan creible como lo hace el EMV. 6. En
contraste, si R(f,) es cercano a cero, quiere decir que el valor 6, es inviable para gstimar
#, va que existen otros valores del pardmetro para los cuales la muestra es mucho s
creible [11], [31].

gnvarianza funcional
En muchas ocasiones se utilizan reparametrizaciones de un modelo de probabilidad por
conveniencia matemaética, conveniencia computacional, propio interés de un pardmetro
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que es funcion de otro que aparece en el modelo, etc. En estas situaciones, la invarianza
funcionalfegs una propiedad muy conveniente de la verosimilitud y significa que, en
términos de=plausibilidad, cualquier declaracion cuantitativa acerca de # implica una
declaracion c¢uantitativa correspondiente acerca de cualquier funcién uno a uno de 6,
d = g(#), por ststitucién directa algebraica = g=1(9).

Por ejemplo, si 8 = 0+ § = Inf, entoi@ps la verosimilitud del nuevo pardmetro J es
L(6,y) = L[# = ¢’; y}oTambién a < § < b s y s6lo si Ina < § < Inb. Estas dos declara-
ciones son equivalenteS. debido a que tienen la misma plausibilidad o incertidumbre.

Teorema 4.3.1 Supdngase”qué L(6;y) es la funcion de vercsimilitud de 6 € Q. Sea

g(0) : Q@ = A una funcion unosd uno. Si
L(01;y)
L(By;y)

entonces
L((Sl; '.'-)') s
Liday) »

donde 61 = g(61) y 62 = g(02).

La demostracién del teorema anterior se&ipue por-sustitucion directa algebraica.
Una coaem.lencia inmediata de la propiedad‘de invarianza de la funcién de verosimilitud
L(#;y) es la invarianza del estimador de 6. ( :

*

Teorema 4.3.2 (Invarianza del EMV [9]) Si g(0) : @"—=/A es una funcién uno a
uno y 0 es el EMV de 8, entonces el EMV de § = g() es & =g(f).

ga invarianza funcional de la verosimilitud es una propiedad mfuysitil en la practica.
En muchos casos ocurre que el pardmetro 6 no es de interés principal@ino que lo es otro
pardmetro que es funcién de 6. Por otro lado, con frecuencia un cambio erel pardmetro
puede simetrizar la forma de la funcién de verosimilitud. Es decir, que”R(d; y) puede
ser mas simétrica, o tener una forma aproximadamente més normal, que=Ry(#; y). Asi,
inferencias sobre § tendrin una estructura mas simple, pero matematical€nt€ equiva-
lente, que aquellas en términos de € ya que se “acelera” la cercania a las prepiedades
asintGticas del EMV § para la muestra pequena en cuestién [24].

4.3.5. Matriz de informacion de Fisher

ghora definiremos la matriz de informacién de Fisher, cuya matriz inversa es la matriz
de varianzas-covarianzas que utilizaremos para construir los intervalos de confianza
basados en las estimaciones de maxima verosimilitud de nuestros parametros.




Congeptos de Inferencia Estadistica 37

Definicién 4.3.6 La matriz de informacion de Fisher, también denominada Matriz de
Informaeion Esperada, para un estimador de mdzima verosimilitud 8 de un vector de
parametros-@€ RP es

020(6) .
g — [_ 6'816'8“,} ot H 6] = 1: Py (414)

que es una matriz Irada de tamaifio p x p. Cada elemento de la matriz es el inverso
aditivo 6 negativo de fa segunda derivada parcial de la funcién de log-verosimilitud
evaluada en el estimador/de maxima verosimilitud del modelo de distribucién corres-
pondiente.

Iy es conocida comtinmente comenatriz de informacién de Fisher para 8. Con los datos
disponibles, se puede calcular laghatriz “local” (o matriz de informacién) para 0

. 0%(9)
Ig =/ — , 4.15
? [ 06:00, |’ (4.15)
donde las derivadas parciales son-evaluadas en 8 = 0
La matriz de varianzas-covarianzasléyvectoraléatorio 6 es
Qe
Yp=|# 4.16
° [ B0’ } % (4.16)

que es la inversa de la matriz de informacion de Fishiers'Los elementos diagonales de
esta 1ltima matriz se corresponden con las varianzas dé 1ds estimadores de maxima
verosimilitud de cada componente del parametro.

4.3.6. Intervalos y regiones Ee verosimilitud

Una manera usual de hacer inferencia sobre un pardmetro de infergs es a través de
intervalos o regiones de estimacién. Los intervalos de verosimilitud, o de forma més
general, de regiones de verosimilitud, indican los valores mas plausible§ del pardmetro
a la luz de la muestra observada. Una regién de 100p % de verosimilitud (fina regién de
100p %) de nivel p para 6, se define como

IV(p)={#:R(#) > p},donde D<p<L

Frecuentemente la region 100p % de verosimilitud consiste de un intervalo de valores
regies, v entonces es llamado intervalo de 100p % de verosimilitud IV (p) de nivel p pdra
6, todo valor de # en el IV(p) tiene verosimilitud relativa igual o mayor que p, y todo
valor de 6 afuera, tiene verosimilitud relativa menor. Por lo tanto el IV(p) separa los
valores plausibles de 6 de los no plausibles a un nivel p [14].
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Las regiofies/o intervalos de verosimilitud pueden ser determinados a partir de un grafico
de R(#) o swlogaritmo r(#), y generalmente es més conveniente trabajar con r(6). Los
valores extrenies de los intervalos de 100p % de verosimilitud pueden ser encontrados
como raices de’la ecuacion r(f) — In(p) = 0. Por lo general es necesario resolver esta
ecuacion numérigamente.

Aproximacion normal para los intervalos de verosimilitud-confianza.

Sea £(#) la funcion de logsverosimilitud de un pardmetro continuo # con valores posibles
en 2. Sean S(#) = (6] vdy, = —¢"(#) la primera derivada de la funcién de log-
verosimilitud y la matriz de infermacion, respectivamente. Si suponemos que 6 existe v
es un punto interior de €, y€ue*¢(#) tiene una expansion en series de Taylor alrededor
de = 6, como sigue

t0) = 0) + =2 B Ly + Dy

Dado que ¢'(8) = 0 y considerande, r(#), = {(#) — £(#), se tiene que

(8;7!9)3&””(&) + ... (4.17)

Entonces la aproximacién normal para=-(f) esté#definida como sigue:

r(6) = —%(9 =021, &

() =C 240 — 071, (4.18)

si |# — 6] es pequetio, el término cibico y log de gradowsitperior en (4.17) también son
muy pequetios, entonces r(8) = ry(8), es decir,

1 "
r(8) ~ —5(9 —0)*1;.

El efecto de aumentar la cantidad de los datos produce con mayor rapidez que la funcion
de verosimilitud alcanze su maximo y que los intervalos de verosimilitidisean més cortos.
Asi, para una muestra aleatoria suficientemente grande, |6 — r‘j| es pequienio y ry(6)
dard una buena aproximacién para r(f) sobre la region entera de valore§ pardmetricos
plausibles.

La regién de 100p % de verosimilitud para 6 es el conjunto de valores de # pafa-el cual
r(6) > Inp. De este modo se tiene que

0 e é:l:,,‘—?lnpfﬁ_l: (4.19)

Este es un intervalo centrado en # con longitud

21,;—2111;016_1.
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Cuanto_masegrande sean los valores de [, mas estrecho sera el intervalo aproximado
y por lotanto mas informacion se tendrd sobre #. Esta es la razon por la cual I es
llamada la®*fhatriz de informacion™.

Para el caso qie 8.= (6, 6,) también podemos tener una aproximacién normal para los
intervalos de veresimilitud de #; y 5. Estd aproximacién normal se deriva de manera
similar como para‘els€aso de tener un solo parametro [14].

El intervalo de verosimilitud por aproximacién normal para ¢, estd dado por
e (B~ (6 — 62 [T 12 :
Tmu-(gl) ~ *5( 1 1) 1 — 12/ 22 - (4-2[])
Donde, los extremos del intervalesson las raices resultantes de la ecuacién anterior.

El intervalo de verosimilitud por apréximacién normal para 6y estd dado por
1 T2 | 3 F2 T ¢
e (02)8F == (02 = 62)? | Iy — Iy T (4.21)

Donde, los extremos del intervalo gonjlas raiges resultantes de la ecuacién anterior.

4.3.7. Funcién de verosimilitud relativa maxima

Con frecuencia al trabajar con modelos continuos dedos.pardmetros como por ejemplo
los modelos Weibull, Lognormal, entre otros, lo que inteéresa ggrealizar estimaciones
de un solo parametro o o 3, Para realizar dichas estimationes se utiliza el enfoque de
verosimilitud relativa méxima.

Si solo estamos interesados en la informacién concerniente al pardmetro 3, entonces se
utiliza la funcién de verosimilitud relativa maxima de 3, la cual gstd dada por

Ros(8) = I‘Ilji.x R(a, B) = R(a(B), 8) = L&), i

L(&, B) (4.2

donde, a(3) es el EMV de o dado § el cual se puede hallar resolviende\la ecuacién
Si(ev, 8) = 0.

El logaritmo de la FVR méxima es
raax(3) = In R(&(8), 8) = €(a(8), 8) — €(d, B) (4.23)
De lo anterior se obtiene que un intervalo de verosimilitud méiximo del 100p % para

8 es el conjunto de todos los valores de 3 tales que Ryu(3) > p, o equivalentemente
T,mé.x(.g) 2 P
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Similarmente, la FVR méaxima de « esta dada por

- L(e, e
Ruade) = mix R(o, 3) = R(a, B(av)) = ————— 4.24
ix(@) = mix R(a, 8) = R(a, () 1G.5) (4.24)
v el logaritmo dé la ' FVR maxima es
cudidle) = In R(6(8), 8) = Uav, B()) — €(&, B) (4.25)

4.4. Intervalos-de verosimilitud-confianza por apro-
ximacién normal

Los intervalos de verosimilitud confianza obtenidos por aproximacién normal son faciles
de calcular, en la actualidad son miy utilizados en los paquetes estadisticos comerciales.
Utilizando los estimadores de maxima'werosimilitud de los pardametros de los modelos
estadisticos y con ayuda de la matriz\dé covarianzas el célculo de estos intervalos es
posible a través de cdlculos nostan_complejoss

Los intervalos y regiones de confiahza por aproximacion normal estan basadas en una
aproximacion cuadrética de la log-veregimilitud ySon apropiados cuando la logverosimi-
litud es aproximadamente cuadrética sebre la region)de confianza. Con muestras gran-
des, bajo condiciones de regularidad, la ldg-verosimilittid es aproximadamente cuadrati-
/. v entonces la aproximacion normal y log infervalosSgrdn congruentes. El tamarno de
muestra requerido para una buena aproximagion no es'\fa¢ilmente elegible debido a que
depende del modelo, de la cantidad de informacién censfirada o truncada y de la can-
tidad de interés en particular. Ain con muestras pequenas¥ cantidades significativas
de censura, esta aproximacion resulta adecuada y funcional/ censiderando modelos de
localizacién-escala y un nimero suficiente de datos observados [22}.

4.4.1. Intervalos y regiones de confianza aproximades

a aproximaciéon normal de muestras grandes para la distribucién de EMVs puede
ser usada para construir intervalos (regiones) de confianza aproximados fard funciones
escalares (vectoriales) de 6 [22]. En particular, una regién aproximada del W0(1 —a) %
de confianza para @ es el conjunto de todos los valores de @ en el elipsoide

. RN :
(6-0) () (6-6) <xtiun, (#26)
donde g es la longitud de 6 y ¥, es el estimador local de la matriz de covarinzas

de 6. Esto se conoce como el Método de Wald, conocido también como el método
de aproximacién normal. Esta regién de confianza esta basada en la distribucién que
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resulta, asintoticamente, cuando es evaluado en el valor verdadero de 8, el estadistico
de Wald

- Py —1 g :
W(9) = (9 - 9) (2@) (9 - 9) ~ (4.27)
Mis generalmenite; sea g(6) una funcién vectorial de 6. Entonces, una regién aproxi-

mada del 100(1 ') % de confianza para un conjunto r-dimensional g, = ¢,(8), de la
particién g = [g1(6).92(0)], es el conjunto de los valores de g; en el elipsoide

(ﬁ'l - 5’1); (ﬁﬁl) (g1 —g1) < 'X%l—u,r): (4.28)
1
donde ¢ = ¢:1(0) es el EMVtle ¢, (8) v ;, es el estimador local de la matriz de
covarianza de g;. El estimadop flg,l puede ser obtenido de,

A [a;gsr)} 5, [8,;(‘;9)} _ (4.29)

. oy 1
Bajo condiciones de regularidad 35 = (Ig) es un estimador consistente de ¥, donde

L&Y [—32 l”L(m} (4.30)

0808
es la matriz de informacion observada”de Fishér J22]. Esta region de confianza (o

intervalo)(4.28) estd basado en el resultado distribuCignal asintético del subconjunto
del estadistico de Wald, cuando es evaluado eh el valorwverdadero de gy,

W(g) = (51 —9) (Egl) (g1 —"g)e (4.31)

gsta regién de confianza aproximada (o intervalo) puede sérWista como una aproxi-
macién cuadrdtica para la log-verosimilitud perfil de ¢:(6) en gf22]. Cuando r, =1,
g1 = ¢1(0), es una funcién escalar de ; un intervalo de confiafiza aproximado del
100(1 — «) % es obtenido de la formula familiar

|:g} ' aii| = ,al + Z{l—rx/Q)é\sﬁu (432)
p
donde, €54, = 4/ Var [gl ((})} es el estimador local para el error estandar de ¢ ® ./2)

es el 1 — a /2 cuantil de la distribucién normal estdndar. Como un caso partict@ef,\ un
intervalo aproximado del 100(1 — o) % de confianza para 6; es

[[?3 tz):} = éf + Z(l_u/g)t’i‘iﬁ“ (4.33)

donde élqﬁ‘ es la rafz cuadrada de la i-ésima entrada de X,.




42 Conceptos de Inferencia Estadistica

4.4.2. /Intervalos de confianza para funciones de p y o

Un intervalo_de confianza aproximado para una funcién g, = g¢;(p, o), puede estar
basada en la diStribucién aproximada normal estdandar N(0,1) de Z; = (g1 — g1) /€5y,

Entonces un interdalo aproximado del 100(1— &) % de confianza para ¢; estd dado como
[91,,91,) = 91 & 2(352)€55, - Donde, usando un caso especial de (4.29)

1/2

€55, = (f)p:) Lﬂ.?(p:)—i—Z(ap:) (ag)C'm,-(p:: g)+(30) Var(o) (4.34)

Las derivadas parciales en'(4.34) deben ser evaluadas en (i, o) = (j1,0)

4.5. Prueba de hipotesis

Definicién 4.5.1 Se llama hipdtesis estadistica a cualquier afirmacion o conjetura re-
ferente a los pardmetros de unas6'mds poblaciones [9].

La definicién de una hipdtesis es bastante generaldpero el punto importante es que una
hipétesis es una declaracion acerca de la poblaciénsNote que al establecer una hipétesis
siempre existe de forma implicita, otra qié'se le centrapone.

Definicién 4.5.2 Las dos hipdtesis complementarias en un problema de prueba de
hipdtesis se conocen como la hipdtesis nula y la hipotesi€ alternativa. Denotadas co-
mo Hy vy Hy, respectivamente.

Si @ denota un pardmetro de la poblacién, el formato general dedayhipdtesis nula vy
alternativa es Hy : 0 € @5y Hy : 6 € Of donde P es algiin subconjunto del espacio de
parametros y ®§ es su complemento.

Probar una hipdtesis estadistica consiste en buscar evidencias para decidirtsobre la
aceptacion o rechazo de la afirmacion realizada.

gs procedimientos que facilitan el decidir si una hipétesis se rechaza o no, asi_gomo
el determinar si las muestras observadas difieren significativamente de los resultiadds
esperados se llaman pruebas de hipdtesis, ensayos de significancia o reglas de desicidn.
Su objetivo es decir, en base a una muestra de la poblacién, cudl de las dos hipdtesis
complementarias es cierta.
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Definicién 4.5.3 Un procedimiento de comprobacion de hipdtesis o prueba de hipotesis
con respettora alguna caracteristica desconocida de la poblacion de interés es una regla
que especified:

1. Para cualéswalores de la muestra se acepta Hy como verdadera.

2. Para cuales*valores de la muestra se rechaza Hy y se acepta H, como verdadera.

El subconjunto del espacio.muestral para el que H, serd aceptada se llama region de
aceptacion o region de no.rechazo, y la region para la cual Hy sera rechazada se llama
region de rechazo o regién crifica; son denotadas por R, v R, respectivamente.

Al tomar una desicidn con respecto-a la validez de la hipétesis nula, el investigador
estd propenso a cometer uno de des_errores posibles.

4.6. Seleccion de modelos

Encontrar un modelo razonable es“importante para describir bien el comportamiento
aleatorio del fenomeno de interés.(Rawitan (2001), Anderson (2008) presentan varios

métodos de comparacion de modelos,.delos cualesutilizaremos aqui el criterio de razén
de verosimilitudes y el criterio de Akaike:

4.6.1. Razon de verosimilitud

test de razén de verosimilitudes es un contraste de hondad de ajuste entre dos
modelos y que nos sirve de herramienta para evaluar si un mgdelo general ajusta mejor
los datos que uno restringido.

Sea {y1, yss ---, Y } una muestra independiente e idénticamente distgibuida de una den-
sidad desconocida f(y, @), suponiendo que la funcién de densidad dependéde un vector
de parametros desconocidos 8 de dimensién p. Sea 8y un vector de valéres numéricos,
uno para cada componente de 8. El estadistico del test de razon de verosimilitudes para
la hipotesis H : 8 = 8, es dos veces la diferencia entre el méaximo de la log-verésimilitud
del modelo general en @ y la log-verosimilitud del modelo restringido bajo~H. Enton-
ces, un modelo restringido ajusta los datos casi tan bien como el modelo general si
asintdticamente,

2[6) - ((80)] ~ 2. (1.3p)

x2 es una variable aleatoria y? con v grados de libertad, donde v estd en funcién del
nimero de pardmetros desconocidos en el modelo.
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El test de‘razon de verosimilitudes también puede ser usada para elegir el mejor modelo
que ajusté los datos entre varios de ellos, comparando las funciones de verosimilitudes
estimadas. “Asi, si dos modelos ajustan bien los datos, se cumple la siguiente relacién

X =2 [f(én{odezoz) - F(é:‘b{odeiol)} (4.36)
Esto sirve de sopoftesm descripcidn para la prueba de hipdtesis siguiente
H : Modelol = Modelo2, (4.37)

donde Modelo 1 y Modelo"2 representan dos modelos candidatos para describir la in-
formacién de la muestra aleatoria. Entonces se rechazard H si x? > y7 , con una con-
fiabilidad del 100(1 —a) % .

4.6.2. Criterio de Akaiké

El criterio de informacién de Akaike (AIC por sus siglas en inglés) es una medida relativa
de la bondad de ajuste para un m@deo estadistico. Este concepto se basa en la entropia
de la informacion, la cual ofrece~tina médida relativa de la pérdida de informacién
cuando un determinado modelo e utiliza parasdescribir datos reales [1].

Supdngase que {y1, Y2, ..., Yn } €8 una muestra independiente e idénticamente distribuida
de una densidad desconocida f(y, ) v es.el EMV/de 8 correspondiente. Suponiendo
que el vector de parametros 8 es de dimensién p, sé€ define el AIC como:

AIC = —2In (L(é)) + P (4.38)

Los valores del AIC proporcionan una alternativa para la sélection de un modelo entre
una familia de ellos, de tal suerte que el modelo a elegirse serd&aquel con el menor AIC.
La interpretacién de (4.38) suele hacerse en el sentido de que @l primer término del
lado derecho (la log-verosimilitud) es una medida de bondad de”ajmste (Anderson) y
el segundo término (pardmetros) es una medida de la penalidad deJa complejidad del
modelo ya que un modelo con menos pardametros es preferible a otro confiayor niimero
de pardmetros [1]. Por ello, modelos con més pardmetros tendrian una_penalizacion
mayor.

Una situacion a considerar bajo este criterio es que no determina una seleccion absoluta
de algin modelo en particular sino, una medidad relativa para elegir el modeld mas
apropiado entre varios que comparten caracteristicas o naturaleza comunes. Si todos
los modelos candidatos tienen el mismo niimero de parametros, entonces, la utilizacién
del AIC es equivalente a implementar una prueba de razén de verosimilitudes [5].




Capitulo 5

Metodologia- Desarrollada

5.1. Estimacion para muestras censuradas por la

derecha.

5.1.1. Modelo Exponencial.

Supdngase que y1, Y2, ..., Yo €s und muestra aleatoria de n observaciones, las cuales pro-
ceden de una poblacién con distribuicién exponential de pardmetro &, donde y;, 1o, ..., ys
son k observaciones no censuradas v Y. 1. Wrros &, Y son (m=n-k) observaciones censu-
radas por la derecha en algiin valor €, #De«(4.3.1) la/funcién de verosimilitud para este

caso esta dada por

ke i
1 :
Lo =[5 I] o
i=1

i=k+1

v la funcion de log-verosimilitud esta dada como sigue

k T
__ 1
(0:y) = ~kInb - - [Z yi + .Z 0] .
i=1 i=k+1
Luego, la funcién score y la funcién de informacion son, respectivamenté
8 k T
5(6) = 2t ®m Z?;f + Z Crl,
i=1 i=k+1
k 2 k n
0=+ [Sws 3
i=1 i=k+1

Para encontrar 6, el EMV de 6 resolvemos S(6) = 0, de este modo
c

é:
k
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Donde ¢= [ZLI Yi + D ik C‘,}
Para verificar_que 6 es un maximo, es suficiente que cumpla las condiciones siguientes
[14]:

S =0 y I(6) =0

Se tiene entonceg gue

’ E ¢ ko kO ko k
5(8):_7+(T:_7+T:_7+7:[).
g 62 g B2 g f

Por otro lado, se tiene tainbiéh que

X k _"2¢ k 2kf ko 2k k
I(H):_T+TL:_T+T:_T+T:T>U.
6!2 93 6!2 6!3 6!2 6!2 6!2

Por lo tanto # es el EMV paratel_modelo exponencial con datos censurados por la
derecha.

Intervalo de verosimilitud-confianza para 6.
La funcién de log-verosimilitud rélativa de-f“para este caso es

r(0) = aklng — ‘g g + (g (5.6)
Para encontrar el intervalo de verosimiliglidyde 100p % para # resolvemos la ecuacién
r(6) —lnp = 0. (5.7)

Esta ecuacién, la resolvemos utilizando la funcién UNIRQOT de R. Dicha funcién
nos da como resultado las raices de la ecuacién (5.7), donde las raices encontradas
seran los extremos del intervalo de verosimilitud para #. Lés\valores iniciales que la
funcién UNIROOT necesita los tomamos de la aproximacién normal para el intervalo

de verosimilitud de #, la cual estd dada de acuerdo a (4.19) por

- . BN
6.6 =06=< —2111;0(5) :

Intervalo de confianza de aproximacién normal.
Un intervalo de 100(1 — ) % de confianza para € estd dado por

{_6], ?}"} =0+ 210063 5.8)

donde

d2e0) ! -

Y Z(p), es el p-cuantil de la distribucién normal estdndar.
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5.1.2. - Modelo Weibull

Supodngase que yi, Y2, ..., Y, €s una muestra aleatoria de nobservaciones, las cuales proce-
den de una peblacién con distribucién Weibull con pardmetros A y 3, donde vy, yo, ..., Y
son k observaeiones no censuradas v Yri1, Ypsos -, Yo Son (m=n-k) observaciones censu-
radas por la derecha en algiin valor C,. De (4.3.1) la funcién de verosimilitud para este
caso esta dada por

n

LA, B;v) H/\ﬁ.;rf temu H e X7 (5.9)

i=k+1

Y la funcién de log-verosimilitiid estd dada como sigue

k T
(N Biy) =kIn A+ kln 3 €3 — 1 lew,—,\ Soul+ > crl. (5.10)
i=1 i=k+1

La funcién score para el caso de tenerdos\parametros de acuerdo a (4.5) estd dada por

SOV B) = [ 283 } : (5.11)

donde,

Sy(A, 3):§— Zf;, Z C?

i=1 i=kuet
Sa2(X\, 8) == —|—le1 Y — A Z.ﬂ; In(y;) + Z CPIn(C,
i=1 )

Para encontrar (A, 3), resolvemos el par de ecuaciones simultandas

Si(A,B) =0 (5.12)
Sy(A, B) =0 (5.13)

Note que la ecuacién (5.12) puede ser resuelta algebraicamente obteniende”asf

. 8 k : i )
A(3) = =, donde ¢ = Y B 514
(8 C,(On(er ;yr_'—.:;la ( )

Este es el estimador de maxima verosimilitud de A cuando suponemos que conocemof a
8. Para obtener § el estimador de méxima verosimilitud de 3, sustituimos X en (5.13)
y resolvemos la ecuacion para 3, procediendo como sigue a continuacion.
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Sy(A(B), B)

: —+Zh1g:——[2yzhly; inlll(C)
\S'>‘ i=k+1

La ecuacién g(3) = de ser resuelta usando el método de Newton.

El parametro A no re ta una cantidad de interés, y por lo general es preferible
trabajar con los pardamet 0, 3) donde A = 677, asi, de la expresién (5.10), obtenemos

{8, 8), dada como sigue /

T

k
—kB3 @k klmB+(8-1)) Iny —67c. (5.15)
L >

i=1

De la ecuacion anterior se obtiene la@;ﬁn de informacién I(#, 3), la cual nos serd de
gran utilidad a la hora de obtener los intervalos de verosimilitud vy los intervalos por
aproximaciéon normal de # y ,I%lcié nformacion para este caso de acuerdo a
(4.7) se define de la siguiente m

¢
10, 8) = Tﬂ‘?& g (% g } : (5.16)
donde, O
Q o

I11(0,8) = —%+ cB(8 + 1' —(5+2)

In(0,8) = g 8O~y — =D +r3@”) In#,
In(8,8) = g B~ — o~ et g~ &
In(0.8) = 3% A0~ — 2567 6 + 6~ In? 6, )\

Se define la siguiente notacién ¢ = % y g = 4o 6

o)

‘©

*
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Intervales de verosimilitud-confianza
Para calefilar los intervalos de verosimilitud, haremos uso de la funcién de logverosimi-
litud relativade 6 v 3, dada por:

r(@,8) = (0, 8) — (0, )

Intervalo de verosimilitud para 3
Para encontrar el intervalo de verosimilitud de 100p % para 3 resolvemos la ecuacién

Fmaz(3) —Inp=r(\ 8) —lnp=0,

sustituimos el valor de A(3) dentro de la ecuacién (5.10), con lo cual tenemos que

k
Pmaz(8) —Inp=kInk —kIn@xkIn 8+ (8 — 1) Iny; —k—¢(A, 3) —lnp=0.

i=1

La funcién uniroot de R nos da comg‘vesultado las raices de estd ecuacion, las cuales
seran los extremos del intervalo de verésimilitud para 3. Los valores iniciales que la
funcién uniroot necesita los tomfafnos de los-extremos del intervalo dado por (4.21).

Intervalo de verosimilitud para‘¢

Para encontrar el intervalo de verosimilittd de ] fFetomamos la ecuacion (5.15). Enton-
ces la funcién de verosimilitud relativa nidxima de @¢est4 dada por

-rmui.(f)) = "’(8: 3 (8))

Para encontrar 3(f), el EMV de 3 dado #, resolvemos lascnacion Sy(f, 3) = 0. Para
esto requerimos de métodos niimericos como el método de Newton. Procederemos como
sigue:

o . ;
Sy(,8) = —kInf + 3+ > Iny — 07 cl + 7168,
F i=1

Sea g(8) = Sy(#, 3). Luego,

— = 0 + 26,07 Inf — 7 In? 6.

Queremos encontrar 3(#). Luego, por el método de Newton se tiene que
i i i o
Bxew = Bowa — 9(8)/9'(8).

Entonces tenemos que

Piae(0) = (8, 3) = €00, 3(9)) — €(8, 3).
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Para engentrar el intervalo de verosimilitud de 100p % para €, sustituimos el valor de
B(6) dentfo gle la ecuacién anterior y resolvemos la ecuacion

Frnaz(0) —Inp = 0.

Intervalos de ¢onfianza de aproximacién normal
Los intervalos de ¥00fL — o) % de confianza para # y 3 estdn dados por

{_6]: ?}"} =0+ 210055 (5.17)
}n’
[E :ﬂ = 3 + Z{l_{_tffg]t’;:‘-ig. (5.18)

donde z(,), es el p-cuantil de 1a distfibucién normal estdndar, €s; y €55 son las raices
(‘lla{ll{ld{lb de los elementos diagonales de la matriz de varianzas-covarianzas evaluadas
en @ v -'3

5.1.3. Modelo Lognormal

Supdngase que yi, Y2, ..., Y, €s uda_iuestra aleatoria de n observaciones, las cuales
proceden de una poblacién con distribucion Lognormal con parametros p vy o, donde
Y1, Y2, -, Y SO0k observaciones no eenmsuradas & Up1, Yrsos - Yo Son (m=n-k) obser-
vaciones censuradas por la derecha enslin, valor(comin C,. De (4.3.1) la funcién de
verosimilitud para este caso esta dada per

k T,
1 2,2
— (1. — {2
L(p:: T, _",f) = H \/‘7—28 (ys )"/ 20 H [1 — (I)(C,)] (:}19)
i1 YV 2mo i=k1
Donde ®(.) es la funcién de distribucién acumulada normal ¢§tandar.
La funcién de log-verosimilitud esta dada como sigue

U, 03y) = —r’fln(\/?mﬂ)—%Z(]n”‘ ) Z]n v + Z (C))).

i=1 i=k+1
Luego, la funcién score esta dada por
Si(p,0) }
S(p, o) = ’ . 5.20
o) = | i) | (5.20)

donde,

NIV ANEE Sk A(eh)
Si(p, o) = ;Z( a )_ Z [1—@(C)]

i=1 i=k+1

k Sy =\t (G
Sy(p, o) = —;4—%2(%) - []_—((}W))]

=1 i=k+1
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En las expresiones anteriores ®, y ®, son las derivadas de @(.) respecto de pu y o
respectivamente.
Para encontrat (fi, o), resolvemos el par de ecuaciones simultdneas

Si(p,o) =10 (5.21)
So(p, o) =10 (5.22)

Podemos observar quedo que se tiene es un sistema de ecuaciones no lineales con
respecto de vy o, lagreliales no son faciles de resolver de manera algebraica, por lo
que esta vez recurrirenios™a las herramientas numéricas, tales como el algoritmo de
Newton-Raphson. En R-préject existe la funcién NLM, la cual tiene implementado ya
el algoritmo de Newton y es_dé fdcil manejo (ver apéndice). Con esta funcién podemos
obtener los valores de (i, 7).

Para este caso la funcién de informa€idn esta dada por

_ Ill(”:‘j—) Jrl?(!‘*‘zza—) ¢
I(p, o) = [ Tili.o) In(io) } , (5.23)

donde,
Iu(u,0) = §+Z ‘I’W(C’r)[l[l— ?éiczl)? 2,(CIP
La(p,0) = éé(lm”%) +i§1 8. (CHl —f(_cggg)ip(a-)@g(a):
Li(p,0) = ;é(l“"’%) +i§1 Pu0(Cr)[1 —f(_cgg grﬁ;(cr,-)<1>c,(c*,-)=
Do(p,0) = —% + J—Z z:: (%) L ;l (I)W(G)[l[l_—q)t(luc(rg}_)ﬁ (@, (C1*

Se define la siguiente notacién @, = *®/0p?, ©,, = P®/dpc y ,,= FPd/dc>.

Intervalos de verosimilitud-confianza
Para calcular los intervalos de verosimilitud, haremos uso de la funcién de leg¥erosimi-
litud relativa de p vy o, dada por:

'J”(p:: g) = F(Pz J) - F(!& a—)

Itervalo de verosimilitud para g
El intervalo de verosimilitud de 100p % para ju se obtiene al resolver la ecuacién

Fmaz(p) — logp = r(p,o(p)) — logp = 0.
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Los extremos del intervalo son las raices de esta ecuacidn.

Itervalo de*Verosimilitud para o
El intervalo déwerosimilitud de 100p % para o se obtiene al resolver la

Tmaz(0) — logp = r(p(e), 0) — logp = 0.

Los extremos del intervalo son las raices de esta ecuacion.
Intervalos de confianza de aproximacién normal
Los intervalos de 100(1 <« )% de confianza para vy o estdn dados por

|:£f: ra:| = ra' + Z{l—rx;"’Q}é“%ﬁ: (:}24)
}!
[g, 7\ 6 £ 2(1-a/2)35, (5.25)

donde z,), es el p-cuantil de la_distribticién normal estandar, és; y €5, son las raices
cuadradas de las estimaciones de-168 elemiéntos diagonales de la matriz de varianzas-
covarianzas.

5.1.4. Modelo Pareto

Supodngase que Yy, Yo, ..., Y, €s una muestra aleatoria de'n observaciones, las cuales pro-
ceden de una poblacion con distribucién Paréto de parimetros «, k, donde vy, yo, ..., Y&
son k observaciones no censuradas v Ypi1, Ypsos .-, Yo SONLM=n-k) observaciones censu-
radas por la derecha en algiin valor C,. De (4.3.1) la funcién de verosimilitud para este
caso se construye como sigue:

k n
8(1
L, 6;y) H ;ZH H ( ) (5.26)

=1 ~t i=k+1

v la funcién de log-verosimilitud estd dada como sigue

k n
((a,0;y) =klno +nalnf — (a+ 1) Z Iny, —a Z In C, (5.27)
i=1 i=k+1

La funcién score para el caso de tener dos parametros de acuerdo a (4.5) esta dada_por

S(a, 0) = [ 3:&: g% } | (5.28)

donde,
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k T
Si(a, 0) = % +nlnf — Z Iny, — Z InC,,

i=1 i=k+1
no

}S{Q(Ct’: 6') = —

Para encontrar (é, r’;) resplvemos el par de ecuaciones simultdneas
Si(a,8) =0, (5.29)
Sy, 8) = 0. (5.30)

De las ecuaciones anteriores seflene-que

€=y

m
S 4wy + 337, nC, —nlnf’

Donde yny = minfyi, y2. ..., yn) es @ primer estadistico de orden muestral [27].

a =

5.2. Estimacion para truncamiento por la izquierda

5.2.1. Modelo Exponencial

Supodngase que Y1, ¥a, ..., Yo €8 una muestra aleatoria de n gbservaciones, las cuales pro-
ceden de una poblacidn con distribucion exponencial de parametro ¢, donde vy, v, ..., Y&
son k observaciones censuradas por la izquierda en un valor comvin vy ¥ ¥er1, Yesos -oos Un
son (m=n-k) observaciones no censuradas. Si se trunca por la izguierda en el valor iy,
entonces de (4.3.2) la funcién de verosimilitud estd dada como sigde:

-—y“-"’l'?
L(#:y) H p— (5.31)
i=k+1
La funcién de log-verosimilitud es
miyo 1 &
€(f,y) = — —mlnf — - ;. 532
(thy) =~ 2 ,-;1 y ©32)

La funcién score y la funcién de informacién son, respectivamente

miys m .
S(6)= 3 Z vi— g g (5.33)
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2 — 2myy  m o
O)=2 > v-—0% — g (5.34)
i=k+1

Para encontih§, resolvemos S(#) =0, de este modo
5 Yi .
b= L _y,. (5.35)

El intervalo de confianzaypara €, lo obtenemos como en la ecuacion (5.8).

5.2.2. Modelo Weibull

Suponga que Y1, Y2, ..., Yo €s unginuestra aleatoria de n observaciones, las cuales proce-
den de una poblacién con distribucién Weibull con pardmetros A y 3, donde vy, 4o, ..., Y
son k observaciones censuradas porla izquierda en un valor comuin 4o v 4ee1, Yss2,s ooy Un
son (m=n-k) observaciones no censutadas. Si se trunca por la izquierda en g, entonces
de (4.3.2) la funcién de verosimilitud esta*dada como sigue:

A
A3y, e

L= [T

— (5.36)
icke R, 0
v la funcion de log-verosimilitud estd dada”come
T T
(N By =mIn A +mln g+ m/\yf £(5-1) Z Iny; — A Z v (5.37)
) i=k+1
Luego, la funcién score esta dada por
. S1(A, 8)

i A u'j == - : I, . :}: 8
SO.6) [ 5:(6.5) | (538)

donde,

113

i m .
Sl()‘:ﬁ) = —+ T]"l-',",fnj - Z 'i)’j

A :
i=k+1
Sa(N, B) = 'n; +mAye” Inyo + Z Iny; — A Z -_.',rf In y;.

i=k+1 i=k+1

El par de estimadores (A, 3), se obtienen como en la seccién anterior, asi, para encontrar
A resolvemos la ecuacién S (A, 8) = 0 de donde se obtiene que

- m
AB) = —
Dicki1 '-":’::3

— '.'n.-_.;rg
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Este es glestimador de maxima verosimilitud de A cuando suponemos que conocemos
a 3. Para obtener 3 el estimador de maxima verosimilitud de 3, sustituimos \en la
ecuacion S¥(X;3) y resolvemos para § como sigue:

Sea,
g(B3) ="Sa(\3),5)
_om m2yf 111.;;{, - Z Iy, — mYy i L+1 v Iny,
B e v —myy & i S eyl — myg

La ecuacién g(3) = 0 puede sef resuelta via el método de Newton.

Como ya habiamos mencionado en la seccién anterior, el pardmetro A no representa
una cantidad de interés, por 10" gu&obtenemos ¢(#, 3) sustituyendo A\ = 87 dentro de
la expresion £( A, 3). Luego, la ectiacién de logverosimilitud queda como sigue

08, 8)=—mBlnf+mlns+ mb & l,fﬂ Z Iny, — 6" Z .-,:I (5.39)

i=k+1 i=k+1

La funcién de informacion (6, 89, eswobtenidasde la ecuacion anterior y esta dada por

e Ill J?-].2
1(8,38) =
©.4 [121 {2
donde,
) mp3
In(0.8) = ——5 —mB(8+1)¢" @8 4 B(8 4 1)97%2 Z 2
i=k+1
i m T i
I2(0,8) = 7 +mBo~ Pyl Inyy — mBe~ Pyl n 0 Fmo— Py
—B6=D 3" iy, + 46~ Ing Yyl —gSE Dy,
i=k+1 i=k+1 Skt 1
m
In(0,8) = ? +mB0~ Py Inyy — mBe~ By In 6 4+ me~ Py
T T TL
—(3+1) Z -_.i;f In Ui +|{’jf)-{:‘3+l} Ing Z yf _9—{:‘3+1} Z '_",-'f;
i=k+1 i=k+1 =kl
P m &} Ba—31,.2
In(6,8) = 2 mb™ .',.-n In? yo + 2m# 7 1n By, Inyg — my, 07 In" 0
+077 )yl — 2070 Y yllny + 60 m%0 >yl
i=k+1 i=k+1 i=k+1

Los intervalos de confianza para 6 y 8 se obtienen como en (5.17) y (5.18).
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5.2.3. - Modelo Lognormal

Suponga quiey;, ¥, ..., Y, es una muestra aleatoria de n observaciones, las cuales pro-
ceden de unh’\poblacién con distribucién Lognormal con pardmetros p y o, donde
Y1, Y2, -, Y SO K 'observaciones censurados por la izquierda en un valor comin y, y
Y1 s Yrs2s -os U BON' (m=n-k) observaciones no censuradas. Si se trunca por la izquier-
da en y,, entoncesdafunciéon de verosimilitud esta dada como sigue:

Ly, 0)
Lip,ory) = H 7 Pl

1
i=k+1 ,fn

¥ "1 1 (Iny;, — p )2
—exp |—=
(\/_J[l— (?}n]) ,111 Yi [ 2( o
1 " Iny — ,u) ool
exp ~3 —.
(\/ﬁg[l - (I)('-":"O)]) [ ( ] :‘=111 Yi

La funcién de log-verosimilitud éstd dada conio sigue

T 1 n lnw — 2
Up,o;y) = —mIn(vV2ra[l — ©(yo)]) = Z In ()= 3 Z (M) . (5.40)

a
i h+1 i=k+1

Luego, la funcién Score esta dada por

_ | Silwyo) | _ | Op,0)]Op 5
S(p, o) = [ So(,0) | = | 06(u, o) /0 (541)
donde,
m®, (yo) 1 — Iny, — p
Silwo) = qoermt— > (—— ),
1o o2\ o
m  m®,(yo) 1 <~ (lny;—p\°
So(po) = ——+—F—=+— (7
o [1—P(yo)] g:';rl o
Para este caso funcién de informacion esta dada por
_E}Zt‘.'{;.lr.,a} _E?%P.'{;‘.r.,a}
I(;L:G') _ Ill(ru'ig) IIQ(#':G—) — az;‘?}zz a;i‘pdcl (:}42)
Iyy(p.0) In(p,0) - ??}{zg:} - g,‘;‘;“'}
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donde,
I o om®@,, (o)1 — (o)) +m[Pu(yo)]2 | m
S T 0w o
m®,..(yo)[1 — P(yo)] + Mm@, (yo)Po(yo) 2 In Iny; —p
La(p,0) =7 ~aluelw)l -0 ],m PR —zZ =
P g lyo)[1 — P(yo)] + mP,.(y (o) 2 « Iny; —p
In(uo) = —" o)l [1—011;0 o 1(40)®o (40 _ZZ myi =i\
+
m Py ()1 — ®( -.i,rn )4+ m[®,(yo)]? 3 = [Iny —p 2
o) =~ - = a0 =PI e
s}

Los intervalos de confianza parags ¥ ¢ se obtienen como en (5.49) y (5.50).

5.2.4. Modelo Pareto tipo\Il

Suponga que Y1, Y2, ..., Yo €8 una muestra aleatoria de n observaciones, las cuales proce-
den de una poblacién con distribieién Paret con parametros «v v 6, donde y1, ¥, ..., Yk
son k observaciones censurados per la izquierdaen un valor comuin ¥y v Yer1, Yre2s - Yn
son (m=n-k) observaciones no censuradas. Si‘seArunca por la izquierda en 1, entonces
la funcién de verosimilitud estd dada gomo sigué:

Lo, 8;1) H ",f:;tl‘;fg)

1—F(yg eyt
L= F(yg a3 0)]
n ™
(yi+0)~+1
= S
i=k+1 (yo+0)>
La funcién de log-verosimilitud esta dada como

T

(o, 0;y) =mna+maln(yy + 0) — (o + 1) Z In(y; 4'6). (5.43)

i=k+1

Luego, la funcién score esta dada por

_ | S, 8) £ AL
S, 8) = [ Sy(.0) | (5.44)
donde,
Si(a,8) = — —I— mIn(yy +6) Z In(y; +6),
i=k+1
mao - 1
Sy(ar, ) = i (a+1) _Z "
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Para engentrar (d, 3), resolvemos el par de ecuaciones simultédneas

Si(a, 8) =10, (
Sa(a, 3) = 0. (

o

o

Resolviendo algebtaicamente S («, 3) = 0 se tiene que

A(g) _ m . m
N ST (s +0) —mn(y+6) s

donde, s = 3", | In(y; ~8)—mIn(yo+0). Para calcular f, sustituimos &(6) en Sy (cv, )
con lo cual obtenemos

h? m ~— 1 1
Sa(A, B) = —F5)— — y, +0) (y; +0)
%A 6) s(yo +8) o s 1';1 (v + ) :‘=LZ-+1 (v: +6)

Sea ahora g(6) = S3(a(6),0). La ecuacién g(f) = 0 puede ser resuelta utilizando el
método de Newton.

Antes de calcular los intervalos dé confianza, necesitamos obtener la matriz de infor-
macion, la cual se define de la siguiente manéra

) _ Ill(a': 6) 112(0’:6’) =
I((.l': 8) a [ 121((1': 6’) IQQ(LY:H) ' ('-}.47)
donde,
m
Ill(('r:g) = ?
m ~ 1
Il 8) = — + ;
12(, 0) yo+0 1-;1 yi+ 0
m ~ 1
(e, 8) = — + —_—,
21(,6) Yo+ 0 ,-;1 yi+0°
me - 1
Ip(a,f) = — —(a+1 —_—.
(e, 6) (yo +6)? (a+1) _Z (yi +0)?
i=k+1
Intervalos de verosimilitud-confianza
La funcién de log-verosimilitud relativa de a y # estd dada como
r(en 8) = min(a) + maln(yy +6) — (o + 1) Z In(y; +6) — £(a.6). (5.48)

i=k+1
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Intervale de verosimilitud para ¢
Para encentrar el intervalo de verosimilitud de 100p % para # resolvemos la ecuacién

Fmaz (0) — In(p) = r(a(6),0) —lnp =0,

o equivalentenfente, sustitivendo &(#) dentro de la ecuacién (5.48)

2 m
mIn (E) & In(yo +6) — (E + 1) Z In(y, +6) — (¢, 0) —Inp=0.
¥ § i=1

L]

Las raices encontradas somlos extremos del intervalo de verosimilitud

Intervalo de verosimilitud’para o
Para encontrar el intervalo de{verosimilitud de 100p % para a resolvemos la ecuacion

Tmaz(@) M) = r(a, é(cr)) —lnp=20

Para encontrar é(cr): el EMV de # dado «, debemos resolver la ecuacién Sy(a, ) = 0
v el resultado encontrado mediante métodos numéricos, lo sustituimos dentro de la
ecuacion. Luego, entonces se tien€ que resolver
T
mIn(a) + maIn(yo + 0(a)) AT 1) Z In(y; +0(a)) — ((&.0) —lnp= 0,
i=k ¥

las raices de esta ecuacion son los extremos del mitervalo de verosimilitud para a.

Intervalos de confianza de aproximacién normal
Los intervalos de 100(1 — o) % de confianza para « y festian dados por

[, @] = & & 2(1-a/2)f34. (5.49)
}.’
{_6]: E)”} = 0+ 2(1_0/2)6%. (5.50)

donde z,), es el p-cuantil de la distribucién normal estdndar, és; ¥ €5; $on las raices
cuadradas de las estimaciones de los elementos diagonales de la matriz dé varianzas-
covarianzas.

5.3. Estimacién para truncamiento por la izquierda
y censura por la derecha

5.3.1. Modelo Exponencial

Supodngase que Y1, ¥a, ..., Y, €8 una muestra aleatoria que se ha truncado por la izquierda
en vy las cuales proceden de una poblacién con distribucién exponencial de pardmetro
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6, donded , yo, ..., yr. son k observaciones no censuradas v ygs1, Yes2, .., Yn son (m=n-k)
observaciéngs censuradas por la derecha en algin valor C;.. La funcién de verosimilitud
para este cas6 esta dada por:

l_.[:r-—l GP /8 l_.[:r—|l+l _CJ‘-’M

1_.[:'=1 e~ /0

Luego, la funcién de logfverosimilitud estd dada como sigue

L(0;y) = (5.51)

00, 272 kg — —Z’h p Z C, + @. (5.52)

i=k+1

La funcién Score y la funcién'desinformacion para este caso son, respectivamente

kT AAE 'n.',rn )
SO)=-5+ 2 > i+ - Z C, — —, (5.53)
) i=k+1
¥/ 2 < 2'.'?:;
I(0) = L 9 Z UNF Z Cr — n_ (5.54)
i=1 1—|l+l

Para encontrar # resolvemos S(6) =03de este modo

21— Yi 1 Z:—R+l Yo

g = p : (5.55)

es el estimador de méaxima verosimilitud de € para el modéln exponencial con muestras
truncadas por la izquierda y censuradas por la derecha.

5.3.2. Modelo Weibull

Supongase que Y1, ¥a, ..., Y, €8 una muestra aleatoria que se ha truncade por la izquierda
en 1, las cuales proceden de una poblacion con distribucién Weibull'eon parametros Ay
&, donde ¥y, ya, ..., Y. son k observaciones no censuradas v Yy, Ypros - 4 son (m=n-k)
observaciones censuradas por la derecha en algin valor C,. La funcién de yerosimilitud
para este caso esta dada por:

k a, 3—1 —Ay‘:i T _ac?
I |:‘=1 /\.Lj.")'f e 7 IIi=k+1 e
. .
n —Ay!
[T, e

Luego, la funcién de log-verosimilitud esta dada como sigue

LA, Bsy) = ®56)

ke k T
(N Biy)=kInA+klnB+(B-1)) Iny; =AYy =X Y C/+ndyy. (557

i=1 i=1 i=k+1
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La funcign seore para este caso esta dada por

o _ | S\ 8)
S(A,8) = [ Sy(\. 8) } . (5.58)
Donde,
3 k
S\ B) = o .',rI Z c? —I—n.',rn
i=1 i=k+i

k
Sa(A, 8) _+Z]I1U:—/\ZU: Iny, — A Z C?InC, +nAy§ nys.

=i i=i i=k+i
Luego, ) se obtiene al resolver S (Ae3) = 0 y esta dado por
. k

V() JE N N — (5.59)
Zi:i '."f}g + ikt Y —ny,

Para obtener 3, plocedemm cono en el caso para datos censurados o truncados defi-
niendo g(3) = S2(A(8), 8) v resolviende g(5) =0y para ello haremos uso de el método
numérico de Newton-Raphson.

5.3.3. Modelo Pareto 11

Supongase que yy, Yo, ..., Y, €8 una muestra aléatoria queSeha truncado por la izquierda
en Y, las cuales proceden de una poblacién con distribuciéwPareto tipo II con pardme-
tros a y €, donde yy, yo, ..., y;. son k observaciones no censuradas v Y1, Yrros - Yn SOD
(m=n-k) observaciones censuradas por la derecha en algin‘walor C,. La funcién de
verosimilitud para este caso estd dada por

k o™
l_.[r i(y; _Hn“—l l_.[r k+i (Cr +|9}“

l—.[n. g
i=i (yn+0)"

Luego, la funcién de log-verosimilitud esta dada como sigue:

Liev, 05 y) = (5.60)

ke i
(e, 0;9) = klna — (o + 1) Z In(y; +6) —a Z In(C, +6) + naln(yy + 0)-, (561)

i=1 i=k+1

La funcién score para este caso esta dada por

mmmz[ggﬁ”. (5.62)
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Donde,

T

k
Sy, 0) = % — Z In(y; +6) — Z In(C, + 6) + nln(y, + 6),

i=1 i=k+1
ne k 1 - 1
Solt )= ——r —(a+1) Y ——n — —_—
i (yo +6) (+1) 221: (yi +0) :'=LZ-+1 (Cr +8)

Para obtener el EMYV 'deyy, resolvemos la ecuacién Si(«, #) = 0, teniendo que

k k
b= — _ - (5.63)
Syl + >, In(C 4+ 0) —nln(yy+60) s

donde s = Zle In(y; 4+ 0) + Youipy In(C, + 6) — nln(ye + 6). Por otro lado, para
obtener el EMV de 8 definimos g(#) = Sa(&(#), 8) v resolvemos g(#) = 0, via método
de Newton-Raphson.

5.4. Algoritmo de ‘mplementacion

Al resolver los sistemas de ecuaciones jpara obtener los estimadores de méaxima vero-
similitud, en la mayoria de los casos, estes son‘no-lineales y no son faciles de resolver
de manera algebraica, por lo que se récurre al método numérico de Newton-Raphson
para su solucién. El método de Newton-Raphson ed"eficiente en la solucién de sistemas
de ecuaciones no lineales, converge muy rapidamente’y proporciona una muy buena
precision en los resultados [7].

En R-project existe la funcién NLM, la cual tiene implementadotel algoritmo de Newton
y su manejo no es muy dificil, los programas realizados en'#a plataforma R para la
obtencion de los estimadores de los pardametros, siguen el siguiente algoritmo:

1. Se introducen los datos observados y censurados.

2. Se define la funcion de verosimilitud para la distribucién desead4.

3. Dar valores iniciales para la utilizacion del método de Newton-RaphSont:
4. Se llama a la funcién NLM.

5. Salida de resultados. Estimadores y matriz de informacion.

En el apendice (B.5) se muestra la descripcién y el uso de la funcién NLM.




Capitulo 6

Aplicaciones

La mayoria de las personas hace_planes y tiene expectativas acerca del curso que se-
guird su vida. Sin embargo, la expériencia nos ensena que los planes no se desarrollan
con certeza y algunas veces las expedtativas no se realizan ya que los planes se frustran
debido a que estaban construidos sobte=suipuestos irreales, en otras situaciones inter-
fieren circunstancias fortuitas..No es agradable pensar en los riesgos que se corren a
diario como una enfermedad, un _a€cidente wehicular, o el robo residencial. Sin embar-
go, se debe contemplar la posibilidad)de quefestos riesgos podrian ocurrir, para estos
casos un seguro puede significar una.valiosa alternativa en caso de emergencia, o bien,
para estar preparados ante cualquier tipe de actidentes o enfermedad para resguardar
nuestra salud, bienestar y para protegerdos’en coiffra‘de reveses financieros severos.

En el negocio de la oferta de seguros existen tzes clases deSeguros: los seguros generales,
los seguros de vida y los seguros de salud.

6.1. Datos censurados por la derecha,

gy en dia el aumento en el costo de la atencién médica, dificulta quéla mayoria de la
poblacién tenga acceso a servicios de salud de calidad, sobre todo ante e¥entos inespe-
rados como lo son los accidentes, por lo que contar con un programa que gubra estas
eventualidades resulta necesario e incluso imprescindible, para ayudarnos asolventar
los fuertes gastos hospitalarios y médicos que podrian requerirse para recupdras’ nuestra
salud o la de algtin ser querido. Un seguro de gastos médicos puede significar uiatwaliosa
alternativa en estos casos.

En la tabla siguiente se ilustra una muestra aleatoria de 20 importes totales pagados
a trabajadores por reembolso de gastos médicos; aunque se desconoce el esquema de
aseguramiento en particular, utilizaremos esta informacién para ilustrar las aplicaciones
que presenta este trabajo.
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126 | 155 | 161 243 294 340 384
ST7 974 11193 | 1340 | 1 884 | 2558 | 15 743

27, | 82 | 11!
457 | 680 | 85!

al

by

Tabla 6.1: Importes pagados a trabajadores por reembolso ($).

Supodngase que estos datos fueron censurados por la derecha en 250, en un limite de
cobertura, asi, los.datos sobre los cuales se hardn inferencia son: 27, 82, 115, 126, 155,
161, 243, 4250, 4250, 4250, 4250, +250, +250, +250, +250, +250, +250, +250, +250,
+250. Se desea conocefla pérdida media estimada por estos gastos médicos.

Lo primero serd identificat un_modelo tedrico al cual se puedan ajustar bien dichas
observaciones, para posteriorimente hacer inferencia sobre la pérdida media estimada
por estos gastos médicos.

Se proponen los modelos tedricos EXponencial, Weibull y Lognormal.

Mediante el uso del software R-Projects.se calculan los estimadores de maxima verosi-
militud para los parametros de.dichos modelos. Haciendo uso de la teoria para datos
censurados por la derecha, se obtiénen 16s resultados que se muestran en la siguiente
tabla.

Modelo ENV. Media sd
Exponencial | ¢ = 594.143, | 594.143 | 594.143
# = 459.241

Weibull 420.3924] . 311.86

i = 5.990

3 ayal =¥ K /
6= 1.218 338.668 | #548.404

Lognormal

Tabla 6.2: EMVs de los pardmetros, media v desviacién estandar (sd).

Para la seleccion del modelo se utilizaran dos criterios: criterio de infermacion de Akaike
(AIC) y la prueba de razén de verosimilitudes, ambos proveen resultadoes”éficientes.

Para hacer uso de estas pruebas, necesitamos de los siguientes resultados

Modelo Num. de pardmetros | Log-verosimilitud | AIC
Exponencial 1 -51.710 105.420

Weibull 2 -51.373 106.746
Lognormal 2 -59.280 122.560

Tabla 6.3: Valores de la log-verosimilitud y AIC.
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Criterio‘des Akaike.

De la tabla=anterior, por el criterio de Akaike las observaciones se ajustan bastante
bien por un madelo Exponencial con pardmetro estimado # = 594.143, también puede
observarse que”el modelo Weibull con pardmetro de forma 3 = 1.363 y parametro de
escala 6 = 459.241 sigue en orden de importancia.

Prueba de razén de’ verosimilitudes.

Con los resultados de la tabla anterior, y bajo un esquema de pruebas de hipdtesis
tipico, se procede a la seleccidn’ del mejor modelo mediante comparaciones de par en
par. Consideraremos un nivel dé confianza de .95, sirviendo este de referencia para el
comparativo con el cuantil yg] =-3.84 considerado. De este modo si la hipGtesis se
rechaza, quiere decir que el mejoxmodelo es aquel con la log-verosimilitud mas alta de
lo contrario ambos modelos ajustatan.bien a los datos.

Comparacion entre los modelos Exponeicial y Weibull.
1. Hipdétesis: H:Modelog,, = Médelow .
2. Estadistico de prueba:

Y2 = —2[-51.746,— (—514373)] = 0.674

Se observa que x? < x%s; = 3.84, por I§ tanto nolse'rechaza la hipétesis, por lo
que ambos modelos se ajustan bien a los datos. Tomames &l modelo Exponencial con
parametro estimado # = 594.143 por su sencillez.

Comparaciéon entre los modelos Exponencial y Lognormal.
1. Hipétesis: H:Modelog., = Modelogogn
2. Estadistico de prueba:

2= —2[-51.710 — (—59.280)] = —15.14

Se observa que \? < y%s; = 3.84, por lo tanto no se rechaza la hipétesis, dpor lo
que ambos modelos se ajustan bien a los datos. Tomamos el modelo Exponendial ton
parametro estimado # = 594.143.

De acuerdo al criterio de Akaike y a la prueba de razén de verosimilitudes, el modelo
que mejor se ajusta a los datos es el modelo Exponencial con pardmetro 6 = 594.1429.
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6.2. “Datos censurados por la derecha, limite inferior
constante.

El seguro de autos garantiza la posibilidad econémica para hacerle frente a accidentes
viales proporcionando, tranquilidad para el asegurado y es un medio para proteger el
patrimonio de las personas. En el siguiente ejemplo se nos muestran los datos de sinies-
tros en autos compactes en el sureste de México durante 2013. Aunque se desconoce
el esquema de asegurammiento en particular, utilizaremos esta informacion para ilustrar
la aplicaciéon cuando se ti€nen datos censurados por la derecha con un limite inferior
constante.

Considerar los valores de la tabla siguiente, los cuales han sido extraidos de la CNSF
(Comision Nacional de Seguros gnBianzas) [19], donde tinicamente se tienen reclama-
ciones por dafos parciales y por perdida total, con una referencia respecto a los limites
de cobertura, como el deducible y mghto minimo para pérdida total igual al 5% y 50 %
del valor factura, registrado. Se desea“gsaber cual es el costo promedio del siniestro y la
mediana de los costos. Se estudiafd esté caso bajo el modelo Pareto.

Obs Tipo de Pérdida Mentg Siniesfro. Monto deducible Valor factura

x;  Pérdida parcial $5'205.23 $9 373 $187 460
s  Pérdida parcial $57970:88 $24 595 $491 900
x35  Pérdida parcial $192 493.62 $22 265 $445 300
Y1 Pérdida total $246 564.33 $14 840 $296 800
Y2 Pérdida total $273 011.9 $15.0095 $301 900
Y12 Pérdida total $270 853.88 $27 090 $541 800

Tabla 6.4: Siniestros en autos compactos en el sureste de Méxdco durante 2013

Mediante el uso del sofware R, se calculan los estimados de maxima werosimilitud para
los parametros de dicho modelo.

Modelo EMV Media | Mediana
a=1.36
f# = 5205.23

Pareto 19 664.2 | 8 665.338

De acuerdo a la teoria de la seccién (4.2.2) costruimos intervalos de confianza para-la
media v la mediana.

El intervalo de confianza de 95 % para la media E es

(3 919.988, 35 408.42)
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v el intervalo de confianza de 95% para la mediana m es

(2 300.473, 15 030.2).

6.3. Datosdruncados por la izquierda.

Suponga que los valores (e l& tabla (6.1) han sido truncados por la izquierda en 200,
un deducible aplicado. Entonces; los datos a considerar serdn las observaciones mayores
a 200. De este modo la base’desdatos se reduce a lo siguiente: 243, 294, 340, 384, 457,
680, 855, 877, 974, 1 193, 1 34041 884, 2 558, 15 743.

Queremos encontrar la estimaciéon del¢osto promedio de estos reembolsos por gastos
médicos.

Usamos la teoria para el caso de"fener datosAruncados por la izquierda, ajustamos los
datos a un modelo conocido, para élla proponémos los modelos Exponencial, Weibull,
Lognormal y Pareto (II).

La siguiente tabla muestra la estimacién|de'los parametros de dichos modelos.

Modelo EMV Media sd
Exponencial | # =1 787.286 | 1 987.286 | ¥ 787.286
Weibull 8 = 120.050 1 633.396 | 49150.005
3 =0.350
I fi = 6.051 IO S
Lognormal 5 — 1.494 1.833.245 | 4 405.157
, 0=707.98 | o o B
Pareto (IT) & — 1459 2 208.361

Tabla 6.5: EMVs de los parametros, media y desviacion estandar (sdjf

Lo primero que haremos sera seleccionar el modelo que mejor se ajuste a los datos,
nuevamente haremos uso de el Criterio de Informacién de Akaike (AIC) y la prueba de
razén de verosimilitudes.

Para hacer uso de estas pruebas, necesitamos de los siguientes resultados
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Modelo Num. de parametros | Logverosimilitud | AIC
Bxponencial 1 -118.838 239.677

Weibull 2 -114.102 232.204
Lognormal 2 -113.922 231.844
Paretd (I1) 2 -113.776 231.553

Tabla 6.6: Valores de la log-verosimilitud y AIC.
Criterio de Akaike.

De acuerdo a la tabla antefior, por el criterio de Akaike, las observaciones se ajustan
bastante bien por un modeloPareto tipo (II), con pardmetros f = 707.98 y & = 1.4521.
El modelo Lognormal con parémetros estimados 1 = 6.054140 v ¢ = 1.494443, seria el
siguiente modelo en orden de impettancia para ajustar nuestro conjunto de datos.

Prueba de razén de verosimilitudes

Se realizan pruebas de hipétesig para seleccionar el mejor modelo mediante compara-
ciones de par en par. Considerafemios unriiyel de confianza de .95, sirviendo esto de
referencia para el comparativo con ekeuantil X%}S,l = 3.84.
Comparaciéon entre los modelos Exponencial v Weibull.
1. Hipétesis: H:Modelog,, = Modelog e
2. Estadistico de prueba:
w2 ol GG 114 A 2 AT
x? = —2[—118.838 — (—114.102)] =.9.472
Se observa que y? > ;)(3%,5‘1 = 3.84, por lo tanto se rechaza la hipdtesis v el modelo
mas adecuado resulta ser el modelo Weibulll con parametros estimados 0 = 120.030 y
£ = 0.350.
Comparacién entre los modelos Weibull y Lognormal.
1. Hipétesis: H:Modelow.q, = Modelopogn
2. Estadistico de prueba:
X2 = —2[—114.102 — (—113.922)] = 0.36
Se observa que y? < }(;'_‘}]5‘1 = 3.84, por lo tanto no se rechaza la hipotesis v ambod mo-

delos se ajustan bien a los datos, elegimos el modelo Weibulll con parametros estimados
f =120.030 v 5 = 0.350.

Comparacién entre los modelos Weibull y Pareto (1I).
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1. Hipétesis: H: Modelow.;; = Modelopgre
2. Estadistico de prueba:

X2 = —2[—114.102 — (—113.776)] = 0.652

Se observa que Y =*\%. . = 3.84, por lo tanto no se rechaza la hip6tesis. Como ambos
jue x Xo05,1 o I I

modelos se ajustan Hiew los datos, elegimos el modelo Pareto (II) (también podriamos

haber elegido el modelesWeibull).

El criterio de Akaike toma‘como mejor modelo de ajuste al Pareto (II), la prueba de
razon de verosimilitudes ngs dé como eleccion los modelos Weibull, Lognormal y Pareto
(IT), en este caso elegimos el mbdelo Pareto (II) con pardmetros § = 707.98 v & = 1.452.

6.4. Datos truncados.per la izquierda y censurados
por la derecha;

Suponga que los valores de la tablaq(6:1) hansido truncados por la izquierda en 150 y
censurados por la derecha en 1300. Entonces, 105 dédtos a considerar seran de este modo
los siguiente: 155, 161, 243, 294, 340, 3847 457 680,-855, 877, 974, 1193, 1300, 1300,
1300, 1300. Se desea conocer la mediana dé'los costes por reembolso de gastos médicos.

Al igual que en el caso de datos censurados*por la derdécha y datos truncados por la iz-
quierda, vamos a identificar algiin modelo tedrico que se ajste bien a dichas observacio-
nes. Para este caso proponemos cuatro modelos tedricos, 18 cnales son: el Exponencial,
el Weibull, el Lognormal y el Pareto (II).

La siguiente tabla muestra la estimacién de los parametros de diches*modelos.

Modelo EMV
Exponencial | # = 784.417
# = 443.831

Weibull

Lognormal

Pareto (1)

Tabla 6.7: Estimados de maxima verosimilitud de los parametros.
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Lo primero_que haremos serd seleccionar el modelo que mejor se ajuste a los datos,
nuevamerftesharemos uso de el Criterio de Informacién de Akaike (AIC) y la prueba de
razén de veroSimilitudes.

Para hacer uso”de’estas pruebas, necesitamos de los siguientes resultados

Modelo Num. de parametros | Logverosimilitud | AIC
Exponencial 1 -91.979 185.959
Weibull 2 -91.610 187.220
Lognormal 2 -91.713 187.425
Pareto (II) 2 -01.742 187.484

Tabla 6.8¢Valores de la log-verosimilitud y AIC.
Criterio de Akaike.

De acuerdo a la tabla anterior, por él criterio de Akaike, las observaciones se podrian
ajustar bastante bien por un modele exponencial, con pardmetro ¢ = 784.417. El modelo
Weibull con parametros estimddas-fs= 443831 v 5 = .585, seria el siguiente modelo en
orden de importancia para ajustarse.a.nuestro.conjunto de datos.

Prueba de razén de verosimilitudes.

Se realizan pruebas de hipdtesis para selecgionar el'mejor modelo mediante compara-
ciones de par en par. Consideraremos un uivel de confianza de .95, sirviendo esto de
referencia para el comparativo con el cuantiley?; | = 384,
Comparacion entre los modelos Exponencial y Weibull.

1. Hipotesis: H:Modelog,, = Modeloy .y,

2. Estadistico de prueba:

Y2 = —2[-91.979 — (-91.610)] = 0.738

Se observa que x? < Y45, = 3.84, por lo tanto, no se rechaza la hipétesis y ambos
modelos se ajustan a los datos, elegimos el modelo Weibull con parametros/éstimados
f =443.831 v 5 = .585.
Comparacién entre los modelos Weibull y Lognormal.

1. Hipdtesis: H: Modeloy,;, = Modeloy,,,,

2. Estadistico de prueba:

2 = —2(-91.610 — (-91.713)] = —.206
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(g

Se ObSQ que x? < x%hs1 = 3.84, por lo tanto, ambos modelos se ajustan bien a los
datos. E@)s al modelo Weibull con pardametros estimados f = 443.831 v §’ = .585.

Comparaciél@\e los modelos Weibull y Pareto (IT).

1. Hipdtesis: @adefoweib = Modelop,, .,

2. Estadistico de@eba:

(9 2= —2[-91.610 — (—91.742)] = —.264

Se observa que \? < inﬂ/ ;;.84, por lo tanto, ambos modelos se ajustan bien a

los datos. Se elige el modelo ull cuyos pardmetros estimados son § = 443.831 y

B = 585. @/\

De acuerdo al criterio de Akaike, el 1 lo que mejor se ajusta a los datos es el modelo
Exponencial con pardametro § = 784 la prueba de razén de verosimilitudes nos
indica que cualquiera de los ¢ o modelos_se ajusta bien a los datos, elegimos el
modelo Weibull ya que este ge@a al@lo exponencial y es muy versatil, cuyos

pardmetros son f = 443.831 y 3 :@r C
. 7%
/7

<
° %

>
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Resultadosy Conclusiones

7.1. Datos censurados por la derecha.

Costo promedio por reembolso dé/gastos médicos.

En este ejemplo, aunque no conocemes el esquema de aseguramiento en particular,
conocemos el limite de cobertuta’ 250, el cuabres un punto de censura por la derecha.
Cuando los gastos médicos del asgglirado seant mayores al limite de cobertura, los costos
excedentes no seran cubiertos por lazaseguradora. De acuerdo a la prueba de razén de
verosimilitudes y al criterio de Akalke;-el modele”que mejor se ajusta a los datos bajo
el esquema de censura por la derecha, hafa este ca8o particular es el modelo Exponecial
con parametro estimado 0 = 594.14. Se flene ent oncesy que la pérdida media estimada
por reembolso de estos gastos médicos es{de E = 59414 v un intervalo de 95% de
confianza para la media es (153.996, 1034.29),

7.2. Datos censurados por la derecha,limite inferior
constante.

Costo promedio del siniestro. 5

En este ejemplo, la estimacién encontrada permite observar de manera ntds precisa el
costo esperado, y su variacién significativa al 95 %, para los sinietros Individuales que
pudieran ocurrirle a cada uno de los asegurados bajo este esquema especifide. Ira consi-
deracion de los eventos por pérdidas totales (datos censurados por la derechi) Ja través
de una probabilidad en el andlisis, permite complementar y fortalecer los premdsticos
futuros realizados al final del periodo anual, donde tipicamente un costo promiedig se
calcula dividiendo el total de costos individuales entre las unidades aseguradas exigten-
tes.

72
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Mediana de los costos.

Esta maghitud tiene como finalidad observar una estimacion respecto al costo que re-
presenta, desffianera acumulada, el 50 % de los siniestros ocurridos a las unidades asegu-
radas. El intervalo obtenido refleja una muy buena estimacién para que la aseguradora
considere los re€ursos y reservas proporcionales que permitan garantizar fondos suficien-
tes para atender]a demanda y reclamaciones de la mitad (mediana) de los asegurados
con eventos de sinfestres, en funcién de sus pdlizas y politicas de aseguramiento.

7.3. Datos truncados por la izquierda.

Costo promedio por reembolso de gastos médicos.
Al considerar el enfoque de ttuneéamiento por la izquierda, ya sea por las condiciones
propias del fendmeno o como estfategia de andlisis, se puede proceder de dos maneras:

s Desplazar los datos a la izquierda, restando el punto de truncamiento de cada
observacion, v haciendo infereneid sonvencional para estos nuevos datos.

= Ajustar un modelo para leSdatos originales, aceptando que no existe informacion
por debajo del punto truncamiento.

En este ejemplo particular, no se desplazan los'datoes, evitando asi, posibles problemas de
especificacién o definicién del modelo, de actierdo.adaprueba de razon de verosimilitudes
v al eriterio de Akaike, el modelo que mejefse ajusta‘ados datos es el modelo Pareto (I1)
con parametros g = 707.98 y & = 1.4521  Bemlo tanto.el pago promedio por reembolso
de gastos médicos, con este deducible de 200%s 1 = 2208.361.

7.4. Datos truncados por la izquierda y censurados
por la derecha.

El truncamiento por la izquierda ocurre cuando la aseguradora aplicay un deducible d.
Cuando un asegurado tenga una pérdida menor que d, éste decidira pagar los costos
con sus propios recursos sin informar a la aseguradora. Si la pérdida e mayor que d,
lo reportard y exigira los beneficios contratados, en este ejemplo 150 serigeelymonto del
deducible y 1300 seria el limite de cobertura, el cual es un punto de censira por la
derecha.

De acuerdo al criterio de Akaike, el modelo que mejor se ajusta a los datos es el modelo
Exponencial con parimetro g = 784.4167, la prueba de razon de verosimilitude§ nos
indica que cualquiera de los cuatro modelos se ajusta bien a los datos, elegimos(el
modelo Weibull ya que este generaliza al modelo exponencial y es muy versatil, cuyos
parametros son § = 443.8309 Y } = .5850329.
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Mediana de los Costo por reembolso de gastos médicos.

La mediafiasde los costos, para este ejemplo particular es m = 626.35 un intervalo de
95 % de confiinza para la mediana es (247.7388,1004.9675), de acuerdo a la informa-
cién del intervalo obtenido, la aseguradora debera considerar los recursos y reservas
proporcionales®qué permitan garantizar fondos suficientes para atender la demanda v
reclamaciones dg la’ mitad (mediana) de los asegurados, en funcién de sus pélizas y

politicas de aseguramiento.

7.5. Conclusiones generales

Sin lugar a dudas, en un futdro no muy lejano, aparecera algin fendmeno, el cual su
estudio sera de interés para algunos investigadores, donde podran presentarse mues-
tras, cuyas observaciones presenten censura, truncamiento, o ambas, dicho fendmeno
podra ser estudiado desde un punté-de vista paramétrico. En el presente trabajo se
exhorta a hacer uso de la inferencia parameétrica mediante el uso de la metodologia de
maxima verosimilitud.

Toda la teoria estudiada es préselitada €n jina aplicacién, tanto en censura por la
derecha, truncamiento por la izquierda~y también cuando se presenta el caso de tener
un truncamiento por la izquierda w ¢ehsura pet la derecha, los cdlculos para obtener
los estimadores de méaxima verosimilitnd _de los distintos modelos propuestos, asi como
para obtener los intervalos de confianza’ se'abtienenaitilizando el software estadistico R,
la cual es una herramienta que nos permiteestimarJlosdiferentes parametros y obtener
la informacion necesaria.




Apéndice A

Programas para calcular los EMV

A.1. Programas para muestras censuradas por la
derecha

Exponencial con censura por’la derecha
# programa para estimar el pdrametro\f de la distribucién exponencial para
datos censurados por la derechas

# datos observados

xobs=c(27,82,115,126,155,161,243)

# datos censurados por la derecha
xcr=c(250,250,250,250,250, 250,250, 2504 250, 2504250, 250, 250)
data=c(xobs,xcr)

k=length(xobs)

verosi=function(teta)

{

ele=sum(dexp(xobs,tetal1],log=T))+sum(pexp(xcr,tetafl], lower.tail=F,log.p=T))
return(-ele)

}

p=c(500)
(out=nlm(verosi,p,hessian=T)$estimate)

#se obtiene el valor de # como:
t=1/o0ut

Weibull con censura por la derecha
# programa para estimar los pardmetros § y 6 de la distribucién Weibull para
datos censurados por la derecha.
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# datos<observados

xobs=c(274;82,115,126,155,161,243)

# datos censurados por la derecha
xcr=c(250,250,250,250,250,250,250,250,250,250,250,250,250)

verosimil=function(p)
{
ele=sum(dweibull(xobs,p[1],p[2],1log=T))
+sum(pweibull (xck,pl1],p[2],lower.tail=F,log.p=T))
return(-ele)

}

p=c(1,10)
(out=nlm(verosimil,p,hessian=T)$estimate)

# los valores de § y f se tienen\como:
b=out [1]
t=out [2]

Lognormal con censura por la derécha
# programa para estimar los parametro i ¥y g de la distribucién Lognormal
para datos censurados por la derecha.

# datos observados

xobs=c(27,82,115,126,155,161,243)

# datos censurados por la derecha
xcr=c(250,250,250,250,250,250,250,250,250,250,250,250,250)

verosimil=function(p)
{
ele=sum(dlnorm(xobs,p[1],p[2],1log=T))
+sum(plnorm(xcr,p[1],p[2],lower.tail=T,log.p=T))
return(-ele)

}

p=c(5.9,1.21)
(out=nlm(verosimil,p,hessian=T)$estimate)

# los valores de i y o se tienen como:
mu=out [1]
sigma=out [2]
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T

A.2. ./ Programas para muestras truncadas por la iz-

Guierda

Exponencial ¢én truncamiento por la izquierda

# Datos observados
xt=c(243,294,3404384,457,680,855,877,974,1193,1340,1884,2558,15743)
m=length(xt)

x0=200

verosimil=function(p)
{
ele=sum(dexp (xt,p[1]ilog =T))
~-m* (pexp (x0,p[1], lower=F,log=T))
return(-ele)

}

p=c (100)
(thetag=nlm(verosimil,p,hessian=T)$estimate)
#E1 valor para f se obtiene comb}

t=1/thetag

Weibull con truncamiento por la izquiexda

# Datos observados
xt=c(243,294,340,384,457,680,855,877,974,1193,1340, 1884 ,2558,15743)
m=length(xt)

x0=200

verosimil=function(p)
{
ele=sum(dweibull (xt,p[1],p[2],1log=T))
- (m* (pweibull(200,p[1],p[2],lower=F, log=T)))
return(-ele)

}

p=c(.1,1)
(thetag=nlm(verosimil,p,hessian=T)$estimate)
# los valores de § y  se tienen como:
b=thetag[1]

t=thetag[2]
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Lognormal.con truncamiento por la izquierda

# Datos<observados
xt=c(243,294,340,384,457,680,855,877,974,1193,1340,1884,2558,15743)
m=length(xt)

x0=200

verosimil=function(p)
{
ele=sum(dlnorm(xt,p[1],p[2],1log=T))
- (m* (plnorm(200,p [11,p[2], lower=F,log=T)))
return(-ele)

}

p=c(200,20)
(thetag=nlm(verosimil,p,hessian=T)$estimate)
# los valores de i y o se tienenvcomo:
mu=thetag [1]

sigma=thetag[2]

A.3. Programas para-muestras truncadas por la iz-
quierda y censura por la-derecha

Exponencial con truncamiento por lasizquierda ¥y ‘censura por la derecha
x0=150

xobs=c(155,161,243,294,340,384,457,680,855,877,974,1193)
xcr=c(1300,1300,1300, 1300)

data=c(xobs,xcr)

k=length(xobs)

m=length(xcr)

n=length(data)

-

#E1 valor para fl se obtiene como:
t=(sum(data)-(nx0)) /k

Weibull con truncamiento por la izquierda y censura por la derecha
x0=150

xobs=c(155,161,243,294,340,384,457,680,855,877,974,1193)
xcr=c(1300,1300,1300, 1300)

data=c(xobs,xcr)

k=length(xobs)
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n=length(data)

verosimil=finction(p)

{

ele=sum(dweibull (xobs,p[1] ,p[2],log=T))
+sum(pweibulllxcr,pl[1],p[2],lower.tail=F,log.p=T))
—-(n(pweibull (450, p[1],p[2] ,lower=F,log=T)))
return(-ele)

}
p=c(.5,970)

(out=nlm(verosimil,p,hessidn=T)$estimate)

# los valores de § y # se tienen como:
b=out [1]

t=out [2]




Apéndice B

Funciones especiales en R

B.1. Distribucion Exponencial
Descripcion

Funcion de densidad, funcién dé distribucidnefuncion cuantil y generacién aleatoria de
la distribucién exponencial con razon rate (¥e._mean 1/rate).

Uso

dexp(x, rate=1, log=FALSE)

xp(q, rate=1, lower.tail=TRUE, log.p==FALSE)
qexp(p, rate=1, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE)
rexp(n, rate=1)

Argumentos
X, q Vector de cuantiles.
P Vector de probabilidades.
n Nimero de observaciongg. Si length(n)>1 la
longitud se toma como el niimero requerido.
rate Vector de razones.

log, log.p Ldgico; si es TRUE, las probabilidades de p
estan dadas como log(p).

lower.tail Ldgico; si es TRUE(default), las probabilida-
des son P[X < z], en otro caso P[X > z|.

30
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B.2. ./ Distribucién Lognormal
Descripcién

Funcion de denisidad, funcién de distribucién, funcién cuantil y generacién aleatoria de
la distribucién logmerinal cuya media es igual a meanlog y desviacion estandar sdlog.

Uso

@mrm(x meanlog=0, gllog=1, log=FALSE)

plnorm(q, meanlog=0, sdlog=}, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE)
glnorm(p, meanlog=0, sdleg=#, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE)
rlnorm(n, meanlog=0, sdlog=l)

Argumentos
X, q Vector de cuantiles.
p Vector de probabilidades.
n Numero de obsérvaciones..Si length(n)>1 la

longitud se toma como el mitimero requerido.
meanlog, sdlog Media y desviacionjestandar por default to-
ma los valores de"0.y.1 respectivamente.

log, log.p Logico; si es TRUE, las probabilidades de p
estan dadas como log(p).
lower.tail Logico; si es TRUE(defaglt), las prebabilida-

des son P[X < z], en otro_caso P[X >/z].

B.3. Distribuciéon Weibull
Descripcion

Funcién de densidad, funcién de distribucién, funcién cuantil y generdcién aleatoria de
la distribucion Weibull con pardmetros de forma y escala.

Uso

Qveibull

pweibull
gweibull
rweibull

x, shape, scale=1, log=FALSE)

q, shape, scale=1, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE)
p, shape, scale=1, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE)
n, shape, scale=1)

T ——
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Argu /tcas

X, q Vector de cuantiles.

p %tor de probabilidades.

n nero de observaciones. Si length(n)>1 la

l@ud se toma como el niimero requerido.
shape, scale pa.rd( ros de forma y escala, este iltimo por
defal@ 1.
i es TRUE, las probabilidades de p

Eg, log.p Légico

estédn dac o log(p).
lower.tail Logico; si yE(default), las probabilida-
des son P| _&en otro caso P[X > .
B.4. Distribucién eto

Descripcion ®:

Funcién de densidad, funcién &@ibu o, funcién cuantil y generacion aleatoria de
la distribucién Pareto con paran &_de logalizacion y escala.
Uso —/>* ” :_

dpareto(x, location, shape, log:FALSE(\ ¢

ppareto(q, location, shape)
gpareto(p, location, shape) . o

rpareto(n, location, shape) g
Argumentos

o
@4

G| Vector de cuantiles.

Vector de probabilidades.

Niimero de observaciones. Si length(n)>1 la

longitud se toma como el niimero requerido. )
location, shape alphay k, pardmetros de localizacién y forma

lower.tail Logico; si es TRUE, se regresa el logaritmo @ ;

de la densidad.

‘©

*

=2 =Rl
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| g
B.SO)»‘Iinimizacién no lineal
Descripcié'®

El comando 11(1\}@& acabo una minimizacion de la funcién f utilizando el algoritmo
de Newton.

), ¢
Uso O/

gm(f,p,...,hessian = typesize = rep(l,length(p))
fscale = 1, print.lev

?ndigit — 12,gradtol = 1e-6,
stepmax = max(100 sum((p/typsize)?),1000),

3

steptol = le-6, iterlim check .analyticals = TRUE)
Argumentos 2
f La funcién para ser I‘I]il@ ada. Si el valor de la funcion tiene
un atributo llamado ra@e o ambos atributos el gradien-

valores paramétricossactualizagdos. Deriv regresa una funcion
con el gradiente ade¢nado. Est€ deberfa ser una funcién de
un vector de longitud ido porcualquier otro argumento

te v el hessiano,€stos serégvlizados en el cilculo de los

especificado por el ... ar g)de‘nto. w

p Valores paramétricos de p@a par inimizacion.

Argumento adicional para f.

Fssian Si es TRUE, el hessiano de f en el minin@: devuelve.

ypsize Una estimacion del tamano de cada parametrg en el minimo.

fscale Una estimacién del tamano de f en el mininio.

print level Este gggumento determina el nivel de impresio se lleva a
cabo %ra.nte el proceso de minimizacién. El valor por defecto
es 0 significa que no se produce ninguna impresié valor
de 1 significa que los datos iniciales y finales se im Ny

un valor de 2 significa que toda la informacion de segui i%
se imprimen.

ndigit El nimero de digitos significativos en la funcién f. (?

gradtol Un escalar positivo dando la tolerancia a la que se consider 6
el gradiente escalado o suficientemente cerca de cero para ter-
minar el algoritmo. El gradiente escalado es una medida del @
cambio relativo en f en cada direccién de pli] dividido por el \SE\

cambio relativo en pli]. o

*
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stepl@ . Un escalar positivo que da la longitud maxima permitida de
7 un paso escalado. stepmax se utiliza para evitar pasos que
L causarian que la funcion de optimizacion se desborde, para

® evitar que el algoritmo salga de la zona de interés en el espacio
7 de parametros, o para detectar la divergencia en el algoritmo.
\S\Stepmax se elige lo suficientemente pequeiio para evitar que lo
a?ior ocurra, pero debe ser més grande que cualquier paso

1able anticipado.
steptol U@:a.lar positivo que establece la longitud minima admisi-
ble aso relativo.
iterlim Un niimergsentero positivo que especifica el mimero méaximo
de itentg’e s a ser realizadas antes de que el programa se
termine. a -
check.analyticals Un escalar 16gico especifica que si los gradientes analiticos y

hessianos, sondﬁ‘ﬁcados, deben ser comprobados con las de-
rivadas numeéricas\en los valores iniciales de los parametros.
Esto puede ayudav&etectar gradientes o hessianos mal for-

mulados. 4/
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