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Introduecion

?a Mecénica Celeste 6§ una,rama de la astronomia y la mecdnica que estudia los
movimientos de los cuerpos«e€lestes, Igfcuales se mueven bajo los efectos gravitatorios
que ejercen unos cuerpos sobre otros.(gno de los problemas de la Mecédnica Celeste es
el problema de n cuerpos, el cudl'eonsidera n particulas puntuales, de masa no nula,
sometidas a la ley de gravitaciéon whiversal. Isaac Newton [30] planted este problema
como un modelo del comportamiento'del sistema solar, y lo describié por un sistema
de n ecuaciones diferenciales ordinarias-iio lineales de segundo orden, las cuales son
dificiles de resolver y analizar.

Elproblema para n > 3 atin pefmanece abierto, pero se conocen algunas soluciones
particulares. Una de éstas son las llamadas configuraciones centrales, donde el vector
de aceleracion para cada cuerpo es um-miltiplo es€alar comiin de su vector de posicidn,
considerando el centro de masas ubicad6 en el origen.

El estudio de las configuraciones centrales es impértante por varias razones. Si
se toma una configuraci@y central como condicién ini¢ialide las ecuaciones de movi-
miento, ésta da origen a las inicas soluciones explicitag cefiocidas del problema de n
cuerpos, las lamadas soluciones homogrdficas, donde la cehfiguracién de los cuerpos
permanece invariante bajo homotecias y rotaciones. En partigular, si una solucién
periddica homografica es “rigida”, en el sentido de que la cenfiguracién permanece
similar a la inicial, entonces se dice que es un equilibrio relativg. Smale [35, 36] de-
mostrd que las bifurcaciones en las variedades integrales ocurren” epsconfiguraciones
centrales. gglemas, Saari [34] mostré que la colisién total o el escape parabdlico total
al infinito en el problema de n cuerpos es asintético a una configuracién”Central.

En 1941, Wintner [42] conjeturé que para cualquier eleccién de masasgmyg) . ..., m,,
el niimero de configuraciones centrales, médulo homotecias y rotaciones, esfurito. Mas
recientemente, este problema fue retomado por Smale [37] como uno de los“preble-
mas matematicos para resolverse en el siglo XXI. Hoy dia, este problema permanece
abierto.

En el caso de que la configuraciéon de n cuerpos es colineal v de masas arbitras
rias, Moulton [29] demostré que existen n!/2 diferentes configuraciones centrales. Por
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otro fadg, para n = 3, Euler [9] demostré que hay exactamante tres configuraciones
centrales”Colineales, y Lagrange [17] demostré que hay dos configuraciones centrales
obtenidasfal-eolocar los tres cuerpos en configuraciéon de triangulo equilatero. Es de-
cir, el probléma de 3 cuerpos tiene cinco configuraciones centrales, tres colineales, las
cuales correspenden a las tres posibles permutaciones de tres particulas en una recta,
moédulo rotaciones; v, las otras dos corresponden a las posibles orientaciones de un
triangulo equildtero_en el plano.

Es ampliamente#®onecido que muchos problemas matemaéticos se pueden resolver
de acuerdo a las caraeteristicas de su planteamiento, como problema directo o inver-
so. En el caso del estudio_dé las configuraciones centrales, en el problema directo se
conocen las masas de los n cuefpos y el problema consiste en determinar cuantas con-
figuraciones centrales puedendormar. Por otro lado, en el problema inverso se conoce
la geometria de la configuracién de-n cuerpos, v el problema consiste en encontrar
los valores de las masas para las.etales la configuracién es central. En [15], Hampton
vy Moeckel abordaron el problema directo de configuraciones centrales del problema
plano de 4 cuerpos, y demostraron, que existe un ntmero finito de configuraciones
centrales. Para el caso del problemaiéspacial de 4 cuerpos, la tnica configuracién
central que existe es cuando le§ €uerpos estéaw en los vértices de un tetraedro regular,
ver [19]. Posteriormente, Albouy”y Kaloshin [3] abordaron el problema directo de
configuraciones centrales del problemwa plang de5 cuerpos, vy lograron demostrar que
existe un mimero finito de clases de-eguivalencid.

Un camino alternativo para obtenér eenfiguraciones centrales, es buscar aquellas
conocidas como apiladas (en inglés staekedwcentral configuration), las cuales tienen
un subconjunto de particulas que forman.por si misiiag una configuracion central.
Este concepto fue introducido por Hampton en [14], donde mostré la existencia de
una familia de configuraciones centrales de 5 cuerpos cefila caracteristica de que
dos cuerpos al ser removidos, los tres restantes estan en les_yértices de un triangulo
equildtero. En el mismo articulo, Hampton formuld la siguienté pregunta: Ademas de
las configuraciones colineal simétrica v del cuadrado con una maSalen su centro, jhay
alguna otra configuracion central de 5 cuerpos donde un subcofijunto de 4 cuerpos
formen una configuracion central? La respuesta a esta pregunta'fue dada por Fer-
nandes y et al. [11], quienes demostraron que no hay mas configuracionés\que las ya
citadas por Hampton.

Espa articulo de Hampton ha dado origen a varios articulos donde sé” hédemos-
trado la existencia de otras configuraciones centrales apiladas planas en el'pfohlema
de 5 cuerpos, ver por ejemplo [12, 21, 22].

g El objetivo de esta tesis es estudiar configuraciones centrales del problema plano-de
cuerpos con masas positivas, con un eje de simetria. Para dicho estudio distinguimos
dos casos:
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s Simetria 1: Tres cuerpos localizados sobre el eje de simetria.

s Simetria 2: Un sélo cuerpo localizado sobre el eje de simetria.

Esta tesis-gstd organizada de la siguiente forma. En el Capitulo 1 planteamos
el problema de 7 cuerpos, v a la obtencion de las diez integrales primeras clasi-
cas. Ademads se defihen las configuraciones centrales e introducen las ecuaciones de
Dziobek-Laura—Andoyef, las cuales facilitan el estudio de las configuraciones centra-
les en el plano.

En el Capitulo 2 se plantea el problema de las configuraciones centrales de 5 cuer-
pos en el plano, con las simetrias 1 y 2, ademds mostramos evidencia numérica de la
existencia de estas configurdciofies centrales. En la Seccién 2.1.1 se utiliza el teorema
del Bisector el cual genera condi€lones necesarias para tener configuraciones centrales,
obteniendo como resultado restticeiones en los valores de las variables que describen
las configuraciones. Tomando en €uenta esta informacién, en la Seccidn 2.1.2 se da
evidencia numérica de la existencialde configuraciones centrales que cumplen con la
simetria 1, dentro de las cuales hay nuevas'configuraciones centrales no conocidas has-
ta ahora. En la Seccidn 2.2.2 se’muestra evidencia numeérica para las configuraciones
centrales que cumplen con la simetria 2.

En el Capitulo 3 se da una pruebaanalitica de'la existencia de unas configuraciones
centrales especiales, que fueron encofifradas engl Capitulo 2, las cuales consisten en
configuraciones centrales de 5 cuerpos donde cuatro/particulas forman un rombo y la
quinta esta sobre un eje de simetria del rombo quespasa por dos particulas. Ademas
se muestra la existencia de configuracion ¢entral paraselcaso donde el rombo es un
cuadrado. Por iltimo, se prueba que dada la eonfiguracién_eentral de 5 cuerpos, existe
un tnico valor en las masas, es decir damos la unicidad para, el problema inverso.

Parte de los resultados originales de este trabajo estdn en‘el Capitulo 4, donde
demostramos analiticamente la existencia de dos nuevas faniilias de configuraciones
centrales apiladas. Dichos resultados han sido publicados recientemente, por un ser-
vidor, en coautoria con Martha Alvarez Ramirez v Josep Maria Cers,Iglesias, en [7]
v [8], lo que se describe a continuacién.

En [12], Gidea y Llibre estudiaron configuraciones centrales del problema plano
de 5 cuerpos donde tres particulas de masas mq, my y ms, ordenadas deéizquierda a
derecha, con m; = mg, forman una configuracién central de Euler; mienfras que las
otras dos particulas de masas m4 v ms estan colocadas simétricamente conTespecto
a la linea que contiene a las otras tres particulas, y por lo tanto mys = ms» Ellos
obtuvieron dos familias de configuraciones centrales, el rombo con una masa ‘ern el
centro y un trapecio con una masa en el punto medio de uno de sus lados paralelos,
Sin embargo, Gidea y Llibre no detectaron la familia de configuraciones centrales
para el caso donde la linea que une a my v ms no cruza a la linea que contiene a my,
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My, Mz sobre mo. En la Seccién 4.2 demostramos analiticamente la existencia de esta
familia. BStos resultados los hemos publicado en [7].

ran interés que ha estado creciendo con respecto a las configuraciones
s, un tema muy interesante es el conteo de las configuraciones cen-
ejemplo las configuraciones centrales anidadas las podemos ver
i ?s‘centrales doblemente apiladas debido a que tienen dos subcon-
q len ser removidos y asi obtener una configuracién central, ver

trales apiladas.
como configur
juntos de masas

[5, 23, 28]. Sin emb éstas configuraciones centrales que se obtienen de remover
los subconjuntos de ; son equivalentes. En el Capitulo 4 definimos el ntimero
de configuraciones cent apiladas las cuales representa al niimero de subconjun-

tos de masas que pueden ‘?movidos tal que las configuraciones resultantes sean
configuraciones centrales, ;@nsiderando que los subconjuntos no sean removidos
al mismo tiempo y que las co raciones resultantes no sean similares.

Llibre y Mello [21] demostr la existencia de tres familias de configuracio-
nes centrales apiladas de 5 cuerpos nde tres de los cuerpos forman un triangulo
equildtero y los otros dos estan en un ento del bisector perpendicular al tridngulo.
En la Seccién 4.3 demostramos afialitieamente que en una de esas familias existe una
familia muy especial de configu nes ales donde tres masas estdn en configu-
racion central colineal, de tal forr -;ue s @0 de configuracion central apilada

es dos. Este resultado lo hemos p ﬁflo e
/ %
: O

C




Capitule'1

Configurac¢iones centrales

1.1. El problema de las n cuerpos

El problema de n cuerpos counsiste en estudiar el movimiento de n masas puntuales
moviéndose bajo la influencia®dédas fuerzag@ravitatoria. Sea q;, = (z;,v;,2;) € R el
vector de posicion de la i-ésima”pacticulasdde masa m;. A partir de la segunda ley
de Newton, el movimiento de las particulas es.degerito por el siguiente sistema de n
ecuaciones diferenciales ordinarias de ségundo ¢rden

2
d°q; :
F; =mi——. h=1,2_.n,
dt
2 . . # *

donde F; es la fuerza gravitatoria resultante que actiia sébrglla particula de masa m;.
Considerando la ley de gravitacién universal, y sumando tedas las fuerzas ejercidas
sobre m; obtenemos

j=1 - qi ||
JFi
donde || - || es la norma euclidiana, y G denota la constante de gravitagion universal.

Como consecuencia de la invariancia de las ecuaciones de Newton constespecto al
cambio dggla unidad de tiempo, a partir de ahora podemos suponer que G.=.1. Por
lo tanto, las ecuaciones de movimiento del problema de n cuerpos toman la'siguiente
forma

Zm M s U i=1,2,...,n. (1.19
lla; -l
J#r
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C

S@ = (d1,4q2,-.-,9.) € R¥. Luego las ecuaciones de movimiento (1.1) las
podem qﬁ ribir como un sistema de 6n ecuaciones diferenciales de primer orden
dado por

(Q/\ q = M'p, (1.2)
PR p = -VU(a)

donde - = d/dt, p 1. P2, ..., Pn) € R¥ es el vector de momentos, tal que p; =

%! = diag(my,my, mq, ..
gradiente del potencial

U(q)=U(q$9aﬁ\ )= Y

1<i<j<n ”qJ - q'.r.”

,My) es la matriz de masas y VU(q) es el vector

J

Las ecuaciones (1.2) no es efln‘.ldas ei’ el conjunto

"'-J

£ 1<i<y (
donde A;; = {(qi,q;) € R3n . ec, ( “cuando hay alguna colisién. El
dominio de deflmclon para el mstema ( ? ; f":pa e fa‘:f’s es

g‘,)_{qp ERbn.q }u\A ERSR}_

ﬁ espacio de configuracion o espacio de posiciones es
V={qeR"A}L @

Las ecuaciones de movimiento del sistema (1.2) se pueden es%omo el sistema
hamiltoniano

y OH . mams;(a; — q; dH
pi P o il —aqj)

m b, 2o —alP (95

donde la funcién hamiltoniana es

=P v, \%x

Los vectores q v p se conocen como vartables conjugadas. *
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1.2/ JIntegrales primeras del problema de n cuerpos

Una integtal primera de las ecuaciones (1.2) es una funcién Z(q,p) de clase C*
en un abierto'$) C e, con la propiedad de que es constante a lo largo de cada dérbita
del espacio fasés ¢, ver [1]. En otras palabras, dada una integral primera y ¢ € R, el
conjunto de curyas de nivel

{(a.p) € p: I(q.p) = ¢}
es invariante con respegto.al tiempo t.

Desde el punto de vista de los sistemas dinamicos, las constantes de movimiento
dan informacion qm)a.l acerfa_de las soluciones del sistema. Existen 10 integrales
primeras clasicas del ggoblemé de'n cuerpos y en esta seccién vamos a obtener a estas
integrales, las cuales permiten rediicir la dimensién del espacio de fases a 6n — 10.

Iniciemos por observar que la'fuficién hamiltoniana (1.4) es independiente del
tiempo t, es decir

dH_f)H.+E)H. _f)Hf)H+f)H 0H —0
it 9q V" ép2 " aqoy | oy \ aq ’

y por lo tanto H(q, p) es constante ‘¢con respécto del tiempo ¢, la cual es una integral

primera conocida como energia del sistema.

Ahora usamos las ecuaciones de nfoyimiento\(1:2) para calcular la derivada del
momento lineal, es decir,

T T
Zf),- = Zmr-ij,- = ZZTN mj— e
i=1 i=1 i=1 j=1 |qJ qIH
I
Notemos que en la tltima suma los términos se anulan por parejas, de tal forma que

d Li3 .3
obtenemos 7 E p: =0, para toda t € R, lo cual implica que E p: es constante
i ie1
para toda ¢t € R. Como consecuencia tenemos tres integrales primeras condcidas como
integrales del momento lineal

Z pi = a, con ac R (1.5)

Lo siguiente es considerar el centro de masa. Ya que p; = m;q;, a partir'de la

relacién (1.5) tenemos
d T
W E m;q; = a

i=1
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de tal fofma que al integrar con respecto del tiempo obtenemos

T

E miq; =at +b, donde a,beR® son constantes.

i
Entonces el centrOyde masa se mueve en una linea recta a velocidad constante. Luego
las tres componentes del centro de masa son constantes a lo largo del movimiento.

Por otro lado, elmomento angular estd definido como

= dq x4
i=1

Vamos a demostrar que w(t).=-0, para lo cual primero llevamos a cabo el siguiente
calculo,

T

Z%x;’ri.-fiifZZq,xz;'nm 19— i :Zme ._(;1”;205

'
T, —alf ~ 222
J#r J7i

donde los términos de la tiltima sdma se anflan por parejas. Entonces tenemos

d_”; iqj * P qu X Py qu XLl = ié_h' X miéy + 0 =0,

i=1 im=l i=1

de donde podemos concluir que

d e
s qu' xpi| =0,

i=1

de tal forma que las tres componentes del momento angular sen constantes para toda
t € IR, es decir,

Z q; X p; =c, donde c €R® es constante:

En resumen hemos obtenido que el problema de n cuerpos tiene las 10 uegrales
primeras: la energia, tres componentes del centro de masa, tres componentes del
momento lineal y tres componentes del momento angular. Luego el problema/de n
cuerpos tiene un conjunto invariante cuya dimension es 6n — 10,

Ahora, una pregunta natural es si existe alguna otra integral primera del problema
de n cuerpos. En [32], Poincaré demostré que para n > 2 no existe ninguna otra
integral primera que sea algebraicamente independiente de las 10 integrales cldsicas.
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Enf 1687, Isaac Newton publicé en [30] la solucién al problema de 2 cuerpos, y
demostrodue las drbitas solucion corresponden a cénicas. Sin embargo, la complejidad
del problemiaspara n > 3 es mayor, y contintia siendo problema abierto. Tan sélo para
n = 3 la dindension del espacio de fases es 6n = 18 v con la ayuda de las integrales
primeras ain‘gtiedan 8 grados de libertad.

1.3. Configuraciones centrales

En esta seccién introdugitos las configuraciones centrales, las cuales son un arre-
glo de posiciones iniciges des particulas que dan origen a familias de soluciones
especiales y explicitas del*problema de n cuerpos donde la forma inicial de la con-
figuracién permanece igual, métulo.rotaciones y rescalamientos. En [35, 36], Smale
demostré que las configuraciones gentrales son importantes porque controlan el com-
portamiento de las soluciones ceréanas a las colisiones e influyen en la topologia de
las variedades integrales de n cuerpog,\wpor lo tanto, son esenciales para entender la
dindmica global del problema de p cuérpos.

Definicién 1.1. Una configuraéién q =qq. ..., q,) € R™\A del problema de n

cuerpos se llama configuracion cenfral-si exdsteun A > 0 tal que

3 (g — ;) . :

/\(qJ - qm) = T’S ¥ 1 S J S n, (16)
i#] i

h h 1

donde ¢y = gp(midy + -+ mnQn), iy & a5 — @l LM =mi+ - +my y A =

{ai=4q;.i#j}.

Cuando d = 1 decimos que es una configuracion colifeali d = 2 es una configu-
racién plana y d = 3 es una configuracién espacial. Ya quegel lado derecho de (1.6)
g igual a —q;, podemos decir que el vector de aceleraciéon dé"cada particula apunta
1acia el cgatro de masa, y es proporcional a la distancia al centfo @€ masa. A partir
de ahora, sin pérdida de generalidad, supondremos que el centro deMitasa q,, esta fijo
en el origen.

4

Al considerar el centro de masa en el origen, la configuracién dé n cuerpos es
central si el vector de aceleracién de cada cuerpo es proporcional al vector{deposicidn.

Ahora vamos a dar una definicién equivalente a la Definicién 1.1.

Definicién 1.2. Sea qo € R\ A. Decimos que qq es una configuracion cehdtuds, si
existe una funcién p(t) > 0 tal que

q(t)=plt)qy, VEteR (1.7)

es solucion del problema de n cuerpos.




12 1 Configuraciones centrales

Afpartic de esta definicién obtenemos que qp representa la forma inicial de la
configura€ign, la cual permanece constante para todo tiempo, mientras que p(t) es el
tamano déle configuracion.

Ya que las\éguaciones de movimiento (1.2) son equivalentes a la ecuacién
M= -VU(q),

sustituimos (1.7) el é3ta, usamos el hecho de que U(q) es homogénea de grado —1 y
aplicamos el teorema.dé, Euler para funciones homogéneas que nos dice que VU(q)
es homogéneo de grade’ =2 [33], y obtenemos

. 2 . _ —2

pt)Ma = —VU(p(t)qo) = (p(t))"VU(qo).
Multiplicando ambos lados de esta ecuacién por g} y usando una vez més la homo-
geneidad de U, obtenemos

olt) = YOG (1.8)
}.’
M73'VU{qp) + Aqp = 0, (1.9)
7
con A= —%: donde I(qy) = gl Mq, €s ¢l momento de inercia con respecto al
o

centro de masa.

Laecuacion (1.9) nos dice cudl es laférma de 14 configuracion central, mientras que
la (1.8) nos da el tamarfio de la configuraion, puesesda ecuacién de movimiento de un
problema de Kepler uno dimensional, la cal describe’el.movimiento de una particula
en la linea recta atraida por otra de masa A localizada en el origen. Luego, cada
cuerpo tiene un movimiento kepleriano (elipse, pardbola’o liipérbola dependiendo del
signo de la energia), con la misma excentricidad e.

Una forma de caracterizar a una configuracién central estusando la excentricidad.

tamano de la configuracién, e = 1. Sila configuracién tiene rotacidnes, decimos que el
movimiento es homogrdfico, 0 < e < 1. Por 1ltimo, si hay rotacionesg,'perg no cambios
de tamafo, decimos que el movimiento es un equilibrio relativo, e = 0.

En otras palabras, si qp es la configuracion central inicial en (1.7 p(t) =
r(t)€(t), donde r(t) es una funcién escalar y 2(t) es una matriz de rotaciof efi,SO(3)
entonces

q(t) = r(t)Q2(t)qo,

es un movimiento homografico. Luego, existen dos casos limite:

= Si E(f) es la matriz identidad, entonces q(t) = r(t)qo es un movimiento hos
motético.
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» Sig(t),= 1, entonces q(t) = (t)qgo es un equilibrio relativo.

En restumén, en una solucién homogréfica los n cuerpos se mueven sincronizada-
mente en orbitas keplerianas en un plano fijo, tal que la configuracién permanece
similar a ella misma para todo tiempo. Ver la figura 1.1.

Y e
O<e<1 > e=1 /‘(

Figura 1.1: Equilibrio relativo, mowimiento homografico y movimiento homotético del
problema de 3 cuerpos.

Notemos que en el problema plano'de n cuerpos si existen movimientos homotéti-
cos y equilibrios relativos , asi’come otros-tipos de movimientos homogréficos, de tal
forma que la configuracién debe«€er.centraly Sin embargo, movimientos homograficos
que no sean homotéticos no estan'permitidos e’ dimension tres.

Observaciéon 1.3. El cilculo de configfiraciones centrales se reduce a encontrar los
ceros de la ecuacién (1.9), lo cual desdfortunadameénte en general es un problema
algebraico muy complicado. Por otro ladof usualmente la forma de contar el mimero
de configuraciones centrales es médulo dilataciones y tobaciones.

Definicién 1.4. Dos configuraciones centrales son equivaléntes si son semejantes en el
sentido de la geometria euclidiana, esto es, si al aplicar una reta¢ién o una homotecia,
ambas configuraciones son similares.

A partir de ahora, cuando hablemos de configuraciones centralés, nos referiremos
a un representante de cada clase de equivalencia. Ya que las configiraciones centra-
les permanecen invariantes por dilataciones, podemos usar la llamadanasa métrica
(q,q) = qTMq = 2I(q) para normalizar el tamafo de las configuracionega momento
de inercia constante / = 1, es decir, en la esfera unitaria

S={geR™A: (q.q)=1, Zm,-qi =0}.

i=i

qeorema 1.5. Las configuraciones centrales son los puntos criticos de Ulg, lo cual
es equivalente a U| ..
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Dembstracign. A partir de la definicién de configuraciones centrales tenemos

N
—({,—@ = A\m;q; i=1,...,n,
dq;

es decir,

Z(){()q Z)«m q;

i=1 i=1

0 equivalentemente

—VU(q) = /\Zm,-qi.

i=1

Ahora multiplicamos escalarménte por el vector q; y obtenemos

—Vii(g Z)\'m q;

Por otro lado, ya que U es una fuficién homogénea de grado —1, entonces aplica-
mos el teorema de Euler y teni€idg en cuenta que (q,q) = q” Mq, obtenemos

U(q) =244, q)
donde {q, q) = constante, y concluimos que VI |5 = 0.

Ya que el momento de inercia I = % (d47q), obteniemos que VU|;_,,. = 0. Entonces
las configuraciones centrales son los punesycriticos.del potencial con momento de
inercia constante. (|

Observacién 1.6. La constante A puede ser consideradaomo un multiplicador de
Lagrange, y entonces una configuracién central es un puntos€ritico del potencial U(q)
restringido a momento de inercia constante I = I. Luego, fijar I, equivale a fijar la
escala de la configuracién.

1.4. Configuraciones centrales en el problema de
3 cuerpos

Las primeras configuraciones centrales fueron descubiertas por Euler en T767,[9] v
Lagrange en 1772 [17]. Euler estudi6 el problema colineal de 3 cuerpos donde encontrd
configuraciones centrales colineales ypvs movimientos homograficos correspondieittes,
Posteriormente, Lagrange demostro gmie el tridngulo equildtero es una configuracion
centra.lpa.ra. cualquier valor positivo g?‘ las tres masas my, mo, msz. Ademas, concluyd
que es la inica configuracion central no colineal para el problema de 3 cuerpos.
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Teoréma 1,7 (Euler). Consideremos cuerpos de masas my, mso y mg localizados en
una lineasrecta, ordenadas de izquierda a derecha, tal que los vectores de posicién
satisfacen ga=<< o < ¢3. Para cualquier eleccidén de las masas, existen exactamente
tres configurhelones centrales colineales. Una para cada orden de permutacion de las
masas.

Demostracion. Seaf .2 — q1, y = g3 — @2 y supongamos que las particulas estdn
ordenadas de tal formia que ¢; < ¢» < ¢3 donde ¢; € R para ¢ = 1,2, 3. Ver la figura
1.2.

mlo ° My ° ms

Figura 1.2: Configuracion colineal de 3 cuerpos.

La ecuacién (1.9) se reduce alsistema

my + Mo my Wiy

AL — — = ——=— = (),
x? ¥ (T )2
me +ms © e Lo
Ny 2T P, Ne )
Y y? - 2 (x +7y)? )

Aislando A de cada una de estas ecuaciones e igualafida las dos expresiones, ob-
tenemos una lnica ecuacion en las variables x v y dada por
) 7
— (mg +mg) — (2my + 3mg) a — (my + 3mg) a” + (3my + My Jas
+ (2ma2 + 3my) o* + (my Pafig)o® = 0, (1.10)

donde o = y/z.

Ya que los coeficientes de este polinomio tienen un sélo cambio de signd, la regla
de los signos de Descartes garantiza la existencia de una tnica raiz positita para
la ecuacion quintica de Euler. Luego, fijando la posicién de dos de las particulas,
existe una unica forma posible para la posicién de la tercer particula para tener una
configuracién central colineal. O

El polinomio en (1.10) es conocido como la ecuacion quintica de Euler y sus raices
positivas determinan las configuraciones colineales del problema de 3 cuerpos.
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Teoréma 1.8 (Lagrange). En el problema plano de 3 cuerpos, para cualquier eleccién
de masas{ existen exactamente dos configuraciones centrales no colineales, correspon-
dientes a que-las tres particulas se localizan en los vértices de un triangulo equilatero.
Las dos solyciones corresponden a las dos posibles orientaciones de los tridangulos.

Demostracion. (Sea 1;; = ||q; — q;|| la distancia mutua entre la i-ésima y j-ésima
particula, ¢, j = 1#2, 3. Ahora fijamos el centro de masa en el origen, e identificamos
dos configuraciones, médulo una rotacion. Ahora tomamos las tres distancias rya, ras,
rq1 como coordenadagiocales de la configuracion no colineal. La funcién potencial
escrita en términos de’estas variables toma la forma

U= MMy N Moy N m;;ml.

1.11
12 23 '3 ( )

Sea M =37 m; la masa tetaldel sistema. Luego

Z Z mgmgry, = Z Z mim;[la; —
i g P\
— Z Z mim;|al|” — 2 Z Z mam; (i, )
i | C
Y Sty |
i

= 2MI%2 Z m;ilg, Z m;q;) +2M1

iy i
= 4MI. j

2 2
Ya que el centro de masa esta fijo en el origen, obténemos que el momento de
inercia en términos de las distancias relativas toma la forina

I= & Z ; m;m; rfj.

Fijamos el momento de inercia en I = 3 (mamariy+maomsrss +maniig, ). Entonces la
condicién para que el potencial U tenga puntos criticos en el conjunto N= c,ceR,
es que se satisfaga la ecuacién de configuracion central (1.6), es deciry

m;m,;

.2
ij

+ Amgmjry; =0, para (i,7) = (1,2),(2,3), (3, I)s

la cual sélo tiene las soluciones ryp = ro3 = ry; = A~1/3. Esta solucién corresponde a
un triangulo equildtero donde A es un factor escalar. O

Observacion 1.9. Aplicando homotecias }F}Laciones obtenemos las soluciones ‘ho-
mogrificas de Euler y Lagrange, las cuales Tueron las primeras soluciones explicitas
del problema de 3 cuerpos, ver figura 1.3.
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Figura 1.3: S6luefones homogrificas de Euler y Lagrange.

1.5. Configuracionés‘centrales para n > 4

Wintner [42] y Smale [35] conjeturaren que el ntiimero de configuraciones centrales
en el problema de n cuerpos_eS/finito. Sin.embargo, hasta ahora solo se conocen
resultados parciales acerca del niuriero de clases de configuraciones centrales, médulo
dilataciones y rotaciones, para el problema dé n, cuerpos con masas positivas.

En 1910, Moulton demostré que haym!/2 corffiguraciones centrales en el problema
colineal de n cuerpos, ver [29]. En la s€ccién anferior vimos que en el problema de
3 cuerpos hay cinco configuraciones centrales: tres €h ¢onfiguracion colineal y dos en
configuracion de triangulo equilatero. En el problema‘egpacial de 4 cuerpos, Lehmann-
Filhés [19] demostré que la tnica configuracién central«€neel problema espacial de 4
cuerpos es el tetraedro regular. En 2006, Hampton y Moeékel [15] demostraron que
en el problema plano de 4 cuerpos el nimero de configura€iones centrales es finito.
Posteriormente en 2012, Albouy y Kaloshin [3] dieron una demostracién analitica de
que el nimero de configuraciones del problema plano de 4 cuerpeses,finito. Ademas,
demostraron que para casi todas las elecciones de masas, existe 'wfi_nimero finito de
gﬁ;es de equivalencia de configuracion central en el problema plano de 5 cuerpos. La

nitud de configuraciones centrales para n > 5 es un problema abierto.

En [20], Llibre describié todas las configuraciones centrales para el probléma plano
de gycuerpos con masas iguales teniendo un eje de simetria. PosteriormentegsAlbouy
[2] demostré que en el problema de 4 cuerpos con masas iguales, las configuraciones
centrales (no colineales) poseen un eje de simetria que contiene a dos de los éuérpos.

En 1985, Perko [31] demostré que para n > 4, el enedgono regular con n masas en,
sus vértices, rotando con respecto a su centro con una velocidad angular constante,
describe una solucién periddica del problema de n cuerpos si y sélo si las masas son
iguales. Luego, se tiene que todos los poligonos regulares con masas iguales forman una
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configuracign central. Un resultado inmediato consecuencia del teorema de Perko es
que un poligono regular con n—1 masas iguales en sus vértices, y una masa arbitraria
colocada én-el centro de masa, también forman una configuracion central.

Para el estidio de las configuraciones centrales se ha hecho un gran nimero de
simplificaciones, dentro de las cuales, la mas usada es imponer ciertas condiciones de
simetria a la configuracion.

Cuando se estudianConfiguraciones centrales del problema plano de n cuerpos con
simetria, es comun {rahajar con las ecuaciones Dziobek-Laura—Andoyer (ver [13], p.
241), las cuales son equivalentes con las ecuaciones de configuracién central (1.6),
pero tienen como variableg a las r;; que representan las distancias relativas o mutuas
entre particulas. Estas ecnaeiones son

Fi = Oy ma(Rix — Rig) Ay, = 0, (1.12)
3\;&_11,;

para 1 <i < j <n, donde R;; = l/r;z,, WA = (g — ;) A (g — q) es dos veces el
drea orientada del tridngulo defifiido por q:, q; y qs.

Para n cuerpos hay n(n — 1) /2ecuacioneés de Dziobek-Laura—Andoyer. Por ejem-
plo, en el problema plano de 5 cuérpos las egliagiones (1.12) forman un sistema de 10
ecuaciones.

1.6. Configuraciones centrales-apiladas

Usando las ecuaciones (1.12), Hampton [14] estudigglas-¢onfiguraciones centrales
para un problema plano de 5 cuerpos, donde consideré tresfhasgas my, m, y mg en los
vértices de un tridangulo equildtero y las otras dos, m4 vy ms,\localizadas en el interior
del triangulo sobre umggje de simetria. En ese trabajo, él demgstyd,la existencia de
una nueva familia de configuraciones centrales en el problemasplano de 5 cuerpos,
con la propiedad de que al remover dos cuerpos, el conjunto de“los tres cuerpos
restantes forman también una configuracion central. Estas configuraciones las llamd
configuraciones centrales apiladas.

Inspirados en el trabajo de Hampton, adoptamos la siguiente nomenelatdra.

Definicién 1.10. Una configuracién central de n cuerpos se llama apilada(n. k),
cuando n cuerpos forman una configuracion central, y al remover k > 0 cuerposi™los
n — k cuerpos restantes forman otra configuracién central con n — k > 3.

Después del trabajo de Hampton, muchos articulos han sido dedicados al estudia
de la existencia de otras configuraciones centrales apiladas en el problema de 5 cuer-




1.6 Configuraciones centrales apiladas 19

pos. Por_gjemplo, en [10], Fernandes y Mello estudiaron las configuraciones centrales
apiladas(5,1) obteniendo el siguiente teorema.

Teorema 141 (Fernandes—Mello). Consideremos el problema plano no colineal de 5
cuerpos. La tmied,configuracion central apilada (5,1) es aquella donde cuatro cuerpos
de masas igualeg éstdn en los vértices de un cuadrado, mientras que un quinto cuerpo
de masa arbitraria.e localiza en la interseccién de las diagonales.

En [21], Llibre y ¥ello consideraron la configuraciéon plana de 5 cuerpos donde
tres cuerpos estan en coufiguracion de triangulo equilatero y los otros dos sobre el eje
de simetria del tridngulo, ¥er figura 1.4. Ellos demostraron que si my € AB, entonces
existen tres familias de cenfiguraciones centrales apiladas (5,2), las cuales ocurren
cuando la masa ms esta en los ségmentos C'D, AE v BF, respectivamente.

@2
70
P |
P I
F B~ A E D C
b--———mmm oo Q- =@ [ ik e e e J
s T~y X
S i
Te |
e l
o |
-~ U
~g
‘ml

Figura 1.4: Configuracién central de 5 cuerpos estudiada per Llibre y Mello, donde
my, My vy my forman un tridngulo equilatero, m, colocada déntro del triangulo y ms
puede estar en cualquiera de los segmentos CD, AF v BF.

En [12], Gidea y Llibre estudiaron configuraciones centrales#apiladas (5,2) del
problema plano de 5 cuerpos, donde tres cuerpos forman una configiracién central
de Euler, y las otras dos masas estan colocadas simétricamante con respecto a la
configuracién colineal, a este tipo de configuraciones centrales las llamaron Fuler
mdas dos. El resultado principal de su articulo es el siguiente:

Teorema 1.12 (Gidea-Llibre). Consideremos una configuracién de 5 cuerpd§.déma-
Sas My, Ma, Mz, Mg, Ms de la forma sigigmnte: Tres de las masas estan en confighragion
central colineal, con my; = mg y mao eng punto medio del segmento de linea quadne
a myp y mg. Las otras dos masas my y ms estan colocadas con respecto a la configu-
racion central colineal de tres cuerpos de acuerdo a los siguientes casos, concluyenda

en cada uno qué tipo de configuracién central existe.
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(a) ST mly v, ms estén localizados simétricamente respecto a la Iinea que contiene a
my, My M3, v que my = ms, entonces existe una familia continua de configura-
cioneg centrales donde el segmento de linea myms pasa a través de my, t.e., my,
ms, maf Wiy estan localizadas en los vértices de un rombo con ms en el centro.
Cuando elrombo es un cuadrado entonces m; = ms = my = ms y la masa mo
es indeterminada, de otra forma las masas my, mg, my, m; estan iinicamente
determinadasspor cada posible configuracion central.

(b) Si my v ms estdn, localizadas simétricamente con respecto a my sin simetrias
adicionales (my yv'mzestin simétricamente localizadas con respecto al segmento
de linea mymg o a subiSector perpendicular), sin suponer que my = ms, entonces
no hay configuraciones cefitrales de este tipo.

(¢) Si my y ms estan localizadag simétricamente con respecto al bisector perpen-
dicular del segmento de linea/mims v colocadas en los dos lados de esta linea,
con my = m;, entonces existe’una familia continua de configuraciones centrales
de este tipo, la cual consiste de txapecios con segmentos de linea mims y mqms
paralelos v my en el punto mediowellado myms. Las masas mq, msq, ms, my, ms
estan Unicamente determinfidas por cada, posible configuracén central.

(d) Simy y ms estan en el biseCtor, perpendieular del segmento de linea mymsg. No
suponemos que my = ms, entonces no exiStes configuracion central de este tipo
(excepto para la tinica encontrada™éne(a)).

En la demostracién del inciso (a) de este teorefia, Gidea y Llibre distinguieron
los siguientes casos:

(i) my, mg, my, ms estan en los vértices de un rombe!
(ii) mq, mg, my, ms estan localizados en un circulo de rddigyl centrado en ..
(iii) sin simetrias adicionales, es decir, el caso complementario de (i) v (ii).

Sin embargo, Gidea y Llibre desecharon la existencia de configuraciones del tipo
(iii), pues en lafffemostracién de este caso, pdgina 97 de [12], ellos ebréneamente
supusieron que (1 —s)t ((s — 1)2+12) 2 — (1 + )t (1 + 5)% + tz)_S/ZAKZ\Ast(Zt)_S es
igual a la expresién de g(t, s), definida en la pagina 94 de [12].

Inspirados en estos trabajos previos, nosotros en esta tesis estudiaremos la exis-
tencia de configuraciones centrales del problema plano de 5 cuerpos con ufieje de
simetria, para lo cual distinguiremos los siguientes casos:

= Caso 1: El eje de simetria contiene tres cuerpos.

= Caso 2: El eje de simetria contiene un solo cuerpo.




Capituloe 2

Configurac¢iones centrales de 5
cuerpos coinain eje de simetria

En este capitulo analizamos, numéricamente, la existencia de configuraciones cen-
trales del problema plano de 5 cuérpos no colineales que contengan un eje de simetria.
Vamos a distinguir dos tipos de‘siinetriag, ver la figura 2.1.

= Simetria 1: Tres cuerpos localizados sobfe €l eje de simetria.

» Simetria 2: Un sélo cuerpo localizadosobresel gje de simetria.

my @
ma m ]
° ® 2 :
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I | ]
1 Tr |
ma ! ms | my |
________________ - - - - =
—————— il TP COSEEEEEY SETEEE ] L d .
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ms ms @
(a) Tres cuerpos en el gje de simetria L (b) Un cuerpo sobre el eje de _simetria L

Figura 2.1: Configuraciones de 5 cuerpos con un eje de simetria.

Definicién 2.1. Una configuracion central de n cuerpos se dice que es convezra,si
ningnn cuerpo se encuentra dentro o sobre la envolvente convexa de los otros n — 1
cuerpos, de lo contrario, se dice que es cincava.

21
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Parajel problema de 4 cuerpos, las configuraciones de tipo rombo y trapecio son
centralesConvexas. En el problema de 5 cuerpos con la simetria 1, podemos apreciar
de la figurh2:1 (a) que estas configuraciones centrales siempre son céncavas. Mientras
que con la sifnetria 2 es posible generar configuraciones tanto céncavas como convexas.
La figura 2.I' /B muestra una configuracién céncava, pero al colocar a m; del lado
derecho del segmento, que contiene a 1y y ms se forma una configuracién convexa.

En este trabajortitilizaremos las ecuaciones (1.12), que para n = 5 adquiere la
forma

5
f,;j = Z TT?.-;;(R,';: - RJ';\-)A,'J';\- = U; (2.1)

3\;&_11,;
para 1 < i < j < 5, donde/RR;; = 1 /'.'Iz v Ajjr es dos veces el drea orientada del

tridngulo definido por q;, q;”y. gz En este caso hay diez distancias mutuas rqo,
13, - . ., T45, entonces el sistema(2.1) consta de diez ecuaciones.

A partir del sistema (2.1) considéramos el espacio vectorial V formado por las diez
distancias mutuas. Asimismo, M; denetasel conjunto de puntos en 'V tales que m; > 0
para i = 1,....5. También defifiimos "M como la interseccién de los conjuntos M;
para i = 1,...,5; y por ultimo ‘definimos lajaplicacion de masas p: M C (V)7 —
(R%)*\ 0,

p(r) = (mq(r), mao(r) nis(r), ma(r)ems(r)) , reM (2.2)
donder € M .

Observemos en la figura 2.1, que de las 10 distan€lag mutuas existentes en nuestras
configuraciones, sélo 4 son necesarias parasdefinir ‘completamente la configuracion
y en consecuencia dim(V) = 4. El problema nos pewite normalizar una de estas
distancias mutuas o equivalentemente una variable correspendiente a la configuracién
del sistema. De esto se deriva que las configuraciones centrales estan caracterizadas
completamente por tres variables tomando la variable restante’igual a 1.

Las configuraciones centrales definidas aqui pueden ser caracterizadas en V con
dimension tres. En este trabajo vamos a estudiar configuracioneg™gentrales donde
ademds de la simetria impuesta, se considerardn dos distancias mutuas iguales, lo
cual es equivalente a reducir un grado de libertad, y por lo tanto, una”dimension a
V. Luego, podemos representar las configuraciones en un espacio bidimensional en
funcién de dos de las variables que representan la configuracion del problemia plano
de 5 cuerpos.

Ann bajo la restriccion de dos distancias mutuas iguales, el problema siguesiendo
muy dificil de estudiar analiticamente, por ello haremos un estudio numérico para les
casos donde tal restriccion es posible. Nuestro anédlisis numérico consiste en represen-
tar funciones implicitas de dos variables en el plano para cada uno de los casos de
interés.
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2.1 )Simetria 1: tres cuerpos en el eje de simetria

En esta=Seccion planteamos el problema de las configuraciones centrales de 5
cuerpos en el'plano donde tres particulas estdan sobre una linea recta L, mientras
que las otras dos gstan localizadas simétricamente con respecto a L, ver la figura 2.1
(a). Ya que estamos.interesados en configuraciones centrales sin colisiones, se deben
satisfacer las siguientes condiciones:

14 = T15, g = Tos, I'sa = T35,
(2.3)
A-123 :0; Aoy = —A124; Azs = —Aqza.

Dada la simetria de la configlixacion, un resultado inmediato es el siguiente:

Teorema 2.2. Consideremos la configuracién de 5 cuerpos donde tres masas m;,
my v mgy estan en configuracion colinealy mientras que las otras dos my v ms estan
localizadas simétricamente con péspecto a la linea recta que contiene a las primeras
tres. Si los 5 cuerpos forman unafegfifigura@ion central sin colision, entonces las masas
my ¥ ms son iguales.

Demostracion. Llevaremos a cabo la’ demostraciéiiypor contradicciéon. Supongamos
que my # ms. Iniciemos por aplicar lagfcondicionés«de simetria (2.3) a la ecuacion
f12 de (2.1). Luego, obtenemos

Jiz = my (Rig — Ryy) Dygg — ms (Rig — B DA 124 =0
(mg —ms) (Rigs — Roq) Ajay = 0,

de donde concluimos que fi» = 0 8i Ry = Ray4, lo cual implica rip= roy.

Realizando un procedimiento similar para la ecuacién fi4 de2.1) tenemos

fiz = my (RM - R:M) Az —mg (Ru - RM) Az =10
(myg —ms) (R1qg — R34) Ayz4 = 0.

Luego, fi3 =0 si R4 = Ra4, de donde r1y = r34.

Por lo tanto, concluimos que ryy = 1oy = 134, lo cual no es posible porque’esto
implicaria colision total. Entonces se debe cumplir my = ms. O

Sin pérdida de generalidad, a partir de aqui consideraremos que m4 = ms = 1. Las
simetrias del problema, expresadas en (2.3), nos permiten afirmar que fi» = fi3 =
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Jos ="f15=.0, fis = —f15, for = —fos ¥ faa = — [35. Luego, el sistema (2.1) se reduce
al siguientes sistema de tres ecuaciones:

fruu=The(Rip — Rag)Arge + ma(Ryz — Rag)Argg + (Riy — Rys)Apgs = 0,
Joa =Ml Ri2 — R14) Ao + my(Rog — Rya)Avaz + (Roa — Ras)Aoys = 0, (2.4)
fa1 = mi(Riz — Ri1) Az + ma(Rog — Rog)Asap + (R3q — Ras)Azas = 0.

Con el fin desumplificar la notacién, definimos a como la distancia entre m; y
ma, b la distancia entre ms y mg, c la distancia entre my y la linea recta que conecta
mg v ms, v d es la mibad de la distancia entre my4 v ms, ver la figura 2.2. Luego,
la configuracién depende dée' cuatro variables (a,b, ¢, d), los cuales son cantidades
positivas.

My
\
1
Vd
C I
ma a —— ms
—————————— Q@@

Figura 2.2: Tres cuerpos de masas my, ma y Tng sobre ufiadinea recta L, v dos cuerpos
de masas my v ms localizadas simétricamante con respecto a L.

Como tenemos principal interés en configuraciones cenfraleés sin colisién que sa-
tisfagan la geometria dada en la figura 2.2, entonces se deben cumplir las siguientes
relaciones:
rio = a, ri3 =a-+b, ra =+ (a+c)2+d?,
ro3 = b, roy = Ve + &2, res = 2d,
raa =V (b—c+d* para b>e¢, ryu=+(c—Db)2+d* par@ \b < c,
A = —ad, Ay =—(a+b)d, Ay =—-2da+c) (2.5)
Ay = —bd, Anys = —2ed, Agy1 = (a+b)d,
Azgy = bd, Agys = 2d(b — ¢, Agyr = ad.

donde distinguimos dos casos: b > ¢y b < c. Notemos que Azy; es no negativa cuando

b = ¢, negativa cuando b < ¢. Por otro lado, r3y es la tnica distancia relativa que
cambia de expresion cuando b > ¢ 6 b < ¢, ver la figura 2.3.




2.1 Simetria 1: tres cuerpos en el eje de simetria 25

b>¢ m
° . b<c My
! ¢
1 I
c 1 d !
° a o_r-"-\: ° c rd
________ i \
Ty T]rt,z_:—v_' s 0____0____O_f _______ _.___‘\_:
b m my " mgy !
| b |
I 1
' |
@ |
M @ ms
(a) (b)

Figura 2.3: Tres cuerpos de miasas mi, my, ms sobre una linea recta y dos cuerpos de
masas my y ms localizados simétricamente con respecto a esta linea: (a) b > ¢, (b)
b<ec.

Estas nuevas variables de cofifiguracién serdn ttiles para demostrar la existencia
de configuraciones centrales, sin"embargo, para facilitar las cuentas, siempre que sea
posible usaremos sélo distancias mttuas.

En el sistema (2.4) tenemos a lag'magas de"nianera implicita en funcién de las
distancias mutuas y las dreas orientadag’y _estas afsuvez estan en funcién de las varia-
bles a, b, ¢ y d, si normalizamos una de éstas distaneias, entonces el sistema (2.4) nos
proporciona a las masas en funcién de tred variables#Nuestro objetivo es estudiar los
casos frontera, esto es, aquellos donde las distancias mutuag son iguales. Al considerar
las configuraciones en estos casos, reducimos un grado de libertad al problema en la
configuracién. Tener dos distancias mutuas iguales implicaaha restriccién mas entre
las variables a, b, ¢ v d, por lo cual podemos obtener las masasien funcién de sélo dos
variables.

Para poder llevar a cabo nuestro estudio, debemos considerar todas las 21 posibles
igualdades entre las distancias mutuas:

iz = T13 T3 = T4 4 = T23 a3 = Ty Tog = T34 g1 = Ta5
2 = T4 3 = T3 14 = T'24 23 = T34 Tag = Ty45

2 = Tag 13 = T4 14 = T'34 a3 = Tu5 (25)
2 = T2 13 = T34 14 = T45

2 = T3 '3 = 45

rz = T45.
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Figura 2.4: Cono formado por la lifiea que une a m; y m; y su bisector perpendicular.
Esta configuracion del problema de 8. cuerpos no puede ser central.

2.1.1. Aplicacion del teerema-del bisector perpendicular

En esta seccién aplicaremos el teéorema del bisector perpendicular de Conley [27] a
la simetria 1. Este teorema es 1til pararestringir la posible geometria de las configu-
raciones centrales. Ademads nos dard cehdiciones(negesarias en las distancias relativas
para la existencia de configuraciones centrales de 5 cierpos.

Teorema 2.3 (teorema del bisector perpendicular). Si ¢; v ¢; son dos puntos de
una configuracién central plana, entonces el par de doble conos determinados por la
mediatriz de ¢; y g;, y la recta que pasa a través de g; y gjebe contener puntos de
la configuracion central en cada cono doble, o no tener pufites en cualquiera de los
dos conos.

La figura 2.4 muestra un ejemplo de aplicacién de este teoremiayPara demostrar
el teorema principal de esta seccién, también usaremos el siguiente lemanel cual nos
serd 1itil en los calculos.

Lema 2.4 ([26]). El segmento del bisector perpendicular que pasa por-el punto
medio de algiin lado de un tridngulo, atraviesa el lado mayor de los lados'réstantes
del triangulo (o pasa por la interseccién si estos lados son iguales).

Iniciemos por observar que las soluciones del sistema de ecuaciones (2.4) genera
todas las configuraciones centrales que existen para este problema, ademdis notemaos
que tenemos tres ecuaciones y tres masas mpy, ms y ms, entonces al resolver el sistema
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para 1as_magas, se tiene mq(r), mo(r) y ms(r) donde r € V| por lo cual cada r €
M garantiza la existencia de una configuracién central con masas positivas. Por lo
tanto, es sufieiente con mostrar que M es no vacio para garantizar la existencia de
configuraciofieg icentrales. Ya que este sistema de ecuaciones es muy dificil de resolver
analiticamentesen la siguiente seccién haremos un estudio numérico que consiste en
graficar las curyas de, nivel cero para las regiones M; en un espacio bidimensional
dadas por dos de la8 yariables a, b, ¢ 6 d. Las intersecciones de las respectivas regiones
de masas positivas generan las configuraciones centrales de masas positivas. El papel
que juega el teorema del bisector es delimitar el espacio de la configuracién V.

Aplicando el teorema del bisector a la simetria 1, ver figura 2.3, obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.5. Consideremosyda configuracién de 5 cuerpos donde tres cuerpos de
masas my, my y my estan en coufiguracién colineal, mientras que los otros dos de
masas my v ms estan localizadossimétricamente con respecto a la linea recta que
contiene a los tres. Si los 5 cuerpos forman una configuraciéon central sin colisién,
entonces las distancias relativas entretlos‘cuerpos deben satisfacer las desigualdades
dadas en la tabla 2.1

b= ¢ b<e
Masas Restrigcion Restriccion
Ty YV My | Tog = T2V Tug™=>\1s | P 2 10 V a5 > 115
r13 > T34 T3 Zraa Vs > T
Ty V 1My T45 = Tag T34 2 To3 V rys = Tos
Mg V My T45 = Isg T48 A5
T3 = T4

Tabla 2.1: Restricciones de las distancias relativas dadas porsel teorema del bisector
perpendicular.

Demostracion. Aplicando el teorema 2.3 a las masas my y mg, parael caso b = ¢
obtenemos que las masas m; y my estdn en un mismo cono, ver la figura.2'%. Luego,
esta configuracién no es central, v en el resto de nuestro estudio excluirentos este caso
de la simetria 1. Por lo tanto, sdlo analizaremos los casos b > cy b < c.

Iniciemos por considerar el caso b > ¢. Al aplicar el teorema 2.3 a laswmasas
my v my, obtenemos algunas restricciones geométricas para que exista configuraeion,
central. Un caso particular es el que mostramos en la figura 2.6 (a), donde no puede
existir configuraciéon central, pues ms, m3 v ms estan en el mismo cono. Ahora,
aplicando el lema 2.4 obtenemos que se debe cumplir r15 > 794 v 15 > 145, Inientras
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Figura 2.5: Teorema del bisectéi\perpendicular aplicado a las masas mg y my, para
el caso b = ¢ donde no hay configufaeiones centrales.

my my
\ ,‘ \ ,.
v - 1 -
) ‘f’ . ’ﬂ’
LR \ -
-~ A
’f' 1 ’f’ A
- . - N
- 1 - \
T Y S S @3 m, @ ----- @ -l om;
My my
A A\
iy \
\ \
A A
A A
Ve Ve
voms Lo
A Ay
Ay A
\ v
A A
A Al
. :
\ A
(a) (b)

Figura 2.6: Teorema del bisector perpendicular aplicado a las mésas m, v my con
b > c. (a) No es configuracion central porque ma, mg vy ms estan én el mismo cono.
(b) Caso particular de configuraciéon central con roy > r19.

que el teorema 2.3 nos dice que se debe cumplir roy > 112 0 45 > r15. En la figura
2.6 (b) mostramos un caso particular donde roy > r15.

Utilizando un estudio similar podemos analizar el resto de las desigualdades de’la
tabla 2.1 v obtener el resultado del teorema. O

El teorema 4.3 nos da las condiciones necesarias, sobre las distancias relativas,




2.1 Simetria 1: tres cuerpos en el eje de simetria 29

que gérantizan la existencia de configuraciones centrales.

2.1.2. ExXistencia de configuraciones centrales con masas po-
sitivas
En esta seccion‘inostramos evidencia numérica de la existencia de configuraciones

centrales que cumplenda simetria 1 para masas positivas. En la seccidn 2.1 mostramos
que las ecuaciones de Delobek-Laura—Andoyer son reducidas al siguiente sistema

J1a = ma(Ryo — 92%2 + m3(R13 — R31)A143 + (R14 — Ra5)Aws = 0,

f2e = mu(Riz2 — Rua) Aggt™ m3(Ras — R31)Asa3 + (R2qa — Ras5)Aayg5 = 0, (2.7)
f31 = m1(Ri13 — Rua) Bag™ mo(R23 — R24)Azs2 + (R34 — Ra5)Az45 = 0.

Estamos interesados en estudiar Tas masas en un espacio bidimensional, es decir,
dejar a las masas en funcidén de dog variables, para lo cual realizaremos igualdades
entre las distancias mutuas, reduciendosasi un grado de libertad. Este estudio es-
tudio implica considerar todasdas posibles igualdades entre las distancias relativas
excepto aquellas igualdades qué~llevan a eolision: ri, = ry3 v ri3 = 7r93. También
debemos excluir r34 = 145, la cual/queda deseartada por el teorema 4.3, por lo cual
s6lo estudiaremos los siguientes casos:

2 = T4, 13 = T4, F14r=\I"23, I'og = "4, g = Tya,

2 = T2, iy = T, rig = T2, Tog = ', I'aqg = T45,

g = T4, 3 = T34, g = T34, ol = T'a5, (28)
a2 = T34, rz = T45, rig = Tas5,

2 = 5.

Para llevar a cabo el estudio completo de las simetrias definidds’en (2.8), vamos
a realizar el siguiente proceso a cada una de ellas: Usaremos las"di§tancias relativas
y dreas orientadas, en términos de las variables a, b, ¢ v d dadas.eén (2.5). Luego,
normalizaremos el valor de alguna de estas variables a 1, y expresaremes una de las
otras tres variables en términos de las dos restantes. Como resultado obtendremos al
sistema (2.7) en términos de dos de estas variables, asi como de las masas«fn;, mo
v mg. Por iltimo, resolveremos el sistema (2.7) para valores positivos de g, ang y
mg, v con esto garantizaremos la existencia de configuraciones centrales. Al tegolver
el sistema (2.7), obtendremos m; = m;(x,y) para i = 1, 2,3 donde & y y son dos de
las variables a, b, ¢, v d.

Las expresiones de las masas en funcién de dos variables en general son complicas
das para cualquier caso del sistema (2.8), y cualquier par de variables. Usaremos el
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paquéte computacional Maple V para obtener numéricamente la grifica de las curvas
de nivel.€ero de las superficies definidas por my, ms v mg. De esta forma se pueden
determinat.das regiones en el plano de las variables donde las masas tienen valores
positivos. Aftales regiones las hemos definido anteriormente como M;, en este caso
es el conjuntosdeérpuntos del espacio vectorial formado por dos de las variables a, b,
c o d tales queyn;* > 0 para ¢ = 1,2,3. Por dltimo, la region donde las tres masas
son positivas, Mg M, M My, debe estar dentro de las regiones definidas por el teo-
rema del bisector perpendicular, llamadas {2, pues este teorema sélo da condiciones
necesarias para la exiStencia de configuraciones centrales, mientras que el hecho de
que las masas sean positivagees una condicidn suficiente para garantizar la existencia.
Para mostrar esto, distinguiremos los casos b > ¢y b < ¢, descartando los casos con
colisién.

Sea N7 = My N MonN M pasa b > ¢y Ny = My N My Mz para b < e
Notemos que al no existir configuraciones centrales con b = ¢, tenemos que N7 y N
son conjuntos disjuntos. Denotambs por F; al numerador de m;(x, y), luego la frontera
de N7 UN; estd completamente deferminada por las siguientes tres ecuaciones:

F, = Fi(z.y) =0,
), = Fy(aly) =0, (2.9)
E3= Fy(rfy)=0.

En este caso, la aplicacién de mashsgrs, Ny UM, C (R%)T — (R3)* 1\ (0,0,0) es
ru'("f:z .'i}) = (Tn'l ("I:: .'i}), ?n'Q("I:: .'i}), s (:E: ,"})) . (21[))

En la descripcion y andlisis de cada uno de los casos, Segiiremos el siguiente con-
venio. El Apéndice A contiene las tablas que describen lasgregiones definidas por el
teorema 2.3, v el Apéndice B contiene graficas donde las zonas sombreadas correspon-
den a dichas regiones en el plano cartesiano. En cada caso mosttaremos la gréfica que
ilustra la interseccién de las regiones donde las masas son positivasy(azul obscuro),
es decir N7 y Ny con las determinadas por el teorema 2.3 (azul‘claro); las curvas
verde, roja y amarilla corresponden a las curvas de nivel cero paramn,, ms vy msg,
respectivamente.

s Caso rip = rua
Por simetria, este caso es equivalente a ro3 = r3y, el cual estudiaremos Mhas
adelante; ver la figura 2.7.

s Caso rig = ro3:
Sin pérdida de generalidad, tomamos r12 = ra3 = 1, y obtenemos que a = b = 1.
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@ My @ My
s L | § h > ~
O - g ® ®my ° my®-"""7mmm s s
mq ma
@ my @ M
(a) Configuracién con lasimetria r, = (b) Configuracién con la simetria ry3 =
714 T34

Figura 2.7: Por simefriacel caso r1» = r14 es equivalente a rog = r34.

Luego, la regién definida por“el teorema 2.3 queda en términos de las variables
¢y d, ver las tablas A.1 y A.2{ wla figura B.1.

La figura 2.8 corresponde agla region donde hay configuraciones centrales con
masas positivas, la cual éxistesparabr=7c v b < c.

Caso ri2 = rog:

Si normalizamos r;; = a = I=entonces yi» = roy implica que d = 1 — 2.
Luego, las regiones definidas por elteorema/2.3)pueden ser descritas en términos
de las variables b y ¢, ver las tablag Av3 y AT la figura B.2.

En la figura 2.9 mostramos la existencia de cohfigtraciones centrales para este
caso. Notamos que éstas existen para b > ¢ y b <€,

Caso 1y = rag

Si normalizamos 11, = rqy = 1, obtenemos que a = 1§ W= /1 — (b— ¢)2. La
configuracién para este caso puede expresarse en términossde las variables b y
¢, ver las tablas A.5 y A.G, y sus graficas en B.3.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con Thasas positivas
para este caso estan dadas en la figura 2.10. En este caso existen configuraciones
centrales parab > cy b < c.

Caso rig = rys:

Normalizando r» = rys = a = 1, entonces d = % donde podemos expresar las
regiones definidas por el teorema 2.3 en términos de las variables b y c.

Antes de continuar, debemos hacer notar que el teorema 2.3 nos garantiza que
para b > ¢ no existen configuraciones centrales. Por otro lado, b < ¢ cumple con,
el teorema 2.3 y la regién definida por este teorema esta dada en la tabla A.7,
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Figura 2.8: La curvas verde, roja ygamarilla corresponden a las curvas de nivel cero
para my, ms y mg, respectivamente, en el plano (e, d). La regién azul claro es la
definida por el teorema 2.3 y lasfegion azul obscuro corresponde a masas positivas,
es decir, N} y Ny, por lo que estagiegionés gorresponden a configuraciones centrales
para ris = o3 .

1.54

0.5

Figura 2.9: Laregién sombreada de azul obscuro corresponde a N y Ny, lo cual garan-
tiza configuraciones centrales para r12 = ro4 en el plano (¢, b). Las curvas verde, ¥0ja
v amarilla representan las curvas de nivel cero para mq, my y ms, respectivamente;
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Figura 2.10: La regién sombrea@e azul obscuro N7 y Na, lo cual garantiza confi-
guraciones centrales para rij» = ;";;A) el plano (e, b).

con la representacion gr@ostr 1 la figura B.4, pero no existen valores
a re,

positivos para m; y mg el giond por lo tanto no existen configuraciones
centrales para este caso.

T O
s Caso ryg = rig E“(‘\ O
Usando la tabla 2.1 tenemos que s @e cm@r ri3 > ryy para el caso b > ¢
Por lo tanto, no existen configuraci 1e8 centr @ para ri3 = riq con b > c.
Ademas, no es posible formar geométricamante u nfiguracion que cumpla
ri3 = r1s4 para b < ¢ como se muestra en la figura 2.3 que las masas my y ms
tendran que estar del lado izquierdo de my v esta configiracion es equivalente
ariy = ryg con b < ¢ que veremos mas adelante.

w Caso rig = 1oy c :
En este caso normalizamos a = 1, entonces d = /(1 + )2 — ¢2 a el caso
b > ¢ tenemos que la region definida por el bisector es un conjun@'—u:io, por

lo tanto no existen configuraciones centrales para este caso. Para b<ec
mostramos la regién del bisector en la tabla A.8 v su grafica en la fi 5.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas p
para el caso b < ¢ estdn dadas en la figura 2.11 (a), en este caso existen
figuraciones centrales de 5 cuerpos sélo para el caso b < ¢. La figura 2.11

muestra una configuracién de este tipo con valores especificos donde las ll’neab
discontinuas representan las dos distancias que son iguales. *
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o
mi 7 ms
L e [
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0 1 2 3 4 5
e ms

(a) Laregion sombreada de azul obsgiirdrcorres- (b)) Configuracién central correspondiente
ponde a N3, lo cual garantiza configytaciones a los valores a = 1, b = 1.037716929, ¢ =
centrales cnando b < ¢ 1.617268788, d = 6.601508911 con masas

mp = me = m3 = 0.3907H85608 Y my =
yng = 1

Figura 2.11: @onfiguracienes para riz = ra.

s Caso ri3 = r3a

Sea ri3 = r3y = 1, entonces a =1 b, 0 <D 1 yd=./1—(c—b)? por
lo que podemos expresar las regiones definidas _per el bisector en términos de
by c. Elcaso b > c no cumple la condicidén rj3%13, dada en la tabla 2.1 del
teorema 2.2, por lo tanto no existen configuracidnes-centrales para e caso.
Para el caso b < ¢ la regién del bisector se muestra en'la tabla A9y E grafica
se muestra en la figura B.G.

Las regiones donde existen las configgmaciones centrales’con”masas positivas
para el caso ri3 = ryy estian dadas E‘-IIPE figura 2.12 (a), 14" gutya de nivel cero
para my es la recta ¢ = b+ ;. En este caso existen configuraciones gentrales del
problema plano de 5 cuerpos, en las condiciones planteadas, séle”para el caso
b<ec

Caso riz = rys:

Sea ri3 = r45 = 1, entonces tenemos a = 1 — by d = 3, nuevamente flodémos
expresar la configuracion en términos de las variables b v c. La regién g#1 bisector
para este caso estd representada por las tablas A.10 y A.11 donde las graficas
se muestran en la figura B.7.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
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(a) La regién sombreada de azul obscuro corres-
ponde a N, lo cual garantiza configuraciones

centrales para b < ¢ en el plano (b, c).

ms

(b) Configuracién central correspon-
diente a los valores a = 1 — b, b =

0.4909182856,
0.702402723 ¢

c = 1.202698037, d =
On masas m; = mp —

my = 0.1892127188 v my = ms = 1.

Figura 2.12: @onfiguraciénes para rj; = ry,.

para el caso ri3 = ry5 estan dada€ en la figura 2.13, En este caso existen confi-
guraciones centrales de 5 cuerpos para.b > c¥ b= c.
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Figura 2.13: La region sombpeada_de azul.ebscuro corresponde a N y N3 lo cual
garantiza configuraciones centrale§ para r1y= ry5 en el plano (¢, b).

= Caso 14 = To3:
Si normalizamos r1y = ro3 = 1, obtenemos gie b =1y d = /1 — (a +¢)?, de
tal forma que en este caso podemos expresar lageeonfiguraciones en funcion de
las variables a y ¢, ver la tabla A.12 wsu graficasenda figura B.8. Este tipo de
configuraciones solo existen para b > c. La region donde existen configuraciones
centrales esta representada en la figura 2.14.
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(a) Laregion sombreada de azul obsewiro corres- (b)) Configuracién central correspondiente a
ponde a N7, lo cual garantiza configutaciones los valores a = 0.4506675735, b = 1, ¢ =

centrales para b > ¢ en el plano (a, c) 0.4224897218, d = 0.487438547 con masas
my = Mg = MMy = 0.3862178420 Y my =
m; =1

Figura 2.14: Qonfiguraciénes para riq = 3.

s Caso ryy = rog:
Todas las configuraciones con ri4 = 124 son equivalentes, médulo una rotacién
de 180°, a las configuraciones donde iy = r5ylas cuales estudiaremos mas
adelante.

= Rombo ma&s uno en el interior, caso riy = ras:
Sea ryy = ryy = 1, entonces b = a+ 2cy d = /1 — (a+.¢)?. La forma de la
configuracién es un rombo con una masa en su interior,\y& partir de ahora
la llamaremos rombo mds uno en el interior. En este caso pedemos expresar
las configuraciones en términos de las variables a y ¢. La regién definida por el
teorema 2.3 para b > ¢se muestra en la tabla A.13 vy su grafica estd’representada
en la figura B.9. En este caso no hay configuraciones para b < c.

La regién donde existen configuraciones centrales para este caso estéd dada en
la figura 2.15.
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e

(a) Laregion sombreada de azul obscurgs€orres-
ponde a N7 lo cual garantiza configuragiories
centrales para b > ¢ en el plano (e, a).

my
.
my_-* Soomg
e ° \.
Mo
 J
ms

(b) Configuracién central correspondiente a los va-
lores o = 0.3372424862, b = 1.32001479, ¢ =
0.4958861519, d = 0.408498913 con masas my; =
my = 0.1092765960 y my = my = ms = 1

Figura 2.15: €onfiguragiones para ryy = ry4.

s Caso rig = rys:

Searyy = rys = 1, entonces d = W2y c = lg‘j—c:.: en este caso las configuraciones
quedan en términos de las variables a_y b. Lasrégiones definidas por el teorema
2.3 estan representadas en las tablag A.14 y A I, las graficas se muestran en

la figura B.10.

La region donde existen configuraciones centrales esta fepresentada en la figura

2.16.
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Figura 2.16: La regién sombreada degazul obscuro corresponde a N y A5 lo cual
garantiza configuraciones centrales para riy = 145 en el plano (a,b).

s Caso ro3 = roy:
Sea ryg = roq = 1, entonces b = 1 y7d = /1 & 2, en este caso las configuraciones
pueden expresarse en funcidon de a y ¢. La regitn definida por el bisector para
el caso b > ¢ estd representada en la tabla A4G.y la grafica se muestra en la
figura B.11. En este caso es imposible tener geométricamente una configuracion
que satisfaga que b < ¢. Las regiones donde existen/configuraciones centrales
para raz = 24 estan representadas en la figura 2.17.
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My
29 ?
I
I
1
I
ma ! ms
: > - 9
| My
i L5 2 °
¢ ms
(a) La regién sombreada de azul obscuro'ggrres-  (b) Configuracién central correspondiente
ponde a N, lo cual garantiza configuraciones a los valores ¢ = 09, b = 1, ¢ =
centrales para b > ¢ en el plano (ced). 0.1334841552, d = 0.991050947 con ma-
gas my; = 1450800719, ms = mg =
1.982725324 vy my = my = 1.

Figura 2.17: Configuraciotiedpara ryg = ryy.

= Caso rog = raa
Sea rog = r3y = 1, entonces b = 1'%l = V2= ¢2, en este caso las configu-

raciones pueden expresarse en términos de a y €. I regién del bisector para
este caso estd representada en las tablas A.17 v A«18) mientras que las grafi-
cas correspondientes se muestran en la figura B.127 Layregion donde existen

configuraciones centrales estd dada en la figura 2.18.
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Figura 2.18: La regién sombreadd de-azul obscuro corresponde a N y N3 lo cual
garantiza configuraciones centrales parta oz = rgq en el plano (¢, a).

s Caso rog = rys:
Sea ro3 = rys = 1, entonces b=1 vy d = %: las configuraciones para este caso
pueden expresarse en términos de @y ¢, laregidn del bisector para el caso b > ¢
estd representada en la tabla A.19 §78u gréified correspondiente se muestra en la
figura B.13. La regidn del bisector *pata el casob < ¢ es el conjunto vacio, por
lo tanto no existen configuraciones centrales de § cuerpos para b < ¢. La region
donde existen configuraciones centrales de 5 cuerpésjcon masas positivas esta

dada en la figura 2.19.
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/] d my
1 "
AN |
a 1 !
1
0.54— ma i ms
° *------ b °
] Mo
. fa]

o T

0 05

o._______

&

(a) La regién sombreadasde azul obs-
curo representa a N, lo ¢wal garantiza
configuraciones centrales pata 'h'> ¢ en

(b) Configuracién central correspondien-
te a los valores a = 0.4639041278, b = 1,
c = 0.4192691759, d = 0.5 con masas

el plano (e, a). my my 0.4017626957, y

m4:m5:1.

my

Figura 2.19:Configuraciones para raz = rys.

= Rombo mds uno en el extéerigrycaso o= ry4:
Si normalizamos 1oy = ray =1, obtenémiossque b = 2c v d = /1 — 2. En este
caso la configuracion corresponde &’ un rombe-con una masa en el exterior, y
llamaremos a esta configuracion pombo mds‘uno en el exterior. La regién de
existencia de configuraciones centralessquedan en términos de las variables a y
¢, con la restriccidon de que b > ¢, eledso b < cdmplica colision de mg con ms,
ver la tabla A.20 y su grafica en la figura B.14.

La region sombreada con azul obscuro en la figura 2720¢orresponde a los valores
de las variables donde existen configuraciones centraléS'con masas positivas.
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0.5

(a) La regién sombreada de azul obscureTepre-
senta a N, lo cual garantiza configuracionds
centrales para ryy = r34 en el plano (c,a) para

b= e

] C&SO Tog = Tyg

my

Sea roy = ry5 = 1, entonces d = % T =
pueden expresarse en funcién de lasg¥ariables gy b. La regién definida por el
bisector para el caso b < c esta representada ef la tabla A.21 y su grafica se
muestra en la figura B.15. La regién del bisectorpara el caso para b > c es
vacio, esto se puede apreciar facilmente de la tabla#2.1) donde se debe cumplir
rs5 > 124 para b > c. La region donde existen configuraciones centrales de 5
cuerpos con masas positivas esta dada en la figura 2.21

ms

(b) Configuracién central correspondiente a los v
lores a = 0.7597048847, b =
0.6799277599, d = 0.733279101 con masas my,

Figura 2.20:_Configuragiones para raq = r34.

2

1.35985552, ¢

Y34 Bn este caso las configuraciones

A=




44 2 Configuraciones centrales de 5 cuerpos con un eje de simetria

0.8+

ieura 2. : La regién sombreada de az Uro representa a Jva, 10 cual gara. 174
Figura 2.21: La regién sombrefidh de azylebscuro representa a Ny, lo cual garantiza
configuraciones centrales para rgg’= rys en @l plano (a,b) con b < c.

2.2. Simetria 2: un cuerpo én'el eje de simetria

En esta seccion planteamos el problenia’de las configuraciones centrales del pro-
blema plano de 5 cuerpos donde las particulas my — mg¥ My — ms estdn localizadas
simétricamente con respecto a la linea recta que contiene a _la particula m;.

Para llevar a cabo el estudio distinguimos los siguientes(dos casos.

Caso I: my localizada en el interior de la envolvente convexa de las paxticulas ma, ms,
my y ms, ver la figura 2.22 (a).

Caso II: my localizada en el exterior de la envolvente convexa de my, ms, M ¥ ms , ver
la figura 2.22 (b).

A partir de la figura 2.22 tenemos que en ambos casos se cumplen las siguientes
relaciones entre las distancias relativas, asi como entre las aAreas orientadas:

' = T3, Ty = T15, Ty = T35, Tos = T34

(2.11)
Aoz = Aozs,  Ausp = Ayss, Aoz = Aosz, Dosy = —Doys.
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my @ @My
@y | @My |
! o d ! i
b AL ma : m : :
A S ®----—-- Lo @ —-------- - - b
| b L | ! L
@ M3 i @ s i
ms @ @ ms
(a) Caso L (b) Caso 11

Figura 2.22: Configuraeionse 5 cuerpos con una masa en un eje de simetria.

Notemos que en el caso I se*etimaple que Ajsz > 0, pero Ajys puede ser positiva
o negativa, ademds esta configuracigmsiempre es concava. Para el caso II tenemos
que siempre se cumple Ajpz < 0, niefityas que Ajyy puede ser positiva o negativa.
Si Aqag = 0, la configuracion es_egéncayva v si Aoy < 0 la configuracién es convexa.
Ademas se satisfacen las sigui€ntes-relacione§’entre las areas orientadas:

Anzs = Ags1 = Augz, D142 == A2, Aogr = Aiy. (2.12)
Por 1ltimo, como consecuencia de lagssimetrias.tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.6. En el problema plana de 5 cuerpes, si las configuraciones que
cumplen la simetria 2, son configuraciones centrales, enténces ms = mg v mq = ms.

Demostracion. Iniciemos por considerar las ecuaciones fy4 v.fi5.del sistema de Dziobek-
Laura-Andoyer (2.1), las cuales al aplicarles las condicionés\de simetria dadas en
(2.11) obtenemos

fos = (Mg — ms) (Rog — Ras) Aozs = 0,

2.1:
fas = (mg —m3) (Rog — Ras) Aysy = 0. (2.13)

Ahora debemos analizar cudndo se pueden anular estas ecuaciones¢En el caso de
que Agzy = 06 Ay = 0 tendriamos que las particulas my, msg, my v fislestan en
configuracién colineal, la cual estd excluida de la configuracién que estamosg” conside-
rando. Por otro lado, ryy = ry5 implica colisiéon binaria de la particula my ¢on’ms 6
mq con ms, luego rag # ras. Luego, la tnica posibilidad para que se satisfaganslas
ecuaciones (2.13) es que mo = my y my = ms;. =]

A partir de ahora supondremos que my = ms v mo = ms. Considerando Agzy = 0,
es decir, que las masas ma, ms, my vy ms estan en configuracion colineal, el teorema
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del bisector, aplicado a las masas mg y my4 nos dice que esta configuracion no puede
ser central al menos que m; también esté sobre la linea que contiene a los otros cuatro
cuerpos, por-o tanto también supondremos que Aggy # 0.

Luego, la eonfiguracién de las particulas my, mg, ms v ms es un cuadrado o un
trapecio con la particula m; en el eje de simetria ortogonal a los lados paralelos del
paralelogramo.

Ahora vamos aper/etiando la configuracion es central, es decir, vamos a encontrar
la solucién a las ecuaeiones (2.1), las cuales con las condiciones de simetria quedan
reducidas a las siguientes-cuatro ecuaciones:

?2 my(Riz — Ro3J&i3 +,my [(Rig — Roa)Ar24 + (R14 — Ras)A12s] = 0,
14 = my [(R12 — Roa)Adfs 4 (Ri2 — Ro5)A143] + my(Rig — Rys) A5 = 0,
fas = mi(Ri2 — Rig)Agar 6 o (Roz — Ras)Aoaz + ma(Rys — Ros)Agsy = 0,
fos = mi(Ri2 — Ri4)Ags1 + mg(Ros — Roa)Apgz + my(Rog — Ras)Agsy = 0.

(2.14)

La siguiente etapa es expresar lag'distancias relativas entre las particulas, asi como
las Areas orientadas en términos de las variables a, b, ¢ y d. Para llevar a cabo ésto,
primero notemos que el drea del' paralelogramo determinado por los vectores q; y
qir con m; en el origen de coordefiadas & dada por la norma del producto vectorial
q; X qx, luego A = £[q; x qi.

Por otro lado, tenemos que en élcaso I, Ajps puede ser positiva o negativa, luego
debemos considerar ambos signos, y'en el caso' I, 19 indistintamente puede tener
ambos signos.

Sea a la distancia entre m, y la linea que une a mg™y ms, ¢ la distancia entre m;
v la linea que conecta a my y ms, b la distancia que hay_entre la masa my y la recta
L, v por tdltimo d denota la distancia entre my y recta L&Ademas notemos que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que b < d.

= Casol

rie = Va2 + b, ru=vc+d&, ro3 = 2b, Tys = 2d,

rog =V (a+¢)? + (d—b)?, ros = v/ (a + )2 +{d + b)2,

Az = 2ab, Aoy = —(bc+ ad), Ay = —2ad,

Agyz = —2b(a + ¢), Agsq = 2d(a + ¢), Ayas = tlad™—be|.
= Caso II

rig = \/m rig = \/m rog = 2b, ris = 2d,

= Ve— P+ @—02  rn=(c—aP ¥ ([@+ 0P,

Algg = —2(.‘.}): A124 = :I:lﬂd — b(;’l: A145 = —fod:
Aoyz = —Qb((;‘ — ﬂ.) Agsy = Qd((;’ — ﬂ.) Ay = —(ﬂ.d + b(;‘).
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Pata gimplificar la notacién y hacer més facil el estudio de las soluciones de (2.14),
definimaos

= (R12 — Ra3)A1a3,
52 = (Ryg — Rog)Aqy + (Ryy — Ro5)Aqys,
& = (Ri2 — Raq)Arso + (Riz — Ros)Aus,
&= (Rus — Ry5)Aus,
§#= (Ri2 — Ri4)Aoa,
SVa (Rz; - Rz%)Azmz
&= (R — Ras)Aosa,
§s = (Myg — Rig)Aos1,
& = (R — Rya)Anas,
&10 = (Ris="Ri5)Aosa.
Luego, las ecuaciones (2.14) las podemos escribir como

Exma €y =0,
Eqply + Esmy =0,
Esmig™ Egme +Ermy =0,
Egmy( K Eogmo +& gy = 0.

(2.15)

Este sistema consiste de cuatro ecudciones consélo- tres incégnitas dadas por las
variables de masas.

En el sistema (2.15) tenemos a las maSag de marfera, implicita en funcién de las
distancias mutuas y las areas orientadas que a su vez estan en funcién de las variables
a, b, ¢ y d, si normalizamos una de estas distancias, erffonces el sistema (2.15) nos
proporciona a las masas en funcién de tres variables. Nuestre objetivo es estudiar los
casos frontera, nos referimos a los casos donde las distanciag mutuas son iguales. Al
considerar configuraciones planteadas al momento y ademas le pedimos que un par
de distancias mutuas sean iguales, reducimos un grado de libertad/al problema en la
configuracién. Al ser dos distancias mutuas iguales tendremos ung ‘testriccion entre
las variables a, b, ¢ v d, por lo cual podemos obtener a las masas en fungién de sélo
dos variables.

Al resolver el sistema (2.15), tendremos tres masas mds una restriecibnen las
variables. Para realizar el analisis, al igual que en la seccién 2.1, debemos tonsiderar
todas las 21 posibles igualdades entre las distancias relativas, excepto aquell@s\équi-
valentes por simetrias. Ademéds eliminaremos los casos que ya han sido estudiadasiper
trabajos previos, ver [12, 14, 22]. Luego, sélo consideraremos los determinados pof:

ra = Tos, 2 = T4s, g = Ta3,
rag = Ta4, ag = Tas, ez = T'45.
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2.2.1. ) El teorema del bisector perpendicular y la simetria 2

En la geceion 2.2 vimos que el sistema de ecuaciones de Dziobek—Laura—Andoyer
toma la forma

iz = mo(Rig— Ro3)Araz + my [(Rig — R24)Aq24 + (Rig — Ras)Aqas] = 0,

fra = mg [(Ri2 ="Rog) A1y + (R12 — Ros)Argz] + ma( Ry — Ras)Arys = 0, (2.16)
Soa = mi(Rio™= Rya) Apar + ma(Roz — Ras)Apaz + ma(Ras — Ras)Agsy = 0, '
fos = mi(Rip —B{4)Azs1 + ma(Roz — Rog)Assz + ma(Roy — Rys)Aosy = 0.

En el sistema (2.16)hdy mas ecuaciones que variables de masas, y por lo tanto
las tres masas las expresaremios en funcién de dos de las variables de configuracién
a, b, ¢ 6 d y una restriccion @digional. Por lo que las masas positivas no garantizan
configuraciones centrales debide=a\que tienen que cumplir esta restriccion.

Por otro lado, las regiones en”elplano de variables de la configuracion, donde
existen configuraciones centrales, lag'determinaremos al aplicar el teorema del bisec-
tor perpendicular para poder buscargegiones de masas positivas dentro del espacio
delimitado por el teorema del biSector. Pero en este caso, la region de masas definidas
por el sistema (2.16) puede tenérsecciones\iiera de la region definida por el bisector,
esto debido a que las masas positifas adenidstienen que cumplir una restriccion adi-
cional que ya hemos mencionado. Por'lo cuabfig’@plicaremos el teorema del bisector
perpendicular a este caso.

2.2.2. Existencia de configuraciones cenitrales para masas po-
sitivas

En esta secciéon mostramos numéricamante la existencia~de configuraciones cen-
trales, donde hemos usado una simetria adicional en las distancias relativas, ademas
hemos normalizado una de sus distancias relativas (de acuerdo ada simetria) y la
masa my = 1. Con estas condiciones, el sistema (2.14) es reducido#& tuatro variables,
las cuales seran dos de las variables a, b, ¢ y d ademas de las masas'mn;, my. Podemos
resolver este sistema para las masas, del cual tomaremos tres ecuaciefies*quedando
una restriccion que queda en funcion de las variables de distancia. Para yer‘cuando la
ecuacion restante del sistema (2.14) intersecta la region de masas positivissgaranti-
zando asi la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos para masas\positivas,
graficaremos la regién de masas positivas v luego la intersectamos con la restriccion
restante; si la interseccidn es no vacia, tenemos existencia de configuraciones centrales
de 5 cuerpos.

= Caso rig = ros:




2.2 Simetria 2: un cuerpo en el eje de simetria 49

Figura 2.23: Curva en el plano (@sc) donde hay configuraciones centrales para ryy =
ro5 para el caso II.

Sin pérdida de generalidadipgdemostomar r;o = ro5 = 1, entonces para el caso
IL,b=+V1-0a2 d=—c?+2a6—a®—4/1— a® + 1, resolviendo el sistema (2.14)
tenemos que mq = mq(a,c)y My = msla’c) Las regiones de masas positivas
estan dadas en la figura 2.23, dolide las €urvas amarillas y rojas, representan
las curvas de nivel cero y singularidades para las masas m; y my respectivamen-
te, la region sombreada de azul claro representa las regiones de masas positivas
y la curva azul obscura representa la_ecuacidi reStante que queda de resolver
el sistema (2.14) para las masas, la cual nos garantiza la existencia de configu-
raciones centrales cuando esta curva azul obscura egtii~dentro de la regién azul
clara.

Nota: a partir de aqui los colores de las curvas represeitan lo mismo en todas
las figuras.

s Caso rig = rys:
Para el caso I tomamosd = 1. b= V1 — a2 yparael casoIL d = ¥ = V4 — a2,
2 2 ' Y '

en ambos casos tenemos my y My en funcién de a y ¢. Mostramosgla, tegion de
masas positivas en la figura 2.24, para esta simetria tenemos configdraciones

centrales de 5 cuerpos para ambos casos I y I1.

s Caso ryy = rog:

En ambos casos podemos hacer, b = % v d=+/1—¢% lafigura 2.25, representa,
todas las configuraciones centrales para esta simetria, observemos que para
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Figura 2.24: Curva en el placﬁl ¢) donde hay configuraciones centrales para riy =
45, caso Iy II, respectivament@

/\

O

el caso II obtenemos las misn onfiguraciones centrales obtenidas para la
simetria 12 = ry5 en el . ‘7
s Caso rog = rog c : ‘ O
*

Con esta simetria, para el cas Wlo exis cuadrado con una en el centro,
para el caso Il existen dos familias de con ciones centrales, en este caso
podemos tomar b= 3y d = /1 — a)? as configuraciones centrales
para el caso IT estdn representadas en la figura

= Caso rog = ros:
Para el caso I podemos tomar d = /1 — (a + ¢)? —@ para el caso II, d =

1 — (¢ —a)? — 3, en ambos casos tomamos b = 3, la fi .27 muestra las
configuraciones centrales para esta simetria.

n Caso 1oy = rys: )
En ambos casos podemos tomar b = d = 1, las configuraciones @r;les con

esta simetria estdn representados en la figura 2.28.

&
‘©
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respectivamente. E a

T T T T
o 0z 04 06 0F 1 1.2 14 16 @
a j

Figura 2.26: Configuraciones centrales para rq3 = roq en el plano (a, ¢) para@\f‘%
IL.
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e

2

Figura 2.27: Configuraciones centr para 13 = ro5 en el plano (a,¢), caso Iy 1L
respectivamente.

Figura 2.28: Configuraciones centrales para ry3 = ry5 en el plano (a,¢), ¢ I1,

respectivamente. \S\
C
o,

*




Capituloe 3

Configuracién central de 5 cuerpos:
rombo mas uno

En este capitulo demostraremos analiticamente la existencia de configuraciones
centrales, las cuales considerame$ son las mas interesantes, geométricamente hablan-
do, de todas aquellas que encontrainos en"el,(Japitulo 2, las cuales consisten en cuatro
masas formando un rombo y una gitinta célofada sobre un eje de simetria del rom-
bo. Estas configuraciones centrales. cotrespondema la simetria 1. En la Seccién 3.2
mostramos la existencia de configura¢iones centrales-de 5 cuerpos donde cuatro ma-
sas forman un cuadrado. Por 1ltimo, endda,Seccién’ 3:3 mostramos que la aplicacién
de masas p para estas configuraciones ceptrales es una funcion, es decir, que para
cada configuracion existe un tnico vector de‘masas delag particulas que forman una
configuracién central.

3.1. Configuracion central de rombo mas uno

Consideremos una configuracién de 5 cuerpos en el plano, donde cuatro masas
estan en configuracion de rombo y la quinta estd localizada sobre un eje’de simetria
del rombo que pasa por dos masas, ver la figura 3.1.

Utilizando las coordenadas establecidas anteriormente, demostraremos ‘elSiguiente
resultado

Teorema 3.1. Consideremos una configuracién central de 5 cuerpos con cuatye
particulas en configuracién de rombo y la quinta sobre uno de los ejes de simetria ‘del
rombo, entonces existen configuraciones centrales del problema de 5 cuerpos donde
la masa sobre el eje de simetria puede estar:
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Figura 3.1: Configuracién.de 5 cuerpos con cuatro masas en configuraciéon de rombo
v la quinta masa fuera o dentfo del rombo, respectivamente.

(1) Fuera del rombo.

(11) Dentro del rombo.

Demostracion. Iniciemos por demostrar (I). Sin pérdida de generalidad supongamos
que la masa m; esta localizadaen-el exterior del rombo sobre el eje de simetria que
pasa por ms v ms. Entonces, se satisface #o0.= rgy = 1. Sustituyendo estos valores
en las expresiones de las masas (2.4), obtenemés que las expresiones para las masas
m; = N,,,/D,,.. donde N,,,. v D, sonel numerador y denominador, respectivamente

de las expresiones m;:

it T

Np, = —glz — Ryg)Avgp(Ros — Rus)Agis — (Rize= FRoa)Aras(Roy — Ras) Asas
+(Fi4 — Rys) Ay 23 — Ro4) Mg,
Dy, = (Ri2— Rm)ﬂgz( 13 — Ria)Azq1 — (Ruz — R24bl43(312 — Ri4)As41,
Nim, = (Ri3— Raa)Aua(Riz — Rig)Ao41(Roy — Aa@g
+(Ri3 — Roa)Araz(Riz — Ria)Asar (Rog — Ris)Asys
—(Rus — Ras)Avas(Ri3 — Ria) Azgr(Rog — Ros) Agas,
Dy, = (R23— Roy)As4Dp,,
Ny, = —(Riz — Roa)Arso(Ri2 — Ria) Aogn(Rag — %5)“3345
—(Ri2 — Raa)Arao(R13 — Ria) Azg1(Rog — Has)Dgas
H(Ryg — Rys) A5 (Ryp — Ryg) Aoy (Rog — Roy)Agya,
D,., = Dy,

Estas expresiones satisfacen las ecuaciones de configuracién central (2.4), y asipara
demostrar que existe este tipo de configuracion central, es suficiente verificar la exis;
tencia de valores para las variables (a, ¢) donde las tres masas sean positivas. Con
el fin de garantizar ésto, vamos a buscar la region, en el espacio de variables de la
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configliracion, limitada por las curvas donde alguna de las masas sea cero y las otras
dos seanpositivas; o bien, los valores de dos de las masas tiendan a infinito y la otra
sea Positivis

A partir 'dedas expresiones de D,,, v D,,, obtenemos que éstas se anulan cuando
Roy — Ryy, de®tal forma que my v ms no estan definidas cuando rog = rq4.

Ahora veamos gfie m; es positiva cuando ry3 = ro4, v tenemos

(Rt = R21)A1a0 (924 — Rys)Aza5 + (Riz — Rog)Aja3(Rog — Rys)Azys
(R19Ro4)A 142 (Ry13 — Ria)Aza1 — (Ri3 — Roa)A1a3(Ri2 — Rig)Aog

mi(rog = ro4) = —

Un caleulo inmediato 168 permite concluir que si roy = rgy entonces b = 2¢ y
] = — 2, v ademas ¢ 93 = Tgq 1 ica ¢ = 5. Luego, las masas msy v ms no
d 1 — 2, v ademdas quesfoy = 1oy implica }! Luego, las masas ms y ms nc
estdn definidas cuando ¢ = % mientras que para m; tenemos

-

N (a,c=1/2) = —1_‘;9.4(9. +1)4a? +a + 1Py () (3.1)

donde

P, (a) = (6vV3 = 2)a® 4 (15V3< 5)a* + {2v3 — 4)a® + (1 — 3v/3)a?
+(2-6V3)a+1-3V3.

Aplicando la regla de los signos de Deseartes a.este polinomio [10], obtenemos que
existe una tnica raiz positiva x de P, \laseual es”la_finica raiz positiva y diferente
de cero para N,, . Notemos que P, (0) <.# v P, # %00 cuando a — oo, luego
la raiz tiene multiplicidad simple, de tal forina que la Titérseccién de la recta ¢ = %
con la curva N,,, es no tangencial. Luego, N,,,(a,c = 14#2))toma valores positivos
y negativos. Mas ain, N,,,(a = 1,¢ = %) es negativo y Se.cumple que rag = ray,
T12 = T24 V T14 = Ta5, de tal forma que m; = 1. Asi, m, es positiva en el segmento de

1

recta ¢ = 5 con x < a < 1, siempre y cuando D,,, no se anule eff egos valores.

Ahora vamos a ver que D, (z) # 0 con 2 < a < 1. Notemos que
:iPD(ﬂ)
da(a+1)2(a2 +a+1)2’

Dm,l(ﬂ-;(f: 1/2) = —

donde
Pp(a) = 3pa* + 6pa® + (Tp— 3)a”> + (4p—3)a+p—1, conp= Va2 +a+1.
Al elevar al cuadrado a Pp(a), obtenemos el polinomio

a(9a” + 45a° + 123a” + 222a° + 289a° + 279a" + 192a” + 88a* + 24a + 3)
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el cudl eg un polinomio que no tiene cambio de signo en los coeficientes, y por lo tanto
no tienesaices positivas. Luego Pp(a) no tiene raices positivas, y ademdas Pp(1) > 0,
de tal formiasque por continuidad obtenemos que Pp toma sdlo valores positivos para
toda a > 0fFinalmente concluimos que D,,, < 0 para toda a € (0,1), y con esto

obtenemos que™in; > 0 en el segmento de recta ¢ = % conzr <a<l1.

Los numeradores de my v my evaluados en la recta ¢ = % toman la forma
V12(a+1) 1

Nola,e=1/p 2022 (3v3—1) (—— — 1) Puu(a).

(a,c=1/Q) . T (@),

(@ —1)(9 —V/3)

12

N'm:;(ﬂ-: c= 1/2) T sz(ﬂ-):

donde

_ V3(=2a° + (2ps-5)a’ + 4(p — 1)a® + (5p — 1)a® + 3pa + p)

Pm,' a .
z( ) 2(12(”‘ o 1)2((}.2 4+ a4+ 1){21

con p=+a2+a+1.

Ahora vamos a buscar los valores dé a dondé B,,,(a) = 0. Con el fin de eliminar

las raices cuadradas de P,,,(a) elevamo§ al cuadrad6 y obtenemos

15a® 4+ 60a” + 115a° 4+ 135a° + 109a* + 636* 4264 + Ta + 1.

Este polinomio no tiene cambios de signos en los coeficientes, luego F,

me 1O tlene
T

rafces positivas, y por lo tanto N,,, no tiene raices positivas, y como consecuencia
tampoco Ny,,. Ademas By,,(a = 1) > 0, de donde podemos congldir que Ny, > 0
para toda a > 0, asi como N,,, > 0 para a < 1.

El denominador para ma, D,,, = (Roz — R24)A340D,,, €s positivo en.el segmento
de recta ¢ = % cuando Ryg — Roy < 0, es decir, 8¢* —1 > 0 6 equivalentémente cuando

+
¢ > 3. Luego, my, ms — 400 cuando ¢ — § .

=10 1L, T > dlrecla c = 4 ysopre esta recla las dsas Tq Y ‘ .
En resumen, m; > 0 en larectac ; v sobre esta recta las masas mq v mige—s +00,
entonces por continuidad existen valores en las variables (a, ¢) donde las trés wmasas
my, Mg y Mg son positivas, y con esto queda demostrada la primera parte del teorema.

Ahora vamos a demostrar (IT).
En este caso una masa estd sobre el eje de simetria dentro del rombo, es decik,
ria = ry = 1. Sustituyendo estos valores en las expresiones de las masas (2.4)
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obtenémos que las expresiones para las masas m; = N,/ Dy,

Ny "=/ —(Ri2 — Raa)Avr2(R1s — Rys)Aras(Rog — R1g) Doy
TR — Rig)Avgs(Rog — Rys)Aoys(Rog — Rag) Aggo
ARy — Rus)Aras(Ros — Rug)Aoys(Rasz — Rog) Az,
Dy, = (Righ Ri4) D143 Dy,
N, = (Rgg—MRi)Ais3(R2a — Ras)Aoss + (Rig — Ras)Ars (Ri2 — Rua) Ao,
14 = Ri5)Avas(Raz — Rig)Doss,
D,,, = (Rgg— R0 &MafR2s — Ri4)A2a3 — (Ri2 — Ria) Aoai (Rog — Ros) Az,
Npmy, = ﬂ;gm — RoffA 1 pfR13 — Ris)Anuz(Ros — Ras) Anss
+(R12 — Rot )X 140(R1y — Rys)Arss(R12 — Rig) Aoy
+(Ris — Rys) Au3(Ria— Ris)Agy1(Ra3 — Ray) Aszyo,
Dm,;; = (Rm - Rl:l) A143sz-

En términos de las variables tenenio§ que ryy = r3y = 1 equivale a b =a+ 2c y
d = /1 —(a+ ¢)?. Notemos queylos denominadores D,,, v D,,, se anulan cuando
ri3 = T4, ¥ por lo tanto, las masdsam, v mg 1o estan definidas en la recta ¢ = —a+ %
En lo que sigue vamos a exploragsiexist ensalores de las variables de configuracion
donde las masas son positivas. Siguiendo unsprocedimiento similar al del caso (I),

vemos que my > 0 en la recta ¢ = —~a-+ % mientras que mq, my — +oco cuando
c— —a+ %_: ademas m; v ms son positivas paraa= c — %
Al evaluar el numerador de la expresion de ms el lartecta ¢ = —a + % obtenemos
. ) (=9 + V3)(a — 3)(2a* #4g* + 24 +2)
Ny, (a,c=—a+1/2)=
e (a— l)zn
Notemos que %(2{14 —4a®+2a?+2) > 0para0 < a < % de dénde podemos concluir
que N, > 0 para 0 < a < 3. Por otro lado, si ¢ = Va2 —afF 14 0 < a < 3, el

denominador

3(2a%q —3a%q+ (3¢ —2)a—q+1)

sz(ﬂ':c = —a-+ 1/2) 4(;(0 _ 1)2(}

#0\

Ademas el denominador D,,, se anulara en los valores de a que sean raices dél poli-
nomio p(a) = 2a*q — 3a®q + (3¢ — 2)a — ¢ + 1. Ya que las raices de p(a) también son
raices de (p(a))?, calculamos

(p(a))* = 4a" — 16a° + 37a° — 55a* + 58a® — 43a® + 18a — 3

1\? . .
=4(a-1){a—-= 0t — 203 4+ da? —3a +3).
(a )(n 2) (a a* + 4a* — 3a + 3)
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El lfimé factor es el polinomio de grado 4, r(a) = a* — 2a® + 4a®> — 3a + 3. La
derivadartle éste es el polinomio djﬂ“} = 4a® — 6a® +8a — 3, el cual tiene una tinica raiz
real, de tdlforma que r(a) tiene un tinico punto critico en a = % Esta infomacion,
unida con el hécho de que (p(3))* = % > 0y r(a) es una funcién creciente, implica

que (p(a))? ne”tlene rafces para a > 1/2, y por lo tanto, D,,, no tiene raices en el

11y % 32V109

intervalo 0 < a < % Por otro lado, tenemos D, (7, 7 3 39 > (), entonces
Dy, = 0 para toda/'gea < % Ademads, en la recta ¢ = —a + % los numeradores de
las expresiones de 1 _y“n; son

1 3(=¢ 3)(a® —3a+3) Pila
Jf\.'”“(a: C="s0+ _) = - ﬁ( }+' \/E)(n ; j‘n il i) l(n) 1
2 24a(a®? —a+ 1)3%(a—1)*
V3(a? +a+1)(=9+3) Pi(a)
2a* (1 — a)(a> —a + 1372

1
Npy(a,c = —a+ 5) =

donde Py(a) = 2a° — 5a* + (2¢ + 4)a> N3¢+ 1)a® +3qa —q y ¢ = Va2 —a + 1.
Ahora vamos a mostrar que”N,,, no se anula cuando 0 < a < % Igual que antes,
elevamos al cuadrado a P;(a) y"Obtenemos
1\ 2
(Pi(a))* =4 (n. — 5) (—a® +dg"— 50" +4% + 5a* — Ta® + 6a® — 3a + 1) .
El siguiente paso es mostrar que el politomio Pp(a) = —a®+4a” —5a5+a® +5a* —
Ta® 4+ 6a® —3a+ 1 no tiene raices para 0 < &< % Apli¢ando el tgprema de Sturm [40],
generamos la sucesién Ry (a) de residuos obtenidos al dividir T _s(a) entre Tj_1(a)

donde Ti(a) = —Ri(a), k= 1,...,7. En la tabla 3.1 mostfamos los valores obtenidos

al evaluar los Ty(a) en a =0y a = 3.

A partir de la sucesiéon de Sturm podemos concluir que parasg¢ =0 y a = % hay
cuatro cambios de signos para Py(a), ver la tabla 3.1, luego P»(a) 1o tiene raices en
el intervalo 0 < a < % Por lo tanto, N,,, v Ny, no se anulan cuandg 0 < a < % Ya
que

11 37
N [52) == 3(9 — v/3)(9 + 52v/13)v13 < 0.
(4,4) 41067\5() V3)(9 + 3)v/13 < 0,

11 7
N, (1 E) = —Tﬁ\/ﬁ(g —V/3)(9 +52V13)V13 < 0,

por continuidad tenemos que N, (% i) Y Ny (% i) solo toman valores negativos
cuando 0 < a < 3.
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a 0 3
107
PQ (ﬂ.) 1 756
Pa)| -3 0
13 107
I —16 | ~%s
19
15 > 0
313 107
Iy 3 | 2%
848
T 5 0
10643 107
15 T 16128 |~ 756
2264
Ts 1051 0
107 107
I; %6 | 256

Tabla 3.1: Valores de Py(a), Pj(a)ylasucesion de Ty(a) ena =0ya= 5, k=1,...,T.

Por otro lado, se cumple que
-Dm,l hd Dm3 = (Rl3 3 Rli)Aﬁilez'

Ahora requerimos analizar cudndag 1), es négativo, para lo cual debemos tomar en
cuenta que D,,, > 0 v que en la configuracién de"rombo Asq > 0. Por lo tanto, todo
se reduce a analizar cudando Rz — R< 0, es dedir, ri3 > ryy 0 equivalentemente
c>—a+ %

A partir de los célculos anteriores, tenemos que gébre la recta ¢ = —a + % los
valores de m; y ms tienden a infinito, mientfas que enla région ¢+ e = —a + % para
algtn € > 0 suficientemente pequeno, my y mg son positivas. "En esta region es donde
my > 0, lo que demuestra el caso (II). O

3.2. Configuracién de 5 cuerpos: cuadrade mas uno

En esta seccién estudiaremos la existencia de configuraciones centréles de 5 cuer-
pos donde cuatro particulas estdn en configuracién de cuadrado, miefitras que la
quinta particula estd sobre un eje de simetria. En la seccién anterior deéméstramos
analfticamente la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos dondé-chatro
masas forman un rombo. Sin embargo, no pudimos decir nada para el caso particular
en el que la configuracién de cuatro masas es un cuadrado. Esto es debido a-que
las configuraciones de rombo para las cuales demostramos la existencia de configu-
raciones centrales de 5 cuerpos, estdn lejos de aquellas configuraciones en las que los
respectivos rombos pueden transformarse en cuadrados.
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Figura 3.2: El teorema del bisector perpendicular, aplicado sobre la linea que une
dos masas diagonalmantes6puestas, nos dice que la quinta particula debe estar sobre
alguna de las diagonales del«€uadrado.

Teorema 3.2. Consideremos fina configuracién de 5 cuerpos donde cuatro particu-
las forman un cuadrado. Entonces“existen configuraciones centrales de 5 cuerpos solo
cuando la quinta particula estd sobregina de las diagonales, dentro o fuera del cua-
drado.

Observemos que cuando cuatfo particulas forman un cuadrado, el teorema del
bisector perpendicular, aplicado (sabre la linea que une dos masas diagonalmente
opuestas, nos permite concluir que-la=quinta masa debe estar sobre alguna de las
diagonales del cuadrado, ver la figura 372.

En el caso de que mg, ms, my v ms formen uh chadrado, v la quinta particula
esta fuera de éste, pero sobre una diagonal| se cumpléyque 1oy = r34 v 23 = ras.
Por otro lado, cuando la quinta particula estd dentre” del cuadrado, sobre una de
las diagonales, se cumple que r14 = r34 v 745 = r13. En afithos casos el teorema 2.2
implica que my = ms.

En las subsecciones 3.2.1 y 3.2.2 Esmostraremos el teoréma 3.2 para el caso en
que la quinta particula esta dentro y fuera del cuadrado, respe¢tivainente.

3.2.1. La quinta masa dentro del cuadrado

Iniciemos por suponer que my, ms, my v ms forman un cuadrado, entoneés ry, =
rsa ¥V T4s = r13; ademds que la masa m» esta localizada dentro del cuadradosy.sobre
una diagonal. Luego, aplicando el teorema 2.2 tenemos que m, = ms. Por lo tanto,
las ecuaciones (1.12) se reducen al siguiente sistema:

%4 ma(Ri2 — JA142 — m3(Ri3 — Ria)Azq + (R1z — R14)Aza = 0,
S = mi(Rio — Fi4)Aoqr + my(Rag — Rua)Asaz + (R2a — Ri3)Aogs = 0, (3.2
fas = mi(Riz — Rua) Az + ma(Roz — Roq)Azap — (R13 — Ria)Azy = 0.
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Resolvighdo este sistema, para las masas, obtenemos que

T1&s + 5Ty + Tels

= ) 3.3

mi D . (3.3)

my — xo(ry +55 - :1:[;): (3.4)
1Ty + T1Tg + T4TR

ms = — , 3.0

; 120 + 23, (3.5

D = x1x5 — T4Ts, (3.6)

donde

r1 = (Riz ~R81)Arge, 9 = (Ri3 — Ria)Asa,
ry = (Ri2 — Rag)Donr, x5 = (Rag — Ria)Aoys,
x6 = (Roq — R13)Agas, x5 = (Raz — Ros)Aszgp.
Ahora, normalizamos a 1 la longitudgdedlos lados del cuadrado. Considerando que

ri4 = T34, Se obtiene que b =+ 2c v d = 1 —(a+ ¢)2. Por otro lado, como
ri3 = a5, Se sigue que

1 1
c=—a+—, “d=—, b= —a+ V2. 3.7
Ahora se demostrard que para () < a'\< %: los #alores de las masas my, my v msy

son finitos, es decir, D # 0. EfectivamenteySustituimésylas expresiones de (3.7) en
175 — 425 = 0, vy obtenemos I en término§ de la variable a:

PD((I.)

b= _20.2(\/5— 1)2(a? — 2a + 1)%

: (3.8)

donde
Pp(a) = 5v2a'p — 2a°p+ 11pv/2a% — 14a®p — 3v/2a° + 2a® + 2pv/2 < Wopa,— 2v/2 + 64

vp=+Va2—av2+1.
1

La expresién (3.8) se anula en a = 7 Luego, esta configuracién eerreSponde
al caso donde cuatro masas forman un cuadrado y una quinta masa, ms,, esté.en el
centro del cuadrado. Ya que la quinta particula estd en el centro de masas, Sumasa
puede tomar cualquier valor y continuar siendo una configuracion central. Sin pérdida

de generalidad, podemos excluir este caso de nuestro estudio.

Para llevar a cabo el analisis de las raices de D, agrupamos los términos de forma
conveniente, posteriormente elevamos al cuadrado para eliminar las raices cuadradas
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p. Déspués de algunas manipulaciones algebraicas obtenemos el siguiente polinomio

de grado-12:
2 2
da(a — V2) (ﬂ. — \é_) (ﬂ. - \é_) Py(a), (3.9)
donde

Py(a) = (a.* K27 + 19a° — 29v/245 + 65a* — 52v2a® + 6202 — 24v/3a + 12) .

Los valores a = 0 v a@ = son soluciones de Pp(a) = 0, como D no estd definida en
o ,\/z 1

estos valores, los descargaimnos.
Para demostrar que Pp(a)sho tiene raices en el intervalo 0 < a < % aplicaremos

el teorema de Sturm al polineinio P3(a). La tabla 3.2 contiene la sucesién de Sturm
generada al calcular los limites_cuando a — £oo, respectivamente. A partir de los

1 — 00 o0
Bla | + | +
Bilef — | +

T | =] -

T, | ¥ |+

Iy + L+

Li| 7~

A - 1F

Ty 0 0

Tabla 3.2: Valores de P3(a), Pj(a) y la sue€sion de Sfurin, Ty (a), cuando a — +oc.

resultados obtenidos, podemos concluir que hay tres cambios de signos en cada uno
de los casos, y por lo tanto, no hay raices reales de Ps(a)” Entonces, D no se anula

I

cuando 0 < a < % Ya que Pp(a = ﬁ) = ;‘Tr:‘\/% - }—:\/5 < () tenemos que D > 0
para 0 < a < %

La siguiente etapa de la demostracion consiste en analizar el mumerador de meo,
Ny = ®a(24 + 25 + 6), que en términos de la variable a toma la forma

(V2—4)Py,,
16a2(v/2 — a?)2(a2 — V2a + 1)3’

J?\,sz =
donde
Py, = (V2 +4)pa” — (14v2 + T)pa® + (10v/2p + 40p — 4)d®

+ (10v/2 = 30v2p — 15p)a* + (10v/2p + 24p — 16)a*
+ {—4\/5;0 + 42 — 14;(})(.:.2 + 8\/5;0(:. — dp.
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Para €implificar éste, agrupamos y ordenamos los factores hasta obtener:

=\/a? —v2a + 1(Py(a)) + P5(a)

A'\"m2 1
donde
Py(a) = (a — \jﬁ) ((\/5+ 4)a’ — (6 4+ 124/2)a” + (28 + 7v/2)a*
— (8 4+ 16v/2)a® + (8 + 6v/2)a? — 8a + 4\/5) :
}.’

Py(a) = (0y/2a* — 4d° + 4v24* — 164
. 1 .
=a? (a. \_ —) (a —V2)°.

Notemos que a = % es raiz de los.polinomios Py(a) v Ps(a).

Ahora demostraremos que Py, ¢850 parad) < a < % A partir de una inspeccién
directa, tenemos que para a > 0, 5—5(‘# > 0y ya? —/2a+1 > 0. Luego, sélo hace
—k :

g o ¢ FPafa) . wl
falta mostrar que P >0 para <a< v

Observemos que f‘l—{‘f} es un polinomio=de grado 6 que puede tener 2 de raices
-X :
reales positivas, pues tiene 6 cambios de signos en los ceéfidientes. Para mostrar que

este polinomio siempre es positivo, observemos que

Pyla
lim A 1) = +oc.
a— oo ( — ﬁ

Por otro lado, su derivada es

d [ Pila
- A 1) = (6(vV2+4))a® + (5(—6 — 12v2))a* + (4(28 + 7V2))a®
Lt a — ﬁ
+ (3(—8 — 16v/2))a® + (2(8 + 6v/2)) o> 8.
Usando que a = % es raiz de este polinomio de grado 5, mostraremos que este s6lo
tiene una raiz real y es positiva, posteriormente veremos que el valor del polinomio

F s . s oy . . P
(f# en su uUnico punto critico es positivo. Esto nos permite garantizar que u'lil]
= : -
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no pfiede tener raices reales y que siempre toma valores positivos. Iniciemos por
considerat el siguiente cociente

1 d Pyla
Pya) = O3 2L [ Lale)
aF da \ a — 7

= (6v24 24)a" — (24 4 48V/2)a® + (64 + 16v/2)a* — (8 + 16V2)a + 8V/2,

el cual es un polinefmig de grado 4. Ahora aplicamos el teorema de Sturm para
encontrar los ceros de ¥(a). En la tabla 3.3 mostramos la sucesién obtenida del
algoritmo de Sturm, y ¢bservamos que en ambas columnas sélo hay dos cambios de

signos, de tal forma concluimos que Fs(a) no tiene raices reales. Luego, el tnico punto
. . . . Pal=%) -

critico del polinomio Py(a) ef a = % Ademds —2Z = X/2+ 1 >0, por lo tanto,

vz

P . . .. . .
u:# tampoco tiene raices realés. JEn conclusion, PNW no tiene raices en ) < a < %
2

- 7 am N,
v P‘wm(ﬁ) = UM 18875\ En otras palabras, my = — 22 > 0 para toda
D<a< v%
a [ w80 | oo
B{@) | 7L+
Bl | +7%
T + —+
T |+
T3 |+

Tabla 3.3: Valores de Py(a), F;(a) v 1a sucesion Ty(t) cuando a — toc.

A continuaciéon mostramos que ms > 0 para toda 0 < @ < % De (3.5) tomamos

Non. . .
mg = ——5= con Ny, = 2124 + 2126 + 2475, y de las ecuacioffes (3.7) tenemos
’\.’ _ A'\"m:;
SVmg — T o f 2!
4a*(v2 — a)?(a? — a2 +1)3
donde

Px,,, =4+ 62a” — 4a® — 28a” + 83a® + 147a" + 145a° — 100a” — 60a” +114"
— 14V 2pa® + 6vV2pa® — 4V 2pa® + 10v2a®p — 30v2pa” + V2pat®
—16aVv2 — 78V2a® — V2a + 24pa® + 16v2a* — 2pa® — Tpa®
+ 4pat® + 40pa® — 15pa” + 4v/2a" — 112v20° — 85v/24”
—28v2a° + 68V2a° + 48v/2a".
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Agrupando términos y elevando al cuadrado para eliminar la raiz cuadrada de p,
obteneme$ un polinomio de grado 22, el cual tiene a Lz como raiz de multiplicidad
2. Usamos/lasdivisién sintética para encontrar el otro factor, el cual es un polinomio
de grado 20w obtenemos

R'\"m:s

(R
o equivalentemente
Pr(a) = (8v/2 + 16)82%= (96 + 106v/2)a" + (586 + 232v/2)a’® — (416 + 812v/2)a*”
+ (564 — 568V 2)a™® + (4992 + 2338v/2)a’® — (11622 + 9016v/2)a™*
+ (22496 + 16176v/2)a* = (33534 + 22112V/2)a'? + (36464 4 28596v/2)a'!
— (42600 + 25920v/2)a"% L (34776 + 28844v/2)a” — (36138 + 16480v/2)a®
+ (14032 4 20872v/2)a” (21816 + 4704v/2)a® + (2336 4+ 10016v/2)a”
— (7800 + 384v/2)af (64 + 2464v/2)a® — 1184a® 4 192av/2 — 32.

Una vez mas, usando el tegréma de Sturmsse muestra que no existen raices reales
para este polinomio en el intervalod) < a < 1¢/En la tabla 3.4 mostramos las sucesiones
obtenidas, y observamos que hayhljcambies de signo para a = 0 y a = 1. Luego
podemos concluir que N,,, no cambia/de signo _en, el intervalo 0 < a < % Por otro

lado, tenemos que Py, (735) = e = [‘:’T‘H‘gg lo cual nos permite afirmar que

Py,,, >0,y por lo tanto Ny, < 0. En canclusién, i3 3 0 para toda a € (0, %)

a=10 a="1

P(0)<0]Tw(0)>0] P(1) <0] Twft) >0
PHO)>0|Tu(0)<0] P(1) >0 Tufl)<0
T1(0) > 0 [ T12(0) > 0| Th(1) > 0 | Tio(T%= 0
T,(0) > 0 | Ty5(0) > 0 | To(1) > 0 | Tys(1) >0
T500) <0 [T, (0) <0 T5(1) <0 | Ty(1) <®
Ti0) >0 [ T15(0) >0 | T4(1) > 0 | Tyi5(1) <0
T5(0) > 0 [ Ths(0) > 0 | T5(1) > 0 | Tye(1) > 0
T(0) < 0| Ti7(0) <0 [ Te(1) <0 | Tir(1) <0
T:(0) < 0| Tws(0) < 0| T5(1) < 0| Tus(1) > 0
T5(0)< 0] Ti>0 [Ti(1)<0] Ty>0
To(0) > 0 To(1) > 0

Tabla 3.4: Valores de Pr(a), Pi(a) y las sucesiones de Ti(a) ena =0y a= L.

Para garantizar la existencia de configuraciones centrales con la configuracién
que estamos considerando, sélo falta mostrar que m; > () para alguna a € (0, %)
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Elegifnog a = g y evaluamos
3v2 1279806582 — 121054329
(22 - - 58 V2 ~ 01174105851
7 32264000(v/2 — 4)

Luego, por contintidad m; > O en a € (g?ﬁ — €, 3—‘?/5 + €) para algin € > 0 suficiente-
mente pequenio. Nuinéricamente se observa que m; > 0 para 0.3529487331 < a < %
Con esto queda demosttada la primera parte del teorema.

3.2.2. La quinta.masa fuera del cuadrado

Consideremos cuatro 1fiasas formando un cuadrado y una masa sobre la diagonal
del cuadrado y fuera del mism®. El.caso que corresponde al problema planteado es
para roy = r3y ¥ rag = T15, v las‘ecaciones de Dziobek—Laura—Andoyer son reducidas
a las siguientes tres ecuaciones

Jf1a = ma(Riz — R2a)Avap + ma(Biz% Rog)Ajaz + (Ria — Raz)Aqas = 0,
far = mi(Ri2 — Ria)Bog —ams (I — Roa)Agao + (Rog — Rot) Az = 0, (3.10)
Ja1r = mi(Ri3 = Biy) Agar™mal( Ro3 =d?54) Az — (Rog — Roy)Aggp = 0.

Mostraremos que m; = 0 es un& fronteta.del.conjunto de masas positivas M y
que este conjunto es no vacio. Hacer esto es equivalente a mostrar que existe un a > 0
en el espacio de las variables de configuracién donde m; = 0 y las cuatro masas ms,
ms, Mg = m; forman una configuracién'central. Por continuidad existe una vecindad
del punto a donde existen configuraciones.centrales de™5ycuerpos con esta simetria.

Simy =0, de las ecuaciones foy v f314 obtenemos, redpéctivamente, las siguientes
expresiones de las masas:
(Raz — Ro4)Aza
(Roz — Ro4)Azsn’
v por lo tanto, ms = my = 1, lo cual es consistente con el résultado de que una
configuraciéon de cuadrado es central sélo cuando las cuatro masas som\iguales, ver
Albouy [2].

Ahora mostraremos que my = my = 1) = 0 para algin a > 0. La expresion

1 14M2 3 .

obtenida al evaluar f;; en my, = my = 1 es equivalente a la que obtuvilnes para
my, = 0 en el sistema (3.10), para las tres masas positivas y diferentes. Luegoslienen
los mismos ceros o raices y podemos estudiar ambos casos a la vez.

Mo = My =

Para cualesquiera de los dos casos, el teorema quedara demostrado al encontrab
una raiz positiva de la siguiente ecuacion:

12 — Roa) Avao + (Riz — Roa) Az + (Ria — Ro3)Ayss = 0. (3.11)
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Considerando que roy = r34 = 1 ¥ rog = rys, obtenemos b = 2¢ donde d = ¢ =

o

Luego, (871}) toma la forma

V2(v2 —4) P(a)
16(v2 + a)2a2(av/2 + a® + 1)%

=0,
donde

P(a) = (V2p + 4p)a®™H (14v2p + Tp)a® + (10v2p + 40p — 4)a®
+ ((30p(— 10)V2 + 11p)a* + (—2V2p + 24p — 16)a®
+ (4v2p — 4V2 — 14p)a® — 8V 2pa — dp

yp=V+a:+av2+1.

Luego, para tener el resultado déseado es suficiente con mostrar que P(a) = 0 para
alguna a > 0. Evaluando directamette tenemos P(0) = —4 y P(%) = —%\/5\/% +
L/5-9v2. Como 2v/2v/5 < 25,9vVZ =15y £/5 > 50, entonces P(%) > 0, de tal
forma que (3.11) tiene al menés/una soluciém Numéricamente, se puede comprobar
que la raiz es 1inica.

3.3. Unicidad del rombo. y el cuadrado

Teorema 3.3. Cada configuracién del preblema plafioide 5 cuerpos donde cuatro
masas forman un rombo y la masa restante esta sobre i éje de simetria del rombo,
tiene vector de masas (my, my, ms, my = 1,m5 = 1) tinicogexcepto para el caso en el
cual una masa estd en el centro del rombo.

Demostracion. Las ecuaciones (2.7) pueden ser reducidas de un”sigtema homogéneo
Am =0 a un sistema no homogéneo Bm = b donde

g (Ri2 — Roa)Arsa (Ri3 — R3a) Avgs
B=| (Ri2— Ru)Aw 0 (Rao3 — R3q) Aoas
(Riz — Ruu)Azn  (Ros — Rog)Dgan 0
(—Ru + Rys)Avss my
b= | (—Ros+ Rus)Avys |, m= | mas
(—R31 + Ri5)Asss mg

Observemos que la existencia y unicidad (positiva o no) del vector (my, ma, mz) del
sistema lineal Bm = b depende de que det(B) # 0. De las simetrias de la configuracién
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tenemos/que Ajp = —Aoyy, Az = —As v Avys = —Agye, entonces obtenemos

det(B)= | (Ri3 — Ria)(Ria — Rya)(Ra3 — Ra)
(3.12)
— (Ri2 — Rug)(Ros — Roy)(Ruz — Raa) | Az AraaDogs.

Considerando la_cofliguracion planteada en el teorema 3.3 vy la simetria 1 consi-
derada en este trabajonpodemos dividir el estudio en dos casos.

Caso 1. La quinta masa”esta_sobre el eje de simetria y dentro del rombo: es para
4 = T'34-

Caso 2. La quinta masa esta’sobreel eje de simetria y fuera del rombo: roy = r34.

Siryy = ry, (3.12) toma la forma

det(B) = [(Riz — Ros)(Rys 7Rus) = (Riy — Riy)(Roz — Rog)
(Riz — Rig) D341 81008043
Desarrollando el primer factor de esta«iltima expresion y factorizando obtenemos

det(B) = (Ri2 — Rog)(Ras # Rua) ( Ry =eR14) Az A1aoAoaz.

Las édreas orientadas satisfacen Azq A112A0243 # 0/ pues en caso contrario implica
colisién y hemos supuesto que ri4 > ro4. Por otro lade{ ténemos que las configura-
ciones centrales de este tipo satisfacen ry3 > ry4, la cual es’una condicién obtenida
del teorema del bisector perpendicular. El vector normalizade ide masas positivas es
tnico siempre y cuando 112 7 a3, es decir, el vector de masas es tinico excepto para
un rombo con my en el centro. Este caso fue estudiado por Gideasy Llibre en [12], y
corresponde al caso (i) de la demostracién del inciso (a) de su teoférma 1.

Ahora consideremos el Caso 2 donde 1oy = r34. Luego, a partir desla ecuacién
(3.12) obtenemos
Eet(B) = [(RIS — R14)(Ri2 — Roy) — (Ri2 — Rug)(FRaz — Ra)
(R23 — R24) Agan Ao Do)

Desarrollando, simplificando y factorizando al primer factor de esta expresidn, ohte-
nemos

E*L(B) = (Ri2 — F13)(Roq — Rua)(Ro3 — Roa) Az AyanAog.
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Dé la/geometria de la configuracion que estamos considerando, obtenemos que
ri3 = r19#F ¥o3, 14 > o4, de tal forma que el vector de masas positivas normalizado
es unico siempre y cuando rey # roy. EL caso res = roy corresponde a un rombo
formado por/dos tridngulos equilateros. Para completar la demostracién del teorema,
mostraremos gie'no existen configuraciones centrales de este tipo.

Sea 1y = ryp= o3 Entonces las ecuaciones (2.4) se transforman en

= mi(Ri2 — Ri4)Dog1 + (Raz — Rys) Aoss,
50 =1 (R — Ria) Agar + (Rog — Ras) Agas.

Ahora veamos cuando se cumple fyy = f34 = 0. Sumando fo4 + f34, tenemos
(R]Q — R14)A241 =+ (R];} — R14)A341 = (. (313)

Normalizando 1oy = 134 = re3 = Leobtenemos que b=1, c=: v d = ﬁ Usando
i 1 ' 7. 7

estos valores y simplificando (3.13) tehémos

V3(—2d° + 2a’p — 5%+ 4a°p — 4@ + 5pa® — a* + 3pa+p)
a2(14 a)2(a® +a 4 1)2

donde p = v/a? + a + 1. Para mostras-gue la iltima ecuacién no tiene raices positivas,
elevamos al cuadrado para eliminar lagsfaices cuddradas y obtenemos

15a® + 60a” + 115a° + 1350° +109¢* + 636° + 26a% + Ta + 1.

Como este polinomio no tiene cambios de signo entre sus’coeficientes, entonces foy vy
[f34 no se anulan simultidneamente, quedando demostradoel feorema. O

Corolario 3.4. Cada configuracién del problema plano de B.€uerpos, donde cuatro
masas forman un cuadrado y la quinta masa esta sobre una diagonal del cuadrado,
tiene vector de masas (my,msq, my, my = 1,ms; = 1) tinico, excépto-para el caso en
donde la masa que estd sobre la diagonal esta en el centro del cuadrado.
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Capituloe 4

Configurac¢iones centrales apiladas
de 5 cuerpos

En este capitulo mostramos los résultados mas importantes de esta tesis, lo cual
consiste en mostrar de maneraamalitica la existencia de dos nuevas configuraciones
centrales apiladas de 5 cuerpos efrél'pland qué cumplen con la simetria 1. Una de estas
familias de configuraciones centrale§ apiladas.€s dada por r12 = r23 donde obtenemos
configuraciones centrales apiladas del tipo Euléramas dos que veremos en la seccidn
4.2 y la otra familia de configuraciones gehtrales apiladas que mostramos son dadas
por ey = 145 la cual veremos en la seccigfid.3.

Antes de mostrar la existencia de esta§ configura€iones centrales apiladas habla-
mos sobre el conteo de las configuraciones centrales apiladas.

4.1. Numero de configuraciones centrales apiladas

Recientemente, ha estado creciendo el interés en configuracionesweentrales apila-
das. Ademsds de las configuraciones apiladas para 5 cuerpos en el plano mencionadas
en la seccidn 1.6, las configuraciones centrales apiladas también han sido encontradas
en el caso espacial, ver [16, 24, 25, 38] o en general en el problema de n cuerpes, ver
[11, 39, 43].

En este punto, surge una pregunta natural. Dada una configuracion central del
problema de n cuerpos, ;Cuantos subconjuntos diferentes de masas, A, existen ¢on
cardinalidad |A| =k, con k =1,2,...,n — 3 tales que los n — k cuerpos forman yna
configuracion central del problema de n — k cuerpos?

Usando la notacién de configuracién central apilada (n, k) dada en la seccién 1.6,

71
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dond€ nes el niimero de cuerpos de la configuracion original y k =1,2,. .., n—3esel
numero de cuerpos removidos, la pregunta anterior puede ser enunciada como: ;Cuél
es el nimére-de configuraciones centrales apiladas para todo k=1,2,...,n —37

En el prgbléma no colineal de n cuerpos, la respuesta para el caso (n, 1) fue dada
por Fernande§ y Mello en [11], donde mostraron que existe sélo una, la cual consiste
de un poligono reguldr formado por las n — 1 masas y un cuerpo de masa arbitraria,
que puede ser remo¥idos colocado en el centro del poligono.

Las configuraciones, gentrales que consisten de dos poligonos regulares anidados
son ejemplos de configitaeiones centrales apiladas (2n, n) dobles, las cuales contienen
dos diferentes subconjunges de n cuerpos que pueden ser removidos, ver [5, 23, 28].
Aunque en estas configuraciefies centrales apiladas tenemos dos subconjuntos diferen-
tes de n cuerpos para elegirflag-configuraciones centrales obtenidas una vez que los
cuerpos son removidos son similares. A causa de esto estamos interesados en contar
el nimero de configuraciones centrales apiladas que no sean similares después de que
los k cuerpos son removidos. Asi; cefitaremos el nimero de configuraciones centrales
apiladas (n, k) para todo k = 1,2,. %, n' 3 salvo similaridades.

En el problema plano no celineal de 5 cuerpos, una configuracién que después de
remover dos masas en tres diferentes maneras, tal que en cada una, las tres masas
restantes estén en una configuragion colineal, no es geométricamente realizable, al
menos que la configuracién de 5 cuerpos en €l _plano tenga cuatro masas colineales.
En ese caso el teorema del bisector perpendiculat™uos dice que tal configuracién no
puede ser central del problema de 5 cuerposy para*verlo, basta con aplicar el teorema a
cualquier par de masas que forman la configutacién celineal de 4 cuerpos cuyo bisector
no coincide con la masa que no pertenece a la configuracion colineal, de ser asi, se
elige cualquier otro par de masas. Por tanto, es imposiblé obtener, en el problema
plano no colineal de 5 cuerpos, que el niimero de configliraciones centrales apiladas
(5,2) sea tres, donde las tres masas restantes formen unageenfiguracion central de
Euler en el problema de 3 cuerpos.

Por otro lado, una configuracién central plana de 5 cuerpos qtiefincluye un triangu-
lo equilatero también puede incluir, en tres diferentes maneras, dos/configuraciones
colineales después de remover dos masas. Esto sucede cuando las dos masas no trian-
gulares estdn en los lados del tridngulo, ver la figura 4.1(a), cuando sélo una masa no
triangular estd en un lado, ver la figura 4.1(b), y finalmente cuando las ddy/masas no
triangulares no estan en ningtin lado del tridngulo, ver la figura 4.1(c). El t€oréma del
bisector perpendicular implica que ninguna de estas configuraciones puede sereentral
del problema de 5 cuerpos. Entonces en el problema plano no colineal de 5 ctierpos,
el nimero de configuraciones centrales apiladas (5, 2), salvo similaridades es a 16"urds
dos.

La configuracion central de 5 cuerpos dada por un cuadrado con cuatro masas
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I I I .
| | |
! ! !
| , @
I.”\_ VAN [N
S S at [V AR

f.f [ | ,_.f L] Y | :_, M

/ \
| *, It A Y .

w X \ A \ "il N
. I AN ra A S A
y 1 \ S % S A
/ | \ /o \ S b
R -0 --0-e— ----
! | |
! | |
1 | |
I | |
! ! !
| | |
(a) (b) (c)

Figura 4.1: Tres configura@ones,diferentes en el problema de 5 cuerpos, donde después
de remover dos cuerpos, unasConfiguracion de triangulo equilatero y dos configuracio-
nes colineales son obtenidos. Las*tres configuraciones son descartados por el teorema
del bisector perpendicular para §ér una configuracién central del problema de 5 cuer-
pos.

iguales en sus vértices y un cderpedocalizad®d en su centro con masa arbitraria, ad-
mite una configuracién central apilada (5, 1, a.la cual podemos llamar configuracion
central apilada cuadrado mds uno debido a Querel cuerpo removido es el del centro,
quedando la configuracién del cuadrado. Esta gonfiguracién central formada por el
cuadrado y una masa en su centro también admite una configuracion central apilada
(5,2) la cual es del tipo Euler més dos, obsetyemos giéyrealmente hay dos subconjun-
tos de masas que pueden ser retirados (lds glie estdfi diagonalmente opuestas) pero
las configuraciones resultantes de 3 cuerposs son similares; por lo cual decimos que
esta configuracion admite sélo una apilada (5, 2). En la genfiguracion del cuadrado
con una masa en su centro es imposible remover dos masas v, obtener un triangulo
equilatero, el cual es la configuracion central de Lagrange del.problema de 3 cuerpos.
Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.1. En el problema plano no colineal de 5 cuerpos, el numerg de con-
figuraciones centrales apiladas (5, k), para k = 1,2 salvo similaridades‘eg”asdo mas
dos.

En efecto, en la seccién 4.3 mostraremos la existencia de una familia donde el
nimero de configuraciones centrales apiladas (5,2) es dos.
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4.2 ) Configuracién central apilada (5,2): Euler mas
dos

En esta seceién demostraremos la existencia de una nueva familia de configuracio-
nes centrales apiladas (5,2) en el problema plano de 5 cuerpos. En esta configuracidn
central de 5 cuerpes, tres particulas estan en configuracion central colineal o de Euler,
mientras que las otrag€los particulas estan colocadas simétricamente con respecto a
la configuracién colingal:

Observacion 4.2. Este'tipo de configuracion cae dentro de la familia de configuracio-
nes centrales estudiadas porsGidea y Llibre [12], donde ellos, por un error aritmético,
descartaron esta configuracidn.

El teorema principal de esta se€cion es el siguiente.

Teorema 4.3. Consideremos la sigliente configuracion del problema de 5 cuerpos:
Tres masas colineales m,, my, py, ordenadas de izquierda a derecha, con m; = mgy en
configuracion central de Euler deliproblemale 3 cuerpos, mientras que las masas my
v my estan colocadas simétricamente,con respécto a la configuracién central colineal.
Entonces, existen configuraciones c¢entrales del'prablema de 5 cuerpos con my = ms =
1, tal que la linea recta que contiene & ney v mj eraza a la configuracion colineal a la
derecha de mg, o simétricamente a la 1zgiierda de .

Ty
o
T
1
1
|
o o ® :
M Mo My !
1
1
|
@
me

Figura 4.2: Configuracién de 5 cuerpos: Euler mas dos

Demostracion. Por hipdtesis my = mg y ria = a3, las ecuaciones (2.4gmy (2.8)%del
capitulo 2 deben cumplirse debido a que cumplen con la simetria 1, entonces sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢ = b = 1. De las ecuaciones (2.4)
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tenenios
(g — Ru5)Aoss
my; = , 4.1a
(R - Rsd)Aon’ (4.1a)
g — —2(Rys— Ras)(Ri3 — R31) Aoz + (Rig — Ras) (Rig — RM)AM% (4.1b)
' (1 — Ryq)(Ryy — Ryq)Bog '
0 = —RusA s 24500345 + 2R04Noy5. (4.1c)

Definimos la funciénlg = g(c,d) igual al lado derecho de la ecuacién (4.1¢), en-
tonces

(c.d) = (I +1¢)d B (1—c)d B 2ed
TV (o TeY”  (c—pr @ @@

(4.2)

Observemos que g es la misma filneion que fue considerada por Gidea y Llibre en
[12] para el caso (iii) en la demostraci@n=del inciso (a) de su teorema 1. Por lo tanto,
una familia de configuracionegcéntrales apiladas estarda dada por los puntos de la
curva g(c, d) = 0, excluyendo aquellos valoreg de ¢ y d donde g(c¢, 0) = 0y g(0,d) = 0,
es decir, los casos donde existe ¢blision de gny,.con ms, y cuando la configuracién
corresponde a un rombo con ms en“elicentro.

Las configuraciones del romho conslina masa en' el centro fueron estudiadas por
Gidea y Llibre [12], y demostraron la existencia deesta familia. No consideraremos
estas curvas, y por ende nos concentrarémes en eficentrar nuevas configuraciones
centrales apﬁx.da.s que satisfagan que g(e, d)= 0, con &5 0, d > 0, m; > 0y my > 0.

Sea M, el conjunto de puntos en el plano (c, d) tales€ué m; > 0 parai =1,2,3
v M = M; N My Msj, en este caso M, = Mj. Para demestrar el teorema 4.3 es
suficiente moatlaulne g(e,d) =0 intersecta M.

Notemos que 74 = /(1 + )2+ d? > ry = /(1 — ¢)2 + & parfi todo ¢ > 0, esto
es, Ry — Ry < 0. También Az,ﬁ <0y Agyy > 0. Asimy > 0 cuandg Ry > Rys. Se

sigue que M; = {(c¢,d)
- V3T

Ahora estudiaremos las intersecciones de m; = 0 con g(c,d) = 0, paca lo cual

definimos x(c¢) = ég ( \/—) Es facil ver que x(c¢) esta bien definida en el infervalo

[1,7], mas atin y(1) < 0y x(7) > 0. Entonces, las curvas m; = 0y g(c, dfi=/0 se
intersectan en al menos un punto (cg, ‘”) con 1 < ¢y < 7. Por otro lado debidp al
cambio de signo de y(c), la curva g(c, ¢ ) = () intersecta a la regién M.

Finalmente, tenemos que verificar que my > () en al menos uno de los puntos que
pertenecen a la interseccién de m; = 0 con g(c,d) = 0. Si m; = 0, la ecuacién (4.1b)
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toma“la siguiente forma:

16v3(1 + ¢)c? (% —/1+2c+ 32 )
2¢(8¢3 — 33’Q)1 [14+2¢+ %CQ

Un calculo inmédiate muestra que mso > 0 para ¢ > 1, con lo cual queda demos-
trado el teorema 4.3. O

my = —

Como ya mencionamos anties, Gidea y Llibre afirmaron que no existen configura-
ciones de este tipo, sin embargé, hay un error en su demostracion en la pagina 97 de
[12], donde ellos suponen que

(L= s)t ((s = 1)+ ) 20+ )t (1+8) + £2) 7 4 281(20) 7

es igual a g(t, s), definida en la pdgina 94 de [12], lo cual no es cierto debido a que
estas dos expresiones difieren<n/eliiltimoswmando.

En la figura 4.3 mostramos nagepnfigufagion central apilada (5, 2) con valores de
masas m; = me = my ~ 0.3783784 M 156148 3" ms = ms; = 1. La curva que contiene
a my representa todas sus posibles posiciones {esto-es, la familia de configuraciones
centrales apiladas para valores de m{"ysm» variando. Notemos que cuando el valor
de m; tiende a cero, el valor de my tiendeas1.28240390152325, v la configuracion se
aproxima a una configuracion de Lagrange.del problemiayde 3 cuerpos. Por otro lado,
cuando el valor de my tiende a cero, el valof de m; tiefide®a 0.961839715898175, v la
configuracién se aproxima a una configuracién central delsproblema de 4 cuerpos, ver

4.2.1. Unicidad de configuraciones Euler mas”dos

En esta seccién mostraremos analiticamente la unicidad para las cefifiguraciones
que cumplen con una simetria adicional ry3 = rs3 ademds de la simetria_lNas cuales
incluyen a las configuraciones centrales Euler mas dos que fueron mostradds en la
seccién anterior.

En el capitulo 2 definimos la aplicacion de masas y para las mn[igna.ciones que
cumplen con la simetrfa 1 tales que r13 = ry3. La aplicacion de masas es p : N} L.M)) -
(R%)* — (R*)*\ (0,0,0) donde

ple, d) = (my(e, d), ma(e, d), mg(e, d)) . (4.3)
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1y
m Mo ms L

Figura 4.3: Una configuracién_eentral apilada (5,2): “Euler mds dos”, donde
my = me = myg ~ 0.37837841156148, v my = m; = 1. En ese caso, ¢ =
1.76905011042108651 v d ~ 1.219094T4808793510.

De las ecuaciones (2.7) podewind expresardas masas mq, ms vy mz en términos de
(¢,d) como sigue

Mg + o (e'5%)

my =
v
—2ms3—de id
my = ————— 1
: v+ (."I:, (4.4)
(z—¢c)aB 47 (0= — 8g)
3= Ay l
“IH-1)
donde d
1 1 ) 1 1
a=—>——&¢, g==- 75
(2 +d2) 8d 8 (14 ) 5d?)?
1 1 1
¥=1-— 3 0= ER
(14 ¢)2+ d?)2 (1+¢)2+d2): 3d

v £ =1+ ¢. Aqui estamos usando el operador @(¢, d) = o(—¢,d).
Sea F; el numerador de m;, de tal forma que la frontera de A; UN; es determinada
por las siguientes tres ecuaciones:
= (E—e)a}l—?+7(5a —SE) =0,
Fy = (¢ —2)afB + 077 — 6782 = 0, (4%5)
Fy = (F—¢)af + v (6 — d2) = 0.
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En eFeapitulo 2 mostramos numéricamante que los conjuntos N; y N3 son no vacios,
esto debido a que es muy dificil verificar los signos de las expresiones algebraicas
del sistem@f4.4). Los conjuntos N; y N5 estdn representados por las regiones azul
obscuro en laficura 2.8 del apartado 2.1.2.

Las curvas F, = 0, para: = 1, 2, 3, las mostramos en la figura 2.8. Las dos regiones
conexas N, y Ahrepfesentan los valores correspondientes (¢, d) para masas positivas.

El siguiente redultaflo nos garantiza que dado un punto (e,d) € N7 U Nz, la
aplicacion de masas tiene un solo vector para las masas.

Teorema 4.4. Cada configliracién central simétrica del problema plano de 5 cuerpos,
donde el eje de simetria conti€éne los cuerpos my, ms y mg, ordenados de izquierda
a derecha y rjp = rog, tiéheector de masas (my, mg, ms, my = 1,ms = 1) tnico,
siempre que la configuracion ¢olineal de las masas my, ma v ms esté excluida.

Demostracion. Las ecuaciones (2:7)pueden ser reducidas de un sistema homogéneo
Am = () a un sistema no homogéneo, Bm = b donde

0 (Rip —Boi) A (Fig — Ryq)Apys
B = (RIQ - Rld)A')Al 0 (RQS - R;;4)A243
(Riz — Rua) Agaf \(R2s — R24)Az40 0
(—RM + R45) DM mi
b= | (—Ra+ Rys) Mg | . m = | my
(— R34 + Ras) Aigg ms

Observemos que la existencia y unicidad (positiva o néyen (mq, mq,ms) del siste-
ma lineal Bm = b depende de que det(B) # 0. De las simlet¥ias del sistema tenemos
que Ao = —Aoyy, Agyy = —Aqug v Asys = —Asys, entonces-ghtenemos

Eﬂt(B) = [(Ri3 — R14)(R12 — Roa)(Ra3 — Ra4)

4.6
— (Ri2 — Ru4)(Ra3 — Roq)(Ri3 — RM)]AMW%S- (46)

Si 719 = 193, tenemos que (4.6) toma la forma
et(B) = (B2 — Rag) (R34 — Ru4) (R12 — R13) Az Q142 Aoy,

Ya que las dreas orientadas satisfacen Asqy Ajgafogz # 0, ademdas que rip = 5% 2 =
T3 ¥ T4 7 34 (¢ > 0), el vector de masas positivo normalizado (mq, ma, mzynem, =
1,ms; = 1) es tinico siempre y cuando 11 # rog. Notemos que cuando 114 = rqy,'@'==(
v Mgz = 0, esto es un rombo con my en el centro, este caso ha sido estudiado por
Gidea y Llibre en [12] como caso (i) de la demostracién del inciso (a) de su teorenia
1.
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Cdando ri2 = oy tenemos que la configuracion forma un circulo con m, en su
centro. Aplicando el corolario 3 de [4] obtenemos que la tinica configuraciéon central
posible cof.enatro cuerpos formando un circulo es un cuadrado con cuatro masas
iguales en suis, vértices. El cuadrado corresponde a ¢ = 0 y d = 1, donde la linea
myms pasa a"través de mo. Por lo tanto, el teorema queda demostrado. O

El caso ¢ = 0 ¥ d=£ 1 corresponde a la configuraciéon del rombo con una masa en
el centro, la cual tambien fue estudiada por Gidea y Llibre [12]. Ellos enunciaron en
el inciso (a) de su teofema 1 que las masas estdn tnicamente determinadas por cada
configuracién que pertenece . la familia, pero de acuerdo a lo enunciado por Roberts
en la pagina 144 de [41], esta_afirmacién no es cierta. Roberts demostré que fijando
el tamano del rombo, existe’una familia uniparamétrica de equilibrios relativos para
la cual los valores de las masass#fny y_ms cambian linealmente una con respecto de la
otra.

El teorema 4.4 nos dice que dada una configuracién, el vector de masas correspon-
diente es tinico, responder al problem# inverso del planteado en el teorema anterior
es un problema atin mucho mas_eomplicado, jdado un conjunto de masas, la confi-
guracion correspondiente tal que el-sistema séa una configuracién central es tinico?

En general resolver el sistema de’ecnaciones (2.7) para un par de variables es muy
complicado debido a los exponentés fraccionariogjue hay en los denominadores. En
la figura (4.4) mostramos evidencia niimérica de gue-el problema inverso del teorema
4.4 también es cierto, dado un conjunto denasas<fg, ms, ms, My, ms) con my = ms
v 0 < m <0.96183..., y my = ms = 1, exigteyuna iniga configuracién central apilada
con ¢ > 1 del tipo Euler méas dos.

Se han realizado dos parametrizaciones correspondierites'a los casos b > cy b < ¢,

lo cual para las configuraciones Euler méas dos corresponde’a b = 1, es decir para

¢y 1 < c. En resumen, podemos decir que para cualgnier vector de masas

Ty, Mg, M3, My, Ms) con my = mg v 0 < my < 096183, v my= ms = 1, existen

dos configuraciones centrales apiladas del tipo Euler més dos, una«orresponde a una

configuracién del rombo con una masa en el centro (1 > ¢) miéitras que la otra
corresponde a las mostradas en la seccién 4.2 para (1 < ¢).

4.3. Configuracion central apilada: Lagrangé mas
Euler en uno
En esta seccién mostramos la existencia de una familia de configuraciones cen-

trales apiladas (5,2) del problema plano de 5 cuerpos, donde 3 cuerpos forman una
configuracién central de Euler, mientras que 3 cuerpos forman una configuracién cen-
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Figura 4.4: Relacién de m; conin, enét.odas las configuraciones centrales Euler mas
dos, 1y, o mo &~ 1.28240 y ﬁ&{, mﬁ%l&-}.

tral de Lagrange; evidentemente uno ylb: cue
de Euler y Lagrange. Por lo que el niiméro'de co1
configuracion es dos. Debido a las formas@enida; spués de remover los dos sub-
conjuntos diferentes de dos masas, hemos llamado aez@o figuracion central apilada
de 5 cuerpos Lagrange mds Euler en uno. Hasta donde’lléga nuestro conocimiento,

esta es la primera vez que este tipo de configuraciones céntrales son mostradas en el
plano. Para un fenémeno similar en el espacio, ver [6].

— ) .
rma parte de las configuraciones
cion central apilada para esta

Teorema 4.5. Consideremos una configuracion central de 5 c con tres masas

ma, My, ms en configuracion de triangulo equildtero y las mas Q y g sobre la

linea del bisector perpendicular al tridangulo, ver la figura 4.5. njlx‘ existe al
]

menos una familia de configuraciones centrales de 5 cuerpos tal que 18848 My,
my v ms forman una configuracién central de Euler. @
Demostracion. Este problema cumple con la simetria 1 del capitulo 2, enton or el

teorema 2.2 tenemos que my = ms vy las ecuaciones 2.1 son reducidas a 2.4. A\L{s}és
buscamos que mj, ms y ms formen una configuracién de Euler, entonces éstas d@
satisfacer la ecuacién quintica de Euler (1.10).

Podemos resolver las ecuaciones (2.4) para las masas
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Figura 4.5: Configuracién central: Lagrange mas Euler en uno.

{Ra3 — Rzq)doas
_— mgy

my = =
{R12 — R14)d2a

ma = — (Ri1z — Raa)(Ri1z — Ria)(Raa —®as5)843 8201 Agas £l Ria — Bas)(Rog — Raa) (Biz — Rug) ArgsAoazAaa )
(Ri1z — Ry5)Aq4a(Raz — Raa)AogalFyg & Ria)Agzal + (Bas — Rza)Anaz(Biz — Rug)Aosg(Rag — Rys)Azas

my = (Riz — R14)A041 ((R12 — Ras)d1ag{Rsg — Ry (Rag — Ras)Aaa5(Ros — Ras)Agan)

(Riz — Ras)Araa{Rag — Raa)Aoaa(Riz — R1ig)Aga1 + (Ria — Rag)Aqas(Riz — RBia)Asg1(Rag — Rus)Aaan

Sea rio = a, rog = by roy = rys = Fentoncessusando las expresiones de las
distancias relativas dadas en (2.5), podemnes expresal lis masas en funcién de las

variables a y b, es decir, m; = m;(a, b) parai = 1,2, 3. Luego, en este caso la ecuacion
quintica de Eu]ﬁ toma la siguiente forma:

E = — (m2 +m3) — (2mz + 3m3) a — (ma + 3mg) *@Bmy + my) o
+ (2ma 4 3my) * + (my 4+ ma) o°, (4.7)

b
donde e« = —, de tal forma que E = E(a,b).
a

Sea M la regién en el plano (a,b) donde las masas my, my y mge€on positivas.
Luego, para demostrar el teorema debemos probar que existe interseccidép~deé la curva
E(a,b) = 0 con M. Para hacer esto mostraremos que existe al menog ufy, punto
(ap,by) € OM que esta en la interseccion de las curvas E(a,b) = 0y my(arb)s= 0,
ademds que la interseccién es transversal. La figura 4.6 proporciona una evidéncia
numérica de que el conjunto M es no vacio, también fue mostrado en [21]. A partir
de la ecuacién fy, del sistema de ecuaciones (2.4) obtenemos

mg(Raq — Rog) Aoz
(Riz — Ri) Aoy

my = (4.8)
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Figura 4.6: Regién de mas f-, vas. M con E = 0 en el plano (a,b).

de donde Aoz <0, Aoy >0y R4 # 0sEntonces tenemos que m; = 0 cuando

ms = 0 0 roy3 = 134, lo cual imp 1e b 3, Ademas m; > 0 cuando my > 0
yb< 3@ Por continuidad existirén% 0s el ano (a,b) tales que my > 0 para
cualquier bola abierta centrada en algy mto recta b = 3@, si en este punto
ms > 0. Sea L el segmento de recta don@z = e (0, 13) Mostraremos que
my > () para toda a € L. . 5

Como consecuencia de lo dicho anteriormente, para ¢ strar que L estd en OM
debemos probar que ms y mgs son positivas para toda a e la ecuacion f3q4 =0
del sistema de ecuaciones (2.4), tenemos que my = 1 siemp 1emy = 0y rog = ris.

Falta demostrar que ms > 0 en L, recta en la cual se cumpleQ rag, mp =0y
my = 1. Sustituyendo ésto en la ecuacién fi4 del sistema (2.4 mos

(P12 — Ras)Argp + (Rug — R45)A14%
(Rss — Rig) Au o
A
(e Y3y~ (3a+ v3) N(a) 10)
3 27a% (v/3a2 + 3a 4+ v/3) (a2 + v/3a + ) %

donde (\

N(a) = —2a3—\/§az+(3a5+4\/§a4+6a —a? +V3a2 —\/_a—l) Vaz+av3+ 1.«

ma(my =0,mg=1) = (4.9)

(&P
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Un caleulo inmediato nos permite verificar que lim mg(a, ‘/f) +o00, ademés da-

a—0~

do que N(f)= —% — Vi (?1+14\/?) VU Y3 <0, entonces mg(1, ¥3) > 0. Ahora,

para garantizag'que ms(a, é) > 0 para a € (0,3), demostraremos que mg(a, é) no
se anula para @ €0, %).

Ahora hacentegafianipulacién algebraica en la funcién numerador N (a) de (4.10),
de tal forma que ohfeniemos un polinomio P = P(a) de grado 12 con coeficientes c,
correspondientes a los4&minos o”, respectivamante. Estos coeficientes son ¢19 = 9,
e = 33v/3, c1p = 165,%¢5= (1623 —6), cs = (306 —20v/3), ¢ = (126v/3 — 90), ¢5 =
(96 — 78V/3), 5 = (14v35A26), ¢y = (12 —42/3), c3 = (9v3—24), ¢ = (12— 2V/3),
c1 = 3v3 v ¢g = 1. Ahora yafnos aplicar el teorema de Sturm para demostrar que
P(a) no tiene ceros cuando ag& (0, ). Sea R, el residuo obtenido de dividir P por P’
y Ty = —R;. Sea R, el residuo’obfenido de dividir P’ por T} y T, = — R,, finalmente
Ry el residuo obtenido de dividitsTye, por Ty._; con T = —R,..

Evaluamos las sucesiones en los puntos a =0y a = l; v obtenemos la tabla 4.1.
Notemos que las sucesiones de Sturmeaseciadas a a =0y a = l; tienen seis cambios
de signos, y el teorema de Sturfil nos ‘garantiza que no hay raices de P(a) cuando
a € (0,3) y por lo tanto my > 0"para todo'e/c L.

Tablar4.1:
a 0 3
76603 | 47730
P(a) 1 00 T 0000 VS
B 14612 14027
P'(a) 3v/3 i e Vo
T 37 — 09605 507703 73
1 AR IR34852 TORERR
2877124+ 142272+/3 21879353647, BT6399856  /°
T, 121 0103 - :;82(19 ‘\/3
T _ 121(—775+717V3) _ 121(38155275783121/3)
3 1[i{12.‘33+[i2[i\/ﬁ}2 2(]9952{1233+[i2[i\/§}2
 32(47985538230+28537H22888/3) | _ 16(27256934182505491 157 6aa8677574052v/3)
ﬁ wzu{-:tﬁ+53\/§}2 :mnmnu{ 3954 58/8)2
5 T5(0) > 0 T5(3) >0
Ts T5(0) > 0 Ts(3) >0
T T:(0) =0 7(1?) =0
Ty T:(0) > 0 8(11) >0
Aﬁj TL]([ <0 TLJ(_:] =0
10 T](}(U) <0 T](}(ﬁ) < ()
’_F“ T]] >0 T]] >0

Luego, hemos demostrado que my vy mg son positivas en el segmento de rectail,
entonces por continuidad existe una vecindad tubular centrada en L donde ms v my
son positivas, por lo tanto L C oM.
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Parasompletar la demostracion del teorema falta mostrar que la curva E(a, b) = 0
intersectd a L y que la interseccion es transversal. La expresion de E evaluada en L
esta dada/per

V3
3

( b ( b\’
Fla,=—)=—(14+m3) — (2 + 3m3) (E) — (14 3ms) (E)

O RO R

Un cilculo directo muéstra que lim E(n.:ﬁ) = 400 ¥ E(%ﬁ) < 0, lo cual

a0t 3 3
implica que FE(a, 3_;5) = OAiene al menos una solucién para a € (0, %). Entonces

podemos afirmar que existe al'inenos un punto (ag, 3/5—_‘) que esta en la interseccion
de la curva E(a,b) = 0 y el seginento de recta L. Ahora mostraremos que esta
. ‘s - ‘g oL
interseccion es transversal, para lofchal es suficiente verificar que — no se
oa |p—v3
3

anula para valores de a € (0 l;) A partir de la diferencial

dFE  OF Omy ~0F Omoy 0OFE dmg OF da

da  Omy da My, da ( dms da ' Do da’

usando (4.11) y las expresiones m; = 'mu(, b) dhtenemos

O B 9(a)

) PR 27a*(1 — 3v/3)(a% + vV3a +92 (—1+ 3V3 + (9 — V3)a+ (—1 + 3v3)a?)
donde

gla) = 738 — 810v/3 — 12825a + 3895v/3a + 28290a” — 8105030

—136080a® + 41328v/3a” + 120294a* — 132030v/3a* ~264060a°
+80196+/3a” + 10996205 — 120690+/3a® — 109215a" ¥ 38169v/3a"
+17958a" — 19710v/3a® — 4860a” + 1476v/3a’ + (— 738 % 800V/3
+16056a — 6048v/3a — 60462a% 4 47070v/3a? + 2445844 < 1141201/3a®
—416178a* + 279306+/3a* + 662688a° — 345384v/3a° — 599922u"
+369090v/3a® + 4303444 — 240840v/3a” — 1935184 + 1120861/34°

+53208a” — 31392v/3a” — 7074a™ + 3906v/3a'")\/a% + V3a + 1.

OF . .
Para encontrar los ceros de vamos a estudiar las raices de g(a), para lo cuél

da
tomamos g(a) = 0 y agrupamos del lado derecho de la ecuacién los términos con
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factor”\Ja2 +v/3a + 1, luego elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacidon y
simplificatmos, de tal forma que al reagrupar obtenemos un polinomio de grado 21
dado por
G(a) = (95811984 55262088V'3)a’" + 1654275960+955606896\/§)am
(138274011*;6--7981918200J’)a‘q — 74240855856 + 428588288641/3)a!®
+ (287097440688 — 165 79942(824\/_)a1’ — 850259626344 + 4907279604961/3)a '
+ (1998290401920, 11541309935 04vf)a‘* — 3821426402616 + 2205573951216v/3)a?
+ (6032096619468 =3483558597978v/3)a!® + ( 7949089483200 + 45885740394241/3 )"
+ (8791043641344 ¥ 5075943572592/3)a’! + (—8185733091144 + 4726144576368 v/3)a'’
+ (6414997379184 *8708154535144v/3)a” + (—4215550581864 + 2434574823792V/3)a®
+ (2309521611144 — 1332747953532V/3)a’ + (—1041812321472 + 601941337920+/3)a"
+ (381654231696 — 220106238468/3)a” + (—110382563376 + 63829686240v/3)a’
+ (24409357632 — 140616764643)a”® + (—3850279272 + 2229735792v/3)a’
+ (390205068 — 224358282/3)a < 18819216 + 10924992+/3.

Luego, los ceros de g(a) estdn neluidos enflas raices de G(a) = 0. Notemos que el
polinomio G'(a) sélo tiene dos cambfeside signes en los coeficientes, entonces la regla de
los signos de Descartes garantiza que.Gl(g) tien€ adé més dos raices reales positivas. Ya

. 206991159238864 | 119798174664376+/3
que G(0) = —18819216+10924992+/3 >0, G (3 )'"240L 1028804 | IIIBTA0HTONE ()

y G(1) = —594199056 — 343061016v/3 (< B, entoneés, las raices de G(a) deben ser
mayores que l; pues en caso contrario habfia éds de«os.raices de G(a). Por lo tanto,

_ ) OF
G(a) no tiene raices para valores de a € (0, 3), ¥ coniosensecuencia bz #0
da

para toda a € (0, 1) Luego, podemos concluir que la curvds B(a,b) = 0y el segmento
de recta L se intersectan transversalmente en el punto (a 1/—_}

O

Numéricamente, observamos que el teorema 4.5 es valido para cualquier valor fijo
0.043964649299756 < a < 0.162031454283589. Un ejemplo de configura€ién central
apilgla en el problema de 5 cuerpos del tipo Lagrange méas Euler en une es dado
por my = 0.117224179225200, m, = 0.890322344850114, my = 38.7407%4¥323209 y
my =mz = 1. En ese caso a = § y b= 0.569110604510880.
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En el capitulo 2, he%] nostrado, de manera numeérica, la existencia de va-
rias familias de conﬁguraJ centrales de 5 cuerpos no colineales en el plano que
contienen un eje de %ilnetrl’a de se le ha pedido ademds que cumplan un par de
distancias mutuas iguales. Vari estas familias que hemos mostrado son nuevas.

En el capitulo 3 damos una p u analltlca de la existencia de las familias méas

interesantes, hablando de geometrl fueron encontradas en el capitulo 2. Estas
familias son aquellas donde cua sa de los 5 cuerpos forman un rombo y en
particular para cuando el ron m ¢ 10.

El dltimo capitulo muestra la e-ncla os familias de configuraciones centra-

les apiladas, una de estas familias 1a sido la erréneamente como inexistente
por Gidea Y Llibre en [12]. En este 1% @ hemn ‘@mostrado de manera analitica lo
contrario y también ha sido publicadoa}[mos a y en [7]. Ademds, se demuestra
la existencia de una familia de configuraciowes centfales apiladas muy especial debido
a que consiste en una configuracién centerlla,da C @ ontiene a las dos primeras
configuraciones centrales que fueron descubiértas; la cofifiguracion central de Euler y

la de Lagrange. Este resultado también lo hemos public
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entrales apiladas de 5 cuerpos

4 Configuraciones ¢
—




Apéndice A

Regiones definidas por el teorema
del bisector perpendicular

Tabla/A.1l: ¥ =93 con b > ¢

Teorema del bisector Restrcciones en las Restricciones en
aplicado a distanCias relativas los pardmetros
my, Ma Fog > T N rasafe | d>V1—c2 vV d> 1\7{
r13' 3734 d<\/4—(1-c)?
Mo, My ras > T4 d > 7
1=c . R
ms, My rag > Tq4.  T13 > T4 \/—: “d < /A4 —(1+0¢)?

Tabla A.2: rio =13 conb < ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restriceiones en
aplicado a distancias relativas los pardmetros
M, My Tog =T NV Ty >T15 c>1
Tig >Ty MV Tis > Tas d—(c—1)2>d M 1"7{ > d
M, My Taq >Toy NV Ty > Tas (c—12+ @ >1VvdEel/3
ms, My T45 > T35 =1l -y

39




A Regiones del teorema del bisector perpendicular

90
Tabla A.3: rip =719 con b > ¢
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los pardmetros
Ty, 1My Log = T12 NV Tas = T15 c < %
Mo, My Tas > Tos e < 3?

Tas >fTgd Ty > Ty V2+2c—1<b<V3/1-c2+c¢

Mg, Ty

Tabla A 4ds iy = re con b < ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distanciag'relativas los parametros
my, My rod =12 VO Bas > T15 ¢ < %
Mo, My rag >red N Td 3 ros % >bvVe<l
ms, My T > b>c—+3V1=¢2

Tabla A.5: rip =714 con b > ¢

Restricciones en

Teorema del bisector Restricciones en las
lgs patametros

aplicado a distancias relativas
- L2
my, My Fog =712 NV Tas = Tia 20=>b NV (o \/l — {1—;} =>b
—3p2L
My, My Ty = Toj b<c+ @

r13 > 14 %\/ 2 +2c+3+ 5= % < b < ? +c

M3, Ty 45 = T34,
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Tabla A6: rip =13 conb < ¢

Teorema del biseator
aplicado a

Restricciones en las
distancias relativas

Restricciones en
los pardmetros

s —3r2
Mg, My Fap,>7og NV Trys>ros | 1>bVD>c— %
ma, My ras > T35 b>c— Jﬁj

Tabla .71 =145 con b < ¢

Teorema. del bisector Restriceiones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, Ty Toy ¥ 12 W Tasg > T15 C > “9
o - ‘ 4211
My, Ty raqg = Togem V' Fygd, Tos = > b
My, My Ty T35 b>c— ?

Tabla A8 ri3 =1 conb <c

Teorema del bisector
aplicado a

Restricciones en las
distancias relativas

Restricciones en
lespardmetros

Mo, My

T34 = T3

Vo Ty > Tes

b<e—1+

2 —2c AV

’1’>\/§

g, 1y

T45 > T35

3 c

+ 3V Be + 9¢?
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A Regiones del teorema del bisector perpendicular

Tabla A9: ris=ryycond < c

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicade a distancias relativas los parametros
(AN N Tog = T1a NV Ty =715 b<c
. 1
rg > Trea Vo Ty > Tas c>b+3
My, Ty Taq = Tog NV Tys > Tog D<b<l
Mg, My r45 > T35 c<b+ ?

Tabla A. 1095 = ry5 con b > ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Restricciones en las
distancia8 relativas

Restricciones en
los parametros

My, My rog =(Fan NV a5 > T b>c+1-— §
Flge> T34 b<ec+ 3'2—/?
Mo, My ras & T ¢ < §

ms, Ty

Tas > T34, T3 > Tia

c+1—§<b{c+§

Tabla A.11: ri5 =145 con b < ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Restricciones en las
distancias relativas

Restriceiones en
los parametros

ey, Thy

Tog > T2 NV Ty5 > T

b>1—\/(_"2+%

My, My

T34 > Tog vV Tas > Tas

.2

& T3
e

1

2

=bh vV C<§

ms3, Ty

45 = T35

b>(.“—Jﬁ

2
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Tabla A.12: ryy =193 con b > ¢

Teorema del ‘bisetctor
aplicado a

Restricciones en las
distancias relativas

Restricciones en
los parametros

My, Ty

W
13 = T34

rog = T12 a5 = T14

C

.2 G
<22y < J? —a

2 .
1—2a—2a

C > Shita)

My, My

Ta5 = To5

c< —3n+v—3a2+12

£

Mg, Ty

45 534, T13 = Ty

C

< —3a+1+ \f;:%rﬁ— Ba+9

TablarA.13: 1y =r3scon b > ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Cotnidiciones, en las
distancias relativas

Condiciones en términos
de los parametros

my, My Fog =T [V TE M ? —c>a
1-2¢
T3 2 T34 a>— -

Moy, My

r4s > o5

My, My

a5 > T34, T3 = Tu

Tabla A.14: ryy = rys con b > ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Condiciones en las
distancias relativas

Condicioneg en términos
de los parametzos

; ; 1
iy, My rog =T NV Tas =T 7 =
1—+/3
T3 = T34 b = —\/\,/—%_u

ms, My

r3 = T4

45 = T34,

l—a<b<V3—d
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A Regiones del teorema del bisector perpendicular

Tabla A.15: ryy=rycon b <c

Teorema del hiseetor
aplicado

Condiciones en las
distancias relativas

Condiciones en términos
de los parametros

my, My

Tog >T1p NV Ty5 >

rig T Voors > T

% i
l—ﬁu
b > v

Trlg, My

T'45 > T35

[)<b<§—a

Tabla A.106Yres = res con b > ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Condiciones en las
distaficias relativas

Condiciones en términos
de los parametros

My, My

roq = v LN

rag =14
3% a4

1 >a

V V31—t —c>a
a>+2—-2c—1

Moy, My

r45 =>Tap

V3

5 = C

Mg, Ty

Tas = T3a, T3 =214

1>¢

Tabla A17: ro3 =raacon b > ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Condiciones en las
distancias relativas

Condigithes en términos
de 108 _pardmetros

my, My

Tog > TV

45 > T14

V2e > a

VvV \W3(2c—¢f) —c>a

o, 1My Ta5 = Tas E; > C
My, My Tas > T34,  T13 > T14 c>1-— 3? a = ﬁ
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Tabla A18: roy =ryycon b < ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Condiciones en las
distancias relativas

Condiciones en términos
de los pardmetros

™My, My Tog > T2 NV T4 >T15 2e>a WV \/3(2(} — (_"2) —c>a
e, Ty Faq 2 T03 \ Tas > Tos % = C

Ms, My

T45 > T35

(:‘{l—l-%

Tabla A 19493 = 145 con b > ¢

Teorema del bisector

aplicado a

Condiciones-en las
disteicias relativas

Condiciones en términos
de los parametros

my, ™y

rog > T NV _ Tus/> Tia

ri3 = rag

\/(:-24—% >a V jg:—¥—(_">n.

(1—e)?+5-1

a = i

Mo, My

T4s > T35

5 = C

My, Ty

a5 = T34, T13 >4

3 . 3
1—3254(_<32£

Tabla A.20: roy =134 con b > ¢

Teorema del bisector
aplicado a

Condiciones en las
distancias relativas

Condiciones€n términos
de los patametros

my, my Tog >Tig V Tys>rp|l>a V \/3(1 —®#)—c>a
T3 > T34 a>1-—-2c
My, 1y Ta5 = Tag5 ? =
; 42
Mg, My Tas = T34, 13 = T4 —"ﬁj >, = %
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A Regiones del teorema del bisector perpendicular

Tabla-A21: regft=/rys con b < ¢

Teorema del bisector
aplicado a

@ondiciones ens las
distamncias relativas

Condiciones en términos
de los parametros

My, My

roa > 112) Ne Taf(> 15

1>a

My, My

T34 > Tog W a5 > o5

L

b{\/ﬁ




Apéndice B

Graficas de’las regiones definidas
por el teorema del bisector

perpendicular
2-/—-—'—
(a) b>=c¢ (b)b<e

Figura B.1: Regiones para rin = ras.
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B Graficas de las regiones definidas por el teorema del bisector
98/1 perpendicular
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Figura B.3: Regiones para rj, = 1y (
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Figura B.4: Rﬁg%a T2 = 145 con b < c.
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Figura B.5: Regién para rj3 = ry con b < c.




B Graficas de las regiones definidas por el teorema del bisector

perpendicular
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raq con b > ¢

Figura B.9: Region para ri4




B Graficas de las regiones definidas por el teorema del bisector

1[{1 perpendicular
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Figura B.13: Region para ro3 = rys con b > c.
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B Graficas de las regiones definidas por el teorema del bisector
perpendicular
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Apéndice C

Complemento de la tabla 4.1
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C Complemento de la tabla 4.1
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