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Introduccion

E concepto de entsépia fue introducido por el Fisico-Matemédtico Clausius
Rudolf Emmanuel en 1865,y establece que la energia no sélo puede medirse en
cantidad, sino también en galilad; a mayor entropia, menor calidad de la energia
y mayor tendencia al caos, [C)s

En matematicas, este concepta fue introducido con la finalidad de medir la
complejidad de un sistema. Usandoila similitud con la fisica, se propone que el
incremento en el desorden dedas drbitas de un sistema tenga asociado el incremento
de su entropia.

Dada una funcién definida de\un cofijurito compacto X en si mismo, la entropia
topolégica h(f) es la medida’del grado“de gemplejidad en las érbitas de f, més
precisamente, la tasa de crecimiento.del nfunero-de érhitas de f. Es conocido que
dado un polinomio P; : C — C desgrado dii(P;) = logd. Mds aiin la entropia
de P, restringida a su conjunto de Juliallenof es/la misma que la entropia de P,
restringida a su conjunto de Julia y esdgual a logd, [L].

El concepto de entropia de polinomits reales fiié eStudiada principalmente por
Milnor, Thurston y Tresser, éstos estudiaron la famdlia cibica a un parametro
v probaron que la entropfa es mondtona con respectd” al pardmetro, [MT, MiT].
Por otro lado, Radulescu estudié el comportamiento de la'entropia para funciones
logisticas acopladas, usando dindmica simbélica, [R]. Asimiging#Thurston genera-
lizd el concepto de entropia definido para funciones en un intéryalo, a la restriccién
de una funcién a su arbol de Hubbard, el cual guarda informaeion dinamica de Fy
v a esta entropia se llama entropia fundamental (del inglés core entfopy).

La entropia fundamental es una herramienta que permite caracterizar el espacio
de pardametros de familias de polinomios. Para el caso de polinomiossCuddraticos
se demostro que la entropia fundamental crece a lo largo de las venas del.éonjunto
de Mandelbrot [Tzl, L]. Ademas, Tiozzo demostré la continuidad de la éntropia
fundamental al variar el argumento externo, [Tz2]. En este trabajo generalizare-
mos los resultados de monotonicidad y continuidad para la siguiente familia de
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polinomios de grado d a un pardametro,

da
d_ 1)5

Pu(z) = 2"z +

Las propiedades topologicas de las componentes hiperbdlicas de esta familia fueron
estudiadas en [Rol

Este trabajo ¢omsta de tro capitulos. En el capitulo uno se presentan algu-
nos conceptos importantes en el estudio de la dinamica de funciones racionales,
como son: conjunto dé"Julia, conjunto de Fatou, renormalizacién y drboles de Hub-
bard. En el capitulo dos/Se define el concepto de entropia topoldgica en un espacio
topoldgico, se presentan falgunos resultados. Asimismo, definimos la entropia fun-
damental para polinomios @il conjunto posteritico finito y se muestran algunos
resultados para las familias ‘de“funciones cuadriticas y cibicas, los cuales fueron
demostrados por Li en [L].

En el capitulo tres se muestra:el primer resultado del proyecto de doctorado, el
cual consiste en demostrar glie la entropia fundamental es mondtona en la familia
de polinomios de grado d >37Li demestrd que la entropia bésica es mondénotana
en la familia cuadrédtica y ‘engama familia de polinomios ciibicos, [L]. Nosotros
generalizamos este resultado a.iing familia”de’ polinomios de grado d > 3 con dos
puntos criticos, uno de los cuales/tiené ordéan maximo. Este resultado se ha escrito
en un articulo que ha sido aceptade para publicacién en la revista Discrete and
Continuous Dynamical Systems, [GBLJ

En el capitulo cuatro se describe elsdlgoritmogpata calcular la entropia funda-
mental, propuesto por Thurston para pélinomios. Adémas, se demuestra que para
polinomios de grado d = 3 que tienen dos puntos criti€osy donde uno de ellos es de
orden maximo, este algoritmo se puede restringir de modo que es posible ignorar a
este tltimo. Este resultado fue eserito en un articulo sometido para su publicacién
en Entropy, [GB2]. Ademds, usando las ideas de Tiozzo, enfese.mismo capitulo se
demuestra que la entropia fundamental es continua en la frontera de la region de
conexidad para polinomios de grado d > 3.




Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene los“conceptos y resultados generales de dindmica holo-
morfa que son empleados para el'desarrollo de este trabajo, como son puntos pe-
riédicos, conjunto de Fatou y, conjiifito de Julia, hiperbolicidad y renormalizaciéon
entre otros. Aunque muchds/definicionessson vélidas en un contexto mas general,
en este capitulo nos centraremios en lasypropiedades de las funciones analiticas de-
finidas en un subconjunto abierto de C,dos resultados aqui presentados se pueden
consultar en (B, CG, M1].

. o, -
1.1. Puntos periodicos

)

El estudio de la dindmica de una funcién f : C tiene como objetivo
mostrar la convergencia de la sucesién {z,}, generada @ partir de una condicién
inicial zy € C, aplicando repetidamente f, esto es, z, = f(z,—1). Note que si la
funcién es continua y la sucesion {z,} converge a un limite L, entonces

9(}_3) = f(lim z,) = lim f(z,) = lim z,., =4

n— 00 TE—00 TL—+ D0

esto significa que L es un punto fijo de f. Por lo que, gs puntos fijés de f juegan
un papel muy importante en la dinamica global de f, va que son.los puntos a
donde van las sucesiones de iteraciones que convergen.

_
Definicién 1.1.1 Un punto z € C es un punto periddico de periddo k de la funcion
£, si f5(2) = z y fi(z) # 2 para j < k, donde f* denota la composicigri\de f
consigo misma k veces. Si k =1 decimos que z es punto fijo de f.
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{ 1 vez de tomar toda la sucesion {z,}, tomamos una subsucesién generada
por los mailtiplos de un niimero natural k , {z,,}, usando el mismo argumento que

para los os fijos, si esta subsucesion tiene un limite, entonces éste es un punto
periddico de periddo [ de f, donde I|k. Por lo que los puntos periddicos juegan un
papel muy hs;a't@te en las iteraciones de f.

Para cada ; al conjunto

Oy ( :wEC : w = f*(z) para alguna k € NU {0}},

se le llama la érbita de z_bajo f. En el caso que z es periddico, este conjunto es
finito y se le lama 6rbi i6dica.

En muchos casos es c& icado determinar lo puntos fijos v puntos periddicos
de f, v en consecuencia su 1portamiento, por lo que en general, se busca una
funcién mas facil de analizar«que en cierto sentido tenga las mismas propiedades

de f. ®
Definicién 1.1.2 Dos fu nes Snah’i s [ y g, son topolégicamente (analitica-
mente) conjugadas en el abié C existe un homeomorfismo (bi-holomorfismo)

w: U —= @U) tal que po (®Pg o Wam toda z € U. Esto es, el siguiente
diagrama conmuta, ((

PR -

-

@(U)o o))

Dos funciones conjugadas pueden considerarse la miSma funcién en coordenadas
diferentes, desde esta perspectiva se espera que el cor@tamiento dindamico de
dos flmcinles conjugadas sea el mismo. De la definicién de conjugacién, se puede
verificar que si f y g son dos funciones topolégicamente Coujfigadas por medio
de ¢ v 2 es un punto fijo de f, entonces (z) es un pu@o de g, ya que
g(p(2)) = p(f(2)) = v(z). Aplicando induccién sobre n se puede moStrar que esta
propiedad también es cierta para los puntos periédicos de f en U

Y

Definicion 1.1.3 Sea [ una funcion analitica y z un punto fijo d éﬂ. multi-
plicador X\ = D f(z), donde D f(z) denota la derivada de f en z. Se.dic

que z

1. atractor si | X |< 1; si A = 0, diremos que z es superalractor, \S%\

*
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r 4
2,/@;&;0?‘ st A= 1,

3. indiferente si | A |= 1.
*
Si{z1, 2, .. / es una Orbita periddica, cualquier punto z; puede considerarse
como un punt& de f*. Usando la regla de la cadena, se verifica quga D f*(z;)
no depende de j @‘ lo tanto, la clasificacién anterior es vilida para [as érbitas
periddicas.

Para mostrar la mﬂ( ncia que tiene esta clasificaciéon de puntos periddicos,
se enuncian los siguientesrésultados, cuyas demostraciones pueden ser revisadas
en [CG, BJ. &

El siguiente teorema caracteriza los puntos superatractores para una funcién
analitica f.

en zg, el cual tiene mult or A < |Al < 16 |\ = 1, entonces ezisten
U,V wecindades de zy y de [)@%‘Dectﬁ
que conjuga analiticamente f e (2)
salvo multiplicacion por un escal ye&l,

Teorema 1.1.4 (Koen%&l Sea_f una funcion analitica con un punto fijo
Uz

gfnts, y un btholomorfismo ¢ - U =V
?(Ademds, esta conjugacion es inica,

—

Este teorema nos dice que cerca ]Qs puntos fijos atractores o repulsores las
unciones se comportan como multiplica€ién por @n particular, si z; es atractor,
las érbitas de los puntos en una vecindad de 2, co en a 2.

Este teorema también es valido para dérbitas periddi tractoras o repulsoras de
periodo k, lo cual se puede verificar sustituyendo f p @

Definicién 1.1.5 (Cuenca de Atraccion). Si f : C — C Wa Sfuncidn y zy es
un punto fijo atractor de f, la cuenca de atraccion de z, es &n_;iunto
Af(z0) = {z € C: lim f"(2) = z}. )
TL— DO

La cuenca inmediata de atraccion de zg denotada por A}(zn)_, es @o ponente
coneza de As(z0) que contiene a z. 6

Las cuencas de atraccion para puntos k — periddicos atractores se deﬁ%an-
do a f* en vez de f. Por definicién, los puntos k — periddicos atractores Si e
tienen dominios inmediatos de atraccién abiertos y diferentes del vacio.
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Teorema 1.1.6 (B6ttcher-1904) Sean [ una aplicacidn analitica y zy un punto
fijo superatractor. Si f(z) = 2o + ap(z — z0)* + ..., con a;. # 0, entonces, existen
U, V wveesinidades de zy y 0, respectivamente, y un biholomorfismo ¢ : U — V que
conjuga f(2)ey g(z) = 2. Esta conjugacion es tinica médulo multiplicacion por
una raiz (k= -ésima de la unidad.

ge igual manera’Gue,en el teorema de Koenigs, este teorema es valido para érbitas
periodicas superatsactoras.

Otro elemento impertante en gestudio de los sistemas dindmicos es el conjunto
postcritico, va que éste gwarda las érbitas principales del sistema.

El conjunto posteritice de una funcion f se define como

Post(f) = {fafx).: zo es punto critico de f y n € N},

es decir, la cerradura de la unidn‘de las érbitas de todos lo puntos criticos de f.

El conjunto posteritico de firesta estrechamente ligado a la dindmica de la
funcién, como lo muestra el siguiente resultado, consecuencia de los trabajos de
Fatou, [CG].

Proposicién 1.1.7 El conjunto pposteritico’Post( f) contiene los ciclos atractores
de [ y los ciclos indiferentes quel pertenecen abvconjunto de Julia.

Este resultado particularmente nog=dice quie todo punto periddico atractor de
[, contiene un punto critico en su cuen€a de atratcién, de hecho, el punto critico
estd en la cuenca inmediata de atraccién.

1.2. Conjunto de Julia y conjunto’'de Fatou

En esta seccién se definen los conjuntos de Julia y Fatowpara funciones racio-
nales v se considera el caso particular de los polinomios. Las demgstraciones de los
resultados que se muestran pueden ser consultadas en [B, CGJ.

Definicién 1.2.1 Sea U C C un conjunto abierto y conexo. Sea f:U—
@} una familia de funciones analiticas en U. La familia F es nor n 29 €
U, si para toda sucesion {f,} Cn": eriste una subsucesion { fp, } qua@@werge
uniformemente a una funcion fy, en subconjuntos compactos de U, contenidos en
una vecindad de z.
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De i6n 1.2.2 Sea R una aplicacion racional. Se define el conjunto de Fatou
de R, omo el conjunto de puntos z; € C tal que la familia {R"} es normal
en una ad de zy. El conjunto de Julia Jp se define como el complemento de
Fr.

/

Los POIIJUII@ Julia y de Fatou tienen las siguientes propiedades:

1. Fres abler
2. El conjunto J RIS compacto, perfecto y diferente del vacio.

3. Los conjuntos )'R Fg son completamente invariantes, es decir, R~(Jg) =
R(Jg)=Jrpyde 1gu anera para Fp.

4. Si f denota la k-ésima’i la de R para alguna k € N, es decir [ = R*,
entonces Jp = Jy = Jpk m

5. 81z € Jg, entonces@pmto! ? 1 R7(2) es denso en Jg.
6. Sea z un punto peridc v@a—p @ de R.
a) Si z es atractor, ento‘rt(

f—FRk

b) Si z es repulsor, enton

7. Los puntos periédicos repulsor@e Rgr‘m conjunto denso en Jg, es

decir, Jp = {puntos periédicos repulsores d

De manera particular, si R es un polinomio P de d, entonces el infinito
es un punto fijo superatractor y ademas por el teore e Bottcher existe una
vecindad U del infinito Pnde el polinomio P es analitic e conjugado a la
funcién z?. Por lo tantggla érbita de todos los puntos z € am\rerge al infinito.

Se define la cuencaga atraccion del infinito como el conju

Ap(x) ={z€C: lim P"(z) = oc}.

TL—DC
Por el principio del médulo maximo, las iteraciones de P son a(:; s en las
componentes de Fatou acotadas, por lo tanto, A,(cc) es conexo y &
componente de Fatou de P no acotada, ademas es totalmente invariant
conjunto de Julia coincide con 9A,(o0).
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Definicién 1.2.3 Sea P un polinomio. Se define el conjunto de Julia lleno de P
como el eonjunto de puntos tales que su drbita es acotada, y se denota por Kp,

esto es

Kp={z€C: Op(2)es acotada}.

te que el conjumto de Julia, Jp, coincide con la frontera de Kp vy el conjunto de
atou, Fp, es lasinign del interior de Kp y Ap(c0).

Propiedades de. X p
Por definicién tenemoslas siguientes propiedades de Kp.
1. Es compacto, perfectgmy idiferente del vacio.
2. Es un conjunto lleno, es dgeir, su complemento en C es conexo.
3. Su frontera es igual al conjunter de Julia de P.

Teorema 1.2.4 (Fatou-1919) Sea P /un polinomio. El conjunto Kp es conexo
sty solo si la orbita de cadd punte critico’de P es acotada.

Por las propiedades que tiene el'eonjunto de Fatou resulta interesante estudiar el
comportamiento de sus componentes. Como €l conjunto de Fatou es completamente
invariante, la imagen de una de sus componehies conexas es otra componente
conexa. Una componente conexa UU dél conjunto”de-Fatou es periddica si existe un
entero n > 0 tal que P*(U) =U.

Teorema 1.2.5 ullivan-85) Sea P un polinomge y U una componente del
conjunto de Fatou. Entonces cada componente de Fp e eventualmente periodica.

Este teorema nos dice que la érbita de cualquier compofient¢® de Fatou de un
polinomio termina en una componente periddica.

1.3. Hiperbolicidad

Un concepto gndmnental en eppstudio de la dindmica holomorfass la hiper-
bolicidad, el cual fue desarrollado en los afios 1960s y 1970s (por SmalegAnosov,
Sinai y muchos otros). esta seccion daremos la definiciéon de hiperbolitidad
para funciones racionales y mostraremos las propiedades que hacen a este tipe~de
funciones bien comportadas, estos resultados pueden ser consultados en [McM].
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Definicion 1.3.1 Un funcién racional R : C — C, es hiperbdlica si las drbitas de
los puntas<criticos convergen a los ciclos periddicos atractores de R.

En el conjuntoe, de funciones racionales, las hiperbdlicas son las mejor comportadas,
va que cuahdo R’ es hiperbdlica, existe un conjunto finito A C C que atrae a un
subconjunto dhierto,de C de medida total. El siguiente resultado muestra algunas

caracteristicas de’lag funciones racionales.
Teorema 1.3.2 terizacién de Hiperbolicidad) Sea R : C — C una
Juncion racional. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El conjunto posterificgoPost(R) es ajeno al conjunto de Julia Jg.
. Cada punto critico de\R converge a un ciclo atractor bajo iteracion positiva.

4. Eziste una métrica conforme suave p definida en una vecindad del conjunto
de Julia tal que ||R'(2)||, >€-> 1 para toda z € Jg.

5. Existe un entero n > Qdal que-R™ expande estrictamente la métrica esférica
en el conjunto de Julid.

1.4. Familia cuadratica

En esta seccién nos restringimos ada familia dé polinomios cuadraticos P.(z) =
22 4+ ¢ para ¢ € C, los cuales son polinomios méicos centrados con punto critico
cer@yLos resultados aqui presentados se pueden conSultar en [DH1, CGJ.

genotemos por K. = Kp, y J. = Jp,. Del teorema dé Fatou 1.2.4 se tienen los
siguiente corolarios:

Corolario 1.4.1 El conjunto J. es conero si y sélo sila érpila de cero es acotada.

Corolario 1.4.2 El conjunto J. es un conjunto de Cantor &y sélo si la drbita
de cero converge a infinito, es decir, 0 € A.(oc).

Se define el conjunto de Mandelbrot M como
M={ceC: J.esconexo} = {c € C : la drbita O.(0) es acot‘&u }

Notemos que si ¢ = (), entonces K, es g disco unitario cerrado centrad?‘e ero
y por lo tanto, es conexo. De aqui tenemos que M es diferente del vacio.
seccién enunciaremos mas propiedades de M y su relacion con la dindmica d& B
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Corolario 1.4.5 El (’on;.'unto M‘ std mntm n el disco

Dz(o) Q | "3|

Teorema 1.4.6 (Douady-Hubbard-1982) Ei @tg M es conexo
pacto. Ademas, C\ M es conexo.

es la conexidad local de M, aunque en las ltimas décadas se

y com-

cho importantes

Una de las preguntas que atn siguen abiertas con respecto %nilia cuadratica,
I

avages al respecto, [DHL, Ly].

omo consecuencia de la definicién de hiperbolicidad, se tien iguiente re-

sultado.

; o
Teorema 1.4.7 Para ¢ en el conjunto de Mandelbrot, el polinomio @:

es hiperbdlico si y solo si P. tiene un ciclo atractor en C. @

Definicion 1.4.8 Una componente W del interior del conjunto de Mande
es hiperbolica, si P, es hiperbolico para alguna ¢ en W,

«
0

*
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SiV ﬁ'ma componente del interior de M v ¢y € W es un parametro hiperbélico,
se puec sztrar que P, es hiperbdlico para toda ¢ en W, [D1]. Ademds, si W

es una ¢ nente hiperbdlicca de M y ¢ € W, entonces P, tiene un tnico ciclo
atractor. w tanto, se puede definir la funcién multiplicador p : W — D, como
L 4

/O, o(c) = DPH(:4().

la cual es un isor
que nos permite def
W, [DH1].

smo de cada componente hiperbdlica W al disco unitario, lo
s siguientes elementos de cada componente hiperbdlica

Definiciéon 1.4.9 FEl (’P@de wna (’omponente hiperbdlica W, es el pardmetro
c € W tal que DP“ ~donde z;(¢) es una drbita atractora de periddo k.
Una raiz de W es un param € W, tal que DP¥(z,(c)) = 1. Ademds, se define
el rayo interno con dngulo ¢ d(& como la imagen inversa del arco radial en D
de dngulo 0, esto es p~* ({re’? 10 <y < 1}).

Dado que el complem del conj de Mandelbrot es simplemente conexo,
por el teorema de la aplicacigw’conforme/de Riemann, existe un isomorfismo ¢ entre
C\ M y D. Ademés, por el te na de GAr héodory, ¢ se extiende continuamente
a la frontera de I si y s6lo si la era de Fﬁs localmente conexa [McM, D1]. De
aqui, demostrar que el conjunto ¢ _.)vfandelb S localmente conexo es equivalente

a mostrar que el isomorfismo ¢ se puederexten ntinuamente a la frontera. Para
analgmr la extensiéon a la frontera, et mer It daremos mas informacién de
este 1somorfismo e introduciremos el concepto de externos a M.

Como el polinomio P. tiene un punto fijo superfatractor en el infinito, por el
teorema de Bottcher existe una \recindad U del infinitgfdonde el polinomio P, es
analiticamente conjugado a la funcién z?. Denotemos ¢. al bi-holomorfismo
que realiza dicha conjugacién, deja fijo al mﬁmto v es tangente a la identidad en el
infinito. Si U es el conjunto maximo donde ¢. conjuga F. ca&entonces tenemos

dos casos:
1. Sice M, entonces U/ = C \ K. )
2. Sic ¢ M, entonces U es una vecindad del infinito que contiene@] critico
c. 4( ;
A partir del bi-holomorfismo ¢, se puede definir la funcién (9

&y :C\M — C\D \S\(\
¢ = o). o

*
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Douad§ y Hubbard demostraron que esta funcién es un bi-holomorfismo y relaciona
el espacie~dindmico con el espacio de parametros. Para entender el comportamiento
de @, en ladrontera vamos a definir los rayos externos a M y a J..Sif € T = R/Z,
entonces el rayo externo a M de angulo # es el conjunto

dt) =0, ({z€C: z=re®™ 1<r<oo}).

g el lim, _,; RM(® ¢, se dice que el rayo de angulo # aterriza en ¢ y que ¢ tiene
a f como argumenf@mo.

Esta definicién tainbién es valida para los conjuntos de Julia lleno conexos, si
sustituimos a ®; pord’.

Teorema 1.4.10 (Douady-Hubbard-1982) Sea ¢ un pardmetro en la frontera
de una componente hiperbolica®W de M y con dngulo interno t € T.

1. Sit es racional y ¢ # 1Y eptonces ¢ tiene dos arqgumentos erternos, es
decir, hay dos dngulos B , 92 \ales que los rayos externos Ry (6;) aterrizan en
¢, para i = 1,2. Ademds,dos rayosR.(0;) aterrizan en un punto de la frontera
de la componente del interior de I, gue contiene a ¢ y son adyacentes a ésta.

2. Sit es irracional, entoncesleziste un ainico dngulo 8 tal que Ry (f) aterriza
en c.

b
A Ademds, Douady y Hubbard demestyaron p;) una parte, que todos los rayos
externos de angulo racional # aterri en la fr@ra de M y por otra, que si
# es periddico bajo la funcién 26, entonces RM(%erriza en un parametro c
parabdlico (P, tiene una érbita parabdlica) y en caso®tontrario, Ry(f) aterriza en
un pardmetro de Misiurewicz ¢, (cero es pre-periédico).

1.5. Arboles de Hubbard

Los drboles de Hubbard son una herramienta que permiten construir los angu-
los de los rayos externos en el espacio dindmico y ayudan a enteiider la dindmica
de un polinomio en su conjunto de Julia. El 4rbol de Hubbard estd.definido para
polinomios cuyo conjunto postcritico es finito, por lo que en esta seceion/nos res-
tringimos a polinomios con esa caracteristica. Los resultados aqui presemtados se
pueden consultar en [DHI, Pol.

Sea P un polinomio de grado d > 2, denotemos por {U;},_, la familia~de
componentes conexas de Kp. Para todo i € I, P(U;) = U;. Ademés, P : U; - I
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Figura 1.2: Rayos externos a./.y sus correspondientes en el Mandelbrot.

es propia v holomorfa de grado d;, donde d; — 1 es el niimero de puntos criticos,
contando multiplicidad, contenidos en [}

Dada cualquier componente=de. Fatou #cotada U, existe un homeomorfismo
¢ : U — D el cual es holomorfo ént con ¢(E()) = 0. Un arco radial es un arco
en U de la forma ¢! {'re"’? 0<ri< 1}. Dade”que ¢ es tnico excepto por una
rotacién de I, los arcos radiales estan bien definides.

Un arco incrustado en el conjunto degJulia llened (P) es cualquier subconjunto
de K(P) el cual es homeomorfo al intervalo cerrada”[0,1], € R. Un arco incrustado
I es regulado si para toda componente de Fatou acotada U, la interseccién I (U
es o bien vacfa, un punto o consiste de arcos radiales er [

El siguiente lema se muestra en [Z] para polinomios cuadeéticos, pero el argu-
mento es valido para polinomios de grado d.

Lema 1.5.1 Dados cualesquiera dos puntos x,y € K(P), eriste tm tinico arco
requlado I C K con puntos extremos x,y. Ademds, sin es cualquiep@reo incrustado
en K(P) el cual conecta x con y, entonces I J(P) C n(J(P).

Denotamos el arco regulado I del lema anterior por [z, y]. El arco abierto (z, y)
se define como [z,y] \ {z,y}. Similarmente, podemos definir un arco sefniabierto
[z, ). Mas en general, dado un conjunto finito de puntos x;,z,,...,z, en K(P)
existe un tnico conjunto conexo mas pequeiio [z, @, ..., x,] C K(P), elftual
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consiste de arcos regulados y contiene estos puntos. Este conjunto siempre es un
arbol topoldgico v se llama el drbol regulado generado por {z{, zq, ..., z,

Definicion 1:5.2 Dado un polinomio P con conjunto posteritico finito, se define
el darbol de ‘Hubbard de P como el drbol requlado mas pequenio que contiene las
orbitas de los puntes criticos y se denota por H.

Algunos puntos‘importantes que caracterizan un arbol de Hubbard son los
siguientes:

Dado un arbol de Hubbatd H, un punto 2z € H es llamado punto extremo si
H\ {z} es conexo. El Conjunto de puntos extremos se denota por H vy el mimero
de puntos extremos es N(H) =+t0H.

Un punto = € H es llamado punto de ramificacion si H \ {z} tiene mas de dos
componentes. El conjunto depuntos de ramificacién se denota por Br(H).

Un punto z € H es un vértice e H si x pertenece a la érbita de un punto
critico o x € Br(H). Denotamos &l conjunto de vértices por V(H). El conjunto de
vértices divide al arbol deHubbard H_erwnn ntimero finito de intervalos topolégicos
abiertos, I; con j = 1, k. Las€lausura de estos intervalos se denominan aristas del
arbol de Hubbard. Dos puntos gy en W(H) son adyacentes si (z,y) NV (H) =0.

Nota 1.5.3 De la definicion 1.6.27se siguegqueel drbol H es P—invariante.

Proposicién 1.5.4 Sea n un arco*regilado que‘no contiene puntos criticos, er-
cepto en sus puntos extremos. Entonces Pu|,, es yeetiva y P,(n) es un arco regu-
lado.

La prueba de esta proposicién las podemos consultar én=[Po|.
Ejemplo 1.5.5 Considérese el polinomio P,(z) = z3+1.5a¢, ton a = 1.008797290108+
[).5632@5978[)7-&_, P, tiene dos punios criticos, ¢y = 0 y ¢y ==a~Ademds, se tiene

que ¢y es un punto critico fijo y —a es un punto critico eventualmente periddico,
el cual cae en una orbita de periddo 3, como se muestra en la figup™1,3.

1.6. Renormalizacion

;g Algunos sistemas dinamicos permiten ser estudiados a pequena escala, tomando
una pequena pieza del espacio dindmico y considerando la aplicacién de primes




1.6.Renormalizacién 13

Figura 1.3: Coujunto de Julia y arbol de Hubbard de P,.

retorno a esta pieza, de tal manera que se obtenga una funcién de tipo polinomial
que permita estudiar la dindmica‘€i"esos nuevos espacios. Por otro lado, se tiene el
proceso, que en cierto sentidg, es inverso-ala renormalizacién, llamado modulacion.
En esta seccién definiremos dichos pro¢esos, para lo cual es necesario introducir
algunas propiedades de las flinciones dé tipo polinomial, las cuales pueden ser
consultadas en [DH2, McM].

1.6.1. Funciones de tipo ‘polinomia

Definicién 1.6.1 Una funcion de tipo polinomial deigrado d es una tripleta (U, U, f)
donde U y U’ son subconjuntos abiertos de C iso al disco, con U’ relativa-
mente compacto en U y f : U — U es una funcion ﬁgah’tica propia de grado
d.

Las funciones tipo polinomial que son interesantes son las de grado d > 2.

Ejemplo 1.6.2 Los polinomios son los ejemplos mas sencillos de,funciones de
tipo polinomial. En efecto, para ver un polinomio [ como una funeion de tipo
polinomial, tomese a U como un disco de radio suficientemente grande, de modo
que todos los valores criticos queden dentro de U y U’ = f~YU).~BS«laro que
f:U = U es una funcidn de tipo polinomial.

Ejemplo 1.6.3 Sea f(z) = cosz — 2, U’ = {z: |Re(z)| <2, Im(z) <3} En-
tonces U = f(U') es la region representada en la figura 1.4 y f: U — U €stino
polinomial de grado 2.
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Figura 1.4: Regmnéﬁ;g la funcién tipo polinomial del ejemplo 1.6.3.

Dada una funcién [ de t.lp linomial se define su conjunto de Julia llenol,

como el conjunto de puntos que capan del dominio U’, esto es
K(f @J eU.n=012.1}.

Por otra parte, conjunto d ia % c n como J(f) = OK(f). Estos conjuntos
son conexos si v sélo si ningur lo 1 criticoq escapan de la vecindad U’.

La eleccién del dominio U’ y 0 Tna funcién de tipo polinomial f
no esta univocamente determma,do lemos ntrar un par de conjuntos V' y
V' de modo que la funcién f : V' =. ta e la terna (V') V| f) cumpla las

propiedades de la definicién 1.6.1 con mismo ¢ nto de Iuha

Dadas f v ¢ funciones de tipo polmomlal dir que son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo h, que va d vecindad de Ky en una

vecindad de K, tal que ho f(z) = goh(z) para toda z @a vecindad. Esto es, el
siguiente diagrama conmuta,

O
@

h(U) —= h(U).

Si h es cuasiconforme (analitica), entonces diremos que [ y g son ¢ nforme

(analiticamente) equivalentes Q
Si mla conjugacion h entre f v g es cuasiconforme, con dh = 0 ca \s&lde
quiera en el conjunto de Julia lleno K'(f), entonces f y g son llamadas lllbrl@)

O

*




1.6.Renormalizacién 15

internamente equivalentes. Una clase hibrida H(f) es el conjunto de funciones de
tipo polimemial hibridamente equivalentes a f, mddulo una equivalencia afin.

Teorema 1:6.4 (Douady-Hubbard) Cualquier clase hibrida H(f) de funcio-
nes de tipospolinomial de grado d con conjunto de Julia conexo, contiene (salvo
conjugacion afiflun inico polinomio de grado d.

Una demostracion _deé este teorema se puede consultar en [DH2].
En particular, ctialgdier clase hibrida de funciones tipo polinomial de grado
= 2 con conjunto’de Jmlia conexo, contiene un tvnico polinomio de la forma
P.(2) = 22 4 ¢ con efnsel conjunto de Mandelbrot M. Por lo que, las clases
hibridas de funciones tipaseuadratico son etiquetadas por los puntos del conjunto
de Mandelbrot.

Teorema 1.6.5 (Douady-Hubbard) Sean f;: U; =V, funciones de tipo poli-
nomial de grado d;, i = 1,2. Supengamos que [, = fo = [ en U = U, [ Uy. Sea
U’ una componente de U coft U' C f(U') = V'. Entonces,

[0 =V
es una funcion de tipo polinomiael-eon, grade’d < maz(dy, ds) y
K(f) = K (&G V"
Sid=d;, entonces K(f)= K(f.).

1.6.2. Renormalizacion

Definicion 1.6.6 Sean | una funcidn analitica y ¢;, ui punto critico de f. Di-
remos que una iterada [ de [ es una renormalizacion dé [ldlrededor de ¢y, si
existen vecindades U y V' con ¢, € U de modo que

U=V
es de tipo polinomial con conjunto de Julia conexo.
Dado el conjunto
R(f) = {n = 1| f"es renormalizable}

los enteros n que aparecen en R(f) son los niveles de renormalizacién.
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Teoréma 1.6.7 (Unicidad de renormalizacién) Cualesquiera dos renorma-
lizaciones~de " tienen el mismo conjunto de Julia lleno.

Si para ¢ada n € R tenemos la renormalizaciéon f* . U, — V,,, entonces
definimos paraésta, sus conjuntos poscritico, de Julia y de Julia lleno: Post,,, J,
v K, respectivaniente. " : U, — V.. Hemos asumido que J,, v K,, son conexos
con Post, C K,

Sea K (i) = f'#parai=1,...,n. Estos conjuntos de Julia llenos pequerios
son permutados ciclicatiente por f. Note que K, (n) = K.

Teorema 1.6.8 (Conjuntos de Julia casi disjuntos) Dados dos conjuntos de
Julia llenos pequenos K, (%) y~Bw (f) con interseccidn no vacia, entonces

Bfﬂ(i) m I{n(j) = {.‘I,’} ;

donde x es un punto fijo repulsordé f™.

1.6.3. Modulacién

El proceso inverso de la renermalizacion es la modulacion en el conjunto de
Mandelbrot M, la cual es una herramienta que se emplea para conocer la dindamica
de un polinomio P, a partir de la diganiica depelinomios conocidos. Este concepto
v sus propiedades pueden ser consultddos en [D27 Ha).

Sea W una componente hiperbélica de M, desperiédo k, con centro en ¢.
Existe una copia My de M dentro del conjunto «le Mandelbrot en la cual W
corresponde a la cardiode principal . Mas precisamente, existe una biyeccién
continua v : M — My, tal que:

a) ¥(0) = c.

b) ¥ (Wy) = W.

Para x € M, el punto (z) se llama la modulacién de = en ¢y y se denota por
co L z. El conjunto de Julia lleno K, . se obtiene de K, de la siguiente manera:
para cada componente U/ del interior de K., remplazamos en K {"la) parte que
corresponde a U por una copia de K,. Ademds, ' es un homeomorfisiné entre K,

, . : - . s e ] T7 - : &
v la parte de K, que corresponde a U en K, el cual conjuga P, com B}, .




Capitulo 2
Entropia tepoldgica

En este capitulo introducifhog.el concepto de entropia topolégica, el cual es una
medida de la complejidad dindmiea, de una funcion. Ademds, con respecto a dos
familias de polinomios, la cuadraticay una de ciibicos, se muestran resultados de
la monotonicidad de lo entfopia, restringida al drbol de Hubbard de polinomios con
conjunto posteritico finito. Le§ conceptos v resultados aqui presentados pueden ser
consultados en [BC, D].

2.1. Definicién y propiedades

En esta seccién daremos la definicién de entrgpid topolégica para una funcién
contima f : X — X, con X un espacio topoligice®sompacto. Dicha definicién
sera abordada usando el concepto de cubierta abiertaglod conceptos y propiedades
gostrados en esta seccion estdn basados en [BCJ.

efinicién 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico compacto. Una cubierta abierta de
X es una mgcién de conjuntos abiertos cuya union es X. Dudas dos cubiertas
abiertas o y 3, se dice que § es refinamiento de o si cada congunto abierto de 8
esta contenido en un conjunto abierto de o, y se denota por o< 3.

Se dice que (3 es una subcubierta de «v, si cada conjunto abierto de 3 e§ ufi-conjunto
abierto de a.

Definiciéon 2.1.2 Dadas dos cubiertas abiertas o y 8 su “unidon” o V71, g la

cubierta abierta que consta de todos los conjuntos AN B con A€ a y B € 5. /Asi,
aV 3 es un refinamiento de las dos cubiertas « y 3.
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#que X es compacto, cada cubierta abierta tiene una subcubierta finita.
La en de una cubierta abierta a se define como

X H{(a) = log(N(a)),

donde N s el infimo de las cardinalidades sobre todas las subcubiertas
finitas. Se puec rvar que H(a) = 0, y la igualdad se da si v sélo si, X € a.

Observacion 2.1 @’S@ a < 3, entonces

q@ H(3) y H(a Vv 8) = H(B).

—

En efecto, como los eleme de a son mds grandes,entonces es posible que se
requieran Mmenos Plf’mf’ntm que de 8 para cubrir X. La igualdad se tie-
ne debido que cada abierto de a contenido en algin abierto de . Por lo
tanto, los elementos d(" a Vv 3%Plemmtm de 3, de donde se concluye que
Card(a v 3) = Card(3

i) Hlav B) < H(a)+ H(

Lo cual se obtiene del hec
propiedad del logaritmo natural

que?x&(rrv 3) < Card(c)Card(5), y de la
fym'pm -
Sea f : X — X una funcién cgléa PQualquier cubierta abierta o de

X, denotamos por f~"« ala cubierta‘efie constafde)los subconjuntos de la forma
f7™(A), con A € a, y por o” al conjunto Vi elemento no vacio

W=Unf Y U)n---nfn=

que existe v € X que satisface f'(z) € U; parai=10,...n ara las cubiertas
refinadas se cumplen las siguientes propiedades:

iii) si o < 3, entonces f~la < f7153. )

Ya que si A C B entonces, f~'(A) C f~1{B). Ademds, como la i

de o™, corresponde a un itinerario en «, es decir, una sucesib@i Uy, ... Uy) tal

inversa

es bien comportada con respecto a la interseccion de conjuntos se tiene

Ademas,

iv) fTHavB)= ftav [75. \S\(\
o,
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O
)é{f‘l «) < H(a), v la igualdad se tiene si f es suprayectiva.

Ya (@[(X) C X, cualquier cubierta de X es cubierta de f(X). Si f es sobre
X=f( )./[)\Jr lo tanto, en este caso se da la igualdad.

-q

De 1v ii &e obtiene que para cualesquiera enteros positivos m yn
(l‘ VooV f—’"i—&) H aV ... \/ﬁ‘n‘l+lﬂr Y, f—ma v f_m'_lf}: \YARY; f—m,—n+la)

(
OrH(r_r V..V ™lay fﬁ(af\/ LV )
(V.. V f_m"'la) +H(f™(aV..V f_n+10-'))

S@ﬂ V..V mta) + H@vov " a).

h(f, a)= hfl@l.(ﬂ’ ViTlav ..V f—ﬂ+1a,):

'u—)De '
existe de acuerdo con el aﬂ@e r o de andlisis, cuya demostracién puede
ser consultada en [BC]. O

Lema 2.1.4 Sea {a,} una 5 n,de os reales, la cual es subaditiva, es

decir, /

Qntn S a‘!%; E o e M.

a
Entonces lim,,_, .. — existe y es igual @ inf {%=
; o existe y es ig {0
El limite h(f,«) se le llama entropia topolégica?’prelativa a la cubierta o y
satisface

0 <h(f o) < H(w).
Dadas dos cubiertas a y 8 de X, de i), iii) y usando las %dades del infimo

se obtiene: )

Afirmacion 2.1.5 Si f es un homeomorfismo, entonces h(f~1, ;)®«)

S

‘©

*

vi) si @ < 3, entonces h(f,e) < h(f, 3).
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@ H(aV..V ™) = H(f* YaV..V "))
H(f"'av..Vva)
& o
H

(

(

(aV fav..v " la)

(av (Y Ta.. v (™ a).

lim = lim

TE—rOO TE—r 00 T
< c -

oA

Definicién 2.1.6 Sea f: X una funcion continua, al nimero

Por lg_tanto, @
, @(a % f_lchf_““a) . Hav(fHa..v(fH ")
v g i

h(f) = suph(f, ),
se le llama entropia topo% de f, gnde el supremo se toma sobre todas las
cubiertas abiertas o de X. )

De vi) se obtiene que es suﬁciezt ‘omaf remo sobre todas las cubiertas
abiertas finitas, Note que 0 < h( poo

Proposicién 2.1.7 Si f: X —+ X aQa ﬁm?@ntinua en un espacio métrico

compacto X, entonces *
Mﬁ=mm=<5

para todo entero k > (). @

Demostracién. Para cualquier cubierta abierta o se @que
13

h(f*) = h(fF.aV fla V..V [ a)
kH(aV f~aV ..V [ laV f~*av .. V[ 2MNa)
l w

= lin
00 nk

=kh(f, o). %

Como esto se cumple para cualquier cubierta abierta a, por la propiedr-:S@hsu—

premo, se concluye que
h(f*) > kh(f). C
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L4
.
@ro lado,

®AV (fk)_lﬂf VIR, (fk)—n+1“ <aV f_lt’l' VAR f—nk+1“;
de lo m@ﬁbtien&

H(aV flav..v f ]
%Q): lim (av/ “nk / @)

Por lo tanto,

@h(ﬂ% h(f*. o).
De donde se concluye que -

Oy Q}/{‘)
Lo cual completa la demostracid /

H 2

s un hc@morﬁsmo, entonces h(f) =

-

Proposicién 2.1.8 Si f : X —
h(f7).

La prueba de esta proposicién se sigue directamente &ﬁrmacién 2.1.5.

*

fos. St f - X — X
homeomorfismo

Proposicion 2.1.9 Sean X y Y espacios topologicos co
yg:Y =Y, son funciones continuas que son conjugadas viaum
w: X =Y, entonces h(f) = h(yg).

Demostracion. Si o es una cubierta abierta de Y, puesto que «¢ es sobre-
vectiva, entonces p~'ar es una cubierta abierta de X. Ademds, co g son
conjugadas por ¢, tenemos que o f = g o . En consecuencia, po f Fopy

S

‘©

*
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H(avglav .. vg"la)

TE—r 00 T

H

-1 —1 —n+1
O, — lm He Y avg'lav..Vg " a)
n—oo

n

O ) H(QD_I('[ W ga_lg_lr.r VoLV g—lg—nﬂ )

— n

Ahora bien, por cada cu a rr (i 9 tenemos la cubierta o~ 'a. Entonces por

la propiedad del supremo h(g Q
Como ¢ es un homeomor ento Log= fop ! Luego, dada una
cubierta abierta o de X existe | )rrespo * cubierta o de Y, por lo tanto,

h(f) < h(g). < )
De las dos desigualdades se conc 1ue h( éh(g). -«

Este resultado muestra que la entr‘opl’a topologica es un invariante bajo la
conjugacion topoldgica.

Ahora vamos estudiar como se relaciona la entropia@:-légica de una funcién
en todo su dominio X, con la entropia de f restringida a un subconjunto invariante
Y. Posteriormente, como un caso especial, mostraremos uléﬁama de Bowen, el
cual establece que la entropia topoldgica de una funcién se conc@a en su conjunto
no errante. La siguiente proposicion nos muestra dicha relacid

Proposicién 2.1.10 Si [ X — X es una funcidn continua, y Y n subcon-
junto cerrado e invariante de X bajo f, entonces h(f |y) < h(f 6
Demostraciéon. Sea o una cubierta abierta de Y, para cada A € o te un

A, junto con el conjunto abierto X \ Y, forman una cubierta abierta & d i

subconjunto abierto A de X talque A = ANY. La coleccién de estos =;ubc 1jiintos
[Zl
g= [ |y v nesun entero positivo, entonces o

*
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Havglav..vg " a)=H(av ftav.. v fa).

De ello seddeduce que h(g,a) < h(f, &) < h(f) y por lo tanto, como a fue arbitra-
ria h(g) < A(f). -

Ademas, si'el€spacio X se puede dividir en conjuntos totalmente invariantes,
la entropia se puede’estudiar en cada uno de ellos como lo muestra la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.1.11L.81 X = X; U Xy con X; compacto y f—invariante para
i = 1,2, entonces h( f. X)="max{h(f X1),h([f, X2)}.

Entre todos los subconjuntos cerrados del dominio de f, existe uno de gran
importancia para el estudio de’la) dindmica del sistema, éste es el conjunto no
errante, el cual se define enseguida.

Definicién 2.1.12 Un ptnto-s € Xe®Sno errante si para toda vecindad U de x,
existe m > 1 tal que f™(U)A U LD, El conjunto de todos los puntos no errantes
se llama el conjunto no errantende [y Se_denota por Q(f).

En otras palabras, x € X es un'punto no'efrante de f si cada conjunto abierto
que contiene a x, contiene al menos'dos puntos.de una misma drbita. El siguiente
teorema muestra que la complejidad én la dindmica de f estd en su conjunto no
errante.

Teorema 2.1.13 Si f : X — X es una funcidn’ continua, entonces h(f) =

h(f las))-

Demostracién. De la proposicién 2.1.10 se tiene que h(f |g¢)) < h(f). Por lo
que, s6lo tenemos que demostrar que h(f) < h(f |a¢))-

Para ello primero vamos a demostrar que si una cubierta abierta's de X, tiene
la propiedad de que Q(f) C A para algin A € «, entonces h(f, a)= 0

En efecto, para cada z € X \ Q(f), sea A, un conjunto abiertd, en o que
contiene a x. Entonces existe una vecindad abierta B, de x tal que”Bi.C A, v
fH(B.) N B. = 0 para cada niimero entero positivo k. La coleccién o/ detodos los
conjuntos B, junto con A es una cubierta abierta de X, la cual es un refinamiento
de a. Sea § = {A, B,,,..., B;,} una subcubierta finita de o’ con ¢t > 14 Como
«v < 3, entonces es suficiente demostrar que h(f, 3) = 0.
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L4
L
{?m numero entero positivo n, sea " el conjunto de todas las sucesio-
nes (Cy ..y Ch_1), donde cada C; es un conjunto abierto de 3. Se define una
aplicaciénfgide 8" a Vv 18V ...V 138 por

\S\W(}g C], Cn_]) == C(} M f_l (C]) n...N f_”H(Cn_]).

Si para alg sucesion (Cy, C1, ..., Cq) € 87, el niimero de términos C; di-
ferentes de A es@ror que t, entonces no existe j v k con j < k, tales que
C;, = Cp = By, guna s. Entonces, ¢(Cy, Cy,...,Cy—1) = 0, ya que si
re CoNSHCHNZNLHC,2y) se tiene que x € f7(B,.)N...N S *(B..),
lo que significa que fl'.x B,.y f*(z) € B,,, por lo tanto, f*~(B,, ) B., # 0,
esto contradice la deﬁm’cé( e los conjuntos B,. Por lo tanto, el nimero de con-
juntos no vacios en la 011bi§abierta BV 1BV ..V 73 no es mayor que el
nimero de sucesiones (Cy, 1{?(7,&_1) € 4™ con a lo mas ¢ términos diferentes de

A. Asi, QD

N@BV ¥ ==")

h(f,8) = lim (f_}f‘l-w)-\/f—ﬂﬂ,@

~ lim tlogn+ (t+1)logt O’

n—roo n C?)x
= 0.

Por lo tanto, h(f, 3) = 0, como queriamos probar. ;é
onces

Si v es cualquier cubierta abierta de X y & cualquier entero positi

ka={A U UA: A €al

es una cubierta abierta de X. [ o
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L4
O

\ne que se cumplen las siguientes propiedades.

&kf‘1

iii) Sl g, - n wson cublertaS abiertas de X, entonces

O kagV ...V ko,

es una subcubier%m, VoV ).
De lo anterior se w( ue
iv) h(f, ka) > h(f,a) — éﬁ

va que @"
P@}\v Y ka) V...V f Y (ka))

hif, ka) = lim

I
—
=
=
=4

I
=
=
=3

= lim [H(aV f'aV ..V f_nﬂa)?)_ nlogk-]

n— 0o O?‘l

H(aVv ftav.. v [
= lim (aVv/Ta f nf)—logﬁc)

n—oo n

= h(f, o) —logk. %

Sia es cualquier cubierta abierta de X y Y es un subconjunto cerrado i iante
de X, denotamos por « |y la cubierta abierta {ANY : A € a} de Y. Délello.se
tienen las siguientes propiedades ( ’

O

*
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I/ ly=(fly) Ha ly).

@ualqmer otra cubierta abierta de X, entonces

/\ . .
(@VB)ly=1(aly)V(3lr)
\S\ *

vii) Si Z es uf(d}pnjlmto cerrado e invariante de Y, entonces

(9 N(a|z) =N(aly).

viii) También se cu que si o es cualquier cubierta abierta de X, entonces
h(f, o) < H( f |!-'-!(f)

Sea k = N(a |aip) » {AinQ(f),..., CAcNQ(f)}, donde {Ay,. .., Ap} es
una subcubierta de o |g C itiene k elementos. Entonces

o — (Al UAy UA: A€al,
es una subcubierta de ka. Usande«iv) se tiene que

h(]@ j“@>hfnf) log k.

Pero h(f, a") =0 porlap parté! prueba, ya que Q(f) C A; ... |J Az
Asi, por viii) h(f, o) <logk.
Finalmente, sea a cualquier @ﬂé*ta a a de X y m un entero positivo,

tomando y=aV ftav.. v f"F lene
Hiev 1 ': : ?‘—‘u+1 v
M f, ) = lim ( ' )
n—0c n

= lim
n—0C mn
LV e LYY Y (n—1 )'m{@
— oy OOV I~ )\
n—0oc

hf™ )

m

Por otra parte, de viii) se sigue que \S\

h(f™7) < H(y lagm) < H( lag)-

*
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Adémads, de v) y vi) se tiene que

H(Alwlp) = H (e lag V(S lam) (@ lan) VeV (S lam) ™ alag))

por lo que,
h(f,a) < B(f lagy. @ lag)-

Como esto se valé para cualquier cubierta a concluimos que h(f) < h(f |op) ¥
con ello la demostraeion. -«

2.2. Entropiatepoldgica fundamental

En esta seccion se estudia_lasentropia topoldgica restringida al drbol de Hub-
bard, a la cual se le denomina @fitropia topoldégica fundamental (del inglés Core
Entropy). La razén por la cual‘el estudio de la entropia se restringe al arbol de
Hubbard, se debe al hecho defjue para familias de polinomios en variable compleja,
la entropia restringida al cohjunto deJulia es constante y sélo depende del grado
de los polinomios de la farfilias {D, I{. Por ello, Thurston propuso restringir el
estudio de la entropia para un‘pelinomio.cefi gonjunto posteritico finito, a su arbol
de Hubbard, la cual llamé entropia fundamental. Ya que el arbol de Hubbard es
invariante bajo la dindmica, este efifoque generaliza el estudio de la entropia en un
intervalo invariante en el caso de pelinemios én yvariable real y permite clasificar
el comportamiento de algunas familias.de polinomios.

La entropia fundamental es una herraimienta para estudiar el espacio de pardame-
tros de familias de polinomios. Douady estudié la entpepia topolégica en la familia
cuadrdtica con variable real y demostré que ésta es monGtona, [D]. Radulescu estu-
di6 una familia de polinomios reales de grado cuatro a dogsparametros, donde cada
polinomio se obtiene como composicién de dos polinomios de'grado dos v demostro
propiedades de monotonocidad en el espacio de pardmetros #[Rls, Para polinomios
con variable compleja, se estudia la entropia fundamental v enveste caso Tao Li
demostrd que para polinomios cuadraticos y ciibicos la entropia fundémental crece
a lo largo de las venas del conjunto de Mandelbrot. Los conceptos_w, resultados
aqui presentados pueden ser consultados en [L, TJ.

2.2.1. Caso cuadratico

En el conjunto de Mandelbrot M se define el conjunto M° que consiste™de
todos los pardmetros para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunt®
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posteritico finito. Ademds, se define un orden parcial < en M? de la siguiente
maneraydados dos pardmetros ¢; y ¢y en M° diremos que ¢y < ¢; si ¢y (0 la raiz
de la compenente hiperbélica que contiene a ¢;) separa a ¢; del cero en M.

Si ez < e los mimeros de puntos extremos de los arboles H(eo), H(eq) corres-
pondientes sé pélacionan de la siguiente manera.

Proposicién 2:2.1 Sean ¢, ¢y € MY, Si ¢y < ¢, entonces N(cy) < N(ey).

Teorema 2.2.2 (Li-2007) Dados dos pardmetros ¢y y ¢, en MY, si ¢y < ¢,
entonces h(H(cy), Poj) < h(H(cy),P.,), donde H(c;) denota el drbol de Hubbard
correspondiente a P

La prueba de este resultatdg-ge divide en dos casos. El primero cuando ¢, < ¢; v
N(e1) = N{e2), en el cual Ia hérramienta principal para la prueba son los rayos
externos y el teorema de Carathégdory. El segundo caso, cuando ¢z < ¢; vy N(¢) <
N{eq), cuya demostracion hace 186 de herramientas de combinatoria y particiones
de Markov, [D].

2.2.2. Caso cuibico

En [T] se estudia la entropiatopoldgica undamental para polinomios ctibicos
con conjunto posteritico finito y qaie tienen dn punto critico fijo. Estos polinomios
pueden ser representados por la familia P, (2)#=%* — 3a*2 + 2a® + a, en la cual
para a = 0, P, tiene un tinico punto dritico.

De manera andaloga al caso cuadratice, se define-el lugar de conexidad C como el
conjunto de parametros para los cuales el polinomio corregpondiente tiene conjunto
de Julia conexo. Es decir,

C={aecC: J,es conexo.} .

Denotemps por C° el subconjunto de C que consiste de Todos los pardmetros
para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunto pesteritico finito. Se
define un orden parcial < en C’ de la siguiente manera: dados dogspa¥ametros a;
y ag en C” diremos que ag < a; si ag (0 la raiz de la componente hipehdlica que
contiene a as) separa a a; del cero en C.

De manera similar al caso cuadratico, se tiene el siguiente resultade,

Teorema 2.2.3 (Li-2007) Dados dos pardmetros as y ay en C°, si dy &\ay,
entonces h(H(ay), P,,) < h(H(a;).P,,). donde H(ay) y H(ay) son los drboles™de

Hubbard de P,, y P,,, respectivamente.

ag s
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*

@siguiente capitulo, generalizaremos este resultado a polinomios de grado

supe I'10]®
o




Capitulo 3

Entropia fundamental para
polinomios-de grado d

En este capitulo se generaliza'el teorema 2.2.3 a una familia de polinomios de
grado d a un parametro, 14 ¢ual consistezde polinomios de grado d > 3 que tienen
un punto critico fijo de ordefi maximo., En este caso, se muestra que la entropia
fundamental es monétona cuandg movenios.el parametro hacia la frontera del lugar
de conexidad.

La familia de polinomios con wr punto ceftico fijo de orden maximo es descrita
mddulo conjugacién afin, como la familia de politiomios {F, : a € C} de la forma

14
Py(z) = 2% (z+ dr_"l) . (3.1)

donde el pardmetro ¢ es un nimero complejo v Py#iene dos puntos criticos, 0
que es el punto critico de orden maximo y —a que es un.ptinto critico simple.

La dindmica de esta familia y la topologia de las componéntes hiperbdlicas en
el espacio de pardmetros de la misma, han sido estudiados*per, Roesch en [Ro.
Para formular nuestro resultado, parte de los objetivos de esta, tesis, definimos un
orden parcial en el espacio de parametros, siguiendo las ideas del trabajo de Kafll,
[K], de la siguiente manera:
diremos que a < bsi el polinomio P, esta dindmicamente contenido en ¢l pelinomio
Py,. Empleando este orden se tiene el siguiente resultado.

Teorema. Dados dos paramelros as y ay que representan polinomios degrado
d con conjunto posteritico finito y punto critico —a, periddico, si as < a, entofices
hH(ay), P,,) <h(H(ay). F,,). Donde H(a,) y H(ay) denotan el drbol de Hubbard
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de P, /y P,,, respectivamente.

Para\ademostracién de este resultado se hard uso de los rayos externos y la
conjugacion dala dindmica de polinomios de grado d con la multiplicacién por d.

3.1. [Espacio de parametros y espacio dinamico

Comenzamos recordando parte de las propiedades presentadas en la seccion
1.2, adaptadas a nuestto.€aso de interés. Dado un polinomio P, el conjunto de
1lia lleno K, de P, consiste.de los puntos cuya orbita no escapa al infinito y el
conjunto de Julia J, de P,/ \e3la frontera de K.
La region de conexidad dela familia P,(z) se define como

C={aecC: J, esconexo}.

El conjunto de paramétros-esta diyidido en dos regiones C y W, donde W
es el conjunto de todos los pardmetros paca los cuales el punto critico libre —a es
atraido por co. En la figura 8.3/se muestrar la region de conexidad para d =4 y
d = 5. Dentro de la region de conexidad nos mteresa el estudio de pardmetros que

Figura 3.1: Regiones de conexidad para d =4 y d = 5.

representan polinomios con conjunto posteritico finito C°.
Note que si a € C, entonces K, # J,, dado que K, contiene la cuenica de
atraccion de 0, B, = {z € C: P*(z) — 0} . Denotamos por B, la cuenca inmediata
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de atrdccion del cero, esto es, la componente de B, que contiene a 0. Se sigue del
principigedel médulo méaximo que B, es topoldgicamente un disco. Si —a ¢ B,,
entoncesselpolinomio P, |p, es conjugado a 291 en I. De otro modo Bu = B,.

Para log piintos fijos superatractores p = 0, oo, por el teorema 1.1.6, de Botcher,
existen vecitiddades VP WP de p tal que P,(VP) C VP e isomorfismos conformes
ok VP — WP tal gtie los siguientes diagramas conmutan

N F,
700 o 7 By 70 o 70
Ve ——=V, Vi ——V,
oo J7 oo 370 170
W —=W; W) — Wy,

es decir,
o Py= (@) M v 2o P = () en V2,

- . . . e
con p° tangente a la identidad cerca de.ec, es decir, ﬁﬂz{—z) — lcuando |z| = ooy

@Y tangente a 2 — A(a)z alredédor del ‘gero, donde A(a) es una raiz d — 2-ésima de
i—“l. Estas conjugaciones permiten definir equipotenciales rayos externos y rayos
internos.

Por otro lado, si a € C°, entonées J, eg”localmente conexo. Por lo tanto, el
conjunto V> es el conjunto C Y\ K/

La rotacion 7(z) = 7z, donde 7 = e%: es lasfinica conjugacion conforme entre
dos polinomios P, y Py; esto es Pro(72) = 7(Pu(2)). Ademads, P, es conjugado al
polinomio P; por la conjugacién compleja o(z) =*Z_De este modo, un dominio

fundamental para el estudio de la familia de polinomios” P, es

S= {a eC:0<arg(a) < ﬁ}

Definicién 3.1.1 La componente conexa Wy es el conjunto {a ¥ —amge B,}.

De acuerdo con Milnor, existen cuatro posibles tipos de componentes hiperbdli-
cas acotadas en la familia de polinomios con dos puntos criticos,

Componente Adyacente: Es una componente hiperbdlica para lajcual los dos
puntos criticos estan en la misma componente de la cuenca inmediata de @traccién
de una drbita periddica.

Componente bitransitiva: Es una componente hiperbdlica para la cual 16g"das
puntos criticos estan en diferentes componentes de la cuenca inmediata de atraceidn
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de ung’ érbita periodica.
Compomente captura: Es una componente hiperbélica para la cual Gnicamente
un punte. ceitico esta en la cuenca inmediata de atraccién de una érbita periddica
pero el otrg é\atraido por ésta.
Componentesdisjunta: Es una componente hiperbdlica para la cual hay dos
orbitas periodidas distintas, tal que, cada una de ellas atrae un punto critico, vedse
[M3].

En el caso queéflees un punto fijo, no existen componente bitransitivas dado
que el 0 es super atractor. Por otro lado la componente principal Wy es la tnica
componente adyacente yaparecen componentes tipo captura y tipo disjunta.

Definicién 3.1.2 Una compowente captura se dice que tiene profundidad i, si es
una componente coneza del eongunto W; = {a € C : Pi(—a) € B, y P:"'(—a) ¢ B,}.

La region de conexidad C es eompacta y conexa, ademds W, es isomorfo a
C\ D, [Ro]. De hecho, el isomorfismo

b0 : CYC - C\'D

se define como ¢.(a) = 7 (Py(=a)), dofide’ es la coordenada de Bottcher de
P, en el infinito, para a € C\C. A partir de p2*podemos definir los rayos externos
R.(0) a K, y con ¢, podemos defiriit\los rayes.externos Re(6) a C.

Las siguientes dos proposiciones mufestran algunas de las caracteristicas impor-
tantes de los rayos externos con arguiiento racignal. La prueba de cada una de
ellas puede ser consultada en [Ro).

Proposicién 3.1.3 Si a € Q, entonces el rayo externd Re(o) aterriza en el
pardmetro a(a) € C. Ademds, Py, tiene conjunto postcritico finito.

Proposicién 3.1.4 Si o € @, enfa:(:es en el plano dindmgeo de F,, el rayo
externo R,(«) aterriza en P,(—a) (o en la raiz de la component® deFatou U, que
contiene a P,(—a)). Ademds, paral = L%J se tiene que:
= S0+ EE; (§+ HTI) es periddico por multiplicacion por d, enfoneesra(a) es
un pardggtro parabdlico y el rayo R.(5 + EE) (Ra(§ + é) respettivamente)
aterriza en la raiz p de la componente de Fatou que contiene al punte_ eritico
—a y el rayo R, (% + 1) (R, (% + L) respectivamente) aterriza en la"préina-
gen de P,(p) en dU,.
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= En_otro caso, a(a) es un pardmetro de Misiurewicz y los rayos Ru(% +
DR, (2 + 1) aterrizan enel punto —a.

Dentro de~la region de conexidad C analizaremos el conjunto de pardmetros
a € C para-los cuales P, tiene conjunto posteritico finito. A este conjunto lo
denotamos por/C°

Dado a € C"¥camo P, tiene un punto fijo superatractor en 0, el interior int(K,)
del conjunto de Julia-lleno es no vacio. Toda componente U del int(K,) es una
componente de Fatous#cotada, con cerradura U homeomorfa al disco cerrado D.
Ademds, toda componente U es eventualmente periédica. Por lo tanto, si —a es
preperiddico, entonces [[Fes_enviada en la componente B, v si —a es periddico,
entonces U es enviada en lacomponente B, o en la componente periddica U_, que
contiene a —a.

El centro ¢(U) de la componente U se define como la tinica imagen inversa de
0 0 —a que estd en U, via el homeémorfismo ¢ : U — D, en particular, c(By) es 0.

Lema 3.1.5 Dado un pofigomio P.()-de grado d cona € C°, sea N(a) el niimero
de puntos extremos de H(a)#Suponga gue,0 ¢ d(H(a)). Entonces el conjunto

esta formado exactamente por los finicos pfmﬁc) extremos del arbol de Hubbard

H(a). >

Demostraciéon. Supongamos que a 72 0 y que elsPunto critico libre —a es un
punto extremo de H(a) no fijo. Cualquier punto ne”extremo que es enviado en
un punto extremo, debe ser un punto critico. Pero el puiito critico 0 es fijo, por
lo tanto, no existe punto no extremo que sea enviado 6 —a, concluimos que la
preimagen de —a es un punto extremo. Por lo tanto, —a e§ peridédico y su drbita
es exactamente el conjunto de puntos extremos.

Ahora supongamos que a # (0 v que el punto critico libre —~a ne, es un punto
extremo de H(a). Dado que P, es localmente inyectiva, excepto en log'ptnto criticos
v que el punto critico 0 es fijo, entonces el tinico punto no extremo gue, es llevado
a un punto extremo, es el punto critico —a. De donde concluimos qué_lés puntos
extremos de H(a) estdn generados por las primeras iteraciones del punto critico.
-«
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3.2./ Entropia en las copias del conjunto de Man-

delbrot

Comenzando en la componente principal W, a lo largo de cualquier direcciéon
t € T, para t periddico bajo multiplicacién por d — 1, existe una copia pequena del
conjunto de Mandélbrot directamente pegada a W, [Ro]. Denotando el centro de
esta copia por a(€)neéntonces la copia pequena del conjunto de Mandelbrot puede
representarse por Pgly) koM.

Supongamos que?el dngulo ¢t € Q y el punto critico —a(t) tiene periddo k.
Entonces el arbol de<Hibbard H(a(t)) consiste de k aristas radiales saliendo de
un vértice central ubicadosen el cero, conectando a un punto de la érbita del
punto critico libre —a(t), el polinomio Py actuando en H(a(t)), es conjugado a
multiplicacién por d — 1 en est@svaristas. Luego, h(H(a(t)), Pyyy) = 0.

Cualquier polinomio P, con @'g) P+ M tiene la forma P, L P, donde P, es un
polinomio cuadrético con ¢ € M@l denota la modulacién. El conjunto de Julia
K, de P, se puede obtenersdel conjunto de Julia K, de la siguiente manera: la
cerradura de cada componénte U del iterior de K, se reemplaza por una copia
de K., [D1].

Lema 3.2.1 Sea P, = P, L P.Jla_modulacién-de P. sobre P,. Entonces

1
h(H(m), P,,) = sup {h(H(a); Py Eh(H(c’); Pr_.)} ,
donde k es el periodo de la orbita eritica de P.

Demostracién. H(m) puede verse como la uniéu™dé dos conjuntos distin-
guibles. En efecto, H(m) = AU B donde A consiste de k.copias del arbol de
Hubbard H(c) y B es el arbol de Hubbard de P, removientlo los k arcos re-
gulados que contienen la 6érbita critica periédica. Como PF(%es) conjugado a P.
en cada copia de H(c), por el lema 2.1.7 kh(A, B,) = h(H(c), P.), por lo que
h(A, P,.)) = +h(H(c), P.). Por la proposicién 2.1.11 se concluye quefi( H(m), P,,) =
sup {h(B, P,), th(H(c), P.)}.

Para completar la prueba, se debe demostrar que h(B, B,) = "WH(a), P,).
Para ello usamos una idea similar a la anterior, en este caso, sobre el drhoh H (a),
H(a) = A’|J B donde A’ es el conjunto que consiste de los k arcos regulados,que
contienen la drbita critica de P, y B es el complemento de A" en drbol de Hubbazd.
Como la k—ésima iterada de F,, restringida a cualesquiera de estos arcos regulados,
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es conjigada a z¢ en un intervalo I y h(z%, I), entonces h( A, P,) = 0. Por lo tanto,
h(B, P, Je=h(H(a),P,). Asi, h(H(m), P,,) = sup {h(H (a), F,), th(H(c). P.) }.
-

Dado quelh(H(a), P,) = 0 se tiene que h(H(m), P,,) = +h(H(c), F.).

3.3. Entropia en las componentes de tipo captu-
ra

Para cualquier copiasdel conjunto de Mandelbrot, P, * M, en cualquiera de sus
puntas, existe una compénente captura C dnevtamente pegada a P, + M, [Rol.

Sea a una punta cualquiera de P, * M, entonces P, = P, 1. P. donde P, es el
polinomio que corresponde al eéatro de la copia del conjunto de Mandelbrot, v ¢
es la punta correspondiente en €l eonjunto de Mandelbrot. De manera andloga a
como se demostré el lema 3.2.1,¢ fiene que h(H(a), F,) = th(H(c), P.).

Proposicién 3.3.1 Sea’ag-ebcentrotde alguna componente captura C. Sea a €
AC tal que el punto critico libre.<a es¢preperiddico con respecto a P,. Entonces,

h(H(!’IJ: Pr.r.) = h(H(ﬂ'ﬂ)= Pu[])'

Demostraciéon. Dado un patametro a &-9C tal que el punto critico li-
bre —a es estrictamente preperiddica bajo P, «€xiste un entero n, mas pequeno
tal que P}(—a) es periédico y P}(—a), € 0B,. Dehotemos por k el periédo de

P*(—a) y sea [ < n el entero mas pequeno, tal quelP!(—a) € dB,. Entonces
B, N H(a) = {P{—a), PI*(—a), ..., P(—a), P! (<d), PI"*(—a) }. Esto es, la
orbita de P ' (—a) (‘OIIHIHLE‘ den+k— E pnntos y que estdn en 1'1 fr ontma de B,. Sea T
el arco regulado generado por la érbita de P!(—a), ésta érbitasgconsiste de n+k—1
aristas, las cuales tienen un vértice en (‘Ollﬂll el punto critiecostuperatractor ). Sea
b; la arista que conecta a con Pi(—a) paral < i < n+k— 1. Enfonges, P,(b;) = bis1
paral <i<n+k—1y P,(byx_1) = b,. Por lo tanto, h(T, B,) = 0. Por otro
lado, se puede obtener el drbol de Hubbard H(a) del drbol de Hubbard H(ay),
reemplazando el punto critico 0 por el arbol regulado T descrito diitériormente.
Como h(T, P,) =0, entonces

h(H(a), P,) = sup{h(H(ay), P,

L)

): h(T: Pu)} = }I(H(ﬂ'ﬂ):Pun)'
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Corolario 3.3.2 Sea C una componente captura tal que C N M, = {b}, donde
M, es uma, copia del conjunto de Mandelbrot. Entonces el drbol de Hubbard del
centro de Getiene la misma entropia que el drbol de Hubbard de P,.

3.4. Mbonotonicidad de la entropia fundamental

3.4.1. Rayos-sexternos y el arbol de Hubbard

Inspirados en el ffabajo de Douady, [D], para la familia cuadratica, en el cual
se analiza la dindmica.d€l polinomio llevandolo a la circunferencia unitaria y hacer
el andlisis con la funcién_miltiplicacién por 2, de forma analoga, empleando la
funcién multiplicacion por{dyen la circunferencia podemos estudiar la entropia
sobre el drbol de Hubbard asetiado a un polinomio arbitrario F,. Empleando la
conjugacion dada por el teoreniazde Botcher se tiene que la entropia de P, en el
arbol de Hubbard es la misma que-la entropia de la funcion z — dz restringida
a un subconjunto de la cirelinferercia 77 C T. Este conjunto puede obtenerse del
siguiente diagrama:

T—#=T
”f’rxl 1"(.«
Ja T -

Donde v, : T — .J, es el homeomotfismo dadd por el teorema de Carathéodory,
([CG], teorema 2.1). Esto es h(H(a), P;) = h(~, "(H(a)),p).

Para determinar el subconjunto de la circunferenéia que es importante para
nuestro objeto de estudio, analizamos las propiedades dé les rayos externos, [DHI,
DH2].

Dado que 0 es punto fijo superatractor, la descripcion déyrayos externos que
aterrizan en el drbol de Hubbard es similar a [L]. Sea P, um’ pelinomio con con-
junto posteritico finito y a € C”. Dado x € H(a), se define A(3) como los dngu-
los de los rayos externg§ que aterrizan en x si x € J,, o como les,angulos de
los rayos externos quegerrizan en la raiz de la componente de Fatau que con-
tiene a = si ¢ J,. Denotamos por R.(d¥(x)) el rayo externo coh_dngulo 9(z)
v que aterriza en # € H(a). Si existen mds de un rayo externo qde aterrizan

x o en la componente de Fatou que contiene a z, especificamos eséribiendo
Ra(8(z)7), Ra(6(2)F), Ra(B(2)"), Ra(6(2)?), etc.

Para a € C" fija vamos a denotar por H = H(a) el arbol de Hubbard ¢orfes-
pondiente a P,. Ademés, H, = P Y(H) v H,., = P_'(H,,). Note que H C H €

a a
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H,C /.,

Definicion.3.4.1 Sea P, un polinomio con conjunto posteritico finito. Sea [x,y]
un arco regulado tal que [x,y]([—a,0] = 0. Diremos que x <y si z € (0,y) y

0(z) # 0(y)

Sea P, un paolifiomio de grado d cona € C* y [, y] un arco regulado que no con-
tiene puntos criticgs. Considere el conjunto {8(x)~, 8(x)",8(y)",8(y)"} formado
por los dngulos de 16s @ifatro rayos externos que aterrizan tales que [8(z)~,6(y) "]
v [6(z)",8(y)"] son los imtervalos méds pequenos que contienen todos los rayos
externos que aterrizahren [.’r, -_.i,:]. Los rayos externos

7
Ra (6(2) )R (0(y)7) . Ra (8(y)7) s Ra (6(2)7)

se llaman rayos externos asociad0s a [, y]. Cuando tinicamente un rayo aterriza
eny, se tiene que (y)~ = B(y) ™= B(y). En este caso los rayos externos asociados
a [x,y] se representan por

Ralf(2) ), RalO(y)), Ra(O(x)7).

De la definicién de rayos exterhos asotiades, se sigue directamente el siguiente
resultado

Lema 3.4.2 Sean P, un polinomio. con, conjunto posteritico finito y x,y € H(a).
Six <y, entonces los elementos del conjunto de giljos externos asociados a [x, y]

Ra(0(2)7), Ra(6(y)7), Ra(B(y) "V, Baf(2) ") }
estdn en orden ciclico positivo. En consecuencia, se tigie que < define un orden
parcial.
3.4.2. Intervalos de angulos en el arbol de Hubbard

Sea P, un polinomio con conjunto posteritico finito y H el arbol de Hubbard
de F,. Suponga que el punto critico libre —a no es un punto extremo,de H. Note
que podemos escribir el conjunto Hy Y\ H de una tnica manera como ufiign finita
de arcos regulados semiabiertos, es decir

Hi\ H = Uj_ L.

donde I}, = (x,y, xp € V(Hy) v yi. € 0H,.
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a&'k % 0, sea {Ru(f)(ﬂ’f;_.)_): Ru(f)(lj;_)_) Ru(ﬁ(l)’k)_'_) Ru(g(xk)_'—)} el conjun-

to de 0 os externos asociados a [z, yi]. Se define el intervalo Uy, = (8(x;) =, 0(x;)T).
do, sea HN OB, = {z, 22, . ... . Zm } €l conjunto de puntos en H que

1ntersectan\15‘&0ntera de la componente B, del superatractor. Los rayos externos

que aterrizal ;ﬂ’estos puntos z se denotan por R,(g)*, para 1 <[ < m, véase la

figura 3.2. Se (@o'el subconjunto de la circunferencia

cpo, \ ( &)

Se define el interv l e dngulos caracteristicos U (a) asociado al darbol de Hub-

bard H como G
a) - (u U,\)

Nota 3.4.3 Cualesquiera doa S wquladoa de Hi\ H tienen interseccion vacia,
o bien si I, N1 #0, Pm‘onres i oU.NU =0.

Ejemplo 3.4. 4 En la @ 2 sE estra el conjunto de Julia y los dngulos
asociados a H(a), para a HnN B, es una drbita de periddo dos,

)
Figura 3.2: Conjunto de Julia lleno e intervalos de dngulos c 6

>

con rayos externos cuyos angulos estin en los conjuntos {% 1—} iy {%: %} - lo
tanto, v(a) = (5, 3)U(3.5). Ademds, H, \ H consiste de un inico arco reglila f

*
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17
247

-1

isjundo de B est i COL Y por los T 1S erternos col 1 HLOS o por Lo
disjunto de B, y estd acotado por los rayos externos con angulo ;3 i lo

tanto,
13 31 10 17
U(a) =v(a) U, (4’8)' |(4’8)| |(24’ 24).

Lema 3.4.5 Pado un polinomio P, con a € C°, se tiene que, un rayo externo
R.(0) aterriza en., si y sdlo si la drbita de 8 bajo multiplicacion por d no entra
enU(a).

Demostracién. Primtero vamos a probar la condicién necesaria. Dado que
H es invariante, P,(HY ="H. Si R,(6) aterriza en H, entonces R,(p(#)) también
aterriza en H, esto garantiZa que la drbita de 6 nunca intersecta en U(a).
Para la condicién suficienté supongamos que R(#) aterriza en x € J, \ H. Se
define
o =inf{a®§: R,(a) aterriza en H}

}.’
o~ = supfa < R, («) aterriza en H}.

Como H es cerrado y J, es loealmente @onexo, los rayos con dngulos a™, a~ de-
ben aterrizar en H y f € (af,6z). Vames a demostrar que existe un entero
k > 0 tal que pF(a*,a7) C Ula)En efégtoydado que H C H, C H, C

y U, Hy es denso en J,, entonce§ latimagéide (o™, o) bajo iteracién por p,
debe entrar en v, '(H;), es decir, existe B € N tal'que p*(a®, a7 )N (H) £ 0y
P Hat,a7) N (Hy) =0, donde 7y, : T — J, es el'mapeo de Carathéodory. Co-
mo Hy = Py (H) = HU(H,\ H) se tiene que p*(a® af) intersecta a v~ (H,\ H)

antes de entrar en y~'(H). Por la construccién de U(a),0* (o™, a~) C U(a). Luego,

como f € (a™, o), se concluye que la érbita de 8 entra@h2(a), lo cual finaliza la
prueba. «

3.4.3. Monotonicidad

En esta seccion analizaremos la entropia de polinomios restrifigida a arboles
de Hubbard (entropia fundamental) de polinomios para los cuales el"punto critico
libre —a es periddico, para ello se propone una forma de comparar.drboles de
Hubbard, basada en [K].

Comenzamos introduciendo una relacion de equivalencia entre arbolessde Hub-
bard, tal que toda clase de equivalencia es caracterizada por la dindamica en. el
conjunto de vértices de cualquier representante.
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Definicion 3.4.6 Sea H el drbol de Hubbard asociado al polinomio P,, sea P
la partigion de H que consta de cinco elementos {c1},{e}, Ty, Ty, Ty (algunos
pueden seraucios), tal que Py|1, es un homeomorfismo para toda i, ademds, ¢1, ¢z €
To y parai =MN2, ¢; € T, a menos que T, = 0. AP se le llama la particidn asociada
a H, donde'er.=0 y o = —a.

Con esta particiéon podemos definir el itinerario para cada punto de H, de la
siguiente manera.

Definicién 3.4.7 El itip€rario de un punto > € H es la sucesién infinita 7(2) =
(TTL(Z))z(-;l E {Ua 1: 2: Cl: 02} dadﬂ. p()lr

(z) j: H?: Jru_l(z) E TJ‘:
Tn — . _
Ci, s ["7H2) = .
Empleando esta definicién daremos una caracterizacién de los arboles de Hubbard,
la cual nos permitird definip/una relaeiéfi’de equivalencia.
I 1

Sea 7(z) el itinerario dedin.punto £ de un drbol de Hubbard, denotamos por
— sy . 4 . . P
7 (z) el itinerario que se obtiene al intércambiar los simbolos 1 y 2.

Definicién 3.4.8 Dos drboles dé Hubbard H(aiJ, H(as), son equivalentes si existe
una biyeccion & : V(ar) — V(az) enfre el conjingode vértices de H (a1) y H(az), tal
que & conjuga Py, |viay con Pa,|vie,. Adeinds, v & €V (a1) son vértices adyacentes
siy sdlo si £(v), &(0) también lo son. Asi misme,_z(v) = 7(£(v)) para toda v €
Viay) o m(v) = F(£(w)).

Esto define 1& relacién de equivalencia en el conjinéq'de arboles de Hubbard.

Definicién 3.4.9 Sea x un punto periddico. Si existen i @02} y & € orb(x) N
(ci, f(ci)\[c1, c2) de tal manera que orb(z) C Gz(c), entonces’algunto T se le llama
punto v;—caracteristico de orb(z), (Gz(e;) es la componente coneta de H\{x} que
contiene a ¢;). Un punto z es caracteristico si es periddico y v; -caraetéristico, para
1=101=2.

La siguiente definicién muestra la forma en la cual la dindmica de uli pelinomio
P, puede contener puntos particulares que sigunen un comportamiento Shuilar a
puntos en la dindmica de algiin otro polinomio Pj.
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Definicién 3.4.10 Sean (H,P,,P),(H, P;, P) dos drboles de Hubbard con punto
critico lilrre periddico, sean el periddo exacto de —a. Diremos que (H, P,, P) con-
tiene dinamicamente al drbol de Hubbard (H P;, P) si existe un encaje . : H — H,
un punto caredteristico z € H y una biyeccion & : V - orb(z)J ¢ (V\mb ))
tal que,

i) §(Pa(—a)) =3
i4) £ 0 Pslors(—a) = R0 lerv(-a);

???) = [orb(z)],~donde [orb(z)| es el drbol generado por la orbita de z en

iv) Para cualquier punto erxtywémo Pi(z) € «(H), se tiene que Pi(z) € T si y
solo si Pi(—a) € el(T}).

v) Si¥#w €V son adyacentes enH, entonces &(v), £(i) también son adyacen-
tes como vértices del subapbol [orb(z)] de H.

Por otro lado, si £(v), E(w)8on adyacentes como vértices de [orb(z)], entonces
v, W son o bien ad?jﬂ.(’(‘"flf(‘"‘a ovexiste un Whidd punto de ramificacidn é; € orb(—a)
de H tal que (0, w) N NV =é.

Empleando la definicién anterioryse.define wi orden parcial en C® de la siguiente
manera:
Dados ay, as € C°, se dice que as < a; sitel drbol desHubbard H (az) estd contenido
dindmicamente en el drbol de Hubbard H (a,) v H(a)¢ H(ay) no estan contenidos
en la misma clase de equivalencia.

Nota 3.4.11 Siay < a1, entonces N(az) < N(aq).

Dado que el lema de la orbita forzada, es valido en las copigs,del conjunto de
Mandelbrot [M2], se tiene la siguiente relacién:

Lema 3.4.12 Sea M, C C una copia del conjunto de Mandelbrot con raiz en
Wy, ay,a0 € My y P,,, B,, polinomios con conjunto postcritico finito.) Si as o la
componente que lo contiene separa al punto a, de Wy, entonces ay < af -

Lema 3.4.13 Sean P,, y P,, con ay < a1, N(a1) = N(az) y z € Hlap) es el
punto caracteristico de la definicion 3.4.10. Entonces

H(a) = H(ay) & [P,y (2), P2.(2), ..., PY(2)],
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donde/=_significa topoldgicamente homeomorfo.

Demostracién. Por simplicidad, denotemos el niimero de puntos extremos por
N(a1) = N(aa) = N y P,, por P. Por la propiedad iv) de la definicién 3.4.10, los
rayos exterhos gue aterrizan en z en el drbol H(a;) son exactamente los mismos
rayos externo$ gue aterrizan en F,,(—a) en el arbol Haz). Entonces, los elementos
de {2z, P(2), PY(#). .. PN=1(z)} son precisamente los puntos extremos de

Por lo tanto,

Hil) = [P.,(2). P2 (2).... . PN(2)].

€] N €]

Ahora bien, usando indwedion, vamos a demostrar que no existen puntos de
ramificacién ni puntos crititos®en los intervalos (P*(z), P¥(P(—a)) para k =
0,1,... N—1. Primero, 0, —a ¢ (&, F(—a)) y no hay puntos de ramificacién en (x,0)
(de otro modo N(a;) > N(az)). Ahota supongamos que no existen puntos de rami-
ficacién ni puntos criticos end P*(2), P*(P(—a))) para todo k < kg < N —1. Dado
que P es uno a uno en cada-afeo regilado que no contiene punto critico, se sigue
que (P*t1(z), PR+ P(—a))) moeontiénepuntos de ramificaciéon. Por otro lado, si
¢ € (PMFl(z), PR+(P(—a)) ), dado queNTag) = N(az), existe kg+1 < 1 < N tal
que Pl(z) € (¢;, PR P(—a))), esto significa-que P*1(2) no es un punto extre-
mo de [P(z), P*(z), ..., PY(2)], estoses una eontradiccion. Por otro lado, como no

hay puntos de ramificacion en (P*(s)oR"(P(a)) para k = 1,2,..., N, entonces

H(a,) = [P, (2), PL(2),.... PX(2)]. Dehecho, P¥(PP(—a)) es el tnico punto de

[Py, (2). P2 (2),.... PX(2)] que separa a®P**'(P(=a)kde 0. «

Lema 3.4.14 Dado P = P, como en el lema anleripf, sean x,y € H N J,. Su-
ponga que Pi(x) < Pi(y) para 0 < i < k. Entonces las sighientes afirmaciones son
ciertas.

1) Si P¥(y) < ' en H,, entonces P¥(x) < 2’ en H;.

2) Siy' < P*(y) en Hy, entonces 2’ < P¥(x) en H,.

Donde y' es cualquier preimagen de P(y) diferente de y, y x'%es la preimagen
de P(x) tal que [2',y] no contiene puntos criticos.

Demostraciéon. Observemos que H; es la unién del arbol de Hubbard”H vy sus
preimégenes, es decir, H; = HUP~'(H). Dado que P'(x) < P(y) para 0.3/ < k,
entonces no hay puntos criticos en [P(x), P'(y)] v

P : [Pi(z), P'(y)] = [P (z), P*(y)]
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es un fomeomorfismo para 0 < i < k— 1. Ahora bien, vamos a probar la primer
afirmacigmpor contradiceién. Supongamos que P*(y) <y’ y @' < P¥(x) en H,(a).
Entonces seftiene

v’ < PF(x) < PF(y) <o/

y consecuentefiente (P*(z), P*(y)) C [2/,y']. Entonces P* restringido a [2/,y] es
un homeomorfism6 gobre un subconjunto propio, lo cual es una contradiceién con
la expansividad de“P|;, va que ',y € J,.

Para la prueba del gaso 2) se emplea el mismo argumento. <

Teorema 3.4.15 Seant” By, y P,, polinomios tales que aj,az € C°, as < ay y
N(a1) = N(az). Entoncés Ufa,) C U(az).

Demostracién. Note que (a1 )= v(as).
Por otro lado, U(a1) y U(az) sén unién disjunta de intervalos de angulos. Cada
uno de estos intervalos estd asoctadota un arco regulado del arbol Hy (ay) y Hy(az)
respectivamente.
Se probard que para cada ‘ntervalo™de/angulos U C U(a;) limitados por rayos
externos que no aterrizan en Bgpexiste’uw'intervalo de dngulos U C U(as) tal que
Ucu.

Para simplificar la notacién hacexios M(ageh= N(az) = Ny P = P,,.

Sea Hy(a;)\ H(a,) = Ui—:l I, uparunion‘finita de arcos regulados. Dado cual-
quier arco regulado I, tal que I, N ABg= 0, sé tienen dos casos:

1) Si I es de la forma (P*(—a),=P*(—a))fpara 1 < ki, ke < N, entonces
Pki(—a) < —P*(—a) (ki # ko).

Si
Ra (0(P*)7) , Ra (B(—P*)7) \Ra (0(—PF )Y )R (6(PF)F)

son los rayos externos asociados al arco regulado (P* (—a), =P*(—a)), entonces
(B(P* (—a))™, O(P™ (—a))*) € U(ay)

es un intervalo de dngulos de U(a,). Por el lema 3.4.14, P¥1(z) <+~ P*(2). Note
que si ky > k2 aplicamos el primer caso del lema y si £y < ko aplicamaesila segunda
parte. Dado que los rayos aterrizando en P¥!(z) en el d&rbol H;(a;) sor#xactamente
los mismos que los rayos que aterrizan en szl(—n.g) en el drbol H, (as )Entonces,
igual que antes,

(O(P™(2). 6P (2))") € Uaz)

es un intervalo de dngulos de U(as).
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Por'el lema 3.4.13, H(ay) = [F, (2), P2 (2),...,P)(2)] y P* < P"(-a).

g

AdemasgRM (—a) — P*2(2) € [P¥(2), —P*(—a)|. En consecuencia,

(OCPH ()=, 8(P* (2))*)  (B(PH (=a))~,B(PH (—a))*)

2) En cualfuier otro caso, I debe ser de la forma (w, —P*(—a)) para algtin
0 <k < N, doudé w ¢ Orb(—a). Dado que H(a,) = [P, (2), P1(2), ..., PN(2)]

entonces (w, —P¥{5a)) NP, (2), P2 (2)....,PN(2)] = {w}. De aqui se obtiene
que el intervalo de @ngulos Uy correspondiente a I es también un intervalo de
angulos de U(ay).

De 1) v 2) se tieneda prueba de teorema -«

Enseguida enunciamos.€l teorema que relaciona la entropia topoldgica en el

arbol de Hubbard, de dos polinomios comparables en C°.

Teorema 3.4.16 Dados dos pavdmetros ay y a; que representan polinomios de
grado d en C° con punto critico pexiédico, si ay < a1 y N(az) = N(ay), entonces
h(H(az), Pu,) < h(H(a1). BiY).-

Demostracién. Por el tedrema=3.4.15+8abemos que U(a1) C U(az). Entonces,

T\U, p7* (U(az2)) € T\ Uprp " (Ufa?))¢ Por lo tanto, tenemos la siguiente
designaldad en la entropia:

h(T\ 0 s @) o) b (TUD, o Uan). ).

va que se tiene la siguiente conjugacién entre By _y la funcién p

T\ UiZ, o (U(az2)) —=T \ UL, p7 (U a2))

"r'rxl-l l"r’rxi

H (a;),

tenemos que

h(H(a),P.) =h (T\ U o (U(as)), p) .

k=1

Por lo tanto,
h(H(az), Pa,) < h (H(a1), Po,) -
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Para el caso de polinomios con parametros a; < a, cuyos arboles de Hubbard
tienen ndmeros de puntos extremos diferentes, se utiliza la matriz de Markov
asociadanal@arbol de Hubbard, la cual codifica la relacién que existen entre las
aristas v la_ iftagen de una de ellas.

Sea P, un_polinomio hiperbdlico, la restriccion de P, a cualquier arista e de
H(a) es inyectifa. Atlemds, P,(e) consta de la unién de aristas ey, . .., e; de H(a). Si
H(a) consta de lag-axistas ey, .. ., ey, se define la matriz de I\-Ialkov _-‘vf(a): asociada
a H(a) como M;; = d=si e; C P,(e;) v 0 en otro caso. Note que M es una matriz
de tamafio n x n congentradas 0 y 1. Por el teorema de Perron-Frobenius, el radio
espectral A de M es mayér o igual a 1, [P].

Proposicion 3.4.17 Dado un.polinomio P, con a € C postcriticamente finito e
hiperbdlico y H(a) su drbol\de’ Hubbard, entonces h(H(a), F,) = log .

Demostracién. Sea P la parficion de H(a) que consta de todas las aristas de
H(a), es decir P = {e;}._,, esta patticién satisface que e; Ne; = ) o consiste de
un solo punto, para todo 15" < j < k. Adems4s, el conjunto OP formado por los
puntos extremos de las aritasgson 165 vértices de H(a). Para cada k > 1 se define
la particién PF x S de H(a) determinadaspor el conjunto dP* S = P75(95). Si
Sy S son dos particiones de ‘HY{q), se defifigamna nueva particiéon SV S’ de H(a)
determinada por los puntos en 0§ L3S,
Considérese la particion

\/S=SVE+Sv,. .. \MPF«S.

Por el lema 3.1.5, el punto critico libre —a no es un pufito'de ramificaciéon. Ademas,
—a no es eventualmente critico. Entonces el niimero de piintos de ramificacion en
H(a) es invariante bajo P!, por lo tanto, @ V™ *S consiste de la unién de todas
las preimégenes de orden n de la orbita —a en H(a), el{ cerd y los puntos de
ramificacién de H(a). De la definicién de entropia con respectelauna cubierta, se
tiene que

h(H(a), Py, S) = lim — log car n’v *5.

n—oo Tl

AFIRMACION: h(H(a), P,. S) = h(H(a), P,). La prueba de estafirmacion
se obtiene usando el mismo argumento del lema 1 de [D].
Por la construccién de PF x S, se tiene que

0S CO(P*8) C---C AP +S)y \/S=(Pr")*S.
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Si 5" @8 una particion mas fina que S, definimos el vector de Markov de vg =
(vq, ..., ) asociado a 5, donde v; es el mimero de elementos de la particién 5" que

estan contéridos en la arista e; de S. Note que vs = (1,1,...,1) y vpus = M' - vg
donde M' eq”la matriz traspuesta de la matriz de Markov M de H(a), por lo
que vyng ="{M*)"" !¢ . vg. Con respecto la norma ||v|] = Y v;, para cualquier

vector v = (vfl. b, ) tal que vy > 0 existen constantes (0 < ¢; < ¢y tal que
e A" < (MY NS ep - A" Observe que |vs| = card S, por lo tanto, ¢; - A" <
card\/" %S < ¢y - N,

Tomando el logaritmo y dividiendo entre n se tiene que

168 ey A" < log card\/" xS < log ¢y - /\”:
n n n

haciendo n — oo concluimos gidesh(H(a), P,, S) =log\. 4

De manera general, sea M esfuia matriz de tamano nxn con entradas 0 y 1 y su
radio espectral A > 1. Dado un ¢onjiinto compacto y conexo X y f: X — X una
funcién continua, la colecciént A = (X;,X,, ..., X)) de subconjuntos compactos

de X tal que los interiores, #nt{X;) so,00 vacios y mutuamente disjuntos se llama
empaquetado de Markov' col matriz M, st X; C f(X;) siempre y cuando M;; = 1.

Proposicién 3.4.18 Si A = (X Xy, . ..¢X,) empaquetado de Markov con ma-
triz M, entonces h(X, [) = log X\, donde \ & el radio espectral de M.

Teorema 3.4.19 Sean a, < ay dos pardmetros _gue representan polinomios hi-
perbdlicos en una copia del conjunto de Mandelbrot M, que se bifurca directamenite
de la componente principal Wy, entonces h(H(az), P, )'< h(H(a1), Pa,).

Demostracién. 1) Si N(a;) = N(az) el resultadese tiene por el teorema
3.4.16.

2) Supongamos que N(ay) < N(a;). De la observacién 34.11 el ntimero de
puntos es no decreciente. Podemos asumir que no existe parfithetro ¢ € C” hi-
perbdlico tal que ca < ¢ < ¢4y N(c2) < N(c) < N(eq). Dados H(a1), H(az)
los drboles de Hubbard, z el punto caracteristico de la definicién 34.10 y H(z) el
arbol regulado generado por el punto z, note que H(z) es un subdrbol de H(a;)
el cual no es invariante bajo P,,. Considere los vértices de H(z) colng~la unién
de los puntos de la érbita de z con los puntos de ramificacién de H (z)=Se\puede
establecer una biyeccidn entre los vértices de H(z) y los vértices de H (ag)..Més
ann, de la definicién 3.4.10 note que H(z) es topolégicamente homeomorfo al érbol

ldel inglés Over Markov Packing
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(/ N
de l{ d H(ay). Sean ey, eq,...,¢€, las aristas de H(ay), v M(a,y) la matriz de
Markov aseciada a H(ay). Entonces h(H (as), P,,) = log A, donde X es el radio es-
pectral az). Por otro lado, H(z) es homeomorfo a H(a,), lo que nos permite
etiquetar lﬂA&r‘istas de H(z) por €5, €5, ..., €%, las cuales satisfacen la condicién
que F,,(ef) D€ siempre y cuando M(i,j) = 1. El conjunto E. = {€f,€3,... €},
es un empaque e Markov con matriz M (as), por lo que h(H(aq), F,,) = log A.
Por lo tanto, h ,P.) = h(H(as), P,,). De 1) y 2) se tiene el resultado. «




Capitulo 4

Algoritmo.-de Thurston para el
calculo de entropia

Con el propdsito de facilitar el'calculo de la entropia fundamental de un polino-
mio P, Thurston propusosiy algoritme=(sin demostraciéon) que permite calcularla.
Para ello se define una trangformacion Iineal A en términos de los puntos criticos
de Py de los argumentos externos en Jg. obteniendo como resultado que el radio
espectral de A coincide con la entropia fundamental. En 2017, Yan Gao dié una
prueba de este algoritmo y en eseafiismo andp, Tiozzo demostrd la continuidad de
la entropia en la familia cuadraticalsobre la freftera del conjunto de Mandelbrot,
empleando el algoritmo de Thurston, (G Tz2].

En este capitulo se demuestra que para calcular la entropia fundamental de
polinomios con un punto critico de orden méaximd, ¢como en la familia (3.1), se
puede ignorar el punto critico fijo. Por lo tanto, cadaspolinomio puede verse co-
mo un polinomio unicritico. Esta simplificacion permite usar las herramientas de
graficas, cunias y retratos criticos que utilizé Tiozzo para demestrar la continuidad
de entropia en la familia cuadratica, de este modo generalizamos dicho resultado
a la familia (3.1).

4.1. Algoritmo de Thurston

En esta seccion se describe el algoritmo de Thurston que calculala‘entropia
fundamental de un polinomio de grado d a partir de las drbitas de los puntos
criticos.
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4.1.14 _ Algoritmo de Thurston para polinomios de grado d

Sea P(z) un polinomio postcriticamente finito de grado d. P(z) tiene exacta-
mente d < 1 puntos criticos, ¢, ¢, ...¢, (contando la multiplicidad). Cada ¢; o
bien estd en u/, o es el centro de una componente de Fatou. El desarrollo de es-
te algoritmo €sté~basado en el andlisis de los rayos externos que aterrizan en los
puntos criticos gue estan en el conjunto de Julia o los rayos que aterrizan en las
componentes de Fatou que contienen puntos ] iticos.

Dado un rayo exterm6 R(6#) que aterriza en un punto ¢ de la frontera de una
componente de Fatou U, existe un tinico rayo interno que une ¢ con el centro de
U, el cual se denota pef g#(#). El rayo

eu(0) = ru(6) | R(6),
se llama rayo extendido en U dg ‘dangulo 6.

Definicién 4.1.1 Decimosgue un rayo _externo R(6) soporta una componente de
Fatou acotada U si:

1) El rayo aterriza en un pund@q-de la frontera de U.

2) Existe un sector, basado, en g /delimitadorpor R(8) y el rayo interno de U que
aterriza en q, tal que el sector nd conliene ofro,rayo externo que aterriza en .

Sea P un polinomio posteriticamentefmito de grado d y U una componente de
Fatou critica, es decir, una componente’ de Fatou que contiene un punto critico,
tal que § = Grad(P|y), se define el conjunto O (U} déla siguiente manera:

1) Si U es periddica con drbita

U— PU)—= - — PYU) =

construimos © (U, 2, #) para todo U’ en este ciclo simultdneantente, de la siguiente
manera. Sea z € dU la raiz de U. Note que esta eleccion 'défermina una raiz
P*(z) para cada componente de Fatou P*(U) para k = 1,2,...,n21, a la cual
se llama la raiz preferente de P*(U). Si U’ es cualquier comporiente, del ciclo y
Z' su raiz preferente, considere un rayo R(f) soporte de U’ en 2f,_Se define el
conjunto ©(U’,2',#) como el conjunto de argumentos de los & rayds soportes
para la componente U’ que son imagen inversa de P(R(#)).

2) Si la componente de Fatou U es estrictamente preperiédica, tomemios n
el niimero mas pequeno tal que P*(U) es una componente de Fatou critica,-Sea
z € JU el punto que es llevado a v(a) por el polinomio P, donde v(a) es el punte
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donde #I‘I‘lé& R(a) y o € O(P(U), (), ). Consideremos un rayo R(f) que
soporta Ja~componente U que contiene a z, definimos ©(U, z,0) como el conjunto
de los nentos de los rayos soportes de U que bajo P™ caen en R(«).

Nota 4.1.‘25\ ra cada componente de Fatou critica U, existe una cantidad finita

de posibles (:on@rs O, #,8), los cuales dependen de la eleccion de las raices
de z, de U y e wmento . Podemos elegir uno de ellos y lo denotamos como
o).

Definicién 4.1.3 Sf’a polinomio con conjunto posteritico finito y Uy, Uy, ... U,
las componentes de Q icas disjuntas por pares. Una coleccion finita de sub-
conjuntos de la circunfe wnitaria

ep - {O (‘& Ul) O(Una)}:
se llama una marca critica débé%

1. Cada conjunto © (U ’facﬁ;ﬁmcio’n 4.1.2.

2. La union de los ¢y, ¢y, . ® es igita Kh union de todos los puntos criticos

de P en Jp. o -/-.
/

3. Cada ©(c¢;) consiste de al me an s tales que los rayos externos con
estos dngulos, aterrizan en ¢; 4 @Ilevad r P a un mismo rayo externo.

4. Las envolventes convezas de O(cy),...,0(cy, el disco unitario, son dis-
juntas por pares.

5. Para cada punto critico c € Jp.

Grad(P|.) = 1= (#6(¢;) - 1@’
pprt ©

Cualquier polinomio P con conjunto postcritico finito siempre una marca
critica débil. Por ejemplo, si ¢y, , C s0N los puntos criticos de P q I en }p
v Uy, ..., Uy las componentes de Fatou criticas, entonces para cada U; é .....

se construye el conjunto ©(U;) como antes. Por otro lado, para cada pul@rltlco
¢;, simplemente se toma un rayo R(f;) que aterriza en P(r’ *;) ¥ se define mo
el conjunto de argumentos de los rayos externos P~'(R(#;)) que aterrlz,an C"li‘

para j=1,...,m. o

*
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En/la definicion 4.1.3, cuando ¢y, ..., ¢, son diferentes, la marca critica débil
Op es llamada simplemente marca critica de P. En este caso, la cardinalidad de
cada O (e, s igual al grado de P,.

Sea © ={©,,0,...,0;} una marca critica de un polinomio P de grado d. Se
definen los ¢onjtintos critico y posteritico de © como

!
chit(©) = U O v post(®) = U Terit(@),
k=1

n>1

respectivamente. Donde » T — T es la funcién definida por 7(#) = df mdéd 1.
De la definicién 4.1.3(setienen las siguientes propiedades:

1. Cada 70;, paraie€ {12 .2, I} consta de un tnico dngulo.

2. Las envolventes convexas de @,y ©;, en el disco unitario, se intersectan a lo
mas en un punto de T parateualesquiera i, j € {1,2,...,1}.

3. La cardinalidad de cada @; es niayor o igual 2, v Z§:1(#(~),- —1)=d-1.

Estas propiedades pueden sewrepresentadas de manera abstracta, dando origen
al concepto de retrato critico.

Sea D el disco unitario dotade”de la métriea hiperbélica. Identificamos cual-
quier punto en J con su argumento en T, de”este modo todos los dngulos en la
circunferencia son considerados modulosl. Una heja es o bien un punto en T o
la clausura en I de una cuerda hiperbdlica. A partit.de ahora, cuando mencione-
mos cuerda o envolvente, en el disco, sera en el sentideshiperbdlico. Para cualquier
subconjunto S C T denotamos por Env(S) a la envolvénte convexa de S en D.

Un retrato critico de grado d, es una coleccién finita 'de'subconjuntos finitos de
la circunferencia, ® = {0,0,...,0;} tal que se cumplendas propiedades 1 ,2,
3.

Note que, cualquier marca critica débil de un polinomio posteriticamente finito
es un retrato critico. Si ademas identificamos cada elemento ©; € Gs¢on su envol-
vente convexa en [ entonces, un retrato critico puede ser visto como una coleccion
de hojas v poligonos disjuntos por pares en I,

Lema 4.1.4 Si © = {©1,0,...,04} es un retrato critico de grado deptonces
k

D\ U Env(©y) tiene d componentes conexas y los arcos en T de cada una dé ellas
I=1

cubre un arco de circunferencia de tamano i
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L4
*
//L
d
Figu@ Retﬁcriticos de grado 5.
Una prueba del lema 4.1.4 pue® ' gom%ﬁla en [Gl.
A O

k
Definicién 4.1.5 Dos puntos x, y \J Env(©;) se dice que son no separados
=1

en T con respecto a @, si ambos pertenecen a la 7@1 componente de T\ ©; para
todo ©; € ©.

La relacién de no separado dada por la definicion 4.@111111)1& las propiedades
de una relacion de equivalencia. De esto y el lema 4.174 se_deduce la siguiente
relacion.

k
Proposicién 4.1.6 1) Dos puntos x,y € T\ |J Env(©,) A‘;on:m%lmdos en T
=1

e

sty s6lo si ambos pertenecen a una componente comin de D'\ E@ .

2) Ezisten d clases de equivalencias en T, denotadas por I, I, ...,
para cada I, y cualquier par de dngulos x,y € I, (x) = 7(y) si y sélo isten
Oi,....0;, € © conm > 1 tales que x € 6;,, y € 0;,, ¥y 6;,6;,.,

todoj=1,...,m—1.
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A gontinuacién mostramos una particién en el plano dindmico de un polinomio
de gradewhdeterminada por su marca critica. En primer lugar tomamos la marca
critica

O={0,,0,...,0;}

de un polinomio. P, ésta induce una particién en el disco unitario (retrato eritico).
Por otro lado, pard cada punto critico ¢; y cada componente de Fatou critica U, se
definen los conjuites R;(¢;) v R(U) en el plano dindmico, donde R;(¢;) consiste
de los rayos externod cow dngulos ©; junto con ¢; v R(U) consiste de la unién de
los rayos extendidos €on dngulos en O(U).

De la definicién dedés gonjuntos O(U;) y O(c;), se tienen las siguientes propie-
dades para R(c;) y R(U)).

Proposicién 4.1.7 = Toseconjuntos R(c;) y R(U;) son tipo estrella con un
punto critico en el centro. Ademds, R(c;) (\Kp = {¢;} y R(U;)NKp consiste
de un rayo interno criticoen .

» La interseccion de dés' conjuntos-R(c;) y R(ci) es igual a {¢;} sic; = ¢ y
es vacia en cualquier oo caso.

= SiR(¢;)NR(U;) # 0, entonkes ¢; @OULy la interseccion es o bien {¢;} o la
union de {¢;} con un rayo éxlerho que aterriza en ¢;. El seqgundo caso ocurre

si y sdlo si O(c;) O(U;) #s

w Si R(U;) N R(U;) # 0 coni # jlentoncesTasinterseccidn es o bien un punto
p € OU; (N OU; o la unidn de {p} ¢ un rayo~eiterno R(0) aterrizando en p.
El sequndo caso ocurre si y solo si O(U;) () O(Us) 5 0.

Para © € © usaremos la siguiente notacién:

R(O) = { Ric;) si O =0(c;) conj=1,...,m;

R(U;) si © = O(U;) con U; una componentede Fatou critica.

I

Definicién 4.1.8 Sean z, 22 dos puntos de C\ |J R(©;). Diremos’que z1, 22 no
i=1

estdan separados, si ambos pertenecen a una misma componente conezade C\ R(O;)

para todo ©;.

I!a relacion de no separado es una relacién de equivalencia. Ademas,(log rayos
R(©;) vy R(©;) estdn en un misma clase de equivalencia en el plano dindmido'si y

!
s6lo si ©; y ©; estdn en una misma componente conexa de C\ [J R(6;).

i=1
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Sead @ = {©,0,....6;} un retrato critico. Dados cualesquiera dos dngulos
x,y € TAposiblemente iguales) y un elemento © de ©, diremos que la cuerda Ty
cruza la‘erivelvente convexa Env(0) de © siz,y ¢ © y Zy[ | Env(©) # (. En esta
situacién decitos que z,y estan separados por 6.

Definicién 4.1.9) Dado cualquier par de angulos x,y € T, su conjunto de separa-
cion relativo a & _esel conjunto {ky, ks ... ky}, sila cuerde Ty cruza sucesivamente
Env(©1),..., Ent(@s) de x ay, donde cada Oy, estd en © y ningin otro ele-

mento de © separalos angulos x,y. Los dangulos x,y son llamados no separados,
si su conjunto de separagion es el conjunto vacio.

Si P es un polinomio#€omeenjunto posteritico finito, entonces todos los ele-
mentos de su retrato critice 6. son racionales y post(®) es un conjunto finito.
Por lo tanto, es posible defifiir el conjunto finito S que consta de los pares no
ordenados {x,y} con x # y € post(O) siempre y cuando card(post(®)) = 2. Si
post(@) = {x}, entonces S tiene\ill tnico elemento {x,z}, en este caso x es un
punto fijo de 7. Una vez qiese ha definido el conjunto S, el algoritmo de Thurston
para aproximar la entropia dé P, sobrg’el drbol de Hubbard H (P), consta de los
pasos descritos en el algoritmo L

Algoritmo 1

= Sea V el espacio vectorial sobre R generade por los elementos de S.

= Se define una transformacion lineal A : V —_Vsobre la base S de V de la
siguiente manera. Para cualquier vector {z,y}€ )5 se define la imagen de
{x,y} como sigue:
A({z,y}) = {7(x),7(y) }, si 2,y no son separados por O; y
A({z,y}) =31 A({8;. 0ix1}), donde 6y = z, b,y £ yw b, € Oy, € O, si
el par {x,y} tiene conjunto de separacién {ki1,...k,} # U

= Sea A la matriz asociada a la transformacién A en la base S&\Ya que esta
matriz es no negativa, por el teorema de Perron-Frobenius €l radio espectral
p de A es no negativo, [P].

El siguiente teorema muestra la relacion que existe entre el radio espectfal de
la matriz A, obtenida por el algoritmo 1 y la entropia en el drbol de Hubbatrd del
polinomio.
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Teorema 4.1.10 Sea P; un polinomio de grado d con conjunto posteritico finito,
y © unagsmarca critica de Py. Si p es €l radio espectral de la matriz en el algoritmo
de Thurston, entonces h(H(Py), Py) = logp.

Idea devaprueba. Si P; es un polinomio de grado d con conjunto posteritico
finito, la entropfa fundamental es igual al radio espectral de la matriz de incidencia
Ap(p,), tomandola, particion de Markov de H(F;) definida por las aristas, [G]. Co-
mo los arcos regulados.en H(P;), que conectan dos puntos del conjunto posteritico
de P;, es una unién.de aristas, la accidon de P; en H(P;) induce otra matriz de
incidencia, la cual tiene eldnismo radio espectral que la matriz de incidencia Agp,).

La ventaja de esta aptoximacion radica en el hecho de que a cada punto del
conjunto posteritico, le carresponde un angulo en el conjunto post(®), de modo
que cualquier arco de H(P;pentre dos vértices, puede ser representado por algiin
par de angulos (posiblemente nodeterminado de manera tnica). Asf, intuitivamen-
te se puede pensar que la accion denFy en estos arcos induce una transformacion
en el espacio generado por lps pares de dngulos en el conjunto post(®), la cual es
la matriz A en el algoritnmo de-Thurstert”En general, la matriz A del algoritmo es
més grande que la matriz de’incidencia en H(F,), va que a un punto del conjun-
to posteritico de Py, regularmente le corresponden varios dngulos en el conjunto
post(@).

La demostracién del teorema 4., 10 concliiye que las matrices Ay p,) v A tienen
el mismo radio espectral. Una prueba completasde este teorema puede consultarse
en [G].

Ejemplo 4.1.11 En la familia

para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.543876i, el punto critiéo —qa, eventualmente
va en el punto fijo superatractor cero, ya que Pj(—a.) = 0. El eonjunio de Julia se
muestra en la figura 4.2. El retrato critico asociado a P, es © = {{U, %} ; {% % }}
y post(®) = {U: é %} los cuales se muestran en la figura 4. 5.

Asi, la base S del espacio V es S = {{0,2},{0,2},{2.2}} y la tranSformacidn
A aplicdandola en los elementos de la base estd dada de tal modo que:

{0,2} — {0, 2
{0, .3} — {0, ?} +{0,%}
23 5 3

2.3t —{0.31+{0.5} +{0. 3}.
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L L i
4.5 1] 05 1

Figura 4.3: Retrato critico para d = 3 v a = 1.06344911 + 0.5438
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@q que, la matriz asociada a A es
010
.

¢ 210
/
cuyo radio esp es 1.4142. Del teorema 4.1.10, se concluye que la entropia
Jundamental de 2(1.4142).

Ejemplo 4.1.12 5;ma od=3ya= 107183814 + 0.1928507i para la familia
(3.1), se tiene un pol pam el cual el punto critico —a es periddico de periddo
cuatro. El conjunto de ;f’ muestra en la figura 4.4.

15+

05

0.5

L L . L L o ]
2.5 2 1.5 1 a5 0 V 1

Figura 4.4: Conjunto de Julia para d =3y a = 1.0718381 +%285[)7i.

En este caso el retrato critico asociado a P, es © = {{0, 1}, {5. 3 ml%oet
{0, 55. 2:0 351 20} los cuales se muestran en la figura 4.5. @

Asimismo, la base S del a‘;pa(’io V es

S = {10,553 {0. 5} {0. 5340, 55} Az a6 b e o b {zs 36 b s 36 {56 2

BI«f
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Figura 4.5: Retrato cfitieo para'd= 3 v a = 1.07183814 + 0.1928507:.

Aplicando la transformacion A a [o§ elementoside la base se obliene:
{0, 55} = {0, }
{0,253} — {0,
{0, %} — {0,
{0,553 = {0, m}
2_1r1=zr:}'_>{zr: 20 .
{T n} — {0, zn} + {0, B
{2—£] 2Hﬂ} — {0, zn} + {0, B L
{? f(]} = {U z(]} + {U $} + {E a0 }
}? 270{ : ?J zn}}+ {0. 5
207 20 200 201"

CN

l\.«l,_,l\.ul
— =
——
l\.«l_
2=
—
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Poy lo tanto, la matriz asociada a A es

[ 01 00000O0O0O0
0o0o10000O0O00©0
1000001000
1000000000
0000000100
1100001000
1100000000
1010001000

1
\UU 00001000

cuyo radio espectral es 1.39537 Del teorema 4.1.10 se concluye que la entropia de
P, restringido a su drbol de Hubbard es (log1.3953).

4.1.2. Algoritmo de Thurston en una familia de polinomios
con un punto fije-de’orden maximo

En esta seccién se presenta-una-adaptaeion de algoritmo del Thurston para el
caso de la familia de polinomios 3.4°que tienén la forma

da
d -4 1)'
Sea P, uno de tales polinomios. Los puntos crititog de P, son 0 y —a. E1 0 es
el centro de la componente de Fatou fija B, v —a es"un/punto critico libre. Si —a
es el centro de una componente de Fatou, dicha compaiiente la denotaremos por
U.

Se definen los conjuntos de dngulos

Pu(2) = &5z +

60 = G(Bu)

o O(U;) si —aes el centro de una componente de Fatou
T Oe)  si —a € Jy,

donde O(B,), O(Uh) v ©(c¢;) son definidos como en la seccién 4.1.1.

Definicién 4.1.13 Dado E, un polinomio de la familia (3.1) posteriticamente
[inito, a la coleccion de dngulos Op, = ©_, le llamaremos marca critica restringida
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Sea’ @p, la marca critica restringida de F,. Se definen los conjuntos critico
restringido,y postcritico restringido como

crit(@p,) = O_, y post(Op,) = U T"erit(@p,),

n=1

donde 7 : T — Testd definida como 7(#) = df méd 1.
Observaciéon 4.1.14 1#0 5, consta de un tnico angulo.

SiD es el disco unitafios identificamos cualquier punto en 9D con su argumento
en T, de este modo todos.les angulos en la circunferencia son considerados modu-
lo 1. La marca critica resttingida de F, vista en D se denomina retrato critico
restringido de P, y se denota.por @,.

Lema 4.1.15 S5t ©, es un relrato-eritico restringido del polinomio F,, entonces
D\ Env(©,) tiene 2 compdhientes conezas con arcos en T de longitud 5 y “{;dl
respectivamente.

Demostracién. Dado que Grad(P|_,)"=2;,0, consta de dos elementos. Por lo
tanto, la envolvente convexa Eny(@,9 divide.alD en dos regiones. Por otro lado,
de la proposicion 3.1.4 se tiene que larlongitudsdel arco entre los elementos de ©,
es igual a 5: lo cual completa la pruehas, <

Definicién 4.1.16 Dos puntos x,y € T\ Env (@, )Sedice que son no separados en
T con respecto a @, si ambos pertenecen a la mismaeomponente de T\ Env(©,).

Se define el conjunto R(a) como
R(—a) si —a € Jy;

a) = )
R(a) { R(Uy) si —a es el centro de una componente de’Fatou,
donde R(U) v R(—a) son definidos como en la seccién 4.1.%.

Definicién 4.1.17 Dos puntos 21,z € C\ R(a) son no separados si’ambos per-
tenecen a una misma componente conexa de C\ R(a).

E& propiedad de no separado es una relacién de equivalencia. Los rayos\R(6) y
R(7) estdn en un misma clase de equivalencia en el plano dindmico si v sole si #
y 7 estdn en una misma componente conexa de C\ R(a).
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De/manera andloga, se define el concepto de puntos no separados en T. Sea ©,
un retragoycritico restringido. Dados cualesquiera dos dngulos z,y € T (posible-
mente iguades). Diremos que la cuerda Ty cruza la envolvente convexa Env(©,)
de O, si r, y(# O, v 7y [ | Env(0,) # 0. Con estas condiciones decimos que x,y
estan separados’por O,.

Si P, es un/polihomio con conjunto postcritico finito, entonces todos los ele-
mentos del retrate, aritico restringido son racionales y post(®,) es un conjunto
finito. Por lo t #8007 essposible definir el conjunto finito S que consta de los pares
no ordenados {Z,y} eoh z # y € post(©,) siempre y cuando card(post(©,)) = 2.
Si post(©,) = {x}, enton€es S consta de un tnico elemento {z, z} y = es un punto
fijo de 7. Una vez que se ha definido el conjunto S, el algoritmo de Thurston adap-
tado para aproximar la entrepia-de P, sobre el drbol de Hubbard H(P,) consta de
los pasos descritos en el algaritmo 2

Algoritmo 2

= Se define V el espacio yéctorial sgbre R generado por los elementos de S.

= Se define una transformacién lineab’4’»¢ V — V sobre la base S de V de la
siguiente manera: Para cualquiér vebtor~{=,y} € S se define la imagen de
{z,y} como sigue:
A'({z,y}) ={7r(x),7(y)}, si £¥ySon no Separados por O; y
Az, y}) = {7(x),7(0)} + {r(MT(y)}, 0 € O, si z,y estdn separados por
©.

= Sea A’ la matriz asociada a la transformacién A”cnda base S. La matriz A’
es no negativa y por el teorema de Perron-Frobenius [P], el radio espectral
p de A’ es no negativo.

Teorema 4.1.18 Sea P, un polinomio posteriticamente finito. St A denota la
matriz obtenida por el algoritmo I y A’ la matriz obtenida por el.algotitmo 2,
entoneces A y A’ tienen el mismo radio espectral p.

Demostraciéon. Para demostrar este teorema, consideramos dos casos.
1) Si —a € B,, la entropia fundamental es cero, y mostraremos que“efi™¢l
algoritmo restringido el radio espectral de la matriz A es 1.
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2) 81 —a ¢ B,, mostraremos que la transformaciéon A se puede construir sin
considerarsla linea de separacion del punto critico cero.

Sea F, un polinomio de grado d con conjunto postcritico finito. Por el teorema
de Bottcher @xiste un bi-holomorfismo ¢, que conjuga P, con la funcién z¢ en
una vecindad” dél infinito. Como P, es postcriticamente finito, el conjunto de Julia
es localmente ¢onexo, por lo tanto, P, se extiende continuamente anm [DH1].
Asimismo, la dihéutica en B, es conjugada a 297! y la conjugacién se extiende
continuamente a Ia”fpentera, por lo que, existe un punto fijo p de F,, con angulo
interno cero, que estéa€n dB,. Elegimos la cordenada de Béttcher en el infinito de
tal manera que el argumento externo de p sea cero.

De acuerdo a lo antefior v a la construccién de los retratos criticos, el con-

junto de dngulos ©y = {[J; %,. . k"d‘z} ,conk; €{1,2,...,d— 1}, para cualquier

polinomio P,. Por lo tanto, el#fetrato critico de P, estd dado por

o= {{U, ’% . %} ,(—J_u} v post(©) = | J 7(0_,) _J{0}.

n=1

Lo cual muestra que para d £ijo, el conjimto, postcritico varia en funcién inicamente
del punto critico —a.

Por otro lado, las aristas del-arbol de Hubbard estén relacionadas con los pares
de dngulos en el retrato critico de & siguiente manera: el intervalo de dngulos con
extremos {6, #2} en la circunferencia, representéuna unién de aristas en el drbol
de Hubbard; asimismo, el intervalo de angulos«en-la circunferencia determinado
por la imagen A({6y,#2}), es equivalente al intervalé de dngulos que comprenden
la imagen bajo P, de la unién de aristas correspondientes.

Nota 4.1.19 S: S denota la base del espacio vectorialrenyel alyoritmo 1y el par
{61,6,} € 5 es separado con respecto a la linea critica @, entonces la arista (o
aristas) correspondientes contienen al punto critico ¢;.

Demostracion del caso 1: Si P, es un polinomio posteriticamente, finito tal que
—a € B,, como P, es conjugado a z~! en B,, entonces el arbal’de a es tipo
estrella con n aristas. Podemos enumerar las aristas de modo que la matriz de
incidencia A del drbol H(P,) queda definida de la siguiente mancka¥ A, = 1

parai =@ ...n —1, a,; =1, para algtin j € {i,... n} vy cero en cullquier otro
caso. Ya que el polinomio caracteristico de la matriz de incidencia tienerla forma
(—1)" A=\ (=1 _ 1) su radio espectral es 1. Por lo tanto, h(F,) = 0. Pof atro
lado, el teorema 4.1.10 nos garantiza que el radio espectral de la matriz A obtenida

por el algoritmo 1.
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Ya/que la orbita de —a esta en B,, el retrato critico restringido ©, consta de
angulos externos correspondientes a la componente B,. Por lo tanto, no existen
pares {f By}, separados con respecto al punto critico —a. Si ademds, despreciamos
la separacidn{@on respecto del cero (como en el algoritmo restringido), entonces no
existen pares gde sean separados. En consecuencia, todos los pares {#;,6,} € 5,
tienen una solafimagen. Asi, todas las filas de la matriz A’ obtenida en el algoritmo
(2) suman 1, por le tanto, el radio espectral es 1, [HJ].

Demostracién delseaso 2: Si —a € B,, tenemos la siguiente afirmacion.

Afirmacion 4.1. Como cero es un punto critico fijo de Py, si [v1,0] y [0, vq]
son dos aristas de H (@ y = [v1,0]U[0, 03], entonces Pa(7) = [Palvr), Pa(vs)].

Demostracién. Si —a es wiypunto periodico, entonces no existen aristas de la
forma [v1,0] y [0, v2] que temgan la misma imagen. Luego, como () es un punto
fijo, Pu(v) = [Fa(v1), Pa(v2)]. Perotro lado, si —a es preperiédico con —a ¢ B,,
entonces —a eventualmente va en"un punto de bifurcacién de 98, por lo tanto,
para este caso tampoco existen axistas de la forma [vy,0] v [0, 2] que tengan la
misma imagen. <«

Por lo tanto, en el conjuimto. S, paraobtener la imagen de una pareja separada
{61, 0} podemos descartar ld, caracteridtica de ser separado con respecto a linea
critica de ©y. Asi, para P, delafamilia dé polinomios 3.1, si el par {6, 6y} es
separado con respecto a @, su caffjunto de(separaciéon consta tinicamente de un
elemento (el que estd asociado a ©L, ).

Dado que para cada F, el conjuntp postcriticosdepende tinicamente del punto
critico —a, éstos se pueden comprender i los separainos de la siguiente manera:

i) Si —a es el centro de una componente captiragsentonces la érbita de ©_,
eventualmente contiene al angulo cero, el cual es un amgulo fijo. En este caso po-

demos considerar el conjunto postcritico de © tnicamenté'como [J (6_,). Por
n=1

lo tanto, para este caso A = A’

ii) Si —a eventualmente va en p € dB,, con p fijo, entonces la érbita de ©_,
contiene al dngulo cero, de forma andloga que el inciso 1), A = Al

iii) En cualquier otro caso, las érbitas dff® _, v Oy son disjuntas#Por lo tanto,
el conjunto posteritico es de la forma Post(©) = {0, 6;,...6;}, dondé K: P#),
con € ©_,.

Si escribimos el conjunto S de modo que los primeros £ elementos senlos de
la forma {0,6;}, entonces S puede escribirse como

S:{ 191}5{D:Bk}}u{{gugj}:ﬁgj}
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Asi, lafmatriz de la transformacion A se puede escribir como

A= (LX)

donde B es la'submatriz correspondiente a la relacion de las imagenes de los pares
de la forma {040;}.con ellos mismos y C' es la submatriz correspondiente a la
relacién de las imagenes de los pares de la forma {6;,6,} con ellos mismos. La
submatriz inferior N repfesenta las relacion entre las imagenes de los pares {#;.6;}
con {0,#;}. Esta mafriz egridénticamente cero debido a que la imagen de un par
de la forma {#;, §;} ntfcastiene una componente de la forma {0,6,}, ya que no se
considera la separacién cen respecto a la linea critica O, y la drbita de ©_, no
contiene al cero.

Como la matriz C' es exactaniente la matriz A’, para concluir la demostracién
del caso 2), basta con probar la siguiente afirmacién.

Afirmacion 4.1.21 El radio espectral de la matriz B es 1.

Demostracién. Note que un garde la‘forina {0,6;} queda fijo bajo la transforma-
cién A, inicamente cuando elNangulo 6, gtieda fijo. Ya que el tinico dngulo fijo de
T es cero y #; # 0, se tiene que todos los elementos de la diagonal de B son ceros.
Por otro lado, si {0, #;} es no separado,su imagen es {0, ;. ,}; vy si es separado su
imagen es de la forma {0, 8} + {61,947 En el primer caso, esto genera un 1 sobre
la diagonal de B y en el segundo caso*génera un [ sobre la primera columna. Por
lo tanto, B tiene la forma

01 0 ..., 00

00 1 0 0
1
B= 10 0 0 0
0 0 0 0
10 0 0 0

la cual tiene radio espectral igual a 1. Esto completa la demostracién®delteorema.
<

Enseguida se muestran los resultados que se obtienen usando el retrate’critico
restringido para calcular la entropia fundamental de los ejemplos 4.1.11 w4.1.12
mostrados en la seccion 4.1.1.
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<
E_]ef/@) 4.1.22 Considere el polinomio P, del ejemplo 4.1.11. Como se men-

ciond e icho ejemplo, el punto critico —a eventualmente va en el punto fijo
superatraclor, cero, su conjunto de Julia se muestra en la figura 4.2.

El w‘etw‘%\mtam restringido asoctado a P, es @ = {{; 32}} y post(®) =
;amlf’s se muestran en la figura 4.6.

{0,2.2}, 1o

La base S del espacio V es S = {{0, %}: {0, %} {%: 3 la transformacién A'
sobre V' en los elementos de la base, de acuerdo a la seceion 4.1.2 es:
{0, }H{[) } {0.2} — {0, 2}+{0 21, O
{5.: }H {5, ;}+{U 5

La matriz asociada es CJ)\

010
A=12001].
101 (9
la cual tiene radio espectral 1.4142. Por el teorema 4.1.18, se conclugesgue la

entropia fundamental de P, eslog(1.4142), la cual coincide con la entro
mental del ejemplo 4.1.11.
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Ejemplo 4.1.23 Para este ejemplo consideramos a = 1.07183814 + 0.1928507:.
Como sermuestra en el ejemplo 4.1.12, este polinomio tiene punto critico —a pe-
riodico de periodo cualro, su conjunto de Julia se muestra en Ea figura 4.4.

El :H’ra!o eritico restringido asociado a P, es © = {{55. 551}, y post(©) =

1 3
257 307 zn zn} los cuales se muestran en la figura 4.7.

| 20

S
gl

41
GO

Figura 4.7: Retrato critico restringidopara d = 3’y @ = 1.07183814 + 0.1928507i.

Asi, la basﬁ S del espacio V estd dada por

{{20 20 20 20} {20 2{'!} { } {20 20} { ?{'l}}

La t ramfmmacién A’ sobre V se define en los elementos dedabase como sique:
9

5y {w g;,}# (&)
=%n}'_*{zn=én} a
By 5,

9
:2_{:} = {gnz E}
va50 = {500 20 -

emlemiemienlenien
Blc’slwzlwgl—gl—gl—
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La/matriz asociada es

con radio espectral 1.3953. Por el teorema 4.1.18, se concluye que la entropia de P,
restringido a su darbobd€ Hubbard es log(1.3953), la cual coincide con la entropia
del ejemplo 4.1.11.

Observe que en los ejeniplessd.1.11 y 4.1.22 no existe ventaja de emplear el
retrato critico restringido, ya duejla dimension de las matrices asociadas a los
algoritmos 1 y 2 es la misma. Sin.embargo el hecho de no considerar la linea de
separacion dada por la envblvente convexa de ©y simplifica la definicion de la
transformacion A’

Por otro lado, en el ejempla™:+.23 seafiuestra claramente la ventaja de usar el
retrato critico restringido, ya ‘gue/ademds”demo considerar la linea de separacién
dada por la envolvente convexa/de,®, la dimensién de la matriz A’ se reduce
significativamente con respecto a lamatriz A.del ejemplo 4.1.12.

4.2. Graficas y cunas

En esta seccion se definen los conceptos de gréfica”y .cuna, como tambien se
muestran algunas de sus propiedades que permiten relaeionar el Algoritmo de
Thurston con algunos elementos de las graficas, los cualesspermiten estudiar la
continuidad de la entropia fundamental. Las definiciones y restltados aqui presen-
tados estan basados en el trabajo de Tiozzo y las pruebas puéden ser consultadas
en [Tz2].

4.2.1. Graficas

Una grafica I' consiste de un conjunto V' no vacio, llamado el conjunto de
vértices de la gréfica, un conjunto de aristas £ y un mapeo ¢ del conjinte de
aristas £ a un conjunto ordenado o desordenado de pares de elementos“de~V/ .
Supongamos que los conjuntos V' v E' de una grafica son finitos. Por definicién se
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tiene gue para cada arista de la grafica I', podemos asociar una pareja ordenada
o no ordenada de vértices pertenecientes a la grafica. Si una arista e € E estd
asociadanconun par ordenado (u,v) o un par no ordenado {u, v}, donde u,v € V
, entonces seice que la arista e conecta o une los vértices u y v. Cualquier par de
vértices queestén conectados por una arista en una gréfica son llamados vértices
adyacentes. 15

En una grifica.B(V, E), una arista que esté asociada a un pagfdenado de
V x V es llamado ansta dirigida de I', mientras una arista que esté asociada a un
par no ordenado de wérfices es llamada arista no dirigida. Para cada arista dirigida
e denotamos por s(e) suw'punto de salida y por ¢(v) su punto final. Al conjunto
de aristas que salen de ¢lo_denotaremos por Out(e). Una grafica en la que cada
arista es dirigida, es lamada.gydfica dirigida y una gréafica en la que cada arista es
no dirigida es llamada grafiea no, dirigida. Si algunas aristas son dirigidas y otras
son no dirigidas en una gréafica, sestrata de una grafica mixta.

En una gréfica dirigida, al mimaro de aristas que tienen a v como su vértice
inicial se le llama grado de_salidavdel vértice v. Al nimero de ejes que tiene a v
como su vértice terminal és dlamado gréado de entrada de v. A la suma del grado de
entrada y de salida del vértice u se le Hama grado total de v v es igual al mimero
de aristas que inciden en wv.

Una trayectoria basada en uli Wéttice v €5 una sucesion (e, ez .. ., e,) de aristas
tal que s(e;) = vy t(e;) = s(e;r1)*Para 1 < <'n — 1. La cantidad n de aristas se
denomina longitud de la trayectoria,

De manera similar una trayectoria_cérrada {effey . . . e,) basada en v es una
trayectoria tal que s(e;) = t(e,) = v. Note que deaeuerdo a la definicién puede
ocurrir que una trayectoria se intersecte a si mismag'esto es, que s(e;) = s(e J-)
con ¢ # j; ademas, dos trayectorias cerradas con difefentes vértices de salida se
consideran diferentes.

Por otro lado, se define una trayectoria simple (e, e, ... #&y),.como aquella que
no se intersecta a si misma, esto es, s(e;) # s(e;) para i ¥ j= Dos trayectorias
cerradas simples se consideran la misma si son ciclicamente permutadas, es decir,
(e1,- .- €n) ¥ (€ks1,y -5 €n, €1,...,€;). Un multiciclo es la unién desciclos simples
con vértices disjuntos por pares. La longitud de un multiciclo eésta dada por la
suma de las longitudes de los ciclos simples que lo componen.

Definicién 4.2.1 Una grdfica contable T' tiene ciclos acotados si tieneggrado de
salida acotado y para cada n, T' tiene una cantidad finita de ciclos simples de
longitud n.
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Si I tiene ciclos acotados, entonces para cada n el mimero de caminos cerrados
de longitwd 7 es finito. Se denota por C'(I', n) al mimero de caminos cerrados de
longitudw . Ademas, si I" tiene una cantidad contable de vértices también el niimero
de multiciclo§'de tamario n, K (I, n), es finito.

Definicion 4.2.2),8i I' es una grdfica con ciclos acotados, se define la tasa de
crecimiento de T denotado por r = ('), como el crecimiento exponencial del
numero de trayectorias cerradas de longitud n,

r=limsup /C(T",n).

TE— DO

Por otro lado, se defineda\tasa de crecimiento de multiciclos de ', o = o(T'),
como el crecimiento exponentiat.del nimero de mulliciclos de longitud n,

o =Umsup /K(T',n).

=00

Dada una grafica finita F-eon mattiz e adyacencias A, el determinante espec-
tral de I' estda dado por el polinpmio éaracteristico P(t) = det(I — tA). Se tiene
que P(t) se relaciona con el nimero de multiciclos de la siguiente manera

Pity=", (LY. (4.2)

v maltieiclos

donde C(v) es el nimero de componentes conexas.de.y v () denota la longitud
del multiciclo v, vedse [CDH].

Teorema 4.2.3 Sea I' una grdfica con una cantidad céntable de vértices y ciclos
acotados, v y o como en la definicion 4.2.2, supongamos que o < 1. Entonces,
P(t) como en la ecuacion (4.2) define una funcion holomorfaen el disco unitario.
Ademds, P(z) no tiene ceros en el interior del disco |z| < §3Y% pero sir > 1,
entonces P(r—1) = 0.

Lema 4.2.4 Si " es una grdfica finita, entonces su tasa de crecimiento es igual
al radio espectral de su matriz de adyacencia.

Dadas dos graficas I'; y I'y con ciclos acotados, un mapeo de graficas. de I'; a
Iy es una funcién «© : V(1) — V(I'2) en el conjunto de vértices y una funcion
7 E(I')) = E(T'2) en el conjunto de aristas, la cual es compatible en el sentido
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que sifla_arista e conecta los vértices v; v vy en I'y, entonces w(e) conecta los
vértices arfe, ) v m(ey) en I'y. Un mapeo de gréficas se denota por 7 : I'y — I'y.
Un cubriente débil de graficas es un mapeo de grificas © : I'; — ['y tal que,
7w V(1) = P4 T2) es sobreyectiva.
La funcién mdaicida por « del conjunto Out(e) al conjunto Qut(w(e)) es una bi-
yeceién para cadalere V(I').
De la definicion, de cubriente débil se obtiene la siguiente afirmacion.

Proposicién 4.2.5 Sea 7 : 'y — [y un cubriente débil de grificas. Entonces
dado e € V(T'), para”todocamino v, en I'y basado en w(e) existe un inico camino
11 en Ty basado en estal que w(7y1) = 2.

Por otro lado, cada niapeo de gréificas = : '} = 'y en cada vértice v € V(I'y)
induce una funcién en el conjinto de los caminos de longitud n,

I, : {Caminos cerrados.en\'; de longitud n basados en e}

— {Caminos_eérrados en [y de longitud n basados en 7(e)}.

Ademés, si m es un cubriente”débil, entonges 11, . es inyectiva.

Partiendo de una grafica (logalmenté finita es posible construir un cubriente
de graficas via una relacidon de equivalencig”compatible en el conjunto de vértices
V', en el sentido de que si vy ~ vg{ entonced para cualquier vértice w, el mimero
de aristas de v a cualquier miembto de la clas€ fw] de w, es igual al mimero de
aristas de vy a cualquier miembro de la dase defu=Denotamos por V al conjunto
de clases de eql.liva,len A partir de da relacién.de, equivalencia se define una
grafica cociente I' con conjunto de vértices V. El fitindero de aristas de [v] a [w]
esta definido por

#([v] = [w]) =) #v— uk
'L(E[‘HJ]
Note que debido a la compatibilidad en las aristas, la suma Wo.depende del repre-
sentante v que se elija en la clase [w]. De hecho se puede verificar que la funcién
cociente 7 : I' — T es un cubriente débil de gréficas.

El siguiente resultado relaciona el crecimiento de una grafica con el<¢recimiento

de su cubriente débil.

Proposicion 4.2.6 Sean 7 : '} — 'y un cubriente débil de grdficas=¢on, ciclos
acotados y T # O un conjunto de vértices de T'\. Supongamos que todvg€amino
cerrado en I'y pasa através de T'. Entonces para cada n se tiene que

C(Tyn)<n -#T.C(Tyn).
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.
De {@E se obtiene que

r(Cy) < r(Ty).

Supo ue G es un conjunto de caminos cerrados en I'y tal que cada v € G
cruza al menos un vértice v de modo que T, = 7 '(T es no vacio y cualquier
Eevantamientoﬂ desde un elemento de T, termina en T,. Entonces, existe L > ()
tal que para ca@(

L
'@ longitud(y) = n} SRZC(FI:R—HQ).

‘/ =

De la proposicion puede concluir que si I'y @1'; son ambas finitas y
7:01 =TIy esun cubr il de graficas, entonces [a tasa de crecimiento de
I'; es igual a la tasa de crec to de I's.

4.2.2. Cunas
En esta seccidn se dm%el c to de cuhna, el cual permite guardar la

informacion de la dinamic arcos ell el conjunto posteritico de un polinomio.
De hecho se construye una cuy&ertlces representan todos los posibles
arcos entre las iteradas de lo"-mfi Jmto iticos y sus aristas representan las
transiciones entre los arcos via e momloo

Consideremos una cuna como el conjunto dé pares de niimeros naturales dis-
tintos ¥ = {(i,j) e N> 1 <i<j}, e | se puéde-mostrar en un arreglo como el
siguiente .

3y @5 .07

(2,3) (2.4 (2,5) ... ®)\
(1,2) (1,3) (1,4 (1,5) ... (?é

Para cada elemento v = (i,7) de X, la entrada i se llama la alta vy la
entrada j se denomina el ancho de v. Cada elemento v de X se etiquet

S o una N, la etiqueta caracteriza a v como separado o no separado (ar al
algoritmo de Thurston en la seccién 4.1.2). A ¥ junto con esta asignacid Gﬂe
llama cuna etiquetada y la denotamos por W. o
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{#n 4.2.7 Dada una cuna etiquetada W, se define la grdfica I'y, asociada
IfV uiente manera. Tomamos como conjunto de vértices de I'yy al conjunto
y lw&(&s se definen de la siguiente forma:

f

1. Siv iggr\ 4 € W es no separada, entonces tinicamente hay una arista con
salida / vértice de llegada w = (i + 1,5 + 1). Ademds, se dice que la
arista ( i+ 1,7+ 1) es una arista hacia arriba, la cual se etiqueta
con la Ef’t?ﬂ@

2. 8iv=_(i,j) Qs separada, entonces Uy tiene dos aristas con salida en
v /
(i,7) — (L, 7+ 1),@'&&! se denomina arista hacia adelante y se etiqueta
con la lf’tm F. )
(1,7) = (L,i+1), la ¢ 59?1;9 denomina arista hacia atrds y se etiqueta con

la letra B.
La eliqueta que se asigna a ¢ daﬁa estd asociada al tipo de ésta. (U, B, F' son
de los términos en ingléseUpward, B ard, Forward). Por otro lado, el tipo de
arista se ha asignado de ac o E comportamiento de éstas.

Proposicién 4.2.8 Sea 'y %‘dﬁ(’a Q a ala cuna etiqguetada W, entonces

t

s Cada vértice dentro de cua a (’am@rfwado de longitud n tiene altura
a lo mds n.

s El soporte de cada camino (’f’?m; de long a n intersecta al conjunto

{(*:k)-QSkS'n,—f—l}, ° g
= Cada vértice dentro de cualquier camino cerrado” deslongitud n tiene ancho
a lo mds 2n.

s Para cada k > 1, f’i“?.bt(" a lo mas un vértice separado (’@ﬁd() en la k—ésima
diagonal D), = { YeW :j—i=k}, el cual estd co do en el soporte

de al menos un camino cerrado. J}
= Bl nimero de multiciclos de longitud n es a lo mds (2nk)V2"
Teorema 4.2.9 Sea W wuna cuna etiquetada. Entonces, su qmﬁ(’(’md
tiene ciclos acotados y su determinante espectral P(t) define una fum’m or fa

en el disco unitario. Ademads, la tasa de crecimiento v de la grdfica T e 5
inverso de la raiz positiva mds pequeiia de P(z), en el siguiente sentido, P )

para todo |z| < r=t y sir > 1, entonces P(r=1) =0. o

*
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f

.2.10 Si una sucesion de cunas etiquetadas (W),) eny converge a W, en-
tonces f@l tasa de crecimiento de W,, converge a la tasa de W.

Dado ‘entexos p > 1 y ¢ > 0 se define la relacion de equivalencia =, , en N7,
tal que 4 \‘S;af

= mindi, j’}@(‘?—j 0

» min{i, j} > @?_3 mod p

Note que si ¢ = 0, [a reléicién de equivalencia =, , es simplemente la congruencia
moédulo p. Un conjt epresentantes para las clases de equivalencia es el
conjunto {1,2,...p + g}@ elacion de equivalencia induce una relacién de
equivalencia en N+ x NT ¢ or (i,j) =pq (k1) siysdlosii=,, kyk=,,
I. Ademads, ésta induce una el 'n de equivalencia en el conjunto de pares no
ordenados {i, j}, de modo que no ordenado {i,j} es equivalente a {k, [} si
v solo si (i, 7) =pq (k.1) 0 (i.g) :& k).

Definicion 4.2.11 Una cuna’etiq ugyf’s periodica de periddo p y preperiodo q,
st se cumplen las siguientes condiciones

» Cualesquiera dos pares (i T@}o ) t%_{i:j} =, {1k, 1}, tienen la misma

etiqueta.

» Sii=,, j. enlonces el par (i,7) esino SQ

Cuando g = 0, se dice que la cuila es puramente periodica.

Los pares diagonales son aquellos de la forma (i,%) tal que i =, , j. Note que
de acuerdo a la definicién 4.2.11, todo par diagonal es parado.

A partir de una cuiia de peridédo p y preperiodo ¢, con_grafica asociada T,
posiblemente infinita, se construye una gréfica finita denot or T'F| que guarda
la Lmrmamon esencial de I', especificamente su tasa de vrevu@

Se define el conjunto de vértices de ' como el conjunto de A—vlases de
equivalencia de pares no ordenados, no diagonales. Un conjunto ¢ esentantes
de V(T'F) es el conjunto

EP"!':{{"'::j}:1S"':Sjgp—|—g}_ 6

Las aristas de I'¥ son inducidas por las aristas de I, siguiendo las regﬁae la
definicién 4.2.7. (\
La relacién principal entre I' y T'F estd dada en la siguiente proposicion. o

*
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Proposicion 4.2.12 Sea W una cuna periddica etiquetada, con grdfica asociada
I'. Entopres, la tasa de crecimiento de I' es igual al lo tasa de crecimiento de su
grdfica finfla,asociada T'F.

Proposiciéon 4.2.13 Sean W, y Wy dos cuiias etiquetadas puramente periddicas
de periddo p. Stipongamos que todos los pares (i, j) coni,j £ 0 méd p la etiqueta
de (i,7) en Wy €s.dgual a la etiqueta del mismo par en Wy. Entonces, las grdficas
[initas Ff i I'g som wsomorfas. Como consecuencia, las tasas de decrecimiento de
Wi y Wy son iguales.,

4.3. Continuidad de la entropia como funcién del
argumento externo

En esta seccidn vamos a estudiara relacién entre las propiedades que tienen las
graficas asociadas a una cula etiquetada v las propiedades de los retratos criticos
que se emplean en el algoritmo de Fhituston, descrito en la seccién 4.1.1. Dado
que este algoritmo se aplica @ pelinomies gon conjunto postcritico finito, los cuales
tienen asociado un retrato critico racionalytomenzaremos trabajando con éstos y
a partir de ellos estudiaremos 61368 parametros, Como lo hemos hecho a lo largo
de este trabajo, nos enfocaremos eh la familia de polinomios (3.1).

Sea P, un polinomio posteriticamente finitey ©, el retrato critico restringido,
asociado a P,. Si f denota el dngulo ©(@_,), eftonees los elementos del conjunto
posterftico se pueden representar por {0, xy, z,, . ", donde z; = 7/(f) méd 1
en la circunferencia unitaria. De este modo, dada unaufia £, un par (i, j) € X es
etiquetado como no separado si x; y x; no son separados«por @, y es etiquetado
como separado si x; y x; son separados por @,. Procédiendo de esta forma, P,
genera una cuna etiquetada, la cual a su vez genera unasgrifica, las cuales se
denotan por W, v T',, respectivamente.

Por otro lado, si C es la regién de conexidad de la familia dévpolinomios (3.1),
de la proposicién 3.1.3 se tiene que, si 6 es racional, entonces el rayoexterno R(#)
aterriza en un pardmetro a(d) € dC. Ademds, el polinomio P, tiene conjunto
posteritico finito y en el espacio dindmico, el rayo externo R(f) ‘aterriza en el
valor critico P,g)(—a) o en la componente de Fatou que lo contiene, (proposicién
3.1.4). Sin embargo posiblemente R(f) no sea el tinico rayo externo que cugiple esta
propiedad. Dado P,, para construir el conjunto © _, del retrato critico restringido se
tiene la libertad de elegir cualquiera de los rayos externos que aterrizan en P, (=)
o en la componente de Fatou que lo contiene. Podemos elegir el rayo R(f) deda
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propogicion 3.1.4 como partida para construir ©_,, lo cual nos permite representar
el conjunte posteritico de @, por {0, 2y, x,... 2}, donde z; = 7971i(#) mbd 1.
Ademasycon.esta eleccidon de acuerdo a la definicién 4.1.13 v a la proposicién 3.1.4,
se tiene que Oy, = {2+ 4, 2+ 51} donde I = 4]

Recapitulando la primera parte de esta seccion, se tiene que si € es un angulo
racional, el rayd extérno R(6) aterriza en un pardmetro a(f) cuyo polinomio corres-
pondiente, P,g); tiehe conjunto posteritico finito, por lo que, Py, tiene asociado
un retrato critico vesteingido @, v en consecuencia, también tiene asociada una
grafica T'y.

El objetivo de esta se€cion es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1 La funcion<-— logry es continua, y coincide con la entropia
Sundamental h(8) para todo@racional.

Para probar el teorema primerd se estudia la relacidon que existe entre un angulo
# vy su cuna etiquetada correspongdiente 117,

Lema 4.3.2 Si 6 es periddite de perodo p y preperiodo q bajo la multiplicacion
por d, entonces la cuna etiquetadaWVy ésperiodica del mismo periodo y preperiodo.

Demostracién. De la definicion’ de,la reldcion de equivalencia =, , se tiene que
i =, J sisolo si 71710 = 79716 1néd, 1, lo'cual prueba la primera condicién de
la definicién 4.2.11. Por otro lado, hotesque si (i,}j) es un par diagonal, entonces
x; = xj, por lo que, (i,j) es no separado verificafido la segunda condicién de la
definicién de cuna periddica. «

A continuacién se prueba que el logaritmo de la tasa de crecimiento de I'y, coin-
cide con la entropia para los angulos racionales, lo cudl.corresponde a la primera
parte el teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.3 Sean @ un dngulo racional, I'y la grdfica aseciada la cuna elique-
tada Wy y ry la tasa de crecimiento de I'y. Entonces, se tiene lg Siguiente igualdad

h(6) =log ry.

Demostracién. Sea '} la grifica finita asociada a T'y. Observe qué la matriz
A’ generada por el algoritmo de Thurston restringido es exactamente la matriz de
adyacencias de la grafica finita T'Y . Por otrolado, el lema 4.2.4 garantiza qUi€ latasa
de crecimiento de Fg coincide con el radio espectral de su matriz de adyaceneias,
esto es, el radio espectral de A, el cual es igual a la entropia fundamental. Ademésy
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la proposicion 4.2.12 implica que la tasa de crecimiento de I'y es igual a la tasa
de crecimiento de '}, digamos ry. En consecuencia, h(#) = A, donde A es el radio
espectral.detA. Por lo tanto,
h(f) =X =r.
<
La parte querésta probar en esta seccién es que la funcion entropia 8 — h(f)
definida para dngules f racionales, tiene una extension continua en R/Z

Proposicién 4.3.4%Parq. cada dngulo 6 € R/7Z los limites unilaterales

+ P I — 2 I
ros= lim ry,, ry = lim ry,
e 0 T g

existen. Ademds, r; =r,; = rg.

Demostracién. Dado que la funigiéine; = 7771 (6) es continua, para todo j, enton-
ces lim x;(#') existe para tedo 6. Esto significa que los vértices de Wy convergen
=0 '

cuando ¢ — 6. Para analizardas aristag’de las graficas lim Wy y lim W, ana-
' 01—+ 0~

lizamos la posicién de los argumentos 4(@)*= m1(6), con respecto a la particién
determinada por ©,. Para el andlisis se tiefien dos casos:
1) Si # no es estrictamente periddi€o,.entonces #; ¢ ©_, = {g + ﬁ: g + HTI} para
todo x;(f) € post(©,). Por lo tanto,\para todo # en una vecindad de ¢ el argumen-
to x;(f) pertenece al mismo sector de_su respeétivoyretrato critico. Por lo tanto,
W, = lim Wy = lim Wy = W, Deblema 4.2.90 ge_tiene que r; =r,.
=0+ '~
2) Si @ es estrictamente periédico de periodo p! entonces z;(f) € ©_, =

T S N £ ) LS S Iy . : o g 46
{E +5 3+ T}= sty solo si j = 0 méd p. Por lo tanfe, para j # p mad p,
z;(f") se comporta como en el inciso 1) para # suficienteémente cercana a . Por
lo tanto, W, y W," tnicamente difieren en las etiquetas dé los* pares (4, j), don-
dei=0 médpéj =0 méd p. Asi, W, = lim Wy y W™= lim Wy son

. 00— ' — 6+
diferentes.

Por otro lado, para j = 0 méd p, z;(6) = ¢(f) para algin k"¢ {1,2}. Esto
es, T, = ¢x(f) para toda n > 1.

Ademas, la funcién z,, = 7771(#) mdbd 1 tiene derivada diferenté arla funcién
¢r(6). Por lo que, existe ¢ > 0 tal que para todo @ € (8,0 + €), @, (0 0r(0")
pertenece al mismo sector de la particion determinada por @, para toden.> 1.
Esto demuestra que W, es periédica de perfodo p. De manera anédloga se prueba
que Wy es periddica de perfodo p y por el lema 4.3.2 Wy tiene el mismo perfodo.
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Por'la proposicion 4.2.13 las graficas I'y, I'j y I'y asociadas a W, -, W, y W)
respectiygmente, tienen la misma tasa de crecimiento. Por lo tanto,

<
Del teorema#.3:3 v de la proposicion 4.3.4 se tiene el resultado de la seccion.

Teorema 4.3.1{ La“funcidn 8 — ry es continua para todo 6 en R/Z y coincide
con la entropia fundamendal de P,y para valores de 6 racionales.

[
Agumant atama

Figura 4.8: Grafica de la entropia como funcién del argumento externe, para d = 3.




Conclusiones

Este trabajo muegtr gue la entropia topoldgica fundamental es una buena
herramienta para entender la complejidad de familias de polinomios. El trabajo se
enfocd en el estudio de la efitropia fundamental para la familia (3.1), la cual esta
formada por polinomios de grado d con dos puntos criticos.

Al definir un orden parcial €n la familia de polinomios de grado d, similar al
usado por Tao Li en la familia ‘guadratica y cibica, nos fue posible generalizar
el teorema de monotonicidad de [a entropla para dicha familia de grado d. Para
la demostracién empleamos™gs rayo§ externos v la conjugacion de los polinomios
de grado d en su conjunto de~Julia, con’ la funcién multiplicacién por d en la
circunferencia unitaria, como'en [L]. Este’resultado es el teorema 3.4.19, el cual
muestra que la entropia fundamental crece euando nos movemos del centro de
la componente principal hacia las puntas deldugar de conexidad, através de los
centros de componentes hiperbdlicas.

En el capitulo cuatro se mostré el algoritmo pfopuesto por Thurston para cal-
cular la entropia fundamental y los conceptos que seemplean en la demostracidn
de la validez del mismo, como son marcas criticas yretratos criticos en el disco
unitario. Ademds, se demostrd que para la familia depelinomios (3.1), donde un
punto critico es fijo, el algoritmo se puede simplificar d¢ modo que este Gltimo
punto critico puede ser ignorado. La prueba de este resultddo.se hizo analizando
la dindmica de los polinomios en sus retratos criticos. Esta sipplificacion fue 1til
va que permitié analizar la dindmica de los polinomios de grado dscomo polino-
mios unicriticos. Empleando las herramientas de graficas y cunas como en [Tz2] se
demostrd que la entropia fundamental es una funcién continua en la frontera del
lugar de conexidad C. Este resultado es relevante ya que la entropiafindamental
tiene muchas variaciones en dC, como se muestra en la grafica 4.8, sin‘emhargo el
teorema 4.3.1 garantiza su continuidad.
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Matrice%o negativas

<.

En esta seccion se muestran unos resultados importantes sobre matrices no
negativas, que se emplean para r111r herramientas que nos permitiran calcular

la entropia topoldgica para algun nciones.

Lema A.0.1 Sea A = (a; na ma de tamarnio p X p de nimeros reales no

negativos. Entonces mstf’n 0y f’(’t()? r = (x;) distinto de cero con
xp 20 (k= 1,....p) tales que Az 1; /\ pam cualquier otro valor propio

pode A

‘

Intuitivamente, se puede ver la ver% de e@lema. Considere el caso de una
atriz positiva A de 2 x 2. La corres iente trafsformacién matricial mapea el
primer cuadrante delgplano adecuadaniente en si™fismo, pues todas las compo-
nentes son positivas. g repetidamente se permite a tuar sobre las imagenes
que se tienen, necesariamente convergen hacia algin n el primer cuadrante.
Un vector director para este rayo serd un vector positivog] que debe mapearse en
algtin miiltiplo positivo de si mismo (por decir, \;), pues @a el rayo fijo. En
otras palabras, Ar = Az, con x y A\; ambos positivos.

Demostracion. Para algunos vectores distintos de cero x, > x para algin
escalar A. Cuando esto sucede, entonces A(kz) > Aflr) para toda k ; por tanto,
solo es necesario considerar vectores unitarios z. A mapea al conj de todos
los vectores unitarios en R™ (la esfera unitaria) en un “elipsoide gen
este modo, conforme x varia sobre los vectores #4 negativos en esta es ni tar
habrd un valor maximo de X tal que Ax > )\:r:.genote este nimero me /\1
el correspondiente vector unitario mediante ;. \S\

Ahora se demostrarda que Axr; = Ay, Si no es este el caso, entonces Ax; >@1

O

*
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(Q/\ A(Azy) > A(Mas) = Mi(Azs),

donde la des
un vector uni
que Ay = Agy.
propiedad. En co
de A. 9,

Ahora bien, A es positivasy x; es positivo, de modo que Az, = Ax; > 0. Esto
significa que Ay > 0 GD, lo que completa la demostracién. «

lad se conserva, pues A es positiva. Entonces y = A%“Axl es
que satisface Ay > Ay, de modo que habra algin A, > A; tal

contradice el heao de que A; era el valor méximo con esta
@uencla se sigue que Ax; = \xy; esto es: Ay es un eigenvalor

Nos referiremos a A, c«@ el valor propio maximo de A. Una matriz A no
negativa es reducible si exlstm matriz de permutacién P de tal manera que

donde B y D son matrlce%mdas g}J{e ucibles de menor tamano que A.
vE no

Lema A.0.2 Para cualquier
tacion P tal que

wa A, existe una matriz de permu-

}O‘ :

P'AP =
A:r'2
donde cada block de la diagonal A;_;_ k=1,..., T €es i &cibk’,
Lema A.0.3 Si A es una malriz no negaliva con valor

propio mdzimo X. Si A
es irreducible, entonces existe un entero positivo h tal que Eéﬂoms propios de A

con valor absoluto X son
A Aw, o AT )\

Equipamos el espacio de matrices de tamaio n X n con la norma @
1A =) la]. @
ik

El valor propio méximo estd relacionado con esta norma de la siguiente ma%

2
donde w =¢eh .

*
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//.

.0.4 Sea A una matriz no negativa con valor propio mdzimo A, entonces
. 1
® A= lim || A"||=
/\ n—oc

Demostraei ‘ Sea © = (w;) el vector propio no negativo correspondiente al

valor propio @yodo que
@ /\Z'i = Z {1 % A
O’ ’*

Si elegimos ¢ tal que x ax zy, entonces obtenemos

% < ;aik < [|A[l.

Aplicando esta desigualdad a n lugar de A, se obtiene que A™ < ||A"| v por

lo tanto, e
A <lim, DO||A”||_
Sea 1" una matriz 110 smgul al que T AT es la forma canénica de Jordan.

Sip > A, entonces +- — 0 cu@‘o‘ ? por lo tanto, también p: — 0. Asi,
d *fn.con

| A" < p™ para todo n grande cia,

llm sl A :@
Como esto es para cualquier p > A se 1€ que o

*
T A7) < A-O)

Por lo tanto, ) @
A= lim ||A"].

TL—D0 O
<

En &‘y&IlCl& el mismo argumento muestra que, para cualqluer I‘l)

lim ||A”||K = pu,

TE—0C

donde y¢ es el valor absoluto méas grande de todos los valores propios
El valor propio maximo también se puede caracterizar en términos

Lema A.0.5 Sea A una matriz no negativa con valor propio mdzrimo A, e@cex

A =T, (tr A™)x. (\




< y

/\
/ .

%}stracién. Si A es una matriz de tamano p x p, entonces tr A" < p\", v
consecuwmente
S 1
/o lim, oo (tr A™)w < A

Queda por demostrar la otra desigualdad.
Para ello, prlmﬁ' supongamos que A es irreducible. Por el lema A.0.3, los valores
propios con va@ﬂs’oluto A son de la forma A, Aw,..., Aw" ™!, donde w = e¥. Si

denotamos por @

tr A" &+ AT EET /\nw(h—l)n + /\?4—1 4ot A
J i
En particular si consts n = kh un multiplo de h, entonces, w" =1y

(%+= (A" + i A1

i=h+1

., Ap a los valores propios restantes de A, entonces

- /\i)ni
)"

A
@

+ ]tld(k — 0.
\d —
En el caso general, aplicamos el lt( A.[).Q@ra alguna £ el bloque irreducible
Ajge de la diagonal tiene el valor pm&ai\ naxi Como
tr A"Qr A )"
e ( “) o
de (A.1) se sigue que
T, yoctr(A™) % < A,
> Q
Considerando el caso particular en el que cada elemento atriz AesOo 1.
Una trayectoria de longitud n esta definida como una sucesion finita {i,, is....,7,.1}
tal que A
Wiy in Qi iy g 7& 0.

Entonces, [|A"|| es simplemente el niimero de trayectorias de longitt ebido a

que
”An” = Z Qiyip Qi Qi iy - @

Del mismo modo, (A™); es el ntmero de trayectorias de longitud n c&%-v

'i‘, "':n+1 =k.

*




Apéndice B

Rutinas Matlab para calcular la
entropia fundamental

En este apartado se muestra‘la rutina en matlab empleada para calcular la
entropia fundamental. La”primera rutina aproxima el valor de la entropia si le
damos como entrada el valop”del arguniento externo en el intervalo (0,1).

function entropia=AlgoritmeThurston3{teta,d)
clearvars -except teta

teta=teta; hhhValor critico
vi=(teta/3)+1/3; hhPC
v2=v1+1/3;

Vo=[v1,v2];
VO=sort (V0);

T

iterador=teta;

Post=[]; Y%hhGuardar la o6rbita

separado=[]; hhhGuardar en que sector esta

rep=1; Wt rep es la distancia de la iteracién
Jhacia los puntos calculados de la 6rbita

i=1;

cero=1/2"(45) ; WAKCERD

U k3t ke ok sk ook skt ok o sk sk ok o ok sk kK ok ok sk ok sk koK ok ok sk ok sk ko ok
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hhCongtruccién del conjunto postcritico etiquetado
R skt ke stk skesk s sk ok sk sk ok sk ok ook ok koK ook ok K kR ROK

while rep>cero && i<=10000 %% En este ciclo se genera el conjunto postcritico
al=abs (iterador-vo(1)); %% Distancia de la iteracién a la linea
a2=abs (iteradorsV0(2)); %% de separacion

if VO(1)<iterader)&& iterador<V0(2)
separado=[separadeyl] ;

elseif (al<cero) [N{a2<cero) %% Esta condicién indica cuando
separado=[separado, 0} % la iteracidén pego en el critico
else

separado=[separado,?2] ;

end

Post=[Post,iterador]; J#Guarda la iteracién y el sector
iterador=d~i*(teta); fkmiltiplica por d

iterador=mod(iterador, 1)
normal=abs (Post-iterador)s
norma=sort (normal) ;

rep=abs (norma(1)); LiVerifica 8i.no se repite con alguno
i=i+1; %de"les yd calculados

end

Q=min(normal) ; LhPosiciéh eon la que se repite
repetido=find(normal==Q); Y9 /1la dl€imaniteracién

x=1:i-1;

xx=[x; separado] ; YOrbita etiquetada

S=nchoosek(x,2); % Base del EV
SS=zeros(length(S),4); %Para guardar la Imagen de da.transformacién

longitudl=length(x);
longitud2=nchoosek (longitudil,2);

T *
%hConstruccién de la transformacién lineal
O Yok sk sk ok ke sk ok ok skok ok oK oK K KK KKK KKK KKK KKK KRRk KK
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for k=lslongitud2
11=8(k,1);
12=8(k,2);
el=xx(2,11Y;
e2=xx(2,12);

if (12==longitudl)&&(repetido==longitudl) %)Eventual fijo
if elxe2==2
SS(k,1)=1;
SS(k,2)=11+1;
SS(k,3)=1;
SS(k,4)=longitudl;
else

SS(k,1)=11+1;
SS(k,2)=longitud1;
end

end

if (12==longitudl)&&(repetide<longittidi) ¥/ eventual periédico
if elxe2==2

Ss(k,1)=1; % Si el par €s_.separado

SS(k,2)=11+1;

SS(k,3)=1;

SS(k,4)=repetido;

else

ordenado=[11+1,repetido]; %% Ordenamos por que en
ordenado=sort (ordenado) ; % de las entradas de’cada
SS(k,1)=ordenado(1); %% elemento de S la\primera es menor
SS(k,2)=ordenado(2) ;

end

end

if (12==longitudl)&&(repetido==1) ¥, En este caso no hay separacién
SS(k,1)=1; % 12 coincide con el PC

SS(k,2)=11+1;

end
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if (12"=longitudl) %% E1l caso cuando la pareja 11, 12 no coincide
if elxe2==2 %h con el dltimo elemnto del postcritico.
Ss(k,1)=1;

SS(k,2)=11+1y

SS(k,3)=1;

SS(k,4)=12+1¢

else

SS(k,1)=11+1;

SS(k,2)=12+1;

end

end

end

ST T ke e sk ok sk o sk sk sk o ok sk sk ok ks ok sk ok K

%hConstruccién del Matniz-A
ST Th Y ek ke sk skt o sk sk sk o ok sk sk ok ok ok 3k Kok

A=zeros(longitud2,longitud?);

for n=1:longitud?2 Jok, Constriccién de la matriz A

for m=1:longitud2

if (SS(n,1)==S(m,1)&%& SS(n,2)==S(m,2)) | I'(8S¢n,1)==S(m,2)&& SS(n,2)==S(m,1))
Aln,m)=A(n,m)+1;

end

if (SS(n,3)==S(m,1)&& SS(n,4)==S(m,2)) || (SS(n,3)==S(m,2)&& SS(n,4)==S(m,1))
Aln,m)=A(n,m)+1;
end

end

end

entropia=max(abs(eig(A))); \%/Radio espectral de 4.
entropia=log(entropia);

end
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Lasiguiente rutina fue empleada para generar la grafica 4.8. Esta rutina genera
pardmetros de manera aleatoria en el intervalo [0, 1] y usa la funcién anterior para
calcularlossalores de la entropia fundamental en cada pardmetro.

tic

x=[ 1;

for k=3:12 %Se generan parametros con denominador par
xx=[1/2"k:1/2"k¥1-1/2"k] ;
cantidadl=(length(xx)+1)/2;
bil=randi(length(xx),l4cantidadl);
xx=xx(bl);

x=[x,xx];

x=unique(x);

end

clearvars xx

yy=1[1;

for k=3:12 #Se genéran-parametT©s con denominador impar
xx=[1/(27k-1):1/(2"k-1)#1-1/(2"k71)1;
cantidadl=length (xx);
bl=randi(length(xx),1,cantidadl);
xx=xx(bl);

yy=lyy.xx];

yy=unique(yy) ;

end

x=[x,yy]; %iSe guardan en un mismo vector

x=unique(x);

cantidad=2"12;

b=randi(length(x),1,cantidad); %Se toman 2712 parametyos de manera
x=x(b) ; % aleatoria

x=sort (x) ;
x=unique(x);

longitud=length(x);
y=zeros(longitud,1);
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f or/ﬁ :longitud
y ngoritmo'I‘hurstonQ(x(s)) ;

end
plot(x,y,’ ’Elarkersize’ ,. 1)
xlabel( ’Aéé;énto externo’);
ylabel (’ Entr@?) ;
toc Q
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