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Resumen

Se consideran extensiones multicategoria de métodos de discriminacién binaria a través
de las metodologias uno contra uno,(OVO) o uno contra el resto (OVR), centrandose en las ex-
tensiones de los métodos mean difference (MD), support vector machine (SVM), maximal data
piling (MDP) y distance weighted disczimination (DWD) a través de OVO, y la extensién multi-
categoria de MD a través de OVR, en el gontexto de datos de alta dimension alta. Se describe el
comportamiento asintdtico de los métodos de-elasificaciéon multicategoria OVO-MD, OVO-SVM,
OVO-MDP y OVO-DWD cuando la/dimensién=d€’los datos aumenta y el tamafio de la muestra
es fijo, en términos de las probabilidade€s de clasifiCacion correcta de un nuevo dato. Se encuen-
tran condiciones suficientes para que las probabilidadeés de clasificacion correcta converjan a uno
a medida que la dimensidn se acerca a infinitg. Al igual*que.en el caso binario, OVO-MD, OVO-
SVM y OVO-MDP tienen el mismo comportamiento asintético, mientras que OVO-DWD podria
comportarse de manera diferente. Se aborda también el comportamiento asintético del método de
discriminacion multicategoria OVR-MD, donde se proporcionan las eondiciones necesarias y su-
ficientes para que un nuevo dato de una clase dada sea correctamenté clasificado con probabilidad
tendiendo a uno, cuando la dimensién de los datos tiende a infinito y eltamafio de muestra per-
manece fijo. Se realiza un experimento de simulacion para comparar ain mas las,metodologias, y
se consideran los cuatro métodos binarios en el caso OVR. Se evalua el rendimiento de estos ocho
métodos de clasificaciéon multicategoria utilizando un conjunto de datos de expresion‘genética.

Palabras claves: clasificacion multicategoria, datos de dimension alta, uno contraluno, uno

contra el resto, miquinas de vector soporte.



Abstract

We consider multicatégory extensions of binary discrimination methods via one-versus-one
(OVO) or one-versus-rest (OVR) methodologies, focusing on extensions of the binary classifica-
tion by linear mean difference (M), support vector machine (SVM), maximal data piling (MDP),
and distance weighted discrimination (BWD) via OVO, and the multicategory extension of MD
via OVR, in the context of high-dimensional,and low sample size (HDLSS) data. The asymptotic
behavior of OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MBPand OVO-DWD is described when the dimension
of the data increases and the sampl€ size.is fixedsidniterms of the probabilities of correct classifica-
tion of a new data point, finding sufficient conditions for the correct classification probabilities to
converge to one as the dimension approachés infinity. As in the binary case, OVO-MD, OVO-SVM
and OVO-MDP have the same asymptotic behavior while*OVO-DWD could behave differently. We
also consider the asymptotic behavior of the OVR-MD methodology providing necessary and suf-
ficient conditions for a new data point of a given class to be correctly classified with probability
tending to one, when the dimension of the data increases and the sample size is fixed. A simulation
experiment is conducted to further compare the methodologies, and consider the four binary met-
hods in the OVR case. We evaluate the performance of the considered methods using a microarray
data set.

Keywords: multicategory discrimination, high-dimension and low sample.size data, one-

Versus-one, one versus-rest, support vector machine.
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Introduecion

La clasificacidon, o diSeriminacion, es una metodologia estadistica importante en el apren-
dizaje automatico, que es ampliamente usada en problemas actuales tales como el reconocimiento
de imdgenes (Russakovsky et al. (2013)), el reconocimiento de voz (Yu y Deng (2016)) y el diag-
noéstico de cancer (Khan et al. (2001)), entre muchos otros. Esta metodologia tiene como propésito
determinar una regla de clasificacion, o clasificador, que pueda predecir etiquetas de categorias (o
clases) en funcién de un conjunto determinade-de variables. Este clasificador es construido con la
informacién proporcionada por un ¢onjunto de datos de entrenamiento, cuyas observaciones tienen
etiquetas de categorias conocidas. Los problemas que involucran inicamente a dos clases (clasi-
ficacion binaria) han sido bien estudiados; véase porgejemplo, Cortes y Vapnik (1995), Izenman
(2008), y Hastie et al. (2017).

Actualmente los problemas de clasificacién'con mds de\dos categorias (clasificaciéon mul-
ticategoria) son de gran interés. Por ejemplo, en el diagnostico de ¢ancer de colon, la clasificacion
precisa de tumores en las categorias: linfoma de Burkitt, sarcoma de Ewing, neuroblastoma y
rabdomiosarcoma, en base a sus perfiles de expresion genética (mictoarreglos ADN), puede pro-
porcionar un mejor diagnéstico del cancer, Khan et al. (2001). En estos”microarreglos ADN se
involucran costosas mediciones que producen expresiones simultdneas de miles‘a decenas de mi-
les de genes, resultando asi conjuntos de datos multivariados donde el nimero de observaciones es
mucho menor que la dimension de estos. A este tipo de datos se les conoce como‘datos de dimen-
sion alta, y surgen en otras aplicaciones contemporaneas tales como la identificacionnde huellas
dactilares y el reconocimiento facial, entre muchas otras, Wang (2012).

Una forma de abordar problemas de clasificacion multicategoria es mediante una“de-las
metodologias one-versus-one (OVO) 6 one-versus-rest (OVR), resolviendo una serie de problemas

de clasificacion binaria. En esta tesis nos enfocamos principalmente en las versiones multicategoria
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Introduccion iv

de los métodos de discriminacién binaria mean difference (MD) (Scholkopf y Smola (2002)),
support Veetor machine (SVM) (Cortes y Vapnik (1995)), maximal data piling (MDP) (Ahn y
Marron (2010)) y distance weighted discrimination (DWD) (Marron et al. (2007)) via OVO y en la
version multicategoria de MD via OVR. Los denotamos por OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MDP,
OVO-DWD y OVR«MD, respectivamente.

Nuestro propésito principal en esta tesis es abordar teéricamente el comportamiento asin-
totico de los métodos de clasificacion multicategoria OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MDP, OVO-
DWD y OVR-MD en el contexto de datos de dimension alta con una representacion geométrica
cuando la dimensién de los datos crece y el tamafio de la muestra permanece fijo. Hacemos este
andlisis en términos de las probabilidades de clasificacién correcta, andlogamente al estudio reali-
zado para algunos métodos de clasificacion binaria en el trabajo pionero de esta linea de investi-
gacion de Hall et al. (2005). Cabe mencionar aqui que en Nakayama et al. (2017) las propiedades
asintdticas de OVO-SVM fueron estudiadds bajo algunas condiciones sobre los momentos de las
variables, condiciones diferentes a las/consideradas-en el presente trabajo.

Un propésito secundario en esta investigacion'es realizar un estudio de simulacién numéri-
co acerca del comportamiento asintdtico de/los dltimos‘einco métodos mencionados e incluyendo
a los métodos de clasificaciéon multicategoria SVM, MDP« DWD via OVR, denotados por OVR-
SVM, OVR-MDP y OVR-DWD, respectivamente. Hacemos estas simulaciones en el contexto de
datos de dimension alta con representacion geométrica asintOtica, bajo diferentes escenarios y
diversas situaciones dimensionales para obtener las tasas de error de clasificacion. Con esto, ana-
lizamos y comparamos el desempeiio de los ocho clasificadores multicategoria, lo cual pudiera
darnos informacién relevante para estudios tedricos futuros sobre las propiedades asintéticas de
los clasificadores multicategoria OVR-SVM, OVR-MDP y OVR-DWD.

Cabe mencionar que para cumplir con el requisito de publicacién en una revista cientifica
para la obtencion del grado, los resultados de esta tesis fueron publicados en Garefa-Cerino et al.

(2024).



Marco Teorico

Muchos métodos estadisticos tradicionales del analisis multivariado, como el analisis dis-
criminante lineal de Fisher, no funcionan para los datos de dimension alta puesto que la inversa
de la matriz de covarianza no existe y.deben utilizarse otras metodologias. En esta situacion, una
representacion geométrica asintdtica ‘'déiestos datos resulta ser muy util para estudiar el comporta-
miento asintotico de esas metodologias. Perrepresentacion geométrica asintdtica se refiere a que,
bajo ciertas condiciones, datos de dimensidn-alta tienden a estar, con probabilidad convergiendo a
uno, en los vértices de un simplex cuande la dimension de los datos tiende a infinito y el tamafo
de muestra permanece fijo; véase por ejemplo, Hall'et al. (2005), Ahn et al. (2007) y Qiao et al.
(2010).

Esta representacion geométrica asintoticaha permitido estudiar exitosamente tanto el com-
portamiento de componentes principales asi como.el compoértamiento asintético de algunos méto-
dos de clasificacion binaria lineales; véase por ejemplo, Jung ¢ Marron (2009), Yata y Aoshima
(2012), y Hall et al. (2005). En particular, para los métodos MD¢SVM, DWD y MDP reciente-
mente fue mostrado en Bolivar-Cimé (2021) que tienen el mismo comportamiento asintético en
términos del dngulo entre el vector normal al hiperplano separante y el veCtor 6ptimo para clasifi-
cacion, en el sentido que estos dngulos convergen en probabilidad a la misma constante cuando la
dimension de los datos tiende a infinito y el tamafio de muestra permanece fijo. Fue observado tam-
bién que DWD puede tener un comportamiento diferente a MD, SVM y MDP, en téfminos de las
probabilidades de clasificacion correcta. Considerando condiciones basadas sobre lo§smomentos
de las entradas de los datos, Nakayama et al. (2017) y Kento et al. (2021) estudiaron las‘probabili-
dades de error de clasificacion asintéticas de SVM y DWD, asi como también de los métodos/Bias

Corrected SVM (BC-SVM), Bias Corrected DWD (BC-DWD) y Weighted DWD (WDWD).



Marco Teérico vi

En el caso de los métodos de clasificaciéon multicategoria existen varios enfoques para ex-
tender un método de clasificacion binaria al caso multicategoria. No obstante, hay poca investiga-
cién acerca del' comportamiento asintético de estos métodos en el contexto de datos de dimensién
alta.

Una posibles€xtension se realiza resolviendo un solo problema de optimizacién que con-
sidera a todas las clases en una sola para encontrar a los clasificadores simultdneamente. En este
sentido, el método denominado multiclass support vector machine (MSVM) fue propuesto en Lee
et al. (2004) como una generalizacion de SVM, y sus propiedades asintéticas considerando datos
de dimension alta fueron recientemente obtenidas en Kento (2022). Andlogamente, mediante este
mismo enfoque, el método denominddo multiclass distance weighted discrimination (MDWD) fue
desarollado en Huang et al. (2013) como)la tnica generalizacién de DWD; sin embargo, no se han

investigado aun sus propiedades asintdticas.en el contexto de datos de dimension alta.



Justificacion

Recientemente se harvisto la importancia del estudio de metodologias estadisticas para da-
tos multivariados con dimensidn mayor al tamafo de la muestra (datos de dimension alta), debido
a que aparecen en diversas aplicaciones contemporaneas y en diversos campos de la ciencia, véa-
se por ejemplo Russakovsky et al. (2045), Yu y Deng (2016) y Khan et al. (2001). Es por ello
que el estudio y la comprension de metodologias estadisticas, tales como la clasificacion bina-
ria y multicategoria para datos de dimensién=alta, han sido de interés para varios autores, véase
por ejemplo Hall et al. (2005), Marron et.al. (2007); Huang et al. (2013), Bolivar-Cimé y Marron
(2013), Bolivar-Cimé y Coérdova-Rodriguez (2018), Bolivar-Cimé (2021) y Kento et al. (2021).
Estos autores estudian el comportamiento-asintético de algunos métodos de clasificacion binaria
cuando los datos tienen una representacion géométrica asintdtica al hacer crecer la dimension y
mantener el tamafio de muestra fijo. Como se menciona en Huang et al. (2013), un problema abier-
to es el comportamiento asintético de los métodos de discrimihagion multicategoria cuando los
datos tienen una representacion geométrica asintética. Debido a eStos, es de interés llevar a cabo
un estudio tedrico y por simulaciones para investigar el comportarniento asintético de diversos

métodos de clasificacién multicategoria en el contexto de datos de dimension alta.
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Pregunta“de Investigacion

Se demostré en Hall'et=al. (2005) y Bolivar-Cimé (2021) que bajo la representacién geo-
métrica asintdtica de datos de dimension alta, esto es, bajo algunas condiciones que involucran
los tamafios muestrales, las distan€ias,asintéticas entre los datos y sus medias de clase, y la dis-
tancia asintética entre pares de medias‘de clase, los hiperplanos separantes de los métodos de
clasificacion binaria MD, SVM y MDP ceinciden asintéticamente cuando la dimension tiende a
infinito; y que el hiperplano separante del método de discriminacién binaria DWD coincide con
aquellos de MD, SVM y MDP unicamente cuand6'los tamafios muestrales de las dos clases son
iguales. Esto conduce a preguntarnos, gasiicomo‘en el caso binario, los métodos de clasificacién
multicategoria OVO-MD, OVO-SVM y OVO-MDP ¢ienen el mismo comportamiento asintdtico
cuando la dimensién de los datos tiende a infinito y el tdmafio de muestra permanece fijo? y ;el
método de discriminacién multicategoria OVO-DWD pudi€rastener un comportamiento diferente?
En este mismo contexto nos preguntamos, ;qué relaciones o similitudes hay en el comportamien-
to asintotico de los métodos de clasificacion multicategoria OVR-MD, OVR-SVM, OVR-MDP y
OVR-DWD?
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Hipotesiso Supuesto

Debido al funcionamiento de la metodologia OVO conjeturamos intuitivamente que, bajo
la representacion geométrica asintotica de datos de dimension alta, las extensiones multicategoria
de MD, SVM, MDP y DWD via OVOQ.,y via OVR tienen un comportamiento asintético andlogo al

del caso binario.
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Objetivo'General

Determinar, tedricamiente y mediante simulaciones, el comportamiento asintético de algu-
nos métodos de clasificacion multicategoria, considerando datos multivariados con representacion
geométrica asintdtica cuando la dimension de los datos tiende a infinito y el tamaifio de la muestra

permanece fijo.



Objetivos Especificos

(1) Estudiar los métodos de.elasificacion binaria MD, SVM, DWD y MDP, y su implementacion

computacional.

(2) Estudiar las extensiones multicategoria de MD, SVM, DWD y MDP via OVO y via OVR,

en el contexto de datos de dimensiénsalta.

(3) Investigar tedricamente el comportamiento asintético de los métodos de clasificacion multi-
categoria OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MDbP, OVO-DWD y OVR-MD en términos de pro-
babilidades de error de clasificaciény en el Contexto de datos multivariados con representa-
cién geométrica asintética cuando lasdimensionstiende a infinito y el tamafo de la muestra

permanece fijo.

(4) Realizar simulaciones de clasificaciéon multicategoria utilizando métodos de interés con da-
tos multivariados que tengan una representacion geométrica‘asintotica, con el fin de obsevar
el comportamiento de los métodos OVO-MD, OVO-SVM, QVO-MDP, OVO-DWD, OVR-
MD, OVR-SVM, OVR-MDP y OVR-DWD al variar la dimensién“de los datos.

(5) Mostrar un ejemplo de aplicacion.

(6) Proponer algunos problemas futuros de investigacion.
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Metodologia

La investigacion tedfieasque realizamos en esta tesis sigue la siguiente metodologia. En
el Capitulo 1 presentamos un desarrello de la representacion geométrica asintdtica de datos esta-
disticos multivariados con dimensidn mayor o igual al tamafio de la muestra (datos de dimensién
alta), considerando tanto datos con distribucién gaussiana estindar multivariada asi como datos
con distribuciones probabilistas mds generdles. Posteriormente, en el Capitulo 2 exponemos una
descripcion de los métodos de clasificacion binaria MD, SVM, DWD y MDP, tanto en un contexto
general asi como bajo la representaCign geométrica asintética. Mostramos ademds dos importantes
resultados acerca del comportamiento asintotico de‘estos cuatro clasificadores binarios, en térmi-
nos de las probabilidades de clasificacion correcta. En€l Capitulo 3 mostramos como funcionan las
metodologias OVO y OVR al considerar los hiperplanos-Separantes de MD, SVM, DWD y MDP,
para predecir la etiqueta de la clase para un nueyordato X% Exponemos aqui también el enfoque
de resolver un solo problema de optimizacion (que envuelve a todas las clases en una misma) para
extender un método de clasificacion binaria al caso multicategoriasFinalizamos este capitulo pro-
porcionando nuestros resultados tedricos acerca del comportamiento-asintético de los métodos de
clasificacion multicategoria OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MDP, OVO-DWD, y OVR-MD, en tér-
minos de las probabilidades de clasificacion correcta. Finalmente, en el Capitulo,4 consideramos
tres diferentes clases de datos gaussianos con d caracteristicas para llevar a‘cabo, un estudio de
simulacién (usando el software MATLAB) concerniente a estos ultimos cinco metedos, y consi-
derando adicionalmente los métodos de discriminacion multicategoria OVR-SVM, QVR-MDP y
OVR-DWD. Concluimos este tltimo capitulo evaluando el desempefio de estos ocho clasificadores
multicategoria al realizar un andlisis estadistico de los 64 datos de cincer de colon proporcionados
por Khan et al. (2001), y disponibles en http://bioinf.ucd.ie/people/aedin/R/full_datasets/. Estos

datos consisten de 2308 genes (caracteristicas) para cada uno de los 64 pacientes (observacio-
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Metodologia xiii

nes) y son divididos en cuatro clases: 21 observaciones de rabdomiosarcoma, 23 observaciones de
sarcomd desEwing, 12 observaciones de neuroblastoma y 8 observaciones de linfoma de Burkitt.
Realizamo$ un"andlisis exploratorio para determinar si estas cuatros clases cumplen con la repre-
sentacion geomeétrica y asi observar si hay congruencia con nuestros resultados tedricos al obtener

las tasas de error des€lasificacion de cada método.



Resultados

En lo concerniente @ lasmetodologia OVO proporcionamos condiciones suficientes para
que las probabilidades de clasificacién correcta converjan a uno cuando la dimensién de los datos
tiende a infinito. Encontramos que¢, asi como en el caso binario, OVO-MD, OVO-SVM y OVO-
MDP tienen las misma propiedades asintéticas (Teorema 3.4.1), mientras que OVO-DWD podria
tener propiedades asintéticas diferentes (Teorema 3.4.2). Damos estas condiciones en términos de
las distancias asintéticas entre los datos y susmedias de clase, la distancia asintdtica entre pares de
medias de clase, y los tamafios muestrales de las€lases, los cuales no se asumen necesariamente
iguales. Respecto al comportamiento asintotico de"fOVR-MD, proporcionamos condiciones sufi-
cientes y necesarias para que un nuevo dato-de una clase dada sea correctamente clasificado con
probabilidad tendiendo a uno cuando la dimensién de 1os datos tiende a infinito (Teorema 3.4.4).
Logramos esto, obteniendo primero el comportamiento asifitgtico de las distancias signadas de un
nuevo dato de una clase dada a los hiperplanos separantes del método (Teorema 3.4.3). Obtenemos
también varias consecuencias particulares de interés, incluyendo el«€aso cuando los tamafios mues-
trales de las clases son iguales. En las simulaciones obtuvimos que en el caso de OVO los métodos
con mejor desempefio general (en cuanto a clasificar correctamente) son:@VO-MD o OVO-DWD,
mientras que el comportamiento de OVO-SVM y OVO-MDP es muy similar. En,el caso de OVR
obtuvimos andlogamente al caso OVO que los métodos con mejor desempefid general son OVR-
MD o OVR-DWD, mientras que el comportamiento de OVO-SVM y OVO-MDP és easi el mismo.
En ambos casos estos resultados son congruentes con el desempefio de los métodos em¢l caso de
clasificacion binaria. Finalmente, en el andlisis de datos reales obtuvimos que las cuatro ‘clases po-
seen la representacion geométrica asintética razonablemente y que hay congruencia con ntestros
resultados tedricos, pues las tasas de error de clasificacion de los ocho métodos son cercanas a

cero, habiendo un desempefio ligeramente mejor con la metodologia OVR que con OVO.
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Capitulo“1

Representacion Geométrica Asintotica de

Datos de Dimension Alta

Debido a que los datos multivariados;con dimensién mayor o igual al tamafo de la muestra
han estado surgiendo de manera relgvante en-mtichos campos de la ciencia, véase por ejemplo
Johnstone (2001) y Wang (2012), se vie_la necesidad de estudiar este tipo de datos, haciendo
crecer la dimension de los datos a infinito mientras que.el tamafio de la muestra permanece fijo.
Este andlisis asint6tico dio como resultado, bajo algunas condiciones de regularidad, la descripcion
de una estructura geométrica determinista y se.le’dio el nefiibre de representacion geométrica
asintdtica de datos de dimension alta. Esta representacion dejé“ver que esta clase de datos posee
propiedades geométricas diferentes a aquellos datos cldsicos dond€ laxdimensién es menor que el
tamafio muestral. Por ejemplo, en Hall et al. (2005) fue mostrado que los datos gaussianos estandar
multivariados tienden a alejarse de la media poblacional a medida que atumenta la dimensién, lo
cual parece paraddjico ya que la densidad gaussiana univariada estandar tiene su‘media en cero.

En este capitulo se expone un desarrollo de la representacion geométrica asintética de da-
tos de dimension alta, el cual esta basado en las referencias Hall et al. (2005), Ahns€t,al. (2007),
Jung y Marron (2009), Qiao et al. (2010), y Yata y Aoshima (2012). Esto se aborda\en primer
lugar considerando datos gaussianos estdndar multivariados para posteriormente considerat.datos
con distribucién no necesariamente gaussiana. Los resultados y definiciones de la teoria de proba-
bilidad y estadistica multivariada empleados aqui pueden ser consultados en los capitulos 1y &de

Serfling (2002), y Casella y Berger (2002), respectivamente.



1.1 Representacion Geométrica Asintética Gaussiana Estandar 2

1.1. Representacion Geométrica Asintotica Gaussiana Estan-
dar

En la Seceion 2 de Hall et al. (2005) puede verse que los datos gaussianos estandar de
dimension alta posé€en la representacion geométrica, y en lo que sigue se expone un desarrollo
de los resultados dades alli. Sea Z;(d) = (Zlyj, Zyires 2 d’j)T un vector aleatorio d-multivariado
de la distribucién gaussiana’con media 0 y matriz de covarianza I, esto es, Z;(d) ~ N (0,1,).

Puesto que para cada r, la vafiable aleatoria 7> ; sigue una distribucion chi-cuadrada con 1 grado

de libertad y son independientés, entonces el teorema del limite central dice que

d1/2 1 d D
o1 C_ZZZEJ —~1| — N(0,1) cuando d — oo,
r=1

D . . o
donde ” — 7 denotard la convergencia endistribucion. De manera que,

d
1
d/? [(3 E Zf,j) — 1] ﬂ>J\/’(0,2) cuando d — oc.
r=1

Luego, por el método delta,
11Z;(d)|] — d/? 25 R0, 1/2) edando d — oo,
y por ende, || Z;(d)|| — d'/? es una O,(1). Por lo‘edal se puede escribir
1Z;(@)]] = d'/* + Oy(1). (L1)

La ecuacioén (1.1) dice que, conforme la dimension crece, el vector gaussiano estandar Z; tiende a
estar cerca de la superficie de una esfera explandible.
Una caracteristica mds sorprendente de este tipo de datos es revelada llevando acabo un

andlisis similar: si Z;(d), Z;(d) ~ N4(0,1,) y son independientes, entonces
a2 (1 )
o { [g > (Zi=2.y)
r=1

1
ya que 3 (Zi — Zm-)2 sigue una distribucién chi-cuadrada con 1 grado de libertad. Pof consi-

guiente,

—1}&/\/’(0,1) cuando d — oo}

d
1
R { [E Z (Zm‘ . Zr’j)z

r=1

—2}&]\/(0,8) cuando d — oo,



1.1 Representacion Geométrica Asintética Gaussiana Estandar 3

y en comnSecuencia, por el método delta se tiene que
1Z:(d) — Z;(d)|| — (2d)"* 25 N'(0,1) cuando d — .
Por lo que || Zi(@).~ Z;(d)|| — (2d)'/? es una O, (1) y asf
1Z:(d) = Z;(d)[| = (2d)'2 + Oy(1). (1.2)

Por lo tanto, (1.2) muestragque la distancia entre estos dos vectores gaussianos estindar indepen-
dientes es aproximadamente,constante cuando la dimension es suficientemente grande.

Andlogamente se ve qué para el dngulo entre estos dos vectores se tiene que
7T _
Ang{Zi(d). Z;(d)] = 5 + Op(d 1/2), (1.3)

En efecto, debido a que E[Z, ;Z, ;| = 0% Var[Z,,Z, ;| = 1, entonces el teorema del limite central

dice que

d
1
d/? (cll E Zm‘Zm’> — /2 <E(Zz(d)7zj(d)>) o, N(0,1) cuando d— oo,
r=1

donde ”(,)” denotard al producto punto en]R%, Asi, por.el método delta,
d'’? [arccos (d"(Z;(d), Z;(d))) — arc€o8(0)] = N(0,1) cuando d — oo,
o equivalentemente,
d'/? (Ang [Zi(d), Z;(d)] — 7/2) — N(0,1) cuahdo d — oo.

En consecuencia, Ang[Z;(d), Z;(d)] — /2 es una O,(d~"/?), lo cual implica la igualdad (1.3),
diciendo asi que el dngulo entre estos dos vectores es aproximadamente ortogonal cuando la di-
mension es suficientemente grande.

En general, si se tienen n de estos vectores d-multivariados gaussianos estdhdar indepen-
dientes, cuando la dimension es lo suficientemente grande, todas las distancias entreypares son
aproximadamente iguales y todos los dngulos entre pares de vectores son aproximadamente-Qrto-
gonales. Debido a que todas las distancias entre pares tienden a ser iguales, los n vectores tighden
entonces a ser los vértices de un n-poliedro regular convexo, es decir, un poliedro con n vértices y

con aristas de la misma longitud. Este n-poliedro es llamado n-simplex.
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tas propiedades geométricas son ilustradas en la Figura 1 donde el caso d = n = 3 es

conside Los rayos saliendo desde el origen a los puntos respectivos tienen longitud aproxima-
. . . . . .

damente i 31/2 y los 4ngulos entre cada par de éstos son casi perpendiculares. Centrando la

atencion en el lano generado por los datos, de dimensién n — 1 = 2 en este caso, se observa

que al ser todas Wtancias entre cada par de puntos casi iguales, los datos esencialmente estdn

en los vértices de un\tridngulo equilatero, el 3-simplex en este ejemplo.

0

o

o
Oo %'

Figura 1: Representacion geométrica asintotica én el caso = 3, mostrando el 3-simplex

S

En la Figura 2 se proporciona otro ejemplo que aclara un pOC(@(IaS ideas de la repre-

(tridngulo equilatero) en el hiperplano generado por los datos.

sentacion geométrica.

Cada panel exhibe diagramas de dispersion superpuestos de 10 muesty,Aliquetadas con
diferentes figuras, de vectores gaussianos estdndar independientes de tamafio n en dimen-
siones d = 2,20, 200, 20000 en las figuras 2(a), 2(b), 2(c) y 2(d) respectivamenté erve que
las 10 muestras dan una impresion de la variacién muestral, en funcién de la dimension, la cual
varia para cada uno de los paneles. Para cada muestra y cada dimensién, se encuentra el hif@ano

generado por los datos, es decir, en este caso, el plano que es mostrado en la Figura 1, y los datos
L 2

se proyectan sobre él. En vista de la ecuacion (1.2) se espera que estos puntos estén cerca de los
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vértices<del tridngulo equilatero, el 3-simplex en este caso, y que esta aproximacion se apreciara
mejor conferme la dimensién sea mds grande. En efecto, la Figura 2 confirma estas conjeturas.
Note que para’d = 2 los puntos parecen ser bastante aleatorios y, de hecho, no todos son faciles
de asociar con€l vértice apropiado del tridngulo. Sin embargo, para d = 20 hay una convergencia
razonable a los vértices, lo que sugiere que la representacion geométrica ya es informativa. Para
d = 200, la aproximacion es bastante buena, lo que deja en claro que la mayor parte de la variabi-
lidad corresponde a las dosrotaciones que se consideraron previamente. Como era de esperarse, el

caso d = 20000 muestra una-representacion geométrica atin més rigida.

~ . . :
b &
W R _
! %&/\g \ Y L N
2t /
0 KX < P / \\
o f/m E'\ - " \
O O O * o0 — X
-1 v | -2t ¥ O N7
< e D> é} "
pa’ O
> £4
—1 0 1 A -2 0 2 4
(a) (b)
10 fﬁ 100} j# \
/ A
5 A AN 50 % \
/ \ / N
0 7 [ 5 0 /
/_, \ y \
S % ol | s
-10} J | -100¢ .
-10 0 10 —-100 0 100
(c) (d)

Figura 2: Convergencia al 3-simplex conforme la dimension aumenta, (a) d = 2; (b) d = 20; (c)

d = 200; (d) d = 20000, Hall et al. (2005).
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1.2. .Representacion Geométrica Asintética General

La representacion geométrica asintdtica de datos multivariados, cuando la dimension crece
indefinidamente mientras que el tamafio de muestra estd fijo, ha sido estudiada por los autores
Hall et al. (2005),'Ahn et al. (2007), Jung y Marron (2009), Qiao et al. (2010), y Yata y Aoshima
(2012). Estos autores{ mostraron condiciones bajo las cuales datos de dimension alta tienden a
estar deterministicaménte~en los vértices de un poliedro regular convexo, asi como ocurre con
los datos gaussianos estdndar multivariados cuando la dimension de los datos tiende a infinito.
Esta estructura geométrica es usdda para analizar el comportamiento de algunas metodologias
estadisticas para datos multivariades.en el contexto de dimension alta, como se verd en capitulos

posteriores de esta tesis.

1.2.1. Representacion Geométrica Asintotica de una Clase

El trabajo pionero realizadosper Hall et al..(2005) mostr6 que la estructura aproximada de
n-simplex de los datos de dimension alta-gaussianossestdndar puede ser observada para datos que

siguen una distribucién multivariada no necesariamente’gaussiana, como se expone en el siguiente

resultado.
-

Teorema 1.2.1. Sea X;r(d) = <X1+J_,X2+j7 ...,X;j) un’ yector aleatorio obtenido al truncar
T

una serie de tiempo infinita X = (X;rj, X, ) , y considere_una clase o muestra aleato-

ria Co(d) = {X{(d), X5 (d), ..., X;7(d)} de vectores aleatorios independientes e idénticamente

distribuidos con la misma distribucion de X ;“ (d). Suponga que:
a) Los cuartos momentos de las entradas de los vectores estdn uniformemente acotados.

b) Para una constante o > 0,
1
7 ZVCLT (X5 — o? cuando d — oo. (1.4)
r=1

c¢) La serie de tiempo X satisface la condicion p-mixing para funciones que son dominadas
por cuadrdticas, en el sentido que si las funciones [y g de dos variables satisfacen | f (@, v)| +

lg(u,v)] < Mu?v? para M > 0 fija y todo u y v, se tiene que

Corr [f (U:]_, V:;) .9 (U:j, V;)} ‘ < p(2), (1.5)

sup
1<r,s<o0,|r—s|>t
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siendo (U, V) = (X, X) 0 (U,V) = (X, X), donde X es independiente y tiene la misma distribu-
cion queXyy la funcion p satisface p(t) — 0 cuando t — oc.
Se Sigue,entonces que la distancia entre X" (d) y X (d), para i # j, es aproximadamente

1/2

igual a (2do*Y¥? para d suficientemente grande, en el sentido que

iz H +— X;“H N (202)1/2 cuando d — oo. (1.6)

-
Demostracion. Cofisidere los vectores de datos X7 (d) := X\ = <X1+w X5 X;:) y

N
XHd) =X = <X1+j,X2+j, ...,ij) ,parai,j € {1,2,...,n} fijos. Observe que

: (i (X:Z’X:j)zE[(XﬁXijﬂ})]

tJ

So{ s - x5) ~E (Y 2B X B LX) ~E[(x5)] }) ]

1 r=1

(
_ (Z(Xfyi‘xr?)z”iw W’J)Q]
(

_ iE[(}ﬁ— | +23 cov| )* (xS X+)]
b2y E| Jo ot ] - af3-vor i}

d
= Y E[(XL-XY) 42 X Cov| (X5 - X)L (X - X))
r=1

r<s,|r—s|<t
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2 Y Com (X5 - X5)" (5 - x5)7] {var [ - x5}
r<s,|r—s|>t
x“4ar [(X;i—X;j)Q}}l/Q—zxzd:Var? (X7 (1.7)

El supuesto a) permite elegir constantes positivas My, My 'y M; tales que la expresion (1.7) resulta

S€r menor que

d
S| B9y M| 2My Y Comr |(X) - X5)7 (X - x|
r=1

r<s,|res|<t r<s,|r—s|>t

< dM; + 2My(t — 1)d ¥ Ms(d — 1)dp(t), (1.8)

donde se ha hecho uso de (1.5), la cendicion p-mixing, y es por esta misma condicién que la suma
(1.8) dividida por d? se puede hacer taipequefia como se quiera tomando ¢ suficientemente grande

y posteriormente d suficientemente grande para asi obtener que

%E <i {5 = xh) T LB (=R }) 2 —0 cuando d — oo,

r=1

De este modo, al aplicar la desigualdad de*€hebyshevsse obtiene como resultado que
1 (< 2 2
P
; (Z {5 - X5 - B ()] }) 2720 cuando d— o0,  (1.9)
r=1

P . . .
donde ” — 7 denotard la convergencia en probabilidad.

Las convergencias dadas en (1.4) y (1.9) implican la propiedad geométrica (1.6), ya que

d
(X - ij)g - éZE [(sz - X:j)Q} L3507 ~cuando  d — oo,
r=1

Ul
(=

r=1

d
es decir, (X5 - Xj:j)z — 2;\7@7’ [X,] —50, cuando d— .00,

Ul
(]~

r=1

d 1/2
por lo que, ﬁ {Z (X:Z. — X:j)z} LN (202)1/27 cuando d — oo,

r=1
demostrando asi que (1.6) se cumple. A

Un andlisis similar a éste revela que también es cierto que

%l |X; — E[X/]|| == 0 cuando d — oo. (1.10)
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Por lo tanto, la estructura asintética n-simplex de los datos gaussianos estdndar se puede
describit también para datos de dimensién alta que satisfagan las condiciones a)-c) del Teorema
1.2.1. EspeCifieamente, si se trabaja en el espacio (n — 1)-dimensional, en el cual todos los datos
de la clase C (d) pueden ser proyectados sin perder las relaciones intrinsecas entre ellos, entonces
la convergencia eh pfebabilidad (1.6) revela que, después de reescalar por d~'/2, los datos X" (d)

estan asintoticamenteilogcalizados en los vértices de un poliedro regular convexo (n-simplex) de

aristas de longitud (202)!/24Esto es ilustrado en la Figura 3 considerando el caso en que n = 4.

-

lo_l_ <

Figura 3: Representacion geométrica asintoticagen’el caso w'= 4, mostrando el 4-simplex (tetrae-

dro regular) en el espacio 3-dimensional.

Representacion Geométrica Asintética bajo Condiciones mas Débiles

Puede observarse que el supuesto c¢) del Teorema 1.2.1 es poco atractivo debido a que éste
exige que las variables componentes, consideradas en una serie de tiempo, sean casi independien-
tes, ya que deben satisfacer una condicién p-mixing. Esta condicién es también estricta porque es
comun tener colinealidad fuerte entre las variables componentes, y ademads, esta condigién depen-
de del orden de las variables, el cual puede ser arbitrario en muchas aplicaciones. En‘Ahn et al.
(2007), Jung y Marron (2009), Qiao et al. (2010), y Yata y Aoshima (2012) es demostrado.que la
representacion geométrica de datos de dimension alta puede ser observada bajo condiciones més

débiles, lo cual se presenta en este apartado. Antes de exponer esto, se definen enseguida alguhos

términos que serdn utilizados en el resto de este capitulo.
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Sea C, (d) = {X{(d), X;(d),..., X;} (d)} una clase o muestra con n vectores aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos de una distribucién multivariada d-dimensional con
matriz de €ovarianza positiva definida 7. Asuma sin pérdida de generalidad que cada vector
Xj(d) = X== (X:rj, X X;”j)T tiene media cero, y suponga ademds que la descomposi-
cién en valores propids de X7 es X7 = VI AT (V) ", donde A eslamatriz diagonal de valores
propios \{; > A, 25 > A7, > 0y V es la matriz de vectores propios correspondientes.

Considere la mdtriz”X | = [X;F, X5, ..., X;'] de tamafio d x n con d > n (n siempre
fijo). Como se esta suponiendo, que la media poblacional es el vector cero, entonces la matriz de

1
covarianza muestral de X} restlta ser la matriz de d x d dada por S} = =X (X3) ', y la matriz
n
1

de covarianza muestral dual es 1a matiz de n x n definida como S, ; = 7 (X¥) X3
Una matriz factor, que es eseficialmente la raiz cuadrada de X7, es definida como la matrix
Qr=Vs (A;)l/Z; de manera que X} =Q. (Q;)T. Debido a que X} es positiva definida, se
puede escribir X = Q} Z7, donde Z; = (A;)fl/ (V)X es una matriz aleatoria d x n de
una distribuciéon multivariada d-dimensional consmedia cero y matriz de covarianza I;. Se puede
ver que si las columnas de X} son gausSianas, entofices los elementos de Z son variables gaus-
sianas estandar independientes. Debido a'que (V;) TV;{ es la matrix identidad de d x d, se tiene
que
d
dSha = (23)(Q)) ' Q) 25 ~z]) ASZH=> N, W/, (1.11)

r=1

con W}, = [Z7(d)] " Z(d), donde Z;"(d) = (Zjl, Zh, Z:fn>, r = 1,2, ...,d, son los vecto-
res renglones de Z} . Observe que si X es gaussiana, entonces las matfices WT+ 4 son independien-
tes y tienen una distribucién Wishart W, (1,1,,).

Con estos supuestos y términos asi definidos se tiene a continuacién un, resultado acerca

del comportamiento asintético de los valores propios muestrales.

Teorema 1.2.2. Para n fijo, sea X{, X3,...X,... una sucesion de matrices aleat@rids de d x n,

donde cada X proviene de una distribucion multivariada d-dimensional con matrix decovarianza
+ + + + : + + ; ;

Y- Sean AT ;> Ay > -+ > Ay los valores propios de X7, y sea S, ; la matriz de covarianza

muestral dual correspondiente de n X n. Asuma lo siguiente:

a) Cada columna de X} tiene media cero y matrix de covarianza positiva definida 3.
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b) Los cutrtos momentos de las entradas de las columnas de X} estdn uniformemente acotados.
¢) La repreSentacion dada en (1.11) se cumple para cada X} .

—1/2 T : Lo .
d) Las entradasfde Z7, = (A;) / (V;) X son variables aleatorias independientes.

e) Los valores propios de X} son suficientemente difusos, en el sentido de que
d 4+ \2
Zr:l (Ar,d)
2
d +
(Zs:l As,d)

Se sigue entonces quelos valores propios muestrales se comportan como si vinieran de la

— 0 cuando d — oc. (1.12)

d
. . . . . 1
matriz de covarianza identidadyen el sentido que, con 02 = p E /\:d,
r=1

1
2
04

Demostracién. Debido a (1.11YSe liene que si Z,'(d) = (2, Z,, ... Z" ). entonces el

r2’

S~ 1, cuando d — oc. (1.13)

d

1 ~ 2
., . . X + + +
j-ésimo elemento de la diagonal de lamatriz ?S Dp.a buede ser expresado como E Ald (Zr, j) ,
d r=1
donde las variables aleatorias Zf TS 2, dysson independientes con media cero y varianza

d
unoy, \Sy = A,/ g L4 son los valores propios ¥élativos. Note que con este dltimo término la

s=1
d
o2
condicidn de esfericidad (1.12) es equivalente a.que Z ()\f,d> — 0 cuando d — o0, y ademas,
r=1
se tiene que

d
> A (2)°
r=1

E

d d d
=S NLE[(ZH)] = N var 25 =3 =1,

d
> Na(Zh)

r=1

lo cual implica que Var

r=1
cando la Desigualdad de Chebyshev y haciendo uso de la cota uniforme, denotada por M, de los

p 2
=FE (Z :\\;fd (Z;fj)2 — 1> ] . De este modo, apli-

cuartos momentos, se tiene que para cualquier € > 0,
d d 2
~ 2 _92 > 2
Pty alod < cm|(Sar o)
r=1 r=1
N2
= ¢°2 Z <)\j’d> Var [(Z:j)z}

r=1

IN

d
N2
Me™? Z (A:d> — 0 cuando d — .

r=1
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1
Asi, los’elementos de la diagonal de —2825 4 convergen a 1 en probabilidad cuando d — oo.
O‘ bl

d
Abora, nuevamente por la igualdad (1.11) se ve que el (i, j)-ésimo elemento fuera de
d

1 ~
+ + g+ g+
?S D.a s expresado como E Ma 2 20

d r=1

donde Z, y Z7,, r = 1,2,....d,

7’7] ?

la diagonal de

=0,

d
son independientes”Con media cero y varianza uno. De manera que K g Nzt 2t ;
L r=1

d
. Nt o7+ g+
y por consiguiente, Vaf E Noa Zri 2,5

=1

d 9
=k (Z Xj,d z5 7 j) . Luego, considerando
r=1

que Cov [Z;'

)

Z;f j] = 0, la desigualdad de Chebyshev dice que para cual(_]uier e>0

d 2
>€] < B (ZX:d z Z:])
r=1

d
Yot o+
Z /\r,d Zr,i Zr,j

r=1

P[_

= 6_2

(3,) var (2 2]

)&

r=1

= 6_2

(XidYVar 2% Var [Z}] — 0 cuando d — oo,

N

1

Il

r

1
De modo que los elementos fuera de la diagonal,de —2875 ,.convergen a 0 en probabilidad cuando
O-d ?
d — o0, concluyendo asi que la convergencia€n probabilidad dada en (1.13) es vélida. A
Una consecuencia del Teorema 1.2.2 es la caracteristieaprincipal que describe a la estruc-

tura geométrica n-simplex, y se expone en el resultado siguiente:

Teorema 1.2.3. Considere la clase C(d) = {X; (d), X5 (d), ..., X3.{d)}. Bajo las condiciones
a), b), d) y e) del Teorema 1.2.2, la distancia al cuadrado entre X" (dyWX. (d), para i # j, es

d
aproximadamente igual a 2 Z )\:d cuando d es suficientemente grande, en el sentido que
r=1
2
1 X — Xt
FHX;—X]*HQ:M =52 cuando d — oo (1.14)
94 Zr:l )\r,d

.
Demostracién. Recuerde que X (d) := X" = (X fj,ij, . XL) . Teniend6 en cuen-
ta que S}, ;= % (Xz{)T X} y notando el hecho de que
2 d 2 d 2 d
HXz—i_ - X]+H — Zr:l (X:,_Z) Zr:l (X:j) . 2 Zr:l X+'X7:~_j

it g (1.15)
> Ay S Ay DD S M
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se ve qué los dos primeros sumandos de la igualdad dada en (1.15) son precisamente las entradas

1-ésima’y _g#¢sima en la diagonal de —2825 ;> ¥ el tercer sumando es la (7, j)-ésima entrada de
Ud ’

U—?ZSB 4 Asifel/Teorema 1.2.2 asegura que la convergencia dada en (1.14) se cumple. A
Observe gambién que del primer sumando de la ecuacién dada en (1.15) y, al aplicar el

Teorema 1.2.2, se 6btiene que

HX’:—_OHQ 51 cuando d — oo. (1.16)
> rm1 A

Por lo tanto, los n datésitienden a formar un n-simplex cuando la dimensién d crece. En
Ahn et al. (2007) se puede ver que*la condicion e) del Teorema 1.2.2 es mds débil que la con-
dicién p-mixing c) del Teorema 12.1#En Jung y Marron (2009) es mostrado que la condicion d)
del Teorema 1.2.2 puede relajarse supehiendo que las entradas de Z son p-mixing bajo alguna
permutacidn; no obstante, esta condicion’es)aun estricta. Por los resultados de Yata y Aoshima
(2012), las convergencias obtenidas en, (1.14) y (1.16) se obtienen bajo las condiciones a), b), e)

del Teorema 1.2.2 y la nueva condicién

S B[z - (20 Ca]

5 —— 0 cuando d — oo. (1.17)
Traza [(EI) ]

En Yata y Aoshima (2012) se menciona’que (1.17)€s.més débil que la condicién d) del
Teorema 1.2.2, o que la condicién p-mixing en las entradas de“Z.%4.debido a que (1.17) se satisface

bajo las condiciones d) y e) del Teorema 1.2.2.

1.2.2. Representacion Geométrica Asintotica de dos ClaseS Independientes

En este dltimo apartado de este capitulo se describe una estructura geométrica asintética
que involucra, en cierto sentido, a los dos simpleces de dos muestras independientes, Dicha estruc-
tura es esencial y de gran utilidad en el andlisis de algunos métodos de discriminacidnybinaria, asi
como también en el andlisis de algunas estrategias de clasificacion multicategoria en_el’'contexto
de datos de dimension alta. El desarrollo que aqui se expone estd basado principalmente/de-Qiao
et al. (2010).

Considere una clase o muestra aleatoria C_(d) = {X| (d), X5 (d), ..., X,,(d)} definida’si-

milarmente e independiente a la muestra C, (d) = { X' (d), X5 (d), ..., X" (d)}, dada en la sub-
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subsecci6n anterior. En particular, el promedio de los valores propios de la matriz de covarianza

positiva'definida X2, queda definido como

2

SH

d
E A g

r=1

Asuma ademads que las~condiciones correspondientes, dadas en el Teorema 1.2.2, se cumplen para

C_(d); y por consiguiente, que esta clase posee la estructura geométrica m-simplex:

I o T X7 - x|
d_ngHXi P HQZ% 52 cuando d — oo (1.18)

Ahora, generalice las muésttas C, (d) y C_(d) en el sentido de que las medias poblacionales

E[X;(d)] =Bl X)) E (XS] - E[X[])

E [X; (d)] #NE [X;,LE[X;,] . E[x;])

1,3 2,j
no sean necesariamente cero y que no sean necesariamente iguales, pero que satisfagan que para

una constante ¢ > 0,

clz B [X;H(d)] — E [X; (f*— @ euando d — oc. (1.19)

J

Suponga ademads que el limite de los promedios de los valores propios existe, esto es, existen

constantes 0 > 0y 7 > 0 tales que
o5 — 0’ y 77 — 7%, cuando d % oo (1.20)

Antes de presentar el resultado principal y esencial de este primer capitulo, se expone

enseguida un lema para demostrar dicho resultado.
4 \2 d 0 \2

Lema 1.2.1. Suponga que Z (A:d> — 0y Z ()\;d> — 0, cuando d — 0o,y ademads
r=1 s=1

d d
que Z A= Z Aog = 1. 8i U = [U,,] es una matriz ortogonal de tamafio d x d, éntonces
r=1 s=1

d d
Z Z/)::fd ;\\;d UT%S — 0 cuando d — oo.

r=1 s=1
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Pemostracion. Dado que U es ortogonal UU" = I; = U'U, y asi se deduce que
Z U?, =para cualquier s € {1,2,...,d} fijay Z = 1 para cualquier r € {1, 2, ..., d} fijo.

Observe quepor la desigualdad de Cauchy-Schwarz

d d d d
SSEn] = Iy (X:d S Uzs)
r=1 s=1 r=1 s=1
rd NEEEI d 27 1/2
< 0| (o)
| r=1 i r=1 s=1
R
< Z(Aj@ , (1.21)
L r=1 _

(i@_@) 2 NN U7 U2>

s=1 s<t

d
[(X;d)2ZU4 +2%° [Asd AtdZU;{S U2,
r=1

s<t

() S A - (Zx)

1 s<t

M=
IIF:J&
\IE

r=%

B

1

S

M&

s

puesto que Z U?, = 1implica que Z s<1ly Z UES Uf’t < I Por lo tanto, la convergencia
r=1
deseada se obtlene de (1.21) haciendo d — oc. A

Se tienen asi los elementos para exponer el siguiente resultado, que describe la representa-

cion geométrica entre dos clases independientes.

Teorema 1.2.4. Asuma que las dos clases independientes C, (d) = { X (d), Xa(d), ..., X, (d)}
y C_(d) ={X{(d), X5 (d), ..., X, (d)} satisfacen las condiciones correspondientes dadas en el
Teorema 1.2.2, y que cumplen ademds las condiciones dadas en (1.19) y (1.20). Entonces, para
cualesquiera (i, ), la distancia al cuadrado entre X" y X ; » dividida por d, converge en'probabi-

lidad a ? := 0% + 72 + ¢ cuando d — oo, esto es,

é HXlJr — X]-_H2 BLENy +724+ ¢ cuando d — oco. (1.22)
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.
Demostracion. Recuerde que X;"(d) = X, = (X;, X X;) es la i-ésima co-

.
lumna deda matriz de datos X de tamafio d X n, y X;(d)=X; = <X1_j,X2_j, ey Xd_j> es la

J-€ésima columpa de la matriz de datos X ; de tamafio d x m. Observe que

Ixs - x5+ é{(x:i SB[ - (4 B DG]) + (B[] - B )
D) L () L () (%)
+ é(E ) —E (X)) (1.24)
- 23 e e ) (%5 - X5). 129

donde las variables aleatorias )~(+. = XHE[X] y )N(_» := X, ; —E[X,] sonlas r-ésimas

entradas de las columnas i-ésima y j-ésima de las matrices centradas X+ [X XS X Ty

X; = Xl’,Xr;, ...,X’},respectlvamente

1/~ \T ~
Teniendo en cuenta que S}, D= ( ) X;“ v Sp Dd =73 (X;) X, se ve que los dos

primeros sumandos en (1.23), reescalados pos(do?) "y {dr]) ", son precisamente las i-ésima y j-

1~

ésima entradas en la diagonal de —2875 gy
O’ k)

— 8- B, respectivamente. De este modo, por la prueba
d d

d d
1 ~ N2 1 2
del Teorema 1.2.2 se obtiene que thﬁ Zl <le> i) 1 vy d_7'42 ; <XT_J> l> 1, cuando
Tm /= \2
d — oo. Por consiguiente, de las condiciones dadas en (1.20) se obtiene que p Z (X f l) S
r=1

d
1 N2
y p 5 (X&-) i> 72, cuando d — oo.
r=1

“Observe que el tercer sumando de (1.23) es dos veces el producto interiot entre las colum-

nas Xy )z’ Recordando que X1 = V7 (_K*) 2 Z: X =V; <K’) ¢ 7 se tiene en-
i . d \ Y Mg a Y d

- \1/2 - ~ ~ 1/2 - T
tonces que X" = V+<A;r) ijX;:V;(Ad> Z , donde Z;} = <Z;;,Z;_,...,Z;“i)

>
(¢t=12..,n vy Zj = (Zlﬁj,ZQJ,...,Z ) (j = 1,2,...,m) siguen una distribucién con

d,j

~ \T ~
media cero y matriz de covarianza la identidad. Haciendo U = (V;) V, y teniendo en cienta
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-1/2 , 4 —1/2
que (dayza)” (Z A > <Z Al d) se tiene entonces que
q=1

(dogrg) ™ <)?i+,)?j’> = (dogra)™" (Z;, o Z;) <K§>1/2 (V;{)T\N/d (Kd>l/2

d —172 d -1/2 4 4
= ANh A )\ )\—i— U, 72 Zj@'
(Z t,d) (Z q,d) Z Z s,d 7'r, d is ) \J S
d d 3 ¢ N 1/5
> (A;d %) Ut Zs; Zri (1.26)

donde /)\\;fd =/ Z Na Y /):;d = A.q/ Z A7 son 16sgvalores propios relativos correspon-
=1 qg=1
dientes. Debido a que el valor esperado de la variable aleatoria obtenida en (1.26) es cero, entonces

por la desigualdad de Chebyshev se obtiene que para cualquier € > 0
d_d 1

>0 (/\s_,d )‘:d) Uns 235 25| > €

~ o~ N\ 1/2
< cn|(L3 () .z )
d d_ 12 .
S5 (Radhe)  Une 25, 2
d d_
= D NN UL Var [, 7]

d d
= 2 N N AL UL (1.27)

2
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~ \T ~
Puestorque U = (V;) V, es el producto de dos matrices ortogonales, entonces U es una

matrix ortogonal, y dado que los valores propios relativos satisfacen las condiciones del Lema

A4 i
1.2.1 se obti€ng’de (1.27) que Z Z (A;d )\:,fd) Upns Z3; 27 5 0 cuando d — o0, es decir,

s=1 r=1

d
~ Q 9 - -
(dogry)™" <Xi+, X;> "4 0 cuando d — oo. Por lo cual se tiene que 7 E (sz) (X;j) 0
r=1

cuando d — oo ya que g7y — o7 < oo cuando d — oo.

Observe que (1.24){ dividida por d, converge a ¢* cuando d — oo debido a (1.19).

Finalmente, note qué haciendo 6, = E [X;] — E [X ], el término dado en (1.25) se des-
d

d d
compone en los sumandos: 2 Z 6T)N(,?;- y 2 Z 5T)N(7:j. Note ademads que por (1.19), Z 62 ~ dc*.

r=1 r=1 r=1
Puede ser mostrado que cada uno de€stos sumandos, divididos por d, converge en probabilidad a

0 cuando d — oo. En fecto, para el prilmer:sumando, dividido por doy, se tiene que
d 1/2 d
2 ~ 2 1 ~
— 5Xt = e 5, X+
dO'd rzl T dql/2? <d0’3 ) rzl T

2 - - 3+ 1/2 + o+
- W Z 57' Z (As,d> ‘/;‘,s Zs,i
s=1

r=1

d

2 N : + +
= W Z ()\s,d> Z 57’%,8 Zs,i
r=1

s=1

- - o N1/2 o - )\:“ y

dado que X = V7 (Aj) ZF y Ny = 254 Asi, la desiglialdad de Chebyshev y el hecho
7 O'd

de que Z; sigue una distribucién con media cero y matriz de covarianza I,;, implican que para

cualquier € > (

VA
™
b
=
——
3
I
(3]
ME

_ d d d
t
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g2 O

- (Tim:)}[(z;f]
- ;zd:A <§d:5rv,,,t>2
ax {2t} 3 (i MTS)Q

s=1

7\

462
d

Q

max {X:d} (d¢*) — 0 cuando d — oo,

d d 2 d
dado que al ser V| una matriz'ortogenal se tiene que Z (Z 5TVT;> = Z 62 = dc?. Por con-

s=1 r=1 r=1

U

2
siguiente, " Z Oy X g L5 0 cuandod=5 0o pues 0, — 0 < oo. Desde luego, esto deja ver que

i
2 ~
también p E 6TX; j . 0 cuando d — 50¥Esto finaliza la demostracién de (1.22). A

Figura 4: Representacion geométrica asintética para las clases C(d) y C_(d),"en’el caso n =

m = 2, mostrando el 4-poliedro (tetraedro irregular) en el espacio 3-dimensional.

Como es mencionado en Hall et al. (2005), la conclusién que se obtiene de (1.22) €s/que,
después de reescalar cada componente del espacio d-variado por el factor /2, los N := n +

m vectores de datos de C,(d) U C_(d) estan asintéticamente localizados en los vértices de un
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N-poliedro convexo en el espacio (N — 1)-dimensional, donde este poliedro tiene N vértices y
N(N —1)/2 aristas. Justamente n de los vértices son los puntos limites de los n vectores de datos
de C(d) y'Sor'los vértices de un n-simplex de aristas de longitud 2'/2¢. Los otros m vértices son
los puntos 1imit€s.de los m vectores de datos de C_(d) y son los vértices de un m-simplex de aristas
de longitud 2'/27: Las longitudes de las aristas en el N-poliedro que unen un vértice derivado de
un dato de C(d) a uno derivado de un dato de C_(d) son todas de longitud ¢. En la Figura 4 se

ilustra la estructura geométriCa asintotica, considerando el caso en que n = m = 2.



Capitulo?2

Meétodos de Clasificacion Binaria

En este capitulo se aborda una descripcion, tanto en el contexto general asi como bajo la
representacion geométrica asintética, de lesymétodos de discriminacion binaria que son conside-
rados en el tema central de esta tesis. El material que aqui se expone estd basado principalmente
del trabajo realizado en Bolivar-Cimé y.Marren(2013). Para un estudio mds profundo de estas
metodologias estadisticas se pueden comSultar las‘teferencias Scholkopf y Smola (2002), Izenman
(2008), Marron et al. (Febrero-2007), y Ahny-Marron”(2004).

A continuacién se definen los términos’y tipos de-datos que serdn contemplados en las sec-

ciones posteriores de este capitulo. Considere pues.el siguiente'conjunto de datos de entrenamiento
(X1,01), (X2,02), ..., (Xn,0n) (2.1

donde X; € R?y 6; € {—1,1},parai = 1,2, ..., N. Se tiene asi, en particular, dos clases de datos:
Co={X", X5, .. Xy . ={X{,X;,.., Xy} (2.2)

correspondientes a los vectores con las etiquetas §; = 1y §; = —1, respectivamente;y N = n+m.
Sea X = [X7, Xs, ..., Xv] la matriz de tamafio d x N, cuyas columnas son ptecisamente
los datos de entrenamiento, y sea § = (&y, 0, ...,dn) " el vector de las etiquetas corréspendientes.

Se definen los siguientes términos:
= Xy X~ son las submatrices de X correspondientes a C, y C_, respectivamente.

= A es la matriz diagonal de N x N con los elementos de J en su diagonal.

21
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= 1g°s el vector g-dimensional de unos.

Definicion 2:0.1. El conjunto de datos dado en (2.1) es linealmente separable si existe un hiper-
plano tal que todos los datos de la clase C. estdn de un lado y todos los datos de clase C_ estdn
del otro lado. Un hiperplano que cumple esta propiedad es llamado un hiperplano separante del

conjunto de datos de entrenamiento.

Observacion 2.0.1. De la'seccion 4.1 de Hall et al. (2005) se obtiene que una condicion suficiente
para que los datos dados en\(2.1) sean linealmente separables casi seguramente es que d > N 'y

las distribuciones de las clases C{ 'y C_ tengan una densidad de probabilidad continua.

= Debido a la Observacion 2.04, se asume en esta tesis que los conjuntos de datos a utilizar son
linealmente separables, y por énde, las descripciones que se dan enseguida de los métodos

de clasificacion binaria se exponen para el caso de datos linealmente separables.

Suponga pues que existen un vector &/ € R? y un escalar 3 tales que cumplen lo siguiente:

UTX¢#46-< -1 si 6, =—1,
(2.3)
UTX,+BE&1 si 7=l
Resultando asi que el hiperplano
U'Z+B8=0 (2.4)

es un hiperplano separante del conjunto de datos de entrenamiento dado en (2.1).

2.1. Mean Difference (MD)

El hiperplano separante que elige el método mean difference (MD), el cual.se puede estu-
diar con mas detalle en la Seccién 1.2 de Scholkopf y Smola (2002), es aquel que biseea ortogonal-
mente al segmento de recta que une a los dos centroides o medias muestrales de las dos clases. En
términos matematicos, esto quiere decir que si las medias muestrales de las clases C; y C_ estdn

dadas por

X, = %ixﬁ y  X_= %ZX;,
i=1
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respectivamente, entonces el hiperplano MD tiene como vector normal unitario e intercepto, res-
pectivamente, a

X, - X_ (XX
U, — = Ul [ == 2.
0— HX+ _H y 50 0 ( 9 > ) (2.5)

y biseca al segmenfo que une a X | y X_. Observe asf que el vector normal del hiperplano MD es

la diferencia entre dos puntos de las envolventes convexas de las dos clases.

Hiperplano MD bajo la representacion geométrica asintética

Bajo la representacion geométrica asintética que fue descrita en el dltimo parrafo del ca-
pitulo anterior, resulta que las envolventes convexas de las clases C, y C_ son precisamente el
n-simplex y el m-simplex, respectivamente. Desde luego, en este contexto se cumple también, que

12 y hacer d 400, las medias muestrales X ; y X_ convergen en pro-

después de reescalar por d~
babilidad a los respectivos centroides de estos simpleces, a los cuales se les denotard como C', y
C_, respectivamente. Asi por ejemplogpara el cason = m = 2, el hiperplano MD en el 4-poliedro

queda definido como se muestra en la Figura 1.

X,

Figura 1: Hiperplano MD en la representacion geométrica asintotica (4-poliedro) de las ¢lases

CiyC_,enelcason =m = 2.
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2.2. Support Vector Machine (SVM)

El método support vector machine (SVM), propuesto por Cortes y Vapnik (1995), es una
de las metodologias mds populares que se ha desarrollado para abordar problemas de clasificacion.
A grosso modo}_en este caso linealmente separable, el método SVM consiste en encontrar un
hiperplano separante que maximice las distancias del hiperplano a los vectores mds cercanos de
cada clase. En término§S matematicos esto se expone como sigue.

Observe que las desigualdades dadas en (2.3) se pueden escribir de manera equivalente
como

& (U X +B) > 1, i=1,2,..,N. (2.6)

A los vectores X; que satisfacen la igualdad en (2.6) se les conoce como vectores soporte. Esto es,

los vectores soporte son los vectores de€ntrenamiento que pertenecen a uno de los hiperplanos
U'Z+B=-1 o U'Z4+p=1. (2.7)

Sean p, y p_ las distancias mdsceortas entre' el hiperplano separante dado en (2.4) y los
datos en las clases C y C_, respectivamente..El margen'del hiperplano separante (2.4) es definido
como p = p; + p_. Asi, de manera equivaleénte; este margen queda determinado por la distancia

que hay entre los hiperplanos dados en (2.7), la ¢ual estd dada por

2

S 2.8
o] (2:5)

p

Debido a que se estd considerando el caso linealmente separable, entonces el hiperplano separante
6ptimo o hiperplano SVM
U'Z+p=0

es el inico hiperplano separante con margen maximo. De este modo, el hiperplano. SVM maximiza
(2.8) sujeto a la restriccidn (2.6), o equivalentemente, el hiperplano SVM resuelve.€l problema de

optimizacion

minimizar
(2.9)

sujetoa  §; (UTXi —i—ﬁ) >1, i=1,2,...,N.
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En la Subseccién 11.2.1 de Izenman (2008) se ve que el vector 6ptimo del problema (2.9)

puede set encontrado usando multiplicadores Lagrangianos, y estd dado por
U = XA0O, (2.10)

donde ©; = (O(\O, ,,...,0 N,l)T es la solucién al problema de optimizacién

. 1
maximizar 1,0 — 5 | XA,
@.11)
sujetoa © >0, OTd=0.

Alli se muestra ademds que ©,; # J0 Unicamente si X; es un vector soporte, y asi, de (2.10) se
concluye que U; es una funcion lineal de los vectores soportes tinicamente. Dado que los vecto-
res soportes satisfacen una de las igualdades dadas en (2.7), se tiene que la ordenada al origen

(intercepto) (3; puede ser tomada como
/81 N 51 - U1TX27

para cualquier vector soporte X;.
De manera equivalente, se ha visto que reselver.el problema (2.11) es lo mismo que dar

solucién al problema de optimizacién

2

maximizar 5

HXA(:)‘

(2.12)
sujetoa 1T ©F =17 0 =1, 6+.6- >0
donde O+ y O+ son los subvectores de © correspondientes a las clases C \y*C_, respectivamente.
Se puede observar que XAO = XTOt — X‘@_; por lo cual resulta claro de/(2.12) que se estd
minimizando la distancia entre puntos de las envolventes convexas de las clases.C4 y C_. Por lo
tanto, si @1 resuelve el problema de optimizacion (2.12), entonces el vector normal dél hiperplano
SVM puede ser tomado como
U, = XA6, = X6 — X 67,

que es la diferencia entre los dos puntos mds cercanos de las envolventes convexas de las clasesC.

y C_, y es proporcional al vector U; dado en (2.10).
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Hiperplano SVM bajo la representacion geométrica asintética

Debido a que, respectivamente, las envolventes convexas de las clases C; y C_ son pre-
cisamente el'n:8implex y el m-simplex, se tiene entonces que la proyeccion del hiperplano SVM
(d — 1)-dimensignal en el hiperplano (/N — 1)-dimensional que es generado por los datos, es dado
asintéticamente por elainico hiperplano (N — 2)-dimensional que biseca cada una de las aristas de

longitud ¢ en el N-poliedro (véase la Figura 2).

Observacion 2.2.1. En este contexto asintotico se puede ver que el hiperplano SVM divide exacta-
mente en la misma forma al espacio en que lo hace el hiperplano MD, por lo cual estos hiperplanos
satisfacen las mismas propiedades ypueden ser identificados como iguales bajo la representacion

geométrica asintotica. Esto es ilustradoen las figuras 1 y 2.

Figura 2: Hiperplano SVM en la representacion geométrica asintotica (4=poliedro) de las clases

CryC_,enelcason =m = 2.

2.3. Distance Weighted Discrimination (DWD)

El método de discriminacién binaria, distance weighted discrimination (DWD), fue’pro-
puesto por Marron et al. (Febrero-2007), a raiz de que en el contexto de datos de dimension alta

observaron que la proyeccion de los datos sobre el vector normal del hiperplano SVM produce
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acumula€ion sustancial de datos, lo cual puede afectar el rendimiento de la generalizacion en el
sentido de_qué tan bien se pueden discriminar nuevos datos con la misma distribucién. El método
DWD evitd este, problema de apilamiento de datos y hace una generalizaciéon mejor. Este método
encuentra un hiperplano separante que minimiza la suma de los reciprocos de las distancias de los
datos de entrenamiento al hiperplano. De este modo todos los datos de entrenamiento contribuyen
en la busqueda del hiperplano DWD, siendo los datos mds cercanos a este hiperplano quienes apor-
tan mds informacion. Ef est€ caso linealmente separable, este método puede ser descrito como se
expone enseguida.

Defina el residual del 7=€simo vector X; como
pi=0,(U'X;+ ), (2.13)

que es precisamente la distancia signada deX; al hiperplano separante U ' Z+ /3 = 0. El hiperplano
DWD
U, Z 44859=0

resuelve el problema de optimizacién

mifiimizar E —,

sujetoa  ||U||=1, p; >0, 1=1,2, 4 N.

Mostrando asi que todos los datos de entrenamiento aportan informacion en la busqueda del hi-
perplano DWD, siendo los mas cercanos al hiperplano separante (2.4) los gue influyen més. Como

puede ser visto en Marron et al. (Febrero-2007), el vector 6ptimo estd dade.por

XAO,

Uy = =220
C X468,

donde ©, = (@172, ©,,,., 0 m)T es la solucién al problema de optimizacién

maximizar 21;\/@ — ||XAB|],
(2#14)

sujetoa O >0, O©T5=0;
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con v/@7enotando al vector cuyas componentes son las raices cuadradas de las componentes de
©. Noteque.el problema (2.14) es similar al problema de optimizacién (2.11) que corresponde al
método SVM#Sin embargo, aqui se consideran todos los residuales, los cuales estin dados por

1
Pi = )
V Oiz2
De este modo, por la igualdad (2.13), se obtiene que el intercepto 32 puede ser calculado como
0i

i,2

i=1,2,.., N.

BQ = UQTXM

para cualquier vector Xj.
Andlogamente al caso del método SVM, en Marron et al. (Febrero-2007) se muestra que el

problema (2.14) es equivalente al problema de optimizacién
= —\ 2
(1; Vor+1T \/@—)

‘X+@)+ _ X*@*H ’

maximizar

(2.15)

sujetoa 1]0L=1T @ =1 O7.6" >0.

De manera que se estd minimizando la diStaneia entre¢”puntos en las dos envolventes convexas de
las clases C y C_, pero divididos por el cuadrado de la‘stima de las raices cuadradas de los pesos
convexos. Por lo tanto, si ©, es la solucidn al preblema de 6ptimizacion (2.15), entonces el vector

normal del hiperplano DWD es proporcional a U = X0} —X ©; .

Hiperplano DWD bajo la representacion geométrica asintética

Observe la Figura 3 para analizar las propiedades del hiperplano®DWD bajo este contexto
asintdtico. Evidentemente, el segmento de recta que une a los centroides C'; y C. del n-simplex
y del m-simplex, respectivamente, es ortogonal a los subespacios lineales que somngenerados por
estos simpleces. De modo que el hiperplano DWD debe ser ortogonal a este segmentoe. Sea () un
punto cualquiera en el intervalo C', C'_. Se verd qué condicioén debe cumplir () para quéwiva en el
hiperplano DWD.

Debido a que el n-simplex es ortogonal al segmento C', C_, todos los vértices de”este
simplex estdn a una distancia o del hiperplano que pasa por () ortogonalmente a C'; C_. Andlo-

gamente, todos los vértices del m-simplex estdn a una distancia -y del hiperplano que pasa por ()
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ortogopdlmente a C', C'_. El hiperplano DWD minimiza — > 0, sujeto a la restriccion de
at

que « + €5, constante. No es dificil ver que este minimo satisface la igualdad

v

1(a+1)
a (”) . (2.16)

m

Esto da la ubicacién del hiperplano DWD. Es el hiperplano que es ortogonal a C'; C_ que pasa a
través del punto (), elcual satisface la condicién (2.16). Note aqui que o = y si y solo si n = m.

En este caso, los hiperplanos SVM y DWD coinciden.

Figura 3: Illustracion de las propiedades del Hiperplano DWD enfla representacion geométrica

asintdtica (4-poliedro) de las clases Cy y C_, en el cason = m = 2. 8qui Q = (Cy + C_) /2.

2.4. Maximal Data Piling (MDP)

En Ahn y Marron (2004) es estudiado con mds detalle el método maximalydata piling
(MDP), el cual fue exclusivamente disefiado para abordar problemas de clasificacién _binaria que
involucren datos de dimensién alta. Es necesario asumir que d > N — 1 y que el subespacio
generado por los datos de entrenamiento tiene dimensiéon N — 1. Bajo estas hipétesis es posible
encontrar una direccion (vector) sobre el cual las proyecciones de los datos de entrenamiento caen

unicamente en dos puntos distintos, uno por cada clase; esto es, las proyecciones de los vectores
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de la clase C, resultan ser iguales a un mismo punto, y andlogamente para las proyecciones de los
vectores deda clase C_. El vector normal del método MDP es la direccién para el cual la distancia
entre estos‘dos”puntos resulta ser maxima.

Para exponer como construir el hiperplano separante que elige este método, considere la
matriz R = [)N(Jr, }2_] , donde X+ y X~ son las versiones centradas de X+ y X respectivamente,
esto es,

XKN2Xt-X,1] y X =X -X_1].
La matriz proyeccion siméftrieassobre el complemento ortogonal del espacio columna de R estd
dada por Q =1; — RR/, donde R s la inversa generalizada de Moore-Penrose de R; véase el
Apéndice A de Ben-Israel et al. (2003) para mds informacién sobre R
El hiperplano MDP
U7 + B3 =0
tiene la propiedad de que su vector nopmal unitario Us es la direccién para el cual las proyecciones
de las dos medias de las clases tienen‘distancia maxima, sujeta a la condicién de que la proyeccién
de cada uno de los vectores de cada una.de las clases eae sobre el mismo punto que la proyeccion
de la media de dicha clase. En términos matematicos,Se tiene que Us resuelve el problema de
optimizacién
maximizar (U T Uo) 2,
(2.17)
sujetoa RTU =0, U'U =1,

donde Uy = X, — X _ es el vector normal del método MD. En Ahn y Marton (2004) puede ser

visto que la solucién al problema (2.17) esta dada por

_ QU
1QUs||

lo cual deja ver que el vector normal del método MDP, Us, es ortogonal al subespaeio (N —

Us (2.18)

2)—dimensional generado por las columnas de R. Mas aun, (2.18) es también equivalente a

~ ~_\T
" <XXT) Us

)

) H(ﬁv)*%
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donde X’es la versién centrada de la matriz de datos inicial X. Por lo tanto, Us pertenece al

subespatiof /N — 1)—dimensional generado por todos los vectores centrados.

Hiperplano MDP bajo la representacion geométrica asintética

En el contexto de la representacién geométrica asintdtica, como se puede consultar en
Bolivar-Cimé (2021);‘elsvector normal del hiperplano MDP tiende a tener la misma direccion que
el vector normal del hiperplano MD cuando d — oc. De manera que, al tomar el intercepto como

X, +X_
B3 = —U3T ( %) , Iosshiperplanos MD Y MDP coinciden en este contexto asintético.

2.5. Probabilidades de-Clasificacion Correcta

Asuma en esta seccién que las clases C, y C_, dadas en (2.2), son independientes y que
satisfacen las condiciones del Teorema 1.24Esto es, la representacion geométrica asintética se
cumple para estas clases. Debido a €sta estructura-geométrica en los datos, por Hall et al. (2005) y
Qiao et al. (2010), se tienen los siguientes resultades acerca del comportamiento asintético de los
métodos de discriminacién binaria MD, SVM; DWD y*MDP, en términos de las probabilidades de
clasificacion correcta.

Agregue ahora un nuevo dato al espacio R?; éste débe-ser independiente de los datos en

C, UC_ y tener la distribucion de la poblacién C, o de la pobla¢ion C_.

Teorema 2.5.1. Suponga que o/n > 72/m. Si ¢* > o*/n — 7%'m) entonces la probabilidad
de que un nuevo dato proveniente de la poblacion C. o de la poblacién, C_ sea correctamente
clasificado por el hiperplano MD, SVM o MDP converge a 1 cuando d 3 )0c. Si ¢ < o%/n —
72 /m, entonces con probabilidad convergiendo a 1 cuando d — oo un nuevo dato,proveniente de
cualquiera de las dos poblaciones C, o C_ serd clasificado por el hiperplano MD) SVM o MDP

como perteneciente a la poblacion C_.

Demostracion. Dado que bajo la representacién geométrica asintética los hiperplanos MD,
SVM y MDP coinciden, se dara entonces la prueba de este resultado considerando al hiperplano
MBD. Denote pues al nuevo dato por X, y suponga que tiene la distribucién dada en C,.. La repre-

sentacion geométrica asintdtica dice que, cuando d — oo, la distancia de X a cada X;L e Cy,
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reescalada por d~'/2, converge en probabilidad a (202)'/?; y la distancia de X a cada X; € C_,

1/2_ converge en probabilidad a ¢ = (0 + 72 + ¢?)'/2.

reescaladapor d~

Recuerde que los términos n-simplex y m-simplex denotan a los simpleces limites de las
clases C; y C=} respectivamente. La distancia al cuadrado de cualquiera de los vértices del n-
simplex a su centroide C'; es igual a

(1—n"o (2.19)

Para ilustrar esto, tome '¢% = 1 y represente al n-simplex en el espacio euclideano n-variado a
través de sus vértices en lo§ puntos canénicos (1,0, ...,0),(0,1,...,0)...,(0,0, ..., 1). Entonces el
centroide del n-simplex es C', = (n3!,...,n~!), y asi, la distancia al cuadrado de éste a cualquiera
de los vértices esiguala (1 — n )2 4(n —1)n 2 =1—-n"1.

Sea X’ € R un punto cuya.distancia a cada vértice del n-simplex es p. Entonces X',
cualquier vértice V' y el centroide C', delissimplex son los vértices de un tridngulo rectangulo

cuya hipotenusa es el segmento de recta que une a los vectores X'y V. Luego, por el teorema de

Pitagoras, la distancia al cuadrado de/X’a C', estdgual a
P (1 — niHa?. (2.20)

El nuevo dato X es correctamente clasificado si y*Solo si estd mds cercano al centroide C',
del n-simplex que al centroide C_ del m-simplex..Debido“a do~obtenido en (2.20), la distancia al

cuadrado de X a C'; y a C_ es igual, respectivamente, a
20 — (1—n"Ho? = (1+n 1o, (2.21)
CF—Q-m Y= +m I+ (2.22)

De esta forma, X estard mds cercano al n-simplex y por consiguiente correctamente clasificado

1 1

si (1+n"Ho? < o+ m 172 + 2, es decir, si 2 > n~'o? — m~172; y estard mds cercano al

2 1.2

m-simplex, y por lo tanto mal clasificado, si ¢> < n=to? — m~172.

Hasta aqui no se ha considerado cual de los dos niimeros o/n y 72/m es mayor. Asuma
pues que 0?/n > 72/m. El argumento anterior dice cuando un nuevo dato de la poblacién C.
serd clasificado correctamente. Para un nuevo dato de la poblacién C_, el argumento andlogo Co-
rrespondiente dird que dicho dato sera correctamente clasificado si ¢ > m~!'72 — n~'0?. Debido

a que el lado derecho de esta dltima desigualdad es siempre negativa (pues o2/n > 72/m), se
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tiene entonces que ¢* > m~'7% — n~1o? siempre se cumplird. De este modo, un nuevo dato de la

poblacién €t sera siempre clasificado correctamente. A

Comosya se ha observado, cuando los tamafios muestrales n y m son iguales, el hiperplano
DWD coincide*Con el hiperplano SVM. Por lo cual, si n = m, entonces el hiperplano DWD
satisface también el*Teorema 2.5.1. En el caso general, si n es no necesariamente igual a m, se

tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.5.2. Sea q >"0-y asuma que se cumple que o*/n1t2/@T) > 72/ la+2)/(at]) g
2 > (m/n)Y @ Va2 /n — 72 Ji, entonces la probabilidad de que un nuevo dato proveniente de la
poblacion C o de la poblacion C_ sea correctamente clasificado por el hiperplano DWD converge
alcuando d — co. Si ¢ < (m/n)/ V% /n — 1% /m, entonces con probabilidad convergiendo a
1 cuando d — oo un nuevo dato proveniente de cualquiera de las dos poblaciones serd clasificado

por el hiperplano DW D como perteneciente)a la poblacion C_.

Demostracion. Aplique lo obtgnido en (2.20) al caso en que X' es uno de los vértices del
m-simplex. La distancia al cuadrado de<X’ a cualqtiier vértice del n-simplex es ¢? = 02 + 72 + 2,

y asi por (2.20), la distancia al cuadrado'de X' al centroide C', del n-simplex es
A+ - (1o =+ 7+ A (2.23)

Esto es cierto para cualquier vértice X’ del m-simplex. El mismo andlisis dice que el cuadrado de

la distancia de C'; al centroide C'_ del m-simplex es
AAn+m+E -1 -—m Y =c*/n+1)m+ A (2.24)

Suponga ahora que el nuevo dato X tiene la distribucion dada en C. y que€sjindependiente de los
datos en C, U C_. Debido al andlisis anterior, las distancias entre X y los centroides C'; y C"_ son
conocidas, es decir, las longitudes de las aristas del tridngulo dado en la Figura4 son conocidas.
En este figura, el punto ' es la proyeccion ortogonal de X sobre el segmento defecta C,C_, la
constante h es la distancia de X a (), y las constantes o’ y +' son las distancias de Q*aC, y C_,

respectivamente. De modo que se obtiene
(@) +h*=(1+n1)o?, (2:25)

(V) +h? =0 +7%/m + &, (2.26)
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X
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C+ t'l’rf ‘Q ¢

Figura 4: Proyeccionlortogonal del nuevo dato X sobre el segmento C'.C'"_.

(' +4) =0 /n+ 72 /m + . (2.27)

Restando la ecuacion (2.26) a la ecuaciond2.25) se tiene que
()? — () i=w?/n — 7% /m — . (2.28)

Sumando las ecuaciones (2.27) y (2.28),y posteriormente restando la ecuacién (2.27) a la ecuacién

(2.28) se obtiene, respectivamente que
Oé/<Oé/ a? ’YI) —_ 02/7%
V(' +9) =77 /m+ A,

de lo cual se deduce que
/

o  o°/n
,7/ o 7—2/m + c2’
De acuerdo a la condicién (2.16), si () es el punto donde el hiperplano DWD se interseca
perpendicularmente con el segmento de recta que une a C'; con C'_ y, si &'y <y son las distancias

de @ a C, y C_, respectivamente, se debe cumplir entonces que

« < n >1/ (g+1)
v \m '
Por consiguiente, el nuevo dato X sera clasificado correctamente (en la clase €) por el

/

hiperplano DWD si y solo si 2/ < g, es decir, si
Y Y

5 m 1/(g+1) (0‘2> T2
@) ()5
n n m
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y en caso contrario serd clasificado incorrectamente (en la clase C_).
El andlisis realizado hasta aqui dice cuando un nuevo dato de la poblacién C, serd correc-

tamente clasificado (o incorrectamente clasificado) sin suponer que
JQ/n(q+2)/(q+1) > TQ/m(qu?)/(qul)_ (2.29)

Suponga ahora que (2¢29) se cumple y que el nuevo dato X proviene de la poblacién C_. Note que
en este caso el argumento-andlogo correspondiente dird que X serd correctamente clasificado si
1/(g+1) (72 2
2> <ﬁ> (T—) _Z (2.30)
m m n

Observe que de (2.29) Se obtiene que

2 /m m\ 1/(g+1)
< ()

g?in — \n ’
y asi, para cualquier ¢ > 0 se tiene que
2 /m 2 /m mA 1/(a+1)
< < <—> ;
o/n+c? To¥/n n

de lo cual resulta claro que (2.30) Siempre se eumple, concluyendo asi que cualquier nuevo dato
X de laclase C_ sera correctamente clasificado siemipre por el hiperplano DWD. A

Como es mencionado en Bolivar-Cimé (2021)note que si n = m y o = 7, entonces para
cualquier ¢ > 0, los métodos MD, SVM, DWD'yIMDP as€guran una clasificacion asintéticamente
correcta para cualquier nuevo dato de cualquiera de las dos peblaciones. Por otro lado, si n # m
6 0 # T, entonces los métodos MD, SVM y MDP pueden tereryun comportamiento asintotico
diferente al método DWD, en términos de las probabilidades de clasificacion correcta. Por ejemplo,
haciendo

=TTy = (M)
n

y suponiendo que m > n'y o2/n > 7%/m, entonces M; < M,y si M; < ¢* < M, se tiene por el
Teorema 2.5.1 que los métodos MD, SVM y MDP logran una clasificacion asintticamente correcta
para un nuevo dato de cualquier poblacién, mientras que el método DWD asegura una clasificacion
asintéticamente perfecta para la poblacion C_ y una clasificacién completamente in€orrecta para
la poblacién C... Lo cual muestra que los métodos MD, SVM y MDP poseen una ventaja'sobre el
método DWD bajo la representacion geométrica asintotica, puesto que los tres primeros métodos
clasifican correctamente un nuevo dato de cualquier poblacion para un rango mds grande de valores

de c.



Capitulo3

ClasificacionrMulticategoria

Los métodos de clasificacion binaria pueden ser generalizados de varias maneras para resol-
ver problemas de clasificacién multiclase grmulticategoria. Una estrategia para resolver problemas
de clasificacion multicategoria consiste en llevar a cabo una serie de problemas de clasificacion bi-
naria. Algunos ejemplos son el método_One-Versus-One (OVO) y el método One-Versus-The Rest
(OVR). Una segunda estrategia toma a toda la poblacion de forma simultdnea y considera a todas
las clases en una sola. Es decir, en los métodos de clasificacion multicategoria, se construyen va-
rios clasificadores binarios o bien se resuelve un problema de optimizacion grande que envuelve a
todas las clases al mismo tiempo; esto puede ser.consultadé por,ejemplo en Huang et al. (2010) y
Huang et al. (2013).

En un problema de clasificacion multicategoria se tiene un’cenjunto de datos de entrena-

miento que consiste de /N observaciones
(Xla 51)7 (X27 52)7 ey (XN7 6N)

Aqui X, € R? representa un vector, 6, € {1,2,..., K} denota el correspondiente-indice de clase
o categoria, y K > 3 es el total de categorias. Se asume que los vectores (X, 8,) son vectores
aleatorios independientes y distribuidos de acuerdo a alguna funcién de distribuciéndesconocida
P(X, ). El objetivo es construir una regla de clasificacion ¢(X) : RY — {1,2, ..., K}} la cual

pueda ser usada para predecir el indice de la clase para un nuevo dato X.

36
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3.1. .-One Versus One (OVO)

Asuma que se tiene un método de clasificacién binaria, ya sea MD, SVM, DWD o MDP;
entonces para extender este método al caso multicategoria utilizando la estrategia OVO, se cons-
truyen K (K — 1) /2 clasificadores binarios de este tipo, cada uno de los cuales clasifica a los datos
de dos de las clases. Bl ¢lasificador (i, j) es construido con los datos de la i-ésima y j-ésima clase.
Existen varios métodos para combinar los resultados de los K (K — 1)/2 clasificadores, uno de los
mas utilizados es la estrategia de votos mdximo ganador de Friedman. Para un nuevo dato X, se
calcula primero el total de votos para cada clase, evaluando a X en todos los clasificadores binarios
construidos previamente. Si el clasificador (4, 7) dice que X pertenece a la i-ésima clase, entonces
el total de votos de esta clase se inerémenta en uno; de otro modo el total de votos de la j-ésima
clase se incrementa en uno. Entonces el nuevo dato X es clasificado en la clase con mayor nimero
de votos.

En Huang et al. (2010) y Huangret al.((2013) se menciona que, en el caso del método DWD,
para el (i, 7)-ésimo clasificador, que‘es_eonstruido/con los datos de la i-ésima y j-ésima clase, se

resuelve el problema de clasificacion binaria

1 .
min ot M fﬂ) :
Ui j,Bi,5,59 Z <P 3

rib =0 8=j
sujetoa  p, = (U, X, + Bi;) +&7 para'ctalque 6, =i,
pr=—(U5LX, + Bi;) + &7 parartal gue 6, = j,

U’LTJUZ’] S 17 Pr Z 07 fi,j 2 07

donde las variables %7 son perturbaciones no negativas y M > 0 es un parduietro de penalizacion.

Si se tiene un nuevo dato X, se calcula el total de votos para cada clase, evaluando el
dato en todos los clasificadores construidos. Por ejemplo, si sign {UiTjX + Bi’j} indica que X estd
en la i-ésima clase, entonces el total de votos de la i-ésima clase es incrementado en uno; de lo
contrario el total de votos de la j-ésima clase es incrementado en uno. Entonces el nuevo'dato X es
clasificado en la clase con mayor nimero de votos. En caso de empate de votos para varias-<clases,
se toma la convencion de seleccionar la clase con la suma méaxima de las distancias de X(a los

hiperplanos separantes que clasificaron a X en esa clase.



3.2 One Versus The Rest (OVR) 38

3.2. .One Versus The Rest (OVR)

Para_extender alguno de los métodos de clasificacion binaria MD, SVM, DWD o MDP al
caso multicategoria mediante la metodologia OVR, se construyen K clasificadores binarios, cada
uno construido para distinguir (o clasificar) los datos de una categoria con los datos de todas las
categorias restantes.,Ctiando se desea clasificar un nuevo dato, los K clasificadores son corridos y
la clase del clasificadof cen respuesta mas grande es elegido.

Como puede verse en Huang et al. (2010) y Huang et al. (2013), en el caso de DWD, para el
1-ésimo clasificador DWD, elicuales construido con los datos de la i-ésima categoria, asigndndoles
un indice positivo (+1), y a los dates de las categorias restantes, asignandoles un indice negativo
(—1), se resuelve el siguiente problema de optimizacion:

N oy '
iy ( —+ M 5) ,
UM\ pr
suietoa  p, = (UMK, +B;) + & parartalque 6, =1,
pr = — (UKot 3;) #& parartalque 6, # 1,
UTUI< 1, pi=0, ¢ >0,

donde las variables £’ son perturbaciones no negativas y M, 0 es un pardmetro de penalizacidn.
Después de resolver el problema de optimizacion anterior para cada clase, hay A funciones
de decision y entonces se dice que el nuevo dato X estd en la clase que tenga el valor més grande de
la funcién de decisidn, es decir, la clase de X tiene indice igual a Arg miaix {UZTX + 5; } Observe
que el signo de U," X + f3; determina si X estd de un lado o del otro del hiperplano U," Z + 3; = 0;

si es positivo se clasifica en la clase ¢ y si es negativo se clasifica como perténeciente al resto de las

clases. Ademas, U, X + ﬂi‘ es andlogo a la distancia de X al hiperplano U," Z & ;, la cual estd
Ui
linealmente separables y M es suficientemente grande, entonces la solucion optima de U; tendrda

dada por . Como puede verse en Marron et al. (2007), si los datos genestrictamente

longitud igual a 1. Por lo tanto, se cumple lo siguiente.

Observacion 3.2.1. En el caso estrictamente separable, si el método OVR clasifica al nuevo dato
X en la clase i fue porque la distancia signada de X al hiperplano U.' Z + 3; = 0 fue la mdxima

entre todas las distancias signadas de X a los hiperplanos U jTZ +Bj=0,paraj=1,2,.. K.



3.3 Un solo Problema de Optimizacion 39

3.3. .AUn solo Problema de Optimizacion

Come ya ha sido mencionado, una segunda estrategia para generalizar un método de clasi-
ficacidn binaria al caso multicategoria consiste en llevar a cabo un solo problema de optimizacién
que envuelva a todas las clases al mismo tiempo. En Huang et al. (2010) y Huang et al. (2013)
se propone cOmo usaf esta estrategia para generalizar el método DWD al caso multicategoria. A
continuacion se presentasen que consiste este método denominado Multiclass Distance Weigthed
Discrimination (MDWD).

Una de las formas mds naturales de representar a un clasificador multicategoria, es intro-
duciendo un vector de funcionescde“decisiéon f = (f1, fo, ..., [k ), donde cada componente repre-
senta a una clase. Para un nuevo daté X, su clase es estimada mediante la regla de clasificacién
5 = Arg mléx fi(X), donde f;(X) = U, X,+ $3;. Se denotard por U a (Uy, Uy, ..., U) y se consi-

K
derard que ||U||* = Z UL

En el caso bilz;;io, un dato (X4 es clasificado erréneamente si el margen ¢ f(X') es menor
que 0, donde f(X) = U X + (. Recuefds que efi el caso de clasificacién binaria, § solo toma los
valores +1y —1,y f(X) es positivo si el'dato X estdg’del mismo lado del hiperplano que la clase
+1 y es negativo si X estd del mismo lado delthiperplane’que la clase —1.

En el caso multiclase un punto (X,¢) es_elasificadoserroneamente por el clasificador f
sid # Arg miéux fi(X), es decir, si alguna componente de g( f(X),0) es menor que cero, donde
g(f(X),8) ={fs(X) — fi(X) : 1 +# 6}. Que alguna componentesde.g(f(X),0) sea menor que
cero significa que f;(X) > fs(X) para alguna i # ¢. Por lo tanto, una extension natural de un
clasificador basado en el margen, del caso binario al caso multiclase, essfeemplazar el funcional
margen ¢ f(X) por el funcional margen general g(f(X), ). Una manera natural\de hacer esto, es
formular el método MDWD en términos del siguiente problema de optimizacion:

N
min Y3 (o + 00 ).

=1 iz i
sujetoa pj; = f3(Xy) — fi(Xy) + & para 0, =, i# ]

K K
Py =0, &0, Y Ui=0, > 8;=0, [[UF<1L
=1 =1

Note que la contribucién del r-ésimo individuo del primer término en la funcién objetivo
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es la sumta de los inversos de las diferencias entre f5 (X)) y todas las otras funciones discriminantes
evaluadas en X,. El pardmetro M en el segundo término controla la penalizacién en las variables
f[j; las cualessfepresentan la cantidad de violacidn de clasificacion. Similarmente al caso de clasi-
ficacion binaria; el problema de optimizacidn anterior puede ser reformulado como un problema
convexo de segunide‘orden (SOCP). Si K = 2, puede ser mostrado que este problema se reduce al
método binario DWD.original.

Para SVM, la extensiOn del caso binario al multicategoria no es unica. Algunas formas de

hacerla son propuestas por €rammer y Singer (2000), Lee et al. (2004) y Weston y Watkins (1999).

3.4. Comportamiento Asintotico de los Métodos

En esta seccion proporcionamos nuestros resultados que explican las propiedades asint6-
ticas de las versiones multicategoria de los' métodos MD, SVM, DWD y MDP mediante la meto-
dologia OVO, denotados por OVO-MD, OVO-SVM, OVO-DWD y OVO-MDP, respectivamente.
Abordamos también el comportamient0_ asitdtico de la version multicategoria del método MD a
través de la metodologia OVR, denotada por OVR-MDsExponemos en primer lugar la terminolo-
gia y las propiedades que deben satisfacer 10§ datos empleados en los resultados obtenidos.

Sean n, ng, ..., nk enteros positivos. SeaC; la clase d€ yectores aleatorios d-dimensionales
independientes e idénticamente distribuidos X7, para r = 1,27, n;, con vector de medias ; y
matriz de covarianzas ¥;, para j = 1,2,..., K. Asuma ademas que las clases C;, Cs,..., Cx son

independientes, y que se cumplen los siguientes supuestos:

= En cada C; se tiene la representacion geométrica asintdtica: existe @ 0 tal que

17— wll® . X7 -xI1* e,
EEL ey s Doy (3.1)

cuando d — oo, paratodar,s = 1,2,...,n; conr # s.

= Las medias poblacionales y; satisfacen

2
[l — ]

tall (3.2)

cuando d — oo, para algunas constantes ¢;; > 0y paratoda,j = 1,2,..., K coni # j.

Note que ¢;; = cj;.
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» Entre cualesquiera C; y C;, con ¢ # j, se tiene también la representacién geométrica asint6-
tica:

||X};—X§||2 P2 2 2 2

cuando d #% o0, paratodar = 1,2, ...,n; y paratoda s = 1,2, ..., n;.

En el Capitulo, 1 de esta tesis se expuso que los datos gaussianos estandar multivariados
satisfacen (3.1) y también se expusieron condiciones para que otras distribuciones satisfagan (3.1)-
(3.3). Similarmente al casa binario, si (3.1)-(3.3) se cumplen, los datos de C;, j = 1,2,..., K, son
asintéticamente los vértices deam n;-simplex cuando d tiende a infinito. Mas atn, los datos de
cualesquiera dos clases C; and C ¢ j, son asintéticamente los vértices de un (n; + n;)-poliedro
cuando d tiende a infinito, donde nj de~les vértices corresponden a un n;-simplex, y los otros n;
vértices corresponden a un n;-simplex.

Observe que bajo este contexto asinttico se cumplen los andlogos a las expresiones obte-

nidas por Hall et al. (2005), dadas en«2.19), (2.22) y (2.24). Esto es, si
— - ,
X, = n—ZXg, i=12 ..K,
J r=1

se tiene que:

. — 2
X=X e (1_;> X 34)

d n;

cuando d — oo, paratoda j = 1,2, ..., K y paratoda r = 1,252/ n;.

. - |12
X —X; o2
[ - %] Lot L (3.5)
d n;
cuando d — oo, paratoda,j = 1,2,..., K coni # j y paratodar = 1,247 n;.
' KXl e, o2, 5
BN N ) (3.6)

)
d n; n;

cuando d — oo, paratoda,j =1,2,..., K coni # j.
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3.4.1. ~Probabilidades de Clasificacion Correcta via OVO

En Hall et al. (2005) y Bolivar-Cimé (2021) se mostr6é que, bajo los supuestos (3.1)-(3.3),
los hiperplafios/separantes de los métodos de clasificacién binaria MD, SVM y MDP coinciden
asintéticamente €uando la dimensién tiende a infinito; y que el hiperplano separante del método de
discriminacion binaria-DWD coincide con aquellos de MD, SVM y MDP tnicamente cuando los
tamafios muestrales desdas dos clases son iguales. Esto explica intuitivamente nuestros siguientes
dos teoremas, los cualesmos-dicen que, en la extensién de cada uno de estos cuatro métodos al
caso multicategoria via OVQ; bajo las condiciones (3.1)-(3.3), OVO-MD, OVO-SVM y OVO-
MDP tienen el mismo comportamiento asintético cuando la dimension tiende a infinito, mientras

que OVO-DWD pudiera tener un comportamiento diferente.

Teorema 3.4.1. Considere las clases Ci#] = 1,2, ..., K, como antes junto con los supuestos dados
2 2 2

o o o
en (3.1)-(3.3). Asuma que L > 22 > LK de no ser asi, renombre a las clases de tal modo
ny T2 K
que esto se cumpla.
a) Suponga que c;; > o} /n; — o’ [nj\para tod¢ par (i,j) con 1 < i < j < K. Entonces la
probabilidad de que un nuevo dato provenienté de.cualquier poblacion C;, j = 1,2, ..., K,

sea correctamente clasificado por el método OVO-MD, OVO-SVM u OVO-MDP converge a

1 cuando d — oo.

b) Suponga que cfj < o?/n; — O'JQ-/TL]' para todo par (i, j) conl X i < j < K. Asuma ademds
que c;r > cis para toda i,7,s con i < r < 8,y que ¢, > cigpara toda i, j,r,s coni < j,
1 < 1, j < s. Entonces con probabilidad convergiendo a 1 cthando d — oo, un nuevo
dato proveniente de cualquier poblacion C;, 7 = 1,2, ..., K, serd clasificado por el método

OVO-MD, OVO-SVM u OVO-MDP en la poblacion C.

Demostracion. Denote por H, ; al hiperplano MD, SVM o MDP (dependiendo,de si se usa
el método OVO-MD, OVO-SVM u OVO-MDP) construido con los datos de las clasesCy y Cs, para
r,s €{1,2,...,K}conr < s.Seai € {1,2,..., K} y sea X un nuevo dato que siga la distribucién
de la poblacién C;.

a) Debido al Teorema 2.5.1 se tiene que la probabilidad de que X sea correctamente clasi-

ficado por el hiperplano H, s, con r 6 s igual a 4, converge a 1 cuando d — oo. Existen (K — 1)
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hiperplanios H, 4, con r 6 s igual a ¢; por lo que el niimero de votos para la clase C; tiende a (K — 1)
cuando @ - oco. Dado que para cualquier otra clase C;, con j # i, se tienen (KX — 2) hiperplanos
H, ,, construidos con esta clase C; y otra diferente a la clase C;, a lo mds se tienen entonces (K —2)
votos para estalase C; cuando d — oo. De modo que la clase C; es la que tiene mayor niimero de
votos, (K — 1) en_tetal, cuando d — oo; por lo cual, la probabilidad de que X sea correctamente
clasificado en la clase.C; converge a 1 cuando d — oo.

b) En este caso, nuevamente por el Teorema 2.5.1, con probabilidad convergiendo a 1 cuan-
do d — o0, el nuevo dato X_sera clasificado por el hiperplano H, ;, con r < ¢, como perteneciente
ala clase C;; y sera clasificadospor el hiperplano H; ;, con ¢ < s, como perteneciente a la clase Cs.

Se verd que los hiperplanoS 47, x, conr < K, clasifican a X en la clase Cx. Considere pues
a los hiperplanos H, ; con r < sy r #4)% s. Suponga que estos hiperplanos H, ; son construidos
con el método de clasificacion binaria MD..De modo que, el nuevo dato X serd clasificado por el
hiperplano H,. , como perteneciente a la clase G, si la distancia de X a la media muestral X, de C,
es menor que la distancia de X a lamedia muestral X, de C,; de lo contrario X serd clasificado en
la clase C,.

Como X tiene la misma distribueidn.que X o#por pertenecer a la poblacién C;, se tiene

entonces por (3.5) que

-dlt 3
[[X =Xl y2 + D2 3.7)
d n; y

cuando d — oo, paratoda j = 1,2, ..., K con j # i.
Asi, H,, clasificard a X como perteneciente a C, si 07 + .gain+ 2. > 07 + 02 /ng + ci,,
o equivalentemente si

or /. + ¢ > 0l fng + ¢ (3.8)

de otro modo lo clasificara en C,.

Dado que r < s, entonces o2 /n, > o2 /n,. Por las hipétesis acerca de 145 constantes c;,,,,
817 < r < S entonces ¢;, > Cis; SIT < 7 < S ENtONCES C,; > Cig; S1 T < 8 < 1 entOonees.c,; > Cg;.
Asi, (3.8) se cumple en todos los casos, y se tiene entonces que con probabilidad convergiendo a 1
cuando d — 00, el nuevo dato X sera clasificado en la clase C,.

Consecuentemente, todos los hiperplanos H, g con r < K clasificardn al nuevo dato”X

como perteneciente a la clase C, y esta clase tendrd entonces (K — 1) votos, el nimero méximo
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de votos“que puede tener una clase, el resto de las clases tendran a lo mas (K — 2) votos; por lo
tanto con probabilidad tendiendo a 1 cuando d — oo, el dato X serd clasificado por el método
OVO-MD ¢omo perteneciente a la clase Ck.

Como 'yd se vio antes, bajo la representacion geométrica asintdtica de los datos, los hiper-
planos SVM Y MDP-coinciden con el hiperplano MD cuando d — oo. Por lo tanto, con probabi-
lidad tendiendo a 1 cuand6 d — oo, el nuevo dato X seré clasificado por el método OVO-SVM u
OVO-MDP como perteneciefite a la clase Cx. A

Para el método de clasificacion multicategoria OVO-DWD obtuvimos lo siguiente.

Teorema 3.4.2. Considere las clases'C;, j = 1,2, ..., KK, como antes junto con los supuestos dados
2 2

o o
en (3.1)-(3.3). Asuma que 3—1/2 > ﬁ > > %, de no ser asi, renombre a las clases de tal
ny Ny U

modo que esto se cumpla.

)1/2 o2 /n; —ajz/nj para todo par (i,j) con1 < i < j < K.

a) Suponga que cfj > (n;/n;
Entonces la probabilidad de qué un nuevo_dato proveniente de cualquier poblacion C;, j =
1,2, ..., K, sea correctamente clasificado porsel método OVO-DWD converge a 1 cuando

d — o0.

b) Suponga que c;; < (nj/ni)l/2

o? /n; —O'?/le paragtodo par (i,7) con 1 < i < j < K.
Asuma ademds que c;, > c;s para toda i,r,sconi < r K 5,y que c;, > cjsparatodati,j,r,s
coni < j,1 <, j < Ss. Entonces con probabilidad convergiendo a 1 cuando d — oo, un
nuevo dato proveniente de cualquier poblacion C;, 7 = 1,2#K, serd clasificado por el

método OVO-DWD en la poblacion C.

Demostracion. Denote por H, ¢ al hiperplano DWD construido con.10s datos de las clases
CryCs, parar,s € {1,2,...., K} conr < s.Seai € {1,2,..., K} y sea X un ndevo dato que siga
la distribucion de la poblacién C;.

a) Observe que este caso queda demostrado aplicando el Teorema 2.5.2 y los'mismos argu-
mentos empleados en la prueba del inciso a) del Teorema 3.4.1.

b) Debido al Teorema 2.5.2, con probabilidad convergiendo a 1 cuando d — oo, el.nuevo
dato X serd clasificado por el hiperplano H, ;, con r < i, como perteneciente a la clase C;; yserd

clasificado por el hiperplano H; g, con ¢ < s, como perteneciente a la clase Cs.
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Se probara que los hiperplanos H, x, con r < K, clasifican a X en la clase Cx. Consi-
dere pu€s_atlos hiperplanos H, ; con r < sy r # i # s. El siguiente argumento estd basado
principalménte’ de la prueba del Teorema 2.5.2.

Recuefrd€ que la condicién (3.1) dice que, después de reescalar por d~'/2, los vectores de la
clase C;, para j = 142, ..., K, son asint6ticamente localizados en los vértices de un n,-simplex de
aristas de longitud (20]2-) 12 Considere asf los simpleces limites correspondientes a las clases C, y
Cs, llamados n,.-simpleX y ms-simplex, respectivamente. Refiérase a la Figura 1. Sean C). y C los
centroides del n,.-simplex y-dél n.-simplex, respectivamente. Sea ()’ la proyeccion ortogonal de X
sobre la recta que une a C, con’C,. Sea h la distancia de X a (Q’, y sean o’ y 7/ las distancias de

Q' a C,y C,, respectivamente.

X
|
|
|
I

h

|
|
|
s
CS (_-]:" Q' ,Yf'

Figura 1: Proyeccion ortogonal del nuevo dato X sobre el segmento C;C..

Observe que por (3.6), (3.7) y el teorema de Pitdgoras seiene que

(@) + =0} + 0% [ng + i, (3.9)
(Y)? +h* =0l + 02 /n, + 2, (3.10)
(&' ++) =02 /n, + 02 /ng + ¢, (3.11)

Restando la ecuacion (3.10) a la ecuacidn (3.9) se obtiene que
(&) = () = 02 /ns — o2/, + ¢, — .. (3.12)

Sumando las ecuaciones (3.11) y (3.12), y posteriormente restando la ecuacién (3.11) a la ecuacion

(3.12) se obtiene, respectivamente que

20'/(@/ + ’7/) = 203/718 + 072“5 + C?s - Cz%"?
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29'(/ +9) = 207 /ny + €7 + €, — c,

de lo cualse'deduce que
/ 2 2 2 2
o  20;/ns+c,+c,—c

ir

r 2 2 2 2
Y Qar/nT + Crs + Cir Cis

Sea () elpunto donde el hiperplano H, ; corta ortogonalmente al segmento de recta que une
a C,. con (. De modo'que si « y y son las distancias de () a C; y C,, respectivamente, entonces

se debe cumplir la condieién (2.16), esto es,

1/2
a (ns ) /
8 Ny
El nuevo dato X serd clasificado como perteneciente a la clase Cj si se encuentra del mismo
/

) . .« o ) )
lado del hiperplano H, ; que Cj, es decir,si — < —,0 equivalentemente si
v Y

1/2
20—?/77’8 + 672"5 NV cz?s — C?r g /
5 5 5 5 < — ; 3.13)
20r /nT + G e — G oy
de lo contrario sera clasificado en la claseC, .

Dado que r < s, entonces 2, <((nk/n,)""¥G2 n, — o2 /n,. Por las hipétesis acerca de las

constantes Cjp,, sS1 ¢ < r < s entonces ¢;. > G;3; S1 7 <o~ S entonces C,; > Cis; S17 < 8 < 1

entonces ¢,; > cg;. De aqui se obtiene que

por lo tanto se cumple (3.13) y se tiene asi que, con probabilidad tendiendo a L«€uando d — oo, el
nuevo dato X serd clasificado en la clase C,.

Consecuentemente, todos los hiperplanos H, i con r < K clasificardn al mtevo dato X
como perteneciente a la clase C, y esta clase tendrd entonces (K — 1) votos, el niméroméximo
de votos que puede tener una clase, el resto de las clases tendran a lo més (K — 2) votos;_por lo
tanto con probabilidad tendiendo a 1 cuando d — oo, el dato X serd clasificado por el método

OVO-DWD como perteneciente a la clase Ck. A
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Note que en el caso donde n, = nparar = 1,2,..., K,sio? > 05 > -+ > 0% > 0

2
()

3.4.2, los métodos OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MDP y OVO-DWD aseguran una clasificacion

y ¢;; > (0% — 07)/n para todo (i,5) con 1 < i < j < K, por a) de los teoremas 3.4.1 y
asintéticamente Correcta de un nuevo dato de cualquier clase, cuando d tiende a infinito. Asi, en
este caso los cuattométodos tienen el mismo comportamiento asintético.

Sin embargo,.existen casos donde los pardmetros satisfacen las condiciones de a) del Teo-
rema 3.4.1 y al mismo tiempo cumplen las condiciones de b) del Teorema 3.4.2. Entonces, en esta
situacion los métodos OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MDP tienen un comportamiento asintético di-
ferente de OVO-DWD en términos de las probabilidades de clasificacién correcta. Por ejemplo,

suponga que K = 3, ng > ny > My 02 /ny > 05 /ny > 02 /n3 > 0. Sea

1/2
of o} 1 n; / o} o} L
Rij = — — —, =\ — — —, paraz <.
n; TLj n; n; TLj

Entonces R;; < M;; para todo i < j. Ademds; o3 < Ri3 < Rig < Myg < Mgy Mas < Mis.

Ast, si se eligen constantes positivas ¢15,.¢13 Y esgtales que
2 2 2 ;
Rz < i3 < Ria < ¢y < Mys, Riz< 55 < min{ Mo, Ryi3},

las condiciones de a) del Teorema 3.4.1 y b)(del Teoremas3.4.2 son satisfechas. Por lo tanto, en
este caso los métodos OVO-MD, OVO-SVM, OVO-MDP aséguran clasificacion asintéticamente
correcta de un nuevo dato de cualquier clase, mientras que OVO-DWD aseguran clasificacion
asintéticamente correcta tinicamente para datos nuevo de la clase 3 y elasificacién incorrecta para

datos nuevos de las clases restantes, cuando d tiende a infinito.

3.4.2. Probabilidades de Clasificacion Correcta: MD via OVR

Abordaremos ahora nuestros resultados acerca de las probabilidades dé clasificacion co-
rrecta del método de discriminaciéon multicategoria OVR-MD, en el contexto de dates de dimen-
sion alta. Antes de ello, introducimos algunos términos que usaremos frecuentemente.

Para j € {1,2,..., K}, definimos los siguientes términos:

K o 1 K o K
N_; = Z ny, X_; = Z X, y C_j:= U C,. (3.14)

r=1,r#j T or=1r#j r=1,r#j
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Observeque X _ ; €s un promedio ponderado en C_;. Ademds, denotamos con M D); al hiperplano

construido.eon los datos de C; versus los datos de C_j, a través del método de clasificacién binaria

MD. De méde’que M D; tiene por ecuacion

Ul Z+ 8 =0,
donde por (2.5), L .
X;—X_; X, +X_;
e i ()
Asi, la identidad
2 (u—v,u=w) = [Ju— |’ + |Ju—w||* — [Jv - w|]*,

para cualesquiera u, v, w € R?, implica que

(3.15)

(3.16)

UZ+8 = (U, 2) - < ox )>

- {23 +X-J>>
B QHinX_jHQ( X ;22 X, + X))
N QHYJ.iXJHKY Xz %y (X, X,

41}7; X XX - 23 (X, - X K, - 2)
) 4|}Yj1X_j|\ 1T =Xl + 11X = 2 |IX

= (I =X + 11X, - AP

B 4HXJiY_j|\[2HX—J z|* - 2||X; - 2||°]

12 -X,|[ - ||z - X"

2||X; — X4

Note que (3.16) es la distancia signada de Z al hiperplano M D;, y se denotard por D.S{ZzM D).

Observe que por (3.14) se tiene que para toda Z € R? y para cualquier j € {1,2,.{, K}

K 2

N, Z— > nX,

r=1,r#j

1
12 - X" =

Z n.Z —

r=1,r#j

K 2

3 X,

r=1,r#j

I
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resultando asi que
2

— 1 K _
12 =Xl =52 || 22 n(2-%) (3.17)
-J T:1,T§éj

ProporCionamos la siguiente igualdad que nos ayudard a determinar la convergencia en

probabilidad de las’distancias signadas.

Lema 3.4.1. Sea m > 2mn niimero entero 'y sea j € {1,2,...,m} fijo. Para cualesquiera vectores

Z, 21, Lo, ..., Zy € R ycualesquiera constantes ay, as, ..., a,, Se satisface que

2

Y . (Z2-2)|| D allZ- 7| (3.18)
r=1 r=1
m r—1
+ Zzaras (HZ - ZTH2 +11Z — ZS||2 —Z, — ZS||2) .
r=2"%=1

Demostracion. Se procedera por induccion. Note que (3.18) se cumple para m = 2, puesto

2 2

que (3.15) implica
= a2y Z,|P #2000, (Z — 2o, Z — 7))
r=1

2
Y a(Z-7)
r=1
2 r—1

:2
= Za?« 1Z — ZTHQ“"ZZGTGS (HZ_ ZTHQ +|1Z - ZSH2 — 12, - ZS||2>~
r=1

r=2 s=1

Nuevamente por la identidad (3.15), si laigualdad (3.18) se satisface para m, entonces se
tiene que param + 1

m-+1 2

Zar (Z_ Zr)

= Zar (Z_Zr)

2 m
+ Ha’m+1 (Z - Zm+1>H2 + 2 Zaerlar <Z - Zm+17 Z — Zr>

r=1
m m r—1
= ZGE 1Z - ZT’HZ + Zzaras (||Z - Zr||2 + 112 - ZSH2 =12, - ZSHQ)
r=1 r=2 s=1
+ a2 12 = Zond P+ tmsras (|12 = Znd P + 112 = Za|P* = (| Zinss 2V
s=1
m+1 m+1 r—1
= > G 1Z2=2ZIP+ > Y aa (12 = ZAP+ 112 = Z|I = 12, - Z|I”) .
r=1 r=2 s=1

Por lo tanto, (3.18) es vélida para toda m > 2. A
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El siguiente teorema es uno de los principales resultados de esta tesis. Determinamos alli

los limit€s.en probabilidad de las distancias signadas.

Teorema 3.4.3¢ Considere las clases C;, j = 1,2, ..., I, como antes junto con los supuestos dados
en (3.1)-(3.3). Suponga que X es un nuevo dato que sigue la distribucion de la poblacion C;,
para algiin i € {1,2.x,, K} fijo. Entonces la distancia signada de X € C; al hiperplano M D;,
DS(X,MD;y), j = 1,2 ..., K, satisface

DS(X,MD;) ¢

di/2 —
) _
1 K Kor—1
. Z nicl + Z Z nens (¢ + ¢, — &) — R 51 J =1,
k= il =
1 [ K K r—1
o S onl 4> D g (¢ + ) = N el — Ry|si j# s
L LAy by £
(3.19)
cuando d — oo, donde (para j = 1,2, ...;4)
o? K
R; = (n—J) NEJ- — anaf (3.20)
’ =
y
1/2
K K r—1 52 K
D;:=2N_; Z nics, + Z Z neng (5, + ¢35, — c2y) + <n—]> N¥3 Z no?| . (3.21)
TR J 7
Demostracion. Debido a las igualdades obtenidas en (3.17) y (3.18) se ti€ne que
— 2 1 K 9 — 12
12-XL0F = o | Xnllz-%| a22)
=
K r-1 . . . _ £
+ Y ([12-% + (12 =Kl - 1% - X[
=

para cualquier Z € Ry para cualquier j € {1,2, ..., K}.
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Se abordara en primer lugar la convergencia en probabilidad de la distancia signada de
X al hiperplano M D;, para j = i. En efecto, como X tiene la misma distribucién que X}, por
pertenecer @ la’poblacion C;, se tiene entonces por (3.5) que
X - %" o7
o= el By ol + L +c2, (3.23)
d T,
cuando d — oo, paratodar = 1,2, ..., K con r # i. De manera que, haciendo uso de las expresio-

nes obtenidas en (3.6), (3.23)'y la igualdad (3.22), con Z = X, se tiene que

Xl e, (ot L)
r;éz
2 s o} o7 02 o
+ N- ;;nms [a —i——+cw+a —i———i—cw (n_r+n_s+c’”s>]
r#l s#£i
K K r-1
= N7 Z 2 <o’ + == ZT) + N— szns 20 +c o — ,.S)
i i
fw r—1
= N:f Zn —1—222717"715 0 + N~ an
7”7&2 :#3 83751 r;éz
K ‘-1
+ N:z2 an zr+zznrn8 C’Lr+czs_ rs)
r;ﬁz s
K r—1 K
= N7? Z nc; + Z Z nens (¢ + i, —Cy) + Z n,o2| + o7, (3.24)
=i s ot s
cuando d — oo, puesto que
’ K r—1
an Zn + QZanns, paratoda j = 1,2, .. g4 (3.25)
ity " "

Nuevamente, como X pertenece a C;, se tiene entonces por (3.1) y (3.4) que X, cualguier X' y
la media muestral X; tienden a formar un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es el segmefito de

recta que une a X con X! . De manera que, por el teorema de Pitdgoras se deduce que

- (12
M Ly 202 — (1 - ni> o2 = (1 + %) o2, (3.26)
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cuando.d — oo. Asi, (3.24) y (3.26) implican que
X =2 - [x -X|[ i XS
d — N—i an 2r+;8 1n7"n8 Czr+czs rs)
_7'751 r#i 574
2
+ N2 Zm - cuando d — oo. (3.27)
n;
7”7&2

Andlogamente, utilizando las convergencias dadas en (3.6) y aplicando una vez mds la

igualdad obtenida en (3.22), ¢on'Z = 7]-, se obtiene que

1% - X o o
J 2 2
T#J
K r—1 2 2 2 2 2
o o o o o
+ N s + L+ + L+ =2+ :
zzm{% RS PR
r=2 s=1
T#J 577
K r=I
-2 2
- Y Vit (- )
r=2 s=1
J#J T#) s77
K r—1 02
S DO RS DT> 9 e
2 s=1 J
T#J T#J ;#Jisﬁj
K r—1
) 2
SIL=1 SRS 9 ENCRS 2
r=2 s=1
T#J TE] SF]
2
+ Nj]-? an —, cuando d — oo!
1“75]

Observe que (3.28) es valida para cualquier j € {1,2, ...,

Note asi que, la igualdad

|x - - |[x-X,||
2412 || X; — X |

— — -1 — 2
:<2HXJ'—X—J‘H> (HX—X ‘
4172 d

K.

—JH _HX

(3.28)

—W)

(3:29)

en conjunto con (3.27) y (3.28) implican la convergencia en probabilidad (3.19), cuando j = 7.



3.4 Comportamiento Asintético de los Métodos 53

Ahora, se procederd a ver que la distancia signada de X al hiperplano M D;, para j # i,

cumple efectivamente (3.19). En efecto, observe que de (3.22), con Z = X, resulta que

X - X4

ya que para j # i,
K r—1

> (ne(x

r=2 s=1

) s

K
NI\ IX =Xl + Do |Ix -

(3.30)
r=1
r#i,j
K o, N
Nifznms(HX—XiH +|]X = X] —HXz‘—XsH)
g
e K r-1 o o o o,
NI e (1X =Ko\ ][ x =Xl - |IX - X).
1 s
— . K R R
X o (X TR = 3 (X~ K)o (X - X))
g
K r—1
+ Z<nr(X—7r),ns(X—75)>.
ey

De modo que, las expresiones dadas en (3.6), (3.23)7(3:26) y la igualdad (3.30), llevan a que

XX e

K
1 o2
— N2 |n?(1+—=)oi+ > n2(o’x L+

d

r#i,J
K
1 o? o? o?
N_zg nms{(l—i—— o N o S T CClp Y G BT e
j 7 i is s
o—1 n; Ng n; Ng
A1,
K r-1 2 2 2 2
_ o o o o
NTY D nrns[al-2+—r+cfr+ai2+—s+cfs—(—r+—s+cfs)}
r=2 s=1 o s T s
T#1, 574,J
-2 1. 2 1 2 EK: 2( 2 o} 2
n; Ny
r=1
L r#4,jJ
K K r—1
-2 2
N_j g n;Ng + g NN (20i)
s=1 r=2 s=1
s#£1,j r#1,j SF£1,J
K r-—1

r=2 s=1
TF#,J 57,3



3.4 Comportamiento Asintético de los Métodos 54

K K
- N} Z A Z nens (6, + ¢ — ¢)
J‘#m TT#,QJ 887@1]
K r—1
+ N_’j2 Zn —1—222717.715 o? + N_; an
r;é; v 4 "2
K
= N:J-Q an W—FZZTLTTLS ¢+ chy — S)+an03 + 07,
By gy "Zi

cuando d — oo, donde se utilizé (3.25) y el hecho de que para j # 1,

K r=1
Z an Z n;Ng + Z Z NN (3.31)
:7:&3 zjé} S#Z J T#l J 87&% J

Consecuentemente, usando de nuevo (3.23),/se obtiene que

K K
X - X_]Hd—I\X Sl 52 an ﬂzznrns A+—)| -
iz gy
2
+ N7 an ——, cuando d — 0. (3.32)
1
T’#J

Por lo tanto, (3.28), (3.29) y (3.32) implican que la convergenéia en probabilidad (3.19), cuando
j # 1, se cumple. Esto finaliza la demostracién. A
Obtenemos asi dos importantes implicaciones estadisticas del Teorema 3.4.3, que explican

el comportamiento asintético del método de clasificacion multicategoria?‘OYVR-MD.

Teorema 3.4.4. Considere las clases C;, j = 1,2, ..., K, como antes junto con los supuestos dados
en (3.1)-(3.3). Sea i € {1,2,..., K} fijo. Con probabilidad convergiendo a 1 cuando d — oo, un
nuevo dato proveniente de la poblacion C; serd correctamente clasificado por el método, OVR-MD

siy solo si DS;; > DS;; paratodaj = 1,2, ... K.

Demostracion. Seani € {1,2,..., K} fijoy X un nuevo dato que siga la distribucidn.de\la
poblacion C;. Debido a la Observacién 3.2.1, se tiene que en este caso, X serd correctamente clasi-

ficado (en la clase C;) por el método OVR-MD si y sélo si la distancia signada de X al hiperplano
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M D; es/mayor o igual que la distancia signada de X al hiperplano M D; paratoda j = 1,2, ..., K.
Esto es,"Xsserd correctamente clasificado si y sélo si DS(X, M D;) > DS(X,MD;) para toda
7 =1,2,..5 K7 En este sentido, la convergencia obtenida en (3.19) del Teorema 3.4.3 permite con-
cluir que, con“probabilidad convergiendo a 1 cuando d — oo, un nuevo dato proveniente de la
poblacién C; sera correctamente clasificado por el método OVR-MD si y sélo si DS;; > D.S;; para

todaj=1,2,..., K. A

Corolario 3.4.1. Asuma quem; =n, 0; =0 yc;; = ¢ paratodai,j = 1,2, ..., K,y para algunas
constantes n € N, o > 0y ¢ >.0. Entonces la probabilidad de que un nuevo dato proveniente
de cualquier poblacion C;, j = 1,24..., K, sea correctamente clasificado por el método OVR-MD

converge a 1 cuando d — oc.

Demostracion. Suponga que n;*= 1,0, = 0 > 0yc;; = c > 0,paratodai,j = 1,2, ..., K.
Note que
N_; = (KA4~1)n, paratoda j=1,2,... K.

Luego, paratoda j = 1,2, ..., K, se tien€'de (3.20) (3.25) que

R; = (K4~ 2)(K {1)ho”

y
K r—1 - _ 2
SN nn, = % (K —1)%2 — (K — 1)n?] = as 2)(2[{ Un” (3.33)
"7 57

De manera que, al usar (3.33) en (3.21), resulta que

n02

1/2
D; =2(K —1)n {(K —1)Kn <7 + 02)] , paratoda =12 .. K.

y también, usando (3.33) y (3.31) se tiene que

K r—1

K —2)(K —1)n? K —3)(K — 2)n?
S5y = BBy (K3 =2
r=2 s=1
1] 74,

paratodaj =1,2,..., K con j # i.
Considere ahora un nuevo dato X que siga la distribucién de la poblacién C;, para algtin

i € {1,2,..., K} fijo. Observe que estos calculos implican que sin; =n,0; =0 >0y¢,; =c >
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0, paratédar,j = 1,2, ..., K, entonces
( Knc?/2 — (K —2)o?
2[(K —1)Kn (nc2/2 + o2)]"/*
DS&X MD,;
(d‘f/—z DNER DS;; = (3.34)
—Knc*/2 — (K — 2)0? e
J7 L
( 2[(K — 1)Kn (ne2/2 + o2)]'/?

si j =1,

paratoda 7 = 1,2, ...k cuando d — oo.
De modo que, pow€l Jeorema 3.4.4 se obtiene que X es correctamente clasificado asinto-

ticamente por el método OVR#MD, puesto que claramente
DS;; &7DS;;, paratoda j=1,2,.. K. (3.35)

Dado que (3.35) se cumple paratoda i &4 1, 2, ..., K'}, se concluye que, con probabilidad tendiendo
a 1 cuando d — oo, un nuevo dato X proveniente de cualquiera de las clases C;, 7 = 1,2, ..., K, es
correctamente clasificado por el método OVR-MD. A

Otro resultado estadistico réspecto a las-propiedades asintéticas del método OVR-MD, en

una situacioén particular, es dado a continuacion.

Teorema 3.4.5. Considere las clases C;, j = 192, ..., K €omo antes junto con los supuestos dados
en (3.1)-(3.3). Suponga que c;; = ¢, para toda.i, j = 1,2¢..\K, y para alguna constante ¢ > 0.
Entonces, con probabilidad convergiendo a 1 ctiando d —% oo, un nuevo dato proveniente de

cualquier poblacion C;, j = 1,2, ..., K, serd correctamente clasificado por el método OVR-MD si

R; Ls-%
2 > ’ ’ ) ’ 9 .
N Pt |:Nzi - S—z} ' \SigeK [n,-N_j + S—J} ’ (3:36)
J#
donde
K r—1
Sop=> Y nn,, ji=12..K. (3.37)
7 5

Demostracion. Sea X un nuevo dato que siga la distribucion de la poblacion'C,, para algtiin
i€{l,2,.., K} fijo, y suponga que ¢,; = ¢, paratodar,s = 1,2, ..., K, y para alguna;constante

¢ > 0. Debido a que

K
N?;=> "n}+2S;, vpaatoda j=1,2, . K

r=1
T#]
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K K =1
S = Z nins + Z Z n.ng, paratoda j=1,2, ..., K con j # 1,
s=1 r=2 s=1
ey ri,j 74,
por el Teorema-3#4.3 se obtiene que en este caso

/

(N2, —5) ¢ —R; o
1/2 J=1
2N_; [(Nzl — S_i) 2+ N?,0%/n; + ZK_I nr(j?,]
DS(X,MD;) & ri
— g DSIE
— (niN_j + S_j) C2 - Rj . .
7z J 7
K
2N_j [(NE] - S—j) 02 + szajz/nj + ZT:I nTO_%]
~ r#]
(3.38)

paratoda j = 1,2, ..., K, cuando d — oo."La @bservacién 3.2.1 dice que en este caso X serd co-
rrectamente clasificado (en la clase €7)por el método OVR-MD si DS (X, M D;) > DS(X, MD;),
paratoda j = 1,2, ..., K. Asi, por (3.38)sX~serd correctamente clasificado asintéticamente por el
método OVR-MD si

DS;; > DS;;, “paratoda’y=1,2 .. K. (3.39)
Dado que el denominador de DS;;, j = 1,2, ...{/es positivesentonces una condicion suficiente

para que (3.39) se cumpla es que

(N2, =5)—=R; >0

— (niN_; + 5_;) A — R; <0, paratoda j=1,2,...,K (Con j # i;

o equivalentemente,
2 i
> =
NEZ - S—i
2 S — I
C = T a
nzN —j + S,j
Por consiguiente, es suficiente que

, R, , ~R
A >mix{ ————, mix { —— L —— ,

N2, =S 1gj<r \miN—j+ 8-
J#i

paratoda j=1,2,.... K con j #i.
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para que; con probabilidad tendiendo a 1 cuando d — oo, un nuevo dato de una clase C;, © €
{1, 2, ..7K4 fijo, sea correctamente clasificado por OVR-MD.
Porlotanto, con probabilidad convergiendo a 1 cuando d — oo, un nuevo dato proveniente

de cualquiera‘d€’las clases C;, i = 1,2, ..., K, serd correctamente clasificado por el método OVR-

MD si
2 > méax = y > méix { mix R
ik (25 TaisK | agier (N + S ) [
i#i
lo cual es equivalente a la condicién (3.36). A

Observacion 3.4.1. Bajo los suptiestos del Teorema 3.4.5 se tiene que para valores fijos de n; y
0,1 =1,2,.... K, con probabilidad ¢onvéergiendo a 1 cuando d — oo, un nuevo dato proveniente
de cualquier clase serd correctamente €lasificado por el método OVR-MD si ¢ > ( pertenece a
la region donde se satisfaga que DS;; > DS, para toda i,j = 1,2, ..., K. La condicién (3.36)

corresponde a un caso particular de'los valores de.c en esa region.

Como consecuencia del Teorema 3.4.5, obténemos el siguiente corolario que expone situa-

ciones donde la condicién (3.36), para clasificacion asintéticamente correcta, se simplifica.

Corolario 3.4.2. Asuma sin pérdida de generalidad que“en_el Teorema 3.4.5 se cumplen las de-
2 2 2
sigualdades 2L (NE1 + n%) > 22 (NE2 + n%) >0 > K (NEK + nf(), de no ser asi, renom-
n D) nK
bre a las clases de tal modo que esto se cumpla.
a) Suponga que Ry > 0. Entonces, con probabilidad convergiendo a 1 cuando d — oo, un

nuevo dato proveniente de cualquier poblacion C;, i = 1,2, ..., K,-sérd correctamente clasi-

ficado por el método OVR-MD si

> max L
Tagisk (N2 -S4 )

b) Suponga que Ry < 0y que ademds ny > --- > ny > ny. Entonces, con probdbilidad con-
vergiendo a 1 cuando d — oo, un nuevo dato proveniente de cualquier poblacién C;,

1=1,2,..., K, serd correctamente clasificado por el método OVR-MD si

2> ma & s ik
c® > méax { max .
= 1<i<K | N2, — S_; )" miN_g+S_g
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2 o?
Demostracién. El hecho de que ~* (N2, +n?) > = (N2, +n}) paratodai < j implica
n; n;

que R; >#Rj)para toda ¢ < 7 y asi, en particular,
R; > Rg, paratoda j=1,2,... K. (3.40)

Se consideran asi los dos casos siguientes:

a) Asuma que Rx.> 0. Note que aqui (3.40) implica que

_R.
0> max Qe ———71 & ara cualquier ¢ € {1,2,..., K};
T <<k {nz‘N—j +5—j} b 1 t J
J#i

de lo cual resulta que

2 4 ‘ _Rj
c® > 0> max max { ——————
1<isK gd™<j<k niN_j + S_j
J#i
Por ende, de la condicién (3.36) del Feorema 3.4.5 se obtiene que en este caso, con probabilidad

tendiendo a 1 cuando d — oo, un nuevordato de cualquier clase serd correctamente clasificado por

OVR-MD si

> méx L
T KiSKANNZ, NS

b) Asuma que Rx < 0y que ng > -+ % ny > ny.Note que

K K
N_j =ng + E n, > nj + g n,= N_g
r=1 r=1
r#5,K r#5, K
y
K K r—1 K K ral
S_j =ng E ng + g NyMg > Nj E ns + g s = S_k,
s=1 r=2 s=1 s=1 r=2 s=1
s#5,K r#5, K s#5,K s#5,K r#5,K s#j,K

paratoda j # Kjesdecir, N_; > N_g y S_; > S_k paratodaj # K. Porloque
nN_; +S5_; >nN_g + S_k, paratoda 7,7 =1,2,..., K. (3.41)

De manera que, (3.40), (3.41) y —Ry > 0, conducen a que

Ry _  -R
nN_g+ S_x — niN,j + S,j’

paratoda 7,7 =1,2, ... K. (3.42)
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Observe asi que de (3.42) se deduce que

= Rx , —R; } .

- — mix { ——L >, ara cualquier i € {1,2,..., K — 1},

niNEg#t Sk 1<j<k {”iN—j + 55 P a t J
i

—Ryg ) { —R; }
> mix { ————— 5.
nglN_g +S_g 1<j<K nKN_j —|—S_j
J#K

Luego, haciendo uso de‘que™; > n,, paratoda: = 1,2, ..., K, se obtiene que

! ma; ma. —5
— X X - J
mN_g + S_gs 1<i<K-1 | 1<j<x | niN_; + 5
J#
y
K > méx {—]} :
nN_g + Sk ~i<j<x (nxkN_; +5_;
JFK
y asi, resulta que
Bk nia N —5
— X X - J
nlN,K + S,K LOSK | 1<jek niij + S,j
J#4

Por lo tanto, nuevamente por (3.36) del Teoremia 3.4.5 se-<€oncluye que en este caso, con probabili-
dad tendiendo a 1 cuando d — oo, un nuevo dato de cualquierclase serd correctamente clasificado

por OVR-MD si

2 ; , Rz _RK
c® > méax{ max .
= 1<i<k | N2, — S, )7 niN_g 5 k

Esto finaliza la demostracion. A



Capitulo4

Estudio de Simulacion

En este dltimo capitulo presentamos y analizamos los resultados de un estudio de simula-
cién que hemos realizado con el propoésitodecomplementar nuestros resultados tedricos expuestos
en la Seccion 3.4, y comparamos, bajo diferentes escenarios, el comportamiento asintético de los
métodos de clasificacién multicategofia considerados cuando los tamafios muestrales son fijos y
las dimensiones crecen. Llevamos acabg'estas simulaciones mediante el software Matlab.

Consideramos las clases Cy, Cy, C3de™n; datosigaussianos d-multivariados con matrices de
covarianza de la forma X; = U?Id, o; > 0, y'medias peblacionales 11, j = 1,2, 3, donde estas

medias tienen una de las siguientes dos formas:

D) g =(0,0,....,0)", po=d"%c15(1,0,...,0)", ps = d"?efs (eos(n/3),sin(r/3),0,...,0)",

con cq9, C13 > 0.
. T T 1
1) ;= (0,0,,0) , M2 = C12 (1,1,,1) , M3 = Ci13 (].,]_,,—1) ,€0N C19, c13 > 0.

Estas clases satisfacen las condiciones (3.1)-(3.3), con 033 = (c12 — 013)2 +c19013 para las
medias en i) y con co3 = |c12 — ¢13| para las medias en ii), debido al hecho de que'los‘datos gaussia-
nos estandar multivariados cumplen estas condiciones que implican la representacién geométrica
asintdtica. En efecto, note que tanto para 1) como para ii) se tiene que
2

(X2 =)~ (Xi=m)
o1

o

2 || Xp—
||X7}—N1||2 _ UlH o

d d

P X} = X
2 y —

P
— 0] i i — 207

61
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cuandod — oo, para toda r,s = 1,2,...,my con r # s, y similarmente se obtiene esto para las

clases C5y€3. Observe ademads que para las medias en i) se cumple que

2
1 2 poll” _ |[=d"2er2 (1,0, 0)]]" _ degy |I(1,0,., O _ 5 d _
d = d = d —0123—0127
IFASyMIE _ || —d"2c15 (cos(7r/3),sen(7r/3),0,...,O)H2
d d
_dey||(cos(n/3), sen(n/3),0,...,0)||?
B d

2 2 [eos*(m/3) + sen?(n/3)] = ck

2 — sl |[dY2e1340, 00, 0) — dY2¢15 (cos(x/3), sen(m/3),0, ..., 0) ||
d B d
_ d||(c1s — crcosfr/3), —cigsen(n/3),0, ..., 0)||°
d

= [e12 — c13608(m /3)]” + [—cugsen(n/3)]?

= &y — 2c19019C0s(7/3) ¥ cizcos®(m)3) + ciysen®(m/3)

2
= ¢}, + Ciy [cos®(@]3) + sen’(7/3)] — %
= cfz + 033 — C12C13 = 033.
También, para las medias en ii) se satisface que
= poll* _ Nl=erz (L1 DI (L LW o d
d = d = d = 0128 = Cq9,
2
o =l M= (L =DIF AL e =DIF Y d
i d - d g T
|2 — ,u3||2 _ ||(c12 — c13, ..., €12 — €13, C12 + 013)||2 _ (c1a — 013)2 (d 7)™ (c12 + 013)2
d d d
2 2
= (c1z—ciz)’ + (c12 + 13) 7 (c12 = e13)

2
— (c12 —c13)° =33, cuando d — oo.

Ahora, para ver que tanto las medias en i) como en ii) satisfacen (3.3) notemos quegpara
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cualesquiera ¢ # j y r # s, se tiene que

12000 = (0 - XX - )
= (X — g i — XD = 05, X0 = s+ i — XT+ 0 — )
= HXﬁ - MiH2 (X = iy ) — (X — i, XT — 1) — (X) - i [47)
o s 35— ) + Nl l* = s X3 = ) = i ) = (XT = gy X3 — )
— (XL, ) + || X7 = )7+ (XD = g, ) — (g X5 — ) = g i)
+ (g XE) + |
= | |1X7 = il [P 2 [ X7 = |+ Mo — gl P = 20X — e, XT — )
22X = gy fip® 20X — iy ) — 240, XT = ) + 2(XT = gy, ). (41)
De modo que, ‘ )
M s g+ C

puesto que los dltimos cinco sumandos-de (4.1), divididos por d, convergen en probabilidad a cero

2

i, cuando d — oo,

cuando d tiende a infinito. En efecto, como X} ~(\ (uk, aiId), tenemos entonces por la ley de

los grandes nimeros que

Xt~y X9 — ) o0y X0 — g X ZiZi
Xy “d 5 “J>:a;]( r M2 “J):aiajg 979 7,0, cuando d — oo,

i Xp— Xy . : 3
donde 7' = —— ~ N, (0,1;) vy Z7 = —=— ~ N;(0,17).son independientes. Ademds,
o; g

notemos que para ver que los ultimos cuatro sumandos de (4.1) cumplen.también esta convergen-

<Xﬁ > Mi>M1>

cia, es suficiente con observar que para las medias en i) se tiene que g

=0,

. 1/2 [ X —pia .
(X — i) 9 6120’( o ) Z1

= = C120; J1/2

y y 250, cuando d — oo coneZi ~ N (0,1),

(X] —pispa) a3 (X —pa X7p — iz
T = S0 p cos(m/3) + Tsen(ﬂ/f—i)

VA Z
C130; (dl—/lzcos(w/B) + dl—/ésen(w/?))) o,

cuando d — oo con Z, ~ N (0,1).
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XZ' - M,
Similafmente, para las medias en i1) se tiene que % =0,
. d . .
Xl — Mas ZZ . Xl —
w = clzai;j} N 0, cuando d — oo con Z' = TTZ‘HJ ~ Ny (0,1g), y
(X3 45, 1) d-1E8 zi 7,
r 1) — . 9 _ “d
d g2y Y
q=1
Xy
cuando d — oo con Z¢ = 20— Hi w7, (0,1).
o

Para las simulaciones’consideramos las dimensiones d = 50, 100, 500, 1000, 1500. Para
cada d, generamos 500 conjuntos,de.datos de entrenamiento de tamafios n; porcadaC;, j = 1,2, 3.
Calculamos las tasas de error de ‘clasificacion promedio por cada clase y globalmente (las tres

clases en conjunto) de los métodos multicategoria, tomando 100 datos de prueba por cada clase.

4.1. Simulaciones parada Metodologia OVO

En esta seccién analizamos médiante simulaciones el comportamiento de los métodos

OVO-MD, OVO-SVM, OVO-DWD y OVO-MDP, cofisiderando los casos siguientes:

= Caso 1: medias de la forma i), con njv=-n = 10,0, = 0 = 1, ¢;; = ¢ = 0.3, para
1,7 = 1,2,3,e1 < j. Es decir, aqui los valores de los parimetros respectivos de las clases
son iguales pero con diferentes formas de las medias. Estosdimplica que los tres 10-simplex
correspondientes a las clases tienen aristas de igual longitud pero con diferentes centroides.

En este caso se satisfacen las condiciones de a) de los teoremas 3471 y 3.4.2 .

= Caso 2: medias de la forma ii), con (ny,01) = (10,1.4), (ng,00)k= (8,1), (n3,03) =
(7,0.7), c19 = 0.72, c13 = 0.42, co3 = 0.3. En este caso también se cumplen las condiciones
de a) de los teoremas 3.4.1 y 3.4.2, tomando diferentes valores de los paramettos para las
clases y diferentes formas de las medias, lo cual implica que los simpleces corfespondientes

a las clases son diferentes entre si y se encuentran en diferentes ubicaciones.

= Caso 3: medias de la forma ii), con (ny,01) = (7,1.3), (n2,02) = (9,1), (n3,q8) =
(10,0.8), c12 = 0.3, c13 = 0.2, co3 = 0.1. En este caso se satisfacen las condiciones’de

b) de los teoremas 3.4.1 y 3.4.2.
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Observe los resultados del Caso 1 en la Figura 1. Para cada clase, y globalmente, las tasas
de errordesclasificacion promedio de los cuatro métodos se aproximan a cero cuando d crece, lo
cual es congruénte con a) de los teoremas 3.4.1 y 3.4.2. Note también que OVO-MD tiene las tasas
de error mds pequeiias para todas las clases, seguido por OVO-DWD, OVO-SVM y OVO-MDP,

no obstante, cuandesdhes suficientemente grande estos cuatro métodos se comportan casi iguales.

[——ovo-mp OVO-SVM_—— OVO-DWD — -0~ OVO-MDP |

047@. . Todas las clases 0.47@. Clase 1
~ &
0.4

03r

021

Tasa de error
Tasa de error

Fo
4

: d
2.69 3 3.17

log, ,(d) log, ,(d)

0.48@. Clase 2 0.47@._ Clase 3

Tasa de error
Tasa de error

*®

I I I
2.69 3 347 1.69 2 2.69 3 3.17

log, ,(d) log, ,(d)

Figura 1: Tasas de error de clasificacion promediepara OVO en el Caso 1.

En la Figura 2 se ilustran los resultados del Caso 2. Para cada clase, y globalmente, las
tasas de error de clasificacién promedio de los cuatro métodos tienden a‘cetorconforme d aumenta,
lo cual es consistente con los resultados de a) de los teoremas 3.4.1 y 3.4.2.\Es importante sefialar
que aqui se consideraron adicionalmente las dimensiones d = 2000, 2500, 3000-para apreciar atin
mejor la forma en que estas tasas se aproximan a cero. Note ademds que la mayorwrapidez de esta
convergencia ocurre en la clase 3, la segunda mayor rapidez sucede en la clase 2 y lamenor ocurre
en la clase 1. El método con tasas de error mds pequefias en las clases 1 y 2 es OVO-DWD, y
OVO-MD es el que posee esta caracteristica en la clase 3. Para cada clase el comportamiento de

OVO-SVM y OVO-MDP es muy similar para casi todos los valores de d considerados.
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[——0vO-MD — -~ OVO-SVM_—*—0OVO-DWD —-&-— OVO-MDP

O.49§ .

R Todas las clases - Clase 1

0.4%

0.3

0.2

Tasa de error
Tasa de error

0 I I I I 0 I I
1.69 2 |0910(d) 2.69 3 3.17 3.3 3435 1.69 2 |ng(d) 2.69 3 3.17 33 3435

S Clase2

Tasa de error
o
N

Tasa de error

0.1

I I I T & S & B
0 0 il H—8—&@
1.69 2 3 3.17 33 3435

&
2. . .303.43. 1. 2 2.
|Ogm(d) 69 3 3.7 3318435 69 lleo(d) 69

Figura 2: Tasas de error desclasificacion promedio para OVO en el Caso 2.

[—o—ovo-mp { % Joyo-svm —%—ovo-DWD - - OVO-MDP

0.66 - Todas las clases A

0.95

0.9

Tasa de error
Tasa de error

1.69 2 log, (d) 2.69 3 3.17 1.69 2 log, () 2.69 3 3.17

0.36¢. Clase 3

0.2

Tasa de error
o
o
(&)

Tasa de error

0.1

*®

1.69 2 log,(d) 2.69 3 3.17 1.69 2 log, (d) 269 3 3.17

Figura 3: Tasas de error de clasificacion promedio para OVO en el Caso 3.
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Fa Figura 3 corresponde a los resultados del Caso 3. Observe que las tasas de error de
clasificacion promedio convergen a cero cuando d crece solo para la clase 3, mientras que para el
resto de las clases tienden a uno, lo cual es congruente con los resultados de b) de los teoremas
3.4.1y 3.4.2. Pot ello, globalmente las tasas de error promedio se aproximan a 2/3 cuando d crece.
Note ademds qué, para la clase 3, OVO-DWD posee las tasas de error mds pequefias, seguido
de OVO-MD, OVO-SVM*y OVO-MDP. El comportamiento de OVO-SVM y OVO-MDP es muy
similar en cada clase y én casi todos los valores de d considerados.

Adicionalmente, analizamos el caso de no esfericidad, tomando tres clases de datos gaus-
sianos d-multivariados con matrices de covarianza spiked 3; = 025, con S = diag(d*, 1,1,...,1),
0<a<lyo; >0,parat = 1,237 Consideramos medias de la forma ii) con las constantes n;’s,
o;’s and ¢;;’s como en el Caso 2. Porgel Ejemplo 3.2 de Jung y Marron (2009), cada clase satisfa-
ce nuestra condicién (3.1). Este nuevo Caso. satisface también nuestras condiciones (3.2) y (3.3),
y cumple ademds a) de los teoremas 3.4.1_y 3.4.2. Los resultados de las simulaciones tomando
a = 1/3 son mostrados en la Figura4/Se observa.un comportamiento similar de las tasas de error

de clasificaciéon como en el Caso 2 (cuando; = afId).

[——ovo-mp QVOSVM, —*—QVO-DWD ---&- OVO-MDP

0340 Todas las clases QA6 2= Clase 1

0.4y

031

Tasa de error
Tasa de error

I I I I | I I I
1.69 2 lOglo(d) 2.69 3 3.17 3.3 3435 1.69 3.17 33 3435

0.16, Clase 3

Tasa de error
Tasa de error

L L L L 1 =% & —F——@
1.69 2 |0910(d) 2.69 3 3.17 3.3 3.435 1.69 2 |0g10(d) 2.69 3 8.17 3.3 3.435

Figura 4: Tasas de error de clasificacion promedio para OVO en el caso de matrices de covarianza

spiked.
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4.2. ~Simulaciones para la Metodologia OVR

Analizamos ahora mediante simulaciones el comportamiento del método de discriminacién
multicategoria/OVR-MD, para el cual proporcionamos resultados tedricos, y adicionalmente con-
sideramos los métados de clasificaciéon multicategoria OVR-SVM, OVR-DWD y OVR-MDP. Esto

se realiz6 en los sigui€ntes casos:

| |
Il
Il
Q
I

Caso 1: medias de Ja forma i), con n; = n = 10, 0; = lyc¢y; =c= 0.3, para

i,j=1,2,3,ei<j

= Caso 2: medias de la forma-), con n;

n = 10, o; oc=1yc¢; =c= 0.6, para

i,j=1,2,3,¢ei<j.

= Caso 3: medias de la forma 1), conm; = n = 10, 0; =

Il
Q
Il

1.5y c¢; = c = 0.3, para
1,7 =1,2,3,e1 <.

= Caso 4: medias de la forma i);eont n; == 10,0; = 0 = 1.5y ¢;; = ¢ = 0.6, para
1,7 =1,2,3,e1 < j. En este casoy\en los tres casos anteriores se satisfacen las condiciones

del Corolario 3.4.1.

= Caso 5: medias de la forma ), con (ny, o1 )= (10, 1.2)¢(no, 02) = (8, 1), (n3,03) = (7,0.9),
cio = 0.3, c13 = 0.1, co3 = (0.07)1/2. En’este caso s€ eamplen las condiciones DS;; >

DS;;, paratoda j = 1,2, 3, del Teorema 3.4.4, solamente para = 2, 3.

= Caso 6: medias de la forma ), con (ny,01) = (10, 1.2), (n2, 02) =8, 1), (n3,03) = (7,0.9),

c12 = c13 = c23 = ¢ = (0.33. Aqui se satisfacen las condiciones de @)del Corolario 3.4.2.

= Caso 7: medias de la forma i), con (ny,01) = (6,1.3), (ng, 02) = (7,1),(A3303) = (9,0.8),

c12 = c13 = c93 = ¢ = (0.56. Aqui se cumplen las condiciones de b) del Corolarie 3.4.2.

En las figuras 5, 6, 7 y 8 se muestran los resultados de los casos 1, 2, 3 y 4, respeetivamen-
te. Observe que para cada clase, y globalmente, las tasas de error de clasificacion promedio del
método de clasificaciéon multicategoria OVR-MD tienden a cero conforme d aumenta, lo cual s
congruente con los resultados del Corolario 3.4.1. M4s atin, observe que los métodos de discrimi-

nacion multicategoria OVR-SVM, OVR-MDP y OVR-DWD tienen este mismo comportamiento
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asintotie0. No obstante, note que OVR-MD tiene el mejor comportamiento en todos los casos y en
todos los vatores de d donde las tasas de error no son cero. El segundo mejor es OVR-DWD, el ter-
cero es OVR.SVM vy el cuarto mejor desempefio lo tiene OVR-MDP. Es interesante notar que los
resultados de estos.casos son muy similares a aquellos del Caso 1 de 1a metodologia OVO (donde
los mismos valoré€s.delos parametros respectivos y mismas formas de las medias son considerados)
principalmente para‘d’suficientemente grande. Note también que en cualquiera de las situaciones
oj =10 0; = 1.5, las tasas“de error se aproximan mas rapidamente a cero cuando c;; = 0.6 que
cuando ¢;; = 0.3, lo cual tien€ sentido pues en esta situacion (3.2) dice que las clases se separan
mas al aumentar el valor de ¢;j7disminuyendo asi las posibilidades de clasificacion incorrecta. Por
otro lado, si ¢;; = 0.3 0 ¢;; = 0.6; Ja tendencia a cero de las tasas de error es mds rédpida cuando
oj = 1 que cuando o; = 1.5, ya quegen esta situacion (3.1) dice que las esferas subyacentes que
circunscriben a los 10-simpleces de cada clase se separan mds al disminuir el valor de o, implican-
do asi menos posibilidades de clasificar incorréctamente. Es por esto que en el Caso 3 (Figura 7),
donde ¢;; = 0.3y 0; = 1.5, se consideraron adicionalmente las dimensiones d = 2000, 2500, 3000

para poder observar mejor la forma en‘que\las tasas.de error se aproximan a cero.

‘+ OVR-MD QVR-SVM, —*%— QVR-DWD —-C~ OVR-MDP‘

0.5@. Todas las clases Q51 Clase 1
B

0.4

0.3

Tasa de error
Tasa de error

[ 2

log, (d) ' 199,(c)

049G Clase 2 05@. Clase 3

Tasa de error
Tasa de error

log, o(d) log, o(d)

Figura S: Tasas de error de clasificacion promedio para OVR en el Caso 1 .
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Tasa de error

Tasa de error

Tasa de error

Tasa de error

[——OVR-MD —+ ~ OVR-SVYM_—%— OVR-DWD —-&~ OVR-MDP

0226, Todas las clases 0240 Clase 1
\ 02r
0151 5
iy 5
()
k=l
3]
[%]
©
<
& roy o &
1.69 2 2,69 3 s17 3 317
log; ()
021 Clase2 0.22¢ Clase 3
\\ N
. N,
\
.
.
50151 N
5 \
()
=}
<
[%]
©
<
0 ! ——y g e
1.69 2 2.69 3 3.17 3 317
log,o(d)
. g .. .
Figura 6: Tasas de error de,clasificacion promedio para OVR en el Caso 2.
[——ovr-Mp &R 0yR-SVM —%— QUR-DWD —-&-- OVR-MDP
o.sgié ~ Todas las clases 0‘6§
05 05
0.4 504
53
0.3 $o3
©
3
0.2 F 02
01 01
. ‘ ‘ . ‘ ‘
1.69 2 2.69 3 317 333435 1.69 2 2.69 3 317 333435

log, (e

Tasa de error

2.69 3 3.17 3.3 3.435 1.69 2 2.69 3 3.17 3.3 3.435
log, o(d) log, o(d)

Figura 7: Tasas de error de clasificacion promedio para OVR en el Caso 3.
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En la Figura 9 se ven los resultados del Caso 5. Observe que para las clases 2 y 3 las tasas
de error'de.OVR-MD decrecen a cero conforme d aumenta, mientras que para la clase 1 no ocurre
este mismo cemportamiento asintético, lo cual es congruente con el Teorema 3.4.4. Note también
que OVR-SVMy.OVR-MDP, ademads de tener resultados muy similares en todas las clases y para
casi toda d, tienéndawmisma tendencia que OVR-MD. Sin embargo, OVR-DWD difiere de esta
tendencia en la clase.1, en la cual es el tnico que se aproxima a cero cuando d crece. Observe
también que OVR-MD ¢s el'método con tasas de error mds pequeiias en la clase 2, no obstante en
la clase 3 los métodos con esta caracteristica son OVR-SVM y OVR-MDP.

Los resultados del Caso 6 se presentan en la Figura 10. Note que en cada clase, y glo-
balmente, las tasas de error de clasificacion promedio del método OVR-MD se aproximan a cero
conforme d aumenta, lo cual estd degacuerdo con a) del Corolario 3.4.2. Esta propiedad también
se observa para los métodos OVR-SVM, OVR-DWD y OVR-MDP. Note que la convergencia a
cero de las tasas de error es ligeramente mds. rapida para la clase 3 que para las otras clases. OVR-
MD es el método con tasas de errof mas pequeflas,en las clases 2 y 3, no obstante en la clase 1
el método con esta propiedad es OVR-DWD. Parascasi todos los valores de d considerados los

comportamientos de OVR-SVM y OVR-MDP son casistdénticos.
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Figura 10: Tasas de error de clasificacion promedio para OVR en el Caso 6.
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Figura 11: Tasas de error de clasificacion promedio para OVR en el Caso 7.

En la Figura 11 se ven los resultados del CaSo 7. De nuevo que para cada clase, y global-
mente, las tasas de error de OVR-MD tieniden a, cerog€onforme d aumenta, lo cual es congruente
con b) del Corolario 3.4.2. Se ve ademds queslas tasas 'd¢ QVR-SVM, OVR-DWD y OVR-MDP
tienen este mismo comportamiento asintético, parascada clase;y globalmente. Note que la mayor
rapidez de convergencia a cero de las tasas de error sucede en la’clase 3, la segunda mayor ocurre
en la clase 2 y la mds lenta se da en la clase 1. En las clases 1 y+2 QVO-MD posee las tasas de
error mas pequefias, y en la clase 3 el método con esta propiedad es OVR-DWD. En este caso los
comportamientos de OVR-SVM y OVR-MDP siguen siendo muy similases.para cada clase y para
casi todos los valores de d considerados.

Adicionalmente, en esta metodologia OVR analizamos también el caso de.no esfericidad,
tomando tres clases de datos gaussianos d-multivariados con matrices de covarianza‘spiked >J; =
028, con S = diag(d*,1,1,...,1),0 < a < 1y o; > 0, parai = 1,2, 3. Consideram0s medias
de la forma i) con los pardmetros n;’s, 0;’s and ¢;;’s como en el Caso 6, y por ende, se'satisfacen
las condiciones de a) del Corolario 3.4.2. De nuevo, por el Ejemplo 3.2 de Jung y Marron (2009),
cada clase satisface nuestra condicion (3.1), y se verifica ademds que este nuevo caso satisface

también nuestras condiciones (3.2) y (3.3). Los resultados de las simulaciones tomando o = 1/3
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son mostrados en la Figura 12. Se observa que andlogamente al Caso 6 (cuando ¥; = ¢?71,) las

tasas de€rror de los cuatro métodos tienden a cero, sin embargo lo hacen de una manera més lenta.
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Figura 12: Tasas de error de clasificacion promedio para OVR en el caso de matrices de cova-

rianza spiked.

4.3. Analisis de Datos Reales

Analizamos datos genéticos empleando MD, SVM, MDP y DWD via OVO y via OVR, y
evaluamos el desempeiio de estos ocho métodos de clasificacién multicategoria. Usamos los 64 da-
tos de cancer de colon proporcionados por Khan et al. (2001), y disponibles-en http://bioinf.ucd.ie/
people/aedin/R/full_datasets/. Estos datos consisten de 2308 genes para cada ufio de los 64 pacien-
tes y son clasificados en: 21 muestras de rabdomiosarcoma (RMS), 23 muestras” de“sarcoma de
Ewing (EWS), 12 muestras de neuroblastoma (NB) y 8 muestras de linfoma de Burkitt(BL). Estos
datos fueron analizados en Kento (2022) usando unicamente SVM y DWD via OVO y via OVR.

Realizamos primero un andlisis exploratorio para determinar si estas cuatro clases poseen,la
representacion geométrica asintdtica, verificando que satisfagan las condiciones (3.1)-(3.3). Para

hacer esto, tomamos las dimensiones d = 10, 100, 500, 1000, 1500, 2000, 2308, y después para
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cada d€alculamos el cuadrado de las distancias escaladas (divididas por d) entre los pares de
datos de“dimensién truncada de cada clase. Andlogamente, calculamos también el cuadrado de
las distanciass€scaladas entre los pares de datos de dimension truncada de dos clases diferentes.
[lustramos los“fesultados de esto en las figuras 13 y 14, donde también sefialamos las medianas
(m’s) de las distaneias para d = 2308. Conforme d crece, las grificas de caja son cada vez mas
achatadas, indicando.que, el cuadrado de las distancias escaladas se aproximan a una constante, y
sus respectivas mediana§ muéstran una tendencia hacia las m’s; por lo cual estas m’s se pueden usar
para estimar los valores delas‘distancias asintoticas 0;’s y ¢;;’s, mediante (3.1) y (3.3). Calculamos
primero las estimaciones de las af’s de las clases RMS, EWS, NB y BL, que son 0.467, 0.397,
0.233 y 0.211, respectivamente. Lu€go, calculamos las estimaciones para las cfj’s de los pares
de clases (RMS, EWS), (RMS, NB)¢(RMS, BL), (EWS, NB), (EWS, BL) y (NB, BL), que son
0.162, 0.189, 0.306, 0.176, 0.249 y 0.208, respectivamente. Esto muestra que los supuestos(3.1) y
(3.3) se cumplen razonablemente para estos.datos. El supuesto (3.2) es también razonable ya que
cuando d crece el cuadrado de las diStancias escaladas entre los pares de medias muestrales de las
clases se aproximan al valor estimado dedas c?j’s. Concluimos asi que estas cuatro clases satisfacen

razonablemente las condiciones de la representacion geométrica asintética (3.1)-(3.3) .
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Figura 13: Grdficas de caja del cuadrado de las distancias escaladas entre pares de datos’de

dimension truncada de cada clase, cuando d crece.
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Figura 14: Grdficas de caja del cuadrado de las/distancias-escaladas entre pares de datos de

dimension truncada de dos clases diferentes, cuando d crece.

En segundo lugar, dividimos aleatoriamente los datos de cada clase en datos de entrena-
miento y datos de prueba. Luego, construimos los clasificadores usando-les datos de entrenamien-
to, y evaluamos el desempefio de cada método de clasificacion multicatégoria«con los datos de
prueba. Repetimos 100 veces este proceso para obtener la tasa de error de clasificaciéon promedio
para cada clase y globalmente (para las cuatro clases), y las denotamos por pi,ip2¢°p3, P4 Y Po,

respectivamente. Consideramos dos escenarios.

= Escenario 1: Nombrando tal que C; =RMS, C; =EWS, C3 =NB y C, =BL, tgmamos
(n1,n9,n3,m4) = (5,5,5,5) datos de entrenamiento y (21 — ny,23 — ng, 12 — ng, 8 <.aiy)

datos de prueba.
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Vemos en la Tabla 4.1 que globalmente los ocho métodos tienen un buen desempefio, ya
que sus tasas de error de clasificacion son cercanas a cero. El desempefio de todos los métodos
es también“muy, bueno en cada clase, puesto que las tasas en las clases con menor tamafio mues-
tral, C, = BL"yC3, = NB, son practicamente iguales a cero, y las tasas en las clases con mayor
tamafio muestral, C¢== RMS y C; = EWS, estdn préximas a cero y son cercanas entre si, aunque
aquellas de OVO-MDB.y QVR-MD son ligeramente mayores. Para MD, SVM y MDP via OVO, te-
nemos que sus tasas soncongruentes con a) del Teorema 3.4.1, pues los supuestos o7 /n; > O’? /n;
y cfj > 0?2 /n; — J?/nj, paratoda,j = 1,2,3,4 coni < j, se cumplen con los tamafios muestrales
y las estimaciones de las distanCias asintéticas, como puede verse en la Tabla 4.2. Similarmente,
para OVO-DWD, tenemos que sus.tasas estan acorde con a) del Teorema 3.4.2, pues las hipdtesis
af/n?/2 > 0'?/713/2 ycij > (nj/ng)#edn; — o2 /n;j, paratodai, j = 1,2,3,4 coni < j, también
se satisfacen, como vemos nuevamente ‘€n la Tabla 4.2. Finalmente, para OVR-MD, tenemos tam-
bién que sus tasas son congruentes con el Teorema 3.4.4, ya que vemos una vez més en la Tabla 4.2
que la condicién necesaria y suficieite D.S;; > D.S;;, paratoda j = 1,2,3,4 coni € {1,2,3,4}

fijo, se cumple.

Métodos Po /21 P2 P3 P4
OVO-MD 0.152 %0.328 0.270) 0.010 O
OVO-SVM | 0.082 0.157 0.161( 0.010 O
OVO-MDP | 0.081 0.158 0.159 0.010 O
OVO-DWD | 0.097 0.188 0.189 0.010+.0
OVR-MD 0.130 0.275 0.241 0.007 0
OVR-SVM | 0.053 0.099 0.112 0.002 0
OVR-MDP | 0.049 0.092 0.102 0.001 O
OVR-DWD | 0.077 0.157 0.141 0.010 O

Tabla 4.1: Tasas de error de clasificacion promedio y global para los datos de Khan et al. (2001)

en el Escenario 1.

En cuanto al desempefio entre las metodologias OVO y OVR, vemos que las tasas de €tror

de MD, SVM, MDP y DWD via OVR son ligeramente menores que sus correspondientes via OVO,
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principalmente en C; = RMS y C; = EWS. Ademads, mediante OVR y OVO, los métodos MDP y

SVM tienen.el mejor desempeio, seguidos de DWD y MD.

i | DSy® /DS, DSi3 DSy | ni o Z—? ;52 (4,7) % - g c;;
110072 <0d44 -0.158 -0.259 |5 0.467 0.093 0?041 (1,2) 0.014 0.162
2 1-0.161 0.062(-0.165 -0.207 | 5 0.397 0.079 0.035| (1,3) 0.046 0.189
31-0.201 -0.194¢ 0103 -0.158 | 5 0.233 0.046 0.020 | (1,4) 0.051 0.306
41-0292 -0230 -04347 0.173 |5 0.211 0.042 0.018 | (2,3) 0.032 0.176
(2,4) 0.037  0.249
(3,4) 0.004 0.208

Tabla 4.2: Valores que verifican las condiciones de a) de los teoremas 3.4.1y 3.4.2, y del Teorema

3.4.4, en el Escenario 1.

= Escenario 2: Con C; =RMS«C; =NB, C3 =BL y C; =EWS, tomamos (ny, na, ng,ng) =

(10,5, 5,10) datos de entrenamiefito,y. (21 = 14, 12 — ny, 8 — ng, 23 — ny) datos de prueba.

En la Tabla 4.3 presentamos las tasasde«erronde _clasificaciéon promedio de los ochos mé-
todos, para cada clase y globalmente. Las conClusiones €n.€ste escenario son similares a aquellas

obtenidas en el Escenario 1.

Métodos Po Y41 P2 P33 Pa

OVO-MD 0.091 0.200 0.007 0 ¢O.159
OVO-SVM | 0.024 0.036 0.010 0 0.052
OVO-MDP | 0.022 0.034 0.005 0 0.050
OVO-DWD | 0.035 0.032 0.061 0 0.048
OVR-MD 0.079 0.150 0.008 O 0.159
OVR-SVM | 0.021 0.019 0.008 0 0.059
OVR-MDP | 0.019 0.015 0.004 0 0.057
OVR-DWD | 0.035 0.024 0.054 0 0.062

Tabla 4.3: Tasas de error de clasificacion promedio y global para los datos de Khan et al. (2001)

en el Escenario 2.
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Refiriéndonos a la Tabla 4.4, y asi como en el Escenario 1, tenemos que las tasas de error
de MD, SVM y MDP via OVO estan acorde con a) del Teorema 3.4.1, y las tasas de error de OVR-
MD son consiStentes con el Teorema 3.4.4. Para explicar la consistencia de la tasas de error de
OVO-DWD mediante a) del Teorema 3.4.2, las clases son renombradas como C; =NB, C, =BL,

Cs =RMS y C4 =EWS, y reetiquetando de igual forma a sus correspondientes n;’s, 0;’S y ¢;;’s.

i | DSy DSgm DSy DSu |m o2 T |G Z-T &
110119 -0.194-0.276 -0.164 | 10 0467 0.046 | (1,2) 0.000  0.189
2| -0.163 0.101 0139 -0.154|5 0233 0046 | (1,3) 0.004 0306
310253 -0.103 0.176.°-0.171 |5 0211 0042 | (1,4) 0.007 0.162
41-0170 -0.192 -0223.0109 | 10 0.397 0.039 | (2,3) 0004 0.208
(2,4) 0007 0.176
(3,4) 0002 0249

Tabla 4.4: Valores que verifican las”condiciones.deya) del Teorema 3.4.1, y del Teorema 3.4.4, en

el Escenario 2.

Mencionamos por ultimo que las taSas~de error.de clasificacion de los métodos SVM y

DWD via OVO y via OVR son similares aquellas obtenidas€n.Kento (2022).



Conclusiones

Asumiendo que K clases de datos multivariados poseen la representacion geométrica asin-
tética cuando la dimensién d de los datos tiende a infinito, mientras que los tamafios de muestra
permanecen fijos, obtuvimos condiciones que garantizan clasificacion correcta de un nuevo dato
de cualquier clase con probabilidad ¢onvergiendo a uno cuando d tiende a infinito, para los méto-
dos de clasificacion multicategoria OVO-MB, OVO-SVM, OVO-MDP, OVO-DWD y OVR-MD.
Dimos estas condiciones en términos de lasgdistancias asintéticas entre los datos y sus medias de
clase (o;’s), la distancia asintética €nire pares degmedias de clase (c;;’s) y los tamafios muestrales
de las clases (n;’s).

Probamos que los métodos OVO-MD;*OVO-SVM y OVO-MDP tienen el mismo compor-
tamiento asintdtico, en términos de las probabilidades de-clasificacion correcta de un nuevo dato de
cualquier clase, cuando d tiende a infinito (Teoremas3.4.1), mientras que el método OVO-DWD pu-
diera tener un comportamiento asintético diferente, dependiend6 de los valores de los parametros
n;, 0; y ¢ij, parat,j = 1,2,..., K con i < j (Teorema 3.4.2). BStos resultados son generaliza-
ciones del comportamiento asintético de los métodos de clasificacién binaria MD, SVM, MDP y
DWD para sus extensiones multicategoria via la metodologia OVO.

Respecto al método OVR-MD proporcionamos condiciones necesarias y, suficientes para
que un nuevo dato de una clase dada sea correctamente clasificado con probabilidad convergiendo
a uno cuando d tiende a infinito (Teorema 3.4.4). Logramos esto determinando ‘€n“primer lugar
el comportamiento asintdtico de las distancias signadas de un nuevo dato de una ¢lase dada a
cada hiperplano separante del método (Teorema 3.4.3). Obtuvimos también el comportamiento
asintotico de OVR-MD, en términos de las probabilidades de clasificacion correcta de un“nueyo
dato de cualquier clase, bajo casos particulares de los valores de los pardmetros n;, 0; y ¢;;, para

1,7=1,2,..., K coni < j.

80
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En nuestro estudio de simulacién consideramos tres clases de datos gaussianos multiva-
riados y“observamos que el comportamiento asintético cuando d crece de los métodos en cues-
tién son congruentes con los resultados tedricos proporcionados. Mds atn, para la métodologia
OVO vimos que€ el método con tasa de error de clasificaciéon promedio més pequefia fue OVO-
MD u OVO-DWD, dependiendo del caso en particular y clase. El comportamiento de los métodos
OVO-SVM y OVO-MDP *fue muy similar en todos los casos y para casi todos los valores de d
considerados. En el casg@ donde los valores de los pardmetros respectivos de las tres clases fueron
iguales, observamos que las‘tasas de error de clasificaciéon promedio de los métodos OVO-MD,
OVO-SVM, OVO-MDP y OVO-DWD fueron practicamente iguales para d suficientemente gran-
de. Para la metodologia OVR, adiCionalmente a OVR-MD consideramos los métodos OVR-SVM,
OVR-MDP y OVR-DWD. Similarmente como en la métodologia OVO, el método con la tasa de
error de clasificacion promedio mas peéquena fue OVR-MD u OVR-DWD, y los métodos OVR-
SVM y OVR-MDP tuvieron un comportaniiento muy cercano en todos los casos y para casi todos
los valores de d considerados. Ademds, en el caso-donde los valores de los parametros respecti-
vos fueron los mismos, los resultados”fueron muy_similares a aquellos de la metodologia OVO,
principalmente para d grande.

Este trabajo de investigacion sugiere‘que-en un futuro se puede abordar lo siguiente:

i) En términos de los pardmetros n;, 0; y ¢;;, obtener resultados tedricos que describan las pro-
piedades asintoticas de los métodos de clasificacion multicategoria OVR-SVM, OVR-DWD
y OVR-MDP, considerando datos multivariados con represefitacion geométrica asintotica,
cuando la dimensién d de los datos tiende a infinito y los tamafos muestrales (n;’s) perma-

necen fijos.
Otro problema en esta linea de investigacion que pudiera abordarse en‘un futuro seria:

i1) Estudiar el comportamiento asintético del método multiclass distance weigthed discrimina-
tion (MDWD), considerando datos multivariados con representacion geométrica asintotica,

cuando la dimension de los datos tiende a infinito y los tamafios muestrales permanecen fijos.
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Anexos

Se muestran a contintiaeion los cédigos de programacion en MATLAB que fueron emplea-
dos para obtener los resultados que son visualizados en las figuras y tablas de las secciones 4.1,

4.2 y 4.3 de esta tesis.

Algoritmos para las Simulaciones

= Se exponen primero los algoritmos.de las-simulaciones para la metodologia OVO.

Caso 1:

n=[10,10,10]; %vector de los tamanos muestrales n_{i} s

K=length(n); %numero total de clases

s =[1,1,1]; %vector de las \sigma_{i} s

c=[0.3,0.3,0.31; %c_{ij}’ s, c_{12}=c(l),c_{18}=c(2),c_{23}=c(3)

y=[ones(n(l),1);ones(n(2),1)*2;ones(n(3),1)*3]5 %etiquetas

d=[50,100,500,1000,1500]; $%vector de dimensionesv#d={i}

e0=[]; %Smatrix de tasas de error de clasificacidén promedio global
%$para cada d_{i} y método

el=[];

e2=[]; %matrix de tasas de error de clasificacidén promedi®\de la

$clase 2 para cada d_{i} y método

m=100; %numero total de datos de prueba

a=500; %total de conjuntos de datos entrenamiento para cada d_{i}
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for j=l:length(d)
O=zerdsdd (j)-2,1); %Svector de ceros de dimensidén d_{j}-2
mul=[0; “047.01;
mu2=[c(l)*sgxt(d(3j)); 0; O]; %Smedia de la clase 2
mu3=[cos (pi/3)*c (2) xsqrt (d(J)); sin(pi/3)*c(2)*sqrt(d(3j)); OI;
Id=eye (d(j)); ¥matrix de covarianza identidad
fmatrix de datosl de” prueba ordenados por clase
X0=[mvnrnd (mul, Id+*«& (1)) "2, m) ;mvnrnd (mu2, Id* (s (2))"2,m);
mvnrnd (mu3, Id* (s¥43))"2,m) ];
f=zeros (K, 4); %matrix de’ total de clasificaciones incorrectas por
$clase y método, $d_{i}$ fijo
for r= 1l:a
fmatrix de datos de entrenamiento ordenados por clase
X=[mvnrnd (mul, Id* (s (1)) *24/n (1)) ;mvarnd (mu2, Idx (s (2))"2,n(2));
mvnrnd (mu3, Id* (s (3)) "27/na3)>) 1;
for t= 1:K
fmd=0; %contador de clasificad¢ienes ineorrectas realizadas por
el método MD
fsvm=0;
fdwd=0;
fmdp=0;
for i= ((t-1)#*m+1l): (t*m)
$Apartir de aqui usamos la funciones OVO (OVR en su caso), MED,
%$SVM, DWD y MDP (cdédigos de la metodologia OVO (OVR)«y de los

$métodos de clasificacidén binaria, en este caso MD ('MED’))

[pclasemd, valfunmd, vectmd, bOmd]=0V0O (X, vy, K, X0(i,:), ’"MED%),;
if pclasemd ~=t
fmd=fmd + 1;

end
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[pclasesvm, valfunsvm, vectsvm, bOsvm]=0VO (X, v,

if"pelasesvm ~=t
fsvum=fsvm + 1;

end

[pclasedwd, vadfundwd, vectdwd, b0dwd] =0VO (X, v,

if pclasedwd »=t
fdwd=fdwd & 15

end

[pclasemdp, val funmdpyvectmdp, bOmdp]=0VO (X, v,

if pclasemdp ~=t
fmdp=fmdp + 1;

end

f(t,:)=f(t,:) + [fmd, £svm, fdwd, fTmdp];

e0=[e0; sum(f)/(3*a*m)];
el=[el; £(1,:)/(a*m)];
e2=[e2; £(2,:)/(a*m)];
e3=[e3; £(3,:)/(axm)];

$A partir de aqui el cddigo es para visualizar las” figuras

g=logl0(d);
figure

subplot (2,2,1)

X0 (4i, :

X0 (i, :

X0 (1, :

"SVM' ) ;
"DWD’ ) ;
"MDP') ;

plOt(greO(:ll)I,_db,lgleo(:IZ)l’__Sg,rgleO(:IB)l’_*k,rgreo(:l4)r

"'—.or")
title (' Todas las clases’)
xlabel ("log {10} (d)")

ylabel (' Tasa de error’)
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axis (1ogl0(50) loglO(1500) 0 0.47])

subplot 2, 2,2)

plot (g,&l«(:,1),’-db’,qg,el(:,2),"——sg’,qg,el(:,3),"—*xk’",g,el(:,4),
r—.or")

title('Clasel

xlabel (" log_{10} (d) ")

ylabel (' Tasa de erxOr’)

legend (" OVO-MD’ , ' OVO—-SVM’ , " OVO-DWD’ , " OVO-MDP’ )

axis([1logl0(50) logl®(1500) 0 0.47])

subplot (2,2, 3)

plot(g,e2(:,1),"-db’,qg,e2’\)2), " ——sg’,9,e2(:,3),’'—*k’",g,e2(:,4),
'—.or’)

title('Clase 27)

xlabel (" log_{10}(d)")

ylabel (' Tasa de error’)

axis ([1logl0(50) loglO(1500) «0/.0.487)

subplot (2,2,4)

plot(g,e3(:,1),"—-db’,qg,e3(:,2),"t-sg9’",9€3(:,3),’'—*k’",g,e3(:,4),
'—.or’)

title('Clase 37)

xlabel ("log_{10}(d)")

ylabel (' Tasa de error’)

axis([1logl0(50) loglO0(1500) 0 0.47])

Caso 2: Se procedi6 con el mismo cdédigo del Caso 1 pero con los siguientes pardmetros y

conjunto de medias:

nz[lol 817];

s=[1.4,1,0.7]1;

c=[0.72,0.42,0.31;
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d=[504#100,500,1000,1500,2000,2500,300017;
mul=z&res (d(j),1);

mu2=ones (d(j), 1) c(1);
mu3=[ones@(j)-1,1); —-1]*c(2);

Caso 3: Se uso el mismo cédigo del Caso 1 peroconn=[7,9,10];,

s=[1.3,1,0.814, c=[0.3,0.2,0.1]; yel mismo conjunto de medias del Caso 2.

Caso Spiked: Se realiz6 como en el Caso 2 pero en vez de usar el conjunto de matrices de
covarianza Id~* (s () %2, Jj=1,2,3, seusaron las matrices de covarianza spiked

diag([d(3)"(1/3);0nes(d(3)-1,1)]1)*(s(3J))"2, 3=1,2,3.
= Se expone ahora sobre los algoritmes de las simulaciones para la metodologia OVR.

Todos los Casos: En todos los casos se procedié con el mismo cédigo del Caso 1 de OVO,
s6lo que en vez de emplear lafunciéon OVO se utiliz6 la funcién OVR, es decir, cambiar en
este cddigo OVO por OVR. Desdeduego que se usaron los valores de los parametros n;’s,
0’8y ¢;;’s que corresponden a cada.caso. Adémas; s6lo para el Caso 3 y el Caso Spiked se
consideraron las dimensiones d=[50 #1060, 500, 000, 1500,2000, 2500, 30007 .
Por ultimo, el Caso Spiked se hizo como el Caso 6 pero en vez de utilizar las matrices de
covarianza Id* (s (3))"*2, Jj=1,2,3, se emplearon’las matrices de covarianza spiked

diag ([d(3J)"~(1/3)j;ones(d(J)-1,1)1)«(s(3)) %2, 3=1,2,3.

Algoritmos para el Analisis de Datos Reales

Cédigo para estimar las distancias asintéticas 0,’s y ¢;;’s, y ver las graficas de caja

fmatrix de todos los datos de tamafio 2308x64
M=readmatrix ('’ khan_training.xlsx’,’Range’,’B:BM’);
Cl=M(:,1:23); %datos EWS

C2=M(:,24:31); %matrix de datos BL de 2308x8
C3=M(:,32:43); %datos NB

C4=M(:,44:64),; %datos RMS
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T=[siZze (Cl);size(C2);size(C3);size(C4)];
dim=T(1ls1); %dimensidén 2308
n=T(:,2);#%tamanos muestrales ordenados de las clases
p=[(n(1)-TY%n (1) /2, (n(2)-1)*n(2) /2, (n(3)-1)*n(3) /2, (n(4)-1) *
n(4)/21; “$vector de numero de parejas de datos por cada Ci
d=[10,100,500,,2000,1500,2000,dim]; %dimensiones a truncar
$matrix de distancd@s al cuadrado divididas por d_{i} entre pares
$de datos de C1
Dl=zeros(p(l), lengthvd))
for r=1l:length(d)
s=0;
t=d(xr);
for i=1:(n(1)-1)
for j=(i+1):n (1)
s=s+1;
D1 (s, r)=(norm(CL (1:tsid)—Cl (1lat, 3)))"2/t;
end
end
end
%$Distacias al cuadrado reescaladas entre pares de datos de C2
D2=zeros (p(2),length(d));
for r=1l:length(d)
s=0;
t=d(r);
for i=1:(n(2)-1)
for j=(i+1l):n(2)
s=s+1;
D2 (s,r)=(norm(C2(l:t,i)-C2(1:t,3)))"2/t;
end

end
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end

%$Distdcifas al cuadrado reescaladas entre pares de datos de C3
D3=zerosS (p(3),length(d));
for r=T:length (d)
s=0;
t=d(r);
for i=1: (n(3)~1)
for j=(i+1) :al3)
s=s+1;
D3 (s, r)=(norm(@3(1:t,1)-C3(1:t,3)))"2/t;
end
end
end
%$Distacias al cuadrado régscaladassentre pares de datos de C4
D4=zeros (p(4),length(d));
for r=1:1length (d)
s=0;
t=d(r);
for i=1:(n(4)-1)
for j=(i+1l) :n(4)
s=s+1;
D4 (s, r)=(norm(C4 (1l:t,i)-C4(1l:t,73)))"2/t;
end
end

end

$vector de numero de parejas de datos por cada CiCj, 1<j

a=[n(1)*n(2),n(1)*n(3),n(l)*n(4),n(2)*n(3),n(2)*n(4),n(3)~n(d) ];

$matrix de distancias al cuadrado divididas por d_{i} entre paxres

%de datos de Cl y C2

Dl12=zeros (g (1), length(d));
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for r=1:length (d)

for =1l.n (1)
for j=lfn(2)
s=s+1;
D12 (s, r)=(nofm(Cl(l:t,1)-C2(1:t,J)))"2/t;
end
end
end
%$Distacias al cuadrado reéscaladas entre pares de datos de C1,C3
D13=zeros (g(2), length(d));
for r=1l:length(d)
s=0;
t=d(r);
for i=1:n(1)
for j=1:n(3)
s=s+1;
D13 (s, r)=(norm(Cl(1l:t,1)-C3(1l:t, 9N "2/t;
end
end
end
%$Distacias al cuadrado reescaladas entre pares de“datos de Cl1,C4
Dl4=zeros (g (3),length(d));
for r=1:length(d)
s=0;
t=d(r);
for 1i=1:n(1)
for j=1:n(4)

s=s+1;
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D14 (s, r)=(norm(Cl(1l:t,1)-C4(1l:t,3)))"2/t;
end
end
end
%$Distacias alseuadrado reescaladas entre pares de datos de C2,C3
D23=zeros (g (4 )\, length(d));
for r=1l:lengthid)
s=0;
t=d(r);
for i=1:n(2)
for j=1:n(3)
s=s+1;
D23 (s, r)=(norm(C2 (1:t,3)-C3(1l:t,J)))"2/t;
end
end
end
%$Distacias al cuadrado reescaladas entre, pares de datos de C2,C4
D24=zeros (g (5), length(d));
for r=1:1length (d)
s=0;
t=d(r);
for i=1:n(2)
for j=1:n(4)
s=s+1;
D24 (s, r)=(norm(C2(l:t,1)-C4(1l:t,3J)))"2/t;
end
end
end
%$Distacias al cuadrado reescaladas entre pares de datos de C3,C4

D34=zeros (g (6), length(d));
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for r=1:length (d)

for =1l:n(3)
for j=lsn (4)
s=s+1\;
D34 (s, ) =Afhorm(C3(1l:t,i)-C4(1l:t,3)))"2/t;
end
end
end
$mediana de | [X_i~{1}-X_j~N1}|1"~2/d, i,3=1,2,...,n_{1}
ml=median (D1 (:, length(d)))7;
sl=ml/2; %sigma_{1}"{2}
m2=median (D2 (:, length (d)));
s2=m2/2;
m3=median (D3 (:, length(d)));
s3=m3/2;
mé4=median (D4 (:, length(d)));
s4=m4/2;
ml2=median (D12 (:, length(d)));
cl2=ml2-sl1-s2; %c_rs~|X_i™{r}-X_j"{s}|"2/d - sr -s_s
ml3=median (D13 (:, length(d)));
cl3=ml13-s1-s3;
ml4=median (D14 (:, length(d)));
cld=ml4d-sl-s4;
m23=median (D23 (:, length(d)));
c23=m23-s2-s83;
m24=median (D24 (:, length(d)));
c24=m24-s2-s4;

m34=median (D34 (:, length(d)));
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c34=n34-s3-s4;

s=[sl,s24s3,s4]; %vector de las sigma_{i}"2
c=[cl2,¢l8,cld,c23,c24,c34]; %vector de las c_{i}"2

%$Por ejemplo,, para ver la grafica de caja de EWS se utilizéd
figure

boxplot ([D1(: ) ,D1(:,2),D1(:,3),D1(:,4),D1(:,5),D1(:,6),
D1(:,length(d)) ] {/20",7100","500","1000",71500",72000","2308"1})
title ("EWS’)

xlabel ("d")

ylabel (/ |X_i-X_7j|"2/d")

yline (ml, " —--k’)

legend ('m’)

% Para visualizar la grafica de\caja de RMS vs EWS se usd
figure

boxplot ([D14(:,1),D14(:,2Y,P14(:,8)4D14(:,4),D14(:,5),D14(:,06),
D14 (:,length(d))], {10, 100L,.L500", #1.000",”1500",72000",72308"1})
title ('RMS vs EWS’)

xlabel ("d’)

ylabel (' |X_i-X_j|"2/d")

yline (ml14,’--k’)

legend ('m’)

Caédigo para ver las tasas de error de clasificacion promedio de las tablas 4.1 y 4.3

fmatrix de todos los datos de tamaho 2308x64
M=readmatrix (' khan_training.xlsx’,’Range’,’B:BM’);
Cl=M(:,1:23); %datos EWS

C2=M(:,24:31); %matrix de datos BL de 2308x8
C3=M(:,32:43); %datos NB

C4=M(:,44:64); %datos RMS

T=[size (Cl);size(C2);size(C3);size(C4)];
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dim=T«1,1); %$dimensidén 2308

n=T (:,2)% %tamanos muestrales ordenados de las clases

K=length (a7),; %numero total de clases

m=[10,5,5,;T0],; %vector de numeros de datos de entrenamiento
$vector de numeros de datos de prueba

a=[0,n (1) -m(1)nf(2)-m(2),n(3)-m(3),n(4)-m(4)];

%$etiquetas ordenades
I=[ones(m(l),1);ones(m(2),1)*2;ones(m(3),1)*3;ones(m(4),1)+*4];
e0=[]; %Smatrix de tasas de error de clasificacidén promedio global

%de cada método y#d=2308

el=[];

e2=[];%matrix de tasas de érror de clasificacidén promedio clase 2
%$de cada método y d=2308

e3=[];

ed=1[1];

a=100; %nuUmero de conjunto del.datos de entrenamiento para d=2308
$matrix de tasas de error de ¢lasificaeidn por clase y método
f=zeros (K, 4);
rng (' default’)

for r= 1:a
%$division de Cl en datos de entrenamiento y datos de prueba
il=sort (randsample(n(l),m(1l))); %indices datos entrenamiento
E1=Cl(:,1l); %datos de entrenamiento de C1
jl=setdiff(l:n(l),11); %$indices de datos de prueba
P1=Cl(:, jl); %datos de prueba de Cl
%division C2
i2=sort (randsample (n(2),m(2)));
E2=C2(:,12);
Jj2=setdiff(l:n(2),1i2);
P2=C2(:,32);
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%$division C3
i3=sort{randsample(n(3),m(3));
E3=C3(:713).;
Jj3=setdiff(l:n (3),1i3);
P3=C3(:, 33);
%division C4
id=sort (randsamplefn (4) ,m(4)));
E4=C4 (:,14);
Jjd=setdiff(1l:n(4),1i4y;
P4=C4 (:, J34);
E=["El’;E2';E3";E4’]; S%Smatvrix de datos de entrenamiento
P=['P1’;P2';P3';P4’]; %matrix.de datos de prueba
$Apartir de aqui usamos la funciones OVO (OVR en su caso), MED,
%$SVM, DWD y MDP (cédigos”de la metedologia OVO (OVR) y de los
$métodos de clasificacidén“bdnmariaj 4&n este caso MD ('MED’))
for t= 1:K
fmd=0;
fsvm=0;
fdwd=0;
fmdp=0;
for i= (sum(g(l:t))+1): (sum(g(l:t+1)9))
[pclasemd, valfunmd, vectmd, bOmd]=0VO (E, I, K, P(i,4), '"MED’);
if pclasemd ~=t
fmd=fmd + 1;
end
[pclasesvm,valfunsvm, vectsvm, bOsvm]=0VO(E, I, K, P(i,:), LSVM');
if pclasesvm ~=t
fsvm=fsvm + 1;
end

[pclasedwd, valfundwd, vectdwd, bOdwd]=0VO(E, I, K, P(i,:), 'DWD’);
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if pclasedwd ~=t
fdwd=fdwd + 1;
end
[pclasemdp; val funmdp, vectmdp, bOmdp]=0VO(E, I, K, P(i,:), "MDP');
if pelasemdp ~=t
fmdp=fmdp + 1;

end

f(t,:)=£f(t,:) + [fmdFg(t+1l), fsvm/qg(t+1), fdwd/g(t+1), fmdp/g(t+1)];

e0=[e0; sum(f)/(4*a)];
el=[el; £(1,:)/al;
e2=[e2; f£(2,:)/al;
e3=[e3; £(3,:)/al;
ed=led; f(4,:)/al;

Algoritmo de las distancias signadas D.S;;de losteoremas 3.4.3 y 3.4.4, para

determinar si D;; > DS;; paratodaj =12 ... K.

n=[10,5,5,10]; %vector de los tamahos muestrdales n_{i} s

$vector de las distancias asintdéticas sigma_ {i‘} 's

s=[0.467,0.233,0.211,0.397]1.7~(1/2);

$matrix simétrica de las distancias asintéticas c_{ij c_{ii}=0

c=[0,0.189,0.306,0.162;0.189,0,0.208,0.176;0.306,0.208,0,0.249;
0.162,0.176,0.249,0]1.7(1/2);

K=length (n); %numero total de clases

$matrix DS_{ij} para ver que DS_{ii}>=DS_{ij} para toda

%$3=1,...,K (" ’'clasificar correctamente nuevos datos de clase “i/")

DS=zeros (K,K) ;

for i=1:K
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for j=1:K
nm=n;
nm([i, 37)=[]1; %n sin las entradas 1 y J
SmM=s;
sm([i,]])=I[];
rm=c (i, :);

rm([i,3])=[]1; %rengldén i de c sin las entradas i y J

cm=c;
cm([i,3]1,:)=I[]; %c s¥#h los renglones i vy J
cm(:, [1,3]1)=I[]; %c sin d@s columnas i y j
if J==1
v1=0;
for g=1:(K-2)
for r=(g+¥ s (K-1)
vl=vl + nm(qg)*nm(r)* (rm(q)y’2s+ rmi(e) "2 - cm(qg,r)”"2);
end
end

DS (i, J)=DS (i, j)+(dot (nm.”2, rm."2) +v1l- (s {i)*sum(nm)) ™ (2)/n(i)+
dot (nm, sm."2) )/ (2xsum(nm) * (dot (nm."2, rm." " 2)#Fv1+ (s (1) *
sum(nm) )~ (2) /n (1) +dot (nm, sm."2) )" (1/2));
else
v2=0;
for p=1:(K-3)
for t=(ptl) : (K-2)

v2=v2 + nm(p)*nm(t) * (rm(p) "2 + rm(t)"2 - cm(p,t)"2);

end
end
nmj=n;
nmj(j)=[]; %n sin la entrada j

smij=s;
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smj (Jy=1[1;

rmij=c (J) ;

rmj (J)=11]4s".%rengldén j de c sin la
cmj=c;

cmj(J,:)=[]1;7.%e sin el rengldn j

cmj(:,3)=[]; % sin la columna j

entrada j

v3=0;
for a=1:vK-2)
for b=(a¥#l) : (K-1)
v3=v3 + nmj(a)rnmj(b)*x(xrmj(a)”2 + rmj(b)"2 - cmj(a,b)"2);
end
end

DS (i, 3)=DS (i, j) + (dot (nm."2, rm.22) +v2— (sum(nmj) xc (i, j) ) *2-

(s (J)*sum(nmj)) "~ (2)/n(Jytdot (nmj,smj."2))/ (2*sum(nmj) x

(dot (nmj."2,rmj."2)+v3+ (s (Jy*sum(@qmi)) " (2) /n(j)+

dot (nmj, smj."2))"(1/2));
end
end

end
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