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Resumen

La fisica clasica y lammecénica cuantica son dos de las teorias mas importantes de la fisica; la
primera describe al munido.macroscépico y la segunda al microscopico. Sin embargo, las relaciones
entre la fisica cudntica y la clésica no se han logrado comprender completamente. La descripciéon
no intuitiva y probabilistica de lagmecanica cudntica en contraste con el determinismo de la fisica
clasica han sido y siempre setén_temas de discusién mientras no se esclarezcan y comprendan de
manera unitaria y coherente las relaciones entre ambas teorias. Existen diferentes planteamientos
para ello, pero atin no hay un trabajo acabado que haya respondido todas las interrogantes, pe-
ro el hecho de que existen trabajosfque partiendo de la mecanica cuantica logran recuperar los
equivalentes clasicos de las magnitudes fisicas, los llamados limites clasicos, independientemente
del procedimiento empleado, arroja la luzzde que en algiin momento se llegaran a completar estos
trabajos. Por ejemplo, seria muy interesante-poder describir completamente los fenémenos fisicos en
la frontera de la fisica cudntica y clasica. Uno de los trabajos mas importantes que permite conectar
las magnitudes cudnticas en sus limites.con sussanalogos clésicos, es el principio de correspondencia
de Bohr. En este trabajo se resuelye en forma completa el problema del pozo circular cuantico
infinito y se determina su limite clasido ‘empleandd una nueva formulacién matematica del principio
de correspondencia de Bohr.
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Abstract

Classical physics andyquantum mechanics represent two of the most significant theories in the
field of physics; the former.describes the macroscopic world, while the latter addresses the micros-
copic realm. However, thelrelationships between quantum and classical physics have yet to be fully
understood. The non-intuitive andyprobabilistic nature of quantum mechanics, in contrast with the
determinism of classical physies? has been and will continue to be topics of debate until the rela-
tionships between both theories‘areelucidated and comprehended in a unified and coherent manner.
Various approaches have been propesed; yet no definitive work has answered all the questions. No-
netheless, the fact that there are studies.that, starting from quantum mechanics, successfully recover
the classical equivalents of physical quantities—commonly referred to as classical limits—regardless
of the methodology employed, sheds lightson the possibility that these efforts may eventually be
completed. For instance, it would be partieularly intriguing to fully describe physical phenomena
at the boundary between quantum.amnd classical physics. One of the most crucial contributions that
facilitates the connection between quantum quamtities in their limits with their classical analogs is
Bohr’s correspondence principle. In_this work, the problem of the infinite quantum circular well is
fully resolved, and its classical limit i§ determinedfusing a new mathematical formulation of Bohr’s
correspondence principle.
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Capitulo.1

Introduccion

La mecanica cuantica es una de las.téorias més exitosas de la fisica. La importancia de su
éxito se debe a que permite explicar experimentos obtenidos en el laboratorio y a predecir otros
fenémenos. Sin embargo, la fisicas€uantica conceptualmente difiere en gran manera respecto de la
fisica clasica. Las diferencias conceptuales fundameéntales surgieron desde los inicios de la mecanica
cuantica, y debido al cardcter no intuitive, el dualismo corpuscular y ondulatorio, y el caracter
estadistico de su descripcién generaban ‘grandes debates y discusiones. Una de estas discusiones se
centraba sobre la aparente contradiccién=que surgia alfanalizar el rastro de trayectoria que deja un
electrén en una camara de niebla, mientras_gue en la‘niecénica cuantica el concepto de trayectoria
no era explicada, ya que al no ser una maguitud observable, la idea de trayectoria no entraba en
el contexto de los principios de la mecdnica €uantica. Sin embargo, la presencia de los electrones
en los dtomos y la estabilidad de la misma sugerfan la existéiicia de Orbitas de electrones, y por
tanto, la necesidad de explicar los movimientos y trayectorias«deslos electrones en dichas érbitas.
En febrero 1927, Werner Heisenberg logrd resolver esta aparénte/contradicciéon al concebir a la
trayectoria del electrén del experimento de la cdmara de niebla cemo una sucesién discreta de
lugares imprecisamente determinados y no como una trayectoria continua, es decir, se planted la
posibilidad de encontrar una situacién donde con cierta imprecisién ptiede encontrarse un electrén
en un lugar y con cierta imprecisiéon pueda tener una velocidad, y que esta§ imprecisiones se puedan
hacer muy pequeiias de tal modo que no se encuentren dificultades con el experimento [1]. Partiendo
de esta idea, Heisenberg logro establecer este planteamiento de forma rigurdsa,con las matematicas
de la mecénica cudntica mediante su teorema de indeterminacion.

La implicacién del teorema de indeterminacion de Heisenberg es que el producto de las indeter-
minaciones de la posicion y del momento no puede ser mas pequenio que el quantumgdejaccion de
Planck, es decir, una menor imprecision de la medida de la posicién implica una mayor<imprecisién
en la medida del momento y viceversa, pero el limite del producto de estas imprecisiones.né puede
ser menor que la constante de Planck. Las imprecisiones al medir la posicién y el momento'de un
electrén de manera simultdnea no es debido a la falta de instrumentos 6ptimos, se debe a uné ley
natural, una consecuencia misma de los principios fundamentales de la mecénica cuantica. Estesy
otros resultados de caracter no intuitivo sobre la descripcién de los fenémenos cudnticos mantienen
el debate hasta hoy en dia sobre nuestra comprensién de la mecdnica cuantica y su relacién con
la fisica clasica, ya que en la fisica clasica los eventos suceden independientemente de los efectos
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a causa_dé la observacion, se da por hecho la objetividad de los fenémenos fisicos, en cambio, en
la fisica_e@idntica, y en el contexto anterior, los eventos se ven afectados por el acto de observar a
dichos fenémenos.

En este contexto, la biisqueda con el propédsito de establecer una relacién entre ambas teorias
conceptualmente ‘\diferentes puede ayudar a entender mejor las leyes naturales que rigen al mundo
cudntico y clasicog’es‘decir, aquellos principios o reglas bajo las cuales ambas teorias se relacionan.
Existen varios intentos a este propdsito, uno de los primeros en proponer una relacion fue Niels Bohr
mediante su principio dé correspondencia. El principio de correspondencia se introdujo por primera
vez en el contexto de lagantigua mecanica cuantica, el cual comprende al periodo de 1900 a 1925, y
se formulé en diferentes versioenes desde 1913. En 1923, Bohr propuso la forma final del principio de
correspondencia, el cual indica que los sistemas cudnticos periédicos adquieren un comportamiento
cldsico cuando el ntimero cuantico principal es muy grande [2]. La primera aplicacién del principio de
correspondencia fue al &tomo dé hidrogeno, y su forma de aplicaciéon consistia en una combinacién
de la mecénica cudntica antigua y~la clasica. Cabe recordar que la mecénica cuantica antigua
consideraba que un atomo solo puede existir en uno de una serie de estados estacionarios discretos
y en los que el electrén se encuentra em,una Orbita peridédica estable permitida y que no emite
radiacion, es decir, los electrones ocupando érbitas estacionarias concéntricas con el nicleo del
atomo en el centro, estos estados estagidnarios estan caracterizados por los niimeros cuanticos
principales n, donde la 6rbita mas baja, nf= 1, es el estado base. El movimiento del electrén en
una 6rbita determinada, caracterizada por*n, puede describirse adecuadamente por la mecanica
clasica. Sin embargo, cuando el electrém haceuna transiciéon de un estado estacionario a otro, ya
no puede describirse por la mecaniea ¢lasica, y la_radiacién emitida es de una sola frecuencia v,
el cual esta dada por la relaciéon de Bohr=Einstein.\Bajo estas consideraciones, en sus comienzos,
Bohr consideraba al principio de corréspénidéncia ¢omo una analogia entre la mecénica cudntica
y la clasica al estudiar estas radiacionessPosteriormenté,deja esta consideracién y afirma que el
principio de correspondencia debe ser considerade purasnente como una ley de la teoria cudntica,
que en nada puede disminuir el contraste entredos postulados y la teoria electrodindmica, y no debe
considerarse como una restriccién metodolédgical praveniente dé“fuera de la misma teoria.

Posteriormente, una nueva formulacién de Heisenberg en 1924.buscé darle una forma matema-
tica precisa para asi obtener nuevos resultados [3]. Trabajando cofijuntamente con Bohr, Kramers
y otros, sobre la polarizaciéon de la luz de los atomos sobre la fluorescencia resonante, logré nue-
vos resultados importantes. Estos resultados le permitieron generalizar daférmula de dispersion de
Kramers para la dispersion no coherente de la luz de los dtomos. Heisenberg consider6 este avance
como una agudizacién del principio de correspondencia. Sin embargo, el prineipio de corresponden-
cia de Bohr-Heisenberg, en su formulacién original, es inaplicable a sistemas.fisicos fundamentales
como el oscilador arménico, esto se debe a que fue formulado para la antigua/ mecéanica cudntica.
A pesar de que Heisenberg habia asumido la tarea de defender al principio de correspondencia,
principio en el que bas6é en gran manera el desarrollo de la mecanica matricial, a partir de 1925
comenzé a distanciarse de ella, al menos ya no apoyarla publicamente, ya que en el articulo de la
mecanica matricial de 1925 no cita al principio de correspondencia de Bohr. Si bien Heisenberg
admite la utilidad limitada de este principio, no lo considera un principio fundamental de¢’laymeca-
nica cuantica como lo hace Bohr. En cambio, Heisenberg argumenta que si bien una combinacion
de argumentos basados en el principio de correspondencia puede hacer que la teoria cuintica de la
materia combinado con la teoria cldsica de la radiacién proporcionen valores cuantitativos pata'las
probabilidades de transicién, sin embargo, conducen a resultados lejos de ser satisfactorios y llevan
facilmente a conclusiones falsas |4]. Ademds, considera que esta correspondencia es un resultade
puramente formal y que no se sigue de ninguno de los principios fisicos de la mecanica cuantica.
Hay que agregar que Heisenberg consideraba a la mecanica cuantica como una teoria cerrada, un
sistema axiomatico completo en si mismo y que no depende de la mecénica clésica.
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Lafforma de interpretar y aplicar el principio de correspondencia ha ido cambiando posterior-
mente®En 1933, Max Born, considera como absolutamente necesario y como requisito general exigir
que le ntieva mecanica cuantica y otras nuevas teorias, recuperen los resultados empiricos de la me-
canica elasica. Como requisito especifico, Born enfatiza que la nueva mecénica cuantica debe poder
recuperat/lasspredicciones de la mecanica clasica, de tal modo que en el limite de las grandes masas
y Orbitas defgran dimensioén, es decir con n — oo, debe fusionarse con la mecdnica clasica [5].

Por otro ladé, ‘ademas del principio de correspondencia, otro procedimiento muy conocido es el
limite de Planck, mediante el cual, se recuperan las cantidades clasicas tomando & — 0. La radiacién
del cuerpo negro fu¢ el primer problema cuya solucién mostré la necesidad de modificar a fondo
las teorias clasicas para.poder describir las leyes fundamentales de interaccion de la materia con la
radiacién electromagnétiea. Un cuerpo cualquiera absorbe parte de la radiacién electromagnética
que incide sobre su superficie, .un cuerpo negro lo absorbe todo. Una manera de describir un cuerpo
negro es mediante un cuerpo con una cavidad muy pequefia en donde la radiaciéon que penetra solo
una cantidad muy pequena logra“escapar, similar a la de un cuerpo negro. La fisica clasica describe
que la densidad de radiacién e§pectral del cuerpo negro estd dada por la ecuacién de Rayleigh-
Jeans, el cual depende de las frecuencias de radiacién y de la temperatura del cuerpo, pero no
de las propiedades de las paredes“del material. La descripcion de esta relacién coincide con los
datos experimentales para frecuencias’bajas, para frecuencias altas no, ademas, contradice la ley de
Stefan-Boltzman de la energia de radia¢ién'de un cuerpo negro. Como la radiaciéon no depende de
las propiedades del material, su descripcién se podia modelar mediante osciladores. La descripcién
anterior se basa en la hipdtesis de gue cada oscilador puede tener una energia arbitraria, es decir,
un continuo de energia. Este préblema se logréssuperar cuando Max Planck propuso un modelo
diferente, el cual se basa en un conjunte’de osciladgres en interaccién inicamente con la radiacién [6].
Planck propuso que los osciladores y €hcampo desadiaciéon en equilibrio solo pueden intercambiar
energia que sea multiplo entero de cierto yalor minimod = nFE;, con n = 1,2,3..., y a este valor
minimo de energia F1 = hw, le llamo cuanto detenergia, donde % es la hoy conocida como constante
de Planck. De este modo Planck obtuvo la"nueva distribucion de densidad espectral que lleva su
hiw? 1
tanto para frecuencias bajas como altas y conduee a la ley dé Stefan-Boltzman. Al tomar a h — 0
y tomar fija la temperatura y frecuencia, como €l exponente tiende a cero, podemos desarrollar a
la exponencial en series de Taylor y al quedarnos con los dos primeros términos se recuperan los
resultados clasicos dados por la distribucién de Rayleigh-Jeans. Estes®s el conocido limite de Planck
de h — 0.

nombre y dado por p(w,T) = ~Este resultado describe los datos experimentales

Sin embargo, esta formulacién de Planck con i — 0, no siempre tienegéXito en la obtencién de
los limites clasicos. Como ejemplo podemos mencionar que al tratar de encontrar la relacion entre la
teoria cudntica y clasica, en el contexto de A — 0, se muestra que la ecuacién de Schrodinguer para
una particula inica que se mueve en un potencial externo V' no conduce, salvo alglinas excepciones
de casos especiales, a la ecuacién de Newton para una particula individual [7]. Lo anterior muestra
que no se puede considerar que la mecéanica clasica pueda surgir de la mecanica cuantiea, en este
contexto, al tomar el limite 2 — 0.

Por otra parte, se ha aplicado el principio de correspondencia a algunos sistemas périddicos
[8], por ejemplo, el de una particula en una caja con paredes impenetrables, en los cuales se"han
encontrado que en los limites de niimeros cuanticos muy grandes efectivamente se dan la corres=
pondencia en la forma entre las frecuencias clasicas y cudnticas que dependen de la energia,\es
decir, en el limite de n — oo, la frecuencia cudntica vgur (Ey,) y la frecuencia clasica voar (E)
tienen la misma forma funcional. Por otro lado, la correspondencia en la frecuencia no se cumple al
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tomar tinitamente n — co, es decir, el espectro de frecuencia cuantica y clasica no son iguales. Por
tanto, enféste caso, pasar Uinicamente a nimeros cuanticos grandes no conduce al espectro clasico
de la frecueéncia, para ello debe tomarse el limite de Planck, i — 0. De este modo, del espectro
de frecuengia guantica se recupera el cldsico. Si embargo, se han afirmado que estos limites no son
equivalentes g.que ninguno de ellos tiene un cardcter universal [8].

Muchos de los trabajos sobre los limites clasicos se basan en el teorema de Ehrenfest, el cual
establece un vincule_entre’la mecanica cudntica y la mecanica clasica, afirmando que las leyes del
movimiento para los valores medios de los operadores son las mismas leyes clasicas del movimiento.
Esto esencialmente puede démostrarse al considerar el ejemplo de una particula en movimiento uni-
dimensional en un potencial\Vy(z) que genera la fuerza F' = VV (z). Sin embargo, se ha demostrado
que el teorema de Ehrenfest'ne=es necesario ni suficiente para caracterizar el régimen clésico en la
mecanica cuintica, ya que seginseste teorema para una distribucién de probabilidad suficientemen-
te estrecha, la posicién media en el estado cudntico seguird una trayectoria cldsica [9]. Sin embargo,
de modo general, el limite clasiée”de un estado cuantico no es una tunica trayectoria clasica, si
no un conjunto de trayectorias. Los promedios y los momentos superiores de las distribuciones de
probabilidades cuénticas y clasicas suelen coincidir en situaciones donde el teorema de Ehrenfest
no es aplicable, y por tanto, el teoremagde Ehrenfest no define las condiciones del comportamiento
clasico.

Existe otro planteamiento interesante que relaciona el principio de correspondencia de Bohr y
el limite de Planck [10], el cual muestra_gue paraebtener un limite clésico significativo de los eigen-
valores de los sistemas cudnticos, se debe sintetizar/la formulacién de Planck y Bohr del principio
de correspondencia. Las formulaciones de ‘Planck de{h — 0 y de Bohr con n — oo se consideran
como dos formulaciones diferentes del pringipio de correspondencia, por lo que ellos proponen una
forma sintetizada del principio de correspondengcia tomande simultaneamente n — oo y A — 0, con
la restricciéon de que su producto se mantenga fija"en la aceién clasica apropiada, nki = J. Por otro
lado, se obtienen resultados sin sentidos para el elasico de los'eigenvalores de los sistemas cuanticos
si se toma un limite sin el otro. De acuerdo a lo anterior, el valoreorrecto de la observable clasica
correspondiente al eigenvalor de la mecanica cudntiga se obtiene_en este doble limite restringido.
Para demostrar lo anterior, se han aplicado la forma sintetizada del principio de correspondencia
a los sistemas cuanticos del oscilador arménico, la particula en unatajayy al atomo de hidrégeno.
Para estos sistemas, se consideran las observables béasicas y sus eigenvalores, posteriormente se
toman simultdneamente la formulacién de Planck y Bohr del principio~d€ correspondencia con la
restriccién de que el producto del nimero cuantico principal y la constantesde Planck sea igual a
la accién clasica apropiada de cada sistema. Esta accién clasica apropiada.sepuede determinar.
De este modo, con la aplicaciéon del principio de correspondencia sintetizada @de Planck y Bohr a
los sistemas cuanticos anteriores se recuperan las energias y frecuencias angulares clasicos de estos
sistemas.

Otros estudios proponen enfoques diferentes sobre los limites clasicos de sistemasg€uanticos,
por ejemplo, uno de ellos es el estudio sobre un indicador simple del no clasicismo desistemas
cuanticos y que depende del volumen de la parte negativa de la funcién de Wigner. Parayello,
consideran un estado cuantico arbitrario y se busca determinar hasta que punto es no clasi¢o\en
el sentido de que sus estados difieren de los estados coherentes [11]. Esto se logra al introducir un
parametro que refleja legitimamente el grado de no clasicidad de un estado cuantico dado. Este
enfoque con el indicador que depende del volumen de la parte negativa de la funcién de Wigner se
aplica para investigar ciertas familias de estados cuanticos, los estados de Fock y a los estados de
Fock desplazados comprimidos.
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En"2011, se propuso una nueva formulacién matematica del principio de correspondencia [12], el
cual puiede ser aplicada a las soluciones de la ecuacién de Schrodinger y, por lo tanto, para sistemas
cudntices mas generales, como el oscilador armonico y el problema de la particula en una caja. Esta
nueva fermulacién da un giro diferente en la aplicacién del principio de correspondencia. Parte de
considerar asda densidad de probabilidad de un sistema cuantico y estableciendo un procedimiento
muy simplesSelogra recuperar la densidad de probabilidad clasica correspondiente méas términos
de correcciénm: Eleprocedimiento de esta formulacién se puede resumir del siguiente modo. Primero
se determina la densidad de probabilidad del sistema cudntico en cuestién, en el siguiente paso se
calcula su transformada de Fourier para obtener el coeficiente de Fourier correspondiente, a este
resultado se le aplicael principio de correspondencia de Bohr tomando n >> 1, y finalmente, al
resultado anterior se le aplica la transformada inversa de Fourier del cual se obtiene la densidad de
probabilidad clasica exaeta més términos cudnticos residuales de correccién en series de potencias
pares crecientes de (A/S@asien), donde Sejasico €8 la accion clasica del sistema. Al resultado anterior
se le conoce como la dengidad de probabilidad cudntica asintética (AQM), del cual se obtiene
la densidad de probabilidad clasiea del sistema al tomar la primera aproximacién de orden cero
independiente de &, sin la neceSidad de tomar el limite de Planck de i — 0. Estos términos de
correcciéon son muy pequenos comparados con las energias clasicas, pero no son ceros.

Se ha podido aplicar la nueva formulacién matemética del principio de correspondencia a varios
sistemas fisicos importantes, por ejemplo\al estudio del comportamiento macroscdpico de sistemas
periddicos en el régimen de altas energias.[13] y al limite cldsico del problema de Kepler [14].
Utilizando estos resultados se pueden determinar los valores esperados de las cantidades fisicas y
luego recuperar los valores clasicos/correspondientes.

En este trabajo se aplica la nueva formulacién matematica del principio de correspondencia al
problema del pozo circular infinito para obtenemel limite elasico de este sistema, esto es, su densidad
de probabilidad clasica y otras cantidadesdisicas importantes.
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Capitulo-2

Principio de correspondencia

En este apartado nos enfocaremos en describir el principio de correspondencia de Bohr, y para
ello, primero abordaremos de mawéra general la formulacion de Bohr y posteriormente describiremos
la nueva formulacién matematica dél_principio de/correspondencia. Para este tltimo describiremos
su formulacién y el procedimiento rgquerido para”su aplicacion. Finalmente mostraremos algu-
nos resultados importantes obtenidos‘mediante lasaplicacién de este método a diferentes sistemas
cuanticos.

Es importante recordar que el principio dé correspondencia hoy se concibe de modo muy di-
ferente a como lo concibié Bohr, es mds, algunos autores consideran que ain no es muy clara la
vision que Bohr tenia de su principio de correspondencia. Porfotro lado, debemos recordar que
el limite de Planck de A — 0 es considerado también principiogde correspondencia, atin cuando
la formulacién de Planck aparecié mucho antes que Bohr acunara este término. Posteriormente,
algunos consideran que el principio de correspondencia debe requerir_gue cualesquiera dos teorias
fisicas validas, que tengan superposicién en su dominio de validez deben, con precisién pertinente,
producir las mismas predicciones para las observaciones fisicas [15]. Delestésinodo, también se ha
establecido el principio de correspondencia generalizado, introducido por lostfilésofos de la ciencia,
el cual es el requisito de que cualquier teoria aceptable L deberia dar cuemta de su predecesora
S, degenerando en esa teoria en aquellas condiciones en las que S ha sido bien confirmada por las
observaciones [16].

Como lo hemos mencionado anteriormente, el principio de correspondencia ha censistido de
varias versiones desde que Bohr lo introdujo por primera vez, pero independientemente” de los
diferentes enfoques que existen de este principio, el sentido de ella no ha cambiado de modo esencial.
En la nueva formulacion del principio de correspondencia ese sentido tampoco cambia, ya gue\a
busqueda de la densidad de probabilidad clasica partiendo de la densidad de probabilidad cuantica
se logra tomando n > 1, idea propuesta por Bohr para recuperar las magnitudes clasicas partiendo
de las cuanticas. Para nuestros propositos recurriremos a la nueva formulacién matematica del
principio de correspondencia aplicado al problema del pozo circular infinito.
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2.1. _Nueva formulacion matematica del principio de corres-
pondencia

La nueva formulacién matematica del principio de correspondencia esencialmente se basa en
un procedimiento¥que considera la soluciéon de la ecuacién de Schrédinger de un sistema cuantico,
mediante el cual¥se determina la densidad de probabilidad del sistema al cual se le aplica este
procedimiento [12]{ Debemos recordar que para sistemas periddicos la densidad de probabilidad
cuantica (QPD) dadogor p@M (z,n) es oscilatorio mientras que para la densidad de probabilidad
clasica (CPD), dado pdr p¥# (x), no lo es. Sin embargo, ambos se pueden expandir en series de
Fourier de la siguiente manera;

POM () :/fQM (k,n) e**dk, (2.1)

pC M) :/fCM (k) e dk. (2.2)

Recordemos que f@M (k,n)y f©M (k) sonlos'coeficientes de Fourier cuanticos y clasicos, respec-
tivamente. Para sistemas periédicos simiples estos coeficientes se aproximan entre si en el sentido

promediado localmente para nimeros cudnticos.grandes [17]. Es decir, para ntimeros cudnticos
n > 1 se debe cumplir que:

fQM (k’ n) ~ fCM (k) ’ (2'3)

Esta comparacion es muy importante, ya que hos/permitedentender la relacién entre las densi-
dades de probabilidad cuantica y la clésica.

Por otro lado, los coeficientes de Fourier se pueden determinar mediante la transformacién de
Fourier dado por:

D) = [ o (@) e, (2.4)
£ = [ o (@) (2.5)

Al tomar n > 1, estos dos coeficientes deben ser similares de acuerdo a la relacién dada por

23).

Considerando todo lo anterior, estamos en condiciones de describir el procedimiento seguide
en la nueva formulacion matematica del principio de correspondencia. Para ello, describiremos el
procedimiento de manera general, mediante el cual podremos obtener los limites clasicos de los
sistemas cuanticos periédicos.
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2.1.1¢ Procedimiento de la nueva formulacién matematica del principio
de correspondencia

El procedimiénto de la nueva formulacién matematica del principio de correspondencia se puede
enunciar del siguiénte modo:

= El procedimiento iniciallebnsiste en tomar la densidad de probabilidad cuantica (QPD) de las
soluciones de la ecuacion de Schrodinger del problema y calcular su transformada de Fourier

(F {k}).

= Al resultado se le calcula su_aproximacion asintotica tomando el nimero cuantico principal
muy grande, n > 1.

= Se determina el niimero cuantico grande en el limite al igualar la energia cudntica con la
energia cléasica.

= Se calcula la transformada inyersa.de Fourier (F -1 {w}) mediante el cual se obtiene la llamada
densidad de probabilidad de J& mecdnicacudntica asintética (QMA), y es la suma de la
densidad de probabilidad cldsi¢a\(CPD) més cerrecciones cuédnticas residuales de términos

2n
que dependen de potencias creciefites=de ( 5 h ) .
clasica,

= La densidad de probabilidad clasica (CPD) se obtiene del resultado anterior al tomar la

primera aproximacién de orden cero indépendiente de’h,.sin la necesidad de tomar el limite
de Planck de 7 — 0.

El procedimiento de la nueva formulacién del principio de correspordencia se puede resumir
mediante el diagrama de la figura [2.1

f
P Y A L Py
3 n>1
@Y

Paom (x) = Pcowum (.TJ) +..

Figura 2.1: Procedimiento de la nueva formulaciéon matematica del principio de correspondencia.
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2.2. _Aplicaciones de la nueva formulacion del principio de
correspondencia a algunos sistemas cuanticos

La nueva formulacién matematica del principio de correspondencia se ha aplicado a varios siste-
mas fisicos imporgantes y fundamentales como es el oscilador arménico simple, la particlula en una
caja [12], el problema de Kepler [14] y el comportamiento de sistemas cudnticos periddicos en el
régimen de altas energfa$ [13]. A continuacién describiremos el limite clasico de la particula en una
caja, es decir, el sistemafcudntico de una barrera de potencial infinito en la cual se encuentra confi-
nado una particula. El desarrollo de este problema simple servird como una introduccién y ejemplo
de la aplicacion de esta nueva/formulacién matematica, mostrando la sencillez de la aplicacion del
procedimiento.

2.2.1. Pozo cuadrado infinito\unidimensional

Este problema, también conocido como®la particula en una caja, es un sistema que consiste
de una particula de masa m que se eneuentra confinado en una regién unidimensional entre dos
barreras de potencial infinito. A continuacién se muestra el potencial mateméaticamente y también
de manera grafica:

V(z)
V(z) =00 V(z) =00
o si z<0,x>a
Vi(z) =
0 si O<z<a
V(z)=0
X
0 Q,

Figura 2.2: El potencial es V(a)s= 0*dentro
del pozo cuadrado, regién determinado por
0 <z <a,yesV(iz) = co fuera’de’esa
regién.

Este sistema puede puede tratarse desde el enfoque clasica y cudntico. El estudio clasiéo mos
permite determinar la densidad de probabilidad clasica (CPD) de este sistema y esta dado como:;



doride 0 es la funcion de Heaviside o funcién escalon. Las correspondientes funciones de Heaveside

se defiien como:

1 si z>20
0(z) =

0 si <0

1 si z2>a
O(x—a)=

0 si z<a

Lo anterior indica que la densidad de probabilidad es é dentro del pozo y cero fuera de ella.

El pozo cuadrado infinito cuantico sespuede estudiar mediante la aplicacién de la ecuacién de
Schrodinger a este sistema. De acuerdo ‘alas consideraciones de las condiciones de contorno de este

sistema, la solucion es la funcién:

donde n =1,2,3, ..., por lo tanto, su densidad de probabilidad cuantica es:

2
p@M () = = sen? (@> .
a a

(2.9)

(2.10)



donde”N es el nimero cuantico muy grande. El valor de este niimero cuantico se puede obtener
z 7’ . . 2 2 2 . z 7 . 2
al tomarsfla,energia cuantica de este sistema FE,, = h277:m7£ e igualarla a la energia cldsica £ = I,

del cual se‘obtiene que N = L%. Este resultado se basa en la consideracion de que en el limite de
n > 1, la enepgia cuantica y clasica son iguales, y el ntiimero cuantico de ese limite es V.

Si ahora caleulamos la transformada de Fourier de la densidad de probabilidad clésica (2.6)),
obtenemos:

FOM (1) = &

" (e7ka —1). (2.11)

Del resultado anterior podemos observar que se cumple que:

(k) ~ FEF (k) (2.12)

Este es un resultado importante de comparacion que debe cumplirse al tomar n > 1.

Al calcular la transformada inversa de”Fourier de'la ecuacion ([2.10)), se obtiene la densidad de
probabilidad cudntica asintética (AQM);

A () = L o) — 0z - a)] + (S

a

Y alo'z)— &' (x —a)] +--- . (2.13)

class

Como podemos observar, la densidad de probabilidad cuantica asifitotica es la versién macrosco-
pica de la densidad de probabilidad cudntica, ya que la constante de Planek no es cero, (i # 0). El

resultado muestra que p,,,,, (x) es igual a la densidad de probabilidad elasica mas términos de co-

rrecciones cuanticos residuales que dependen de potencias pares crecientes deda, forma (h/S .. )™"

class

Finalmente, si tomamos de la ecuacién (2.13) el primer orden de proximacion solo queda el
término de orden cero independiente de h, del cual se obtiene la densidad de probabilidad clasica:

P () ~ L o) 0z~ a)]. @14)

Podemos observar que no es necesario aplicar el limite de Planck, de i — 0, para encontrar ‘el
limite clésico de la densidad de probabilidad cuéntica. El resultado anterior ya es conocido [12], al
igual que los siguentes, en las cuales primero se muestran las densidades de probabilidades clasicas
(CPD) y después sus correspondientes densidades de probabiliades cudnticas asintéticas (AQPD).
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2.2.2¢ Oscilador arménico unidimensional

Los limites clasicos del problema del oscilador arménico simple y el de la particula en una caja,
fueron lo§"d0s.primeros problemas a los que se aplic6 la nueva formulacién matematica del principio
de correspotdencia [12]. La densidad de probabilidad clésica y la densidad de probabilidad cuéntica
asintotica del @scilador arménico simple se muestran acontinuacién:

1
m\T) = ) 2.15
pou () =~y (2.15)
@)= ——— 40 [(ﬁ/S )2”] (2.16)
pAQM - W\/W class . .

2.2.3. El problema cuantice”de Kepler

El limite clasico del problema dedepler'se basé en la nueva formulacién matematica del princpio
de correspondecia, fue el tecero de dos problemasTésueltos mediante este método [14]. La densidad
de probabilidad clasica y la densidad”de probabilidad cuantica asintética del problema de Kepler
se muestra acontinuacion:

Pem (T) = _ (217)

()] 219

En este trabajo se obtiene el comportamiento cuantico asintético de la densidad de probabilidad
y el limite clasico del pozo circular infinito aplicando el procedimiento de'la'nueva formulacion del
principio de correspondencia. El desarrollo de este trabajo se presentan en=los siguientes capitu-
los comenzando por el plateamiento del problema, la solucién de la ecuacién degsSchrédinger, la
obtencion de la densidad de probabilidad clasica y cuéntica, la aplicaciéon del procedimiento de la
nueva formulacién matematica del principio de correspondencia, la obtencién del lithite clasico del
sistema, y finalmente, las discusiones y conclusiones de este trabajo.
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Capitulo.3

Pozo circular infinito

El problema del pozo circular infinite_consiste de una particula de masa m atrapada en un pozo
de potencial circular infinito y de radio ajfewya definicién matemaética y grafica del potencial esta
dada como sigue:

Figura 3.1: El potencial’ es V(r) = 0 dentro
del pozo circular, regién definido por r < a,
y es V(r) = oo fuera de esa region.

La ecuacién estacionaria de Schrodinger para el problema corresponde a:

2
- 2h—V2\I! + VU = EU. (3.1)
m

Al considerar las condiciones de simetria del problema elegimos convenientemente las coordes
nadas polares para describir al sistema, donde la funcién de onda tiene la forma ¥ = ¥(r,0). El
laplaciono en coordenadas polares esta dado como:
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02 10 102

2_ 0" 1o Lo
v _8r2+rar+r2892’

(3.2)

y teniendo en, guenta todo lo anterior, la ecuaciéon de Schrédinger adquiere la forma:

R (0?0 100 1 0%V

om

De acuerdo al método de separacion de variables proponemos una solucién de la forma ¥(r, 8) =
¥(r)e(0), mediante el cual, al sustituirse en la ecuacién anterior y despues dividirse entre ¥ (r)p(6)
se obtiene:

1 0%y 1 oy I, 0% 2mE 9
el e Y V= — 4
W or2  ry Or + 220 962 v h2 ’ (3.4)

donde k = 4/ 27}?13’

Considerando el hecho de que V' = V(r) s6lo depende™de r y que dentro del pozo circular
V(r) =0, y al reordenar lo anterior se puede expréesar cada‘miembro de la ecuacién solo en términos
de cada una de las variables independientes:

r20%)  r oy 29 1 0%

Como ambos miembros varian de forma independiente podemos igualarlo asuna constante c?,
lo que al reordenarlo resulta:

0% 10y c?

aﬂﬂaﬁ(’““rz)d’ 0. (36)
0%p
W = —CQQD. (37)

La ecuacion diferencial (3.7) que depende de 6, es una ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo
orden, lineal y homogénia. Nosotros proponemos una solucién para esta ecuacién de la forma:
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w(0) = emf (3.8)

donde-al"calcular su segunda derivada se obtiene:

82
S5 = 1% (3.9)

y con esto se a obtenidosde (3.7) que ¢ = n.

Considerando las condiciofies fisicas del problema, como el hecho de que el potencial central en
nuestro sistema solo depende dé r ymo de 6, signica que la funcién ¢ (0) debe tener el mismo valor
sin importar el angulo, por lo tante Ta~funcion ¥ solo puede depender de r. Esto significa que se
cumple:

el =1, (3.10)

y Unicamente se cumple si n = 0.

En la ecuacién (3.6) se hace el cambio” de,variable ' = kr para reescribirlo en términos de
variables adimencionales, del cual resulta:

2

Esta es la ecuacién diferencial de Bessel, cuyas soluciones son conocidasleomo las funciones de
Bessel [18]. Por otro lado, recordemos que (¢ =n = 0), y haciendo esta éonsideracién la ecuacién
anterior resulta:

2y 1dp
—_—+ —— =0. 12
dx? + z dx +y=0 (3.12)

La ecuacién diferencial anterior tiene por solucién a la funcion de Bessel de orden ceroy Esto
significa que la solucion de la parte radial de la ecuaciéon de Schrédinger podemos expresarla ¢omo:

Y (r) = Jo (kr). (3.13)
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Comerel potencial es infinito en r = a, entonces la condicién de frontera para la funciéon es:

J() (ka) =0. (314)

La solucién a‘estasecuacion es ka = aps = ag = «, con s = 1,2, 3, ... donde ay, son los ceros de
la funcion de Bessel de ‘orden 0. Los ceros de las funciones de Bessel son valores conocidos y vienen
dados en diferentes tablas,[19]. Es muy importante hacer notar que cada funcién de Bessel de un
orden determinado tiene cerés diferentes a cualquier otra funcién de Bessel de orden diferente, por
lo que hay que designar lossCeros de la funcién con los dos indices de la forma «,,;. Considerando
todo esto, podemos describir las eigenfunciones y los eigenvalores de energia segin los ntimeros
cudnticos que caracterizan a los_estados fisicos del sistema. Por lo tanto, la energia de la particula
estd dado:

) Bk R,

Eq o?, (3.15)

om  2ma?

donde estas energias no son degeneradas. Los htimeros cuanticos estan dadas por los valores de
a, de acuerdo a s = 1,2, 3, .... Por otfo’lado, los estado fisicos del sistema en la representacién de
los vectores de estados se expresan médiante los kets/de la forma:

jor) (3.16)

y de acuerdo a esto, la ecuacion de eigenvalor resulta:

h2

2ma?

H|a) o?|a) . (3.17)

Considerando todo la anterior, la eigenfuncién que corresponde a la parte radial est4 dado como:

Yo (r) = Ady (kr) = Adp (ax) . (3.18)

El proceso de normalizacién de las funciones de Bessel ya es conocido, el cual se incluye en™el
apéndice A. Este proceso nos permite determinar la constante de normalizacién:

V2
A= ThT (3.19)
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Alsincluir la constante de normalizacién obtenemos la eigenfunciéon para la parte radial del
sistem@s:

Yo (1) = WJO (ax), (3.20)

r
a-

donde =z =

Por lo tanto, al tener emvcuenta la componente angular en la normalizacién, obtenemos una
solucién completa normalizada de la eigenfuncion del sistemas:

V2
o) = o (). (3.21)

La funcién normalizada ¥ = W (1), que'satisface las condiciones de frontera y que es una solucién
general de la ecuacién de Schrodinger del pozo cirgular infinito se puede expresar como:

N V2
\P(T)_;C"ﬁaul(a)r](’( ). (3.22)

Donde C, son los coeficientes del desarollo y @ = ~.

En la figura puede observarse que conforme o > 1, la gréfied™tiende a una misma forma
cada vez mas definida.

3.1. Densidad de probabilidad clasica

La densidad de probabilidad clasica de una particula en un pozo circular infinitoesta dado
por # dentro del pozo circular y fuera de ella es cero. La funcién que describe corregtamente la
densidad de probabilidad cldsica (CM) es:

p"M(r) = ——[0(r)— 0 (r —a)], (3.23)
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Figura 3.2: Grafica de la funcién de esta @
incisos muestran la grafica de esta funcién p nos ?de los ceros de la funcién de Bessel

. :
donde a es el radio de la circunferencia y 0 reprgsenta L@
correspondientes funciones de Heaveside se definen como:

n escaléon o de Heaveside. Las

Considerando lo anterior, la probabilidad de encontrar a la particula dentro del pozo de po 1

circular estd dado por: O
N
// (r)yrdrdf = — // (r —a)]rdrdf = 1. (3.24)



Larsdensidad de probabilidad clasica del pozo de potencial circular infinito dado por la ecuacién
, es la que se obtendra més adelante aplicando la nueva formulacién matematica del principio
de correspondencia a la densidad de probabilidad cuéntica de este sistema, desarrollo que se vera
en la seccion [4.21

3.2. Densidad de probabilidad cuantica

La densidad de probabilidad cuantica es es el cuadrado de la eigenfuncién del sistema, el cual
queda expresado como:

p=lvl. (3.25)

De acuerdo a esto y la funcionssolucién dada por la ecuacion (3.21)), la densidad de probabilidad
cuantica del pozo circular infinito €sté’dado por la siguiente relacion:

p@M (7 = 2 @ JZ (ag) . (3.26)

a2 J?

Si consideramos que x = =, pode€imos reescribir la densidad de probabilidad cuéntica en funcién

de z, del cual resulta una ecuacién con,una formasmas conveniente a nuestros propositos:

9 (@) i i), (3.27)

También podemos observar que la densidad de probabilidad’cudntica depende de los niimeros
cuénticos dados por «, y para cada valor de estos tendremos una densidad determinada, los cuales
pueden verse en las graficas de la figura [3.3]y

En la gréafica|3.3| puede observarse que la densidad de probabilidad-las amplitude son mayores en
x = 0 o cerca de ella y que en el limite x = 1 es cero, esto se debe a que eg=mas probable encontrar
a la particula en el centro del circulo y que conforme se acerca a la barrera de potencial infinito
es menos probable, siendo cero la probabilidad de encontrarla en la barrera’dejz = 1. Recordemos
que ¥ = —, por tanto, en 7 = 0 el valor de x = 0 y en r = a el valor de x ==1, y en este ultimo la
barrera de potencial circular se vuelve infinito.

En las figuras y pueden apreciarse el comportamiento de la densidad‘désprobabilidad
cudntica y clasica para los diferentes niimeros cuanticos. En todas las graficas podemos observar
que la densidad de probabilidad cuantica p@™ () en casi todo el intervalo de [0, 1] trafa«de man-
tener la oscilacién alredor de la densidad de probabilidad clasica p“ (z) el cual es una‘constante,
aumentando su amplitud cerca de = 0. Lo anterior puede apreciarse en la figura [3:3} ‘en los
cincisos [3.3a} [3.3b] y [3.3¢ muy claramente, y en los incisos [3.3d| y en menor gradogPero
en todas las figuras p@M () tiene el mismo comportamiento. Sin embargo, las gréficas de la figura
[3:4] correspondientes a nimeros cudnticos grandes presentan un patrén similar al de la grafica 3.3}
pero con ligeras variaciones de las amplitudes, ya que hay pequenas oscilaciones fuera de la linea
de la densidad de probabilidad clasica.
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Figura 3.3: Gréfica de la densidad de probabilidad cudntica (QPD) dado por ) =

2 —~J2(azx) y de la densidad de probabilidad clésica (CM) dado por p =

wa?J?(a) -

L [0(z) =6 (x—1)], donde r = az, a = 1 y x€[0,1]. Los incisos muestran las grafic
.

los diferentes niimeros cudnticos dados por los ceros de la funciéon de Bessel a.
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Figura 3.4: Grafica de la densidad de probabilidad cudntica (QPD) dado por p@M () yQ
densidad de probabilidad clésica (CM) dado por pM (z), donde r = ax, a = 1y xe[0,1].
incisos muestran las graficas para los diferentes nimeros cuanticos grandes dados por los ceros de
la funcién de Bessel a.
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Capitulo 4

Principio‘de correspondencia
aplicado al Pozo circular infinito

El objetivo de este trabajo ess€ncontrar el limite clasico del problema del pozo de potencial
circular infinito. El procedimiento a seguir se basa en la nueva formulacion matemaética del principio
de correspondencia, descrito en la see€idn (2.1.1) i graficamente representado mediante el diagrama

de la figura (2.1)).

4.1. Transformada de Fourierde la densidad de probabilidad
cuantica

A continuacién nos enfocaremos en desarrollar el proceso de célculo, que determina el coeficiente
de Fourier de la densidad de probabilidad cudntica (QPD), el cual reqtiiere del uso de las integrales
de las funciones de Bessel de orden cero cuadratico. La transformada defFourier de la densidad de
probabilidad cuantica del pozo circular infinito estd dado como sigue:

19 () = [ o2 w)e 0w, (4.1)

donde ax = r. Considerando lo anterior y la ecuacién (3.27), la transformada de Fourier(es:

f9M (k) :/ Lm%?%(a)Jg (ax)| ey dz. (4.2)
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Reeseribiendo la relaciéon anterior, podemos expresarlo en la forma:

2 ! ,
QM — 2 —ikax
Lo que es igual®
2 ! 2 (—ikaz)™
QM) = ———— 2 E ———uzdx. 4.4
foz ( ) 7Ta2J12 (O[) /(; JO (ax) P ol rdxr ( )
Si reescribimos la integral‘Hegamos a la relacion:
2 2 (—ika)™ [*
QM — n y2
D) = s Y /O 2" J2 () 2d (4.5)

n=0

El procedimiento del célculo de la integralide la forma [ 2" J2 (az) zdz, se desarrolla en el
Apéndice B y se demuestra su generalizacién mediante el método de induccién matematica. De
acuerdo a lo anterior, la integral estd”dada por la relacién del Apéndice B, es decir, por la
siguiente ecuacién:

1 1, n .,
w1 |27 +2 (Jg (ex) + J? (az)) + 257 I (azx) Jy (o)

n? n?
erxnjg (ax) — adr /x”ﬁjg (o) xd:c}

/I”Jg () xdr =

Si ahora evaluamos esta integral, obtenemos:

! 2 1 Lo n’ L ona g
/0 2" J§ (ax) xdx = ] {2(]1 (o) — W/o 2" 72JS (o) xdx} . (4.6)
Al introducir este resultado (4.6) en la ecuacién (4.5)), obtenemos el resultado siguiente:

0 3

(—ika n !
fOM (k) = 7ra2J2 Z k. ] {lJz( ) — (%4)2/0 "2 T8 (o) xdx} . (4.7)

El proceso para el célculo de la integral del segundo término de (4.7) se puede continuar em-
pleando el mismo procedimiento repetitivo hasta llegar al exponente de grado n = 0. Los resultados
que se obtienen de ella quedan en términos de potencias pares crecientes de é El desarrollo y
analisis de este término requiere de un tratamiento especial, por lo que se volvera a ella en las
siguientes secciones.
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4.1.1¢ Primera aproximacion del limite clasico

El resultado obtenido en la ecuacién (4.7) de la seccién anterior, lo expresaremos como se ve a
continuacion:

1 1 & (—ika)™t!
QM Ly _ _ S
Ja (W) ma? ika ng (n+1)!
12 1 i (—ika)"*t' n3 1

1
= = A n—2 72 d
ma2J? () ika (n+1)! 22a2 _/0 v (o) wde

n=0

El desarrollar la integral del'segundo término del miembro derecho de la ecuacién obtenemos:

FOM (k) = — — L (e~he _ 1)

ma? ika

Lii (—ika)Ptl  nd et
ma? ika “=  (n+ 1V (n —1)2% 02

1 1 & (—ika)™™LY p3(n—2)3 1
_@%Z (n+1)! (m=1)(n — 32" ot (4.9)

n=

1 1 &K (—ika)™t P 3273 (n=4)3 1
7;) (n+1)! (n— 1)@= 3)(n = 5)2 o
1 2 1 & (—ika)" 0’ (n —2)%(n ~4)%(n — 6)% 1
_ﬁﬁ(a)%z (n+1) (n—1)(n—3)(A—5)2% o

ma? ika

1
/ "8 J2 (ax) xdx
0

n=0

Segun el principio de correspondencia de Bohr, al tomar el ntmero.cudntico principal muy
grande, es decir n > 1, se recuperan las cantidades clasicas. De acuerdo a esto, si tomamos a > 1
en la ecuacion 1} los términos con potencias pares crecientes — de la‘egfiacion serdn pequenos

«

y podemos despreciarlos. Considerando lo anterior, solo nos queda el siguiente término:

11 K (—ika)" !
oM (k)N—@%Z NCESR (4.10)

n=

Como podemos ver, esta ecuaciéon ya no depende de «. Si reescribimos este resultado se obgiche:

1 1 ;
QM ~ —ika
f (k) ~ —Zika (6 1) (4.11)
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Este sesultado es clave para determinar el limite clasico del pozo circular infinito, es decir,
la densidad de probabilidad clasica. Por otro lado, la transformada de Fourier de la densidad de
probabilidad cldsica (CM) es:

11 _. 1 1 .
CM _ —ika —ika __
FEM (k) = —e N — (e 1). (4.12)

Observemos que esteresultado es similar al de la ecuacién (4.11)), por lo tanto, podemos ver que
se cumple que al tomar a S3\Den la ecuacion (4.9), podemos despreciar los terminos que contienen
las a y solo nos queda el primeér, término. De acuerdo con lo anterior podemos ver que se cumple
que:

£ (k) ~ fOF (k). (4.13)

Debemos recordar que esta similitud esta eentemplado en los procedimientos de la nueva formu-
lacion matematica del principio de corfespondencia de acuerdo a la relacion . A continuacién
procederemos para calcular la transformada invers@ de Fourier al resultado dado por para
obtener una primera aproximaciéon del limite clasico:

4.1.2. Transformada inversa de Fourier delasprimera aproximacién

Para el célculo de la transformada inversa de Fourier del coefiélente f@M (k) dado por (4.11),
se realiza el cambio de variable de K = ka, del cual resulta:

1 1 .
OM(K) ~ — iK1 4.14
La transformada inversa de Fourier esta dado por:
1 o0 i
p9M (r) = ° / fOM(K)eEedK. (4.15)

Al calcularla obtenemos:
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y de lo anterior se obtiene;
1 1 41 1 [>*1.
pPM (r) ~ {ﬁ —efrdl — — ke”““—a)dk} : (4.16)

La forma de las integrales de la gcuacion (4.46) son funciones de Heaviside, los cuales estdn
dadas por:

0(z) = —— / %e““”dk. (4.17)

P (1)~ — [0(r) — O(r — a)]. (4.18)

El miembro derecho de la ecuacién es la conocida densidad de probabilidad clasica del problema
del pozo circular infinito, resultado buscado en este trabajo y dada por la ecuacion (3.23).“Este
es un resultado interesante, pero solo es una primera aproximaciéon de orden cero. Obtendremos

el comportamiento asint6tico al considerar la ecuacién completa dado por (4.8]), los cuales son los
resultados exactos.
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4.2. Mecanica cuantica asintética del pozo circular infinito

Al igual que.el problema del pozo cuadrado infinito, el oscilador arménico, el problema de Kepler
y otros sistemas va estudiados, el problema del pozo circular infinito puede estudiarse mediante
la nueva formulacién matematica del principio de correspondencia, el cual conduce a determinar
el comportamiento cuéntico asintético del sistema, es decir, se puede determinar la densidad de
probabilidad clasica, mas. términos de correccion partiendo de la densidad de proabilidad cuantica.
Para ello consideraremios.de nuevo la ecuacién el cual es:

M (1) = 191 i (—ika)™*!

R i ]
p ( (4.19)
1 297 L& (—ika)"in3 1t
A N 7y 7 n d
ra? JZ (o) ik Z (n+ 1) 22 a2/0 "2 Jy (o) xdx

n=0

La integracién del segundo término.del miembro derecho ya lo conocemos, y da como resultados
los siguientes términos, en este caso,Se/calculan losprimeros tres términos, y el cuarto, es la integral
del cual surgen los siguientes términos:

1 1 -
QM - - = 71ka_1
o (k) ma? ika (e )
11 i (—ika)™tt  n3 1

na? ika (n+1)! (n—1)22a2

11 i (—ika)™t  n3(n—-2)% 1

(n+ 1! (n—1)(n—3)2%a* (4.20)

~ 7a? ika &
1 1 &K (—ika)"t n3(n—2)3(n—4)% 1
D (n+1) (n—1)(n—3)(n—>5)26ab

ma? ika
e

12 1 & (—ika)" 03 (n—2)3(n—4)3(n—6)% 1
_@Jf(a)%z (n+1) (n—1)(n-3)(n—->5)28 o

1
/ "8 J8 (ax) xdx
0

n=

El primer término del miembro derecho de la ecuacién anterior es independiente de «,
el cual ya hemos estudiado y del que se obtiene la densidad de probabilidad clasica al caleular la
transformada inversa de Fourier. El resto de los términos dependen de potencias pares crecientes de
a%m respectivamente, los cuales se hacen visibles de manera explicita en la ecuacion. Estos térmings
tienen formas méas complejas, lo que los hace dificiles de reducir a integrales simples al momento de
calcular la transformada inversa de Fourier, de lograrse, estos calculos proporcionaran los términos
de las correcciones cuanticas residuales. Sin embargo, hasta ahora no hemos logrado obtener estas
correcciones de manera precisa, por lo que ahora solo dejaremos expresados estos términos.
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4.2.1¢ Aproximacion asintética del coeficiente de Fourier

A continuacién calcularemos la aproximacién asintética del coeficiente de Fourier al tomar o >
1, de tal modoy que en el limite a es muy grande y lo representamos como ap. Debemos observar
también, que-en.ese limite la energia cuantica F, = % y la energia clasica F = % del sistema,
son aproximadamente iguales. Por lo tanto, en estos limites, establecemos que se cumple la relacion:

1202 »?
Euy=—2="—. 4.21
Yo 2ma?  2m (4.21)
Segin lo anterior, se cumple gue:
a
an = %. (4.22)

Si consideramos la accién clasica de wna®particula libre dado por Seqss = 2pa, al combinarla con

la ecuacién (4.22) se obtiene:

Sclass
2h

by = (4.23)

Este es el nimero cuantico grandegfel cudl consideraremos para determinar el comportamiento
asintotico del sistema.

4.2.2. Transformada inversa del coeficientesde Fourier

El comportamiento asintético del sistema se determina a partir de‘considerar el nimero cuantico
grande ay, para ello ahora procedemos a sustituir el valor de ay @€\la ecuacién (4.19), del cual
resulta:

) 1 1 :
QM - —ika __
o (F) ma? (—ika) (6 1)

1 2 1 > (_ika)n+1n3 h 2 n—2 72 SclaSS
+@J12 (5217%)%2 (n+1)! (Sclass) /0.73 JO( 2h a:) &4

n=0

(4.24)

El primer término del miembro derecho de la ecuacién ya es conocido y la integraciéon del segunde
estan desarrollados en la ecuacién para algunos términos, y como ya hemos mencionado, ain
no se han lograda calcular sus transformadas inversas de Fourier. Considerando todo lo anterior, la
transformada inversa de Fourier de esta ecuacién se puede expresar como:
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P9 () = o) — 6(r —a)] + O

ma?

" (Sczr:ss)%] (4.25)

2n
Donde O {r, (#—) representa los términos que se obtienen del proceso de desarrollo de

las integrales. El resultade’anterior es la llamada densidad de probabilidad de la mecénica cuantica
asintética (AQM), donde podeémos observar que el primer término es la densidad de probabilidad
clasica del pozo circular infinito\y,el segundo representa los siguientes términos de las correccio-

2n
Sclass) - El
comportamiento asintético de laldénsidad de probabilidad cudntica se puede ilustrar en la figura
donde podemos observar que Se agerca asintoticamente a la densidad de probabilidad clasica
conforme a > 1.

nes cudnticas residuales que dependen de potencias pares crecientes de la forma (

o™
Figura 4.1: Comportamiento asintético de la densidad de probabilidad cudntica (AQM).

Al tomar de la ecuacién (4.25) la primera aproximacién de orden cero, se obtiene la densidad
de probabilidad clasica:

P (1)~ [0r) — O — )] (4.26)

Este resultado es el limite clasico de la densidad de probabilidad cuantica mediante la aplicacién
de la nueva formulacion mateméatica del principio de correspondencia y tiene una importancia de
caracter general y es esencialmente el objetivo de este trabajo. Estos detalles los analizaremos y
discutiremos en la siguiente seccion.
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4.3.» Discusiones

La dewnsidad de probabilidad de la mecénica cudntica asintética dado por la ecuacion (4.25), que

consiste de términos de la densidad de probabilidad clasica méas correcciones cudnticas residuales
2n
# , muestra que en la primera aproximacién de
class

orden cero se recupera la densidad de probabilidad clasica, término independiente de A:

de potencias=pareés crecientes de la forma (

PAM (1)~ —5 18(r) — O(r — a)]. (4.27)

Podemos observar que no es'neeésario tomar el limite de & — 0, lo cual tiene sentido, ya que no
es consistente hacer variar una cantidad que se define como constante. Por otro lado, el hecho de
que h este presente en el comportamienido macroscopico de este sistema, significa que el teorema
de indeterminacién de Heisenberg siguessiendo valido, es decir, la mecanica cudntica es aplicable
en todas las escalas de la naturaleza, y_ que el mundo macroscopico es una consecuancia de su
comportamiento asintético.

Estos analisis y resultados inicamente se han logrado obtener mediante el enfoque de la nueva
formulacién matematica del principio de correspondencia. Otros procedimientos conducen a los
limites clésicos sin llegar a los anteriores.resultados. Por ejemplo, mediante este procedimiento se
hace a un lado el método que toma simultdneamenten=%oo y i — 0, con el producto de nh = J,
donde J es cierta acciéon adecuada.

También debemos observar que la nueva formulacién matematica del principio de corresponden-
cia toma el niimero cudntico principal muy grande (n > 1) y ne'n % oo, con un valor determinado
de n muy grande. Por ejemplo, para este problema, el ntimero cuantico principal o > 1, es ay dado
por la ecuacién 7 y se obtiene al considerar que en el limite cldsice el eigenvalor de energia es
igual a la energia clasica del sistema. Sin embargo, no se calcula su valor numérico ya que se busca
determinar el comportamiento asintético de la densidad de probabilidad eudntica.

Por otro lado, los términos de correccién de la ecuacion (4.25) atin no han sido determinados,

2n
si bien O [r, ( ) ] esta dado por:

Sclass

R Y :
O |r, ( 3, ) =5 / O’ (k)eka® (4.28)
donde:
1 2 1 & (—ika)™™ 03 [ B N\ [t Sel
/ = — = - n—2 72 ctas d 4.2
O( ) 7.[.a2 J12 (Sczlahss) Zka; (n+1)| Sdass A x J() o T | xazxr, ( 9)
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dondeflas integrales de los primeros términos estdn desarrolladas en la ecuacién [£.20] las transfor-
madas inversas de estas no se han logrado reducir a una forma simple. Por otro lado, en la ecuacién
del apéndice C, se calculan algunos términos de la integral en orden creciente, inicamente
para mostear el comportamiento que conforman estos resultados.

Por otro lade, essimportante destacar la implicaciéon que la solucién del limite clasico del pozo
circular infinito puedastener a nivel de aplicaciéon en otros problemas por su configuracién similar.
A continuacién se mencionan algunos ejemplos de manera general:

= Moléculas diatémicas: Para ciertas moléculas diatomicas simples, donde la interaccién entre
los 4tomos puede aproximarse como una fuerza radial, el pozo de potencial circular infinito
puede utilizarse para analizar las propiedades de energia y las transiciones cudnticas.

= Anillos conductores: En sistémas fisicos como los anillos conductores, donde los electrones se
encuentran confinados en unasestructura circular, el problema del pozo de potencial circular
infinito puede ser un modelo util(para entender las propiedades electrénicas y la conductividad
cuantica.

= Luz confinada en cavidades circulares: En el campo de la éptica cudntica, se puede modelar la
propagacion de la luz confinada en cavidades circulares utilizando este enfoque para analizar
modos de resonancia y efectos cuénticos‘de la luz confinada.

Desde luego que existen méas sistemas fisicos quegpueden estudiarse mediante el modelo del
pozo circular infinito, pero solo hemos mencionado est@s tres, que por sus configuraciones fisicas
pueden abordarse como un problema del pozo gircular infinito. Sin embargo, en este trabajo nuestro
objetivo se enfoca tinicamente en la obtencién del limite clasieé del pozo circular infnito empleando
la nueva formulacion matematica del principio de €orrespondeneia, el cual se ha logrado completar
plenamente.

En modo general, la obtencién del limite clasico de la densidad degprobabilidad cudntica y los
términos de correccién para el problema del pozo circular infinito repfesenta un paso importante
en la aplicacién de la nueva formulacién matematica del principio de cofrespondencia a diferentes
problemas. Sin embargo, a pesar de que este enfoque ha dado resultados en la@btenecion de los limites
clasicos de problemas fundamentales como el oscilador arménico simple, atin éstamos lejos de poder
comprender y resolver de manera completa el problema de los limites clasicos, Una caracteristica
importante a destacar de este método en comparacién de otros, es que se aplica a lag, densidades
de probabilidades cuénticas, y estos se construyen a partir del cuadrado de las funcienes de estado,
funciones o vectores de estado que contienen toda la informacion fisica del sistema de acuerdo al
primer postulado de la mecéanica cuantica.
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Capitulo-5

Conclusiones

Este trabajo inicié con el objetivo de déterminar el limite clasico del problema del pozo circular
infinito; su estudio, andlisis y progéso de soluciéon nos condujo a determinar magnitudes importan-
tes, como la densidad de probabilidadsclasica y ¢uantica del sistema. La aplicacion de la nueva
formulacién matemética del principio.de-correspondencia a este sistema, nos permitié obtener el
limite clasico del problema del pozo'circular infinites por lo tanto, los estudios y andlisis de los
resultados nos permiten formular las siguientes corclusiones:

= Se obtiene una solucién completa del problema del poze circular infinito. Entre otras magni-
tudes importantes, la soluciéon del problama nos permitié cenocer acerca de las propiedades
del sistema, como su funcién solucién, el nimero cuantico principal, el eigenvalor de energia
y la densidad de probabilidad cuantica. La solucién de este problema no se ha encontrado
reportado anteriormente en la literatura.

= Debido a la simetria radial del pozo circular infinito, el nimero cuantico principal estd dado
por «, por lo tanto, lo que define el comportamiento asintético de.esté sistema es «, el cero
de la funcién de Bessel de orden 0, Jg.

= La nueva formulacion matematica del principio de correspondencia es aplicableipara este caso,
salvo una pequena variacién en el procedimiento, en vez de tomar n > 1, sé considera o > 1.
De igual modo, los eigenvalores de las observables fisicas dependen de «, come es el caso de
la energia del sistema.

= Segin los resultados obtenidos anteriormente, al aplicar la nueva formulacién matematica del
principio de correspondencia al problema del pozo circular infinito, més precisanientey a la
densidad de probabilidad cudntica, se puede recuperar la densidad de probabilidad, ¢lasica
mas terminos cuanticos residuales de correccion dependientes de potencias pares crecientes de

2n
la forma (#) , resultado al que llamaremos densidad de probabilidad cuantica asintotica

(AQM). Este resultado indica que la hipétesis inicial se cumple, por lo tanto también se ha
logrado el objetivo principal de este trabajo.
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= Lasdensidad de probabilidad cudntica asintética (AQM) consiste en la suma de la densi-
dadfde probabilidad clasica mas terminos cuanticos residuales de correccion. Estos términos

h
Sclass

2n
de ¢orreccion dependen de potencias pares crecientes de la forma ( ) pero no son

ceros. Bn este contexto, el teorema de indeterminaciéon de Heisenberg se aplica inclusive a
nivel macrescépico. Esto significa que la mecanica cudntica logra describir el comportamiento
macroscopieo del sistema. Sin embargo, no es posible establecer sus trayectorias, ya que la
mecéanica cuéntica no aporta esa informacién.

= La densidad de’probabilidad clasica puede obtenerse a partir de la densidad de probabili-
dad cuantica asingética, como el primer término de aproximacion de orden cero de la serie
independiente de f,€s decir, no hay necesidad de tomar A — 0, ya que de hecho A es una
constante.

= Los resultados del comportamiento asintético del sistema solo se han logrado obtener mediante
la nueva formulacién matematica del principio de correspondencia.

= La nueva formulacién matemética del principio de correspondencia ha sido aplicado a otros
sistemas fisicos fundamentalesp€uyos.resultados son conocidos, como es el caso del problema
del oscilador armonico simple, el pezo cuadrado infinito, el problema de Kepler y el estudio
del comportamiento de sistemas periodicos en el regimen de altas energias.

Actualmente, el procedimiento deda nueva formulacién matemética del principio de correspon-
dencia de Bohr se pretende aplicar a/diferentes problemas de la fisica cuantica para el estudio de
sus limites clasicos. También se han comenzado a implementar su ensenianza en las aulas de clases,
lo que necesariamente conduce a los analisis ;y discusiomes de sus implicaciones, contribuyendo a
la compresion de la relacién entre la fisica=euantica y clésica, por estas y otras razones, tenemos
la conviccion de que se aclararan las interrogamtes sobreslas)aplicaciones e implicaciones de este
procedimiento.
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Apéndice-A

Se incluird en esta capitulofalgunos temas especiales de matemadticas que seran tutiles para el
desarrollo de este trabajo, eso incluyen definiciones y las relaciones de recurrencia de las funcio-
nes de Bessel que importantes paragnuestros objetivos. Tambien se incluyen temas de ecuaciones
diferenciales, tranformaciones de cootdenadas y otros métodos matematicos.

A.1. Funciones de Bessel

Queremos encontrar una serie de relacionés de recufrencia de las funciones de Bessel, para eso
recurrimos a su funcién generatriz:

e5(t=4) = i Jn (z) 8" (A1)

n—=——oo

A partir de esta ecuacién podemos encontrar las relaciones recursivas derivahdo ambos miembros
de la funcién generatriz respecto a x, del cual resulta:

% (t _ 1) e5(t-4) = i J. () " (A.2)

n=—oo
Evidentemente esto es igual a:

oo

(t—i) i Je@tr =3 @), (A.3)

n=-—o00 n=—oo

N =
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lo que’conduce a la siguiente expresion:

o0

1
+1 _ 1 !
Z L )" > 5 (@) 1" Z J! (z) ", (A.4)
n=—oo n=—oo n=-—0o0
y reenumerando ‘las_sumatorias se obtiene:
oo 1 oo
Z Jn D)t — > 5 (1) = ST (@)t (A.5)
Lo anterior nos permite reescribit’la ecuacién como sigue
= [1 1 , n
> 571 (2) g () = T ()] £ = 0. (A.6)
n=—oo

Podemos ver que esta ecuacién se satisface si sefanula las expresiones dentro del corchete en
cada término de la sumatoria, lo cual nos lleva a obtener Ja’primera relacién de recurrencia

1

Iy, (x) = 5 [Jn-1(z) # Jnt1 (@)

(A7)

A continuacién buscaremos una segunda relacién de recurrencia derivando la funcién generatriz
respecto de t, por lo tanto, de (A.1) se tiene:

€ 1 £ n—1
2<1+t2>2 AT (A.8)

n—=—oo

lo que es igual a:

z 3 In ()t + Jo (x)t" 72| = 3 Jn (z)nt" 1,
2

(X.9)

n=—oo
y al reenumerar las sumatorias obtenemos:
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;[Z Tn (@) "+ > Jngo (x)t”] = > Jopr (@) (n+ 1), (A.10)

n=—0oo n=—oo n=—oo

de tal mode que al agrupar la ecuacién nos queda:

o0

Y {5 1 @) + Jurz (@)] = Jusa (@) (0 + D} £ = 0. (A.11)

nN==00

De lo anterior vemos que la ecuacién se satisface si la expresién dentro del corchete es nulo para
todos los términos de la sumateria? Considerando esto se obtiene la segunda relaciéon de recurrencia
de las funciones de Bessel:

[Jn () £ vz (2)] = (n+ 1) Jnga (2), (A.12)

|8

de los cuales se derivan evidentemente las relaciones de recurrencias equivalentes:

Tnr (2) T (z) = %”Jn (z). (A.13)

Ahora solo hace falta normalizar la solucién de la parte‘radial de la ecuacién de Schrodinger,
para ello se requiere encontrar las integrales de Lommel para lasdfunciones de Bessel. Partiendo de la
ecuacion de Bessel , donde como sabemos x = kr, pero para darle un caracter general se hace
el cambio de la siguiente forma & — ax, y con una solucién de la”eciacion de Bessel p = p(ax),
con lo que esta ecuacion se convierte en:

d’n 1dp , n?
- ZF - =0. A4
dx2+xdx+(a x>u 0 ( )

La ecuacién anterior, para mayor simplicidad, lo podemos reescribir de la siguienté formas:
1 n?
W=+ ( 2 - 2) pu=0. (A.15)
x T

En forma semejante, sea una ecuacién de Bessel con solucion v (Sx) :
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1" ]'/ 2 n2
v +;V+ Ié] -2 v=0, (A.16)

y si ahora cuacic')n (A D se le multiplica por v y a la ecuacién (A.16) por u, se obtiene:

" 1 / 2 ’Il2
vu' + _VH + (o — 2 vr= 0, (A.17)
1 2
@/ + —p + <ﬂ2 - n_2> uv = 0. (A.18)
x x

Restando la ecuacion (A.18) de -se obtiene:

/\

— " + ; v a — ,82) v =20 (A.19)
- S
Si ahora multiplicamos esta ecuacion i se ob#i ﬁ siguiente:
x(vp” — ") + (v % @xuu =0. (A.20)

Puede comprobarse que se cumple: g

| Cx
7 (v — ') = v — ", ® (A.21)
i[x(l/ "~ =vp — v —i—azi( —uv', (A.22)
o e — ) = — ' + w (v — p )\ :
con lo que la ecuacién (A.20) se reduce a: 6
) S
7 [z (vp' — /)] + (o® = B2) 2vp = 0. (A@

O

Con lo anterior puede escribirse la integreacién del siguiente modo:
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d
(a? — B?) /:cz/udac = / I [z (vy' — p")] dx, (A.24)
donde lafprimera integral de Lommel es:
(o — %) /xJn (az) J, (Br) dz = x [J, (Bz) J), (ax) — J,, (azx) J), (B)] . (A.25)

Ahora evaluaremos la atégral en el intervalo [0, 1], por el hecho de que J,, (kr) = J,, (ansZ) =
Jn (ansx), con x = .y que_por otro lado, la integral de normalizacién comprende el intervalo
[0, = al, entonces se sigue que;

(a? = B?) /0 xdy (ax)n (Bx) doe = J, (B) J), () — T, () ), (B) . (A.26)

Para poder comprender mejor ‘€steresultado’¢onsideremos la forma siguiente:

1
(a2, —a2y) / 2 () In (g ) d.= T (s 9T (ans) — Jn (Qns) J) (Qnsr) (A.27)
0
donde como sabemos J,, (as) = Jp (s ) = 0, vy como ay,s # gl por lo que se cumple que:

1
/ Ty, (nst) Iy (s x) de = 0. (A.28)
0

Con esto se demuestra que las eigenfunciones radiales son ortogonales.

A continuacién encontraremos la constante de normalizacién de las eigenfunciones aadiales, y
con este propésito, encontraremos la segunda integral de Lommel. Partiendo de la ecuacién de

Bessel (A.15), que ya es conocida:



y.si después multiplicamos a toda la ecuacién por x4/, de donde se obtiene:
2 1.1

o2y +ap? 2y — 0 = 0. (A.29)

La anterior ecuacién se puede reescribir de la forma:

Id™ o 1o Ld o5 2 2l d
— = —— — —n = — = A.
de(xﬂ)JFde(mH) H nde(u) 0, (A.30)
v lo anterior se puede agrupar como:
d [1 1
o {2952;/2 1) (z® —n?) ;ﬂ} = zp’. (A.31)

La integracién de la ecuacién anterior da como resultado:

d 11 1
/x;ﬁdx = / T {5332//2 + 5 (172 — n2) pz} dz. (A.32)

Para nuestro caso, al hacer un cambio x — o se obtiene:

{xQJf (ax) + <x2 — Zi) J> (owv)} . (A.33)

N |

/JJJZ (ax)dx =

Esta es la llamada segunda integral de Lommel. Al integrarlo en el internala™0, 1] se obtiene:

{J{f (o) + (1 — ”2> J? (a)} , (A.34)

a2

N

1
/ rJ? (ax)dr =
0

y considerando que J, (a) = 0, el cual es el cero de la funcién de Bessel, la integral anterior
resulta:

/1 rJ? (ax)dr = %Jf (). (A.35)
0
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a determinar J/2 («), para ello recurrimos a las relaciones de recurrencia dados por (A.7) y

1

GA JrlL (x) = 5 [Jnfl (x) = Jny1 (x)] )
\),

. ?Jn () = Jn-1 (@) + Jpg1 (2) .

1
J;L = = [Jn—l (ans) - Jn—i—l (Oéns)]
o

n—1 (ans) + Jn+1 (ans) .

De la segunda relacién de re ncia se consigue:
S‘ Q

Jn_+})‘= —J%is) )
Q

y al combinarla con la primera relaciéon de rrenci 6ne:
.

J1lz (ans) = —Jn+1 (ans) . @@ (A36)

Al sustituir el resultado anterior en (A.35) se tiene que: Q

®
A

e

A continuacién nos enfocaremos en la normalizacién de la eigenfuncién ¢ (r) dado por@ cién
(13.18)). Partimos de la condicién de normalizacién dado por: O

N

/O " 16 () [Prr = 1. (A.38)

/l/

1
1
/0 rJ2 (apsx) doe = §J5+1 (Clns) - (A.37)
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e losAnterior se sigue que:
:/ ,

a

1
Y (r) |Prdr = / a? A2 J? (apst) zda
Py 0
! 1
d>‘ = a2A2/0 J? (apsx) xdr = a®A? [§J5+1 (ans):| =1.

X

Por lo tanto, de acuer@n esto, la constante de normalizacién esta dado por:

g

“
%— % (A.40)
A

La eigenfuncién de la parte radial del I@ema de la particula en el pozo circular infnito es:

‘_\

Yna,, ( _®Wn+1 7 |Jn (ans) (A.41)

donde x = ~. 6 O‘

(A.39)
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Apéndice-B

B.1. Integral de J02

Para realizar la interal de Joz, debemos recordar los resultados obtenidos de las integrales de
Lommel, en este caso la ecuaciéon (A.33)},0 Su equivalente obtenido a partir de ésta ultima y la

combinacién de las ecuaciones (As1); (A.7) v (A.13):

/x],% (azx)dx = ;{xg [J2=y(az) + Jgloz)] — 27ij n—1 (az) J,, (ax) } (B.1)

A partir de esta ecuacién se obtienen las integrales:

2
/ng (az)dz = % (J2 + J2), (B.2)
X

2
/:EJl2 (azx)dx = 5 (J§ + J7) — gJoJl. (B.3)

Donde Jy = Jy (ax) y J1 = J1 (ax). Para la integral (B.2)), ademas de (B.1), s€"usa también la
propiedad de las funciones de Bessel: J_,, (z) = (—=1)" J,, (z).

A continuacién calcularemos la integral [ 23Jo (ax), mediante el método de integraci¢hy por
partes:

/udv =uw — /vdu, (B.4)
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del cual se tiene lo siguiente:

/x3J3 (az) = [ 2* (2J§ (az) dz)

o] B o] B S—

(J3+J7) — | 2* (J§ + J7) da

/
2/x3J§ (az) = = (J3+ J}) - /z3J12d:c, (B.5)

donde se ha tomado ur= w? y dv = xJ2dz, y de acuerdo con la ecuacién (B.2) se tiene que
2
v= % (Jg + J12)

Siguiendo el mismo método de“integracién se calcula para:

/ac?’Jl2 (ax)dx = /x2 (zJ7 (az) dx)

z? x x? x
= 22 [2 (JgA77) — anJf} ~ /Qx [2 (J§+J7) — anJf] dz,
372 at o 2 a? 1 3 1 2
x°Ji (ax) dx = T (J§ + J7) 4 QEJOJI ¢ Jodz + e JoJrdz, (B.6)

donde, de acuerdo con el método de integracién por partes, se ha tomado dv = xJidw, y
como sabemos, su integracién esta dado por (B.3|). Al introdtcir=lo anterior en (B.5]) y hacer las
operaciones necesarias se llega al resultado:

3 72 zt 2 2 z® 2 2
22 (aw) = = (J +J7) + 3ol — o= [ @ JgTdr. (B.7)

Como podemos ver aun falta calcular la integral del tercer término del miembro derecho. Pro-
cedemos mediante una integraciéon por partes, considerando ademds el hecho de gueVJ| (ax) =
—Jp (ax):

1
/xQJOJld:U = —/xQJOJéda: =—-= /x2 (adoJjdz) . (B:3)

«

d
Dado que o [Jo ()] = aJf) (ax), se toma a dv = aJyJjdz, del cual resulta: v = 1Jg, por otro

lado tenemos v = 22. Con lo anterior, la integral por partes resulta:
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2 1 (2% 2
xJoJldxz—a ?JO— xJydr | . (B.9)

Al introducir este resultado en (B.7)), la integral se reduce a la forma:

xt x? 2
/m:an (o) do = © (J§ + J7) + 3—JOJ1 + - 2J§ 37 /m]oda: (B.10)

Siguiendo el mismo progedimiento se integran algunos algunos términos para exponentes mayo-
res de z, los cuales podemos resumirlos en las siguientes relaciones:

2
/ng (o) dx = % (J§ + JP) (B.11)
2 72 a 2 w? o, 1
2 J3 (ax) dr = T (JGA#J7) + Tl 5T~ g Jgdx, (B.12)
x3J2(aa:)dac—x—4(.]2+J)+—JJ+ a2 Jgd (B.13)
0 = \Jo 1 3 015t 3500 T 32 TJyax, .
x° 9> 27
/x‘*Jg (ax)dr = < (J§ + Ji) 8 J0J1 & ~—J§ - oo /xQJgdx, (B.14)
28 22° 4 16
/ac5J§ (azx)dx = o (J§ + J7) + —SEJOJl + @Jg 5 23 J2dx, (B.15)
7 6 5
6 712 oz 5T 252475 125 4 9
/a: J5 (ax) dx = 13 (J§ + J7) + %0 —JpJ1 + mjo " oual | © Jydx, (B.16)
8 3 7 96 54
/a:7.]02 (o) do = 71 (J§ + J7) + o+ = a J02 -3 2° J3dx. (B.17)

Como podemos observar, el ultimo término del miembro derecho deMafintegral de la ecuacion

(B.13) es la integral dado por la ecuacién (B.11)), el Gltimo término de la ifitegral dado por (B.14))

estd dado por la integral (B.12]), y asf sucesivamente para las demds integrales.

Es importante observar, y es clave para la integracién de JZ, que la forma dedla integral se
mantiene para las distintas x™, es decir, conforme los exponentes de x crecen, la intégral para un
exponente determinado de z, queda en términos de la integral correspondiente con exponente n — 2
de z. Los otros términos tambien mantienen su forma. Esto lleva a pensar que para un‘exponente
n cualquiera de x se obtendra una integraciéon donde se mantengan esta misma relacion.

Una forma de conocer la forma general de esta integral es calculando la integral [ z"J§ (az) xde =
f "1 J2 (ax) dx. Esta integral se resuelve siguiendo el mismo procedimiento que en los casos ans
teriores:
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/:B"Jg (ax) xdx = /x” [J§ (o) zdz]

— 5" ) = 5 [ @ (9 4 ) ado

1
(1 + %) /x"Jg (ax) xde = ix"” (Jg +J7) — g/x"fodas. (B.18)

La integral por partes dé” [ 2™ Jizdx al tomar u = 2" y dv = Jizdz resulta:

2 1 1 n
/ a"J} (ax) zdx =— kx"” (J5 +J8) = ~a" Moy = 5 / a" J§wda

+n/1‘nJOJ1dJC:| .
o

Al introducir este resultado (B.19) en (B:18)\se obtiene:

(B.19)

(1 + %) /x”Jg (azx) xdx = %:E”Jr2 (J§ + JP)

_§.n—|—2 2

—E/xnjgxder n/x"JoJldx] ,
2 Q

2 1 1
n [x"+2 T+ J7) — 2o o, (B.20)

y de lo anterior se sigue:

n 7’L2

1 n
o n y2 _ n+2 2 2 sl
1+ 5 2(n+2)} /x J§ (ax) zdx L (J5 +J1)+7(n+2)ax JoJ1

n2

 (n+2)a

(B.21)
/m”JOJldx,

y al hacer las operaciones necesarias se obtiene:

n

e n+1JJ
(n+2)am 0t

"t (J§ + J7) +

2 1
/a:"Jg (ax) zdx = nt [

2(n+1) [n+2
2

n

2

(B.22)



Intégrando por partes el tercer término, se obtiene:

1/1
/x”JoJl (az)dr = —= (295" — Z/x”_2J§xdx> . (B.23)
o
Finalmente, al sustituir este resultado en (B.22) se obtiene:

2

n
n 72
x"J

1 g2y 2 n n
)+ g o
(B.24)

2a)? /x"fng (o) zdx

Como podemos observar la integral mantiemé?la misma forma que la que hemos observado
en los otros casos, y se puede inferif que se cumple para cualquier n; sin embargo, esto no lo
hemos demostrado. Para demostrar la generalidad’de este procedimiento se empleara el método de
induccién en la siguiente seccion.

B.2. Generalizacién de la integral de_J;

Para demostrar que la relacién de la integral (B.24) se cumple para cualquier n, recurrimos al
método de induccién matematica, lo cual se sigue de la siguiente maneras

1. Dado que la relaciéon (B.24]) se cumple para n = 0,1,2,3, los cuales estdn dados por las
ecuaciones (B.2)), (B.10), (B.16) y (B.17), respectivamente, podemos inferiz=duie se cumple
para un n cualquiera.

2. Para demostrar que se cumple para cualquier n, se supone que es verdadero para cierto valor
de n, digamos n = k, y basandonos en esta hipétesis hay que demostrar que tambien es
verdadero para n = k + 1, que es el siguiente valor posible de n. Si esto se cumple, 'significa
que es verdadero para cualquier n.

3. Como hemos comprobado del paso 1 que la relacién se cumple para el primer valor admisible
de n, el cual es n = 0, del paso 2 se sigue que también es cierta para n = 1. Andlogamentey
si la relacién es cierta para n = 2, se sigue que es cierta para n = 3, y asi susesivamente.
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Demeostracion:

Ya heme§ gomprobado que la relacién (B.24]) se cumple para n = 0, 1,2, 3. Ahora supongamos
que se cumple para un n = k cualquiera, lo cual es:

2

k k 712
(2&)21; JO

1 1 k
/xkjg (ax)@dr.= —— {21:’”2 (J§ + J7) + %xk“Joeh +
(B.25)

Bajo la hip6tesis anterior, se demiotrard que la relacién (B.24) también es verdadera para n =
k + 1. Por lo tanto, la integral [ x* &Y¥*1 724z se calcula siguiendo el mismo procedimiento que en
los casos antiores, que es, la integracidnpor partes y el uso como base de las integrales de Lommel

dados por las ecuaciones (B.2)) y (B.3):

/kaJg (ax) xdx = /xk+2Jgdac
1 k41 k+1
= ixk“’ (Jo 4 J7) — % /xk+1J§xdx - % /kalexdx

k+3

1 k+1
5 2" J2 (ax) wdx = ika’ (J§ + 42) = % /kaJleda:. (B.26)

Tenemos también la integral:

2 1 1 E+1
/kaJf (o) xdx k—|—3{2xk+3 (J§ + J7) — E(ﬂkJerOJl -t R e
k+1
+ z/kaJOJldx}. (B.27)

Al sustituir (B.27) en (B.26) se obtiene lo siguiente:

k43 1 E+1(1 1
— /:l:kJrng (o) xdx :ikarS (Jg +J7) — M{2zk+3 (J +J7) — akaeroJl
k+1 E+1
- %/kangdx—i— z/kaoJldx}, (B.28)
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@ lo anterior se sigue:
:/;‘
(k+1) / k41 72 R S N G S k42
(*& 206 1 3) AR (ax)xda?—k+3x (Jg + J7) + (k+3)o¢x JoJ1

P ol
\S\/ . “ 3 / L o gy d, (B.29)

lo cual conduce a: @:

0J1
(\ 2
—@& xk“JOJlda:}, (B.30)

1 (k+1)?
k k k
/x 172 (ax) wdx =30t D {:c (s e U T/x +1J0J1dx}.
O (B.31)
Por otro lado, la integral faltante es: @
11 k+1
/a:k+lJ0J1da: == E:c’f“Jg - % /kagdx ® (B.32)

Sustituyendo lo anterior en (B.31)) nos lleva al resultado final: @j

k+1 (k+1)?
k+1 72 _ k+3 (72 2 k+2 k+1 72
/ac + JO (am)xdm—2(k+2){m + (JO +J1)+TI + JOJl‘i‘WCIJ + JO O
13
—%/xk_lefgxdm}. (B.33)
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Esta integral tambien se puede escribir de la siguiente forma:s:

1 1 E+1
/xk+1J§ (az) zdx _(k+1)+1{2$(k+1)+2 (Jg + J12) + %x(k+1)+1jojl
k+1)° k+1)°
+ ((;(;)Q)kaJg - ((;;6)2)/x(k+1)2¢]gxdx}. (B.34)

Como puede verse, la ‘relacién es verdadera tambien para n = k + 1. Para completar el ra-
zonamiento en la que se basa laldemostracién se sigue de este modo: como la relacion se
cumple para n = 0, del paso 2 del método de induccién matematica, lo cual hemos demostrado que
se satisfacen, se sigue que es valido”para n = 1. De modo andlogo, si se cumple para n = 1 por
consiguiente se cumple para n = 24y asi susesivamente.

Lo anterior demuestra que la relacidn es general. Sin embargo falta mencionar que esto
se cumple para integrales que tienen la forma:) [ 2" 1 JZ (ax) dz = [ 2" [ng (ax) dw].

B.3. Generalizacién de-a.integral de .J?

El procedimiento anterior se puede generalizarpara la integral de J2, es decir, para una integral
de la forma [2™J2 (ax)zdz. Para ello se debe, seguir esemCialimente el mismo procedimiento y
considerar adicionalmente algunas de las relaciones de recurrencia, desarrollada en el apéndica A.
La generalizacién tiene la siguiente forma:

1 1 -2
/mefL (ax) xdz :m+1{2xm+2 (J2+ T2 4) + B R m4l T Tt
(B.35)
m(m—2n) . o m [m2 - (Qn)Q] m—2 72
+ Wﬂc g — — @az ™ T (o) xdx b,
donde n=0,1,2,...y m =0,1,2,.... Este resultado se ha verificado su generalidad-anediante el

método de induccién. Evidentemente este resultado se reduce a la ecuacién (B.24)) al tomar/m = 0.
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Apéndice.C

Para determinar los término§ de_correccién, debemos analizar el segundo término de la ecuaciéon

dado por (4.8). Primero recordemios, la ecuacion (4.6)):

1
/ 2" J3 (ax) xdr =
0

1 1
n+ 18] 2

J7 ()

n3

_W/o "2 J2 (az) zdz| . (C.1)

Revisemos los primeros términoS d€ la integralylos cuales se pueden desarrollar de la siguiente

manera:

1
nzOH/ JZ (ax) xda
0
1
n:1—>/ zJE (ax) xdx
0
1
n:2—>/ 22 J3 (ax) xdx
0

1
n=3— / 2372 (ax) xdx
0

1

n=4— [ 2'J%(ax)zdx

0

1
n=5— / 25 J2 (ax) zdx
0

1
n=6— / 2972 (ax) xdx
0

1
9 12((1)
11, R
3371 ()~ 3z
11 23 1
77J2 _ 7J2
3271 (@) 3. (20)2 2 i(@)
11, B 1, 3
1270 - Tt Wt arane®
11 $1, £.95 3,
5370 W - 53Rzt W 5Tt (@
11 53 1 53PN 1
ZZ_J? - @ ZJ? T A g2
6271 () " g gzt W T g Gt (@
53

6-4-2-(2a)4
11 63 6343 1
gy ~ 72 g2
72 ) - T ezt W T T Tt @

63-43.2% 1

ZJ?
753 a3’ @
(C.2)



De lastelacién anterior podemos observar que la integrales fol 2" J¢ (ax) zdx con exponentes n
pares comcen a resultados con su ultimo término con factor §.J7 (), mientras que las integrales
con exponéntesn impares conducen a resultados en su ultimo término con factor S° = fo Jg (az) dx.
Esta ultima integral tiene una forma mas complicada. Por otro lado, los resultados anteriores
podemos expresarlos de un forma mas ganeral al realizar la integrales correspondientes al segundo
término de la écnacion . De modo general se obtiene:

/O1 2 T2 (ax)xdxféJ (@) (n—ll—l)
O
+%J (a)(7~LJr17iL(n1)2()3 3p4£? (:3)
;J(M(n+5371?:n$?i5ﬂm;

n’(n —2)¥n—4)*(n—-6)° 1
)

' n—=8 72
(n+ 1)(n ~1Y(m— 3)(n — 5)28 a® /0 2" Jg (o) xde.
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Resumen de la tesis:

La fisica clasica y<dagmecanica cuantica son dos de las teorias mas impor-
tantes de la fisica; la_primera déscribe al mundo macroscopico y la segun-
da al microscopico. Sin embargoydas relaciones entre la fisica cudntica
y la clasica no se han logrado comprender completamente. La descrip-
cién no intuitiva y probabilistica de‘la mecanica cuantica en contraste
con el determinismo de la fisica clasica hanysido y siempre seran temas
de discusién mientras no se esclarezcan y’comprendan de manera uni-
taria y coherente las relaciones entre ambassteorias. Existen diferentes
planteamientos para ello, pero atin no hay un.trabajo acabado que haya
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formulaciéon matematica del principio de correspondencia de Bohr.
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