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Introduccion

El comienzo de la.dindmica holomorfa se remonta a los trabajos del siglo XIX
de Leau, G. Schroeder; G. Koenigs, L. E. Bottcher y a las memorias sobre la
iteracién de aplicacighes racionales de G. Julia [J] y P. Fatou alrededor de
1920. Después de ellos, . pasaron algunas décadas sin grandes avances, salvo
los trabajos de H. Cremer_en 1932, C. L. Siegel en 1942 y de H. Brolin en
1965, [Be, CG, M].

En la década de los 80’s, el ‘estudio de la dindmica holomorfa regresé de
manera explosiva al primer plano de la investigacion. Este resurgimiento o
renacimiento de la difidmica holemetrfa se debié en gran parte a los avances
en la graficacién por computadora/y a la introducciéon de una nueva herra-
mienta tedrica, las aplicagiones quaSiconformes. Esta nueva herramienta fue
utilizada por D. Sullivan en; 1982, para ‘demostrar la conjetura de Fatou,
acerca de dominios no errantes{ resolvienndo'uno de los problemas principales
que Fatou habia dejado abiertoi Este acontécimiento marcé una nueva etapa
en el estudio de la dinamica de lag aplicaciohessracionales, destacandose los
trabajos de A. Douady y J. H. Hubbard en 1982 ,DH].

Una de las conjeturas de Fatou que ain permaneee sin resolver, es la que
afirma la densidad de las componentes hiperbdlicas de una familia de apli-
caciones racionales. En particular, en esta tesis analizaremos las componen-
tes hiperbdlicas de una familia de polinomios cuarticesy la cual se obtie-
ne como composiciéon de dos funciones cuadréticas Pyg'=. P, o P,, donde
P,(z) = az + 2*, para a, b,z € C. En esta familia identificaremos las compo-
nentes hiperbdlicas de periodo bajo y describiremos algunas caracteristicas
de ellas.

Este trabajo se ha dividido en cuatro capitulos. En el primer capitulo se ha-
ce un repaso de algunos conceptos basicos de variable compleja tales como
familias normales, equicontinuidad, conjuntos localmente conexo ygsimple-
mente conexo, asi también se dara una introducciéon a la dinamica holomoxfa
y algunos resultados de suma importancia tales como el teorema de Fatowy
el teorema de clasificacion de puntos fijos.

En el capitulo dos estudiaremos dos conjuntos completamente invariantes

v



an C = C U {oo}: el conjunto de Julia y el conjunto de Fatou. Haremos
més énfasis en el conjunto de Fatou, dando un teorema de clasificacion de
componentes y contando el niimero de componentes que puede tener dicho
conjunto. Ademas daremos la definicién de funcién hiperbdlica y enunciare-
mos lasConjetura de Fatou.

En el capitulo tres estudiaremos los polinomios cuadraticos, en especial la
familia Py(%) = 2%+ c. Definiremos el conjunto de Julia lleno y el conjunto de
Mandelbrot, asf como también daremos la conjetura de hiperbolicidad para
el caso cuaduético. Localizaremos las componentes hiperbédlicas del interior
del Mandelbrot de\periodo 1,2,3,4 y 5, a partir de los centros de dichas com-
ponentes.

En el ultimo capituloSe presentaran diferentes proyecciones de las componen-
tes hiperbdlicas asociadas a la familia de polinomios cuérticos (P, 0 P,)(z) =
P,(P,(2)), donde P,(2)=lz + 22 y Py(z) = bz + 2%, con a,b € C. Asf como
el lugar de conexidad para‘algunos casos particulares de dicha familia.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo recordaremos algunos conceptos basicos de Variable Comple-
ja y empezaremos a €stablecer el ambiente en donde trabajaremos. También
recordaremos algunos Testultados de dinamica holomorfa tales como el teore-

ma de Fatou, el teorema de:Koenigs y el teorema de Bottcher, entre otros,
[Be, CG, M].

1.1. Conceptos Basicos de Analisis Complejo

1.1.1. Conjuntos Simplemente Conexos

Para definir conjuntos simplemente congXog necesitamos las siguientes defi-
niciones.

Definicién 1.1.1 (Trayectoria)wSea G C € upa region. Una trayectoria
en G es una funcion continua o : [0,1] — G.

Definicién 1.1.2 (Lazo basado en ). Sean G*una region, o € G C C
y a:[0,1] = G una trayectoria; a se llama lazo basado en x, si «(0) =
a(l) = x.

Tal como se ilustra en la figura 1.1.
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G

Xo

Figura 1.1: Lazo basado en z.

Definicién 1.1.3. Sean &y, ¢ : [0, 4" —=¢G C C dos lazos en una region G.
o es homotdpico a oy en G st eziste unafuweion continua H : [0,1]x [0, 1] —
G tal que:

1. H(s,0) =ap(s) y H(s,1) =ad(s) (0£%<1)
2. H(0,t) = H(1,t) (0<t<1)

Obsérvese que la homotopia define una relacion degequivalencia entre lazos,
por lo que si dos lazos estan relacionados entonces éstan en la misma clase
de equivalencia.

Definicién 1.1.4. Sea a un lazo en G C C. o es homotopico a_cero si v es
homotopico a una constante.

Definicién 1.1.5. Un conjunto G C C es simplemente conexo si G es
conexo y todo lazo en G es homotépico a cero.

A continuacién presentaremos unos ejemplos para entender mejor la-defini-
cion de simplemente conexo.

Ejemplos 1.1.6. (a) D(0,1) = {(x,y) € R*: d(x,y) < 1} es simplemen?
te conexo.
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(b) Ay ={2 € C: L < |z| <1}, no es simplemente conexo, ya que el
lazo mostrado en la figura 1.2 no es homotopico a cero

Figura 112: €onjunto que no es simplemente conexo.

Definicién 1.1.7. Sea U C'C, diremos que U es un conjunto lleno si C\U
es conexo.

Nétese que bajo ciertag/condicion€s un conjunto lleno y un conjunto simple-
mente conexo significandogmismo, gal*como lo muestra la siguiente proposi-
ci6n, [C2].

Proposicion 1.1.8. Sea U '@ C_abierto, acotado y conexo. Entonces U es

lleno si y solo si U es simplemente conexos

1.1.2. Conjuntos Localmente Conexos

Definicién 1.1.9. Un conjunto A C C es localmente conexo si para cada
vecindad x € A, u(x), existe una vecindad conexa v(2) C u(x).

Para comprender mejor la definicién anterior, véase log sigiientes ejemplos:
Ejemplos 1.1.10. (a) Q no es localmente conexo.
(b) Iy R son localmente conexos, donde I = [a,b] con a <¥.

(c¢) Claramente se ve que no todos los conjuntos localmente Coriexo son
conexo, por ejemplo (0,1) U (2,3) es localmente conexo, sin=€mbargo
no es conexo. Tampoco todo conexo es localmente conexo; a saber, el
espacio peine, que es el subespacio de R? siguiente:

1
P={(z,y) eR*: 0<y<lyz=00—,n€cN}
n
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es conexo (véase la figura 1.3); sin embargo no es localmente conexo,
pues para cada punto a = (0,y), y > 0, cualquier vecindad suficiente-
mente pequena intersecta a P en un disconexo. A saber una vecindad
de cada uno de estos puntos P se ve como en la figura 1.4.

Figura-l23: El espacio peine.

Figura 1.4: Una vecindad en el espacio peine.

1.1.3. Familias Normales
Antes de definir equicontinuidad y familia normal, denotaremos
C(G,X)=A{f:(G,dy) — (X,dy) : f es continua }

donde dy, dy son métricas en GGy X respectivamente. Los siguientes resultado8
fueron tomados de [Be, C1].
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Proposicion 1.1.11. Si G es un abierto en C, entonces existe una sucesion

{K,}2, de subconjuntos compactos de G tal que G = U K,. Ademdas, los
n=1
conjuntos K, pueden ser elegidos de tal manera que cumplan con lo siguiente:

(a) K, \Q int(K,11)
(b) K C @G yd< compacto implica que K C K,, para algin n
(¢) Cada cbmponente de C\ K,, contiene una componente de C\ G.

Proposicién 1¢1.12. Una sucesion {f,}52, en C(G, X) converge a [ siy
sélo si{ fn}22, conterge a f uniformemente sobre todo subconjunto compacto
de G.

Definicién 1.1.13. Elfconjunto F C C(G,X) es normal si cada sucesion
en F tiene una subsucesionday cual converge a una funcion f en C(G, X).

Proposicién 1.1.14. Un capjunto F C C(G, X) es normal si y sdlo si la
clausura de F es compacto.

A continuacién enunciaremios la défiicion de equicontinuidad, asi como su
relacion con las familias normales.

Definicién 1.1.15. Un conjinte, F C C(G, X) es equicontinuo en el punto
20 € G si para cada ¢ > 0 existe.d_> 0 #alque si di(z,z) < 9, entonces
do(f(2), f(20)) < € para cada f €\FEs

F es equicontinua sobre un conjunto E C G si paraycada € > 0 existe § > 0
tal que di(z,2") < 0 implica dy(f(2), f(2')) < € paratodo z,2" € E y para
todo f € F.

Note que si F consiste de una sola funcién f, entonces laafirmacion de que
F es equicontinua en zg, es solo decir que f es continua en.zy. Lo importante
acerca de la equicontinuidad es que el §, es el mismo para todas Ja funciones
de F. También observe que si F' = {f} es equicontinua sobre”F, entonces f
debe ser uniformemente continua sobre E.

La analogia de continuidad con uniformemente continua se tien€ en el si-
guiente resultado.

Proposicién 1.1.16. Supdngase que F C C(G, X) es equicontinua para Ca-
da punto de G, entonces F es equicontinua sobre cada subconjunto compaeto.
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Si la familia F es equicontinua sobre cada subconjunto D, de G, entonces
arttomaticamente es equicontinua sobre la union UD,,, tal como lo muestra
elfsiguiente resultado

Prepesicién 1.1.17. Sea F C C(G,X). Entonces existe un subconjunto
abierto myaximo de G sobre el cual F es equicontinua. En particular, si f es
una funeidm de un espacio métrico (G, d) en si mismo, entonces existe un
subconjunt@ abierto mdzimo de G sobre el cual la familia de iteradas { f"}5°,
es equicontinud.

Obsérvese que bajo“ciertas restricciones equicontinuidad y normalidad son
equivalentes tal como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.1.18 (de.Arzela-Ascoli). Un conjunto F C C(G,X) es nor-
mal si las siguientes cofidieiones se satisfacen:

(a) Para cada z € G, {f(#)s [ € F} tiene clausura compacta en X.

(b) F es equicontinua _para“cada punto de G.

1.2. Conceptos:Basicos de Dinamica Local

1.2.1. Funciones Racionales

Una funcién racional R(z) esta definida comoiel cociente de dos polinomios
Py @, es decir,

R(2) ap + a1z + a2 + - - + 4@ P(2)
Z) = — .
bo+ b1z +bo22 4+ -+ - + b2« Q(2)

Asi R esta definida para toda z € C excepto las raices de ). Si P es el
polinomio cero, entonces R es la funcién constante cero y.si'() es el polinomio
cero, entonces R es la funcién constante infinito.

Definimos R(o0) como el limite de R(z) cuando z tiende a oo yise define el
grado deg(R) de R, como

deg(R) = mix{deg(P), deg(Q)},

donde deg(S) es el grado usual del polinomio S.
El oo es un punto especial de una funcién racional, cuando ésta es un poli-
nomio de la forma

P(z)=ap+ a1z + -+ a,z"
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donde n > 0y a, # 0. En este caso, P(co) = lim P(z) = oo y la funcién

Z—00

1 2"
G = =
(2) P(1/z)  apz"+azm 4 +a,

es holomOtfa cerca de cero y G'(0) = 0. Por lo que el oo es un punto fijo
de P con_deérivada cero. Mas general, las funciones racionales son funciones
meromorfa§ de”C en C, pero vistas de C en C son analiticas. Si R es una
funcién de grado d positiva, entonces R es una funcién de d — ramas de C
sobre si mismo, es“decir, para cualquier w € C, la ecuacién R(z) = w tiene d
soluciones en z, eontando las multiplicidades.

1.2.2. Orbitas

Uno de los problemas pringipales en el estudio de la iteraciéon de una aplica-
cién racional R : C — C, esshostrar la convergencia de la sucesién {zn}2 4,
generada a partir de una condic¢ion inicial zy € C y definida recursivamente
como z, = R(z,-1). Notemos\que si la sucesion {z,}>; tiene un limite L,
entonces L es un punto/fijo,de Ryya que

R(L) = R(ltm"'z,) = WmoR(z,) = hm Zni1 = L.

n—eQ n—rox,

Ademas de los puntos fijos, log®puntos periodicos juegan un papel muy im-
portante en la dinamica global de R, ya gtie, si en lugar de tomar toda la
sucesion {z,}>2 ;, tomamos la subsugesién génerada por los multiplos de k,
para un k fijo, es decir, la subsucesion {z, } %4 entonces, cuando esta con-

verja, por el argumento anterior, lo hara a un ptinte_periédico de periodo ¢ ,
donde /|k.

Definicién 1.2.1. Un punto z € C es un punto periodico de periodo k de
una funcion f si f¥(z) = 2z y fi(2) # 2z para j < k{ dowde f* denota la
composicion de f consigo misma k veces.

Definicién 1.2.2. Dado un z € C, al conjunto

Op(z) = {w € C: w = f*(2) para alguna k € NU {0}}
se le llama la orbita de z bajo f.

En el caso que z es periddico, este conjunto es finito y se le llama orbita
peridédica. El movimiento que representa una orbita de periodo cuatro sé
podria ver asi, si f: R — R.
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Definieién*1.2.3. Dado z € C y f: C — C, diremos que x es un punto
preperiodico 0, eventualmente periodico de periodo n, si existe un m € N tal
que f™(x) €8 un, punto periddico de periodo n.

Observacién 3.24. 1) Si f es un homeomorfismo, entonces f no tiene
puntos eventualmente periédicos.

2) Si x es un punfo eventualmente periddico, entonces la cardinalidad de
su érbita es finitag

Para entender mejor la definieién 1.2.2 y 1.2.3, presentamos el siguiente ejem-
plo.

1
Ejemplo 1.2.5. Si f(#£) = 22%.=Ipentonces los puntos fijos de f son: —3
y 1. Por otro lado los putites-periddicos de periodo dos son

1+ /5 A —1-5

Ty = 1 Y= 1

3+5

Si tomamos © = tenemes‘que r —Zo— 1 — 9. Por lo tanto x

es un punto preperiédico.

1.2.3. Conjugacion

Definicién 1.2.6. Dadas f y g funciones analiticas{ sesdice que son to-
poldgicamente (analiticamente) conjugadas en el abierto’UsG @, st existe un
homeomorfismo (bi-holomorfismo) ¢ : U — @(U) tal que ¢po f(z) = go ¢(z)
para toda z € U. FEsto es, el siguiente diagrama conmuta,

U U

® ®

p(U) —= ().
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Obsérvese que si f y ¢ son dos funciones topoldgicamente conjugadas por
wiédio de ¢ y z es un punto fijo de f, entonces p(z) es un punto fijo de g,
ya_gue g(o(2)) = ¢(f(2)) = ¢(z). Por lo que el homeomorfismo ¢ manda
puntes) fijos de f en puntos fijos de g, igualmente manda puntos periédicos
de f em"puntos peridédicos de g tal como lo muestra el siguiente resultado.

Proposiciéh 1.2.7. Sea U C C un abierto y f : U = U, g: p(U) — o(U)
dos funciopes)analiticas conjugadas por el homeomorfismo ¢ : U — o(U).
Si x es un Ppunto periddico de f de periodo n, entonces ¢(x) es un punto
periodico de gade.periodo n.

Demostracion. Lia demostracion es por induccién, veamos para n = 1, es
decir, supongamos ‘gdesx es un punto fijo de f, asi

glp(z)) = p(f(r)) = ¢(x)

Supongamos que x es un punto fijo de f de periodo n + 1, asi

9" e(x) = g(g"(p(x))) = JE(f"(x)) = o(f(["(x))) = o(f*(2)) = @(z)
0

Proposicién 1.2.8. Para'cada polifiomio cuadrdtico P(z) = asz®+aiz+ay,
eziste un a € C tal que P,(2)f==az + z%4s analiticamente conjugado a P. De
hecho la conjugacion estd dadagpor una fincion afin de la forma ¢(z) = az+p
cona,f€Cya##0.

Demostracion. Supongamos que existe una donjugacion de la forma ¢(z) =
az + (3 tal que

p(P(2)) = Falp(2)) (1.1)

Desarrollando (1.1) se tiene

a (a2z® + a1z + ag) + B =a(az + B) + (az + B)?

aagz? + aarz + aag + B =a’2* + (208 + aa) z + BN Ba. (12)
De donde se tienen las siguientes tres ecuaciones
aay = o (1.3)
aa; =206 + aa (1.4)
aao + B = B2+ fa @)

Como «a # 0, de (1.3) se sigue que

a = a9
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Por lo que (1.4) se convierte en
asay = 2a90 + asa (1.6)
despejando a de (1.6), se tiene
a=a; — 20

Remplazandoiel valor de a y de « en (1.5), se obtiene

(ap — 1)+ \/(1 — a1)2 — 4asag
2

]

Esta proposicion nosmitestra que el estudio dinamico de los polinomios
cuadraticos lo podemosirestringir a los polinomios de la forma P,, con la
ventaja de que estos ultimogestan parametrizados por el campo C. De aqui,
encontrar los puntos fijos de= P se reduce a encontrar los puntos fijos de P,,
es decir, las raices del pelinomio (a — 1)z + z? = 0, los cuales son:
z=0yz=1-—a.

Otra familia muy importénte-es P.(%).= 2% +c, la cual estd ligada a la familia
P,(z) = az + 2%, mediante.él siguientesesultado.

Proposicién 1.2.9. La familia P,(z) = az + 2* es afinmente conjugada a
la familia P.(z) = 2*> + c.

Demostracion. Sean P,(z) = az 2%, P.(2)'= 2 + c y ¢(z) = az + 3, con
a,c,a, B € C, tal que a # 0.
Resolviendo la ecuacién ¢(P,(2)) = P.(¢(z)) se obtiene:

18-% .o a® a O
a = ,B—EyC— Z+§

La conjugacion anterior ¢ es dos a uno, es decir, a cada € le.eorresponden dos
valores de a. Es por ello que es importante considerar la familia P.(2) = 2%+,
yva que en esta familia, no hay polinomios repetidos, desde*el punto de vista
de conjugacion afin. Mas adelante, en el capitulo tres, abordaremos de nuevo
esta familia.

1.2.4. Ciclos Atractores

Definicién 1.2.10. Sea f una funcion analitica y z un punto periddice de f
de periodo k con multiplicador X = D f*(2), donde D f*(z) denota la derivada
de f¥ en z. Decimos que
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1. z es atractor si |\ < 1; si A =0 diremos que z es super-atractor,
2. z es repulsor si |A| > 1, y
3. es indiferente si |\ = 1.

Si {21, 225-% -, 2 } es una 6rbita periddica de f, entonces aplicando la regla de
la cadenag®e.obtiene que D f*(z;) no depende de la j; en consecuencia, la de-
finicién dada para puntos periddicos, no depende del punto y en consecuencia
tiene sentido dadefinicion para orbitas o ciclos periddicos.

Teorema 1.2.11(G. Koenigs-1884). Sea f una funcién analitica con un

punto fijo en zy y cuye multiplicador es X. Si 0 < |A\| <1 d |A\| > 1, entonces
existen U,V wvecindades de zy y de 0, respectivamente, y un biholomorfismo
¢ U — V que conjugtyanaliticamente f con g(z) = Az. Ademds, esta
conjugacion es unica, modulo multiplicacion por un escalar real.

Este teorema nos dice que'cérca de los puntos fijos atractores o repulsores
las funciones se comportan cotno multiplicacion por A. En particular, si zq es
atractor, las érbitas de€ los puntos_enyuna vecindad de zg convergen a z.
Este teorema también es.valido para orbitas periddicas atractoras o repulso-
ras de periodo k, sustituyendo f pof %, [CG].

Definicién 1.2.12 (Cuenca de Atrdecién). Sea f : C — C una aplicacion
racional y z* un punto fijo atraetor de fdascuenca de atraccion de z* es el
conjunto

Ap(z") = {z &€ : lim fiz) = ="}

La cuenca inmediata de atraccion de z* dénotada por A}(2"), es la
componente conexa de Ag(z*) que contiene a z*.

En el caso que £ = {z1, 29, ..., 2, } es una Orbita atractora, de periodo k, en-
tonces z; es un punto fijo de f* para j = 1,...,k y la cuenca de atraccién de
¢ es la unién de las cuencas de atraccién Ak (z;) para cadasz; con respecto
a f*. es decir,

Af(€) = Ui Apr(z))

La cuenca inmediata de atraccion del ciclo & denotada por A}({ ) es la‘unién
de las k componentes de Af(&) que contienen al ciclo.

Por definicion, los puntos k-periddicos atractores siempre tienen dominios
inmediatos de atraccion abiertos y diferentes del vacio.
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Ejemplo 1.2.13. La funcién f(z) = 2% tiene dos puntos fijos atractores,
cero e infinito. A¢(0) es el disco unitario abierto y As(oo) es el complemento
dé la-cerradura del disco unitario.

Teoréma 1.2.14 (P. Fatou-1919). Sea f una aplicacion racional. Si zy es
un puntorperiodico atractor de f, entonces la cuenca inmediata de atraccion
de 20, A3(20) contiene al menos un punto critico de f.

Nétese quessi‘f es un polinomio de grado d entonces por el Teorema 1.2.14,
f tiene a lo mas'd — 1 puntos periddicos atractores.

Teorema 1.2.15(L.E. Bottcher-1904). Sea f una aplicacion analitica y
2o un punto fijo super<atractor. Si f(z) = zo + ar(z — 20)F + ..., con ay # 0,
entonces existen U, V vecindades de zy y 0, respectivamente, y un biholomor-
fismo ¢ : U — V que golijuga f(z) y g(z) = 2*. Esta conjugacion es tinica
mddulo multiplicacion paraima raiz (k — 1)-ésima de la unidad.

De igual manera que en el teorema de Koenigs, este teorema es valido para
érbitas periddicas super-atraétoras [CGJ.

1.2.5. Ciclos Indiferentes

Si una funcién analitica f en'zy, tiene wfl punto fijo 2y con multiplicador A
de médulo uno, entonces pueden ocurris”dos cosas: que exista una vecindad
U de 7y donde f sea conjugada & la rotacibn®Az o que no exista tal vecindad;
si ocurre el primer caso, decimos qué f es linealizable en z.

Cuando A es una raiz de la unidad;_f no es linealizable, [CG]. Sin embargo,
cuando A = 2™ y @ es irracional, el problema«e linealizacién ha resultado
ser complicado y antes de dar los resultados asociades a este caso, sera nece-
sario dar algunas definiciones y resultados de teoria’de) niimeros que pueden
ser consultados en [HW].

Notemos que si t € [0,1), entonces lo podemos desarrollar‘én fraccién conti-
nua y obtener una sucesion de nimeros racionales

Pn _ 1
N 1
R

(13+...—|——
an

que converge a t. A — se le llama n-ésima reducida o n-ésima aproximacion

n
a t. De hecho, la sucesion {a,},>1 estd formada por numeros enteros noé
negativos y se obtiene usando el algoritmo de la division. En general, se
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puede obtener la sucesién {a,},>o para todo t € Ry, salvo ag, todos son
enteros no negativos. Ademads, la sucesiéon es finita cuando ¢ es racional e
infinita cuando ¢ es irracional.

Definicién 1.2.16. Seat € R\ Q, t = [ag, a1, as, ...]. Decimos que t es de
tipo dcotado si la sucesion {a,}n>0 €s acotada.

Definicién 1.2.17. Decimos que t € R es diofantino de exponente k > 2,
st existe C'> 07 tal que

C
|t—B\ Z_kpam todoBEQ (Z%Q):l
q " q q

Proposicién 1.2.187 Sea t € R\ Q tal que t = [ag, a1, az,...|]. Entonces, t
es de tipo acotado sigy solo si t es diofantino de exponente dos.

Como todos los numerés\algebraicos son de tipo acotado, este resultado nos
dice que los niimeros algebraicos son mal aproximados por racionales.

Teorema 1.2.19 (Siegel-1942). Sea f una funcion analitica en zy, tal que
f(z0) = 20 y A = f'(20) = €>™.78i § es diofantino, entonces f es linealizable
en z.

El dominio maximo de linealizacion A de f se le llama disco de Siegel y a
0 se le llama numero de rotacion de “‘ffene/\.

A partir de este teorema, s¢ tiehe latsiguiente clasificacién de los puntos
indiferentes en término de 6.

Definicién 1.2.20. Sea f wunalfuncion analitica en zy, tal que zg es un
punto fijo de f con multiplicador A = e*™. Decimos que el punto fijo zy es:

1. Parabdlico, si 6 es racional.
2. Siegel, si 0 es irracional y [ es linealizable en\uwa vecindad de 2.

3. Cremer, si 0 es irracional y f no es linealizable én zg"

Teorema 1.2.21 (Brjuno-1965). Sea f una funcion analitica en zo tal que
2 es un punto fijo de f con multiplicador \ = e*™. Si Z—: denotanla n-ésima
aprorimacion a 0 y

o

Z log(gn+1)

an

< 00,
n=1

entonces f es linealizable en z

J.C. Yoccoz demostro en 1988 que en la familia de polinomios cuadratie6sy
la condiciéon de Brjuno es necesaria para tener linealizacion, pero en general
no se tiene una condicién necesaria, [CG, M].



Capitulo 2
Conjunto de Fatou y de Julia

2.1. Definieién y Propiedades

En esta seccién daremos las definiciones y resultados basicos de los conjuntos
de Julia y Fatou, los cuales pueden ser consultados mas ampliamente en
[Be, CG, DH].

A

Definicién 2.1.1. Se@® R una aplicacion racional. Decimos que zy € C
pertenece al conjunto dé_Fatou de'R,/Fr, sila familia {R"},en es normal en
una vecindad de zy. El eomgpunto de Julia Jr se define como el complemento
de FR.

Las siguientes proposiciones nes van a céaracterizar los conjuntos de Julia de
funciones racionales con grado d > 2.

Proposicién 2.1.2. El conjuntode Julia Jg es no vacio.

Demostracion. Supongamos que R es una funcion racional con grado d > 2
y que Jgr = (), entonces {R"},en es una familia®normal para todo punto
de C, por lo que existe una subsucesién {R"™}en tal que R™(z) converge
uniformemente a f(z), para alguna f analitica. Notese”quesla convergencia
uniforme garantiza que f es racional y como d > 2 es el grade de R, entonces
d" es el grado de R", por lo cual si n — oo, entonces d™ —, 0o, lo cual
contradice el hecho de que f es racional. O

Proposicion 2.1.3. El conjunto Jr es compacto.

Demostracion. Claramente Fr es un conjunto abierto, entonces .Jg=€s eerra-
do. Como C es compacto, entonces Jr es compacto. n

Proposicion 2.1.4. El conjunto de Fatou y de Julia de la k-ésima iterada
R™ es igual al conjunto de Fatou y de Julia de R.

14
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Proposicién 2.1.5. Los conjuntos de Julia y de Fatou de R son completa-
mrente invariante.

Preposicién 2.1.6. Si z € Jg, entonces el conjunto U;" | R™" (z) es denso
en Jg.

Esta preposieion se usa con frecuencia para construir un algoritmo que per-
mite dibujarel conjunto de Julia en una computadora.

2.2. Compenentes de Fatou

En esta seccion deLmuevo suponemos que el grado de R es d y es mayor
que dos. Como el conjunto de Fatou es completamente invariante, entonces
la imagen de cualquier(emponente de Fatou bajo R es una componente de
Fatou y la imagen inversasde una componente de Fatou es la unién disjunta
de a lo mas d componentes (e JF'r. La dindmica de R puede ser comprendida
en parte por la forma en quedasicomponentes de F'r son movidas por R.

Dada una componenteéfija’ U de ¥Fg. Existen cuatro posibilidades para la
orbita de U bajo R.

1. Si R(U) = U, llamamog a_ [} compenente fija de Ff.

2. Si R"(U) = U para algin n,>_1, entonces a U se le llama componente
periodica de Fr. El enteroiminimo nfesel periodo de la componente.

3. Si R™(U) es periédica para algin m > I, éntonces a U se le llama
componente preperiodica de Fy.

4. Por otra parte si todos {R"(U)},>1 son distintos, entonces a U se le

llama dominio errante.

2.2.1. Clasificacion de Componentes Periddicas

Teorema 2.2.1 (Clasificacién de componentes de Fatou) Si U es
una componente de Fatou periodica de periodo k de una funcron aacional
R :C — C, entonces

1. U contiene un punto periodico atractor ¢ de periodo k y un punto‘critico
¢ de R tal que lim R™ (c) = (.
n—o0

2. U contiene a un punto (critico) periddico de periodo k super-atractor
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3. U contiene a un punto periodico de periodo k indiferente con derivada
e?™ 0 €1 y la dindmica de R|y es conjugada a e*™z.
En este caso existe un punto critico ¢; de R tal que:

oU C OR(Cl).

4. La“frontera de U contiene a un punto periddico de periodo k indiferente
con dérivada e>™P/1 y U contiene un punto critico que converge al punto
parabolied:

5. U es un anille” topologico donde la dindmica es conjugada a una rota-
cion.

La clasificacion de componentes periddicas del conjunto de Fatou esta conte-
nida en los trabajos deFatou y Julia, pero la existencia de dominios de tipo
4 y 5 fue demostrada posgeriormente por Siegel y Herman, respectivamente.
La posible existencia de cémponentes errantes del conjunto de Fatou Ffg
fue uno de los problemas abiertes por muchas décadas, en el estudio de la
dindmica de las funcionés racionales. Fue hasta la década de los ochenta que
D. Sullivan demostré elesiguiente resultado, el cual deja afuera las compo-
nentes errantes, [CG].

Teorema 2.2.2 (Sullivan=1985). SiR es una funcion racional y U C Fg
es una componente, entonces egiste m >0 yn > 1 tal que R™(U) es periddica
de periodo n.

Este teorema nos dice que la érbita de cualquiér componente de Fatou de
una aplicacién racional termina en una componénte periédica. Sin embargo,
[. N. Baker (1976) mostré que los conjuntos de Fatou de algunas funciones
enteras en C tiene dominios errantes, [B].

El conjunto postcritico

Pr = {R"(z) : zp es un punto critico de R y"ne&\N},

es decir, la cerradura de la union de las érbitas de todos los puntos criticos
de una aplicacion racional R. Este conjunto estd estrechamente ligado a la
dindmica de R, como lo resume el siguiente resultado, [CG].

Teorema 2.2.3. El conjunto postcritico Pr contiene, los ciclos atractores
de R, los ciclos indiferentes que pertenecen al conjunto de Julia y la frontera
de cada disco de Siegel y anillo de Herman.

En particular, este resultado nos dice que el nimero de d6rbitas no repulsora$
en una funcién racional estd acotado por su niimero de puntos criticos.
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2.2.2. Hiperbolicidad

Una idea central en dindmica que fue desarrollada en los anos 1960s y 1970s
(porSmale, Anosov, Sinai y muchos otros), es la idea de hiperbolicidad.

En estaseccién daremos la definicién de aplicaciones racionales hiperbdlicas
y mostraremos las propiedades que hacen de este tipo de aplicaciones bien
comportadas.

Definicién,2.2.4. Una aplicacion racional, R : C—C,es hiperbolica si las
orbitas de todos'los puntos criticos convergen a ciclos periddicos atractores
de R.

De entre todas las funciones racionales, las hiperbdlicas son las mejor compor-
tadas, ya que cuand§_Rses hiperbdlica, existe un conjunto finito A C C que
atrae a un subconjuntorabierto de C de medida total. El siguiente resultado
caracteriza la propiedad‘de“ser hiperbdlico, [CG].

Teorema 2.2.5 (Caracterizacién de Hiperbolicidad). Sea R una apli-
cacion racional. Las siquientes condiciones son equivalentes:

1. Bl conjunto poséritico Pr esvajeno al conjunto de Julia Jg.
2. No hay puntos critices ¢ ciclosgparabolicos en el conjunto de Julia.

3. Cada punto critico de R _converge @ un ciclo atractor bajo iteracion
positiva.

4. Eziste una métrica conforme suave p definada en una vecindad del con-
Junto de Julia tal que ||R'(2)]|, > C > 1 paraicada z € Jg.

5. Exziste un entero n > 0 tal que R"™ expandé estrictamente la métrica
esférica en el conjunto de Julia.

A las aplicaciones racionales hiperbdlicas algunas veces s€ les llama expansi-
vas o que satisface el Azioma A. de Smale.

Teorema 2.2.6. El conjunto de Julia de una aplicacion raciofal hiperbolica
tiene medida de Lebesgque cero.

De hecho, la dimension de Hausdorff del conjunto de Julia de una aplicacién
racional hiperbdlica es estrictamente menor que dos.

Uno de los problemas centrales en dinamica holomorfa es la siguiente ¢onje-
tura que se remonta a los tiempos de Fatou.
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Conjetura 2.2.7 (Densidad de hiperbolicidad). El conjunto de aplica-
giones racionales hiperbolicas es abierto y denso en el espacio de todas las
aplicaciones racionales de grado d.

La propiedad de que el conjunto de aplicaciones racionales hiperbdlicas sea
abierto es“consecuencia del teorema de la funcion implicita, pero la propiedad
de la densidad es dificil de mostrar y es conocida tinicamente para la familia
de funcioneS cuadraticas real, [GS, Ly].

2.2.3. Rolddel Punto Critico

Teorema 2.2.8 (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sean S; y Sy dos
superficies de Riemagin conexas y sea f : S1 — Sy un cubriente ramificado
de grado k, teniendo m_puntos criticos contando multiplicidad. Entonces las
caracteristicas de Eulery(Sy) y x(S2) estdn relacionadas por

X051) = kx(S2) —n.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos dar en S5 una triangu-
laciéon 7 teniendo f caras,e aristasy v vértices de tal manera que todos los
valores criticos de f seanyértices; ya que si originalmente existe un valor
critico que no es vértice ef_7, basta €onicolocarle aristas que lo unan a los
vértices adyacentes.

Como f es continua, f~'(7) esfina triangulacion de S; teniendo kf caras,
ke aristas, kv — n vértices, por logqie

X(S1) =kf — ke + (kv —n)
=k(f—e+k)—n

]

Si f es una funcién no constante y analitica en zy € C, entomees f tiene
asociada una serie de Taylor en zj, es decir,

f(2) = ag + ap(z — 20)* + app1(z — 20)" + ...

donde a, # 0, y el entero positivo k esta tinicamente determinadogpor, la
condicion de que el limite

o 1) = £ ()

z—20 (z — zo)k
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éxiste, es finito y distinto de cero. Al entero k lo denotaremos por vs(zo) y
lellamaremos orden de f en 2. Este nimero da las soluciones de la ecuacion

f(z) = f(z0).
Definicién 2.2.9. Sea A C C, la deficiencia total de R sobre A es

Sr(A) = [va(z) - 1].

z€EA
Corolario 2.2(10.»Para cualquier funcion racional R no constante
5r(C) = 2deg(R) — 2

Demostracién. Como R-"C — (@, de la féormula de Riemann-Hurwitz obte-
nemos

X(C)=dx(C) = ) [vr(2) — 1]

zeC

2 =24 Z[UR(z) —1],

de donde se tiene lo deseado:. O]

Proposicion 2.2.11. Si E e$§ un conjunto~cerrado totalmente invariante,
entonces E tiene infinitos elemenfosio E comtiene a lo mds dos elementos.

Demostracion. Si E es finito, entonces el complemento U es conexo y total-
mente invariante. Ademas la caracteristica de Euleride U esta dada por:

X(U)=2-x(E)=2—-#FE

Sea n el nimero de puntos criticos de f en U contandoanultiplicidad. Apli-
cando la férmula de Riemann Hurwitz a f : U — U tenemos:

\(U) = kx(U) .

Asi

2—#E=X(U):k,i1

Por lo tanto #FE < 2. (4

> 0.
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Proposiciéon 2.2.12. Si E es un conjunto cerrado totalmente invariante
eon, infinitos elementos, entonces Jr C FE.

Démeostracion. Sea w = C \ £ el complemento de E, el cual es un conjunto
abiert6 otalmente invariante. Como w deja libre més de tres puntos, entonces
por el Teorema de Montel [C1], la familia de iteradas {R"},en es normal
sobre w:

Asi, w C Eg, por lo que Jg C E. O

2.3. Numero de componentes de Fatou

Para demostrar el ntmiero de componentes del conjunto de Fatou, vamos a
enunciar una serie de-zéSultados que pueden ser consultados en [Be].

Proposicién 2.3.1. S7 D*C C es abierto. Entonces C \ D es conezo siy
solo si cada componente degB)es simplemente conexo.

Teorema 2.3.2. Si deg(R)\>"2 y Fy es una componente completamente
mvartante de Fr. Entonces

1

0Fy = Jg.

ii) Iy es simplemente conero ovinfinitamente conexo.

iii) Todas las componentes dé Fp son simplemente conezas.

1v

) Fy es simplemente conexo si*y solo si Jg eés conero.

Teorema 2.3.3. Sean Fy y F) componentes delfeenjunto de Fatou Fg de
una funcion racional R y supongase que R maped Fy sobre Fy. Entonces,
para algun entero m, R es un cubriente ramificado desgrado m que mapea Fy
sobre Iy y

X(Fo) + 0r(Fo) = mx(£7). (2.1)

Teorema 2.3.4. El conjunto de Fatou Fr de R contiene a lo mids dos com-
ponentes completamente invariante. Ademds st son dos compomentes comple-
tamente invariante entonces cada componente es simplemente ¢oneza.

Demostracion. Supéngase que deg(R) = d > 2 y que cada componente
'y, Fs, ..., F), es completamente invariante, donde k > 2. Aplicando él Teore-
ma 2.3.2 tenemos que cada F} es simplemente conexo. Aplicando el Te¢rema
2.3.4 a cada F}, obtenemos que

or(Fy) = (d — 1)x(F})
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k
k(d—1) = 6p(F;) < 0p(C) =2d - 2.
j=1
Por To_que k£ < 2. O]

Teorema 2:3.5. El conjunto de Fatou Fg de una funcion racional R tiene
0,1,2 o infimitas componentes.

Demostracion. Supongamos que deg(R) > 2y que Fg tiene un nimero finito
de componentes,digamos F, Fs, ..., Fj, como R : Fr — Fg, entonces existe
un entero m tal_gtie [ es completamente invariante bajo R™, para cada
1 <5 < kycomo Frn = Fg aplicando el Teorema 2.3.4, tenemos que
k<2 O]

2.4. Funciones’con Conjunto de Fatou Vacio

Para mostrar la existencia de eonjuntos de Fatou vacios, se calcula el conjunto
de Julia de la siguiente’funcién racional ,

2 2

7(2) £ 4(Z+1)
222 —1)

y se muestra que es toda la esfera: Esterejeraplo fue dado por Lattes en 1918,

[Be].

Para la funcién dada en (2.2), cal¢ulemos sus puntos criticos y veamos a

donde converge su érbita. Los puntos criticos estan dados por las raices de

(2.2)

, (22+1)(z* — 622+ 1)
=) = 4(22 —1)222

los cuales son i, —i, v2—1, —v/2—1,1—+/2,1++/2. Las rbitas de los puntos
criticos se muestran en el diagrama de la figura 2.1.

=0

2-1 -2 -1 2+1 -2+1

\ NN/
RN

®)

Figura 2.1: 6rbita de los puntos criticos.
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Ahora nétese que el infinito es un punto fijo de la funcién 2.2, ya que

f(o0) = Im f(z) = lim (1P

2—00 Z—00 4z(22 — 1)

Ademds; el infinito es un punto repulsor, esto debido a que 0 es un punto fijo
1 —4z(z% — 1)

ORCE:

Por lo tantog#todos los puntos criticos caen en una orbita repulsora, del

teorema 2.2.1 _de clasificacién de las componentes de Fatou se concluye que

no puede existir’ninguna componente de Fatou y por lo tanto Jg = C.

repulsor-des(z) =

Teorema 2.4.1. Si_todos los puntos criticos de una funcion racional R son
eventualmente periodicos, entonces el Fatou de R es vacio.

Demostracion. Supongamos que todos los puntos criticos de R son eventual-
mente periddicos y que el'Fatou F(R) es no vacio, entonces por el teorema
de Sullivan, existe una compenente de Fatou la cual es periédica bajo R.
Aplicando el teorema de clasifieacion de componentes de Fatou tenemos que
ocurre solo uno de lass€inco casos mostrados anteriormente.

En el caso de que tengadmes una componente que tenga un punto fijo super-
atractor, entonces tenemg@s, un punté critico periédico, mientras que en los
casos restantes, existe un punfo criticé coni 6rbita infinita. En todos los casos
llegamos a una contradiccion, pér lo queel\Fatou de R debe ser vacio. [

El siguiente resultado nos permite garacterizar’funciones racionales cuyo con-
junto de Julia es toda la esfera de.Riemann.

Teorema 2.4.2. Sea R una funcion racional” Jp_ = C si y solo si existe
algin z cuya orbita positiva Or(z) = {R"(2) : n >A} es densa en la esfera
de Riemann.

Demostracion. =) Sean {B,, : n > 1} una base numerable de Cy
D = {z: Og(z) es densa en C}, esto es, z € D siy sélo st para todo k, existe
algin n tal que R"(z) € By. Asi

D=(\JER "B (2.3)

k>1n>1

Ahora supéngase que D = 0, A, = C \ Bry E, = ﬂ R™"(Ag), entonces
n>1
aplicando leyes De de Morgan a (2.3) se tiene que :

C=p=JN BB =UJNE"(B))=J R "(A) = | JEs

k>1n>1 k>1n>1 k>1n>1 k>1
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Notese que por el teorema de Baire, C no es unién numerable de conjuntos
dénsos en ninguna parte, por lo que para algtin k, la clausura de Ej tiene
inferior no vacio, digamos W. Por otro lado, como R es continua, entonces E},
es gérrado, asi W C E,, = E}. Esto significa que para todo n, R*(W) C Ay,
por lo.guie R™ sobre W no toma valores en el abierto By. Aplicando el teorema
de Mongélla la familia { R"},,>1 sobre W tenemos que {R"},>1 es normal en
W. Asi W#C_FR, contradiciendo el hecho de que Jg = C. Por lo tanto D # )
y se tiene lo_déseado.

<) Supdngasé gque Jx no es toda la esfera de Riemann, es decir, Fr # 0 y
también que exisféun z € C cuya érbita O r(2) es densa en la esfera.

Caso I

Si z € Jg, como Jrlesinvariante, entonces Og(z) C Jg. Ademds como Og(2)
es densa en la esfera'y Ji es cerrado, se tiene que

A

C:OR(Z) CJ_R: JR,

es decir, Jgr = @, contradiciendo,el hecho de que Fr # ().

Caso 11

Si z pertenece a alguna componente™Q2 de Fatou F, considerese las siguientes
componentes de Fp.

Q, F(Q), F4(Q),...

Como Og(z) es denso en la esfera, existeun N tal que RV (Q) = Q y para
cualquier componente Q; de Fr/Xiste un=_tal que R"(z) € Q. Asi, se tiene
que R™(Q) = Q. Sea N el mininfo/éhtero talLgue RY (Q) = Q. En consecuen-
cia,

Fr=QURQ)U---UR(Q) (2.4)

donde Q, R(Q2),..., y R¥71(Q) son mutuamente disjuntas. De aqui se tiene
Q es completamente invariante bajo RY.

Por otro lado, como €2 es una componente de Fatou periédica, entonces por
el teorema de clasificacion de Fatou tenemos que €2 es ung y solo uno de los
cinco casos de dicho teorema. En ninguno de estos casos se puede dar que la
orbita de un punto sea densa en la componente de Fatou, poro que se tiene
una contradiccion.

De ambos casos concluimos que Jg = C. O



Capitulo 3
Conjunto de Julia de
polinomios

En este capitulo, restringitémos nuestro estudio a la dinamica de los polino-
mos. En particular se defin€ el conjunto de Julia lleno y se estard interesado
en analizar la dindmica y el€spacio de pardmetros de la familia cuadratica.
Se enunciara la conjetura de*hiperbolicidad para el caso cuadratico, asi como
algunos resultados equivalentes. Los resultados de este capitulo pueden ser
consultados mas ampligmente en-{Be, CG, DH]

3.1. Conjunto de-JuliarLleno

Antes de definir el dominio de atraccion delinfinito conviene observar que si
P es un polinomio de grado d > 1§ entonces €l infinito es un punto fijo super-
atractor y por el teorema de Botteher, existeina vecindad U del infinito
donde P es analiticamente conjugado a la fun€ién_z?. En consecuencia, la
orbita de cualquier punto z € U converge al infinite’y por lo tanto z € Fp.

Definicién 3.1.1. El dominio de atraccion del infinito es:

Ap(oo) ={z€ C: lim P"(z) =00} CFp

n—oo

y el conjunto de Julia lleno de P

Kp={2€C: Op(z) es acotada }.

3.1.1. Propiedades de Kp

De la definicién 3.1.1 se tienen las siguientes resultados para Kp.

Proposicién 3.1.2. El conjunto de Julia Jp es la frontera de Kp.

24
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Demostracion. Primeramente observe que Jp C Kp. En efecto, ya que oo €
Ap(o0) C Fp, esto demuestra que C\ Kp C Fp. Ademas, si U es una com-
ponente del interior de Kp, entonces las iteradas de P son acotadas en U,
pordle tanto forman una familia normal. Esto prueba que Jp C 0Kp.

Si z € dKp, entonces para un abierto arbitrario, existe un conjunto abierto
de puntosscon oOrbita acotada y un conjunto abierto de puntos con orbita
tendiendo @& infinito. Por lo tanto, la familia de iteradas de P no es normal
en cualquier yecindad de z. Esto demuestra que 0Kp C Jp. O

Otras propiedadessimportantes de Kp, son las siguientes.
1. Kp es no vaclo,€ompacto y perfecto.
2. Es un conjunto llénoj es decir, su complemento en C es conexo.

Teorema 3.1.3 (Fatou-1919). Sea P un polinomio. El conjunto Kp es
conexo si y solo si la orbita~de eada punto critico de P es acotada.

3.2. Familia caadratica

En esta seccién vamos a resteingir el espudio a la familia P.(z) = 22 + ¢ para
c € C. Denotemos por K. ="K# v J. = Jp.. Del teorema de Fatou 3.1.3 se
siguen inmediatamente los siguientes resultados.

Corolario 3.2.1. El conjunto J.“€s conexo(si y solo si la orbita de cero es
acotada

Corolario 3.2.2. Si la orbita de cero escapa bajo”iteracion de P,., entonces
K. = J. es un conjunto de Cantor.

Este resultado nos dice que si la érbita de cero bajo P.esCapa, entonces K.
es totalmente disconexo, pero si la érbita de cero no escapay entonces K. es
un conjunto conexo. Esto es, solo hay dos tipos de conjuntos dé,Julia lleno
para polinomios cuadraticos, aquellos que consisten de una<«omponente y
aquellos que consisten de infinitas componentes.

En la figura 3.1 se muestran los conjuntos de Julia lleno de la familia B.(z) =
22 + ¢ para ¢ = —1,0,—0.1225 + 0.7448qi, 4, —1,0.2234 + 0.67304, —05076 —
0.5601¢2, —0.7625 — 0.11702.
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y

-

¢c=-0.1225+0.7448i

c=-i

¢=-0.7625-0.1170i o
& ¢=-0.5076-0. 5601i\

Figura 3.1: Algunos conjuntos de Julia lleno paré la)familia P.(z) = 22 + c.
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3.2.1. Conjunto de Mandelbrot

Definicién 3.2.3. FEl conjunto de Mandelbrot M es
M=+AceC: J.esconexo} = {c € C:O.(0) es acotada}.

Nétese que M es diferente del vacio, ya que para ¢ = 0 el conjunto de Julia
lleno esiel disco unitario cerrado centrado en cero y por lo tanto es conexo.
A continuagién mostraremos la siguiente proposicién que nos permite acotar
el conjuntosde Mandelbrot.

Proposicién®32i4. Sea S = max{2,|c|}. Si|z| > S, entonces

05, Felz) = e

Demostracion. Supongamos que |z| > S, de donde se sigue

[P e o L2 = el
2] A NN

> 2] —1> 1. (3.1)

De (3.1) se tiene que J#(z)| = |z|, por lo que |P.(z)] < |P%(z)| y haciendo
induccidén sobre n se obtien@| P ()} £ |P"(2)|. Asi | P?(z)| tiende a infinito,
cuando n tiende a infinitor O]

Corolario 3.2.5. Si |c| >"2; entonces

lfin P(0) =50,

c
n—oa

Demostracion. Como |P.(0)| > 2, aplicando la=preposicion 3.2.4, se tiene lo
deseado. O

Del corolario 3.2.5 podemos observar que el conjuntade!Mandelbrot esta con-
tenido en el disco cerrado de radio dos, es decir, M & Dy(0).

Teorema 3.2.6 (Douady-Hubbard-1982). El conjuntaM es compacto,
conexo y lleno.
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3.2.2. Componentes hiperbdlicas del conjunto de Man-
delbrot

La génjetura 2.2.7 de hiperbolicidad para la familia cuadratica se convierte
en la siguiente:

Conjetura,3.2.7. El conjunto de las ¢ para las cuales P.(z) = 2° + ¢ es
hiperbolico goxman un conjunto abierto y denso en C.

Notese que silc @ M, entonces por el Corolario 3.2.5 el punto critico converge
al punto fijo supersatractor en infinito, por lo que P, es hiperbdlico.

Proposicion 3.2.8.-5i P, tiene una orbita atractora en C, entonces P, es
hiperbolico y ¢ € M.

Demostracion. Si P, tiene una érbita periddica atractora en C, entonces por
el teorema de Fatou 1.2.14 atrae al punto critico z = 0, por lo que la érbita
de cero es acotada, asi ¢ € MY Ademés como el otro punto critico z = 0o es
un super-atractor, P. es hiperbdlico. O

Una formulacién equivalente de Taiconjetura 3.2.7 es la siguiente.

Conjetura 3.2.9 (HG2).VCada componente del interior del conjunto de
Mandelbrot es hiperbolica.

Conjetura 3.2.10 (MLC). La(frontera deléonjunto de Mandelbrot es local-
mente conexa.

Teorema 3.2.11 (Douady-Hubbard-1982).75; la frontera del conjunto
de Mandelbrot es localmente conexa, entonces €l interior del conjunto de
Mandelbrot es la union de componentes hiperbolicass

Este resultado fue demostrado por Douady y Hubbard em [DH], por lo cual
la conjetura 3.2.10 es muy importante ya que de probarse; esta implicaria la
conjetura de Fatou para familias cuadraticas.

Por otro lado, es importante mencionar que la conjetura 3.2.7 restringida a
los reales, fue demostrada por Graczyk-Swiatek [GS] y Lyubich [Ly] inde-
pendientemente.

Definicién 3.2.12. Una componente U del interior del Mandelbrot=M es
hiperbolica si P. es hiperbolica para alguna ¢ € U.

Para entender mejor las definiciones anteriores de hiperbolicidad, calculemos
algunas componentes hiperbélicas del interior del Mandelbrot, ayudandona$
de la proposicion 3.2.8.
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Para calcular los ¢ € U tal que U tiene un punto fijo atractor, debemos
reSolver las siguientes dos ecuaciones

P.(z) =z (3.2)

|PU(2)] = [22] < 1 (3.3)

De la ecuation (3.2) tenemos que P, tiene dos puntos fijos « y 3, uno de los
cuales debe_ ser atractor y el otro debe ser repulsor, ya que si los dos fueran
atractores, enfonces por el teorema de Fatou 1.2.14, A} () debe contener
un critico al iguél gue A% (3), lo cual es imposible ya que P, solo tiene un
punto critico.

Denotemos por « dlpunto fijo atractor. Asi,

1
1BA)| = [20] <1 al <3

y para z = «

P(a) =@% c=a=c=a—a’. (3.4)

Asf el conjunto de pardmietros ¢ para-os cuales se tiene un punto fijo atractor
es justamente la imagen_del disco §& ; |a| < 3} bajo la funcién z — z — 22.
La funcién z — z — 22 lapademos ver gomo la composicién f o g o h, donde
h(z) =z—3, g(z) =22 y fg)=1 — &y cl conjunto de pardmetros ¢ para
los cuales se tiene un punto fijostractor,(resulta ser el interior de la cardioide
el cual se muestra en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Imagen de S* bajof o g o h, donde h(z) = z — 1,9(z) = 2% y
o=t

De manera similar, podemos flocalizar”el.conjunto de valores de ¢ para los
cuales P.(z) = 2% + ¢ tiene un punto pé€riodico atractor de periodo dos. Esto

sucede cuando,
PXz) =% (3.5)

y
|DP?(2)| < 1. (3.6)

Desarrollando el lado izquierdo de (3.5) se tiene
PX(2)=(*+¢)* +c
=2+ 2%+ A+

Como los puntos fijos de P., siguen siendo fijos para P? tehemos:

PX(2) —z=2"+22c— 2+ +c
= —z+0)(P+z+(c+1))
= (2" —z2+0)(z—u)(z —v).

Ahora buscamos las condiciones en ¢, las cuales implican que {u,v} esfun
ciclo atractor de periodo dos, esto es,
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Puu) = v, p(v) =u, u#v

((P2) (w)] <1, |[(P2)(v)] <1,

[

Por la'regla de la cadena tenemos

(P2) (v)] = | Po(Pe(0)(Pi(v)))]
= [Pi(u)Fa(v)] = |(2u)(20)]
= 4|uv| < 1.

Esto implica quesfuv| < 1. De P?(z) —z = (22 =z +¢)(z2 + 2z + (c + 1))
tenemos que uv = ¢ +71.

Asi el conjunto de parametros para los cuales P, tiene una orbita de periodo
dos atractora es:

fe:ll+el <)

Esta regién es un disco centrado en —1 y radio }l el cual se muestra en la

figura 3.3, junto con la_segiénique corresponde a los valores de ¢ € M para
los cuales se tiene urla/orbita atractora de periodo uno. Hasta aqui hemos
encontrado la regién dedC.donde el pelinomio P, tiene una orbita atractora
de periodo 1 o de periodo.2y

Figura 3.3: Componente principal de M.

Para concluir este apartado, enunciamos el siguiente resultado de Douady-
Hubbard concerniente a los polinomios cuadraticos con ciclos indiferentes.

Teorema 3.2.13. Si P. tiene un ciclo indiferente, entonces ¢ € OM.
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3.2.3. Rayos externos

Antes de empezar a dar la teoria de rayos externos que utiliz6 Douady y
Hubbard para intentar probar que la conjetura 3.2.10 era cierta, conviene dar
los sigtiiente dos resultados de variable compleja que pueden ser consultados

en [C1].

Teorema del mapeo de Riemann 3.2.14. Sea G una region simplemente
conexa quewno es todo el plano y sea a € G, entonces existe una funcion
analitica y biyeéctiva f: G — D tal que f(a) =0 y f'(a) > 0.

Teorema 3.2.15 (Caratheodory). Sea U C C abierto, acotado y sim-
plemente conexo yysp.~ U — D un biholomorfismo, entonces ¢ se extiende
continuamente a la ffontera si y solo si OU es localmente coneza.

Notese que como C \ Mes simplemente conexo, entonces por el Teorema
3.2.14 existe un isomorfisMo’¢ entre C \ M y D. Ademés por el teorema de
Caratheodory, ¢ se extiende‘\¢ontinuamente a la frontera de D si y sélo si
OM es localmente conexo. Per<le cual la conjetura 3.2.10 es equivalente a
demostrar que ¢ se extiende continuamente a la frontera. Para analizar esta
extensién es importante“analizar la/convergencia de la funcién cuando nos
acercamos a la frontera y¢para ello g€ definen los rayos externos.

Como el polinomio P, tiene.un puntofijosuper-atractor en el infinito, por el
teorema de Bottcher existe unasvecindad ¥/ "del infinito donde el polinomio
P. es analiticamente conjugadd” a) la fun€ién 2. Denotemos por ¢, el bi-
holomorfismo que realiza la conjugadion.

Teorema 3.2.16 (Douady-Hubbard). Sea”Ug. el abierto mdximo donde
¢ conjuga P, con z*

1. Sice M, entonces U. = C\ K. y
¢.: U, — C\ D
es un isomorfismo.

2. Sicé¢ M, entonces U, es una vecindad del infinito que cofitiene al valor
critico ¢ y

¢.: U, — C\D
es un isomorfismo.

A partir del bi-holomorfismo ¢, se puede definir la funcion

dy: C\M — C\D
c = de(o).
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Douady y Hubbard demostraron que esta funcién es un bi-holomorfismo que
relaciona el espacio dindmico con el espacio de parametros. Del teorema de
Caratheodory tenemos que la conexidad local de la frontera de M es equiva-
lenté\a) demostrar que ®,, se extiende a la frontera. Para entender el com-
portamiento de ®,; en la frontera vamos a definir los rayos externos a M y
a J..

Definicion 3.2.17. Sea 0 € T = R/Z, el rayo externo a M de dngulo 0 es
el conjunto

Ry(0) =, ({z€C:z=7re"1<r < oo}).
Definicién 3.2.18<El rayo externo Ry () de dngulo 0 aterriza en c si

¢ -1 2mif
}}_IS @y (re™™)

existe y es c.

Estas definiciones también se $ienien para K., usando el isomorfismo ¢.., cuan-
do c € M. Ademas, si"I{,. es localmente conexo, entonces por el teorema de
Caratheodory cada rayo R.(6) aterriza. Los siguientes resultados nos permi-
tirdn decir para que valores,de c el rayo, R.(6) aterriza [DH].

Teorema 3.2.19 (Douady-Hubbard)«Sea ¢ € M

1. Si P. tiene una orbita atractora, entonces K. es localmente conexo y
la medida de lebesgue de J. esscero.

2. Si P, tiene un punto periodico parabolice, emtonces K. es localmente
conezo y la medida de lebesque de J. es cero.

3. Si la orbita de cero es preperiodica, entonces K. es localmente conexo
yJ.= K..

Definicién 3.2.20. Un parametro ¢ € C es Misurewicz, si la orbita de
0 bajo P. es estrictamente preperiddica.

Ejemplo 3.2.21. Cuando ¢ = —2 y ¢ = i tenemos puntos de Misurewicz

P 0—=1—=—-141——1——1+1.
Py : 05 -2—>2—2
Para ¢ = —2 el conjunto de Julia lleno es el intervalo sobre el eje real [—2 2]

y es igual al conjunto de Julia. Para ¢ = 17, el conjunto de Julia lleno 16
mostraremos en la figura 3.4.
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Figufa-3-4: Conjunto de Julia de 2% + 1.

Del teorema de no errancia‘de Sullivan tenemos que para cualquier punto c
de Misurewicz

J YK, (3.7)

Por lo tanto ¢ pertenece a4, [DH|7Esta propiedad es esencial ya que un
conjunto de Julia conexo qué satisface (3°7) es llamado una dendrita.

Teorema 3.2.22. Todo rayo egterno de M con argumento 6 = P on
q
(p,q) =1 aterriza.

1. Si q es impar, el rayo externo Ry (0) aterfiza’a un punto ¢ € OM tal
que P, tiene un ciclo parabdlico. De hecho par@ cada ¢ € OM con dicha
propiedad aterrizan dos rayos externo, excepto ¢ = 1/4 correspondiendo

a6 =0.

2. Si q es par, el rayo externo Ry (0) aterriza a un punto ¢ € OM tal
que ¢ es Misurewicz. Cada punto Misurewicz tiene un numero finito de
argumentos exrternos.

En la figura 3.5 se muestran los puntos donde aterrizan algunos rayes externos
en el conjunto de Mandelbrot.
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4/15 1/5
27 1/7

2/15
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3/7

417

14/15
13/15

517 6/7

Figura 3.5: Localiza¢ion de"algunos rayos en M.

3.3. Isomorfismo entre las componentes hi-
perbdlicas y el disco

En esta seccién enunciaremos un teorema que nos permitirdlocalizar las com-
ponentes hiperbodlicas del interior del Mandelbrot, pero antes de enunciarlo
conviene presentar una serie de resultados que nos simplificaran la, demostra-
ci6n de dicho teorema, el cual puede ser consultado en [DH].
Sea W una componente hiperbdlica del int(M) de periodo k. Para cada
c € W, denotemos por a(c) el punto peridédico atractor de P. que atrae al
cero y definimos py (c) = DP*(a(c)).

Lema 3.3.1. Sea c¢g € W tal que P%(0) = 0. Los mapeos ¢ — P¥(0),

€0
c— afc) yc— pw(c) tiene el mismo orden de anulacion en c.
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Demostracion. Para cada ¢ € W se tiene que
pw(c) =DP%(a(c)) = DP.(P! ™ (a(c))) DPF(a(c))
=DP.(a(c))DP.(P.(a(c))) - - DP.(P: ™} (a(c)))
= [2a(c)] [2P.(a(0)] -+ [2P 7 (a(c))]
=2"a(c)P(alc)) - - BiH(alc))

y en el ciclo{e(c), P.(a(c)),. .., P (a(c))} , solo hay una componente de
Fatou que contiene a a(c) y a cero. Asi el mapeo ¢ — a(c) y el mapeo
¢ — pw(c) tienen el mismo orden de anulacién.

Por otro lado por el tedrema del valor medio se sigue que, para c cerca de cgy

|PE(0) = Fe@ife)| = [ DPE(a)][0 — ale)| < %Ia(C)\-

Asf ¢+ P(0) y ¢ a(c) cer€ade ¢y tienen la misma multiplicidad. O

Antes de enunciar la sigliiente proposicion, es necesario caracterizar dos pun-
tos especiales en una componente hiperbdlica.

Definicién 3.3.2. El centroyde una.componente hiperbolica W es el c € W
tal que DP%(z;(c)) = 0, dondé z(c) € una drbita atractora de periodo k.
Una raiz de W es un pardmetfoese W \tal que DP(z;(c)) = 1.

De la definicion 3.3.2 se puede observar ques

DP}(z(c)) =0
DP.(z1(c))DP.(22(c)) - - - DP.(zx(c)) =0
DP.(z(c)) =0 para“algin 1,

lo cual nos dirfa que z;(c) es un punto critico de P., e§_decir, z;(c) = 0.
Por lo que basta seguir la o6rbita de cero para encontrar los centros de las
componentes hiperbélicas.

Proposicion 3.3.3. Los siguientes numeros son iguales:
a) el grado p del mapeo holomorfo py : W — D ;
b) el nimero de ceros en W de ¢ — «a(c), contando multiplicidades;

c) el mimero de ceros en W de ¢~ P¥(0), contando multiplicidades;
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d) el nimero de raices de W en W.

Démostracion. Los ceros de la funcién ¢ — P(0), ¢ = a(c) v ¢ = pw(c)
son dos mismo, y de acuerdo al lema 3.3.1, tienen la misma multiplicidad.
El namero de ceros de ¢ — py(c), contando multiplicidades es u. La OW
es homegmorfa a S* y el grado de py : OW — St es p. Como es creciente
debido & que py es holomorfa sobre W, entonces el niimero de puntos en

P (1) es O
Sea Py(c) = EX0), nétese que Py(c) es un polinomio ménico de grado 2F~1.
Lema 3.3.4 (Gleason). Todas las raices de Py, son simples.

Demostracion. Sea A el anillo de z € C los cuales son enteros algebrai-
cos. El polinomio Py, €s.ménico y si Py(c) = 0, se tiene que ¢ € A. Como
P(c) = (Pk_l(c))2 + ¢, entences P, = 2P, 1P, | + 1y si ¢ es raiz de Py,
entonces se tiene que Py (cy)e=0 con ¢; € A.

Noétese que si ¢; € A, entonees B,_1(c1) € Ay P,_,(c1) € A.

Por lo tanto

Pk—l(cl)P]é»l(cl) € A

Ast

P’;(Cl) —I= 2Pk_1(Cl)P];_1(Cl).
Por lo que P/(c1) = 1mod(2A), silcyles raiz de-F). O
Sea W una componente hiperbdlica del int(M) coh multiplicidad ppy ¢4, ..., ¢,

sus raices.
Para cada c € M y 0 € Q/Z, el rayo R.(0) aterrizaral)punto ~.(0) € K.. Se
define la relacién de equivalencia ~,. sobre Q/Z por '~ 0" < ~.(0) = 7.(¢).

Las demostraciones de los siguientes resultados pueden sér)consultadas en

[DH].
Proposicién 3.3.5. La relacion ~. es constante sobre W U{cym. ., ¢}

Proposicién 3.3.6. Sean c; y o centros o raices de componenteshiperboli-
Cas; Si ~e =n,, entonces los drboles de Hubbard H., y H., son isomarfos.

Denotaremos por Hy el arbol de Hubbard de f, H; = f~'(Hy) y "4y el
conjunto posteritico de f.
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Proposiciéon 3.3.7. Sean f y g dos polinomios de grado d > 2 tal que cada
punto critico es periddico o preperiddico. Sea ¢ un homeomorfismo de Hy a
Hg,.respetando la estructura primaria y complementaria. Entonces existe un
uni¢o,homeomorfismo ¢y - Hy — H, tal que

L gogy =wo f.
2. 1|0

De la proposicion 3.3.7 se puede demostrar que f y ¢ son afinmente conju-
gados.

Proposicién 3.3.8..8ecan f : 2z — 224c1 y g : 2 — 22+cy dos polinomios de
grado 2. Si existe un{homeomorfismo de Hy a Hy que preserva la estructura
primarta, entonces ¢ ==C)

Teorema 3.3.9 (Douady-Hubbard-1982). Para toda componente hi-
perbolica W del int(M), el‘mapeo pw : W — D es un isomorfismo.

Demostracion. Por la_ptoposicion 3.3.5 v 3.3.6 se tiene que si ¢; y ¢y son dos
centros de la componentezhiperboli¢a W, entonces los arboles de Hubbard
son isomorfos y por la proposicion 343.8 se concluye que ¢; = ¢o. Ademas los
centros son simples por el*lema 3.3. 1% por la proposicion 3.3.3 concluimos
que el grado del mapeo py es igual a une;de donde se tiene lo deseado. [

El teorema 3.3.9 es generalizade.por B. Branner y Nuria Fagella para poli-
nomios unicriticos Py.(2) = 2% + ¢ para d > 2{BF].
Sea

M ={ceC:K(P,.) es conexg }.
En la figura 3.6 se muestra el lugar de conexidad derFj. parad =3y d = 4.
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Figura 3.6: Lugar dé¢ comexidaddeé P;.(z) = z° + cy Py.(z) = 2* + ¢

Teorema 3.3.10 (Mapeo multiplicador para el caso unicritico). Si
Q es una componente hiperbolica~de M,_entonces el mapeo pg : 2 — D es
un cubriente ramificado de grade de= 1, con punto de ramificacion en cero.

3.4. Localizacién de las componentes hiperbdli-
cas en el Mandelbrot

En las secciones anteriores calculamos las componentes hiperbdlicas de pe-
riodo 1 y 2. En esta seccion calcularemos los centros declas componentes
hiperbdlicas de periodo 3,4 y 5, haciendo uso del teorema 3.3.9 localizare-
mos dichas componentes en el conjunto de Mandelbrot.
Los centros de las componentes hiperbdlicas que tienen un ciclo atractor de
periodo tres son las soluciones de la siguiente ecuacién

P}0)=(+c)lP+ec=ct+28 + 2+ c=0. (3.8)

Notese que el centro hiperbédlico de periodo uno también es de perioda tres,
por lo que la ecuacién (3.8), se simplifica en
P30) o +2+c+1)

- =4+2%+c+1=0. (3.9)
C C
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Asi los centros hiperbdlicos de las componentes de periodo tres, son tres y se
enlistan en la tabla 3.1.

Centros hiperbdlicos
Reales Complejas
—1.7548 | —0.1225 — 0.7448i
—0.1225 4 0.7448i

Cuadro 3.1: Centros hiperbolicos de periodo tres.

Para calcular los centros hiperbdlicos de las componentes hiperbdlicas de
periodo cuatro, se restielve la siguiente ecuacion,

PY0) = & 4+ 4624 6¢° + 6¢° + 5¢* +2¢° + 2+ c=0. (3.10)

Observe que los centros hiperbdlicos de periodo dos también son de periodo
cuatro, por lo que la ecuaciéon=(8+10) se simplifica en

P*(0)

570} = S 433 + 33 + 262 + 1. (3.11)

Asi la raices del polinomio (3.11)sson 16s_centros hiperbélicos de las compo-
nentes de periodo cuatro, las €uales son'seis y se enlistan en la tabla 3.2.

Centros_hiperbdélicos
Reales Complejas
—1.3101 | 0.2822 + 0.530%
—1.941 0.2822 — 0.5301
—0.1565 + 1.0321
—0.1565 — 1.0324

Cuadro 3.2: Centros hiperbdlicos de periodo ctwatro.

Por 1ltimo se calculan los centros hiperbdlicos de las componenites hiperboli-
cas de periodo cinco, las cuales estan dadas mediante las raices del’siguiente
polinomio.

P?(0) = !0 4 8¢ + 28¢! + 603 + 94c¢!? 4 116 + 11410 +
94c® 4 69¢® + 44c¢” 4 265 + 14¢® + 5t + 2¢3 + 2 + c.
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@omo los centros hiperbdlicos de periodo uno también son de periodo cinco,
enrtonces el polinomio P?(0) se simplifica en

LA0)

= P 4+ 8¢ + 28¢13 + 60c!? + 94! + 116610 + 114¢° +
94¢® + 69¢” + 44¢5 4+ 26¢° + 14¢* + 53 + 22 + ¢+ 1.

Asi los centros hiperbolicos de las componentes de periodo cinco son quince
y se enlistan enla tabla 3.3.

Centros hiperbdlicos

Reales Complejas
—1.6254 | 0.3795 + 0.3349¢
+1.8607 | 0.3795 — 0.3349:
=1.9854 | 0.3592 + 0.6425¢
0.3592 — 0.6425¢
—0.0442 + 0.9865¢
—0.0442 — 0.98651
—0.1980 + 1.1002¢
#0980 — 1.1002¢
—0:5043 + 0.5627¢
—0.5043-=.0.56271
—1.25634 0.38031
=1.2563"— 0:3803:

Cuadro 3.3: Centros hiperbdlicoswdé periodo cinco.

En la figura 3.7 se localizan las componentes hiperbolicas de periodo 1,2,3,4
y 5 en el conjunto de Mandelbrot, ayudandonos de les calculos hechos ante-
riormente.
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Figura 3.7: Algunas componentes‘hiperbdlicisgspara la familia P.(z) = 22 +c.



Capitulo 4
Dinamica de polinomios
cuarticos

En este capitulo estudiaremos el espacio de parametros de una familia de
polinomios cuarticos qué_sé, obtiene de la composicion de dos polinomios
cuadraticos de la forma az A4<%2.

4.1. Lugar de Conexidad

La familia de polinomios ¢udrticos efi la,cual centraremos nuestra atencion es
Pou(2) = Py(Pu(2))y'= 2* + 2028 + (b + a®)2* + baz (4.1)
donde P,(2) = az + 22 y Py(2) = ba~t 22, €onla, b € C.

Definicién 4.1.1. Fl lugar de comexidad, enselsespacio de pardmetros P,
de una familia de polinomios Py, se define por:

M ={g € P: K(P,) es conexo}

Por el teorema de Fatou 3.1.3, la conexidad de K (P,), esta"determinada por
las orbitas de los puntos criticos, las cuales deben ser acot@das. Por ejemplo,
el lugar de conexidad para la familia P,(z) = az + 2*, se muestra de color
negro en la figura 4.1.

43
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Figura¢dd: Lugar de conexidad de P,(z) = az + 2°.

En la figura 4.1, la parte.descolor negro es la que corresponde a los valores
de a € C tales que la 6rbita’deé —3 es acotada bajo F,.
Por otro lado, los puntos criticoside la familia Py,(z) son:

— _a
mC = 5
_ —a+va?2-2b
= O =
—— 2__
o a \/Qa 2b.
. » 2 . .
Observacién 4.1.2. Como Fu{{c3) = Pules) = —bz, estos polinomios

cuarticos a lo mas presentan dos dinamicas.

Ya que el espacio de pardmetros de la familia P (2) estd contenido en C2

empezaremos analizando el lugar de conexidad de dielia familia cuando a, b €
R el cual se muestra en la figura 4.2.
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Figura 4.2: Lugar de@exidad de Py, cuando a y b son reales.

En la figura 4.2 la pa e color rojo corresponde a los valores de a y b para
los cuales la érbita de ér;¢s'y c3 peranecen acotadas.

Proposicién 4.1.3. Se@z be ]]@ ue |a| >5,|b] > 5. Si |z| > |a®+ 1],
entonces nll_)rgo P (z) = 0. /‘ O‘
Demostracion. Supongamos qu@ > la de donde se sigue que

Ppq

[P (2) =|2% +2a2* + (a®* +b)z Q

2|

Z|z|2]z + 2a| — |(0L2 +b)z+

=|z|?|z + 2a| — |a® + b||z + |

2+
>(a® + b)*|z + 2a] — |a® + b|z + —
a
2 2 2 |bal
>(a” 4+ b)%|z + 2a| — |a® + 0] ||z] +
@+
>(20)2(5) — [30(5) + 25] > 1. 9')
De donde se tiene que | Py, (2)]| > |2], por lo que | Py (2)| < |P2,(2)| yhaciendo
induccién sobre n se tiene que |PP(z)] < |P(2)]. Ast |PR(2)] t Ssa
infinito, cuando n tiende a infinito.

Para analizar el lugar de conexidad de esta familia haremos algunas re
tricciones que nos permitirdn determinar ciertas componentes hiperbdlicas
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en dicho espacio. Empezaremos analizando el espacio de parametros cuando
uno de los puntos criticos de Py, esta fijo.
Caso 1

Po(c1) = c1. (4.2)

a+8

Resolviendo, 4.2 tenemos que a =0 0 b = “=.

Caso 1.1
si a = 0, entonges Py, (z) se simplifica a By, (z) = bz%+ z* y los punto criticos
se convierten el

] 61:07

IC2:—7

IC3:

Por (4.2) y la observacion 4:172y el lugar de conexidad de P, es el conjunto
de b € C tal que la érbita co permanece acotada.

En la figura 4.3 se niigstra el lugarade conexidad de B, (2) = bz? + 2% en
color negro.

Figura 4.3: Lugar de conexidad de Py, (z) = bz* + 2%

Nétese que por la observacién 4.1.2 la orbita de ¢3 también permanece ace
tada, es decir, en la figura 4.3 los tres puntos criticos permanecen acotados.
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Caso 1.2
. 3 344 2 4 2 8 L.
Silb= 8 ontonces Py, (z) = 2ztall@’+ia’z+daz"48) ¢ Huntos criticos de
4a 4a
Py (2)/80n
Va a
= Cy = T2
» o= 2202 4:v/2a*—16a
2 — da 9
"y = _ 22a%4-v2a%—16a
- 4qa, :

Por otro lado sabemos que ¢; es un punto fijo de Py, (z), por lo que para
dibujar el lugar de ‘eoméxidad de Py,(2), basta ver para que valores de a € C
la érbita de co permanece.acotada. Con esta condicion se obtiene el lugar de
conexidad que se muestrasen la figura 4.4.

Figura 4.4: Lugar de conexidad de Py, (z) = Z(Z+a)(“3+i22z+4a22+8).

En la figura 4.4 la parte de color negro corresponde a los valores de a &.C
tales que la dérbita de ¢y permanece acotada.
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Caso 2
Pra(c2) = (4.3)

\ _ _ 8+b?
Resplyiendo (4.3) tenemos que b =0 0 a = 5=

Caso 2.1

Si b= 0, énponces P, (z) = (az + 2%)* y los puntos criticos son:

Observe que ¢y es un punto fijo de Py, (2) y ¢3 es un punto eventualmente
fijo, por lo que para dibujar‘el lugar de conexidad de Py,(z), necesitamos que
la érbita de c; sea acotada. ®Enyla figura 4.5 se muestra el lugar de conexidad
de Pyu(z) = (az + 2%)2

Figura 4.5: Lugar de coneridad de Py (2) = (az + 2%

Al igual que en las figuras anteriores la parte de color negro son los valoxes
de a € C tales que la érbita de ¢, es acotada.

Proposicién 4.1.4. Si |¢| < 1.4, entonces lim P, (_f) =0

n—o00 2
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Caso 2.2
Sia= %, entonces Py, (z) = 2(8+b7+dzb) (41b62;§82+2b3+422b) y los puntos criticos
SO
e Cpi— _8—;_:?
 Co\= —%
" C3 = —%

Nétese que cogesun punto fijo de Py, v ¢3 es un punto eventualmente fijo, por
lo que para dibajars€l lugar de conexidad de P, basta ver para que valores
de b € C, la 6rbita de ¢ es acotada. En la figura 4.6 se muestra el espacio de

4 8+b3+42b) (462 +82+2b%+42%b
pardmetros de Py, (7] 2z )(161; 2 +2b3+45%0)

2(84-b34+42b)(4b% +8242b34+-422b)

Figura 4.6: Espacio de pardmetros de Py, (z) = 6

4.2. Componentes hiperbdlicas de periodo uno

En esta seccion localizaremos las componentes hiperbdlicas de periodo uné
de los lugares de conexidad analizados en la seccién anterior.
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4.2.1. Casoa=0

Ngtese que si a = 0, entonces Py, (2) = bz? + z%. Recuerde que ¢; es un punto
fijo por hipdtesis, por lo que si resolvemos

Pba(CQ) = C2,

encontramos=los centros hiperbdlicos los cuales se muestran en tabla 4.1.

Centros hiperbdlicos
Reales Complejas
0 1 —1.7320:¢
1+ 1.7320¢

Cuadro 4.1% €entros hiperbdlicos de Pyy(z) = bz? + 2.

Por otro lado si resolvemos
By (c3) = cs,

encontramos los centrog hiperbdlices) de Py, (z), los cuales son 0, —2. En la
figura 4.7 se muestran Tag“Componentes hiperbélicas de Py, (z) = b2% + 2* de
periodo uno.

Figura 4.7: Componentes hiperbdlicas de periodo uno de Py, (z) = bz* 4 2.
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En la figura 4.7 las componentes hiperbodlicas de periodo estan marcadas por
l¢"mientras que con 1’ se marcan las componentes hiperbdlicas de periodo
uno.cuando c3 queda fijo.

4.2.27 2. Caso b= “1:8

R _ 2(z4a)(aB+4a®24+4a2248) SN
Sib= = entonces Py,(z) = i . Recuerde que por hipéte-

sis ¢; esta fijo'y resolviendo

Pba(Cz) = Cg,

obtenemos los centroshiperbdlicos de periodo uno, los cuales se muestran en
la tabla 4.2.

Centros hiperbdlicos
Reales Complejas
=2 —1—1.7320¢
—1.236% —141.7320¢
-2 —1.6180 + 2.8025¢
+A.6180 — 2.8025¢

Cuadro 4.2: Centros hipdrbolicosieydPs,(z) = Z(Z+a)(a3+i22z+4a22+8).

Sin embargo si c3 queda fijo, entonces s€ _tienen los siguientes centros hi-
perbdlicos los cuales se muestran gn'la tabla4.3.

Centros hiperbdlicos
Reales Complejas

2 —1—1.7320i
3.2361 —1+1.73204

1+ 1.7320¢

1 —1.7320¢
0.6180 + 1.0704¢
0.6180 — 1.0704¢

Cuadro 4.3: Centros hiperbdlicos de Py, (z) = Z(Z+a)(a3+iz2z+4a22+8).

En la figura 4.8 se muestran las componentes hiperbdlicas de

2(z + a)(a® + 4a*z + 4az* + 8)

Pba(z) - 4a

de periodo uno.
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Figura 4.8: Componentes hiperbdlicas de periodo uno de Py (z) =
2(z+a)(a3+4a?2+4a2%+8)
4da ’

En la figura 4.8 se muestran las componentes hiperbdlicas de periodo uno
cuando ¢y queda fijo y estan marcadas por 1, mientras,que con 1’ se marcan
las componentes hiperbdlicas de periodo uno cuandogcs queda fijo.

4.2.3. Casob=0

Si b = 0, entonces Py, (z) = (az + 2z?)%. Es importante mencionar, que ¢, es
un punto critico fijo y c3 es eventualmente fijo, por lo tanto parasencontrar
los centros hiperbdlicos de periodo uno de Py, (z), resolvemos

Pba(cl) = Cq.

Los centros hiperbdlicos de Py, (2) = (az + 2?)? de periodo uno se enlistaten
la tabla 4.4.
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Centros hiperbdlicos

Reales Complejas
-2 1+ 1.7320¢
0 1—1.7320¢

Cuadro 4.4: Centros hiperbdlicos de Py, (2) = (az + 2%)2.

En la figura 4.9sse muestran las componentes hiperbélicas de periodo uno de
Py (2) = (a2 #22)°.

Figura 4.9: Componentes hiperbdlicas de periodd uno de Py,(z) = (az + 22)2.

4.2.4. Caso a = 8:53

. 3 8+b%4+42b) (4b24+82+2b% +422b .
Sia= %7 entonces Py, (2) = 2(8+6°+425)( 161; Caxlin ol o® inportante men-

cionar que co es un punto fijo y c3 es eventualmente fijo, por lo quetesolviendo

Pba(Cl) =0

encontramos los centros hiperbdlicos, los cuales se enlistan en la tabla™.5.
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Centros hiperbdlicos

Reales Complejas
2 —1—1.7320¢

3.2361 —1—1.7320¢

—1.2361 1+ 1.73201¢
-2 1—1.7320:

0.6180 — 1.07043
0.6180 4 1.07042
—1.6180 — 2.8025%
—1.6180 + 2.8025¢

Cuadro 4.5: Centros hiperbolicos de Py, (z) = z(8+b3+42b)(41651;8Z+Zb3+422b).

En la figura 4.10 se l6calizan las componentes hiperbélicas de periodo uno
de Py (z) = 2(8+b3+42b) (4623824 2b°+422b)

1662 ’

Figura 4.10: Componentes hiperbdlicas de Py, (z) =
de periodo uno.

2(8+b%+42b)(4b%+82+2b°422b)
16b2
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4.3. Componentes hiperbdlicas de periodo dos

4:831. Casob=0

Al igual“que en la seccién anterior, para localizar las componentes hiperbdli-
cas de petiodo dos de Py, (2) = (az+22)?, calculamos sus centros hiperbdlicos,
resolviendo la siguiente ecuacion.

P2 (c1) — a1

Prlcr) — 1 =0. (4.4)

Los centros de las componentes hiperbdlicas de periodo dos de
Po(2) = (az + 2*)?

estan enlistados en la tabla 2.6.

Centros hiperbdlicos
Reales Complejas
=2.231 715721 + 0.49864
<2:6357 | 41.5721 — 0.4986¢
—1.2479 + 1.11214
—1.2079 — 1.11214
—0.3542 4 1.6108:
—0.3542+~ 146108:
171159 +4.9327¢
1.1159 — 1:9327
1.3179 + 2.28263
1.3179 — 2.28261

Cuadro 4.6: Centros hiperbdlicos de Py, (2)= (az + 2%)2.

En la figura 4.11 se localizan 10 de las 12 componentes hipetbolicas de periodo
dos de Pyu(2) = (az + 2%)2
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2

Figura 4.11: Componentes hipérbélicas de_periodo dos de Py, (2) = (az + 2%)2.

84
4.3.2. Caso a = j:b

Para localizar las componentes hiperbdlicas de pefiodo, dos de

2(8 +b® 4 420) (4b* + 8z + 2b° +422D)
Fra(z) = 1602 ’

calculamos los centros hiperbodlicos resolviendo la siguiente ecuation:

P2 (c1) — ¢
Pba(C1) —C

En la tabla 4.7 se enlistan los centros hiperbdlicos de periodo dos dé

= 0. (4.5)

2(8 + 1% + 42b) (40?4 8z + 2b% + 42%D)
Fua(2) = 1652 '
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Centros hiperbdlicos
Reales Complejas
3.5750 1.0451 4 0.2190:

—1.0124 | 1.0451 — 0.2190%
—1.2361 | 2.8287 + 0.67374
—1.9999 | 2.8287 — 0.6737:
—2.3500 | 0.4045 + 0.70064
0.4045 — 0.7006¢
1.3830 + 2.3954:
1.3830 — 2.3954:
—0.2142 + 2.5676¢
—0.2142 — 2.5676i
—0.3329 + 1.0146¢
—0.3329 — 1.0146:
—1.6180 + 2.8025¢
—1.6180 — 2.8025¢
—1.6812 + 2.91201
—1.6812 — 2.9120:
—1.9978 +2.1129¢
+41.9978 — 2.1129:

Cuadro 4.7: Centros hiperbdlicos de‘pefiodo dos de
P _ 2(8+b3+42b) (4b2+82+25%F422D)
ba(2) = 1602 '

4.4. Conjugacion afin

En esta seccién mostraremos que la familia Qy(2)*= 2%+ 2z no es afinmente
2(z+a)(a®+4a?2+4az2+8)
4a

, aunque presenten_el mismo dibujo pa-

conjugada a la familia P,(z) = (az+22)%, al igual quey(z) =

A 2(8+b3+42b) (462 +82+2b5+422b
CODQ(,(Z): (8+b°+ )(16;2 +2b°4-42°b)
ra el lugar de conexidad.

Proposicién 4.4.1. La familia de polinomios Qy(2) = bz*+2z* ¢con b, z € C,
no es afinmente conjugada a la famila P,(2) = (az + 2%)? conaise C.

Demostracion. Supongamos que existe una conjugacién afin ‘de’las forma
©(z) = az + [ tal que
P(Qe(2)) = Palp(2)). (4.6)
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Desarrollando (4.6) se tiene

o/ (b2 + 2*) + B =a® (az + B8)? +2a(az+ B) + (az + B)*
az'(kfab) 2* + B =a® (&2 + (2a8)z + 5°) + 2a ((az)3 +3(az2)’f+3(az) 8%+ B%) +
((az)4 +4(az)’ B4 6(az)’ B+ 4azf® + B*).

De dondefsessiguen las siguientes cinco ecuaciones

a = (4.7)
200 + 40’3 = 0 (4.8)
a’a® + 6a’fa + 60’3 = ab (4.9)
2a%ahB + 6aaS? +4aB® = 0 (4.10)
a’B* +2a5° + 5t = B. (4.11)
Como a # 0, de (4.7) se sigu¢’que
o’ = 1.
Por lo que (4.8) se conviertéyen
a
5=Cg
Sustituyendo el valor de 5 en (4:9)7se¢ tiene que
2
b= —al.
2
Remplazando el valor de 5y ben (4.11), se obtiene diie.s = —2. Esto muestra

que los tnicos polinomios que son afinmente conjugados.son los pardmetros
que se muestran en la tabla 4.8.

a b o B P,(z) Qp(2) %

2| -2 1 1] (=22 +2%)° —2z + 24 z+1

2| 1-vBi | 1P| 1] (<2427 | (1= Vi) 242t | (ASR0) 241
2l 1B | =L i 1] (—20422)7 | (14 VBi) 2+ 2 (—%—@i)zﬂ

Cuadro 4.8: Polinomios que son afinmente conjugados.

Por lo tanto, la familia @), no es afinmente conjugada a la familia P,. 3
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2(z+a)(a+4a?2+4az%+8)

Proposicion 4.4.2. La familia de polinomios ]Sa(z) =

4a
p . g A 8+b3+42b) (4% +82+2b3+422b
éonb, z € C, no es afinmente conjugada a la famila Qy(2) = 2(8+b7+42b)( 16; ztzb” +4z70)

cowa, z € C.

DemoStracion. Supongamos que existe una conjugacién afin de la forma
©(z) = agv+ B tal que A
P(Fa(2)) = Qu((2)). (4.12)
Desarrollando/4.12 se tiene
¢ (P@) =a (P <z>) +6
=q [( —|—2)z—i— (gaz

+2) 22 +2a2° + 2 + 8
3l +2)z+a i

+ )z + 2aaz® + az?
y

Qb (p(2)) =28 + 186° + 2%+ 16° + 50" 5% + 36°6° + B + 5567
+ (4aﬁ3 + %abg’ +2a 4 4apb + b%aﬁ + %aﬁQ + %b‘*aﬂ + %anﬁz) z
+ (%aQ + 6a°B*F20% + lb4042 + 17520425 + %bzozzﬁ) 22
+ (30° +46° B+ 102a®)2° + a2

Igualando los coeficientes(de/p (Pa(z)> con Qy (p(2)) se tienen las siguientes

ecuaciones

(] :Oé4

20a :%043 +40°B + %b2043
a(B3a®+2) =40+ 60”8 + 2070 + b'a” £ 2?8+ 2Pa’p
Q@ (ia?’ + 2) =403 + %LOzb3 + 2a + 4a b + b%aﬁ + 1—1)20452 + %b‘laﬁ + %b2a52
5 =28+ i553+2552+%53+%b452+%5253+54+%52
(4.13)
Como « # 0, de la primera ecuacién de 4.13, se sigue que
ad=1
Caso 1 a=1
De la segunda ecuacion de 4.13, se tiene que

B = (%) (4ab—b* —8)
sustituyendo el valor de [ en la tercera ecuacion de 4.13, se obtiene
b Gty (-8 -0+ 4ab) +2b+ 555 (=8 — b + dab)+2 (-8 — b* +ab)b—5a"—

Despejando a de la tercera ecuacién de 4.13, se obtiene

ISEIN
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g = A+ 5 (64— 166° + b°)

12b 2bA

o= g A— o (64— 16b% + b%) + i (

2 A — 5 (64 — 16b° + 19))

126"~ 20A

G — s A — L (64— 1607 4 06) — i (A — SLr (64 — 166° + b9))

donde 3
A= (6912b3 3 6\/5)

C = —1572864r=14179648b% + 958464b° 4 614400° — 576062 + 288b'5 — 6b'8.
Caso 1.1
Sia= ;A4 55 (64160 + 1°), entonces de la quinta ecuacién de 4.13, se
sigue que

" h=2

n b=—14++/3i
s b=—1-+/3i
= b=1+/3i
= b=1—1/3i

b=2(v5+2)"
b=—(V5+2)"" = VBi (V5 2)"”
b=—(V5+2)"" +VBi(vV5+2)"
" b=—2

b=1-+5

b= 145 4 5 (1-/5)

cb= b+ f - i (1- V5)

En la tabla 4.9 se enlistan los valores de los parametros para los cuales se
tiene una conjugacion afin.
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1+ 1.7320507

0.618033 — 1.0704664

0.190983 + 0.330792¢

4.4 Conjugacioén afin
a b « I3
2 2 1 0
—1 —1.732050: —1 4 1.732050: 1 0
—1 4 1.732050: —1 —1.732050¢ 1 0
3.236067 3.236067 1 0
—1.618033 4 2.802517¢ | —1.618033 — 2.802517: | 1 0
—1.618033 — 2.802517¢ | —1.618033 + 2.802517: | 1 0
—2 -2 1 -1
=2 —1.236067 1 —0.381966
1 —1.7320501 1+ 1.732050¢ 1 0.5 — 0.8660257
14 1.732050¢ 1 —1.732050¢ 1 0.5 4+ 0.866025:
1
1

1 —1.7320507

0.618033 + 1.0704664

0.190983 — 0.3307921¢

Caso 1.2

Sia=—35 1A

" h=2

s h=—2

s b=1-+5
s b=1+/3i
= b=1—1/3i
s b= —1++/3i
s b=—1—1/3i

b=2(v5+2)"

S A — (64 — 1608=05) + i (]

_ 1, v5_ V3

Cuadro 4.9

126

_ VBV
2

_ 1 V5 VB, VBVES
b——§+7—72+TZ

b=—(V5+2)" +v3(V5+2)"
b=—(V5+2)"° -

V3 (V5 +2)"

A — 55 (64 —16b° + 15)), en-
tonces de la ecuacion«inco de 4.13,.se sigue que
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En la tabla 4.10 se enlistan los valores de los parametros para los cuales se
ti€ne una conjugacion afin.

0.618033 — 1.070466¢

—1.618033 — 2.8025171%

1.118033 — 1.936491:

1+ 1.7320501

—1.618033 + 2.8025174%

a b « I3
—AI°4 1.732050¢ 2 1 —1.5 4 0.866025¢
3236067 -2 1 1.618033
3.236067 —1.236067 1 2.236067
0.618033(— 1070466 14 1.732050¢ 1] 0.309016 — 0.535233¢
—1.618033°=-2:802517: 1 —1.732050: 1| —0.809016 — 1.401258:
2 —1+1.7320501 1 1.5+ 0.8660257%
—1 —1.7320507 —1 —1.732050¢ 1 —1.732050:
0.618033 + 1.0704663 0.618033 — 1.070466¢ | 1 0
—1.618033 + 2.802547: | 0.618033 4+ 1.070466¢ | 1 | —1.118033 + 1.936491:
-2 3.236067 1 —2.618033
1
1

1.309016 + 2.2672831

tonces de la ecuacion cinco-d¢.4.13, se sigue que

Caso 1.3
Sia=—5-A— 5
" h=2
s h=—2
s b=1-+/5
= b=1++/3i
= b=1—1/3i
s b= —1++/3i
s b=—1—/3i

b=2(V5+2)""

Cuadro 4.10

2 12b

_ 1 V5 V3. V3VE
b__§+T+TZ_TZ

_ 1 V5 VB, VBB
b__§+T_TZ+TZ

b=—(V5+2)" +v3(V5+2)""

(64 —(16b* + b)Y E L3 (LA — 510 (64 — 166° 4 1%)), en-

2bA
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s b=—(V5+2)" V3 (V5+2)"

En'la tabla 4.11 se enlistan los valores de los parametros para los cuales se
tiengruna conjugacion afin.

a b I3
—1.- 1.732050: 2 —1.5 —0.8660257%
—1.236067 —2 —0.618033
—1.236067 —1.236067 0
—1.618033 +.2:802517i 1+ 1.732050¢ —0.809016 + 1.401258i
0.618033 + 1.Q70466¢ 1 —1.732050¢ 0.309016 + 0.535233:
—1 4+ 1.7320501¢ —1 4+ 1.7320501¢ 1.732050%
2 —1 —1.7320501¢ 1.5 — 0.8660252

—1.618033 — 2.802517% _ 0.618033 — 1.070466: —1.118033 — 1.9364911

PR VUG (VNI U U (UG (UG VI U U (U (PN o

0.618033 — 1.0704667 0.618033 4+ 1.0704667 0
—1.236067 3.236067 —2.236067
0.618033 + 1.0704667 —1:618033 + 2.8025172 1.118033 + 1.936491:
1 —1.7320502 —1.618033 — 2.8025172 1.309016 — 2.2672831

Guadro 4.11

Caso 2 a:—%—i-‘/Tgi
De la segunda ecuacion de 4.13, se siglie_gue

8= () (484" — 20 3 2v/3abi)

Despejando a de la tercera ecuacion de 4.13, ses0btiene

S A _ 64—16b3485
6(1+\/§i) 20A
A 64—16b3+b° V3 A 64—16b3+b°
[ |} = — <
a 12b(1+\/§i) + 4bA g 6b(1+\/§i) + 20A
A 64—16b3+b° V3 A 64—16b°4-b5
mqg=— — X2
12b(14++/30) + 4bA 2 6b(1+v/34 ) + 2bA
donde

A= ((864b3 +864v/3it° + 3V3VB) (1+ \/52)2) "

5 262144 - 19660803 — 159744565 — 102400° + 960b'2 — 48b15 + p'8
1+/3i
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Caso 2.1
. _ 3 6 . ., .
Si'q = 6(1+A\/§') — o 12(;{’4 +b° entonces de la quinta ecuacién de 4.13, se sigue
(2
que

)= —1.236067
» b =0.618033 — 1.0704667

En la tabla.4412 se enlistan los valores de los parametros para los cuales se
tiene una conjugacion afin.

a b o | B
0.618Q33 + 1.070464+ —1.236067 110
0.618033 —1.0704647 | 0.618033 — 1.070466z | 1 | O
Cuadro 4.12
Caso 2.2
i — A 64 =16b> 1-b° V3 A 64—16b3+b6
Sia= 12b(1-++/31) T A T .t (6b<1+\/§i) + == ), entonces de la

quinta ecuacion de 4.13,.8¢_sigue que
» b= —1-—1.732050:
» b=0.618033 — 1.0704667%

En la tabla 4.13 se enlistan los valores de léssparametros para los cuales se
tiene una conjugacién afin.

a b Q 15}
—1+41.732050¢ —1 —1.7320501 —1.732050i

—1.618033 + 2.802517¢ | 0.618033 — 1.070466¢ | 1 | —1.148033 — 1.936491:

—_

Cuadro 4.13



Conclusion

En el intento dea€solver la conjetura MLC, se ha desarrollado mucha de
la teoria de dindmicasholomorfa, usando herramientas de diferentes areas
de matematicas com@: andlisis complejo, algebra, aritmética, combinatoria,
topologia, teoria de niieregs, geometria, entre otras. Esto muestra que en ma-
tematicas diferentes areas estan relacionadas entre si. Por otra parte, aunque
parezca que ya se entiende goda la matematica alrededor de los polinomios
cuadraticos y en particular‘del conjunto de Mandelbrot, existen atin conje-
turas como la de Fatou g la conjetura MLC que permanecen sin resolver.
Para localizar algunas’componentes-hiperbélicas del interior del Mandelbrot,
fue necesario encontrar lés.centros/de, dichas componentes, los cuales estan
determinados por las raices\del polifiomio P*(0) de grado 2871, Esta técnica
permite clasificar los diferentes=periodes de las componentes hiperbdlicas del
interior de M. Sin embargo, sélo.funciona/para periodos pequenos, porque
cuando aumenta el periodo, el grado del pelinemio a resolver crece exponen-
cialmente. Usando esta misma idea,se pudi€ron, identificar las componentes
hiperbdlicas de periodo bajo, para la familia euéirtica y en particular se cla-
sificaron las de periodo uno y dos.
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La o6rbita de ¢; bajo R

La cuenca de atraccién de #*

La cuenca inmediata de atraccién de z*
La n-ésima iterada f o ---o f{f-veces)
Conjunto postcritico
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Deficiencia total de f sobre A
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