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Introduaccion

Los datos multivariades de dimensién mayor o igual al tamano de la muestra (datos
de dimensién alta) apare¢eryen diversos campos, algunos de ellos son genética, andlisis
funcional, finanzas, analisis de imagenes médicas, climatologia, reconocimiento de texto,
entre otros (ver [9]). Cabe niefigionar que en el contexto de datos de dimensién alta la
estimacion de la matriz de covarianza poblacional no es un problema facil, ya que se
tienen que estimar muchos parametros con pocos datos, por lo que la estimacién de esta
matriz y pruebas de hipotesis acerea de ella requieren técnicas estadisticas diferentes a
las del caso clasico donde el tamand de la muestra es mucho mayor que la dimensién
de los datos.

Consideremos X1, Xs, ..., Xgun conjunto de vectores aleatorios independientes de
la distribucién normal multivariadeN,(u, 2), donde la media p y la matriz de covarianza
> son desconocidas, y estamos intefcsados énsprobar

Hy:YX=1 v H{:X#I, (1)

Hy:S =M, vs Hy:%#£M (2)

donde A es desconocida. La hipdtesis nula Hy de (2) es llatnada hipétesis de esfe-
ricidad. En [1] y [13] es demostrado que la prueba de razén de verosimilitud para
contrastar las hipétesis en (2) se basa en el estadistico de elipticidad.dado por

Vo det(.5) ’ 3)

[tr(S)/p]

donde S es la matriz de covarianza muestral de los datos. En el caso en que.py> N (caso
de dimensién alta), con probabilidad uno, S no es de rango completo y consécuéntemen-
te det(S) = 0. Esto indica que la prueba de razén de verosimilitud para (2)selo_existe
cuando p < N (caso clasico). Debido a lo anterior, ha habido mucho interés enypropo-
ner y analizar pruebas de esfericidad en el contexto de datos normales de dimensién alta.

En esta tesis se presentan un conjunto de pruebas de hipotesis en el contexto (de
dimensiéon alta y también el caso clasico, estas pruebas son comparadas mediante sis
mulaciones en término del error Tipo I y la funcién potencia de las pruebas. El andlisis



Introduccién 2

presentado proporciona una comparacion mas amplia entre varias pruebas de hipdte-
sis enedntradas en la literatura para los contrastes de hipétesis (1) y (2), para el caso
clasico y de dimension alta, siendo este ultimo el de mayor interés en esta tesis.

En el Capitulo 1 se presentan conceptos basicos y resultados importantes de pruebas
de hipétesis. Eng€l Capitulo 2 se presenta el conjunto de pruebas de hipdtesis que seran
consideradas, asi €Como sus propiedades y resultados asintéticos. En el Capitulo 3 se
presenta un estudiefde simulacién para evaluar el comportamiento de las pruebas de
hipotesis, ademas sé presentan unos ejemplos de aplicacién para datos de dimension
alta. Finalmente se presenta un capitulo de conclusiones y un apéndice de detalles
técnicos.



Capitulo 1

Pruebas de hipotesis

En este capitulo se dan algtinas definiciones y teoremas importantes de pruebas de
hipétesis, las cuales fueron tonadas-de [6].

1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1. Una hipdotesis‘es una afirmacion acerca de un pardmetro poblacional.

El problema de prueba de hipotesis es sinsprocedimiento basado en una muestra
poblacional sobre la cual se realizan“des afirma€iones (o hipotesis) en las que se debe
de decidir cudl es verdadera. En general estas dos_afirmaciones son excluyentes.

Definicién 1.2. Las dos hipotesis en uniproblema dé prueba de hipdtesis son llamadas
hipotesis nula ¢ hipotesis alternativa, las cualés-son denotadas como Hy y H
respectivamente.

Si # denota un parametro poblacional, la forma general de la hipdtesis nula y alter-
nativa es el siguiente

H0:9€@0 y H1:9€@8,

donde O es algiin subconjunto del espacio parametral © y O es el complemento. En
un problema de prueba de hipétesis, después de observar la muestra el experimentador
debe decidir no rechazar Hy y aceptarla como verdadera, o rechazar H, y=aceptar H;
como verdadera.

Definicién 1.3. Un procedimiento de prueba de hipdtesis (o prueba de-hipdte-
sis) es una regla que especifica

i) Para que valores de la muestra se toma la decision de aceptar Hy como verdadera.

i1) Para que valores de la muestra Hy es rechazada y Hy es aceptada como verdadera.
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El subeonjunto del espacio muestral para el cual Hy debe ser rechazada es llamado
regiow” de rechazo o region critica. El complemento de la region de rechazo es
llamado'region de aceptacion.

En ocasieties nos preocupamos en la distincién entre rechazar Hy y aceptar H;. En
el primer casojyno hay nada implicito sobre qué declaramos como aceptado, solo que
la afirmacién dada.por Hy estd siendo rechazada. De manera similar se puede hacer la
distincion entre ‘aceptar Hy y no rechazar Hy. En la primera frase el experimentador
esta dispuesto a acéptar la afirmacion especificada en Hy, mientras que la segunda frase
implica que realmente’no creemos en Hj, pero no tenemos evidencia para rechazarla.
No nos preocuparemos._por estas cuestiones, en lo que sigue veremos el problema de
pruebas de hipodtesis comio ut problema en el cual una de las dos hipdtesis es tomada
como verdadera.

1.2. Prueba de razon de verosimilitud

La prueba de razén de verosimilitiid esta relacionada con la funcién y el estimador
de maxima verosimilitud, los cuales se_définen a continuacion.

Definicién 1.4. 57 X, Xs, ..., X7, /es una muestra aleatoria de una poblacion con funcion
de densidad de probabilidad (fdp)-0 funcion/masa de probabilidad (fmp) f(x | 0) (0
podria ser un vector), la funcion (de verosgmilitud estd definida como

n

L(O | 1, w2, .o wn) = L(O | 2= f(x [0 S]] f(wi 1 6), VO €O,
=1
donde v = (x1,xs,...,2,) €s una observacidn de la muestra aleatoria.

o~

Definicién 1.5. Para cada punto muestral x € R", sea 0(x) el valor del pardmetro
0 = (01, ...,0x) para el cual L(0 | x) alcanza el mdximo comeo’ una funcion de 0, con x
fijo. El estimador de mdxima verosimilitud (EMYV) del parametro 0 basado en la

~

muestra X es 6(X).

La idea es que el EMV de 6 debe ser tal que el valor numérico dé lamuestra aleatoria
X tenga probabilidad méaxima.

Definicién 1.6. FEl estadistico razon de verosimilitud para Hy #0 € ©y vs Hy :
0 €O es

supgeo, L(0 | x)

M) = suppeoL(0 | )’

(1.1)

donde L(6 | x) es la funcion de verosimilitud de 6 basada en la muestra observada~z.
Una prueba de razon de verosimilitud (LRT), es cualquier prueba que tiene region
de rechazo

{z: ANz)<c}, ce(0,1).



Capitulo 1. Pruebas de hipdtesis 5

En_el caso en que x es la observacién de una muestra aleatoria con distribucién
discretd, el numerador de A(z) es la probabilidad méxima de la muestra observada,
cuando €lmaximo se calcula sobre los parametros en la hipotesis nula. El denominador
de A(x) esfda_probabilidad maxima de la muestra observada sobre todos los posibles
parametros. Fa\razon entre estos dos maximos es pequena si hay puntos parametrales
en la hipdtesis alternativa para los cuales la muestra observada es mucho mas verosimil
que para cualquiet punto parametral en la hipétesis nula. En este caso el criterio de la
prueba de razén deyerosimilitud nos dice que Hy debe ser rechazada y aceptar H; como
verdadera. Tenemos{ que”0 < A(x) < 1, entre mds cercano a 1 sea A(x), més verosimil
es que 0 € Oy, por ofres]ado mientras més alejado de 1 sea A\(x), mas creible serd que

0 c e

Ejemplo 1.1. Sean X, Xs,...,X,, variables aleatorias i.i.d. N(0,1). Consideramos el
Juego de hipétesis Hy : 0 = Opggts Hy : 0 # 0y, donde 6y es un valor fijo. Sea L(0 | x) la
funcion de verosimilitud, entornées

101 2) =[] grew {_%]
Lo)gft-+3"]

Para encontrar el mazimo de la funcién de L0 x) aplicamos logaritmo. Note que
L(0 | x) se mazimiza en el mismo punto dondelog(L(0 | z)) lo hace, debido a las
propiedades del logaritmo y su monotonia.

kg@w|@):—gmg%j—%§]m-eﬁ

La ecuacion dlog(L(6]x))/d0 = 0 se reduce a

Calculando la sequnda derivada se tiene que
d*log(L(0|x))/d6* = —n.

Por el criterio de la sequnda derivada tenemos que d*log(L(0|z))/d6? < 0 y por lo tanto
0 =T es un mdzimo, asi el estimador de mdrima verosimilitud es 6 = X .
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Ya.qtie solo hay un valor de 0 especificado por Hy, el numerador de A(x) es L(0y | )
y el defiominador es L(T | x). Asi el estadistico de razon de verosimilitud es

n  (x;—00)2
(271')_”/26Xp |:_ Zz‘:l %}

n z;—T)?
(27)—"/2exp [— S ( > ) }

i=1 i=1

MNz) =

La expresion dada en ld €xponencial de N(x) puede ser simplificada usando la igualdad

n n

> (2 00)* =Y (i —T)* + (T — 6o)*.

=1 =1

Ast el estadistico de la prueba de‘razon de verosimilitud es

—n(T — 00)2} |

Az) = exp [ 5

Una prueba de razon de verosimilitud es una prueba que rechaza Hy para un valor de
A(z) pequeno. De la expresion antérior la region de rechazo es {x : AN(z) < ¢} y puede
reescribirse como

{z :|T — 0y| = a/—2(l0gc)/n}.

Ya que el rango de ¢ estd entre 0 y 1, entontes el rango de./—2(logc)/n estd entre 0
e 0o. Por lo tanto las pruebas de razon de verosimilitud son~solo aquellas pruebas que
rechazan Hy si la media muestral difiere del valor hipotético”Og~en una cantidad mayor
que la especificada.

1.3. Tipos de error y funcién potencia

Definiciéon 1.7. Consideramos el juego de hipotesis Hy : 0 € ©g vs H, :'0 € ©f. St
0 € Oq pero la prueba de hipotesis decide incorrectamente rechazar Hy, se(dice que se ha
cometido un error de tipo I. Si, por otro lado 0 € ©f pero se decide incorfestamente
aceptar la hipotesis Hy, se dice que se ha cometido un error de tipo II.

Denotamos por Py a la distribucion del vector aleatorio X cuyas entradas{tienen
funcién de densidad o funcién masa f(x | ). Entonces en un juego de hipétesis(Hy :
0 € ©gvs Hy : § € ©F, dada una prueba de hipétesis con region de rechazo R, sif € @,
la probabilidad del error de tipo I es Py(X € R). Si § € O, la probabilidad del errot
de tipo Il es Py(X € R°) =1 —Py(X € R).
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Definieién 1.8. Dada una prueba de hipotesis con region de rechazo R, la funcion
B0 #10,1] dada por 5(0) = Py(X € R) se llama funcidn potencia de la prueba.

Una fang¢iéon potencia ideal seria una que toma el valor de 0 para todo 6 € O y el
valor 1 patatodo 0 € ©f, sin embargo, excepto en situaciones triviales, esta funcién
potencia ideal wo_se alcanza. De esta manera, una buena prueba sera aquella que tome
valores cercanos a.() para 6 € O y valores cercanos a 1 para 6 € O.

Definicién 1.9. Consideremos el juego de hipdtesis de Hy : 0 € ©¢ vs Hy : 0 € Of.

a) Para 0 < a /1, una prueba con funcién potencia f(0) es una prueba de
tamano « si supgee,5(0) = a.

b) Para 0 < o < 1, una’prueba con funcion potencia B(0) es una prueba de nivel
a si supgee,S(0) < a.

1.4. Pruebas uniformemente mas potentes

Definicién 1.10. Sea C' una clase de. ‘pruebas para contrastar Hy : 0 € ©g vs Hy : 0 €
©5. Se dice que una prueba de lg clase C, con funcion potencia (0), es una prueba
uniformemente mds potente'en la clase-G si 3(0) > 5'(0) para todo 6 € ©F y para
toda B'(0) que es una funcidn poteficia de ula _prueba en la clase C.

Si construimos una prueba de hipotesis conathmivel o dado, entonces se esta contro-
lando solo la probabilidad del error detipe‘l, y nodandel error de tipo II. Generalmente,
las hipdtesis nula y alternativa se eligen détal mode gue sea mas importante controlar
la probabilidad de error de tipo I.

En lo que sigue se considera a la clase C' como pruébas de nivel «, es decir, el
proposito sera encontrar la prueba uniformemente mas potente de nivel «.

El siguiente teorema describe con claridad cuales son lasfpruebas uniformemente
méas potentes de nivel o cuando Hy y H; son hipdtesis simples,fes decir, cuando Hy y
H, especifican cada una sélo una distribucion para la muestra X:

Teorema 1.1 (Lema de Neyman-Pearson). Consideremos el juego de hipdtesis Hy :
0 =0y vs H : 0 = 0y, donde f(x | 6;) es la funcion de densidad 6 funcidn masa
correspondiente a 0;, i = 1,2. Considarar una region de rechazo R tal que

r€R si f(z|6)>kf(x|b) vy (1.2)
re€ R si f(x|b) <kf(z]|b), '

para algin k >0, y
a =Py (X € R). (183)

Entonces
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a) (Suficiencia) Toda prueba con region de rechazo R que cumple (1.2) y (1.3) es
unayprueba de nivel o uniformemente mds potente.

b) (Nécesidad) Si existe una prueba que satisface (1.2) y (1.3) con k > 0, entonces
toda “prueba de nivel a uniformemente mds potente es una prueba de tamano «
que satisface (1.3), y toda prueba de nivel a uniformemente mds potente satisface
(1.2), extepto, quizd en un conjunto A que satisface Py (X € A) =Py (X € A) =
0.

Demostracion. Paraprobar el teorema consideramos el caso en que f(z | 0y) y f(z | 61)
son funciones de densidad de una variable aleatoria; la demostracién para el caso en
el que las variables aleaforias son discretas es analogo, solo hay que reemplazar las
integrales por sumas. Cualquier prueba que satisface (1.3) es una de tamano « y por lo
tanto de nivel a debido a que

SUPgee, PHX € R) = Py (X € R) = «a,
ya que Oq tiene solo al punto 6.

Para cualquier prueba con regién derechazo R*, definamos la funcion prueba ¢* de
la siguiente manera

. 1,,six€ R"
¢'(e) = {0, siz ERY,

Sean ¢(z) la funcién prueba de una prueba.de hipdtesis, que satisface (1.2) y (1.3) y
¢'(z) otra funcién prueba de cualquier prueba de nivel a=Sean 5(6) y 8'(#) las funciones
potencia correspondientes a ¢(z) y ¢'(z), respectivamente,Veamos que

[P(x) — ¢'(x)] [f(x | 61) — kf(x] )] =0, Yam

Si z € R, tenemos que ¢(x) = 1y 0 < ¢'(x) < 1, entonces ¢(z) @' (z) = 0. Por lo
tanto de (1.2) tenemos que

[(x) = ¢ ()] [f (@ | 61) — kf(x | 6p)] = 0.

Si z € R, tenemos que ¢(x) = 0 y entonces ¢(z) — ¢'(z) < 0. Por lo tante’de (1.2)
tenemos que

[p(x) — @' ()] [f (2 | 01) — kf(z | 6)] = 0.

Si R es la regién de rechazo de ¢,
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0< / B(x) — ') [f(x | 61) — kf(z | Bo)] de
/ AN (2 | 61) — ¢ (@) f( | 61) — k(@) fla | Bo) + k! (2) f(x | Bo)da

(1.4)
/gzﬁ a:|@1da:—/¢ flz | 61)dx —k /(;5 f(z | Op)dx
+k/¢ @7 00)d
Por lo que
0 < / o@)f(e |0 5 _o@)f @ 0)de = [ d@)f(| o)
.

— [ s xwlda:— /cb f | oydr—k [ o(x)f(x | bo)dz

R/C RC

k| S@) (| o)z + k. 8(@) f(x | Op)de (1.5)

R RY¢

— [ talogie~ [ fldonis K] sz lo0ds sk [ jio| oo
R R’ R R’
= B(01) — B'(01) — k(B(6o) ~B400))-

La afirmacién a) se prueba al notar qué,_si ¢ @ una prueba de nivel a y ¢ es una
prueba de tamano «, entonces

B(bo) — 5,(90) = Q- 5,(90) 2,

Por lo tanto de (1.5) y para k > 0 tenemos que

B(61) — B'(6h) — k(B(6o) — B'(6o)
B(6h) — B'(01).
Asi 3(01) = p'(6,) y por lo tanto ¢ tiene mayor potencia que ¢'. Comno ¢’ es una prueba

de nivel o arbitraria y 6, es el unico punto de g, se concluye que ¢ esaina prueba de
nivel o uniformemente mas potente.

0

N IN

Para probar la afirmacién b), sea ¢’ la funcién prueba de una pruebafde nivel
a uniformemente més potente. Por a) si ¢ es la funcién prueba de una prugha que
satisface (1.2) y (1.3), también es una prueba de nivel o uniformemente més potente,
de donde 3(6;) = '(61). De (1.5) y para k > 0, tenemos que

— B'(60) = B(0o) — B'(6h) < 0.
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De J6 anterior y el hecho de que f'(6y) < «, se tiene que 5'(6y) = a y por lo tanto
@' es ufiayprueba de tamano « y también implica que (1.4) es una igualdad para este
caso, es“degir,

/(¢($) — ¢'(2))(f(x | 1) = kf(x | bo))dz = 0.
Como el integrande”es no negativo, se tiene que

() — ¢'())(f(x | 61) — kf(x | 00)) = O,

excepto en un conjunto A'cen medida de Lebesgue cero, es decir, excepto en un conjunto

A tal que
/ dx = 0.
A

Como f(x | 01) — kf(z | 6p) #0¥x € R", resulta que
d(x) =9 (), Ve eR"\ A

De aqui se sigue que las regiones de rechazodesp v ¢’ difieren en un conjunto de medida
cero. Asi ¢ satisface (1.2) excepto’en A. Pof la continuidad de f(z | 6;), i = 1,2, con
respecto a la medida de Lebesgue, se/tiene

/f(:l: | 09)da-= 0, i=1,2,
A

es decir,

PQO(X S A) = IP)91<X c A) = 0.
O

Definicién 1.11. Sea X = X4, X, ..., X,, una muestra aleatoria de(la funcion de densi-
dad o funcion masa f(x | 0). Un estadistico T =T (X) es un estadistice suficiente
st la distribucion condicional de X dado T =t no depende de 6.

Teorema 1.2 (Teorema de factorizacién). Sea f(z | 6) funcion de densidad_ olmasa de
una muestra aleatoria X. T(X) es un estadistico suficiente para 0 si y solo.si existen
funciones g(t | 0) y h(z) tal que

f(@]0) = g(T(x) | O)h(x).

Corolario 1.1. Consideremos el juego de hipotesis Hy : 0 = 0y vs Hy : 0 = 601. Supon®
gamos que T(X) es un estadistico suficiente del parametro 0, con funcion de densidad
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o masaq(t | 0;), 1=0,1. Entonces cualquier prueba basada en T con region de rechazo
S es unaprueba uniformemente mds potente de nivel o si satisface

tesS si g(t|6,) >kg(t|b) vy

1.6
Le ST s glt]6y) < kg(t | B). (1.6)

para algun k =0, @donde

Q:PQO(TES). (17)

Demostracion. En términoside la muestra original X, la prueba basada en T tiene una
regiéon de rechazo R = {2": T'(m) € S}. Por el teorema de factorizacién, la funcién de
probabilidad de X puede eseribirse como

[l [ 0)F=y(T () [ 0)h(x), i=0,1,

para alguna funcién h(z) no negativa® Multiplicando por esta funcién no negativa a la
desigualdad (1.5), podemos observar que\R satisface

reR si f(x]0)=g(P@)[01)h)> kg(T(x) | O)h(z) = kf(x | 0o)

ve R si f(x]bh)=g(T(x)]0)hx) < KglF(z) | Oo)h(x) = kf(z|0o).
Ademas, por (1.6) se tiene que
PQO(X € R) = Pg()(T(X) € S) 0.

Asi, por la parte de suficiencia del teorema de Neyman-Pearson, la prueba basada en
T es una prueba uniformemente mas potente de nivel a. O

Para ilustrar el Lema de Neyman-Pearson consideraremos el siguiénte ejemplo.

Ejemplo 1.2. Sea X1, Xs, ..., X,, una muestra aleatoria de la distribucién’N(0, ), con
6 desconocida y o conocida. Supongamos que queremos contrastar las hipJtesis

HO:OZGO vSs H1:9:(91, 90>(91.

Encontraremos la region de rechazo usando el Lema de Neyman-Pearson, el cual”ha-
ce referencia a la funcion de verosimilitud de la muestra, en este caso la funcion gdé
verosimilitud de la distribucion normal es
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asi

L{0]x) _ 1 2 2
Dilglz) ~ P <—T,Q [(zi — 00)" — (zi — 1) ])

1 _
= exp (—@[—an(ﬁo — 1) +n(0 — 9%)]) :
Entonces tenemos que
L(6|z) C 1
k .
L)~ F 17 52
g y 9 9 202
sit. —2%(0y — 61) + (05 — 07) < — logk
n

—2nZ(0y — 01) +n(0; — 67)] > logk

2 2
Doy ke — (62 — 62)
n

~2(09 — 01)

Por lo tanto, la region de rechazo d€una prueba uniformemente mds potente es

S1l K

2
27 1ou k(92— 02)
n

=20y — 0y

C=(z:T<

Ahora encontraremos un k de tal manera que C sea de tdmarnio «. Tenemos que

2
27 Jog ki — (62 — 62)
=P, | X n
CT | A S T g, o)
202
—P
“\ofvn ST 20— 0)o/vn |

2 2

=7 logk — (62 — 62) — 6,

tomando — = Zq = —Z1_a, S€ tiene que esta probabilidad esya. WPor
lo tanto una prueba uniformemente mds potente de Hy vs Hy, tiene region de rechazo

{x : "z/—\/”g < —zl_a} — {2 T — 2100 /).
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Lagshipotesis Hy y H; del lema de Neyman-Pearson que especifican una posible
distribdcién para la muestra X son llamadas hipdtesis simples. Sin embargo, en muchos
problemasdas hipdtesis de interés especifican mas de una posible distribucién para la
muestra. Estas hipdtesis son llamadas hipotesis compuestas. En particular, las hipote-
sis que afirmaiyque un pardametro es grande, por ejemplo H : 6 > 6y o mas pequeno
H : 0 < 0y son_llamadas hip6tesis de un lado (o unilateral). Las hipétesis que afirman
que un parametro(es mas grande o mas pequeno que un valor, por ejemplo H : 6 # 6,
son llamadas hip&tesis de dos lados (o bilaterales).

Para estudiar pruepasyuniformemente mas potente para hipotesis de un lado reque-
rimos la siguiente definicién,

Definicién 1.12. Una familia de funciones de densidad o masa {g(t|8):0 € © C R}
de una variable aleatoria T “tiene Razon de verosimailitud monotona si, siempre
que 07 < 6y,

g(t]0,)

g(t]61)
es mondtona como funcion de t en §£¥ g(t | 61) > 0 0 g(t | 62) > 0}, donde definimos
g =00, st c> 0.

Muchas familias de distribuciofies comunes$ tienen razén de verosimilitud monétona,
por ejemplo la normal, la poisson y\la binomial. De hecho la familia exponencial cuya
fmp o fdp, tienen la forma g(t|d) = h(t)c(h)e” tiene razén de verosimilitud monétona
si w(f) es una funcién no-decreciente.

Ejemplo 1.3. Consideremos X1, X, ..., X, una muestra aleatoria con distribucion exp(0).
Si {f(z]0): 0 € O} = {0e "I .00\ () : 0 S0} s la famitia de la distribucion exponen-
cial

9(x(0) = O™ To.00) (),

tomando h(x) = Ig (), c(0) = 0 y w(0) = —0, la familia de densidades queda de la
forma

g(xlf) = h(z)c(0)e" ),

es decir, pertenece a una familia exponencial y ademds notemos que w(0) esana funcion
decreciente. Luego consideramos la razon de verosimalitud

L(#) 0 exp(—¢ > x)
L(0") 0" exp(—0" Yo )

(&) (w-mER)
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n
Si 0" 9 entonces esta razén es decreciente como funcién de t = g x;. Por lo tanto

i=1
esta famiga tiene razon de verosimilitud mondtona.

Proposicionch 1. Sea T' una variable aleatoria cuya familia de densidad o masa de
probabilidad es {g(t | 0) : 0 € ©}, tal que para 0; < 05,

es creciente como funéidn de t. Entonces
Po, (T < t) < Py, (T < 1).

Demostracion. Sean t; <t <5, asi

entonces,

gt | 02)g(ta ] f1) < 965 [s82)9(t1 | 01),

integrando ambos lados de la desigualdadsde —od_ast y después de ¢t a oo, tenemos

fe'e) t [e'e) t
/ / gltr | Ba)dtrg(ts | 61)dts < / / o) dtog(tr | 01)dt,
t —00 t —00

de aqui se tienen las siguientes desigualdades

Py, (T < 1) / ot | 0:)dts < Py (T < 1) / > Codat,
t t

PQQ (T < t)IEDgl (T > t) < ]P)gl (T < t)PQQ (T > t)

Py, (T < t)[1 =Py, (T < t)] < Pp (T < 1) [1 —Pop (T < 1)

IPJ92 (T < t) < IPJ6'1 (T < t)

]

Teorema 1.3 (Teorema de Karlin-Rubin). Considerar el juego de hipdtesis Hy 16,< 6
vs Hy : 0 > 0y. Supongamos que T es un estadistico suficiente de 0, y que la fainilia
de funciones de densidad o masa de T, {g(t | 0) : 0 € O}, tiene razén de verosimilitud
mondotona. Entonces para cualquier ty, la prueba que rechaza Hy si y solo si'T' >ty es
una prueba uniformemente mds potente de nivel o, donde av = Py, (T > ty).
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Demosifacion. Sea = Py(T > ty), la funcién potencia de la prueba. Fijar ' > 6
y considexar las pruebas H) : 6§ = 6y vs H; : § = 0. Supongamos que la familia
de funciones de densidad o masa de probabilidad de T tiene razén de verosimilitud
mondétona greciente, de la proposicién 1.1, tenemos que si

0y < 6/,

entonces

Py (T <t) <Py, (T < 1),
de aqui se tienen las siguientes“desigualdades

1 Py (F<t) <1—Pp(T < 1),
PQO(T > t) < ]PQI(T > t),
B(6) < AE), si 0y <.

Por lo tanto 5(6) es creciente. Entonces

i) supy<y,B(0) = B(0o) = a, por’lo que es'una prueba de nivel a.

ii) Definimos

: t10)
k/ — f g(
m tGTg(t ‘ 00)7
donde T ={t:t>tyyg(t|0)>00g(t]|b) >0}, dedonde se sigue que t > tg
si y solo si
/
o110y
g(t | o)

El Corolario 1.1, @) y 4i) implican que 3(0") > 5*(¢'), donde B*(0)ses la funcién
potencia de cualquier otra prueba de nivel a de Hy, es decir, cudlquier prueba
que satisface *(0y) < . Sin embargo, toda prueba de nivel o de Hy satisface

B*(6o) < supgee,B°(0) < a.

Asi, B(0") > B*(0") para toda prueba de nivel a de Hy. Ya que 6 fue arbitfario,
la prueba es una prueba uniformemente mas potente de nivel a.

U

Para ilustrar el teorema consideraremos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.4. Sea X, Xs, ..., X,, una muestra aleatoria con distribucion unif(0,0),
dondesd > 0. Consideremos el juego de hipotesis Hy : 0 < 0y vs Hy : 0 > 6y. Es
conocido gue T = X,y = max{x1,Ts,...,T,} es un estadistico suficiente para 0 cuya
funcion de/densidad es

ntn—l

f(tl0) = on Tio<i<oy-

Si 01 < 0y se tiene que

Jt161)

Como 01 < 0 tenemos los siguientes-casos

05\ " .
= | t < 64,
f(t02) (91) " '

f(t]02) (QQ)HM

9_1 I{0<t<91} .

f(t161)

o0, 8291<t<02

Por lo tanto la razon de verosimuitud es monotona creciente. Asi T tiene razon de
verosimilitud mondotona. Aplicando el teorema-deé Karlin-Rubin tenemos que una prueba
uniformemente mds potente de nivel af tiene requdm~de rechazo {x : T > ty} con

o = PQO(T > tg)

B /90 ntn—l st — (t())”
to g 90 7

despejando tenemos que tg = 0gv/1 — a y por lo tanto la region de rechazo es
{l’ 2T > (90\"/1 —CY}.

De forma andloga se puede mostrar usando el lema de Neyman-Pearson que la
prueba que rechaza Hy : 0 > 6y a favor de Hy : 0 < 6y si y solo si T < 1y, es<una prueba
uniformemente mas potente de nivel a = Py, (T < ty).




Capitulo 2

Pruebas de hipoétesis para la matriz
de covarianza

En este capitulo se presentan’pruebas de hipdtesis para la matriz de covarianza
poblacional, considerando muestras aleatorias normales para el caso clasico y el de di-
mensién alta. Para cada prueba se censerva en la medida de lo posible la notacion de
la fuente de donde se extrajo para evitar imprecisiones. Para cada prueba se senala la
fuente de la cual se extrajo.

La transpuesta de una matriz B'serd denotadarcomo B’. Sean X, X, ..., Xy vectores
aleatorios i.i.d. con distribucién N, (5239, donde nos indica la dimensién del espacio.
La media muestral X y la varianza muestral S, éstan dadas por

N N
— 1 1 4 _
X = — X, =—A A= X —XNX, — XY =N -—1.
N ;:1 i Sh ~A, donde E (X; WX ), n

i=1

(2.1)
2.1. Pruebas de hipdtesis para Hj: X €1
Estamos interesados en contrastar
Hy:X=1, vs Hy:X#I, (2.2)

Si queremos realizar pruebas de hipétesis de Hy : X = ¥y, donde Xy es una matriz de
covarianza positiva definida y especificada, esto es equivalente a probar (2.2)} ya\que
siempre se puede hacer una transformacion de los datos Y; = X, Y 2Xi, 1=1,2,.40 N,
los cuales son vectores i.i.d. con ditribucion Np(Zal/Qu,Zal/zEZal/Q) (ver [7], [12]).

Observemos que bajo la hipdtesis nula las Y; son i.i.d. con distribuciéon N (%, V2, L,).

17
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2.1.1.~ Prueba de razén de verosimilitud (LRT})

Teorema 2.1. Sean X1, ..., X vectores aleatorios independientes con distribucion NL(/“" Y)
y N > pientonces los estimadores de mdzrima verosimilitud de p1 y 3 son i = X y
Y = (1/N)YA=.(n/N)S, respectivamente.

Demostracion. dia funcion de verosimilitud de la distribucién normal multivariada es

L(p, %) = (2r) NP 2dets) N 2etr (—%Z‘Ul) exp [—%N(X — )2 N X —p)],

donde etr(:) = exp [tr(-)]{Luego

1
L(p, B)L (detX) N 2etr (—EE_lA) )

esta desigualdad se da ya que com® %-es positiva definida, entonces ¥~ también lo es
y entonces

MX — )Y (X - u)] <L

DO | =

exp | —

Si u = X, entonces (X — )’ YSHX F7) = 0,¢orlo que la funcién de verosimilitud
alcanza su maximo en i1 = X. Ahora sélosqueda maximizar la funcién

L(X, %) = (detx)Metr (—%E—M) :

o, equivalente, la funcién

4(%) = logL(X, %) = —glog(detﬁ) _ %tr(E‘lA)

N A\ 1,
= —?log <det22_1A> - 5“(2 A)

N -1 —1 -1 1 —1
= —5log[det(22 A (XA - §tr(2 A)
_ _g[log(det(A) ~log(8 1 A)] ~ tr(3714)

N 1 N
= Elog(Z’lA) — §tr(Z’1A) — Elog(det(A)),

como A es una matriz no negativa definida, entonces existe una matriz no negativa
definida A2, tal que A = AY2AY2, de la dltima igualdad tenemos
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N 1 N
Elog(Al/QE_lAl/Q) — §tr(A1/22‘1A1/2) — - log(det(4))
w15 (Wog, = A) = Nlog(det(4))

J 9 p O08A; 7 2 oglae ’

donde Aq, ..., A, sendos eigenvalores de AV2E1AY? e decir de 7P A. Consideremos
la funcién
f(A) = Nlogh — A,
el cual tiene un maximo en A = N, se sigue que
Np Np

N

Por lo que

L(Y, ¥) < NVp/2 _ exp(—Np/Q)(det(A))fNﬂ,

la igualdad se cumple si y solo si Ap= N, 1= 1,...,p. Esta tltima condicién es equi-
valente a AY/2%71AY2 = NI, y pordo.tanto”#% (1/N)A. Por lo tanto concluimos
que

L(p, %) < NP2 — oxp(=Np/2) (det(4)) /2,
y la igualdad se cumple si y solo si p= X y ¥ = (1/N)A. O

El siguiente resultado nos da la prueba de razén de verdsimilitud (LRT;) para
Hy: ¥ =1, (ver [13]).

Teorema 2.2. Sean X3, ..., Xy vectores aleatorios independiente con’distribucion Ny(p, X)
Y sea

A=nS, =) (Xi-X)(X; - X), (n=N-1)

i=1

La prueba de razon de verosimilitud de tamano o para Hy : X = I, rechoza H
si A < ¢,, donde

A= (%)W " etr(—A/2)(det A)V2.
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Demostracion. De la Definicién 1.6, el estadistico de razéon de verosimilitud es

Sup,uE]RPL(:ua ]p)

A= :
SuPueRp,2>oL(/~L, ¥)
donde
1 | R —
Ly, ¥) £ (det®) M 2etr (—52114) exp [_§N<X —p)SHX —p)| .

El numerador puedesér-calculado sustituyendo s = X y el denominador por u = X,
¥ = N'A, donde la sustitucién de estos valores da el resultado deseado. O

El siguiente resultado#os muestra que la prueba de razon de verosimilitud es ses-
gada. Notemos que rechazax Hy para valores pequenos de A es equivalente a rechazar
Hy para valores pequenos de

V <fetr(—A/2)(det A)N/2.

Teorema 2.3. Para el contraste de hipdtesis Hy : ¥ = I, vs Hy : ¥ # I, la prueba de
razon de verosimilitud con regionieritica V < ¢ es sesgada.

Haciendo una ligera modificacion al estadistico de razon de verosimilitud, la prueba
es insesgada. Tal modificacion del @stadisticores

e\ pr/2
* _ (2 . n/2
A (n) otr(— A /D)(det A)™2,

y es obtenido por A reemplazando en tamanoe’de muéstra, N por los grados de libertad
n. Por lo tanto, la prueba de razén de verosimilitud reehaza H, = I, para valores muy
pequenos de A*, o equivalente de

V* = etr(—A/2)(det A)"/2,

El siguiente resultado que puede ser consultado en [13], proporeiona la aproximacion
de la distribucién de —2plogV’™ a través de la distribucion Ji-cuadrada.

Teorema 2.4. Cuando la hipdtesis Hy : ¥ = I, es verdadera y n es grandenla distribu-
cion de —2plogA*, donde p = 1 — (2p* + 3p — 1)/(6n(p + 1)), sigue aprogimadamente
una distribucion Ji-cuadrada con f = p(p+1)/2, es decir,

P(—2plogh* < z) ~ P(Xff <z), VzeR

Utilizando esta aproximacién, una prueba de hipétesis de nivel «, es rechazar H si
—2plog A* > Xfc(a), donde Xfc(a) es el punto porcentual superior « de la distribucién
Ji-cuadrada con f grados libertad. Esta prueba serd llamada prueba de razon de
verosimilitud (LRT}).
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2.1.2.7 Prueba de razén de verosimilitud corregida (CLRT)

Sean X1,.Xs, ..., X,, vectores aleatorios i.i.d. con distribucién N,(u, %), con p < n,y
queremos’probar las hipétesis (2.2). Sean

~

1 - —
. S -TX =Yy

L* =logA* = trS, — In(detS,) — p. (2.3)

Definiendo
T, =nxL",

por el Teorema 2.4, T,, converge’a la distribucién Ji-cuadrada con p(p + 1)/2 grados de
libertad bajo Hy, cuando p esbafijay n — oc.

El problema del estadistico deyrazén de verosimilitud es que si hacemos tender a
n,p — oo la prueba comienza a serfnala, para ello Bai et al. [2] hacen una correccién al
estadistico usando algunos resultados de teoria de matrices aleatorias que se presentan
a continuacion.

2.1.3. Algunos resultadeos.de la’'teoria de matrices aleatorias

Definicién 2.1. Supongamos que Aes ina matfizeuadrada de pxp con eigenvalores A2,
i=1,2,...,p reales. La distribucion Empirieg”Espectral (DEE) de A, denotada

como F;:‘, estd dada por

1 p
FA(z) = ]—)Z Lae,, zeR
=1

Consideraremos a la DEE F* de una matriz aleatoria A Ta cual converge a la dis-
tribucién limite espectral FA. Para hacer inferencia estadistical’acerca del pardmetro

0= /f(x)dFA(x), se usa el siguiente estimador

~ 1 ¢
5 /f(x)anA(x) - ];;f@?%

el cual recibe el nombre de estadistico espectral lineal (ESL) de una matriz alea-
toria A.

Sean a(f) = (1 — V0)? y b(#) = (1 4+ V0), con 0 < # < 1. La distribucién de
Marchenko-Pastur de indice #, denotada como F?, es la distribucién en [a(6), b(6)],
cuya funcién de densidad es
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Supongamos/que

yn:£_>y€<071)7 n,p — oo,
n

y sea FY, F¥" la ley de-Marchenko-Pastur de indices y y v,,, respectivamente.

Sean {X;;} variables aleatorias i.i.d. con media 0 y varianza 1. Sea X; = (X1;, X,
S Xpi), 1 =1,2,...,n. Los,veetores Xi, Xy, ..., X,, son vectores aleatorios i.i.d. de una
distribucién p-dimensional con media 0, y matriz de covarianza I,,.

Sea U un conjunto abierto delplano complejo, que contiene a [I(o1)(y)a(y), b(y)], y
sea A el conjunto de funciones analiticas f : U — C. Consideremos el proceso empirico
Grn = {G,(f)} indexado por A,

+00

Gn(f) =p- Hz) B = F](de),  feA

donde F,, es la DEE de la matriz de cevarianza=muestral de las X;’s. El siguiente
resultado es muy importante para podergobtener elestadistico de prueba y tener asi la
convergencia asintética a una distribucién soxmal estandar.

Teorema 2.5. Sean fi, fo, ..., fx € A, y sean™{X;;} variables aleatorias i.i.d. con media
cero, varianza igual a uno y E(X;Lj):(?. Supongamos quespin — y € (0,1), cuando
n,p — oo. Entonces (Gn(f1), Gn(f2), .., Gun(fr)) converge débilmente a un vector Gau-
siano k-dimensional con vector de medias

m(f;) =

J=d, ...k,

fila(y)) + fi(b(y)) _i/b(y) fi(z)
4 o) Vady—(z—1—y)?

y funcion covarianza

W h) =553 § P 5 L 3 ) Z?Z))Qdmzl)dm(m

donde m(z) = mpv(2) es la transformada de Stieltjes de F¥ = (1 — y)Ijo.00) + yF%

Como consecuencia del resultado anterior, Bai et al. [2] demostraron el siguiente
resultado.
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Teorema 2.6 (Bai, et al., (2009)). Sean X1, X, ..., X,, vectores aleatorios independien-
tes cow’distribucion Ny(p,X). Suponer ademds p/n — y € (0,1) cuando n,p — oo.
Sean L*como en la ecuacion (2.3) y g(x) = x —logx — 1. Entonces bajo Hy y cuando
n — oo

T, =v(g)"P[L* = p- F¥(9) — m(g)] — N(0,1), (2.4)
donde
mkg) = —M, (2.5)
v(g)= —2log(1 —y) — 2y, (2.6)
Fhigl =1 - Liog(1 - y,). (2.7)

El estadistico T, n serd llamado estadistico de razon de verosimilitud corregido.

La demostracion del resultado anterior se presenta en el Apéndice A. Una prueba
de hipdtesis para (2.2) basada_efi’ el estadistico (2.4), consiste en rechazar Hy con un
nivel de significancia « si Tn >tzosdonde %4 es el punto porcentual superior a de la
distribucién normal esténdar N (041)) Esta‘prueba de hipétesis serd llamada prueba
de razén de verosimilitud corregida (CLRE) de nivel a.

2.1.4. Prueba de Ledoit & Wolf (LW)
La siguiente prueba fue propuesta por Iiedoit y Walf én [10].

Definicién 2.2. Sean X, Xo, ..., Xn vectores aleatorios ig-d. N,(u,%) y estamos in-
teresados en probar el juego de hipétesis (2.2). El estadistico

1 I
W = —tr[(S, — I,)%] — i [—trSn} + 2, conn = Ne= 1,
p ni\p n

es llamado estadistico de Ledoit & Wolf.

Bajo Hy, cuando n — oo mientras p permanece fija, se tiene que

2
nW —p— ];xi(p+1)/2_1 - p.

Teorema 2.7 (Ledoit & Wolf (2002)). Suponer que p/n — y € (0,00), cuando w, p—>
oo, entonces bajo H

nW —p — N(1,4).
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Unaprueba de hipétesis para (2.2) basada en este estadistico, consiste en rechazar
Hy cow’un nivel de significancia « si (nW —p —1)/2 > z,, donde z, es un punto
porcentdalssuperior o de la distribucién normal estandar N(0,1). Esta prueba sera
llamada prueba de Ledoit & Wolf de nivel a.

2.1.5. Pruéba de Tracy-Widom (T-W)

La distribucién de Wishart, dada por John Wishart en 1928, fue la primera distri-
bucién propuesta para mratrices aleatorias. A continuacién se presenta la definiciéon de
esta distribucién, la ¢ual*puede ser consultada en [1] y [13].

Definicién 2.3. Sea A =(Z'%;, donde las filas de la matriz Z de nxp son i.i.d. N,(0,X),
entonces se dice que A tiene distribucion Wishart con n grados de libertad y matriz
de covarianza ¥. Notacion: ‘A W,(n, X).

El siguiente teorema propuestoypor Johnstone [9], muestra cudl es la distribucién
asintotica del eigenvalor més grawdesde una matriz Wishart. Este resultado sera utili-
zado para realizar pruebas de hipotesis, acerca de la matriz de covarianza poblacional
de datos normales multivariados de dimension alta.

Teorema 2.8 (Johnstone (2001))¢ Sea A ~ W, (n, I,) y sea l; el eigenvalor mds grande
de A. Sip/n — v >0, cuando w;p= 0o, entonces

donde las constantes de centralizacion yséala son

= (VA= T+ Vi)

e (e

y Fy es la funcion de distribucion de la ley de Tracy- Widom definida como

1 o0
Fi(s) = exp (—5/ [q(z) + (z — 5)¢*(2)] d:c) seNR,
donde q es la solucion de la ecuacion diferencial de Painlevé I
¢"(z) = zq(z) + 2¢%(x), q(x) ~ Ai(z), cuando =z — +o&,
y Ai(x) es la funcion Airy.

Si tenemos las observaciones de una muestra aleatoria de tamano n de und nor-
mal multivariada N,(u, X) y [; es el eigenvalor més grande de la matriz de covariamiza
muestral S, con n = N — 1, una prueba de hipotesis de nivel « rechaza H si

nll — Hnp

Onp
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es mayet que el punto porcentual superior a de la distribuciéon Tracy-Widom F}, de-
notade”por Fi(«), donde fi,, y 0,y son las constantes de centralizacion y escala del
teorema’anterior. Esta prueba sera llamada prueba de Tracy-Widom de nivel a.

2.1.6. Prueba de Cai

Como ya se ménciono antes, estamos interesados en probar

Hy:% =1,

En [5] consideran probar{laMipétesis anterior considerando una hipétesis alternativa

H:Ye®, 0={3:|2-1,|r> e}, (2.8)
donde € > 0,
1/2
o 2
| A le= (Z aij)
.3

es la norma de Frobenius de unamatriz A =/(a;;). La dificultad de la prueba entre Hy,
y Hi depende del valor de €,; entré\unas pequeno es, mas dificil es distinguir entre las
dos hipétesis.

Sean Xi, ..., X,, vectores aleatorios .§/d.jcon distribucién N,(0,X). Definimos el es-
tadistico

2
T":n(n——l) Z h(XivXj)7

1<i<j<n

donde
h(Xi, X;) = (X[X;)* — (X[ X; + X;X;) +p.

Para contrastar Hy y H; primero se estima la norma de Frobenius al etiadrado

IS =1, 5= tr(2 = 1)

mediante el estadistico T,, = T,,(X, ..., X,,), y rechazamos Hy si T}, es lo suficientemente
grande. Note que Exh(X;, X;) = tr(X — I,)?. El siguiente resultado proporciofia la
distribucién asintética de T5,.
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Teorema 2.9 (Cai, et. al (2013)). Supongamos que p — oo cuando n — 0o0. Si una
sucesion de matrices de covarianza satisface

tr(32?) — oo y tr(%h) /tr*(2?) — 0,
cuando n — od, entonces

Tn - ﬂn(z)
W) — N(0,1)
donde

,Un(z) = EE(Tn) = tr(z - [p)2

o2(%) = vars(T},) =

n

Z L 2(52) 4 () + %n(z?(z ~ 1)),

(=)
Notemos que si p — oo, la matriz identidad I, satisface el teorema anterior, ademas

pn(Ip) =0y oa(l,) = 4p(p + 1) /n(n(=1).

El teorema anterior proporciona el comportamiento de 7T;, bajo Hy, por lo que una
prueba de nivel a basada en el éstadistico T/esta dada por

ni =1)

donde I(-) es la funcién indicadora, z;_, €S el cuantil superior o de la distribucién
normal N (0,1). Ademds de especificar la regién de rechaze’en (2.9), el teorema anterior
se puede usar para estudiar la potencia de la prueba sobrefina sucesion de alternativas
simples.

=1 (Tn A2 M) , (2.9)

Para estudiar la potencia de la prueba ¢ en (2.9) sobre H; i € ©O(b), donde
M) ={2:[| X -1, ||[r= by/p/n}, b > 0, tenemos el siguiente resulfado.

Teorema 2.10. Supongamos que p — oo cuando n — oo. Para cualguier nivel de
significancia o € (0,1) y O(b), la potencia de la prueba en (2.9) satisface

b2
lim inf@(b)ng =1—-® (Zla — —> > Q.
n—00 2

Ademds, para b, — oo, lim infg,)Ext) = 1.
n—oo

Este resultado muestra que la prueba v puede distinguir entre la hipotesis nula
Hy : ¥ = I, y la alternativa de (2.8) con potencia tendiendo a uno cuando b = b,, — oo.
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2.1.7.7 Prueba de Srivastava (75, 13)

Las pruebas que se presentan en esta seccién fueron propuestas por Srivastava [15] y
Srivastaval et al. [16]. Antes de mencionar en que consisten estas pruebas consideramos
las siguientes definiciones.

Sean X, ..{X . vectores aleatorios i.i.d. con distribucién N, (i, %), sean X y S, la
media muestral y la mratriz covarianza muestral respectivamente, dadas por (2.1), y sea
B try

a; , 1=1,...,8.
p

Considerar los siguientes supuestos

a) Sip— ool ap=al, 0<al <oo, i=1,..,8

2.10
b) n =0, T 6§ < 1. (2:10)

Lema 2.1. Bajo el supuesto a), y hactendo n — oo, un estimador insesgado y consis-
tente de ay y as estan dados respectivamente por

R trS, . n2
a, = . Qg =
o T 1) (n F2)p

1
2 1 2
[trSn n(trSn) } :

La demostracion de este lema puedé yerse en [15],

Teorema 2.11 (Srivastava (2005)). Sean Xy 4., Xn Deetgres aleatorios i.i.d. N,(u,2),
considerar los supuestos (2.10). Bajo Hy : L= I,,, cuandom,p — oo, se tiene que

n . ~
TQS = § (a,gs — 2&1 + 1) — N(O, 1)

Por lo que una prueba de hipdtesis para (2.2) basada en Ty, gotisiste en rechazar H,
con un nivel de significancia « si Tos > z,, donde z, es un punte”percentual superior
a de la distribucién normal esténdar N(0, 1). Esta prueba serd llamada prueba de
Srivastava 75, de nivel a.

En [16] proponen otra prueba, pero ahora basados en un nuevo estimadeot insesgado
as cuyo calculo computacional es facil, el cual esta dado por

- 1
a9 = —
f

donde f = pN(N - 1)(N - 2>(N - 3)7 M = XlX? X = (xlv"'axN>7 Y = (y17"‘7yN)
D = diag(vyiy1, .-, YyYn), con y; = x; — T.

[(N — 1)ntr(M?) — Nntr(D?) + (trD?)]
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Teorema 2.12 (Srivastava, et al. (2014)). Sean Xi,..., Xy wvectores aleatorios i.i.d.
N, (11, 8) \considerar el supuesto N = O(p°), 1/2 < 6 < 1. Bajo Hy : ¥ = I, cuando
n,p — &O,48¢ tiene que

Ty = g@ — 2G4, + 1) = N(0,1).

Por lo que unafprueba de hipdtesis para (2.2) basada en T, consiste en rechazar H
con un nivel de significancia « si T, > z,, donde 2, es un punto porcentual superior
a de la distribucion” normal estandar N(0,1). Esta prueba serd llamada prueba de
Srivastava 715 de niveln

2.2. Pruebas de hipdtesis para H,: X = A\,

A continuacién se presentanspruebas de esfericidad, es decir, pruebas para la hipote-
sis de que la matriz de covarianza poblacional sea un multiplo de la identidad.

Sean X, Xo, ..., Xy vectores aleatorios i.i.d. con distribucién N,(u, X). Supongamos
ahora que estamos interesados en el juego*de hipotesis

Hy: Z=2N, V8 /Hy: X # M\, (2.11)

donde A\ es desconocida.

2.2.1. Prueba de razén de verosimilitud (LRT5)

Una prueba muy utilizada en el Andlisis Multivarfadocldsico para contrastar (2.11)
es la basada en el estadistico de elipticidad (ver [13]), el*Cual se define a continuacion.

Teorema 2.13. Sean X, ..., Xy vectores aleatorios independiente con distribucion N,
(1, X) y sea A = nS,, donde S, es la matriz de covarianzd muestral dada por (2.1).
La prueba de razon de verosimailitud de tamano o de Hy : 2 = N, donde \ es
desconocido, rechaza Hy st

detA det.S,,
= <k

D p X Vo
<1trA) (ltr5n>
p p

donde k., es elegido de tal forma que el tamano de la prueba es a.

V

Demostracion. La funcién de verosimilitud de la distribucién normal multivariada ‘es

L(p, X) = (2r) P2 (det )~ 2etr (—%ZUl) exp {—%N(Y — )X —p) .
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De la Définicién 1.6, el estadistico de razén de verosimilitud es

A= SupuERP,A>OL(IM> AIP)
SuPuesz>0L(HJ> )

Para el denomifiador tenemos que

SupuERPZbOL(Ma E) = L(Y’ E)’

donde X y 5 son los EMV*dados por el Teorema 2.1. Tomando ST1=N 1A, tenemos
lo siguiente

= (detN~1A) N2ty (——)

= NP/2(det A) =N 2ex (—7) .

Mientras que el numerador es

L(X,\I,) = (detAI,) " ?etr (—%(AIP)_IA) exp {—%N(Y ~ X)'(\,) (X - X)
= A\ NP 2exp (—%tr(A)) :

Notemos que la traza de A es una constante, es decir tr(A) = ¢, entoncegtenemos

L(X,\I) = A\~ NP/ 2exp (—%) ;

aplicando logaritmo

I(\) = log(L(X,\)) = —(pn)/21og(\) — ¢/2).

Resolviendo la ecuacion (d/dN\)I(A) = 0 se tiene que A = ¢/Np y por lo tanto
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gy - (T ().

Asi, el estadistico de razén de verosimilitud es

- NWP)/2(det A)~N/2exp (—%)
(det A)N/2p=Np/2 N (Np)/2

7 (t(A) Ne 2N 2
N/2

detA
(%tr¢4))p

La prueba de razén de verosimilitud zechaza Hj si el estadistico de razéon de verosimi-
litud A es pequeno; notemos que esto.6s equivalente a rechazar Hy si

detA
(%tr@4))p

es pequeno y asi la prueba esta completa. [

VNN =

El estadistico que aparece en la prueba de razén.de verosimilitud

det.S,,
(trSn/p)P’

es llamado estadistico de elipticidad.

La prueba de hipétesis del teorema anterior consiste en rechazar la hipdtesis nula
con un nivel de significancia o si V' < k,, donde k, es el puntoporcentual inferior «
de la distribucién de V' (ver [1] y [13]). Si la hipétesis nula es verdadera es claro que V'
debe ser cercano a uno.

Teorema 2.14. Cuando la hipdtesis Hy : X = M, es verdadera, la distribucion de
—nplogV, donde p = 1 — (2p® + p + 2)/6np, sigue aprovimadamente undal distribucion
chi-cuadrada con f = (p+2)(p—1)/2 grados de libertad, cuando n es grandeses_decir,

P(—nplogV < z) =~ IP)(X?C <z), VreR

Utilizando esta aproximacién, una prueba de hipétesis de nivel «, es rechazar H si
—nplogV > X?(a), donde Xfc(a) es el punto porcentual superior « de la distribucién
Ji-cuadrada con f grados libertad. Esta prueba serd llamada prueba de razon de
verosimilitud (LRT).
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2.2.2.7 Prueba de John (J)

La signiente prueba fue propuesta por John [10]. Sean X;, Xy, ..., Xy vectores alea-
torios i.isd. gon distribucion N,(u, X) y estamos interesados en el juego de hipdtesis
(2.11). El éstadistico

U= %tr K%) S2 Ipl , (2.12)

es llamado estadistico de John. Bajo Hy cuando n — oo mientras p permanece fija,
se tiene que

2
nU —p,— Z_)Xzz)(erl)/Qfl - D, (N =n-— 1)

Teorema 2.15 (John (2002))" Saponer que p/n — y € (0,00), cuando n,p — oo,
entonces bajo Hy

nU —p — N(1,4).

Una prueba de hipdtesis para (2711) basada en este estadistico, consiste en rechazar
Hy con un nivel de significancia @\si (nU ¢ p.— 1)/2 > z,, donde z, es un punto
porcentual superior o de la distribueién normal”estandar N(0,1). Esta prueba serd
llamada prueba de John de nivel .

2.2.3. Prueba cuasi-razén de verosimilitud (QLRT)

Como estamos interesados en contrastar el juego de’hipétesis (2.11), esta prueba
puede ser vista como una extensién de la prueba de razén de verosimilitud (ver [11]).
La LRT requiere que p < n, sin embargo la QLRT se puede @isar cuando p > n.

Definicién 2.4. Sean X1, Xs, ..., X,, vectores aleatorios i.i.d. N,(0, ). El estadistico de
cuasi-razon de verosimilitud es definido como

(o)

~ 1

donde A\ij<icn son los eigenvalores de la matriz —X'X | donde X = (X1,...,X,,) s la
p

matriz de p x n cuyas columnas son los vectores X;. Notar que la matriz X' X tiene los

mismos eigenvalores no cero que X X'.
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PorAdos resultados de [11] tenemos el siguiente teorema.

Teorema 216. Suponer que p/n — oo cuando n — 0o, entonces bajo Hy

— N(0,1),

donde v4 es el cuartd momento de la distribucion normal estdndar.

Por lo tanto, unaptueba de hip6tesis para (2.11) basada en este estadistico, consiste

n n® v -2

en rechazar Hy con un ‘nivel de significancia a si L, — 5 3
P

2o €s un punto porcentual superior « de la distribucién normal estandar N (0, 1). Esta
prueba serd llamada prueba’etiasi-razén de verosimilitud de nivel a.

> 2., donde

2.2.4. Prueba de Srivastava (71, 11)

La siguientes pruebas son proporéionadas por Srivastava [15] y Srivastava et al. [16].
Considerar los estimadores insesgados'de“a; y as del Lema 2.1. Definimos

n 625
TS:— ,\——1 .
%53 (62)

Teorema 2.17 (Srivastava (2005)). SeanwXy, ..., X« _wectores aleatorios i.i.d. N,(u, %),
considerar los supuestos (2.10). Bajo Hy = 2% A\, cuando n,p — oo, se tiene que

Tis — N(O, ].)

Una prueba de hip6tesis para (2.11) basada en T}, consiste’en rechazar Hy con un
nivel de significancia « si T1s > z,, donde z, es un punto porcemtual superior a de la
distribucién normal estandar N (0, 1). Esta prueba serd llamada prueba de Srivasta-
va T, de nivel a.

En [16] proponen otra prueba, pero ahora basados en un nuevo estimader insesgado
de ay cuyo célculo computacional es facil, el cual es

- 1
a9 = —
f

donde f :pN(N - 1)<N_ 2)(N - 3)7 M = XlX? X = ($1,...,$N>, Y = (yla'“ayN)
D = diag(yiy1, ---, YnYn), con y; = x; — T.

[(N — 1)ntr(M?) — Nntr(D?) + (trD?)]



Capitulo 2. Pruebas de hipdtesis para la matriz de covarianza 33

Sustituyendo @, por @y, de 17, tenemos

Teorema 2.18 (Srivdstava, et al. (2014)). Sean X, ..., Xn vectores aleatorios i.i.d.
Ny(p, X)), considerap™Ny = O(p°), 1/2 < 6 < 1. Bajo Hy : & = M, cuando n,p — 0o, se
tiene que

Tl — N(O, 1)

Una prueba de hipétesis paxa”(2.11) basada en T3, consiste en rechazar Hy con un
nivel de significancia a si 77 > 2yydonde z, es un punto porcentual superior o de la
distribucién normal estéandar N (0,4). Esta prueba serd llamada prueba de Srivastava
T, de nivel «.

2.2.5. Prueba de Zou

La prueba que se presenta a conpitiuaciénfué propuesta Zou et al. [17]. Sean X, ...X,,
vectores aleatorios de una distribucion elipticayp-variada con funcién de densidad

det(S,) "2l 2 (XA 0,)1),

donde || X| = (X'X)"? es la norma Euclidiana del veefor X, 0, es el centro simétrico
de la distribucién y ¥, es una matriz positiva definida=La~matriz ¥, es la covarianza
entre las p-variables, que puede expresarse como ¥, = oA,y donde 0, = (%,) es el
pardmetro escala y A, = o, '%,. El pardmetro escala satisfateo(1,) = 1.

Estamos interesados en probar Hy : X, = A, lo cual es equivalente a A, = I,.
Definiciéon 2.5. La funcion signo multivariada se define como
UX) = [Xx|7X.
Los signos observados para las X;’s son

Como la distribucién normal multivariada es una distribucion eliptica, considera-
remos el siguiente estadistico para observaciones con distribucién normal multivariada
donde se tiene que 0, = ;1 y su estimador esta dado por 6, , = 7.
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Seaw” X1, ..., X,, vectores aleatorios i.i.d. con distribuciéon N, (i, X). Considerar el
estadistice

donde U; = U(Xy +'7).

El siguiente teorema nos da la distribucion asintética de Q, el cual puede consultarse
en [17].

Teorema 2.19 (Zou, et al. (2014)). Sea R; =|| X; — u ||. Bajo Hy : ¥ = A, si
p = O(n?), entonces

Lo N 1)

00

en distribucion con n.p — 0o, dondegg= 4(p —1)/[n(n —1)(p+2)] y

1 () E(RD | [E®RI]
%“MG MKW+Ewm4)
SE(R;?) <wﬁ%y SE(RFE(R®) E(2R®)

B2 \E(R, )2

()

(2.13)
1

n3

B E(R )

)

Las cantidades desconocidas en 4,, son,E(R;?)/E(R.")? y E(R;®)/E(R; )%, las
cuales pueden estimarse de la siguiente manera. Sean

Ri=|Xi— byl Ru=Ri+8,0—2"R¥6,,|°
Asi, sustituyendo
E(R,")/E(R; )"
por ~
n" R (R
(i B

en (2.13) obtenemos un estimador de 6, ,, denotado como Snm.

Una prueba de hipotesis para (2.1~1) basada en este estadistico, consiste en recliazar
H, con un nivel de significancia a si (Q—pdy, ,)/G0 > 24, donde z, es un punto porcentdal
superior « de la distribuciéon N(0,1). Esta prueba serd llamada prueba de Zou de
nivel a.
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Estudio de simulaciéon y aplicaciones

A continuacion se presenta’un estudio de simulaciéon en términos del tamano y la
potencia de las pruebas para comparar su desempeno. Para ambos problemas de hip6te-
sis se consider6 M = 10000 muestras aleatorias de tamano N = n + 1. Los escenario
contemplan varios valores de n y p, enel caso que n > p se tomdé n = 500 fijo con cinco
valores de p y el caso que p > n se tomd’pv= 500 fijo con cinco valores de n. Se considerd
un nivel de significancia de o = 0.05 paza todas las pruebas y se calcul6 la proporcion de
veces en que se rechazaba Hy,6idas pruebas=son buenas estas proporciones de rechazo
deben ser parecidas al nivel de significancia.

Para evaluar la potencia de las pruebas consideramos un subconjunto de matrices
que se encuentran dentro de la hipétegis_alternativa H; como en [14], que son de la
siguiente forma:

Y =1, + hvt,

donde I, es la matriz identidad de p x p, h es un escalar y v“es un vector unitario. El
vector v se generd de forma aleatoria y h se hizo variar en un‘rango de valores.

3.1. Estudio de simulacion para Hy: X = I,

Las pruebas correspondientes al problema de hipétesis (2.2) son: LRLZy, PW, LW,
CLRT, Cai, Srivastava Ty, To. En el caso clasico pueden aplicarse todas‘las/pruebas

y para el caso de dimension alta pueden aplicarse todas las pruebas excepto l@prueba
LRT; y la CLRT.

3.1.1. Tamano de las pruebas

Los resultados de los tamanos de las pruebas se exponen en los cuadros 3.1-3.2.

35
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np | LRT, | TW |CLRT | IW | Cai | Tb, T
500,25 | 0.0740 | 0.0498 | 0.0555 | 0.0541 | 0.0526 | 0.0546 | 0.0552
500,50 | 0.2240 | 0.048 | 0.0526 | 0.0538 | 0.0519 | 0.0541 | 0.0535
500,100 | 0.9753 | 0.052 | 0.0526 | 0.0539 | 0.0527 | 0.0525 | 0.0531
500,200 | 1 | 0.0517 | 0.0513 | 0.0493 | 0.05 | 0.0491 | 0.05
500,400, 1 | 0.0536 | 0.0509 | 0.0492 | 0.0487 | 0.0495 | 0.0503

Cuadro 3.1: Comparacion de las pruebas con respecto al tamano para el caso en que
p<n.

n,p TW LW Cai T T,
25,500 71 0.0503 | 0.055 | 0.0537 | 0.0541 | 0.0591
50,500 | 0-0494 | 0.0504 | 0.0509 | 0.0491 | 0.0514
100,500 | 0.0526_] 0.0527 | 0.0483 | 0.0485 | 0.0491
200,500 | 0.051540.0549 | 0.0547 | 0.0546 | 0.0546
400,500 | 0.0528+4°0.0501 | 0.0516 | 0.0498 | 0.0508

Cuadro 3.2: Comparacion de las pruébasicon respecto al tamano para el caso en que
p=n

Las simulaciones llevadas a cabofies muestras que las proporciones en que se rechaza
la hipotesis nula de los estadisticos”I'W, CLRF, LW, Cai, Ty y T5 es cercano al nivel
de siginificancia, tanto para el caso dlasico n > p~cemo el de dimension alta p > n
(ver cuadro 3.1 y 3.2), esto nos indica que esas\pruebas son buenas en término del
tamano. Por otro lado la prueba LRT) noses muy buéna ya que sus proporciones de
rechazo estan muy alejados del nivel de significancia, egta)prueba podria ser buena si n
es lo suficientemente grande con respecto a p. La CLRT.€oxrige el problema que tiene
la LRT), ya que sin importar que tan grande es n con respeéto a p los resultados son
buenos.

3.1.2. Potencia de las pruebas

Los resultados de las potencias al variar h, se presentan en los‘euadros 3.3-3.6. La
figura 3.1 ilustra el comportamiento de las potencias para el caso clasice (p < n) y el
de dimensién alta (p > n).
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n = 500, p =50
h | LRT; ™ | CLRT | LW Cai Ty T
0.3 | 0.3494 | 0.1884 | 0.104 | 0.1266 | 0.1215 | 0.1255 | 0.1263
0.6 | 0.6777 | 0.9047 | 0.3514 | 0.5456 | 0.5373 | 0.5413 | 0.5425
0970.9405 | 0.9997 | 0.7731 | 0.9543 | 0.9514 | 0.9524 | 0.9526
1.2 1.0.9964 1 0.9729 | 0.9994 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
1.5 1 1 0.9986 1 1 1 1

Cuadro6 373y Potencia de las pruebas para el caso en que p < n.

n = 500, p = 200
h | LRT, | TW 4 CLRT | LW Cai Tss T
0.5 1 0.11727 0.0751 | 0.095 | 0.0948 | 0.0945 | 0.0955
1 1 0.8746+ 0.1596 | 0.3575 | 0.3535 | 0.3538 | 0.3554
1.5 1 0.9998 +.013455 | 0.8389 | 0.8363 | 0.8361 | 0.8371
2 1 1 076014 | 0.9945 | 0.9943 | 0.9944 | 0.9943
2.5 1 1 0.8295 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999

Cuadro 3.4: Potencia’de las'pruebas para el caso en que p < n.

p =500, =50

h

TW

LW

Cai

TZS

15

1.9
3.8
5.7
7.6
9.5

0.0911
0.3753
0.7866
0.9577
0.9932

0.077

0.196
0.4707
0.7576
0.9139

0.0739
071881
04638
0.745
0.9096

0.0732
0.1877
0.4656
0.7551
0.916

0.0763
0.1935
0.4716

7514
009148

Cuadro 3.5: Potencia de las pruebas para el caso p > n.

p =500, n = 200
h | TW | IW | Cai | Tus T

1.2 0.1086 | 0.0943 | 0.0935 | 0.0945 | 0.0945
2.4 | 0.796 | 0.3261 | 0.3241 | 0.322 | 0.3211
3.6 | 0.9985 | 0.7751 | 0.7703 | 0.7735 | 0.7726
48| 1 109788 0.9771 | 0.979 | 0.9784
6 1 10.9994 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994

Cuadro 3.6: Potencia de las pruebas para el caso p > n.
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En el caso que n > p, en los cuadros 3.3 y 3.4 se observa que las potencias de las
pruebas son buenas conforme h crece ya que éstas alcanzan o se aproximan al valor de
uno, sin embargo la potencia de la prueba TW mostré superioridad con respecto a las
otras pruebas (ver figura 3.1 (a) y (b)). Las potencias de las pruebas LW ~QaigTs, y T
estdn tan cercanas que sus graficas se traslapan al grado de no poder distinguirlas. A
pesar de que la potencia de LRT} es uno para todos los valores de h en el cagowen que
n =500y p =200 (ver cuadro 3.4 y figura 3.1 (b)) la prueba no es buena en términos
del tamano (ver cuadro 3.1), por lo tanto esta prueba no es recomendable en este ¢ase.
La potencia de CLRT aunque es la més baja es aceptable. Los cuadros 3.5 y 3.6, para
p = n, nos indican que las potencias son aceptables en todas las pruebas, aunque 1a
TW sigue siendo superior a las otras dejandolas abajo (ver figura 3.1 (c¢) y (d)).
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3.2. ~ Estudio de simulacion para Hj: X = Al,

Las ptuebas para el problema de hip6tesis (2.11) son: LRT5, J, QLRT, Ty, T1 y Zou.
Para el casg’clasico se pueden utilizar todas las pruebas excepto la QLRT, mientras que
para el caso de~dimension alta se pueden usar todas excepto la LRT5.

3.2.1. Tamano de las pruebas

Los resultados de’losstamanos de las pruebas se exponen en los cuadros 3.7-3.8.

n,p LRT2 J Tls T1 Zou
500,25 100475 | 0.0493 | 0.0492 | 0.0497 | 0.052
500,50 | 0.0505 | 0.0515 | 0.052 | 0.0519 | 0.0534
500,100 | 0.0676 | 0.0526 | 0.0515 | 0.0522 | 0.0501
500,200 | 0.3673+-0.0488 | 0.0493 | 0.049 | 0.0491
500,400 1 0.0497 | 0.0491 | 0.0496 | 0.0502

Cuadro 3.7: Comparacion de las priebas con respecto al tamano para el caso en que
p<n.

n,p J QLRT | T}, T Zou
25,500 | 0.054 [%0.0615 | 0:0537 | 0.0586 | 0.0604
50,500 | 0.0498 | 0.0629"| 0.049~~0.051 | 0.0519
100,500 | 0.0519 | 0.13#3% 0.0484].0.0489 | 0.0511
200,500 | 0.0545 | 0.9593+70.0546 | 0.0543 | 0.0536
400,500 | 0.0499 1 0.0497 | 0.0504 | 0.052

Cuadro 3.8: Comparacion de las pruebas con respecto al_tamano para el caso en que
p=n

Las proporciones de rechazo de los cuadros 3.7 y 3.8 de la§ pruebas basadas en
los estadisticos J, Tis, T y Zou tienden a ser buenas para n > p y > n ya que las
proporciones de rechazo se parecen al nivel de significancia deseade.”Por otro lado, la
LRT, es buena para el caso en que n es grande con respecto a p, pero empieza a tener
malos resultado si p es cercano a n (ver cuadro 3.7). La prueba basada en_elestadistico
QLRT tiene buenos resultados si p es lo suficientemente grande con respecte’a n, ya
que si no lo es esta prueba tiene un mal desempeno (ver cuadro 3.8).

3.2.2. Potencia de las pruebas

Los resultados de las potencias al variar h, se presentan en los cuadros 3.9-3.12" Fia
figura 3.2 ilustra el comportamiento de las potencias para el caso cldsico (p < n) y el
de dimensién alta (p > n).
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n = 500, p =50

h

LRT,

J

Tl s

T

Zou

0.3
0.6
0.9
1.2
1.5

0.0987
0.3323
0.7453
0.9649
0.998

0.1161

0.5133

0.9423

0.9989
1

0.1159
0.5133
0.9427
0.999
1

0.1158

0.5115

0.9423

0.9989
1

0.1108

0.4691

0.9139

0.9978
1

Cuadro 379y Potencia de las pruebas para el caso en que p < n.

n = 500, p = 200
h | LRI, J T Ti Zou
0.5 | 0.44667| 0.0921 | 0.0927 | 0.0931 | 0.0924
1 [ 0.617477 0.3445 | 0.3441 | 0.3443 | 0.3309
1.5 ] 0.8065 4008287 | 0.8286 | 0.8287 | 0.8052
2 10.9349 | 0.9935 | 0.9934 | 0.9936 | 0.9905
2.5 | 0.9849 | 0.9999. 0.9999 | 0.9999 | 0.9999

Cuadro 3.10: Potencia’de las pruebas para el caso en que p < n.

p =500, =50

h

J

QLRT

Tl s

5!

Zou

1.9
3.8
5.7
7.6
9.5

0.0745
0.1865
0.4546
0.7424
0.908

0.0841
0.1672
0.3466
0.5834
0.782

0.0699
071813
04573
0.7436
0.9106

0.0744
0.1863
0.4682
0.7401
0.91

0.0722
0.1716
0.4249
0.7031
03834

Cuadro 3.11: Potencia de las pruebas para el €aso p > n.

p = 500, n = 200

h

J

QLRT

Tl s

I

Zou

1.2
24
3.6
4.8
6

0.0929
0.319
0.7653
0.9768
0.9992

0.9714

0.9902

0.9979

0.9995
1

0.092
0.3151
0.7656

9775
0.9993

0.0925
0.3156
0.7653
0.9767
0.9994

0.0923
0.3083
0.7434
0.9695
0.999

Cuadro 3.12: Potencia de las pruebas para el caso p > n.
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Figura 3.2: Potencia de las pruebas.

Para n > p las potencias de J, T1,, T} son tan cercanas que sus gtéficas se traslapan
y no se pueden distinguir, ademds estas pruebas son superiores a la*prueba LRT5 (ver
figura 3.2 (a) y (b)). En el caso en que n = 500 y p = 50 la potencid de LRT5 es
buena cuando h crece, mientras que cuando n = 500, p = 200 y h =0.5, L, ’esta prueba
tiene mejor potencia que J, Ty, To y Zou (ver cuadro 3.7 y figura 3.2 (b))Simfembargo
en términos del tamano esta prueba no es buena y por tanto no es recomendable (ver
cuadro 3.7).
Cuando p > n las potencias de los cuadros 3.11 y 3.12 muestran que las prueba$ J,'T7
y T son superiores a las pruebas QLRT y Zou. Cuando p = 500, n =200y h =1.2{2.4,
3.6, 4.8, la potencia de la QLRT es superior a las restantes (ver cuador 3.12 y figura
3.2 (d)), pero en tamano esta prueba es mala (ver cuadro 3.8) por lo tanto la prueba
no es recomendable en ese caso.



Capitulo 3. Estudio de simulacion y aplicaciones 42

3.3. ~ Ejemplos de aplicacion

En estasSecciéon aplicaremos las pruebas a cinco conjuntos de datos reales con el
fin de ver el comportamiento de éstas, para ello solo consideraremos el caso de mayor
interés en estartesis, es decir, de dimensién alta (p > n). Para ello consideraremos los
problemas de-hipétesis planteados en el Capitulo 2:

Hy:¥X=1, vs Hy:X#I,

Hy: S =M, vs Hy:%#M,

Se consideraron las pruebas de TW, J, LW, QLRT, Cai, Tis, Tss, T1, 15 v Zou ya que
los datos son de dimension altary se calculd el p-valor para cada una de la pruebas.
Se tomo un nivel de significancia‘de’a = 0.05. La descripcién de los datos reales y los
resultados se presentan a continuacién.

Debido a que algunas prueba$ del €Capitulo 2 consideran datos normales multiva-
riados i.i.d. con media cero y otrasrcon ‘media i, en el Apéndice A se muestran las
transformaciones que hay que apligarya los datos algunas veces, antes de llevar a cabo
las pruebas.

3.3.1. Datos de colon

Este conjunto de datos en un microarreglo ADN ¢orrespondiente a los niveles de
expresion de 6500 genes humanos en 40 tumores y 22*tejidos normales de colon, los
cuales fueron obtenidos de [8]. Se realizé una seleccion de 2000 genes con las intensidades
mas altas de la muestra. Por lo tanto, estos datos tienen“un=tamano de muestra de
n = 62 y su dimension es de p = 2000. Los valores de los estadisticos de prueba para
cada juego de hipdtesis se muestran en las siguientes tablas.

Pruebas | Valor del estadistico
LW 39.83515
T™™W 60.36933
Tos 211.8479
w 213.3861
cal 13886.73

Cuadro 3.13: Pruebas para el juego de hipétesis (2.2)

Para cada una de las pruebas el p-valor fue aproximadamente 0 y por tanto hay
evidencia estadistica para rechazar Hy : ¥ = I,,.
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Pruebas | Valor del estadistico
J 131.0829
QLRT 1477.948
Tis 2950.759
Ty 2974.033
Zou 94.7609

CGuadro 3.14: Pruebas para el juego de hipétesis (2.11)

Para cada una dé JaSypruebas el p-valor fue aproximadamente 0 y por tanto hay
evidencia estadistica pafasrechazar Hy : X = A,

Para ambos problemas de hipotesis al rechazar Hy se puede concluir que la matriz
de covarianza poblacional de l6s datos no tiene esa estructura. Esto era de esperarse ya
que se sabe que existe correlacion eiitre los genes de un mismo individuo.

3.3.2. Datos de leucemia

Este conjunto de datos contieme niveles de expresion genética de 72 pacientes que
padecen leucemia linfoblastica‘aguda o leueemia mieloide aguda, hay 47 y 25 pacientes
respectivamente, y se obtienen log"datos en microarreglos oligonucleétidos Affymetric.
Los datos contemplan n = 72 y p_= 3571 génes, los cuales fueron obtenidos de [§].
El valor de los estadisticos de pruebaipara, cada”juego de hipotesis se muestran en las
siguientes tablas.

Pruebas | Valor del estadistico
LW 60.36002
T™™W 171.4266
Toe 352.6394
T, 355.9055
cail 35455.42

Cuadro 3.15: Pruebas para el juego de hipétesis (2.2)

Para cada una de las pruebas el p-valor fue aproximadamente 0 ¥ por tanto hay
evidencia estadistica para rechazar Hy : ¥ = I,,.

Pruebas | Valor del estadistico
J 150.5623
QLRT 1515.661
T 3510.918
T 3545.076
Zou 98.88417




Capitulo 3. Estudio de simulacion y aplicaciones 44

Para”cada una de las pruebas el p-valor fue aproximadamente 0 y por tanto hay
eviden€ia\estadistica para rechazar Hy : ¥ = AI,.

Al rechazar Hy estamos concluyendo que la matriz de covarianza poblacional de
los datos no giene esa estructura. Como se mencioné en el primer ejemplo, esto era de
esperarse ya quesse sabe que existe correlacion entre los genes de un mismo individuo.

3.3.3. Datos”“de Linfoma

En el siguiente conjunto de datos se examinaron muestras de biopsia de linfoma de
células B grandes difuse .de, 240 pacientes, para determinar la expresién genética con
el uso de microarreglos desADN. Los niveles de expresién en los genes contemplan un
total de 7399 genes, los datesAueron obtenidos de [4]. El valor de los estadisticos de
prueba para cada juego de hipotesis se muestran en las siguientes tablas.

Pruebas4. Valor del estadistico
LW 80.19308
T™W 2035.514
ny 5859.268
15 5820.955
cai 364737.7

Cuadro 3.16: Pruebas'para el juégo de hipétesis (2.2)

Para cada una de las pruebas el p-valor.fue apfoximadamente 0 y por tanto hay
evidencia estadistica para rechazar Hy : ¥ '=.4,.

Pruebas | Valor del estadistico
J 231.2596
QLRT 5263.1241
Iy 23836.63
T 23679.95
Zou 181.0721

Para cada una de las pruebas el p-valor fue aproximadamente 0 y por,tanto hay
evidencia estadistica para rechazar Hy : X = \I,,.

Al rechazar Hy estamos concluyendo que la matriz de covarianza poblacional’de los
datos no tiene esa estructura. Como se mencioné anteriormente, esto era de esperarse
ya que se sabe que existe correlacion entre los genes de un mismo individuo.
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3.3.4.7 Datos Khan

Los datos contienen muestras de tejidos correspondientes a cuatro tipos distintos
de tumores/Cada muestra de tejido contiene 2308 mediciones de expresion genética
para 63 sujetos. Estos datos pueden obtenerse del Software R-project usando la libreria
ISLR. El valoride los estadisticos de prueba se muestran en las siguientes tablas.

Pruebas | Valor del estadistico
LW 58.05825
TW 215.9323
Toe 635.945
15 636.2333
cai 45957.16

Cuadro 3.17:"Pedebas para el juego de hipdtesis (2.2)

Para cada una de las pruebas+el p-valor fue aproximadamente 0 y por tanto hay
evidencia estadistica para rechazar How ¥ = I,,.

Pruébas | Valor del estadistico
J 146.9688
QLRT 1813.874
Tis 334927
T 3350813
Zou 109.1436

Para cada una de las pruebas el p-valor¢fue aproximadamente 0 y por tanto hay
evidencia estadistica para rechazar Hy : X = \I,,.

Al rechazar H, estamos concluyendo que la matriz de covagianza poblacional de los
datos no tiene esa estructura. Como se mencioné anteriormenteg€sto era de esperarse
ya que se sabe que existe correlacion entre los genes de un mismaorindividuo.

3.3.5. Datos NCI60

Los datos contienen niveles de expresién en 6830 genes de 64 lineas_eelulares de
cancer. Estos datos pueden obtenerse del Software R-project usando la libteria ISLR.
El valor de los estadisticos de prueba se muestran en las siguientes tablas.
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Pruebas | Valor del estadistico
LW 188.7283
T™W 676.3819
Tos 2491.531
T, 2459.416
cail 514277.4

Cuadro 3.18: Pruebas para el juego de hipdtesis (2.2)

Para cada una dé lasypruebas el p-valor fue aproximadamente 0 y por tanto hay
evidencia estadistica pafasrechazar Hy : ¥ = I,,.

Pruebas | Valor del estadistico
J 315.2971
QLRT 2988.593
Tis 6417.741
T 6334.869
Zou 176.9723

Para cada una de las pruebas @l p-valox fue aproximadamente 0 y por tanto hay
evidencia estadistica para rechazay™®ly : ¥ = XT,,.

Al rechazar H, estamos concluyendo_gue la matriz de covarianza poblacional de los
datos no tiene esa estructura. Como se mencionoanteriormente, esto era de esperarse
ya que se sabe que existe correlacion entre dos genes de un mismo individuo.



Conclusiones

En este trabajo se  estudiaron pruebas de hipotesis para la matriz de covarianza
poblacional de datos normales multivariados, siendo de mayor interés el caso cuando
la dimension de los datos €s mas grande que el tamano de la muestra. Se consideraron
pruebas para las hipétesis Hoy“2 = A\, y Hy : X = I,.

Las simulaciones llevadas a €abo en este trabajo para verificar el comportamiento
de las pruebas para Hy : ¥ = I,#n0s indican que para el caso cldsico (p < n) y el
caso de simension alta (p > n) las pruebas TW, CLRT, LW, Cai, T5s y T3 son acep-
tables en términos del tamano, ya que-las proporciones de veces en que se rechazé la
hipdtesis nula fueron cercanas al’nivel de significancia considerado; mientras que para
la prueba LRT], en el caso en quep’< n, lag/proporciones de rechazo resultaron estar
muy alejadas del nivel de significan€ia deseade cuando p es cercana a n y por tanto la
prueba CLRT resulta ser una mejor-alternativa’que la prueba LRT;. En términos de la
potencia, la prueba TW mostro superioridad con gespecto a las otras pruebas. A pesar
de que las potencias de las pruebas CLRP; LW, Cai] 15, v T5 se encuentran por debajo
de la TW, éstas no dejan de ser buenas altethativas para realizar pruebas de hipdtesis.
Aunque en algunos casos la prueba LRT; miestré mejot potencia que la TW, ésta no es
una buena prueba ya que en términos del tamano tiene un'mal comportamiento. Por lo
tanto la TW resulta ser una muy buena alternativa para realizar pruebas de hipotesis,
tanto para el caso p < n como para el caso p > n.

Las simulaciones para las pruebas de Hy : ¥ = A, tanto eh elstaso clasico como
en el de dimensién alta, nos indican que las pruebas J, T}, 77 v Zo@ Son aceptables en
términos del tamano, ya que las proporciones de veces en que se rechazd la hipotesis
nula fueron cercanas al nivel de significancia. Sin embargo, las pruebas ZRT; y QLRT,
en algunos casos tienen proporciones de rachazo muy alejadas al nivel de.Significancia
deseado. La prueba LRT, resulta ser una muy buena prueba siempre y ciiando n < p
y n es lo suficiente grande con respecto a p, y la prueba QLRT tiene un buen«fesultado
siempre y cuando p > n y p es lo suficientemente grande con respecto a n. La\potencia
de las pruebas J, Ty, T} y Zou tienen buen comportamiento tanto para el caso.p < n
como para el caso p < n, por lo que estas pruebas son buenas alternativas. Las po-
tencias de las pruebas LRT; y QLRT en algunos casos mostraron tener superioridad
con respecto a las otras pruebas, sin embargo en términos del tamano tuvieron malos
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resultados, por lo que estas pruebas no son recomendables en esos casos.

Los fegultados de las simulaciones mencionadas anteriormente, ayudan a tener una
mejor ideassobre el comportamiento de diversas pruebas de hipdtesis para la matriz
de covarianzatpoblacional encontradas en la literatura, al hacer una comparacion si-
multanea de ellas.en términos del tamano y la potencia.

Por otro lado,”en"este trabajo se mostré también como aplicar las pruebas a datos
reales encontrados en lasliteratura. En los ejemplos de aplicacion se consideraron cinco
conjuntos de datos desmicroarreglos ADN y se observé que con todas las pruebas se
rechazaron los dos tipo$§ de\hipdtesis nula considerados, por lo que se concluye que la
matriz de covarianza pobla€ional de los datos no es igual a la identidad ni a un multiplo
de ella. Cabe mencionar quesest0s resultados eran de esperarse, ya que se sabe que exis-
te una alta correlacién entre (genes de un mismo individuo. Estos ejemplos muestran
la utilidad del uso de estas pruebas de hipotesis para el estudio de microarreglos de
ADN, lo cual es de interés debidé afque muchas metodologias estadisticas para datos
multivariados dependen fuertemente dé)la estructura de la matriz de covarianza pobla-
cional de los datos, como por ejemploandlisis de componentes principales, clasificacién
y comparacién de medias, por losque es importante verificar la estructura de la matriz
de covarianza poblacional mediante-pruebag de hipotesis adecuadas.



Apéndice A
Detalles técnicos

En este apéndice se propor€ionan algunos detalles técnicos de algunos temas abor-
dados en la tesis.

A.1. Transformacionés de vectores aleatorio norma-
les

En esta seccion se presentan algtinas transformaciones de datos normales multivaria-
dos que son ttiles antes de aplicar algtinas pruebas de hipotesis descritas en el Capitulo
2. Los resultados que se presentan fueren obtenidos de [1].

Lema A.1. Si C = (cag) es una matriz ortogonal€ntonces

N N
r_ /
xOé’ZEQ/ - y()éya7
a=1 a=1

N
donde y, = anﬂxﬁ, a=12..,N.
p=1

Demostracion.

N
Z yay; = Z Z CaB®p Z Co,yxfy
a=1 « B ¥
= Z <Z cargca7> rp
By a

/
- Z 0pyT 5T
By

= Z.IBSC/IH,
B
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donde 03, es la delta de Kronecker. O
Lema A2, Sea A una matriz de n X p, con n > p, tal que

A'A =1,
entonces ezistefuna matriz B de n x (n — p) tal que (A B) es ortogonal.

Demostracion. Séa# una matriz de rango p, entonces existe una matriz C' de nx (n—p)
tal que (A C) es no(singtlar. Tomar D = C' — AA'C' y notar que D'A = 0. Usando la
descomposicion espectralide D tenemos

D'D = OAO'
OD'DO = A
NY20'D'DOAY2 = 1.

Tomar E = A~Y20’, por lo que F ds\una matriz de (n — p) x (n — p) y tenemos que
E'D'DE = I, por lo tanto B = DE esdasmatriz deseada. O

Sean X1, Xo, ..., X independientes, cada una con distribucién N(u,>2). Entonces
existe una matriz ortogonal B ={bgp)-de N/ X4V con la tltima fila de la forma

(1/V'N,1/V'N, S1VN)  por ¢l Lema A.2),

N N
Sea A= N, donde & = (1/N) Z(:ca — T, — T) ysea Z, = Z bapXp, entonces
a=1 B=1

N N
1
Zy =) bypXg=» ——Xg
B=1 B=1 VN
= VNX.

Por el Lema A.1 tenemos
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Ya queZy es independiente de Z;, Zs, ..., Zn_1, el vector de medias X es independiente
de A. Porytanto

N N
1
EZy =Y bnsBXg =Y ——p=VNpy,
B=1 p=1 "V N

por lo que Zy tigne, distribucion N(VNp,X) y X = (1/vV/N)Zy tiene distribucién
N(p, (1/vV/N)Z). Notemos que

N N
]EZa = Z baﬁEXﬁ = Z baﬁli
B=1 B=1

N
= Z bagbnsVNp
B=1

= 0.

Debido a que la matriz B es ortogonal se.tiene que 71, Zs, ..., Zn_1 son independientes
y tienen distribucién N (0, ).

Por lo comentado anteriormentetenemos el siguiente resultado.

Teorema A.1. La media muestral X-de una’ muestra de tamano N con distribucién

N(u,3) tiene distribucion N(u, (1/V'NIE) y es(independiente de S, el estimador de
N

mdzima verosimilitud de Y. N es de la forma Z Z&Z!,, donde Z, tiene distribucion

a=1

N(0,Y), a=1,2,.... N =1, y Z1, Z, ..., Zn "1 son independientes.

A.2. Demostracion del Teorema 2.6

Demostracion. Por el Teorema 2.5, haciendo un cambio de variablea’= 14+y—2,/y cos 0,
donde 0 < 0 < 7, tenemos

oy = 9aw) +gb) 1 g(z)
& 4 2m /a(y) \/4y —(z—1—y)?
(1—y7)? —log(1 — /5)* — 1+ (1 +5)* —log(1 + /) — 1

4
Ty—2 6 — log(1 -2
— i 4 vy cos og(l +y vY) - 24/ysenfdf
21 Jy 4y(1 — cos?0)

—log(1 — 1 [
:y Og(2 \/g) _2_/ y_2\/@0059_[09(1+y—2\/§cosg)d9
T Jo
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Notemes que log(14+y—24/y cosf) = log|1— Vye?, donde " = cos §+isend. Ademas
usandelaypropiedad de los complejos |z|* = 2Z tenemos

T~ /ye|> = (1 — \/y(cos 0 + isend)) (1 — \/y(cos § — isend))
=1-2\/ycost +y.

Por la paridad de la funcién coseno tenemos

— log(l=~ [ :
Yy Og( y) / [y_z\/g_log“_\/gezeﬁ] d@,
0

2 s

Usando las propiedades de la integral y resolviendo tenemos que

—log(1 —y)
2 b)

y—log(l—y 1 [ ;
%—4—/ (5 2,/ — log |1 — /je|?] d =
T Jo
2w )
donde / log |1 — /ye”|?do = 0, (ver [3}).
0

Para (2.7) consideraremos F¥"_la cualesla ley de Marchenko-Pastur de indice y,,.
Usando el cambio de variables x & J~y,, —/24/y, cos 6, donde 0 < 07, tenemos

i\ bwn) ¢ —logx — 1
prig) = [ ) — e Ll

1 /“yn—2,/ynC089—10g(1+yn—2\/yncos(9)
21y Jo 1+ yn = 2,/y, cosH

I e log(1 + yn — 21/Yn cos 0) + 4
= / 1— og(1 +y Yn 008 6) + Ay, sen’0de.
27yn Jo 1+ Yy — 24/Yn, cos 6

Notemos que log(1 + yn — 2v/Yn cos ) = log |1 — /yne”|? v por larParidad de la funcién
dentro de la integral tenemos que

- dy,sen®0do

1 [% 2sen?d

14+ yn — 2y/y, cos b

Usando propiedades de la integral tenemos que esta ultima integral es igual a,

1 2 2 2sen20 .
— 2sen?0df — log |1 — /yne®|?db
21 [/0 sen /0 1+ vy, — 2./yn cost og| yne”|

[QSen29 - (log |1 — \/yne™|* — 1)d9] .

27 Jo

27 2 2
_/ sen-f e
o 1+4+yn—2\/ypcost
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1 2m
Resolviendo las tres integrales, tenemos que 7 / 2sen®ddh = 1,
m™Jo

1 [ 2sen?0) .

= ven log |1 — /gne®|%d0

2r Jo 14y, —2\/y,cost

1
Y log(1 —y,) — 1,
Yn
la cual es calculadafen J3], y por tltimo tenemos

1 2m 2sén20 5 — 1 /2“ sen’ "
2 Jo 14 yn —24/y,cost T Jo 14 yn—2/yncost

Haciendo a = 1+, b = 2\/y,# usando la sustituciéon de Weierstrass con ¢t = tan(6/2)
tenemos que

2t 1—¢ 2
senf) = m, cosf = m, do = m

2m 2 T 2 2m 2
l/ sen“f d@zl / Sen“d dQ—i—/ sen-f a0l
T Jo 14 Yn—2\/yncost T 1oy a'<=beost . a—bcosf

Como tan(0/7) = 0, tan(7/2) = oo y tan{2m/2) = 0, ténemos que

dt,

( o )2 ( ot >2
1 o0 2 2 0 2 2
_/ t+12_ dt+/ t+12‘ "
0 1—t 241 . 14 2 +1
a—2>b a—b

T
1+¢2

14 ¢2

8 /oo t2
= dt.
m(a+b) J_ a— b)

(1) (2
(+><+a+b

a—b_
at+b

1—/ 2 a—>b
Notemos que ( yn) > 0, entonces = 02, asi tenemos que
a

L+ /Un +b

8 /°° 2 i@t
wla+b) ) o (B+12(E+2)

del método de fracciones parciales se sigue
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2 _At+B+5t+D+Et+F
2+ 1)2(t2+c?)  (2+1)2  2+1 2427

1—c2’ 1 —¢2

2
C
(5z) vo

~ 1 2
cuya solucién e A=C=F =0, B= —— F:—( ¢ >,D:

la tanto la integral es

8 /°° 2 it
(a+b) J_o (2 1P+ 2)

16 /00 1 1 c \° 1 c \° 1
- - - dt
mla+0b) Sy 1—c2(t? +1)2 1—¢2) 241 1—c2) 242

- w(ali b) (4(17102) ! <1 _002)25_ ﬁ>

- (aib) (2(110)2)
4

(a+b)(1+4c)?

1—\/%>2y _ 1=

i — ¢ = ———, entonces
L+ /Yn

1+ v,

Notemos que como a = 1 4 yp, b = 2\/ynt ¢* = (

1— v\ 2
(a—l—b)(1+k)2:1+yn+2\/%(1+ y)

= \/Yn
-0+ v ()
9 4
= (14 V¥a) CESY e
= 4,
de donde
4

Por lo tanto
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v > 1 2 2 ) 20 ]
[ / 2sen’0df — / >en log |1 — \/yne”|?do
0 0

‘ﬁ 1+ Yn — 2/yncost
@_ 2m 2sen?6 o
/JO L+ yn — 2\/y, cos b
=‘1~Q}L110g(1—yn)+1 -1

1
=1 % log(1 — yn).

Debido a la complejidad%resolver (2.6), se puede consultar en [3]. O
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