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Introduccion

Como.€s, sabido, la teoria de los axiomas de separacién constituye una
parte muy, interesante y compleja en Topologia General. La normalidad es
uno de los axiomas de separacién. Dicho axioma fue introducido por Tietze
en 1923 y pot_Aléxandroff y Urysohn en 1924. La palabra normal podria
sugerir que es alge usual o ordinario. Sin embargo, la normalidad como pro-
piedad topolégica mo'es un propiedad ordinaria. Este axioma de separaciéon
posee ciertas caractetisticas muy fuertes, aunque también tiene sus limita-
ciones, las cuales abren.paso a otras propiedades. Como indica la definicién
de normalidad es posible separar cerrados ajenos por abiertos ajenos; esta es
una caracteristica muy impettante y tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo
en Topologia Algebraica, podémos usar escision para determinar la homolo-
gia del complemento de la unién)de dos conjuntos cerrados ajenos usando la
homologia de cada uno de ellos..Otra caracteristica de gran relevancia de la
normalidad es el Lema de-Urysohn que nos dice que en un espacio normal
dos cerrados ajenos puedén-ser sepatados por una funcién continua que to-
ma valores en [0, 1] tomandocemo valor 0 en un cerrado y 1 en el otro. Este
resultado tiene muchas aplicaciones; und de ellas permite mostrar que to-
do espacio conexo normal tiene /cardinalidad.menor o igual que el continuo.
Pero el méas poderoso resultado quesimplicadanormalidad es el Teorema de
Extensién de Tietze-Urysohn, el cual-permite extender continuamente fun-
ciones continuas con valores reales definidas sgbre cerrados. Este resultado
es crucial para demostrar que los CW-complejos seh normales: usando que
el circulo unitario es un subespacio cerrado.

El objetivo de este trabajo es mostrar un anélisis de.Ja,C-normalidad y de
las propiedades relativas de los axiomas de separaciétgy de las propiedades
tipo compacidad. El presente trabajo se divide en tres capfitules.

En el primer capitulo hacemos un andlisis general de”les\espacios C-P
y epi-P donde P es una propiedad topolégica. Mostramos-algunas opera-
ciones que preservan los espacios C-P (epi-P) cuando P se preserva bajo
dichas operaciones tales como productos, sumas ajenas, etc. También se ha-
ce un andlisis de ciertas propiedades topolégicas donde la C-normalidad
estd presente, como lo son los productos de espacios localmente compactos
y los espacios regulares localmente Lindeldf. Mediante el ejemplo obtenido
por Saeed de un espacio Tychonoff no C-normal [1] demostramos que la'C-
normalidad no se preserva bajo subespacios cerrados, imdgenes continuas(y
cerradas, productos, etc. Finalizamos este primer capitulo mostrando algu-
nos resultados acerca de la epi-normalidad como la extensién continua de
funciones continuas con valores reales sobre compactos.
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Efrel segundo capitulo se hace un breve recuento de algunas de las pro-
piedades relativas asociadas a los axiomas de Hausdorff, de la regularidad
y de Tychonoff. Posteriormente hacemos un andlisis de algunas propieda-
des relatiyas, de la normalidad detallando la relacién que existe entre ellas,
para ello el plano de Moore-Niemytzki y un espacio proporcionado por My-
sior nos seran ftitiles. Ademds mostramos las relaciones entre la normalidad
relativa y las propiedades relativas de los otros axiomas. También en este ca-
pitulo introducimos_ el concepto de subespacio débilmente C-encajado que
nos pondra en contexto con extensiones de funciones continuas sobre subes-
pacios. Mas atin, mestramos que todo subespacio abierto es débilmente C-
encajado pero no necesariamente lo son los subespacios cerrados, proban-
do asi la diferencia entre esta nocién y la nocién de subespacio C-encajado.
Finalmente se mostraran gersiones relativas del Teorema de Extension de
Tietze-Urysohn y su relacion.comnla normalidad relativa.

En el tercer capitulo estudiamos algunas propiedades relativas asocia-
das a las propiedades de tipo compacidad; la compacidad, la propiedad de
Lindelof, la compacidad numerable iy la pseudocompacidad. Hacemos un
andlisis del comportamiento de estas propiedades relativas y la relacion que
tienen con las propiedadesrélativas de-os axiomas de separacién, particu-
larmente con la normalidad relativa. Ademas, en este capitulo se muestran
algunos resultados importantes _tales como.que el producto de dos espacios
compactos relativos es un espacio-ecompacto relativo y la existencia de un
espacio denso normal en un producto.arbitrario'de espacios.
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Preliminares

En esta’breve seccion introduciremos varias nociones basicas en Topolo-
gia que estaréemos usando con frecuencia, al mismo tiempo que establecere-
mos la notacién que usaremos en el desarrollo del texto.

Como es usual denotaremos por R al conjunto de los ntimeros reales,
por N al conjunto.de los nameros naturales, por Q al conjunto de los ntime-
ros racionales y porll al conjunto de los nameros irracionales. Al intervalo
unitario lo denotaremos como 1.

Sea X = []ses Xs unproducto de espacios topoldgicos. A los elementos
de X los denotaremos come {x; }scs.Si S = {1,...,n} es un conjunto finito,
denotaremos a X como XX - - - X X, y a sus elementos como (x1,...,Xxy).
La funcién 7t; : X — X; dadaspor 71:({xs }ses) = x¢ es llamada la proyeccién
de X sobre la t-ésima coordemada. Consideremos la familia B de todos los
conjuntos de la forma U = [];cq.lUs donde U; es un abierto en Xs, Us = X;
paracadas € S\ Fy F C.8'es un conjunto finito de S. Notemos que en este
caso U = Nsep 5 1(Us), dleonjuntofinito F lo llamaremos el soporte de U.
La minima topologia en X quecontiehesa la familia B y de la cual B es base,
es conocida como la topologia producte.€n.X.

Un conjunto G; en X es un ¢onjunto A gue.es igual a la interseccién nu-
merable de conjuntos abiertos dé X~y un conjunto F, en X es un conjunto A
que es igual a la unién numerable 'de-eonjuntos cerrados de X.

Si X es un espacio topoldgico, Yees un conjintoy f : X — Y es sobre-
yectiva, entonces la familia {U C Y : f~1(U) es'abiérto en X } es llamada la
topologia cociente en el conjunto Y inducida por f.

Si X, Y son espacios topolégicos y existe una fuficién f : X — Y dire-
mos que f es continua, si para cada U subconjunto abierto de Y se tiene que
f~1(U) es un subconjunto abierto de X. Si f es biyectivas§ ¢con inversa con-
tinua, entonces f es un homeomorfismo. Una funcién continua f : X — Y
es cerrada (abierta), si para todo subconjunto cerrado (abierto) A C X la
imagen f(A) es cerrada (abierta) en Y. Sean X,Y espacios topologicos y
f : X — Y sobreyectiva. Decimos que f es una funcién cociente,siyf ! (U)
es abiertoen X siysélosi Uloesen Y.

Dado X un espacio topolégico y U una colecciéon de subconjuntos«de X.
Decimos que U es una familia localmente finita, si cada x € X poséejuna
vecindad que interseca a lo mas a una coleccién finita de elementos de /.
Sea U una cubierta de subconjuntos de un espacio X. Una cubierta U’ de
subconjuntos de X es un refinamiento de U, si para cada U’ € U’ existe
U € U tal que U' C U. Si todos los elementos de U’ son abiertos decimos
que es un refinamiento abierto.
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Sé'dice que P es una propiedad x-productiva, si para cada { X; } scs donde
X, tiefieda propiedad Py |S| < « se tiene que []sc5 X; tiene la propiedad P.
Decimos'que P es una propiedad x-aditiva, si para cada {X; }scs donde X;
tiene la prepiedad P y |S| < « se tiene que @5 Xs tiene P.

Un espacie X es un k-espacio si es imagen de un espacio localmente com-
pacto bajo unarfuncién cociente. Dado X un espacio topolégico, tomemos
X' = X x {1}y definamos A(X) = X U X'. Por simplicidad para cada ele-
mento x € X denotaremos al elemento (x,1) € X’ por x’ y para B C X, sea
B' ={x':x € Bf=B x {1} C X'. Para cada x’ € X/, sea B(x") = {{x}}.
Para cada x € X, sea B(x) = {UU (U \ {x'}) : Uesabiertoen X con x €
U}. Denotaremos por.za la topologia generada por los siguientes abiertos
Urex B(x) UUyex B(x'). Bl espacio (A(X), T) se conoce como el Duplicado
de Alexandroff de X.

A cada conjunto X se le‘asigna un nimero cardinal, llamado la cardina-
lidad de X y es denotada porr|X{. La igualdad |X| = |Y]| es cierta si y s6lo
si existe una funcién biyectiva decX en Y. Para un conjunto finito X, la car-
dinalidad de X es igual al nimero de elementos de X. El nimero cardinal
asignado a IN es denotado ponel simbolo Xy, y el niimero cardinal asignado
aResc.

Dados |X| = ky |Y| = A, _decimos que k < Asiexiste f: X — Y
inyectiva. Para cualquier conjunto,X y un eardinal infinito x, [X]=* denota
la coleccién de todos los subconjuntes de X«€on cardinalidad menor o igual
a i; [X]<* y [X]* son definidos andlegamente!

Fijemos dos numeros cardinales'x, A donde”|X| = «, |Y| = A. Se defi-
ne la suma de los cardinales ¥ + A como/la cardinalidad de X U Y, cuando
XNY = @. El producto de los mismos cardinales‘k- A se define como la
cardinalidad de X x Y. Definamos también la potencia‘de los cardinales x*
como la cardinalidad del conjunto de funciones de Y en’X.

Se sabe que si X tiene cardinalidad x entonces el conjunto potencia P (X)
de X tiene cardinalidad 2*, mas atn, se tiene que x < 2*. Las'reglas bdsicas
de la aritmética cardinal son las siguientes:

KM = M, (k)N = x*9h, (kMM = kM

Ademas
K+ A=1x-A=méix{x, A}

En general seguiremos la notacién que se usa en [2], algunas propiedades
basicas de los conceptos que definimos con anterioridad son presentadas sin
ser desarrolladas a detalle pero usualmente se cubren en un curso basico de
Licenciatura y también pueden consultarse en [3], [4], [5], [6], [7] y [8].
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01, Resultados preliminares de la normalidad

En‘esta breve seccion introduciremos algunos lemas y teoremas acerca de la
normalidad que nos serdn de ayuda en el texto. Para empezar recordemos la
definicién de espacio normal, que fue introducida por Tietze en 1923 y por
Alexandroffry Urysohn en 1924, la cuél es la siguiente.

DEFINICION 0-,1. Un espacio topolégico X es llamado normal o Ty, si X
es 1 y para cada par de conjuntos cerrados ajenos F,G C X existen U, V
abiertos de X talessque FC U, G C VyUnNnV =Q@.

Dicha propiedaditopolégica es una de las mas fuertes pues casi la mayo-
ria de los espacios topoldgicos conocidos la posee. Sabemos que la norma-
lidad se preserva bajo subespacios cerrados, sumas topolégicas ajenas, ima-
genes continuas y cerradas; preimdgenes de funciones perfectas, productos
con compactos y duplicados.de Alexandroff, pero no es una propiedad que
se preserve bajo productos.

Seguidamente recordaremos los resultados més importantes asociados a
la normalidad.

Uno de ellos es el siguiente lema, el cudl es un criterio que nos permite
identificar a un espacio qué no\es normal bajo ciertas condiciones.

LEMA 0.1.2 (Lema de Jones). "SiX es nomtal y separable entonces todo cerrado
discreto en X tiene cardinalidad men0r.que c.

Como hemos mencionado, una de las propiedades mdas importantes de
los espacios normales es la extensién de funciones/continuas sobre subespa-
cios cerrados que enunciamos a continuacion.

LEMA 0.1.3 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio niorinal y sean F, G cerra-
dos ajenos en X. Sea [a, b] un intervalo cerrado en R, entonices existe una funcién
continua

f:X—ab]

tal que f(x) =a,paracadax € F; f(y) = b, paracaday € G.

TEOREMA 0.1.4 (Teorema de extension de Tietze-Urysohn). Sea X-iin espacio
normal y F un subconjunto cerrado de X, entonces cualquier funcion contifiua f :
F — R se extiende a una funcion continua f : X — R.

Un resultado que nos sera muy titil es el Teorema de Categoria de Baite:

TEOREMA 0.1.5. Si un espacio métrico completo es igual a la unién numerable de
conjuntos cerrados, entonces al menos un cerrado tiene interior no vacio.



Capitulo 1

C-Normalidad

1.1 Antecedentes

En el afio 2012 A. V. Arhangel’skii sugiri6 el estudio en Topologia General
de dos variantes de la normalidad; la C-normalidad y la epi-normalidad.
Afios mads tarde AlZahrani y Kalantan publicaron un estudio sistematico de
estas dos propiedades (véase [9];{10]) destacando ciertas clases completas de
espacios que son C-normales, asf'como ejemplos muy particulares.

En este capitulo preséntamos un_estudio sistemético de las clases mas
generales de espacios C-P _y“epi-P, donde P es una propiedad topolégica
arbitraria y que se definen deumnanera@imilar al caso en que P es la norma-
lidad (ver [11]). Mostramos, en/particular,‘que las clases C-P y epi-P son
hereditarias, aditivas o productivas cuando 7 es hereditaria, aditiva o pro-
ductiva, respectivamente. Aplicamos/despuiés@stos resultados para estudiar
los espacios C-normales; extendemds las clases de espacios C-normales co-
nocidas probando que incluyen a los productos'de/espacios localmente com-
pactos, a los espacios localmente Lindelof; brindanidoitambién algunos ejem-
plos especificos. En [1] Saeed mostré la existencia’destin espacio Tychonoff
no C-normal, nosotros explotaremos los espacios aséciados con el ejemplo
obtenido por Saeed para probar que la C-normalidad no.se preserva bajo
subespacios cerrados, uniones de subespacios, imagenes.conitinuas y cerra-
das, y preimagenes de funciones perfectas; lo cual muestra que el comporta-
miento categérico de esta propiedad es muy distinto al de la normalidad y
asi responderemos algunas cuestiones planteadas en [9].

A lo largo de este capitulo trabajaremos con la generalizaciénde las si-
guientes definiciones.

DEFINICION 1.1.1 (Arhangel’skii,2012). Un espacio topolégico X es llamado
C-normal si existen un espacio normal Y y una funcién biyectiva f : X
Y tal que la restriccion f|c : C — f(C) es un homeomorfismo para cada
subespacio compacto C C X.
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DEBRINICION 1.1.2 (Arhangel’skii,2012). Un espacio topoldgico X es llamado
epi-nofmal si existe una funcién continua y biyectiva f : X — Y para algtin
espacio normal Y.

1.2 Las clases de espacios epi-P y C-P

En esta seccion anmalizaremos la generalizaciéon de la C-normalidad y de la
epi-normalidad présentando la clase de espacios C-P y epi-P donde P es
una propiedad topolégica. Mds atin, mostraremos algunos resultados de es-
tas clases que se infiéren‘a través de las operaciones que preservan la pro-
piedad P.

Las siguientes definiciones son las versiones generales de la C-normalidad
y de la epi-normalidad.

DEFINICION 1.2.1. Sea P una propiedad topolégica.

e Un espacio X es C-P si existe’una funcién f : X — Y biyectiva, donde
Y tiene la propiedad P, y,f|c %,C — f(C) es homeomorfismo para cada
compacto C C X.

e Un espacio topolégico Xses)llamddo epi-P si existe una funcién con-
tinua y biyectiva f : X —_Y para algun espacio Y con la propiedad
P.

Dada una propiedad topolégica 2, como toda funciéon continua y biyec-
tiva definida en un espacio compacto sobre un espacio Hausdorff es un ho-
meomorfismo sobre su imagen, todo espacio epi-P-€s«C-P. La otra implica-
cién no siempre es cierta, por ejemplo cuando P es lashermalidad (ver [10,
Ejemplo 1.10]). El siguiente resultado nos proporciona unha-condicién bajo la
cual las dos nociones anteriores son equivalentes. La prueba se sigue inme-
diatamente de [2, Teorema 3.3.21].

PROPOSICION 1.2.2. Si P es una propiedad topoldgica y X es un kiespacio, en-
tonces X es C-P si y solo si X es epi-P.

Si una propiedad topolégica P implica otra propiedad topolégica €, en-
tonces todo espacio X que es epi-P es también epi-Q y todo espacio;que’es
C-P es C-Q. Obsérvese que, si P y Q son propiedades distintas, las clases‘de
espacios epi-P y epi-Q pueden coincidir, por ejemplo cuando Q es la clase
de espacios epi-P se tiene que epi-P y epi-Q son la misma clase. De forma
similar, C-P y C-Q pueden coincidir, como veremos a continuacién con los
espacios C-P y C-(C-P), donde a esta tltima clase pertenecen los espacios
X que admiten una funcién biyectiva f sobre un espacio Y tal que f es ho-
meomorfismo sobre los compactos y Y tiene C-P .
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PROPOSICION 1.2.3. Si P es una propiedad topoldgica, las clases de espacios C-P
Y @=(€*P) coinciden.

Demostracion. Es suficiente probar que todo espacio C-(C-P) es C-P. Supon-
gamos'que existe f : X — Y biyectiva, donde Y es C-Py f|c : C — f(C)
es homeomorfismo para cada subespacio compacto C C X, probaremos que
X es C-P.'Como Y es C-P, existen un espacio Z con la propiedad P y una
funcién biyectiva ¢ : Y — Z tal que g|p : D — g(D) es homeomorfismo
para cada subespacio compacto D C Y. Afirmamos que g o f atestigua que
X es C-P. En efecto, sea C C X compacto. Como f|c : C — f(C) es homeo-
morfismo, entonces D= f(C) es compacto. Se sigue que g|p : D — g(D)
es homeomorfismo. Por lo tanto (g o f)|c = (g|p) o (flc) : C — go f(C) es
homeomorfismo y dado.que Z tiene P se concluye que X es C-P. O

A continuacién analizaremos algunas propiedades que las clases epi-P
y C-P adquieren cuando la.clase de los espacios que satisfacen P poseen
ciertas caracteristicas.

PROPOSICION 1.2.4. Si P es und propiedad hereditaria, entonces las clases C-P
y epi-'P son hereditarias.

Demostracion. Mostraremos el'caso dé los espacios C-P, la demostraciéon pa-
ra los espacios epi-P es similar. Sea A'un subconjunto de X. Como X es un
espacio C-P entonces existe f : X =*Y biyegctiva, donde Y tiene la propiedad
P, tal que f|c : C — f(C) es homeemorfisme'para cada subespacio compac-
to C C X. Dado que la propiedad ‘P-es hereditaria, se tiene que f(A) posee
la propiedad P. Es claro que f|4 : A=% f(A) e§biyectiva. Ya que cualquier
subespacio compacto de A es compacto en X, se tiene que (f|a)|c = f|c es
homeomorfismo para cada subespacio compacto € Q A. Por lo tanto A es
C-P. O

PROPOSICION 1.2.5. Si P es una propiedad x-productiva, entonces las clases C-P
y epi-'P son cerradas bajo productos de « factores.

Demostracion. Probaremos solamente el caso de C-P, el caso de epi-P es si-
milar. Sea { X; }ses una familia de espacios C-P donde S tiene cardinalidad «.
Paracadas € S,sea fs : Xs — Y una funcién biyectiva para algtinrespacio Y
con la propiedad P tal que f;|c, : Cs = f5(Cs) es homeomorfismo para cada
subespacio compacto Cs C X;. Notese que f = [[scs fs 1 [ Tses Xs — Flszs Ys
es biyectiva. Ademds, como P es una propiedad x-productiva se sigite’que
[ses Ys tiene la propiedad P. Dado C C [[;c5 Xs compacto obsérvese que,
si D = [lies 7s(C), la funcién fp = [lses fslrc) = D — f(D) es tn
homeomorfismo y como consecuencia f|c : C — f(C) también es un ho-
meomorfismo. Por lo tanto, [[;c5 Xs es C-P. O
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PROPOSICION 1.2.6. Si P es una propiedad x-aditiva, entonces las clases C-P y
epi-P+Son cerradas bajo sumas de x factores.

Demostraeién. Consideraremos el caso C-P, el caso de epi-P es similar. Sea
{Xs }ses una' familia de espacios C-P donde |S| = k. Para cada s € S, sea
fs + Xs — ¥ una funcién biyectiva para algtn espacio Y; con la propiedad
P tal que fs|&t Cs+— f5(Cs) es homeomorfismo para cada subespacio com-
pacto C; C Xs¥Coemo P es una propiedad x-aditiva se sigue que @ 5 Vs
tiene la propiedadsP. Ademas la funcion @,cs fs 1 Dscs Xs — Pses Ys s
biyectiva. Ahora séa € C @,c5 Xs compacto, entonces el conjunto Sy = {s €
S:CNXs # @} es finitory C; = C N X, es compacto para cada s € Sp. En-
tonces (Dses fs)|lc = Dsespfslc, es un homeomorfismo porque f;|c, es un
homeomorfismo para cadas € Sy. Por lo tanto, P,c5 Xs es C-P.

PROPOSICION 1.2.7. Sean PO propiedades tales que X x Y tiene P siempre
que X tiene Py Y tiene Q. Entances X x Y es C-P siempre que X es C-P y Y es
C-Q.

Demostracion. Dado que X es C-Piexiste f : X — Xp biyectiva, donde Xy
tiene P, tal que f|c : C —f(C) es un homeomorfismo para cada subespa-
cio compacto C de X. De forma similatyicomo Y es C-Q existe g : Y — Y
biyectiva, para algtn espacio ¥p que satisface Q, tal que g|c : C — f(C)
es un homeomorfismo para cada.subespacio’¢ompacto C de Y. Es f4cil ve-
rificar que la funciéon h = f x g/ X X Y 4" Xo X Yy es biyectiva y que
(f x8)lc: C — (f xg)(C) es un homeomotfismo para cada subespacio
compacto C de X x Y. Ademas, por hipotesis Xg_x Yy satisface P. Por lo
tanto, X x Y es C-P. O

TEOREMA 1.2.8. Sea P una propiedad que se preserva bajo duplicados de Alexan-
droff, entonces A(X) es C-P (epi-P) siempre que X es C-PHepi<P).

Demostracion. Mostraremos el caso de los espacios C-P, el caso epi-P es si-
milar. Sea X un espacio C-P, entonces existe un espacio Y quetiene P y una
funcién biyectiva f : X — Y tal que f|c : C — f(C) es un‘homeomor-
fismo para cada subespacio compacto C C X. Consideremos los espacios
duplicados de Alexandroff A(X) y A(Y) de X y Y, respectivamenite. Dado
que Y tiene P se sigue que A(Y) tiene P. Definamos F : A(X) — A(Y) por
F(x) = f(x) y F(x') = f(x)' para cada x € X, la funcién natural indtcida
por f. Notemos que F es una funcién biyectiva. Sea C C A(X) un subespas
cio compacto. Mostraremos que F|c : C — F(C) es un homeomorfismo. Séa
p: A(X) — Xla funcién dada por p(x) = x = p(x’), para cada x € X. No~
temos que p es continua. Consideremos el compacto D = p(C) y notemos
que g = f|p es una funcién continua y biyectiva. Es fdcil verificar que la fun-
cién natural G : A(D) — A(g(D)) inducida por g, dada por G(x) = g(x) y
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G(x)) = g(x)' paracada x € X, también es continua y biyectiva. Como A(D)
es«Compacto se sigue que G es un homeomorfismo. Por lo tanto F|c = G|c
también es un homeomorfismo. O]

Consideremos ahora la siguiente construccién. Sea X un espacio. Tome-
mos kX = X, Definase una topologia sobre kX como sigue: un subconjunto
de kX es dbierto si y solo si su intersecciéon con cualquier subespacio com-
pacto C de X“es-abierto en C. El espacio kX con esta topologia es un k-espacio
y tiene los mismos subespacios compactos y la misma topologia sobre estos
subespacios que'XDe estas observaciones se concluye lo siguiente.

PROPOSICION 1.2.9.+5ea P una propiedad topolégica. Dado cualquier espacio X,
se cumple que X es C-P,siy solo si kX es C-P.

1.3 Espacios C-nermales

En esta secciéon nos enfocaremos particularmente en la C-normalidad y al-
gunas propiedades con las que gtiarda relacién. Obsérvese que los espacios
epi-normales, los espacios/C-compactos y los espacios C-metrizables son C-
normales. De este modo, losSiguientes resultados muestran ejemplos de es-
pacios C-normales.

En el Ejercicio 3.3.D de [2}se-prueba_gque todo espacio localmente com-
pacto es epi-compacto, asi se tiene‘el siguiénte corolario.

COROLARIO 1.3.1. Si {X;}ses es wnasfamiliade éspacios localmente compactos,
entonces el producto [ [;cs Xs es epi-compacto.

EJEMPLO 1.3.2. Dado que el conjunto de los niimérgs reales R es localmen-
te compacto, como consecuencia del Corolario 1.3.1_se tiene que RS es C-
normal, para cualquier conjunto S. Ademds, si S es lagfecta de Sorgenfrey, es
claro que S° admite una funcién continua y biyectiva sobreR®, asi podemos
aplicar la Proposicién 1.2.3 para ver que S° es C-normal. Sinsefnbargo, R® no
es normal cuando el conjunto S es no numerable (véase [2, Ejercicio 2.3.E]) y
S° no es normal cuando S tiene al menos dos elementos (véase [2, Ejemplo
2.3.12]).

Trabajaremos ahora con una nocién mas general que la compacidaddocal,
la propiedad de Lindel6f local, con la finalidad de obtener mds ejemplos de
espacios C-normales.

PROPOSICION 1.3.3. Si X es regular y localmente Lindeldf, entonces X es'epi-
Lindelof.
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Demostracién. Debemos mostrar que X admite una funcién biyectiva y con-
tinuasen un espacio Lindelof. Sea Y = X U {y} donde y ¢ X. Definamos
una topglogia en Y de la siguiente manera. La topologia de Y es la minima
topologia enY que satisface las siguientes condiciones:

1. Contiene'a la topologia de X.

2. Contiene a’cada conjunto U C Y tal que y € U y cuyo complemento
Y \ U es cetrado6 en X y posee una vecindad en X cuya cerradura en X
tiene la propiedad de Lindelof.

Como X es regular y'localmente Lindelof, entonces el espacio Y es Tj. Veri-
ficaremos ahora que Y es regular. Tomemos un punto x € Y y una vecindad
abierta U de x. Si x # ygpodemos suponer que U C X y que U es Lin-
delof. Por la regularidad de_X.existe una vecindad abierta V de x tal que
x € V. CV C U.Obsérvesegtie V es cerrado en Y. Si x = y podemos su-
poner que F = Y \ U es cerradoen X y posee una vecindad V en X cuya
cerradura V en X tiene la propiedad de Lindel6f. Como V es normal, existe
W abierto en X tal que F C W,C W.C V C V. Se sigue que W es cerrado en
YysiO=Y\Wentonces £ O C O.c¥\ W C Y\ F = U. Por lo tanto, el
espacio Y es regular.

Es facil verificar que Y es Lindelof. Fijemos x € X y consideremos el
espacio Z que resulta de Y al identificar alos puntos x yy,yseaq:Y — Z
la funcién cociente asociada con estd identificacion. Como Y es normal y g
solamente identifica a un subconjunto cerrado, el'espacio Z es regular. Como
g es continua, se tiene que Z es Lindeléf. Finalmente, es claro que la funcién
g|x : X — Z esbiyectiva y por lo tanto dicha funcién-atestigua que el espacio
X es epi-Lindelof. O

Mostraremos ahora algunos ejemplos de espacios localtmente Lindeldf, y
por lo tanto C-normales, que no son localmente compactos y tampoco son
normales.

EJEMPLO 1.3.4. Sea X un espacio localmente compacto no normal y Y un
espacio Lindelof no localmente compacto. Consideremos el espacio X x Y'y
notemos que X X Y no es normal, ya que contiene a un subespacio cerrado
homeomorfo a X que no es normal, y no es localmente compacto; ya que
contiene a un subespacio cerrado homeomorfo a Y que no es localmente
compacto. Sin embargo, el producto X x Y si es localmente Lindel6f. Porlo
tanto, la Proposicién 1.3.3 implica que X x Y es C-normal. Como un caso
particular podrfamos tomar X como la plancha Tychonoff sin un punto y ¥
como la recta de Sorgenfrey.

EJEMPLO 1.3.5. Consideremos la siguiente variante de los Y-espacios. Sea A
una familia maximal de subconjuntos no numerables de w; tales que A N B
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es'numerable para cada A, B € A. Es facil verificar que la maximalidad de
Admplica que | A| > w,. Consideremos el espacio ¥(A) = w; U A, donde
cada punto en w; es aislado y cada A € A tiene como base de vecindades
abiertasea la familia {A\ C : C € [w1]=?“}. Se observa de la definicién que
¥ (.A) esloealmente Lindel6f y no localmente compacto.

Probaremes ahora que ¥ (.A) no es normal. Supongamos por el contrario
que ¥(A) es normal. Sea { A }x<w, una particién de A en subconjuntos no
vacios y fijem@s Ay € A, para cada & < wp. Dado & < w; por la normali-
dad de ¥(.A) podemos encontrar un subconjunto no numerable B, de w; tal
que los conjuntos’AxU By v (A \ Ay) U (wy \ By) forman una particiéon de
¥ (.A) en conjuntos-abiertos. Construiremos un subconjunto {x, }a<w, de wy
recursivamente como sigtie. Fijemos xo € Ap y si se tiene definido {x, }4< B
para algin B < wy, fijemos x5 € Apg \ Uy<p({xa} U By). Consideremos el
conjunto no numerable B =\{x4 }n<w,, luego la maximalidad de A implica
que A N B es no numerablé para algin A € A. Sabemos que A € A, para
algin v < wj. Como {A} U B4 es abierto, entonces (AN B) \ B, C A\ B,
es numerable, asi (A N B) \ By C {x4}4<p para algtn ¥ < B < wi. Ya que
AN B es no numerable podemos suponer que f es tal que x5 € AN B. Sin
embargo, por construccion xg ¢ Bs; 10 cual no es posible. Por lo tanto, el
espacio ¥(.A) no es normal

PROPOSICION 1.3.6. Si cualquuer subespatiomumerable de X es discreto entonces
X es C-normal.

Demostracién. A causa de [9, Corolarie,1.4] es’suficiente mostrar que los tini-
cos subconjuntos compactos de X son'los firtitesy Sea A C X infinito. To-
memos B C A infinito y numerable. Notemos qtie:B es cerrado en X pues
B U {x} es discreto para cada x € X. Como B es disereto, se sigue que A no
es compacto. [

Describimos ahora un ejemplo de un espacio para‘el cual todo subcon-
junto numerable es discreto, y por lo tanto C-normal, pero_gtie no es normal.
Tal ejemplo fue obtenido por Shakhmatov.

EJEMPLO 1.3.7. Sea I¢ el cubo de Tychonoff de peso ¢. Sea
YIf={xel:|{a<c:m(x) #0} <w} CI,

el X-producto de ¢ copias del intervalo unitario con centro en 0. Né6tése 'que
|ZI°| = ¢, tomemos una enumeracion { x, }4<. de los elementos de £I° donde
cada elemento se repite ¢ veces. Tomemos ademds una enumeracién {Ay M<e
de los elementos de [¢]<“ donde cada elemento aparece ¢ veces. Para cada
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x <sse determinara un punto y, € I por:

mg(xa) sif<a;
nﬁ(ya) =<1 sifp>uw, B e Ay
0 sip>apB & Ay

Como se pruebaen [12, Ejemplo 1.2.5], el espacio Y = {ya }a<c C I es pseu-
docompacto y ctialgtiiera de sus subconjuntos numerables es discreto. Co-
mo Y es pseudocompacto y no numerablemente compacto, se concluye de
[2, Teorema 3.10.21] ‘qué\Y.no puede ser normal.

1.4 Operaciones(con espacios C-normales

En esta seccion mostraremos ciertas propiedades que preservan la C-norma-
lidad, asi como también ejemplos«donde la C-normalidad no es preservada.

En [1] M. M. Saeed mostr¢6 la existencia de un espacio Tychonoff que
no es C-normal. Tal ejemplo se construye de la siguiente manera: sea 2! el
producto topolégico de w; ‘copias del.espacio discreto de dos puntos. Ahora
considérese el subespacio

Y241 = {x € 2%ty ~1(1) e§ numerable},

entonces el producto 21 x ¥2¢1 no és C-normal{véase [1, Ejemplo 8]).

El ejemplo que acabamos de mencionar nos pfovee ademads de un ejem-
plo de un espacio compacto y un espacio,normal tales que su producto no es
C-normal, de lo cual concluimos que la C-normalidad no es una propiedad
productiva.

Sabemos que la normalidad se preserva bajo subespadcios cerrados y fun-
ciones continuas y cerradas. En las siguientes lineas aprovecharemos el ejem-
plo antes mencionado para mostrar que la C-normalidad no.necesariamente
se preserva en estos casos.

EJEMPLO 1.4.1. Existe un espacio epi-compacto que contiene un subespacio
cerrado que no es C-normal.

Demostracion. Consideremos el producto cartesiano Y = 21 x 2“1"gonyla
topologia producto y el producto cartesiano X = 21 x 2“1 con la topo4
logia que se obtiene de la topologia producto al agregar como abiertos’a
2¢1 x 3291 y a su complemento. Notemos que X es epi-normal, en efecto;
la funcién identidad id : X — Y es continua y Y es compacto. Es claro que
291 x 32¢1 es cerrado en X, ademads la topologia que hereda 21 x ¥2“1 de
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X#ceincide con la topologia que hereda de Y. Por lo tanto, 2“1 x £2“1 es un
subespacio cerrado de X que no es C-normal. O

EJEMPEO 1.4.2. Existe un espacio que no es C-normal, pero que es imagen
contindawyy cerrada de un espacio epi-compacto.

Demostraciofi.y Tomemos X y Y como en el Ejemplo 1.4.1. Ahora considere-
mos la funcion f : X — Y dada por:

id(x) six €29 x X291,
£(x) = {0
en otro caso.

Notemos que f es continua y f(X) = 291 x X2%1. Observemos que si F
es cerrado en X, entonces#f (F) = FN (241 x X291) o f(F) = (FN (2“1 x
¥2¢1)) U {0}, de lo cual se'deduce que f es una funcion cerrada. Solo nos
resta recordar que X es epi‘compacto y que f(X) no es C-normal. O

Como toda funcién contintia'y cerrada es cociente, del resultado anterior
concluimos que, en particular, la, C-normalidad no se preserva bajo funcio-
nes cocientes. Sucede qtie’tampoce-se/preserva bajo imagenes inversas de
funciones que son perfectas_y. abiertas..En efecto, tomemos la proyeccion
7T 2 291 X X291 — X291 sobre'el segunderfactor. Como 2“1 es compacto, se
sigue de [2, Teorema 3.7.1.] quie fa funcién 7t ademds de abierta es perfecta.
Sin embargo, £2¢1 es C-normalsfientras(que 241 x X241 = 7~ 1(X2¢1) no
es C-normal. O

Abordaremos ahora el caso de lasuniones, para ver que la C-normalidad
no se preserva bajo la unién de dos subespacios @rbitrarios, recurriremos a
otro ejemplo obtenido en [13].

EJEMPLO 1.4.3. Existe un espacio no C-normal que es-unién de un subespa-
cio compacto y un subespacio localmente compacto.

Demostracién. Consideremos el producto (wq + 1) x [0, 1], el'subespacio R =
{w1} x (0,1), el espacio X = ((w; + 1) % [0,1]) \ R, y el espacioyY = X x
(w1 + 1). Entonces el espacio Y no es C-normal (ver [13]). Ahora, tomemos
A= (w1+1)x{0,1} x (w1 +1)yB = (w1 +1)x(0,1) x (w1 ¥1). Clara-
mente A es compacto, B es localmente compactoy Y = AU B. O]

Responderemos ahora de manera afirmativa la siguiente pregunta ‘que,
como se menciona en [14], fue planteada por A. V. Arhangel’skii: ;Existe un
espacio normal que no es C-paracompacto?

EJEMPLO 1.4.4. Existe un espacio normal que no es C-paracompacto.
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Demostracién. Consideremos el espacio normal >2“1. Supongamos que el es-
pacieo2.2“ es C-paracompacto. Dado que 2“1 es C-compacto, de la Proposi-
cién 1.2.7 'y el hecho de que el producto de un espacio compacto y un espacio
paracompacto siempre es paracompacto (ver [2, Teorema 5.1.36]), se sigue
que 2“1 X224 es C-paracompacto y por lo tanto C-normal; lo cual sabemos
no es cierto. Porlo tanto, el espacio 22“1 no es C-paracompacto. O

Obsérvese querusando el espacio descrito en los Ejemplos 1.4.1y 1.4.4 se
deduce que la C-patacompacidad no se hereda a subespacios cerrados. Cabe
mencionar que el Ejemplo 1.4.4 también proporciona un ejemplo de un es-
pacio epi-normal que(holes C-paracompacto, lo cual responde otra pregunta
de [14].

1.5 Espacios epi-normales

En esta seccién nos enfocaremos$'en los espacios epi-normales mostrando
algunos resultados que poseen.

Se sigue de los Ejemplos-1:4.1, 1.4.2 y 1.5.4 que la epi-normalidad no se
preserva bajo subespacios cetrados, uhienes, productos, imagenes continuas
y cerradas, o bajo preimagenés de funcioneés perfectas.

Analizaremos ahora aquellas propiedadescde los espacios epi-normales
que se asemejan a aquellas correspondientes de\les espacios normales.

PROPOSICION 1.5.1. Sea X un espacig epi-normalysi g : C — R es una funcion
continua, donde C C X es compacto, entonces existesg X — R continua tal que

le=g

Demostracién. Sea f : X — Y continua y biyectiva, paralalgin espacio nor-
mal Y. Notemos que f|c : C — f(C) es un homeomorfismo. Como Y es
normal, la funcién & = go (f|c)~! : f(C) — R admite @na extensién con-

tinua i : Y — R. Consideremos la funcién continua ¢ =@ of : X — R.
Obsérvese que

gle = (ho f)lc = (hlsc)) o (flc) =g (fle) o flc =g
Asi ¢ es la extension buscada. O
COROLARIO 1.5.2. Si X es epi-normal, entonces X es Urysohn.

Demostracién. Dados x,y € X distintos, por la Proposicién 1.5.1 podemads
tomar una funcién continua f : X — Rtalque f(x) =2y f(y) = 5. Entonces
los abiertos U = f~1((1,3)) y V. = f1((4,6)) tienen cerraduras ajenas y
contienen a x y y, respectivamente. O
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El siguiente ejemplo muestra que, en general, los espacios epi-normales
no‘hecesariamente son regulares.

EJEMPLO 1.5.3. Sea X = R y consideremos la sucesion A = {1/n},eN.
Definage la topologia T’ en X como la familia de conjuntos de la forma U \ B
donde B,C+A y U es un abierto en la topologia usual T de R. Claramente
(X, 7') es epi-normal ya que su topologia es mas fina que la topologia usual.
Por otro lade”(X, ') no es regular ya que {0} y A no pueden ser separados
por abiertos ajenos (cualquier conjunto abierto de (X, T’) que contenga a A
contiene a 0).

EJEMPLO 1.5.4. Existe”un espacio que no es C-normal y tampoco Urysohn
que es unién de dos subespacios cerrados C-normales.

Demostracién. Sea X =Rt {0’} donde 0’ no pertenece a IR?. Definamos la
topologia en X de la siguiénte manera: las vecindades de los puntos distintos
a 0y 0’ son las mismas quesen R?, las vecindades bésicas para 0 y 0’ son
Va(0) = {(x,9) : X2 412 < 1/ > 0} U{O} y V() = {(x,y) : 22 + 12 <
1/n%,y < 0} U{0'} para cadag—€ IN. Observemos que 0 y 0’ no tienen
vecindades con cerraduras/ajenas por lo tanto se tiene que X no es Urysohn.
Como una aplicacion del€orolario 1\5:2 se sigue que X no es epi-normal, y
del hecho de que X es un espacio Fréc¢het-Urysohn utilizando la Proposicion
1.2.2 se concluye que X no es C-normal’’Sean A = {(x,y) : y > 0} y B =
({(x,y) :y <0}U{0'})\ {0}. No.es muy difieil ver que A y B son cerrados
en X, ademds A es epi-normal ya qtie la topelogia que hereda de R? es més
gruesa que la que hereda de X. Porotto lado, como B es homeomorfo a A se
sigue que también B es epi-normal. Se“concluye/que X = A U B es unién dos
subespacios cerrados que son C-normales. O

En el caso de los espacios C-normales, estos no neCesariamente son Ury-
sohn, como lo muestra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.5.5. Consideremos el espacio w; con la top¢logia discreta. Sea
L = wi + 1 con la siguiente topologia. El espacio w; es abierto en L y w;
tiene como base de vecindades abiertas a todos los conjuntos de la forma
(a, w1] donde & < wy. Consideremos el subespacio abierto O =Awq + 1) %
wy de L x L. Sea {A1, A2} una particién de wj en conjuntos no nuiherables.
Consideremos el espacio X = O U {x1, x2}, el espacio que resulta_de O al
agregar dos puntos distintos que no estdn en L x L, con la topologia definida
como sigue. El espacio O es abierto en X y las vecindades abiertas dex;son
los conjuntos de la forma (U N (A; x wy)) U {x;} donde U es una veciridad
abierta de (w1, wp) en L x L, parai = 1,2. Observemos que el espacio X €s
Hausdorff. Ademas, X no es Urysohn porque x; y x; no se pueden separar
por conjuntos abiertos en X con cerraduras ajenas. Sin embargo, si tomamos
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Y =0 {x1} & {x2}, entonces Y es normal y cada restriccion de la funcién
identi de X en Y a cada subconjunto compacto es un homeomorfismo,
es decir,/X es C-normal.
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Capitulo 2

Axiomas de separacidn relativos

En este capitulo analizaremos algunas propiedades relativas asociadas a los
axiomas de separaciéfiponiendo énfasis en las propiedades relativas de la
normalidad.

Propiedades topoldgicas.relativas

Dada una propiedad topolégica-P-en algunos casos hay varias maneras de
generar una propiedad ndeva a partir de ella ya sea fortaleciéndola (como
hemos visto con la C-normalidad) o debilitindola; una manera de hacer esto
altimo es asociarle su version relativa 46 cual consiste en estudiar la propie-
dad en un subespacio relaciortando la prépiedad en el subespacio con los ele-
mentos del espacio donde este se encuentrasinmerso. Las propiedades topo-
l6gicas relativas han sido estudiadas)de manera intrinseca en topologia; por
ejemplo, la compacidad numerable rélativa aparece en el trabajo de A. Grot-
hendieck en [15], V. V. Tkachuk consider¢ las ditmenhsiones relativas en [16] y
[17], A. Chigogidze incluy6 en sus textos algunas yersiones de regularidad y
normalidad relativas (véase [18]). El estudio sistemfatico de las propiedades
topoldgicas relativas lo propuso Arhangel’skii; para algunas propiedades es
intuitivo como determinar su version relativa, sin embargo para otras resulta
algo no trivial pues a algunas propiedades globales les cérresponde no una,
sino varias variantes naturales de la misma, tan naturales que es dificil tener
preferencia por alguna de ellas. La importancia radica en investigar cudl de
las variantes relativas permite probar los anadlogos relativos de teéremas cla-
sicos acerca de tal propiedad global. Sin conocer de antemano losa€sultados
de tal investigacion es necesario determinar el comportamiento defcada una
de ellas. Por supuesto, en este caso surge el problema de comparar cada.una
de tales variantes, lo que no siempre resulta trivial.
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Axiomas de separacién

La definicion de espacio topolégico es muy general que no permite probar
muchos-teoremas interesantes. Los axiomas de separacién son de lo maés
comunes, importantes e interesantes conceptos en Topologia. Ellos pueden
usarse paradefinir clases més restringidas de espacios topolégicos. Los axio-
mas de separaciom son usualmente denotados con la Letra T que proviene
de la palabra alemana “Trennung” que significa separacion. Varios de los
axiomas de separaeion son definidos en términos de subconjuntos cerrados
y sus definiciones som engafiosamente simples. Sin embargo, la estructura
y las propiedades de(estos espacios no siempre son faciles de comprender.
Los axiomas de separacion que fueron estudiados de esta manera fueron los
axiomas de Hausdorff, la-tegularidad y la normalidad. En este capitulo no
trataremos de definir una ‘propiedad relativa en general si no que nos limi-
taremos a definir y a estudidr algunas versiones relativas de los axiomas de
separaciéon como: la propiedad«de Hausdorff relativa, la regularidad relativa,
la propiedad de Tychonoff relativawy la normalidad relativa.

2.1 Propiedad de Hausdorff relativa y regularidad
relativa

Iniciaremos el estudio de las propiedades relativas considerando la propie-
dad de Hausdorff relativa, que como mencionameos antes presenta méas de
una version relativa.

DEFINICION 2.1.1. Sea Y C X. Diremos que Y es Haustorff en X, si para cua-
lesquiera dos puntos diferentes v1,y2 € Y se pueden ehcontrar dos abiertos
ajenos Uy, Uy en X tales que y; € Uy y y2 € Up. También.se\dice en este caso
que X es Hausdorff relativoa Y.

Notemos que Y Hausdorff en X implica que Y es Hausdorff:

DEFINICION 2.1.2. Se dice que un subespacio Y de X es fuertemente Hausdorff
en X, si para cualquiera dos puntos diferentes y € Yy x € X existen dos
abiertos ajenos U, V en el espacio X talesquey € Uy x € V.

De la definicién 2.1.2 se sigue que si Y es fuertemente Hausdorff efi X
entonces Y es Hausdorff en X.

Ahora veremos un ejemplo de un subespacio Hausdorff pero no fuerte
mente Hausdorff.

EJEMPLO 2.1.3. Sea Y un conjunto infinito y sean p y q dos puntos que no
pertenecen a Y. Consideremos X = Y U {p,q} y definamos una topologia
sobre X como sigue.
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e Los conjuntos @ y X son abiertos.
¢ Paracadax €Y, {x} es abierto.

e Parax € {p,q}, las vecindades son de la forma {x} U (Y \ Z); donde
Z &Y.

Tomemos ¥ = Y U {p}. Para probar que Y’ es Hausdorff en X, sean x,y €
Y’ tales que x” #.y. Supongamos sin pérdida de generalidad que x # p.
Luego U = {x} x4V = X\ {x} son abiertos ajenos en X que separan a x e
y respectivamente. Peor lo tanto Y’ es Hausdorff en X. Consideremos ahora
abiertos basicos parap y g, es decir, U = {p} U (Y\ Z1)yV = {q} U (Y \ Z,)
donde Z1,Z; € [Y]~“,Notemos que

uUnv=[{ptuys)]n{q; U(Y\Z2)] =Y\ (Z1UZ,).

Como Z; y Z son finitos'suunién lo es también. Por lo tanto U NV # @.
Se concluye que Y’ no es fuertemente Hausdorff en X.

En el siguiente diagrama (ver\Figura 2.1) se muestran las relaciones de la
propiedad de Hausdorff y'sus versiories relativas.

Fuertemente Hausdorff

2%,

Relativamente Hausdorff ——— Hausdorff

FIGURA 2.1: Propiedades de Hausdoxff relativas.

De manera similar a como se obtienen las versioneSyrelativas de la pro-
piedad de Hausdorff tenemos algunas versiones relativas de la regularidad.

DEFINICION 2.1.4. Diremos que Y C X es regular (fuertemente reqular) en X,
si para cada y € Y y para cualquier conjunto cerrado F en(Xtal quey ¢ F
existen abiertos ajenos Uy Ven X talesquey €c Uy FNY C Wy € Uy
F C V, respectivamente).

Se sigue de la definicién, que todo Y C X fuertemente regular‘en’ X es
regular en X y fuertemente Hausdorff en X. Enseguida probaremos que Y
regular en X implica Y regular y que si Y es regular entonces no necésaria-
mente Y es regular en X.

OBSERVACION 2.1.5. Si Y es regular en X entonces Y es regular. En efecto,
seay € Yy F un conjunto cerrado en Y tal que y ¢ F. Se sigue que existe F;
cerradoen X talque F = F; NY.Como y ¢ F se tiene que y ¢ F; y dado que



16 Capitulo 2. Axiomas de separacion relativos

Y essfegular en X se tiene que existen U y V abiertos ajenos en X tales que
ye Uy =FNY CV.Loqueimplicaque UNY y VN Y son los abiertos
ajenos en Y que separan a iy y F respectivamente.

EJEMPLO(2.1.6. Sean X y T’/ como en el Ejemplo 1.5.3. Sabemos que (X, T’)
no es regular’ Ahora tomemos Y = {0} U A. Note que Y es un subespacio
cerrado por ser unién de dos cerrados, ademads es un subespacio discreto
de (X, 1’), asi se’tiene que Y es regular. Sin embargo, como se mostr6 0 y el
conjunto A, el cial/€s cerrado en (X, T’) no se pueden separar por abiertos
ajenos en (X, T’). S€ concluye que Y no es regular en (X, /).

PROPOSICION 2.1.7.1SiZ C Y C X y Y es reqular (fuertemente regular) en X,
entonces Z también es regular (fuertemente reqular) en X.

Demostracion. Haremos la‘priteba para el caso regular, el otro caso es similar.
Seaz € Zy F cerradoen X tal'que z ¢ F. Comoz € Yy Y es regular en X se
tiene que existen U, V abiertosdjenos en X talesquez €c Uy FNY C V, lo
que implicaz € Uy FNZ C FAX,C V. Porlo tanto Z es regularen X. [

PROPOSICION 2.1.8. Si Y C Xy C X y Y es reqular (fuertemente reqular) en X,
entonces Y es regular (fuertemente reqular)en X;.

Demostracién. Haremos la prueba jpara elg€aso regular, el otro caso es similar.
Seay € Yy F C Xj cerrado en Xj tal que'y F. Como F es cerrado en X
entonces existe F; cerrado en X tal'que F = Fi/MXj. Dado que y ¢ F entonces
y & F; y como Y es regular en X entonces existen-lI, V abiertos ajenos en X
talesqueyc Uy FFNY C V,asiye Uy FNY & FENY C V. Se concluye
que UN X; y VN Xj son los abiertos ajenos en Xy que separanayy FNY
respectivamente. Por lo tanto Y es regular en Xj. [

Ahora mostraremos que la regularidad relativa y la’ fuertemente regula-
ridad se pueden caracterizar de manera similar a la regularidad local.

PROPOSICION 2.1.9. El subespacio Y es reqular en X si y sélo 5i pata cada punto
Yy € Y y cada conjunto cerrado F C Y tal que y ¢ F, existe un cgnjunto abierto
UCXtalqueyc UyUNF =®.

Demostracion. Supongamos que Y esregularen X.Seay € Yy F C Y cerrado
talque y ¢ F. Como F C Y es cerrado en Y existe F; C X cerrado-tal.que
F=FNYycomoy ¢ F se sigue que y ¢ F;. Dada la regularidad+de
Y en X se sigue que existen U, V abiertos ajenos en X tales que y € Uy
F=F NY C V. Ahora si tomamos x € F es claro que V es un abierto de i
enXtalque UNV =Qyporlotantox ¢ U. Asiy e Uy UNF = Q.

Supongamos que para cada punto y € Y y cada conjunto cerrado F C Y tal
que y ¢ F existe un conjunto abierto U C X talquey € Uy UNF = Q.
Seay € YyF C Xcerradoen X talquey ¢ Fj. Sesigueque F = FFNY
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es‘cerrado en Yy y ¢ F. Por hipotesis existe U abierto en X tal quey € Uy
UAE= @, tomando V = X \ U el cual es abierto en X se tiene que y € U,
F=HNYCVyUnV =2q. O

PROPOSICION 2.1.10. El subespacio Y es fuertemente reqular en X si y solo si
para cadaspunto y € Y y cada conjunto abierto U C X tal que y € U existe un
conjunto abierto.V C X talquey € V.C V C U.

Demostracién. (Supongamos que Y es fuertemente regular en X. Seay € Yy
U C X abierto talque y € U.Luego F = X\ U es cerradoen Xy y ¢ F.Dada
la fuertemente regularidad de Y en X existen V, W abiertos ajenos en X tales
quey € Vy F C WsAhora si tomamos x € F entonces W es un abierto de x
en X talque WNV =@y porlotantox ¢ V.Asiye VCV C X\ F=U.

Supongamos que para ¢ada punto y € Y y cada conjunto abierto U C X tal
que y € U existe un conjunto abierto V C X talquey € V C V C U. Sean
y € Yy F C X cerrado tal'‘que,y ¢ F. Se sigue quey € U = X \ F, asi por
hip6tesis existe V C X abiertotalquey € V C V C U. Tomando W = X \ V
el cual es abierto en X se tienequeyy € V,FC Wy VNW = Q. O

Concluimos esta seceion con otra.definicion de regularidad relativa.

DEFINICION 2.1.11. Diremos-que el/subespacio Y es superregular en X, si
para cada x € X y para cada-conjunto'gefrado F en X tal que x ¢ F, existen
conjuntos abiertos ajenos U, V en Xtalesiquexc Uy FNY C V.

El siguiente ejemplo muestra un espacio Y-fuertemente regular en X que
no es superregular en X y también finjespacio”Y_superregular en X que no
es fuertemente regular en X.

EJEMPLO 2.1.12. Tomemos (X, 7’) como en el Ejemplo 1.5.3. Sea Y = A.
Notemos que Y es fuertemente regular en (X, 7’). Pére,ya que el conjunto
cerrado A no puede ser separado del punto 0 por abiertos ajenos en (X, ')
se tiene que Y no es superregular en (X, 7’).

Por otro lado, tomemos Y; = {x|x <0} U{1/3,1/2} C (XT"). Observemos
que Y; es superregular en (X, 7'). Pero ya que el conjunto cerrado Ay 0 € Y3
no se pueden separar por abiertos ajenos en (X, 7’) se tiene que\Y; no es
fuertemente regular en (X, 7').

Como hemos observado la regularidad fuerte y la superregularidad no
tienen relacion entre ellas. El siguiente diagrama (ver Figura 2.2) resuthe las
relaciones entre la regularidad y sus propiedades relativas.
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Fuertemente Regular

|

Superregular ——— Regular relativo ——— Regular
FIGWRA 2.2: Propiedades de regularidad relativas.

2.2 Regulatidad completa relativa

Abordaremos el siguiente axioma de separacion relativo, la regularidad com-
pleta relativa.

DEFINICION 2.2.1. Diremos.que Y es Tychonoff (fuertemente Tychonoff) en X,
si para cada y € Y y cada derrado F C X, el cual no contienea y, v € F,
existe una funcién continua f #X*— R tal que f(y) =0y f(FNY) C {1}
(f(y) =0y f(F) C {1}, respectivamente).

DEFINICION 2.2.2. Se dice que Y ‘es casi Tychonoff en X, si para cada punto
y € Y y cada conjunto cerrado F C_Y;tal que y ¢ F existe una funcién
real f : X — R la cual es continua en t6dos los puntos de Yy f(y) =0y
f(E) € {1}.

Es facil ver que Y fuertemente Tychenoffien-Ximplica que Y es Tychonoff
en X y que Y Tychonoff en X impli¢a.que Y es.casi Tychonoff en X. Més atin
Y fuertemente Tychonoff en X implica.que Y &s fuertemente regular en X.
Ademas Y casi Tychonoff en X implica‘qde Y es Tychonoff.

Los siguientes ejemplos describen un'espacio Y que,es casi Tychonoff en
X pero que no es Tychonoff en X y un espacio Y que €§ Tychonoff en X que
no es fuertemente Tychonoff en X.

EJEMPLO 2.2.3. Sean S el semiplano superior, es decir, § =_{(x,y) € R? :
y > 0} yp = (0,—1) un punto que no estd en S. Para cada ntimero real x,
definamos Vy = {(x,y) € S: 0 <y <2}, Dy = {(s,s —x) €9:x <s <
x 42} y Oy = Vi U Dy. Definamos la topologiaen T = S U {p} generada de
la siguiente manera:

e Cada punto (x,y) € S cony > 0 es aislado.

e Para cada punto (x,0) € S, los abiertos basicos son de la forma O\\F
donde (x,0) ¢ F y F es un subconjunto finito de Oy.

e Un conjunto abierto bdsico en el punto p es de la forma {p} U U,,, don-
de n es un entero positivoy U, = {(x,y) € S: x > n}.
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Se“prueba en [19] que T es un espacio regular no completamente regular
yaque 0 y el conjunto cerrado [0,1] x {0} no se pueden separar por una
funcign continua en T. Sea Y = {(x,y)|y > 0} U {p}. Notemos que Y es
normal«Supongamos que Y es Tychonoff en T. Sea A = {(x,y)[0 < x <
1,0 < y=L2}. Esclaro que A escerradoen Ty p ¢ A. Como Y es Tychonoff
en T entonces existe una funcién continua f : T — R tal que f(ANY) =0
y f(p) = I'derla continuidad de f en T se sigue que f([0,1] x {0}) =0y
f(p) = 1. Lo ctial.es una contradiccion. Por lo tanto Y no es Tychonoff en T.

Probaremos”ahora que Y es casi Tychonoff en T. Sea y € Y y F cerrado
en Y tal que y ¢ F..€omo Y es normal por el Lema de Urysohn 0.1.3 existe
una funcién continua’f : Y — R tal que f(y) = 0y f(F) = 1. Definamos
f:T — Rcomo f(x)=A(x)six € Yy f(x) = f(p) en otro caso. Note que
f es extensién de f y qde es continua en cada punto de Y. Por lo tanto Y es
casi Tychonoffen T.

EJEMPLO 2.2.4. Sea T comoert el Ejemplo 2.2.3.Sea Y = {(x,y)]2 < y} U
{p}. Tomemos y € Yy F cerradoen T tal que y ¢ F. Como Y es normal por
el Lema de Urysohn 0.1.3 existe-una funcién continua f : Y — R tal que
fy) = 0y f(FNY) =A/Tomando f(x) = f(x)six € Yy f(x) = f(p)
en otro caso, obtenemos‘tina funcidn continua en T tal que f(y) = 0y
F(FNY) = 1. Por lo tanto Y(es Tychonoff en T.

Del hecho de que p y el conjunto.cerrados0, 1] x {0} no se pueden separar
por una funcién continua en T ‘se«€oncluyé que Y no es fuertemente Tycho-
noffen T.

En el siguiente diagrama (ver Figura 2.3) sé mitiestran las relaciones de la
propiedad de Tychonoff y sus versiones relativas:

Fuertemente Tychonoff

|

Tychonoff Relativo ——— Casi Tychonoff —— Tychonoff

FIGURA 2.3: Propiedades de Tychonoff relativas.

Caracterizaremos de manera local la propiedad de Tychonoff relatiya.

PROPOSICION 2.2.5. El subespacio Y es casi Tychonoff en el espacio X si.1jys6lo
si para cada punto yo € Y y cada conjunto abierto U en Y con yg € U existejuna
funcién real ¢ : X — R tal que g es continua en cada punto de Y para la cual ge
cumple que §(yo) =0y g(x) =1parax € Y\ U.



20 Capitulo 2. Axiomas de separacion relativos

Demostracién. Supongamos que Y es un subespacio casi Tychonoff en el es-
pacioXsSea yo € Yy U abierto de Y con yy € U. Se tiene que F = Y \ U
es cerrado en Y. Como Y es un subespacio casi Tychonoff en X existe una
funciénrealyf : X — R tal que f es continua en cada puntode Y, f(yp) =0
y f(F) C i},

Supongamos, que para cada punto yg € Y y cada conjunto abierto U C Y
con yp € U existe una funcién real g : X — R tal que g es continua en los
puntos de Y, g(y0))= 0y g(x) = 1 parax € Y\U.Seany € Yy F C Y
cerrado tal que y €.E;como F es cerradoen Y entoncesy € U = Y \ F el cual
es abierto en Y. Porhipétesis existe una funcién real ¢ : X — R tal que g es
continua en los puntos,dé Y para la cual se cumple que g(y) =0y g(x) =1
para x € Y\ U, lo que implica que g(y) =0y g(F) C {1}. O

2.3 Normalidad relativa

Trabajaremos ahora con las versiones relativas de la normalidad.

DEFINICION 2.3.1. Sea Y C_X: Diremos que Y es normal (débilmente normal)
en X, si para cada pareja de conjuntos*¢€rrados y ajenos F y G en X existen
U, V conjuntos abiertos y ajenOseen-X (abiertos ajenos en Y correspondiente-
mente) talesque FNY C Uy GOYY C V.

DEFINICION 2.3.2. Sea Y C X. Se dice que Y'es fuertemente normal en X, si
para cada pareja de conjuntos cerradoslajenosE.y.G en Y, existen conjuntos
abiertos ajenos U, V C X tales que F C/Uy G C W

Obsérvese que todo espacio Y fuertemente normalen X es normal en X
y que todo espacio Y normal en X es débilmente normal.en X.

Los siguientes resultados nos muestran la relacion ertre las versiones re-
lativas de la normalidad y los subespacios.

PROPOSICION 2.33. Si Y C Y7 C X1 C Xy Yj es débilmefite)mormal en X,
entonces Y es débilmente normal en X. En particular, siY C Z C XA/ es normal
entonces Y es débilmente normal en X.

Demostracién. Sean F, G C X cerrados y ajenos en X. Luego FN X7y G N X4
son cerrados y ajenos en Xj. Dado que Y; es débilmente normal en Xj.existen
U,V abiertos ajenos en Y7 talesque FNY; C Uy GNY; C V,lo que implica
que FNY CcUNYyGNY C VNY.Donde UNY y VNY son abiertos
ajenos en Y. Por lo tanto Y es débilmente normal en X.

Supongamos que Y C Z C X y Z es normal, luego Z es débilmente normal
en si mismo y por el resultado anterior se concluye que Y es débilmente
normal en X. O
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PROPOSICION 2.3.4. Si Y C Y1 C Xy Yj es normal en X, entonces Y es normal
eneX.,

Demestracion. Sean F,G cerrados y ajenos en X. Como Y; es normal en X
existen U,V abiertos ajenos en X talesque FNY; C Uy GNY; C V. Como
Y C Yisétieneque FNY C Uy GNY C V. Por lo tanto, Y es normal en
X. O

Ahora veamos“como se relacionan la normalidad absoluta y la relativa.
Para la normalidad)fuerte relativa se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.36. 51Y es fuertemente normal en X, entonces Y es normal.

Demostracion. Sean FG-cerrados ajenos en Y. Dado que Y es fuertemente
normal en X existen abiertos ajenos U,V en X talesque F C Uy G C V. Se
sigueque U; = UNY y V=)V NY son los abiertos ajenos en Y que separan
a F y G respectivamente. Pordo.tanto Y es normal. [

Notemos que por la Proposicion 2.3.3 si el espacio Y es normal, entonces
Y es débilmente normal en X. Pero de la normalidad del subespacio Y no se
sigue que Y sea normal €n/X incluso.euando X es un espacio Tychonoff y Y
es cerrado en X; para ello veamos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2.3.6. [El plano de-Moore-Niemytzki] Sea L = {(x,y) € R* : y >
0} el semiplano superior en R?; denotarémes-por L; al conjunto de puntos
de L donde se da la igualdad, iest; = {(x,y) € L : y = 0}; ysea L, =
L\ Ly. Para cada (x,y) € Lyr >_,0,sea B,(xy) la bola en L de radio r
con centro en (x,y) con la métrica usual. Para ¢ada (x,0) € Ly yr > 0, sea
U;(x,0) = {(x,0)} UB.(x,r) la unién de {(x,0)}.€en el conjunto de todos
los puntos de L que estan dentro del circulo en L de'radio r tangente a L1 en
(x,0); asimismo para cada (x,y) € Ly yr > 0 tomemos\U,(x,y) = B,(x,y).
La coleccion B = {U,(x,y) : (x,y) € Lyr > 0} satisface las propiedades
de base y, como consecuencia, genera una topologia en L¢Al eonjunto L con
esta topologia se le conoce como plano de Moore-Niemytzki. Sabemos que el
plano de Moore-Niemytzki no es normal (ver [19]). Tenemos que.L; la recta
discreta es normal y cerrado en L pero L1 no es normal en L, ya'que F =
{(x,0)]x € Q} y G = {(x,0)|x € I} los cuales son cerrados y ajenos en L
no pueden ser separados por abiertos ajenos en L. En efecto, supongamos
que U y V son abiertos ajenos en L talesque F C Uy G C V. Sea/B,;, =
{x € 1: Uy,(x,0) C V} para cadan € N. Entonces I = U,,cn B Por el
Teorema de Categoria de Baire 0.1.5 existe n € IN y un intervalo (a,b) C|R
tales que (a,b) C By,.Sea q € (a,b) NQ € B, y fijemos m € N tal qde
Uy/m(9,0) C U.Sea x € By, tal que |q — x| < 6 = min{1/n,1/m} entonces
D # Uy/m(q,0) N Uy/(x,0) C UNV, lo que es una contradiccion. Por lo
tanto L1 no es normal en L.
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Mostraremos ahora que de la normalidad de Y en X no se sigue que Y
sea normal, basta tomar a X e Y cualquier pareja donde X sea compactoy Y
un subespacio no normal como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO(2.3.7. [La plancha de Tychonoff sin un punto] La plancha de Ty-
chonoff es elespacio X = (w + 1) x (w1 + 1). Notemos que X es compacto
por ser un producto de espacios compactos y por lo tanto es normal, de
lo que se siguesque el subespacio Y = X \ {(w,w)} es normal en X. Sin
embargo sabemos gtie Y no es normal (ver [19]). Ademads X es fuertemente
normal en si mism@ pero Y no es fuertemente normal en X puesto que Y no
es normal. Es decir, lahormalidad fuerte relativa no se hereda a subespacios
abiertos y densos.

Los siguientes resultades muestran algunas condiciones sobre un subes-
pacio Y de X bajo las cuales”Y es-normal o fuertemente normal en X.

PROPOSICION 2.3.8. Si Y es cerfado en X y Y es normal en X, entonces Y es
fuertemente normal en X.

Demostracién. Sean F,G cerrados ajenos en Y. Luego por ser Y cerrado en
X se sigue que F y G son cérfados ajenoesyen X. Como Y es normal en X se
tiene que existen U, V abiertos‘ajenos de¢' X tales F C Uy G C V. Asi Y es
fuertemente normal en X. O

COROLARIO 2.3.9. Si Y es normallensX y cualesquiera subconjuntos F y G ce-
rrados ajenos en Y tienen cerraduras que o se ‘imtersectan en X. Entonces Y es
fuertemente normal en X.

Demostracién. Sean F, G cerrados ajenos en Y. Por hipétesis F N G = @. Co-
mo Y es normal en X existen U y V abiertos ajenos enX talesque F C Uy
G C V. Por lo tanto Y es fuertemente normal en X. O

PROPOSICION 2.3.10. Si Y = X y Y es débilmente normal'en X, entonces Y es
normal en X.

Demostracién. Sean F, G subconjuntos cerrados ajenos de X. Como Y es dé-
bilmente normal en X existen U, V abiertos ajenos en Y tales que EAY C U
y GNY C V.Como U y V son abiertos en Y se sigue que U = Uy Y y
V = Vi NY donde U; y V; son abiertos en X. Dado que Y = X se concldye
que U; y V; son ajenos en X (si x € U; N V; por la densidad de Y seltiene
que existe y € Uy NV lo que implicaquey € UN V) talesque FNY C U,y
GNy cCw. L

PROPOSICION 2.3.11. Si Y = X y Y es normal en si mismo, entonces Y es fuer-
temente normal en X.
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Demostracion. Sean F, G cerrados ajenos en Y. Como Y es normal existen
U4V _abiertos ajenos en Y tales que F C Uy G C V. Se sigue que existen
U, Vy abiertos en X talesque U = U1 NY y V = Vi NY. Dado que Y es
denso enX se tiene que U; y V; son ajenos, ademds separan a F y G respec-
tivamente.De lo que se concluye que Y es fuertemente normal en X. O

PROPOSICION. 2.3.12. Si Y es un subespacio abierto en X, entonces Y es normal
siy solo si'Y es fuertemente normal en X.

Demostracién. Supongamos que Y es normal. Sea F, G cerrados ajenos en Y.
Dado que Y es normal existen U,V abiertos ajenos en Y tales que F C U
y G C V. Como Y%€s un subespacio abierto de X se tiene que U y V son
abiertos ajenos en X qué separan a F y G. Por lo tanto Y es fuertemente
normal.

De la Proposicién 2.3.5 sertiene que si Y es fuertemente normal entonces Y
es normal. O

PROPOSICION 2.3.13. Sea Y '€¥X con Y normal en X, si X es un conjunto
cerradoen Xy Y1 C Y N Xy. Entonces Y1 es normal en X;.

Demostracién. Sean F, G cerrados ajenos en X;. Notemos que F y G son ce-
rrados ajenos en X por ser X7 gerradoen X. Como Y es normal en X por la
Proposiciéon 2.3.4 se sigue que Y] es normaleen X, asi existen U y V abiertos
ajenos en X talesque FNY; C U pGNYy @&V Sesigueque Uy =UNX;y
Vi = V N Xj son abiertos ajenos en X; talesque FNY; C U1 yGNY; C Vy.
Por lo tanto Y7 es normal en Xj. [

La generalizacion del teorema cldsico sobre lanermalidad de un espacio
regular y Lindelof [2, Teorema 3.8.2] es el siguiente.

TEOREMA 2.3.14. Sea Y C X. Si Y es un subespacio regular en X y ademds es
Lindelof, entonces Y es fuertemente normal en X.

Demostracién. Sean F, G cerrados y ajenos de Y. Para cada#®_&.F tdmese una
vecindad U, de x en X tal que U, NG = @ (ver Proposicién 2.1¥9). De manera
analoga para cada y € G tomese una vecindad V, de y en X tal que\V, N F =
@. Como Y es Lindelof, existen conjuntos numerables F; C F y'Gy @ G tales
que F C Uyer, Ux y G C Uyeg, Vy- Como F; y G son numerables podemos
escribir Fi = {x;};en y G1 = {¥i}ien- o

Tomemos Uy, = Usx, \ ULy Vi, y Vy, = Vi, \ UiL; Uy,. Claramente U {yVy
son abiertos en X, F C Upen Uy, ¥ G C Upen Vy,- Ademds

nelN meN nelN melN keN
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Pér.lo tanto, Y es fuertemente normal en X. O

COROLARIO 2.3.15. Si Y C X, X es regular y Y es Lindelof, entonces Y es fuer-
tementemormal en X.

Demostracions"Como X es regular se tiene que Y es regular en X. Asi de la
Proposicion 2.3.14 se concluye que Y es fuertemente normal en X. O

Vamos a congltiir esta seccién con la nocién de perfectamente localizado
y su relacién con la nermalidad relativa.

DEFINICION 2.3.16.° Un, subespacio Y del espacio X se dice que es perfec-
tamente localizado en Xi'si para cada conjunto abierto U en X, el cual con-
tiene a Y existe una familia de conjuntos cerrados {B;},en en X tal que
Y C Upen Bn C UL

TEOREMA 2.3.17. Si'Y es débilmente normal en X y Y es perfectamente localizado
en X entonces Y es normal.

Demostracién. Sean F, G cerrados y.ajenos en Y. Consideremos la intersec-
cién de las cerraduras en X/@s decir, P = FN G el cual es cerrado en X;
asi el conjunto U = X \ P eglabierto eft. X. Ademds PNY = (FNG)NY =
(FNY)N(GNY) = FNG =Qypor 16 tanto Y C U. Como Y es perfecta-
mente localizado en X existe una familia ‘{B; }»<n de conjuntos cerrados en
X tales que Y C U, en Bn C U. Sea Gu*= GV )By~Para cada n € IN tenemos
que FNG, Cc FNGNB, C PN B, <@, Puesto que Y es débilmente normal
en X los conjuntos cerrados F y G, patarcada /i €N pueden ser separados
por dos conjuntos abiertos y ajenos en ¥«Notemos/que G = U,,cn Gr ya que
siy € Gecomo Y C J,cn Bn existe n € IN tal que iy &By,. Sean {W,, },en los
conjuntos abiertos en Y tales que G, C W, y W, N F & @ para cada n € IN.
Luego G C Uyen Wi. Como F es cerrado en Y se sigde.que W = Y\ F es
abierto en Y tal que G C W, ademas W,, C W para cada# € IN. Por lo que
del [2, Lema 1.5.15] se concluye que Y es normal. O

En el siguiente diagrama (ver Figura 3.1) se muestran las rélaciones de la
normalidad y sus versiones relativas.

Fuertemente Normal ———— Normal

| |

Normal Relativo ——— Débilmente Normal

FIGURA 2.4: Propiedades de normalidad relativas.
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24 Realnormalidad relativa

En‘esta seccion trabajaremos con algunas versiones relativas de la normali-
dad asoeiadas con las funciones continuas con la finalidad de obtener versio-
nes relativas del Teorema de Urysohn y del Teorema de extensién de Tietze-
Urysohn.

Subespacios.débilmente C-encajados

DEFINICION 2.4.1{ De¢imos que Y es débilmente C-encajado en X, si toda fun-
cién continua f : Y — R admite una extension f : X — R la cual es continua
en cada punto de Y.

Notemos que todo subespacio C-encajado en un espacio X es débilmente
C-encajado en X. Sabemos qué-en un espacio normal todo subespacio cerra-
do es C-encajado. Sin embarge; los subespacios abiertos no necesariamente
son C-encajados. Por esta razon ld\siguiente proposicién muestra ejemplos
de espacios débilmente C-ehcajados que no son C-encajados.

PROPOSICION 2.4.2. Si Y-e51in espacio abierto en un espacio X, entonces Y es
débilmente C-encajado en X.

Demostracién. Sea f : Y — R continua. Como.Y es abierto solo falta definir
la funcién en los puntos que pertenecen a X \('Y el cual es cerrado. Para cada
x € X definamos f(x) = 1,six € ¥\ X,y f(¥) 2 f(x),six € Y.Es claro que
f es una extensién de f y dado que Y-€5 abiertofe tiene que f es continua en
cada punto de Y. O

La Proposiciéon 2.4.2 no puede extenderse a cerrad0s.y discretos.

EJEMPLO 2.4.3. Sean L y L1 como en el Ejemplo 2.3.6.?Veamos que L; no es
débilmente C-encajado en L. Como se ha observado F # {}(«,0)|x € Q} y
G = {(x,0)|x € I} son cerrados ajenos en L; y por lo tantoen L. Tomemos
f : L1 — R definida como f((x,0)) = 0si (x,0) € Fy f((x,0) = 1si
(x,0) € G.Dado que L tiene la topologia discreta se sigue que f es continua.
Supongamos que existe f : L. — R extensién de f y que f es continuaen cada
punto de L. Se sigue que F C intf1((—oc0,1/4)) y G C intf 1 ((B/4,)),
donde intf~1((—oc0,1/4)) y intf‘l((3/4,oo)) son abiertos ajenos en’[» Lo
cual es una contradiccion ya que F y G no pueden ser separados por abieftos
ajenos en L como se prob6 en el Ejemplo 2.3.6.
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@omo observamos antes todo subespacio cerrado de un espacio normal
es C-enedjado y por lo tanto débilmente C-encajado. La siguiente proposi-
cién muestra que la otra implicacion es cierta y caracteriza la normalidad en
términos desubconjuntos débilmente C-encajados.

PROPOSICLON:2.4.4. Un espacio X es normal si y solo si todo subespacio cerrado
del espacio X es'débilmente C-encajado en X.

Demostracion. Supongamos que todo subespacio cerrado de el espacio X es
débilmente C-encajado en X. Sean F, G subconjuntos cerrados ajenos de X.
Como F y G son certados entonces F U G lo es también. Tomemos f : FU
G — R como f(x) =0six € Fy f(x) = 1six € G, es claro que dicha
funcion es continua, de la hipétesis se sigue que podemos encontrar f : X —
R que extiende a f y que s continua en cada punto de F U G. Se concluye
que intf ~1((—oo,1/4)) y intf<N((3/4,0)) separan a F y G respectivamente.
Por lo tanto X es normal. O

El siguiente resultado caracterizaJa normalidad fuerte relativa en térmi-
nos de subconjuntos débilmente C~€ficajados.

TEOREMA 2.4.5. Un subespacio-Yode X-es fulertemente normal en X si y sélo si Y
es normal en si mismo y débilmetite-C-encajade en X.

Demostracién. Supongamos que ¥ es fuertemente normal en X. Por la Pro-
posicién 2.3.5 se tiene que Y es normal en si ndismo. Ahora sea 7 la topologia
del espacio X y definamos como 7’ 4 la‘topologiaen X que tiene como sub-
base a los elementos de la forma {A : A X\ Y }4d.z Llamemos Xy a (X, T')
y nétese que al ser Y fuertemente normal en X se tiene que el espacio Xy es
normal. Ademds Y es cerrado en Xy, y también X ¥ Xy generan la misma
topologia sobre Y. Por el Teorema de Tietze-Urysohn 0.1 toda funcién con-
tinua f : Y — R se puede extender a una funcién coritinta f : Xy — R.
Dado cualquier y € Y, como la familia {U € t|y € U} es una base de ve-
cindades en Xy, se concluye que f es una extension de f que.€s.continua en
cada uno de los puntos de Y.

Reciprocamente, supongamos que Y es normal en si mismo y débilmente C-
encajado en X. Sean F, G dos subconjuntos cerrados ajenos de Y. Dado que
Y es normal por el Lema de Urysohn 0.1.3 podemos tomar una funcion'con-
tinua f : Y — Rtal que f(F) = {0} y f(G) = {1}. Por hipétesis podemos
encontrar una funcién f : X — R que extiende a f y que es continua en cada
punto de Y. Se sigue que intf ~1((—co,1/4)) y intf ~1((3/4,00)) separan a F
y G respectivamente. Por lo tanto, Y es fuertemente normal en X. O
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Realnormalidad

La nofmalidad de los espacios, entendiéndose como la separaciéon de con-
juntos cerrados a través de vecindades es equivalente a la separaciéon de
conjuntes cerrados a través de una funcién continua.

DEFINICION 2.4.6. Diremos que Y es realnormal en X, si para cada par de
conjuntos cerfados y ajenos F, G C X existe una funcién continua f : X — R
talque f(FNY)& {0}y f(GNY) C {1}.

Notemos que-si“X es normal entonces todo subespacio Y de X es realnor-
mal en X.

La siguiente proposicién muestra la relacién entre la realnormalidad y la
normalidad relativa.

PROPOSICION 2.4.7. Si Yses'vealnormal en X, entonces Y es normal en X. Mas
aiin, si X es Ty, entonces Y es'Lychonoff en X.

Demostracion. Supongamos quevY, es realnormal en X. Sean F, G cerrados
y ajenos en X. Como Y es, realfiotmal en X existe f : X — R continua
tal que f(FNY) C {0}y f(GNY)c {1}, lo que implica que FNY C
F 1 (=00,1/4)) y GNY CF 1((3/4)60)). Del hecho que f~1((—c0,1/4)) y
f~1((3/4,)) son abiertos djenos en X se.concluye que Y es normal en X.

Sea X un espacio T; y Y realnermal en X Tomemos y € Yy F C X cerrado,
el cual no contiene a y. Por ser X ufi espacig Tj se tiene que {y} es cerrado en
X y dado que Y es realnormal en (X existe unafuncién continua f : X - R
tal que f({y}) € {0}y f(FNY) € {1}. Losque implica que f(y) = 0y
f(FNY) C {1}. Por lo tanto Y es Tychonoff en X. O

En contraposicion con la Proposicién anterior«tin)espacio Y Tychonoff
en X no necesariamente es realnormal en X. Para éllo eamos el siguiente
ejemplo.

EJEMPLO 2.4.8. Sean L y L1 como en el Ejemplo 2.3.6. Netemos que L es
un espacio Tychonoff, asi L; es Tychonoff en L. Sin embarge, sabemos del
Ejemplo 2.3.6 que L1 no es normal en L. De la Proposicién 2.4.7 se,concluye
que L no es realnormal en L.

El siguiente ejemplo muestra que la realnormalidad relativa ne’intplica
la normalidad fuerte.

EJEMPLO 2.4.9. El subespacio Y, la plancha de Tychonoff sin un punte,’del
Ejemplo 2.3.7 es realnormal en X puesto que X es normal. Observemos 'que
en este caso Y no es normal en si mismo. Esto nos permite concluir que de'la
realnormalidad de Y en X no se obtiene la normalidad fuerte de Y.
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Realnormalidad débil

Abordarémos ahora una version débil de la realnormalidad.

DEFINICION 2.4.10. Diremos que Y es débilmente realnormal en X, si para
cualesquierasonjuntos cerrados y ajenos F, G en X se encuentra una funcién

continua f : Y% Rtalque f(FNY) C {0}y f(GNY) C {1}.

Notemos quetodo subespacio Y realnormal en X es débilmente realnor-
mal en X. Ahora pfobraremos que todo espacio normal es débilmente real-
normal en cualquierespacio que lo contenga.

PROPOSICION 2.4.11.8i el espacio Y es normal, entonces Y es débilmente real-
normal en cualquier espacip X que lo contenga.

Demostracién. Sean F,G cerfados y ajenos en X. Luego FNY y GNY son
cerrados y ajenos en Y. Como”Y, es normal por el Lema de Urysohn 0.1.3
existe f : Y — R continua tal que.f(FNY) = {0} y f(GNY) = {1}. Asi Y
es débilmente realnormal en X. O

La siguiente proposiciénanuestra la relacion entre la realnormalidad dé-
bil y los subespacios.

PROPOSICION 2.4.12. Sea Y (¥ C X1 € X con Y7 débilmente realnormal en
Xj. Entonces Y es débilmente realnermal en X.

Demostracion. Sean F, G cerrados yajenos en X«Se tiene que FN X1y GN X;
son cerrados y ajenos en X;. Dado que~¥; es débilmente realnormal en X;
entonces existe una funcién f : Y3 — Re€ontinua gal)que f(FNY;) C {0}y
f(GNYy) C {1}.Se concluye que g = f|y : Y = R'esuna funcién continua
tal que g(FNY) C {0}y g(GNY) C {1}. Asi Y es débilmente realnormal
en X. O

COROLARIO 2.4.13. Si Y es débilmente realnormal en X, entonces-cada subespacio
Z C Y es débilmente realnormal en X.

La siguiente proposicién muestra la relacion entre la realnormalidad dé-
bil y la propiedad de Tychonoff.

PROPOSICION 2.4.14. Si Y es débilmente realnormal en un espacio X qtre.es Ty,
entonces el espacio Y es Tychonoff.

Demostracién. Seany € Y y F cerrado en Y tal que y ¢ F. Como X e$ T
entonces {y} es cerrado en X. Ademds existe F; cerrado en X tal que F =
FiNY.Como y ¢ F; sesigue que {y} y F; son cerrados ajenos en X. Dado
que Y es débilmente realnormal en X entonces existe una funcién continua
f:Y = Rtal que f({y}) € {0}y f(FFNY) C {1}, lo que implica que
f(y) =0y f(F) C {1}. Por lo tanto Y es Tychonoff. O
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La normalidad débil relativa no implica la propiedad de Tychonoff rela-
tiva.

EJEMRLO 2.4.15. Sean T y Y como en el Ejemplo 2.2.3. Como Y es normal
por la Proposicion 2.4.11 se tiene que Y es débilmente realnormal en T. Sin
embargo,Sexmostré en el Ejemplo 2.2.3 que Y no es Tychonoff en T.

Casi realnormalidad

Trabajaremos con‘ura versién mds de la realnormalidad.

DEFINICION 2.4.16. El subespacio Y se dice que es casi realnormal en X, si
para cualesquiera conjuntos cerrados y ajenos F, G en X existe una funcién
f : X — R continua enst0dos los puntos de Y tal que f(FNY) C {0}y
f(GnYy) c {1}.

Se sigue de la definicién quetodo espacio Y realnormal en X es casi real-
normal en X y que todo espacio Yicasi realnormal en X es débilmente real-
normal en X.

La siguiente proposi¢ion generalizaza la Proposicion 2.4.7.

PROPOSICION 2.4.17. Si Y'escasi realnovmal en X, entonces Y es normal en X.

Demostracion. Sean F, G cerradosy ajenos en X. Como Y es casi realnormal
en X entonces existe una funcion’f ..X — R continua en todos los puntos de
Y talque f(FNY) C {0}y f(GNY). C.{1}. Né6temos que int f~1((—o0,1/4))
y intf~1((3/4,)) separan a F N ¥ _y/G N Y#Por, lo tanto Y es normal en
X. O

PROPOSICION 2.4.18. Si Y es casi realnormal en un espacio X que es Ty, entonces
Y es casi Tychonoff en X.

Demostracién. Seany € Yy F C Y cerrado en Y tal queg &-F. Como X es
T, se tiene que {y} es cerrado en X, ademas existe F; cerfade en X tal que
F = F;NY.Note quey ¢ F; lo que implica que {y} y F; son cerrados y ajenos
en X. Dado que Y es casi realnormal en X existe una funcién realsfs X — R
continua en todos los puntos de Y tal que f({y}) C {0} y f(F1 N.Y), C {1}.
Asi f(y) =0y f(F) C {1}. Por lo tanto Y es casi Tychonoff en X.

O

Observemos que la realnormalidad débil de Y en un espacio X mnp(es
equivalente a la casi realnormalidad de Y en X, es decir, existe un espacio ¥
débilmente realnormal en X que no es casi realnormal en X.
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EJEMPLO 2.4.19. Sean L y L; como en el Ejemplo 2.3.6. Como L; es normal
por la’Proposicion 2.4.11 se tiene que L; es débilmente realnormal en L. Por
otro ladg, de la Proposicién 2.4.17 y del hecho que L; no es normal en L se
concluye gue L no es casi realnormal en L.

Sin embafgo, las dos nociones son equivalentes cuando el subespacio es
abierto.

PROPOSICION 24:20. Si Y es abierto en X y Y es débilmente realnormal en X,
entonces Y es casi realnormal en X.

Demostracion. Sean FyG cerrados y ajenos en X. Como Y es débilmente real-
normal en X existe und funcion real continua f : Y — R tal que f(FNY) C
{0}y f(GNY) C {1}. Come Y es abierto por la Proposicién 2.4.2 existe una
funcién f : X — R continua‘en todos los puntos del conjunto Y que es ex-
tensién de f. Se concluye qué A(FNY) C {0}y f(GNY) C {1}. Porlo tanto
Y es casi realnormal en X. O

TEOREMA 2.4.21. Si Y es abierto 'Y és fuertemente normal en X, entonces Y es
casi realnormal en X.

Demostracion. Como Y es fuertémente normal en X de la Proposicién 2.3.5
se obtiene que Y es normal, asi ‘por la Pfopesicion 2.4.11 se tiene que Y es
débilmente realnormal en X. Se-eoncluye‘de’la Proposicion 2.4.20 que Y es
casi realnormal en X. O

El siguiente ejemplo muestra un subespacio gasi realnormal que no es
realnormal. Dicho ejemplo utiliza las relaciones entrellas propiedades relati-
vas de Tychonoff y la realnormalidad que hemos establecido.

EJEMPLO 2.4.22. Sean Y y T como en el Ejemplo 2.2.3. Probaremos ahora que
Y es casi realnormal en T. Sea F y G cerrados ajenos en T\, Como Y es normal
por el Lema de Urysohn 0.1.3 existe una funcién continua f ;% — R tal que
F(FNY) c {0}y f(GNY) C {1}. Definamos f : T — R como6 f(x) = f(x)
six € Yy f(x) = f(p) en otro caso. Note que f es extensién'de’ f y que es
continua en cada punto de Y. Por lo tanto Y es casi realnormal en T. Como se
prob6 en el Ejemplo 2.2.3 el subespacio Y no es Tychonoff en T, sé concluye
por la Proposicién 2.4.7 que Y no es realnormal en T.

Algunas versiones mas de la normalidad relativa

En esta seccion analizaremos algunas versiones mds de la normalidad rela-
tiva, las cuales complementan el estudio de la normalidad.
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DEFRINICION 2.4.23. Diremos que el subespacio Y es fuertemente realnormal
eneX 451 para cualesquiera conjuntos cerrados y ajenos F, G en Y existe una
funcign continua f : X — R tal que f(F) C {0}y f(G) C {1}.

DEFINIGION 2.4.24. Diremos que el subespacio Y es p-normal en X, si para
cualesquiera conjuntos cerrados y ajenos F,G C Y, existe una funcién f :
X — R continua en todos los puntos de Y tal que f(F) C {0}y f(G) C {1}.

Es claro que'deJa realnormalidad fuerte de Y en X se sigue la realnorma-
lidad de Y en X'y+la p-normalidad de Y en X. Ademads de la p-normalidad
de Y en X se tiene'la casi realnormalidad de Y en X. El siguiente ejemplo
muestra que la p-normalidad no implica la realnormalidad fuerte.

EJEMPLO 2.4.25. Tomenios el subespacio Y y el espacio T descritos en el
Ejemplo 2.2.3. Un razonamiento andlogo al que se us6 para mostrar que Y es
casi realnormal en T muestta que Y es p-normal en T. Sabemos del Ejemplo
2.2.3 que Y no es Tychonoff, asi,por la Proposicion 2.4.7 se tiene que Y no es
realnormal en T'. Por lo tanto ¥'1o es fuertemente realnormal en T.

El siguiente diagrama (ver Figura 2.5) muestra las relaciones de las dis-
tintas versiones de la realfiormalidad,

Fuertemente Realnormal

!

Realnormal ——— " @3asi Realnormal —— Realnormal Débil

FIGURA 2.5: Propiedades de Realnormalidad.

PROPOSICION 2.4.26. Si Y es un subconjunto abierto mormal en si mismo del
espacio X entonces Y es p-normal en X.

Demostracion. Sean F,G C Y cerrados ajenos en Y. Come-Y.es normal por
el Lema de Urysohn 0.1.3 existe una funcién f : ¥ — R continua tal que
f(F) c {0}y f(G) C {1}. Como todo subespacio abierto es débilmente C-
encajado por la Proposicién 2.4.2 se sigue que existe f: X —"R extensién
de f, ademés es continua en todos los puntos del conjunto Y y f(EpCA0} y
f(G) € {1}. Se concluye que Y es p-normal en X. O

COROLARIO 2.4.27. Si Y C X es abierto y Lindeldf, entonces el espaciorY ces
p-normal en X.

El ejemplo siguiente muestra que un subconjunto Lindel6f no necesaria-
mente es fuertemente realnormal en el espacio mas grande.
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EJEMPLO 2.4.28. Sea X la plancha de Tychonoff como en el Ejemplo 2.3.7.
Tomemes Y = [0, w) x {w } el cual es Lindelof . Notemos que los conjuntos
F = {(mwy1) : nespar} y G = {(n,wy) : nesimpar} son cerrados ajenos
en Y. Supengamos que Y es fuertemente realnormal en X entonces existe
una funcién eontinua f : X — R tal que f(F) = {0}y f(G) = {1}. Sin
embargo, (w,wy) € FNG, por lo que de la continuidad de f obtenemos

que f((w,w1)y.€ f(F) = {0}y f((w,w1)) € f(G) = {1}. Lo cual es una

contradiccion. Por lotanto, el espacio Y no es fuertemente realnormal en X.

La siguiente propesicion muestra la relacién entre la p-normalidad y la
normalidad fuerte.

PROPOSICION 2.4.29. 5i.Y és p-normal en X, entonces Y es fuertemente normal
en X.

Demostracion. Sean F, G cerfados y ajenos en Y. Como Y es p-normal en X
entonces existe una funcién real f*: X — R continua en todos los puntos de
Y tal que f(F) C {0}y f(G) C {1}. Dado que f es continua en los puntos
de Y se concluye que F C intf 1 ((=e0,1/4)) y G C intf~1((3/4,)). Por
lo tanto Y es fuertemente nofmal en X. O

DEFINICION 2.4.30. Diremos<ue ¥ es asnormal (B-normal) en X, si para cada
subconjunto P C Y, cerrado en.X y para‘cada, funcién continua f : P —+ R
existe una extension continua f : X — R de(f (existe una extensién continua
f:Y — R de f respectivamente).

Notemos que todo subespacio a-ngrmal es S-riormal pero el inverso no
se cumple.

EJEMPLO 2.4.31. Sean L y L1 como en el plano de Moere-Niemytzki (Ejem-
plo 2.3.6). Notemos que L; por ser discreto es B-normal en L. Sin embargo,
Dado que F = {(x,0)|x € Q} y G = {(x,0)|x € I} subegnjuntos de L; son
cerrados ajenos en L y no pueden ser separados por abiertos ajenos en L se
sigue que L1 no es a-normal en L.

DEFINICION 2.4.32. Sea Y C X. Se dice que Y es fuertemente a=normal (fuer-
temente B-normal) en X, si para cada conjunto cerrado P C X y pdra cada
funcién continua f : P — R existe una funcién continua f : X —#R)(una
funcién continua f : Y — R respectivamente) tal que f|pny = f|pry-

Notemos que todo subespacio fuertemente a-normal es fuertemente~3s
normal. Ademds fuertemente a-normal implica a-normal y fuertemente 3-
normal implica -normal.

Para encontrar un ejemplo de un subespacio fuertemente f-normal que
no sea fuertemente a-normal necesitaremos la siguiente proposicion.
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PROPOSICION 2.4.33. SiY es fuertemente a-normal en X, entonces Y es realnor-
mal'en X.

Demostracion. Sean F, G subconjuntos cerrados y ajenos de X. Notemos que
P = FUG es cerrado en X. Definamos f : P — R como f(x) = 0six € F
y f(x) = 1'si x € G. Dado que F y G son cerrados ajenos se sigue que
f es continua. Ya que Y es fuertemente a-normal en X existe una funcién
continua f : X= R tal que f|pry = f|pny. Notemos que f(FNY) = f(FN
Y) c {0}y ft@RY) = f(GNY) C {1}. Por lo tanto Y es realnormal en
X. O

Notemos que si ¥ es un subespacio normal de X entonces por el Teorema
de extension Tietze-Utysohn se tiene que Y es fuertemente f-normal en X.

EJEMPLO 2.4.34. TomemoOs-Y~y T como en el Ejemplo 2.2.3. Como hemos
observado Y no es realnormial en T, de lo que se sigue por la Proposicion
2.4.33 que Y no es fuertemehte.a-normal en T. Sin embargo, dado que Y es
normal se tiene que Y es fuertemente f-normal en T.

En el siguiente diagrama (ver Figura 2.6) se resume las relaciones de la
a-normalidad y la f-normalidad relatiyas.

Fuertemente x-normal ——>"Fuertemente f-normal

| !

a-normal >/ f-normal

FIGURA 2.6: Otras propiedades de normalidad relativas.
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Capitulo 3

Propiedades de tipo compacidad
relativas

En muchas dreas de lasimatemdticas nos gusta dotar a nuestros objetos con
ciertas estructuras tales cofho una topologia, una métrica, una operacion al-
gebraica, etc. Una vez que hatemos eso seria fantastico que algunos objetos
exhiban propiedades similare§‘allos conjuntos finitos aunque técnicamente
sean conjuntos infinitos. En la categoria de espacios topoldgicos y espacios
métricos, estos objetos casifinitos son conocidos como espacios compactos.

El concepto de compacidad fué introducido primeramente por Vietoris
en 1921.

La compacidad es una de-las més poderosas propiedades de espacios, y
es usada de muchas formas en difefentes areas de las Matematicas. Una de
las formas permite pasar propiedades locales.a globales: sea X un espacio
compacto y P una propiedad que‘conjuntos abiertos pueden o no tener, tal
que si U, V poseen P luego U U V también la pdsee. Luego si X tiene la pro-
piedad localmente, i.e., todo punto tiene una veciridad con la propiedad P
entonces X tiene la propiedad P. Esto es muy buen®, ya que nos permite te-
ner ejemplos como que todas las funciones continuds«{localmente acotadas)
en un compacto con valores reales son acotadas. Otra forma de usar la com-
pacidad permite localizar los maximos y minimos de uha)funcién lo cudl
es muy util en el cdlculo de variaciones. Una tercer forma,de, usar la com-
pacidad nos permite parcialmente recuperar la nocién de limites«cuando se
trabaja con sucesiones no convergentes, usando subsucesiones.de\la suce-
sién original (notemos sin embargo que diferentes subsucesiongs podrian
converger a diferentes limites; la compacidad garantiza la existenciadde un
punto limite, aunque no tnico). La compacidad de un objeto tiende.a‘here-
darse a otros objetos; por ejemplo, la imagen de un compacto es compacto,
y el producto de finitos o infinitos conjuntos compactos es compacto (este
altimo resultado es conocido como el Teorema de Tychonoff). Ademas 16s
espacios compactos surgen como una generalizacion de todos los subcon-
juntos cerrados y acotados de lo espacios Euclideanos.
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Dela compacidad se introdujeron versiones débiles las cuales son la pro-
piedad dé Lindelof, la compacidad numerable y la pseudocompacidad. Di-
chas propiedades usan fuertemente la nocién de cubiertas abiertas y refina-
mientos.

La propiedad de Lindelof fue introducida en 1929 por Alexandroff y
Urysohn mientras que Lindel6f un afio mds tarde probé que todo familia
de conjuntos abiertos de IR contiene una subfamilia numerable con la mis-
ma unioén. Los espacios numerablemente compactos fueron introducidos por
Fréchet en 1906. ['os.espacio pseudocompactos fueron definidos por Hewitt
en 1946.

Asi, es natural preguntarse acerca de las relativizaciones asociadas a las
propiedades de tipo compacidad y que relacion tienen con las propiedades
relativas de la normalidaddestudiadas en el capitulo anterior.

3.1 Compacidad relativa

La primera propiedad que abordatfémos sera la compacidad relativa.

DEFINICION 3.1.1. Sea Y un_subespacio, del espacio X. Diremos que Y es
compacto en X si para cualquier-cubierta abierta y del espacio X se puede
extraer una subfamilia finita y '@*ytal que Y C | p.

Notese que si Y C X y X es compacto enténces Y es compacto en X. En
seguida se establecerd la relaciéon que tiene la‘cempacidad relativa con los
subespacios.

PROPOSICION 3.1.2. SiY C Y7 C X1 C Xy Y] es compacto en X1, entonces Y
es compacto en X.

Demostracién. Sea 7y una cubierta abierta del espacio X:"Ge sigue que 7y es
cubierta abierta de X; y como Y; es compacto en X; existe una subfamilia
finita p C 7y tal que Y7 C U u. Se concluye que Y C |Ju y pordo tanto Y es
compacto en X. O

PROPOSICION 3.1.3. Sea Y compacto en X, X1 cerrado en X y Y1 CYN X,
entonces Y1 es compacto en Xj.

Demostracién. Sea 7y una cubierta abierta del espacio X;. Como X es cefrado
se tiene que v U {X \ X} es una cubierta abierta de X. Dado que Y es Conis
pacto en X existe una subfamilia finita p C YU {X \ X1} tal que Y C Ut.
Como Y; C YN X; tomando ¢’ = u\ {X\ X1}, la cual es una subfamilia
finita de -y se tiene que Y1 C |J ' Por lo tanto Y; es compacto en Xj. O
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PROPOSICION 3.14. SiY C Y C Xy C X, entonces Y es compacto en Xj si
y $6l0s51 Y es compacto en X. En particular, si Y es cerrado en X, entonces Y es
compacto en X siy sélo si'Y es compacto en si mismo.

Demostracién. De la Proposicién 3.1.2 se tiene que si Y es compacto en X
entonces?”Y’ €s compacto en X.

Supongamos que Y es compacto en X. De la Proposicion 3.1.3 se sigue
que Y es comipaeto en Y. Como Y C Xj por la Proposicién 3.1.2 se concluye
Y es compacto-en Xj.

SiY es cerradoien X tomando Y = X; obtenemos de lo anterior que Y es
compacto en X si y solo si Y es compacto. [

Sabemos que todogespacio compacto es Lindeldf, y en particular, normal,
Tychonoff, Hausdorff y ;.1 as siguientes proposiciones muestran la relacién
entre la compacidad relativa y los axiomas de separacion relativos.

PROPOSICION 3.1.5. Sea X un espacio de Hausdorffy Y compacto en X. Entonces
Y es superreqular en X.

Demostracién. Sean xg € X F C X cerrado de X. Sea G = Y N F. Para cada
x € F tomense Uy y V, abiértes ajenos en X tales que xg € Uy y x € Vy. Como
G es compacto en F por la Preposicion 3¢1.3 y F C J,cf Vi, existen xq,..., x,
tales que G C V = U Vyr Como xp€ U = N7 Uy, yUNV = @, se
concluye que Y es superregular/en X. O

PROPOSICION 3.1.6. Si Y es fuertémente Hausdoxff en X y Y es compacto en X,
entonces Y es reqular en X.

Demostracién. Seany € Y y F cerrado en X tal quey ¢ F.Sea G = Y N F.
Como Y es fuertemente Hausdorff para cada x € Fexisten U, y V, abiertos
ajenos en X tales que y € Uy y x € Vy. Como G es, compacto en F por
la Proposiciéon 3.1.3 y F C Uyep Vi, existen xq,...,x, tales que G C V =

i1 Vy,.Comoy € U=N_, U, yUNV =, se concluye gtie Y es regular
en X. [

El siguiente ejemplo demuestra que si Y es Hausdorff en X ysecompacto
en X, entonces no necesariamente se sigue que Y sea regular en X.

EJEMPLO 3.1.7. Tomemos Y un espacio Hausdorff que no sea regulary, pon-
gamos X = YU {¢}, donde ¢ ¢ Y. Consideremos como abiertos en ¥*tedos
los abiertos del espacio Y y todos los conjuntos de X que contienen el punito
¢ y que su complemento es finito. Dado que para cualquier cubierta abierta
v de X existe U € 7y tal que ¢ € U y que para el complemento finito restante
de U podemos tomar un ntimero finito de abiertos en y que los contengan se
tiene que X es compacto. Como Y es abierto en X y Y es Hausdorff entonces
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Y es*Hausdorff en X. Dado que Y no es regular de la Observaciéon 2.1.5 se
tienesque‘Y no es regular en X.

En la Proposicion 3.1.5 no se puede concluir que Y sea fuertemente regu-
lar en X.

EJEMPLO 31.8-Sean X = [0,1], Q ={x € [0,1][x € Q} y ] = {x € [0,1]|x €
I}. La familia/P_de todos los conjuntos abiertos con la topologia usual T
del intervalo [0, /"y de todos los conjuntos de la forma Q U A, donde A es
cualquier subconjunte del conjunto | de nimeros irracionales es una base de
alguna topologia T"en X. Como v C 7/, el espacio X' = (X, 7’) es Hausdorff.
Pongamos Y = Q. Sea/y una cubierta abierta de X'. Si existe V. € y\ T
entonces V = QU A y asi {V} es una subcubierta de y para Y. Siy C T
entonces como X es compacto existe una subcubierta finita y de <y tal que
Y € X' C Up. Por lo tanto X~es compacto en X'. Para ver que Y no es
fuertemente regular en X', tomtemos 0 € Yy | C X' cerrado. Supongamos
que Uy V son vecindades abiettas-ajenas de 0y J en X’'. Notemos que U ¢ T
puesto que todo abierto de la topelogia T contiene irracionales, asi U € T/ \ T
y U = QUA. Ademds U =_Q pues A debe ser vacio. Si V' € 7 entonces
VNUu # @. Por lo tanto V =,/0Q U B. Lo que es una contradiccién.

TEOREMA 3.1.9. Si X es un espacig-Hausdorff y Y es compacto en X, entonces Y
es normal en X.

Demostracién. Sean F, G cerrados ajenos en X {De la Proposicion 3.1.5 se tiene
que Y es superregular en X, asi para cada x .F tomense U, y Vy abiertos
ajenos en X tales que x € Uy y GNY C Vy. Como.F; = FNY es compacto
en Fy F C Uycr Uy existen x, ..., x, tales que A€ U = |J_; Uy,. Como
GNYCV=NLVy,yUNV =®,se concluye que'Y es normalen X. [

El espacio X’ construido en el Ejemplo 3.1.8 no es compacto puesto que
contiene a | como subconjunto cerrado, discreto y no numerable; més atn
tampoco es un espacio Lindel6f. Al mismo tiempo Y = X. Con¢luimos que
de la compacidad de Y en un espacio Hausdorff X no se sigtie‘que la cerra-
dura de Y en X sea un espacio compacto.

TEOREMA 3.1.10. Sea X reqular. SiY = X y Y es compacto en X entonces X es
compacto.

Demostracién. Sea 7y una cubierta abierta de X. Como X es regular existesina
cubierta abierta B de X tal que para cada O € B existe U € v tal que O C-U.
Como el subespacio Y es compacto en X entonces existe una subcubierta
finita B/ C B que cubre a Y. Luego existe una subcubierta finita 7" de 7 tal
que

Uoep O € UV
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AWora X =Y C Uoep O C Uoep O C J9'. Por lo tanto X es compacto. [

Ahora trabajaremos con operaciones topolédgicas asociadas a la compaci-
dad frelativa.

TEOREMAB.1.11. Sea Y subespacio del espacio X y Z' subespacio del espacio Z. Si
Y es compactoen X y Z' es compacto en Z, entonces Y x Z' es compacto en X x Z.

Demostracion. Fomemos cualquier cubierta abierta 7y del espacio X x Z. Co-
mo para todo %€ X, el espacio {x} x Z’ es compacto en {x} x Z, existe una
subcubierta finita sy, de la cubierta 7 tal que {x} x Z' C |J7y. Pongamos
Uy = N{U|U x V € y¢'paraalgun V C Z}. Es claro que Uy X Z' C |Jyx. La
familia {Uy|x € X} es una cubierta abierta del espacio X. Puesto que Y es
compacto en X, existe-ut conjunto finito x1, ..., x, tales que Y C U Uy,
Es claro que, la familia 9= |J ; 7x, C 7 es finita y cubre a Y x Z'. Por lo
tanto Y x Z’ es compacto enX x Z. O]

DEFINICION 3.1.12. A la fungidn f : X — Z se le llama casi perfecta, si es

continua, cerrada y las imdgenés.inversas de todos los puntos son compactos
en X.

Puesto que para los conjuntos cetrados la compacidad relativa es equi-
valente a la compacidad en(ellos mismos, se tiene; si Z es un espacio 17 y
f : X — Z es una funcién casi.perfecta, entonces las imagenes inversas de
todos los puntos z € Z son compactos. Asf, si X es Hausdorffy f : X — Z
es una funcién perfecta entonces f es casi perfécta.

TEOREMA 3.1.13. Si f : X — Z es unafuncion casi'perfecta, Y C Zy'Y compacto
en Z entonces f~1(Y) es compacto en X.

Demostracién. Sea v cubierta abierta de X. Como f_}z) es compacto en X
para cada z € Z existe una subfamilia finita 8, C <y tallque B, cubrea f~!(z).
Tomemos U, como la unién de todos los conjuntos abiertos.de .. Luego X \
U, es cerrado en X y como f es cerrada f(X \ U;) es certado en Z. Ademds
f~1(z) € U, lo que implica que z ¢ f(X \ U;), asf la familia{2 \ f(X \ U,) :
z € Z} es una cubierta abierta de Z. Dado que Y es compacto enyZ existen
z1,...,zntalesque Y C UL, Z\ f(X\Uz,). Yaque f~1(Z\ f(X¥U,)) C Uy,
se tiene que Uz,, ..., U, cubre a f~1(Y) y por lo tanto la subfarilia finita
U™ Bz, de y cubre a f~1(Y). Por lo tanto f~1(Y) es compacto en X, O

TEOREMA 3.1.14. Sea f : X — Z una funcién continua y sobreyectiva, Y ' COX y
Y compacto en X. Entonces f(Y) es compacto en Z.

Demostracién. Sea 7y una cubierta abierta de Z. Como f es continua se sigue
que 7' = {f~1(U) : U € v} es una cubierta abierta de X. Dado que Y
es compacto en X se sigue que existe una subcubierta finita 4 C vy tal que
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Y Cye, fH(U) asi se tiene f(Y) C Uye, U. Por lo que f(Y) es compacto
en Z: [

Otras nociones de la compacidad relativa

Existen diferentes caracterizaciones de subespacios compactos por ejemplo
a través de cubiertas abiertas, de familias de conjuntos cerrados con la pro-
piedad de la intefseceion finita y de puntos de acumulacién completa.

PROPOSICION 3.115.) Un subespacio Y es compacto en X si y sélo si para cada
familia «y de subconjunfos)de Y con la propiedad de la interseccion finita existe un
punto x € X tal que x € A para todo A € vy (A tal punto x es natural llamarlo
punto de contacto de la famitiary en X).

Demostracién. Supongamos gue Y es compacto en X. Tomemos una familia
v de subconjuntos de Y con la propiedad de la interseccién finita. Entonces
7 ={A: A € v} es una familia desubconjuntos de X con la propiedad de la
interseccion finita ya que A C A'paratodo A € 7.SiN Acy A = @ entonces

Uaey X\ A = X. Asi {X\ A+ € ¥} es una cubierta abierta de X y como Y

es compacto en X existen Ay+=27 A, € ytalesque Y C U X\ A;. Por otro
lado, como 1y posee la propiedad de la intefseccion finita existe y € Y tal que
y € NIL1 A C N4 Ai. Lo que'implica queypg U X \ A;. Lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto existe x €A para tedo A € 1.

Supongamos que para cada familia y/de subconjuntos de Y con la propiedad
de la interseccion finita existe un puntog™€ X tal que x € A paratodo A € 7.
Sea 7 cubierta abierta de X entonces (WX \ U|U(€ Jy} = @. Supongamos
que para cada subconjunto finito Uy, ..., U, € v setiene que Ui, U; # Y.
En particular, N/_; Y \ U; # @. Por lo tanto la colecctony{Y \ U|U € 7} es
una familia de subconjuntos de Y con la propiedad dela-ihterseccion finita.
Por hipétesis se tiene que existe x € X tal que x € Y\U C X\ U para
cada U € 7, asi x € Nye, X \ U = @. Lo cual es una contfadiccion. Por lo
tanto existe un subconjunto finito Uy, ..., U, € ytalque Y C P, U;y Y es
compacto en X. O

DEFINICION 3.1.16. Un punto x € X es un punto de acumulacién completo de
A C X sipara cada vecindad V de x, VN A y A tienen la misma cazdinali-
dad.

PROPOSICION 3.1.17. Sea X un espacio de Hausdorffy Y C X. Si Y es compneto
en X entonces para cada conjunto infinito A C Y existe un punto xo € X que és
punto de acumulacion completo para A.

Demostracién. Supongamos que Y es compacto en X. Sea A un subconjunto
infinito de Y tal que para cada x € X existe Uy vecindad de x en X tal que
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[N A| < |A]. Notemos que {Uy : x € X} es una cubierta abierta de
X&y eomo Y es compacto en X entonces existen x1,...,x, tales que ¥ C
U Uy,. Luego A = U Uy, N A. Lo cual es una contradiccién pues |A| <
i1 [Ug 0 Al < |A]. Por lo tanto existe un punto xg € X que es punto de

acumulacién completa para A.
]

Es conocide~que cada funcion biyectiva y continua de un espacio com-
pacto en un espacio de Hausdorff es un homeomorfismo. Probaremos ahora
una version de este’resultado para la compacidad relativa.

TEOREMA 3.1.18. Seat1 T, T’ dos topologias en el conjunto X con T C T'. Entonces
siY C X, Y es compactoen (X,7') y Y es fuertemente Hausdorff en (X, T) (en
particular, si (X, T) es ufi espacio Hausdorff) entonces t'ly = Ttly, es decir, la
restriccion de las topologias Tt/ coinciden.

Demostracién. Sea F C Y cetrado en la topologia 7’|y. Probaremos que es
cerrado en T|y. Seay € Y \ E. Para cada punto x € X \ {y} en el espacio
(X, T) podemos encontrar abiertos-ajenos Uy, y Vi, en (X, T) de los puntos
x e y respectivamente. Séa A la cerradura de F en (X, 7’). Entonces {X \
A} U{Uyylx € X\ {y}}‘eSumna cubierta abierta del espacio (X, 7’). Como
Y es compacto en (X, T’') existée un conjunto finito x1,...,x, € X\ {y}, tal
que Y C (X\ A)UUL; Uy, y.Por lo tanté el abierto N;_; Vy,, del punto
y € (X, T) estd contenida en X\ A y por I6 tanto no intersecta a F. Lo que
implica que F es cerrado en T|y. Rorllo tanto la.restriccion de las topologias
Ty 7/ coinciden. O

COROLARIO 3.1.19. Sea Y C X, Y compacto en Xy~f : X — Z una funcion
biyectiva y continua, donde Z es un espacio de Hausdotff, Entonces fly : Y —
f(Y) es un homeomorfismo.

Demostracién. Tomemos T’ la topologia de X. Como f es biyectiva y continua
podemos pensar a Z como (X, ) donde T C 7. Dado que ¥ es compacto en
(X,7") y Y es fuertemente Hausdorff en (X, 7) se sigue par‘la Proposicién
3.1.18 que 7’|y = tly lo que implica que f|y : Y — f(Y) es un homeomor-
fismo. O

3.1.1 Propiedad de Lindelof relativa

Trabajaremos ahora con la propiedad de Lindelof relativa.

DEFINICION 3.1.20. Sea Y un subespacio del espacio X. Diremos que Y fs
Lindeldfen X, si de cualquier cubierta abierta y del espacio X se puede extraer
una subfamilia numerable y C 7y tal que Y C U p.
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Analizaremos la propiedad de Lindelof relativa y su relacién con los
subespacios mostrando que hay una relacién muy parecida a la compacidad
relativa.

PROPOSICION 3.1.21. SiY C Y7 C X; C Xy Yj es Lindelof en Xy, entonces Y
es Lindelof enX:

Demostracién. Sea 'y una cubierta abierta del espacio X. Se sigue que 7y es
cubierta abierta de)X; y como Y; es Lindelof en X; existe una subfamilia
numerable y C ytal'que Y7 C |Jp. Se concluye que Y C Ju y por lo tanto
Y es Lindel6f en X. O

PROPOSICION 3.1.22."Sea ¥ Lindeldf en X, X1 cerradoen X y Y1 C Y N Xy,
entonces Y1 es Lindelof en Xz

Demostracién. Sea 7y una cubierta abierta del espacio X;. Como X es cerrado
se tiene que v U { X'\ Xj } es uhas€ubierta abierta de X. Dado que Y es Linde-
16f en X existe una subfamilia numerable p C yU{X \ X;} talque Y C U p.
Como Y; C YN X; tomando ' "=\ {X \ Y}, la cual es una subfamilia
numerable de v se tiene que ¥y C |J'. Por lo tanto Y; es Lindel6fen X;. [

PROPOSICION 3.1.23. Si Y C¥_C X1 & X, entonces Y es Lindelof en Xy siy
solo si'Y es Lindelof en X.

Demostracién. De la proposicion 3.1.21 se tiemeyque si Y es Lindelof en X;
entonces Y es Lindelof en X.

Supongamos que Y es Lindeldf en X."Pé\la Propesicién 3.1.22 se sigue que
Y es Lindelof en Y. Como Y C X; por la'Proposicion)3.1.21 se concluye que
Y es Lindelof en Xj. O

COROLARIO 3.1.24. Si Y es cerrado en X, entonces Y es Lifideldf en X si y sélo si
el espacio Y es Lindelof.

Demostracion. Si Y es cerrado en X, tomando Y = X; obtenemos de la Pro-
posicion 3.1.23 que Y es Lindelof en X si y s6lo si Y es Lindeldf. O

De la Proposicién 3.1.21 se sigue quesi Y C Z C X y Z es un espacio de
Lindelof, entonces Y es Lindelof en X.

La siguiente proposicién nos muestra que la unién numerable degsubes-
pacios Lindelof relativos es un subespacio Lindelof relativo.

PROPOSICION 3.1.25. Si 0 = {Y, : n € N} es una familia de subespacios
del espacio X, de los cuales cada Y, es un espacio de Lindeldf en X, entonces el
subespacio Y = J,,en Yn es Lindeldf en X.
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Demostracion. Sea 7y una cubierta abierta de X. Como Y;, es Lindelof en X
paracada n € IN existe una subfamilia numerable ¢, C 7y talque Y, C U yx.
Como'la unién de conjuntos numerables es numerable y Y = U,,cn Yn C
Unen yise concluye que Y es Lindeldf en X. O

Veamés en el siguiente ejemplo que el producto de subespacios Lindelof
relativos nlo necesariamente es un subespacio Lindelof relativo.

EJEMPLO 3.1.26.)Sea X; = S x S el plano de Sorgenfrey. Como se describe
en [19] X; es un~espacio no normal. Consideremos Y7 = (—0,0] y Y, =
[0, 00), subconjuntos-cerrados de S. Como S es Lindelof se tiene que Y1 y Y5
son Lindelof. Supongamos que Y7 X Y, es Lindelof en X;. Como Y7 X Y es
cerrado en Xj se sigue que Y7 X Y es Lindeldf y por lo tanto normal. Lo que
es una contradiccién con elL.Lema de Jones 0.1.2, ya que Y7 X Y, es separable,
el conjunto A = {(x, —x)|x&7Y;} es cerrado discretoen Y1 X Y, y |A| = ¢.

Por otro lado, si podemos’garantizar la existencia de un subespacio Lin-
delof dentro de un producto desubespacios arbitrarios como lo veremos en
el siguiente resultado.

TEOREMA 3.1.27. Si { Xs¥sés es una familia de espacios separables, entonces existe
un subespacio denso Lindelof en | [;cg Xof

Demostracién. Sea Ys C X, denso y numetable. Es suficiente probar que el
producto Y = [[;cs Ys tiene un subconjuntoydenso Lindelof. Notemos que
para cada s € S existe una funcign)fs : N Y; biyectiva y continua, asf
f =TIlses fs : N® — Y es biyectiva yy€ontinua. Para cada n,m € N sea

Oom = {x€{0,...,m}°% |{s € S : X% 0}|< n}.

Sea x = (xs5)ses € {0, .. .,m}s \ 0,m. Tomemos s; con'.=1,...,n+ 1 tal que
xs; # 0parai ¢ {1,...,n+1}. Consideremos U = (] 7t ({xs,}) el cual
es abierto en {0,...,m}°. Es claro que x € U.Si y = (y{)sds*€ U entonces
ys, = x5, 7 Oparai ¢ {1,...,n+ 1}. Por lo tanto 0;,,, es/xrrado y como
{0,..., m}s es compacto entonces oy, ;,; €s compacto.

Ahora veremos que 0 = {J,, ueN On,m s denso en IN°. Sea 1= (s)ses €
IN® y U C IN? abierto que contenga a y. Sin pérdida de generalidadpodemos
suponer que U = L 75 ({m;}) con {m;} abierto basico en IN.7Sea m =
max{my, ..., my}. Definamos x = (X;)scs como xs = 0sis # s; y xg+== ny; si
s = s;. Se tiene que x € U N 0y,,,. Por lo tanto o es denso INS.

Como f es continua, la imagen continua de compactos es compacta,la
unién numerable de compactos es Lindel6f y la imagen continua de un den-
so es denso en la imagen entonces f(¢) = f(U, meN Tnm) = Upmen f(Tum)
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es un'subespacio Lindel6f denso en Y. Por lo tanto f (o) es denso en [ ;<5 Xs.
O

OBSERVACION 3.1.28. Tomemos como Z un espacio discreto infinito no nu-
merable, el'\cual es normal no Lindelof y X = Z, en calidad de Y cualquier
subespaciofinito de Z. De las observaciones arriba hechas se sigue que si
Y C Z C X'y Y. es Lindelof en X, entonces no obtenemos atin, que Z es
Lindelof en X.

Ahora estudiaremios la relacion entre la propiedad de Lindelof relativa y
la normalidad relativas

TEOREMA 3.1.29. Si Yes Lindelof en X y el espacio X es regular, entonces Y es
normal en X.

Demostracion. Sean F,G cettades y ajenos de X. Para cada x € F, tomese
una vecindad Uy de x en X tal que U,NG = Q@ (ver Proposiciéon 2.1.9). De
manera analoga para cada y € Gt6mese una vecindad V, de y en X tal que
V,NF =@.Como FNYy GNYson'Lindeldf en F y G respectivamente por
la Proposiciéon 3.1.22, existen-€onjuntos numerables F; C Fy G; C G tales
que FNY C Uyep, Uy y GRYE Uyeg, Vy- Como F y G son numerables
podemos escribir F; = {x;};eR Gt = {Yifien-

Tomemos U}, = Uy, \ Uiy Vy, ¥V, = Vi WL, Uy,. Claramente U}y V),
son abiertos en X, FNY C Upen Uy, G NY &, en V), Ademds

u. N V) = Uu. NV2= 0= Q.
U Xn m Xn Ym

nelN meN nelN melN kelN
Por lo tanto Y es normal en X. O

Si el espacio X solo posee la propiedad de Hausdorff ho necesariamente
se concluye que Y es normal como en la proposicién antetior.

EJEMPLO 3.1.30. Tomemos los mismos espacios (X, ') e Y delEjemplo 2.1.6.
Como vimos (X, ') es un espacio de Hausdorff, Y un subespaeio discreto,
cerrado y numerable; especialmente Y es Lindeldf y por lo tanto Lindelof en
(X, t"). Pero, como se ha sefalado en el Ejemplo 2.1.6, Y no solo no‘es normal
en (X, T’) sino tampoco es regular en (X, T’).

Se sabe que todo espacio Lindeldf es realcompacto. Ahora estudiaremos
la relacion entre la propiedad de Lindelof relativa y la realcompacidad.

DEFINICION 3.1.31. Un espacio Z es realcompacto si existe una compactacion
B(Z) del espacio Z tal que para cada punto z € 3(Z) \ Z, existe un conjunto
P de tipo Gs en B(Z) paraelcualz € P C B(Z) \ Z.
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TEOREMA 3.1.32. Un subespacio Y de un espacio de Tychonoff X es Lindeldf en X
si y's6lo si para cualquier compactacion B(X) del espacio X se cumple la siguiente

condigion: para cualquier punto z € B(X) \ X, existe un conjunto P de tipo G en
B(X) parael cualz € P C B(X)\ Y.

Demostra€ion. Supongamos que Y es Lindel6f en X. Tomemos B(X) una com-
pactacion de X. Sea z € B(X) \ X. Para cada punto x € X fijemos una vecin-
dad U, del punto x en el espacio B(X) tal que z ¢ U,. Como Y es Lindelof
en X, existe un,eonjunto numerable A C X tal que Y C U,c4 Uyx. Notemos
que P = Nyea B(X) \ Uy es de tipo de G; en B(X), contiene al punto z y no
intersecaa Y.

Supongamos que para cada compactacion B(X) del espacio X se cumple la
siguiente condicion: pata‘cualquier punto z € B(X) \ X, existe un conjunto
P de tipo Gy en B(X) para€lcual z € P C B(X) \ Y. Consideremos cualquier
cubierta abierta y del espacio’X. Para cada U € 7 fijemos un conjunto abierto
UenB(X)talque UNX = W. Tomemos § = {U : U € vy} y F = B(X) \ U4
El conjunto F es cerrado en B(X)'y esta contenido en B(X) \ X. Si identifica-
mos el conjunto F en el punto {F}'entonces obtenemos de f(X) una nueva
compactacion B1(X) deleSpacio X. Por hipétesis el punto {F} estd conteni-
do en un conjunto P; de tipo.G; en B1(X), que no se interseca con Y. Pasando
de nuevo con B(X), concluimos, que'el conjunto F estd contenido en algun
conjunto P (la imagen inversa.de P; bajo'la identificacién) de tipo Gs en
B(X), que no se interseca con Yt Entonces ¥ @ B(X) \ P C U4 y el conjunto
B(X) \ P es de tipo F, en B(X), lo"que implicatque B(X) \ P es o-compacto
y finalmente Lindelof (ver [2, Ejerci¢io)3.8.C]).Lor lo que existe una familia
numerable A de la familia 4 tal que Y C B(X){\ P C UA. De lo anterior se
concluye que Y C UA, donde A = {UUNY : U €A})C v es numerable. Por
lo tanto Y es Lindelof en X. O

TEOREMA 3.1.33. Si Y es un espacio de Lindelof en un ‘espacio de Tychonoff X,
entonces existe un espacio realcompacto Z tal que Y C Z C Xg¢

Demostracion. Podemos considerar que Y es denso en X. Tomemos cualquier
compactacién B(X) del espacio X. Por el Teorema 3.1.32 para cada punto
z € B(X) \ X se puede fijar el conjunto P, de tipo G5 en B(X) talquez € P, C
B(X)\'Y.Pongamos Z = B(X) \U{P; : z € B(X) \ X}. Entonces Y'@ Z C X
y B(X) es una compactacion del espacio Z puesto que Y es denso envX. Cada
punto del conjunto B(X) \ Z se contiene en un conjunto de tipo G; en-f(X)
el cual no se interseca con Z. Por lo tanto el espacio Z es realcompacto.?, ¢kl

El Teorema 3.1.33 nos permite dar una prueba del hecho de que si el es-
pacio Y es pseudocompacto y Lindel6f en un espacio Tychonoff mds grande
X, entonces Y es compacto. En efecto, podemos considerar, que ¥ = X; en
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estes€aso, el espacio realcompacto Z tal que Y C Z C X también resulta
ser pseudocompacto puesto que Y es denso en Z. Dado que todo espacio
realcompacto y pseudocompacto es compacto, se tiene que Z es compacto.
Como Z esceompacto y denso en X entonces X = Z es compacto.

El Teorema+3.1.32 y el Teorema 3.1.33 fueron obtenidos independiente-
mente por V.V, Tkachuk.

El siguientesfesultado muestra que la propiedad de Lindelof relativa se
preserva bajo preducto con compactos relativos.

TEOREMA 3.1.34. Sea’Y subespacio del espacio X y Z' subespacio del espacio Z.
Si'Y es Lindelof en X yZ' 8 compacto en Z, entonces Y x Z' es Lindelifen X x Z.

Demostracién. Tomemos cdalquier cubierta abierta 7y del espacio X x Z. Co-
mo para todo x € X, el espacio {x} x Z’' es compacto en {x} x Z, existe una
subcubierta finita v, de la cubierta v tal que {x} x Z' C |Jy. Pongamos
Uy = {U|U x V € 7y paraalglin V C Z}. Es claro que Uy X Z' C |Jyx. La
familia {Uy|x € X} es una cubiérta abierta del espacio X. Puesto que Y es
Lindelof en X, existe un conjuntomumerable A C X tal que Y C Uyecq Us.
Es claro que, la familia 7 =AJic 4 vx C 7y es numerable y cubrea Y x Z'. Por
lo tanto Y x Z' es Lindelof en2% Z. O

COROLARIO 3.1.35. 5i Y es Lindelof en X'y Z es un espacio compacto, entonces
Y x Z es Lindeldfen X x Z.

Los siguientes resultados muestrafi que la propiedad de Lindelof relativa
se preserva bajo imdgenes inversas e itmdgenes directas de ciertas funciones.

TEOREMA 3.1.36. Sea f : X — Z una funcién continuay cerradayY C Z con
Y Lindelof en Z. Supongamos ademds que para cada plinto.z € Z el subespacio
f~Y(z) es Lindeldf en X. Entonces f~1(Y) es Lindeldf en X,

Demostracién. Sea <y cubierta abierta de X. Como f~!(z) es Lindelof en X
para cada z € Z existe una subfamilia numerable B, C 7y tal/que B, cubre
a f~1(z). Tomemos U, como la unién de todos los conjuntos abiertos de f..
Luego X \ U; es cerrado en X y como f es cerrada f(X \ U;) és certado en
Z. Ademés f~1(z) € U, lo que implica que z ¢ (X \ U), asi la fapilia {Z \
f(X\U;) : z € Z} es una cubierta abierta de Z. Dado que Y es Lind€lof en
Z existe un conjunto numerable {z1,...,z,,...} tal que Y C U2 Z VX \
U,,). Yaque f~YZ\ f(X\ Uy)) C U, se tiene que el conjunto numerable
{U,, :i € N} cubrea f~1(Y) y por lo tanto la subfamilia numerable |J$° 1B,
de y cubre a f~1(Y). Por lo tanto f ~1(Y) es Lindel6f en X. N

TEOREMA 3.1.37. Sea f : X — Z una funcion continua y sobreyectiva, Y C Xy
Y Lindelof en X. Entonces f(Y) es Lindeldf en Z.



3.1. Compacidad relativa 47

Demostracion. Sea <y una cubierta abierta de Z. Como f es continua se sigue
qué o/*= {f~}(U) : U € v} es una cubierta abierta de X. Dado que Y es
Lindelof en X se sigue que existe una subcubierta numerable y C 7y tal que
Y C Uyey F~1(U) asi se tiene f(Y) C Uuey U. Por lo que f(Y) es Lindelof
en Z. [

Por ltimo, el siguiente teorema caracteriza la propiedad de Lindelof en
términos de 1a propiedad de Lindelof relativa.

TEOREMA 3.1.38.°Sea Y C X fuertemente regular en X. Entones las siguientes
condiciones son equivalentes:

e a) El espacio Y es Lindelof.
e b) El espacio Y es Lindelof en X y es perfectamente localizado en X.

Demostracién. Supongamos gue el espacio Y es Lindelof. Luego Y es Lin-
delof en X. Sea U abierto en Xtal que Y C U. Notemos que G = X\ U
es cerrado en X. Como Y es fueftemente regular en X para caday € Y
existen abiertos W, V, enX tales que y € W, y G C V;. Como Y es Lin-
delof entonces existe un gonjunto-mumerable {yy,...,y,,...} C Y tal que
Y C U2, Wy,. Se sigue que’Fi-= X \ ¥ypspara cada i € IN son cerrados tales
que Y C Uj2; F; C U. Por lo'tanto Y es.petfectamente localizado en X.

Supongamos que Y es Lindel6fen.X y @s_perfectamente localizado en X.
Sea 7 cualquier cubierta abiertade-Y. Para cada U € 7, fijemos un conjun-
to abierto V; de X tal que Viy N ¥o=.U. Es«laro que Y C W = Uye, Vi
Dado que Y es perfectamente localizado en “X~existe una familia de con-
juntos cerrados {F,},en en X tales que Y CJzen Fr € W. La familia
n = {Vuy : U € vy} U{X\ F,} es una cubierta abierta de X. Como F, NY
es Lindelof en X existe una subcubierta numerable A4, de la familia <y tal que
F,NY C WU{Vy: U € A}, asi la subcubierta numerablée A = (J,,cpy Ay de 7y
es tal que Y C [JA. Por lo tanto Y es Lindelof. O

3.1.2 Compacidad numerable y pseudocompacidad relativas

Ahora trabajaremos con las versiones relativas de otras propiedades de tipo
compacidad que son la compacidad numerable y la pseudocompagidad.

DEFINICION 3.1.39. Diremos que un conjunto Y es numerablemente cofitpacto
en X, si para cada conjunto infinito A C Y existe punto de acumulacién de
AenX.

PROPOSICION 3.1.40. Si Y es cerrado en X, entonces Y es numerablemente con=
pacto en X si y solo si, Y es numerablemente compacto en si mismo.
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Demostracién. Supongamos que Y es numerablemente compacto en X. Sea
A C ¥ infinito. Por hipétesis existe x € X tal que x es punto de acumulacién
de A.Sessigue que x es punto de acumulacién de Y y dado que Y es cerrado
entonces x¢€ Y. Asi Y es numerablemente compacto en si mismo.

Como Y es-numerablemente compacto en si mismo se sigue que Y es nume-
rablemente compacto en X. O

Las siguientessproposiciones muestran la relacién entre la compacidad
numerable relativa‘y los subespacios.

PROPOSICION 3.1.4Y..5i Y C Y1 C X; C Xy Y es numerablemente compacto
en Xy, entonces Y es nitmerablemente compacto en X.

Demostracion. Sea A C Yanfinito. Como Y C Yj y Y] es numerablemente
compacto en Xj existe x &7X; que es punto de acumulaciéon de A. Como
X1 C X se concluye que Y essnumerablemente compacto en X. O

En particular, si Y C Z C X y"Z)es numerablemente compacto, entonces
Y es numerablemente compacto en X, Pero la compacidad numerable de Y
en X no siempre se logra porda existencia de un espacio intermedio numera-
blemente compacto. Por ejemiplerconsiderando los espacios Y'y (X, t/) como
en el Ejemplo 2.1.6.

PROPOSICION 3.1.42. Sea Y numerablemente eoinpacto en X, Xy cerrado en X y
Y1 C Y N Xy, entonces Y1 es numerablemente cowipacto en X;.

Demostracién. Sea A C Y71 un conjuntenfinito’Como Y7 C Y y Y es nume-
rablemente compacto en X entonces existe x € X punto de acumulacién de
A. Dado que x es punto de acumulaciéon de Y; y Y7_@-Y N X; entonces x es
punto de acumulacién de X; y dado que X; es cerrade luego x € X;. Por lo
tanto Y7 es numerablemente compacto en Xj. O

PROPOSICION 3.1.43. Sea f : X — Z una funcion continua y Y mumerablemente
compacto en X, entonces f(Y') es numerablemente compacto en f(X).

Demostracion. Sea B C f(Y) infinito luego existe A C Y infinitostal que
f(A) = B. Como Y es numerablemente compacto en X existe x€ X que
es punto de acumulacién de A. Luego de la continuidad de f se sigue que
f(x) es punto de acumulacién de B. Por lo tanto f(Y) es numerabléménte
compacto en f(X). &

PROPOSICION 3.1.44. Sea X un espacio Lindeldf. Si Y es numerablemente com-
pacto en X entonces Y es compacto en X.
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Demostracién. Supongamos que Y no es compacto en X. Sea y una cubierta
abiérta’ de X que no admite subcubiertas finitas para Y. Sin pérdida de ge-
neralidad podemos pensar que v = {U, : n € IN}. Como Y no es compacto
en X existe v, € Y\ U’ Uy. Luego A = {y, : n € N} C Y es infinito. Del
hecho de'que 7y es una cubierta abierta de X y que X es un espacio T se sigue
que A no tiene punto de acumulacién. Lo cual es una contradiccion. O

PROPOSICION:3.1.45. Si Y es numerablemente compactoen X yY = X entonces
X es pseudocompactg.

Demostracion. Sea f~+ X — R continua. Como Y es numerablemente com-
pacto y denso en X ehtonces f(Y) es numerablemente compacto y denso en
f(X) en R. Como R es.EFindelof entonces por la Proposicion 3.1.44 se tiene
que f(Y) es compacto en f{X). Dado que f(Y) es compacto y denso en f(X)
se concluye por la Proposieién 3.1.10 que f(X) es compacto y por lo tanto
acotado. O

Sin embargo, existen espacios Tychonoff, pseudocompactos e infinitos en
los cuales cada subespacio,numerable es cerrado y discreto (ver Ejemplo
1.3.7). Por lo tanto, no encada espacio-de Tychonoff pseudocompacto existe
un subespacio denso y numerablemetite,compacto en X.

Por ultimo veremos las versiones relativas asociadas a la pseudocompa-
cidad.

DEFINICION 3.1.46. Un subespacioY C X.se llama pseudocompacto en X, si
cada familia localmente finita y de'eonjuntos’abiertos de X que se intersecan
con Y es finita.

Sabemos que todo espacio numerablemente compacto es pseudocompac-
to. Verificaremos que la relacién entre espacios numerablemente compactos
y pseudocompactos se conserva para las correspondiéntes propiedades re-
lativas.

PROPOSICION 3.1.47. Si Y es numerablemente compacto éw’ X, entonces Y es
pseudocompacto en X.

Demostracién. De la Proposicién 3.1.45 se sigue que Y es pseuddcompacto,
lo que implica que Y es pseudocompacto en X. O

DEFINICION 3.1.48. El subespacio Y se llama fuertemente pseudocompacto en
X si cada familia vy localmente finita en los puntos de Y de conjuntos abiertos
en X que se intersecan con Y es finita.

Notemos que todo subespacio fuertemente pseudocompacto es pseude-
compacto. El siguiente diagrama (ver Figura 3.1) establece las relaciones de
las propiedades de compacidad numerable y pseudocompacidad relativas.



50 Capitulo 3. Propiedades de tipo compacidad relativas

Fuertemente Pseudocompacto

|

Compacte Numerable relativo ———— Pseudocompacto
FIGURA 3.1: Propiedades de tipo compacidad relativas.

Probaremos enseguida una caracterizaciéon de los subespacios relativa-
mente pseudocompadctos en términos de funciones acotadas.

PROPOSICION 3.1.49. “Sea Y,Tychonoff en X. Entonces Y es fuertemente pseudo-
compacto en X si y sélo si‘edda funcion f : X — R continua en todos los puntos
del conjunto Y es acotada en Ya

Demostracién. Supongamos quesexiste f : X — R continua en todos los
puntos de Y no acotadaen Y. Tom€mos G, = {x € X : |f(x)| > n} paracada
n € IN. Denotemos por U, = intG,.\De la continuidad de f en los puntos
de Y y del no acotamiento en?Y se sigue que U, NY # @ para todon € N,
ademas la familia {U, : n €/N}ses loealmente finita en todos los puntos de
Y e infinita. Lo cual implica qded¥ no esfuertemente pseudocompacto en X.

Sea Y un subespacio que no esfuertemente pseudocompacto en X. Tome-
mos 7 una familia localmente finita €n dos ptintos.de Y de conjuntos abiertos
en X que se intersectan con Y quemersea finita. Consideremos un subcon-
junto numerable y = {U, : n € IN}=C~g. Reduciendo, si es necesario, los
conjuntos U, puede lograrse que U, N s = @ con'f\# m. Asumiremos que
esta condicién ya se cumple. Fijemos y, € U, NY paratcada n € IN. Como Y
es Tychonoff en X, existe una funcién f, : X — R contifia en todos los pun-
tos de Y tal que f,,(y,) = n, f(X\ U,) C {0}. Definamos+f : X — R de la
siguiente forma: f(x) = fu(x),six € Uy y f(x) = 0,si € X \ Upen Un. Es
claro que la funcién f es continua en todos los puntos de Yy no es acotada
enY. O

El siguiente ejemplo muestra un subespacio relativamente numerable-
mente compacto pero que no es relativamente fuertemente pseudécompac-
to.

EJEMPLO 3.1.50. Sean X = [0,1] y Y = (0, 1). El subespacio Y es numétable-
mente compacto en X puesto que Y = [0,1] es numerablemente compaCte:
Pero Y no es fuertemente pseudocompacto en X ya que f(x) = 1/x para
x € (0,1] y f(0) = 0 para x = 0, es una funcién continua en cada punto de
Y pero no acotada en Y.
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Las siguientes proposiciones muestran la relaciéon que existe entre la pseu-
doecompacidad y la pseudocompacidad fuerte relativa en espacios Tycho-
noff.

PROPQSICION 3.1.51. Sea X Tychonoff. Si Y es abierto y Y es fuertemente pseu-
docompacto'en X, entonces Y es pseudocompacto en el mismo.

Demostracién.Sea f : Y — R continua. Por ser Y abierto de la Proposicién
2.4.2 existe f : X»— R que es extensién de f y que es continua en cada
punto de Y. Com@yY es fuertemente pseudocompacto en X se sigue por la
Proposicién 3.1.49 que f es acotada sobre Y. Lo que implica que f es acotada.

O

PROPOSICION 3.1.52.75éa X Tychonoff. Si el espacio Y es pseudocompacto, en-
tonces Y es fuertemente psetidecompacto en cada espacio X que contengaa'Y.

Demostracién. Sea f : X — IR continua en todos los puntos del conjunto Y.
Luego f|y : Y — R es una funcién continua en Y. Dado que Y es pseudo-
compacto en si mismo f|y es acotada, asi f es acotada en los puntos de Y'y
por la Proposicién 3.1.49 s€ concluye que Y es fuertemente pseudocompacto
en X. O

PROPOSICION 3.1.53. Sea X Tychonoff. Si#Y es fuertemente pseudocompacto en
X, entonces Y es fuertemente psetidocompacto en X.

Demostracién. Sea f : X — R confinua en t6dés los puntos del conjunto Y.
Se sigue que f es continua en todoslos puntos’de Y y por lo tanto acotada
sobre Y. Como f(Y) es acotado y dado,que por ¢ontinuidad f(Y) es denso en
f(Y) se concluye que f(Y) es acotada. De la Prop0sicion 3.1.49 se concluye

que Y es fuertemente pseudocompacto en X. [

COROLARIO 3.1.54. Sea X Tychonoff. Si Y = X y Y es fuértemente pseudocom-
pacto en X, entonces el espacio X es pseudocompacto.

Es conocido, que si un espacio Tychonoff es pseudocompacto y Lindelof,
entonces el espacio es compacto. El concepto de fuertemente pseudocom-
pacto de Y en X permite relativizar el resultado anterior.

TEOREMA 3.1.55. Sea Y un subespacio del espacio regular X, Y Lindeléf y fuer-
temente pseudocompacto en X. Entonces Y es compacto en X y Y es unn espacio
compacto.

Demostracién. Sea <y cubierta abierta de X. Como X es regular existe un.re-
finamiento abierto A de v, para el cual cada elemento de A estd contenido
junto con su cerradura en un elemento de la cubierta y. Como Y es Lindelof
en X podemos seleccionar una subcubierta numerable y = {V,, : n € N}
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de M Ahora supongamos que ninguna familia finita de la cubierta y cubre
al confunto Y. Entonces Y \ U, V; # @, para cualquier n € IN. Pongamos
U, ="XA\ U, V;. Asi obtenemos una familia {U, : n € N} de conjuntos
abiertos enrX que se intersectan con Y, localmente finita en todos los puntos
de Y. Lo que.es una contradicciéon con la pseudocompacidad fuerte de Y en
X. Asi Y es'compacto en X y por la Proposicién 3.1.10 se concluye que Y es
compacto. [

COROLARIO 3.1.56% Sea X un espacio regular. Si' Y es pseudocompacto en el mis-
mo y Y es Lindelof en X. Entonces Y es un espacio compacto.

Demostracion. Como Y+€s pseudocompacto en si mismo entonces Y es pseu-

docompacto en X. De la Pfoposicién 3.1.55 se concluye que Y es compac-
to. [

Cada espacio Tychonoff 'se”puede realizar como un subespacio de un
compacto y como subespacio cerrado de un espacio Tychonoff pseudocom-
pacto. De lo cual surge la siguiente pregunta: ;Puede cada espacio de Ty-
chonoff Y sumergirse en un espacio de Tychonoff X tal que Y resultara fuer-
temente pseudocompacto efyeste tltimo?s En relacion a esta pregunta, pro-
baremos que si Y es fuertemente pseudocompacto en X entonces existe X’
denso en X de tal manera que(Y\es cerrado.en X' y Y es fuertemente pseu-
docompacto en X'.

PROPOSICION 3.1.57. Si Y C X' C XY es fuertemente pseudocompacto en X',
entonces Y es fuertemente pseudcompacte en~X.

Demostracién. Sea f : X — R continua en todos losptintos de Y. Luego f [x
es continua en todos los puntos de Y y dado que Y ‘es fuertemente pseudo-
compacto en X', entonces f|x es acotada en Y. Por lo tanto f es acotada en
Y y asi Y es fuertemente pseudocompacto en X. [

PROPOSICION 3.1.58. Si Y C X' C Xy X' = X, entonces(Y e fuertemente
pseudocompacto en X siy sélo si Y es fuertemente pseudocompacto efi X'.

Demostracién. Por la Proposicion 3.1.57 si Y es fuertemente pseudocompacto
en X', entonces Y es fuertemente pseudocompacto en X.

Supongamos que Y es fuertemente pseudocompacto en X. Sea-/ una
familia localmente finita de conjuntos abiertos de X’ que se intersecan Gon'Y.
Para cada V € v/ consideremos un abierto tinico Uy en X tal que Uy N X<
V.Luego v = {Uy : V € 7} es una familia de conjuntos abiertos de X.
Fijemos y € Y, como ' es localmente finita en Y existe V, vecindad de y
en X' que intersecta a un nimero finito de elementos 1, de 79/. Tomemos
vy = {Uy : V € 7y} y sea Uy abierto en X tal que Uy N X’ = V;. Supongamos
que existe Uy € vy tal que Uy ¢ v, y Uy NUy # @. Luego existe x € Uy N U,
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y«€omo X’ = X entonces @ # (Uy NUy) N X' = VNV, =@, puesV ¢ v,
Lorcual es una contradiccién. Por lo tanto 7 es una familia de abiertos en
X localmente finita en los puntos de Y, asi por hipétesis 7y es finita y por
lo tantoey! es finita. Se concluye que Y es fuertemente pseudocompacto en
X' O

PROPOSICION 3.1.59. Si Y es fuertemente pseudocompacto en X, entonces existe
un subespacio”X'=del espacio X, denso en X tal que Y C X', Y es cerradoen X'y Y
es fuertemente psetidocompacto en X'.

Demostracién. Pofigamos X' = X \ (Y \ Y). El subespacio X’ es denso en X,
Y C X' yY es cerrad0 en X'. Por la Proposicion 3.1.58 se concluye que Y es
fuertemente pseudocompacto en X'. O

El siguiente resultado” permite detectar espacios que no se pueden ver
como subespacios cerrados‘y relativamente fuertemente pseudocompactos
en un espacio mas grande.

TEOREMA 3.1.60. Sea X un espacio xegular. Si el espacio Y C X es Lindelof en si
mismo y es fuertemente pseudocompacto en X entonces Y es un espacio compacto.

Demostracién. Por la Proposicion 3.1.59 existe un espacio regular X' tal que
Y C X', Y es cerrado en X’ y(Y'es fuertémente pseudocompacto en X’'. Como
Y es Lindel6f entonces Y es Lindelof en X/#Por el Teorema 3.1.55 la cerradura
de Y en X’ es un espacio compagto, Pero Y es cerrado en X'. Por lo tanto Y
es compacto. [

COROLARIO 3.1.61. El espacio Q de [0 niimeros tacionales no puede ser inmerso
en algiin espacio reqular X de tal forma que Q sea fuertemente pseudocompacto en
X.

Demostracion. Se deduce del Teorema 3.1.60 ya que Q106 es compacto. [

El siguiente resultado muestra una condicion bajo la cualla pseudocom-
pacidad fuerte relativa implica la compacidad numerable rélativa.

TEOREMA 3.1.62. SiY es fuertemente pseudocompacto en un espacio de"Tychonoff
Xy Y es a-normal en X, entonces Y es numerablemente compacto en X.

Demostracion. Supongamos que Y no es numerablemente compacto en X.
Sea A C Y infinito que no tenga puntos de acumulacién en X. Sin pérdida
de generalidad podemos pensar A = {x1,...,X,,...}. Entonces A es cerrado
en X y discreto. Se sigue que f : A — R dada por f(x;) = iconi € INJes
continua. Como Y es a-normal en X existe una extensién continua f : X — R
de f. Luego f no es acotada en Y. Lo cual es una contradiccién con el hecho
de que Y es fuertemente pseudocompacto en X. O
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PROPOSICION 3.1.63. Sea f : X — Z una funcién continua y Y pseudocompacto
(fuertemente pseudocompacto) en X, entonces f(Y') es pseudocompacto (fuertemen-
te psettdotompacto) en f(X).

Demostrac¢ion. Mostraremos el caso pseudocompacto, el otro caso es similar.
Sin pérdida‘de generalidad podemos suponer que f es sobreyectiva. Sea 7y
una familia localmente finita de conjuntos abiertos en Z que se intersectan
con f(Y). Luegof<'(v) = {f1(U) : U € 7} es una familia localmente
finita de conjuntes‘abiertos en X que se intersecan con Y. Dado que Y es
pseudocompacto en X se tiene que f~1(7) es finita lo que implica que v es
finita. Por lo tanto f(Y') és'pseudocompacto en f(X). O

3.2 Conclusiones

Como resultado de este trabaje’se comprendié el comportamiento general
de la C-normalidad y de la epi-fietmalidad bajo funciones continuas y ce-
rradas, subespacios cerrados y unienes de subespacios localmente compac-
tos; lo que nos permitié mostrar las diferencias de estas variantes topolo-
gicas con respecto a la normalidad. Mas/atn, usando el ejemplo dado por
M. M. Saeed mostramos la existencia destin espacio normal que no es C-
paracompacto. Por otra parte, desarrollameos un analisis de algunas propie-
dades relativas de los axiomas de/separaciénsmeostrando las relaciones que
existen entre ellas, ademds de probargsesultades’analogos a los teoremas cla-
sicos en Topologia. Finalmente se mostraron algunas propiedades relativas
de tipo compacidad y su relacién con las propiedades relativas de los axio-
mas de separaciéon. Ademads, se mostro la existencia déun subespacio denso
Lindelof en un producto arbitrario de espacios. El estudio de ambas gene-
ralizaciones de la normalidad nos ha permitido enriquegerinuestros conoci-
mientos de Topologia.
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