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Resumen

Estudiamos el comportamiento de un electrén sometido a un campo magnético
uniforme bajo la ecuaciéon ‘desSchrodinger-Pauli y la ecuaciéon de Dirac. Los estados
propios y las energias en ambos casos son distintos, para el caso no relativista la
energia solo existe para el caso.de energia positiva, mientras que para el caso relati-
vista existen dos tipos de energia; energia positiva y energia negativa. Consideramos
el transporte de un electron en presencia de un campo magnético y ortogonal a su
plano, donde los estados propios ytlas*energias propias del electrén se encuentran
para el movimiento, en el que’se rota a partir del operador de rotacién espin 3. Se
muestra la posibilidad de disefiar‘corrientes controlando el momento angular orbital
a través de transportar el electron‘en la ecuacion relativista. Las corrientes son de in-
terés por la informacion que proporciona los'hiimeros cudnticos en especial el ndmero
cuantico de espin s y el nimero cudntico de oriéntacion m, que invierten la direccién
del movimiento pasando de componentesipequefias-a componentes grandes. La teoria
incluye la estructura del modelo espin y su interaccién con el campo magnético a par-
tir del cual se encuentran las soluciones al problema eh términos radiales y luego se
identifica cémo cambian sus direcciones con respecto alajenergia y funciones de pro-
babilidades. Los resultados se obtienen para la situaciéh en el que modelo se prepara
inicialmente en un estado ¢ y se caracteriza con las difefentes dindmicas, asi como
también en las funciones termodindmicas en la que participa la funcién de particién
en términos del resultado no relativista.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecénica cuantica no relativista y la mecénica cuantica relativista pueden ser
revisadas en diferentes textos. Cada juna de las matematicas es diferente a su con-
traparte y fisicamente tienen resultados\distintos con respecto a la cuantizaciéon de la
energia para el sistema no relativista [1]. En esta tesis, tratamos con un electrén some-
tido a un campo magnético uniferme, efi, donde se encuentran soluciones analiticas,
de acuerdo a las cantidades conservadas del* oscilador arménico 2D. La ecuacién de
Schrodinger-Pauli se resuelve exaetamente ‘pata.sus espectros de energia y funciones
de onda y se estudian las diferentes solucionés a-partir de rotar el espin e introducir-
lo en la ecuacién no relativista, es natural que los efectos para una particula cargada
bajo esta accién puedan volverse importante, en especial para los diferentes espectros.
Aunque solo exista para condiciones en‘el’que se gbligue al electrén a conservar el
momento angular total [2]. El objetivo del presente trabajo también es aplicarlo a la
ecuacién de Dirac e igual obtener los valores propios delajenergia y las funciones de
onda y conocer cémo es el transportar el electrén en diferentes valores de ¢, discu-
tiendo algunos casos especiales como son las estructuras de‘corrientes.

Esta solucién se muestra detalladamente cuando se rota el €lectréon para cada uno
de los valores ¢ y cada uno de ellos permite la posibilidad de coneebir resultados dife-
rentes, en el que el momento angular en el eje x y en el eje z, hacen pesible el estudio
en cada fraccién de movimiento a partir de sus valores propios. El problema ha sido
exitosamente resuelto por lo que el caso acoplado propone la estructura.de sistemas
fuera de lo comuin con respecto al intercambio de direcciones, que corresponde a los
grados de libertad espaciales en su forma radial. Por otro lado, el sistemajde inter-
cambio de direcciones es por si mismo interesante y ha atraido considerablemente la
atencién en la electrodindmica cudntica. Teéricamente, diferentes modelos con fespec-
to a los estados del electrén han sido explorados [3,4,5]. Aqui se muestra cOmo jse



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

puede definir jy resolver el movimiento intrinseco para cada punto ¢ y modelarlos a
las ecuaciones-de movimiento, lo cual mantiene la solubilidad en su forma radial. Es-
pecificamente al'‘considerar efectos no relativista como relativista , en el que cada uno
de ellos se diferencia; niimero uno por un movimiento interno del electrén y ntiimero
dos por el movimiento entorno a sus estados orbitales y sus efectos fraccionarios, re-
sultados de la rotacién.

Se muestra, entonces-gtie el nimero de rotaciones es una cantidad conservada en
el momento angular total ‘del“eje z. Usando como base este operador de rotacién, el
hamiltoniano es diferente al que se escribe originalmente antes de introducir las canti-
dades del movimiento intrinseco’para cada punto ¢. Cabe sefialar que ambos modelos
son interesantes debido a su reselueién total con respecto a sus espectros de energia,
en el que para casos relativista losydiferentes puntos de ¢ son intercambiables en las
componentes de normalizacién [6,7]. Estos utilizan los resultados en su forma radial
con respecto a la ecuacién diferencial.del, polinomio de Laguerre, que resulta en un
modo en el cual cumple con el nimero,de estados posibles del electrén, esto se res-
tringe a las probabilidades y valorés medios.emel que puede ser encontrado. Ademds,
se muestra que nuestra modelo resdlta ser un ejemplo claro de que para estudiar el
movimiento interno desde la perspéctiva del fitimero cuantico del espin, es necesario
entender esta combinacién de resultados-con la ecuaciéon de movimiento, pues es un
recurso necesario y fundamental para obténer la ififormacién en proporciones de pro-
babilidades y energias propias.

La relacién entre el operador de rotaciéon ¥y la ecuaciontde movimiento relativista
nos da al acceso més simple para abordar el problema y conocer cémo es el intercam-
bio de direcciones que tienen que ver con la aparicién de la antiparticula. Se estudia
el transporte del electron usando la teoria de Schrodinger-Padli y la teoria de Dirac
cuando el electrén es sometido en un campo magnético uniform€\[8]. Al analizar las
soluciones analiticas exactas se encuentran que para cada punto#€n-el transporte del
electron hay distintos espectros de energias, tanto de los casos relativista como no re-
lativista, que se observa con mayor detalle en los capitulos 8, 9 y 10.

La tesis esta organizada de la siguiente manera; en el capitulo 2 se da @na-descrip-
cién mecénico cudntico de la ecuacién de Schrédinger-Pauli y cémo interaeeiona con
el espin Hamiltoniano utilizando coordenadas cilindricas en donde se encuentra la
solucién para el espectro de energia, al igual que su funcién de onda. En el capitulo 3
se explica el modelo del experimento de Stern-Gerlach para la interaccién en la suma
de ambos momentos angulares. Se revisan los casos de los valores promedios de(la

2



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

variable #adial con el estado fundamental, se explica también la suma de momentos
angulares@-ttavés de la suma de ambos nimeros cuanticos, y se muestra después la
evaluacion delimomento magnético del momento angular orbital de la energia cinética
[9]. En el capittilo. 4, se estudia el efecto Zeeman de una manera que simplifica y cla-
rifica lo resultados ‘introducidas en el capitulo 2, obteniendo el desplazamiento radial
no nulo, para cada_uno de los valores en lo que puede ser construida la funcién de
onda en lo que impene velocidades fisicas en los limites de la velocidad cuéntica [10].

En el capitulo 5, se presenta el modelo de la ecuacién de Dira-Pauli, en el que se
desprenden resultados de energias relativistas y funciones de onda que infieren con
el electron en las medidas delos estados de energia positiva y negativa. En el capitulo
6, se evaltia la ecuacién de Dira¢)yen la conservacién del momento angular total , en
el que solo conmuta con la compenente z. En el capitulo 7, se estudia el transporte
de un electrén en una trayectoria cettada a través de su solucién en su representacién
radial y sus niveles de energia en cada‘uno de estos estados. De este modo, se obtie-
nen las direcciones del electréon.en el'sentido contrario a las manecillas del reloj y en
el sentido a las manecillas dél feloj, a través de las densidades de probabilidad en el
conjunto de los espinores en términos del indice radial. Al determinar cada uno de
sus valores también se presentan‘algunas distribuciones del momento angular orbital
en el espinor de la ecuacién de Difac-Pauli, et 1a que no se preservan los valores del
momento angular en promedio de 72

En el capitulo 8, se discuten como se obtienen 16s diferentes espectros de energia
con diferentes valores de ¢, tanto de la ecuacién radial, como de la misma en los
valores medios y estados propios del electron relativistd y_se presentan los resultados
de estructura de corriente, asi como su desarrollo en el espeetto de energia y funciones
de onda en la norma de Landau. En el capitulo 9, se plantea el caso no relativista y
el caso relativista, en el que se estudia el transporte compléto/del electrén a partir
del valor propio del espin, en el que se encuentra organizadg'por el operador de
rotacién, ademas, se obtienen cada valor del espinor de Cartan { quesacttia sobre un
valor complejo que lo convierte en su conjugado invirtiendo la direccién‘del electrén a
través del namero cudntico m. En el capitulo 10, se estudia la analogiaseon la paradoja
del gato de Schrodinger para un gato relativista, estudidndolo a partir“del método
propuesto, todo a partir de las velocidades de los electrones y el tiempo-minimo, en
el que el transporte se hace en los distintos desplazamientos radiales de cada yalor ¢.
Finalmente, en el capitulo 11 se presentan los resultados y discusiones a través de las
diferentes aplicaciones, con el fin de obtener una idea clara de los resultados, ademas,
de proporcionar la entropia a partir de la funcién de particién, que aparece a partir de

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

la solucién de Ja ecuacién de Schrodinger-Pauli, en donde se usa el espectro de energia
incluyendo elnimero cuantico magnético m con orientaciones m > 0y m < 0, lo cual
revela una reorganizaciéon interna de la corriente azimutal en el momento angular
orbital. De igual fortma se presentan las conclusiones, asi como también los apéndices
para el desarrollo matemaético.



Capitulo2

Ecuacion de"Schrodinger-Pauli

2.1. Descripcion mecanico cuantico

En 1927 Wolfgang Pauli desarrollé un modelo cudntico para la inclusién del ope-
rador espin en la ecuacién defSehrodinger [11]. El concepto del operador de espin
introducido por Wolfgang Pauli, es\estudiado en diferentes dreas en donde los bene-
ficios no solo se observan tedricamente sinoyque también experimentalmente [12,13].
Por otra parte, el incluir el espin en la,ecuadion.de Schrodinger permite conocer el
comportamiento del electrén con cudlguier campo.magnético externo y por lo tanto
obtener una descripciéon detallada de surestructura’, cuya forma radica en los dos
posibles valores de los tres componentes<angulares” del espin, los efectos asociados
resultan en niveles de Landau, efecto Hall cudntico y.otros efectos agregados con el
campo magnético. La convencién de escribir S = (Sx, 5S4, S3) para cada una de las di-
recciones del espin se relaciona con las direcciones de lossvalores propios en los que
la energia se separa en dos direcciones, asi pues, su forma sé puede aplicar a describir
un sistema bidimensional [14].

Por otro lado, las representaciones del espin y del momento ahgular orbital actdan
sobre espacios diferentes, por lo que resulta conveniente la introduccién de un mode-
lo circular cuantico que describa la variedad de estados, cuyos operadores de espin
sean la accién de superposiciones en las direcciones del eje de la rotaeién, que poda-
mos reescribir como el vector de estado del oscilador de Schrodinger-Pauli. Desde la
perspectiva de la mecénica cudntica el Hamiltoniano de una particula sometida en un
campo magnético se expresa

A= L(ﬁ - EA’)2 +¢(r). 2:1)



6 CAPITULO 2. Ecuacién de Schrodinger-Pauli

Esto indicasla forma mas simple de acoplar el campo eléctrico al movimiento de la
particula, cuyo"omento canénico es la suma cinética y el término £A, determinado

por el vector poténcial A. Con esta representacion (2.1), se pueden estudiar una va-
riedad de efectoS que es ttil para la dindmica de una particula cargada sin espin en
un campo magnétieo. Cuya forma en (2,1) contiene la informacién de la dindmica del
electréon en su hamiltefitano, donde 1y es la masa del electrén y ¢(r) es el potencial
escalar. Entonces, la difndmica cudntica de una particula de espin 1/2 en un campo
magnético escrita de la forma:

¢ 1 1. = €12 .

Heso 7 (F=2A)] +e(), (22)
acttia sobre el vector de estado totaldel oscilador no relativista y se denota como las
direcciones entre los acoplamientes de los dos valores del espin 1/2 del vector de
las matrices de Pauli, escrita en la forma . En este sentido, el objetivo principal es
determinar los niveles de energia y la funcién de onda de la ecuacién (2.2), por lo
tanto, se implementan los desarrolles matematicos pertinentes que se extenderan a los

capitulos 8, 9 y 10, para casos relativistas.

2.2. Interaccidon espin Hamiltoniano

En esta seccion se describe la conexién(que existe efitre el oscilador de Schrédinger-
Pauli y el momento magnético intrinseco, el{cual, es mtiy.conocido en el acoplamiento
para las energias de dos niveles de interaccion. En particular, se le atribuye un mo-
mento magnético propio; por consideraciones de simetrfa [15], esto quiere decir que
el incorporar el espin a la teoria de Schrédinger comprueba’que el hamiltoniano da
lugar a un termino de interaccién con el propio momento afigular orbital. En prime-
ra instancia considere la interaccién del momento magnético i que se conecta con el
momento angular inherente, llamado espin

e - T
i =——S"B. 2.3
A= 23)
Donde S es el operador vectorial del espin y B es el campo magnétié¢oydgnorando
la fuerza externa y considerando la orientacién del campo magnético en la” direccion
del eje z, se escribe el hamiltoniano H como la descripciéon de un electrén en.teposo
en un campo magnético externo By

N ehBy (1 0
H = , 24
2mqc ( 0 -1 ) @

6



CAPITULO 2. 2.3. FORMULACION DE SCHRODINGER-PAULI 7

cuyos niveles de energia resultan ser E = :I:hT“’, donde w = %OC es la frecuencia de

precesion ‘del dipolo magnético, 7 la constante de Planck y c la velocidad de la luz
[35]. Usando,_el'Hamiltoniano de Schrédinger-Pauli

0 WP P

Hyy=—— =5+

34 2my (axz * Y2

uno puede apreciar‘la.conexion entre la frecuencia de precesion y la frecuencia del
oscilador arménico bidimensional cuando el vector potencial, es el vector potencial
de la norma de Landau."De esta comparacién, podemos concluir que el Hamiltoniano
es exactamente el mismo que’el del oscilador arménico 2D y que el término de in-
teraccion ji establece una nuéva,forma para el movimiento que describe la curvatura
del potencial parabdlico. Por lo-tanto, se pueden establecer soluciones y observar que
ambos osciladores oscilan en difeeciones perpendiculares entre si, que se reducen a
un movimiento circular, estableciendo que los valores propios son de la forma cuyos
numeros cudnticos 17 y 1 asumen valores 0,1,2,3, ...

1
) + Emowz(xz + yz), (2.5)

2.3. Formulacién de Schrodinger-Pauli

En esta seccién considere la simetria bidimensional, en el que se destaca la im-
portancia de su estructura para el estidio del(transporte del electrén, a partir de la
ecuacion de Pauli, tomando en cuenta el desarrollo matematico. A diferencia del caso
anterior, el problema estd representado enla forma.en el que el resultado conserva
la solucién para el momento angular orbital y el hamiltoniano, ambos condicionan
la forma de un oscilador arménico con un potencial de confinamiento parabdlico. En
primera instancia, considere al electrén colocado en un_eampo magnético uniforme
B = Byk. Considerando que B = V x A, siendo A el potential vectorial magnético.
Una forma de elegir A es de la forma siguiente:

- B s
A= 70(—;/1' +x)), (2.6)

al usar la ecuacién de Schrodinger

N L 0Y
y el Hamiltoniano
A 1 15 A e=.12



8 CAPITULO 2. Ecuacién de Schrodinger-Pauli

junto con un espinor de dos componentes, la energia se divide en dos casos, uno en el
que su direcéién y valor estdn condicionados a las direcciones con respecto al campo
magnético y otro.en el que su valor es contraria con respecto al campo magnético

¥ = (i* ) (2.9)

El Hamiltoniano tomaen cuenta las matrices de Pauli y el hecho de que ¢(r) = 0;
su desarrollo se escribe em'términos del espin semientero y el campo magnético

e[x’)}2 . B). (2.10)

c c

RS

Para escribir la ecuaciéon de Sehrédinger-Pauli se usa la ecuacién (2.10). La ecuacién
tiene la forma:

& (b —

ol

A’)r‘{f

AY = [ , (2.11)

2m0

a partir del desarrollo (2.10), se tiene_que el término cuadrético en interaccién con el
grado de libertad intrinseco se escribe.en la forma siguiente:

5P - EA)]Z\P ~ (B~ SA)} ¥ %( B)Y, 212)

de acuerdo al apéndice A, el primer término0 tiene el siguiente resultado:

(P— SA2Y = (P— SA') (P - SAVF = —h2VRY + zmg VY e CA%Y,  (213)

O

observando que el resultado del producto punto, es el vector potéticial magnético que
determina el momento angular orbital en la direcciéon del eje z

. _,_B Jd. O, By 0 d
A-V= ( —yi+x7) - ( _Z+@]+azk) 2( yax+x@), (2.14)

sustituyendo la ecuacién (2.14) en la ecuacion (2.13), se obtiene:

eBO e?

(P — SA’)zqf = V¥ - OLY + S AN, (2.15)

De acuerdo al cuadrado del vector potencial magnetlco y a la direccién en la direc-
cién del eje z, se escribe en términos del movimiento perpendicular del movimiento

8
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oscilatorié provocado por la particula y el campo magnético. Por lo tanto, el hamilto-
niano que‘se“obtiene, tiene la forma:

p n? . 2 B3
Vz ¢ 0Lz + ¢ D) -9
2im 2mgc 2mocs 4

en coordenadas cilindricas, el Hamiltoniano adopta la forma siguiente:

2 2 e ¢
( Y ) moc zD0, ( )

H =

_h_z 12(;’2)_’_18_24_8_2 _ eBO
2mg | ror: or’ 12002  09z2 2mc

0 . e?B?
—ili— +2S 2 (17
Tae T Z] + 8moczr @17)
Entonces la ecuacion de(Schrodinger-Pauli a resolver en esta simetria, es de la
siguiente manera:

¢?B?

T’ZTi = Ei‘fi.
(2.18)

> [19 9 192 92 eBg [ .. 0
g LrarTar) g ) ¥ g ] et

_ 2myc ol°) 8mgc?

2.4. Solucién de la ecuacion de’Schrodinger-Pauli para el
Espectro de energia

Se observa que la particula se mueve libremerte‘en la direccion z, por lo que su

) k2 . .
energia es E, = 2 Usando esto, la ecuacién (2.18) setransforma en la solucion de
una parte bidimensional y la parte libre en la direccién z. El problema estd repre-
sentado en coordenadas cilindricas, asi que los niveles deenergia se separan en una

contribucién tanto del namero cudntico principal como del'ntimero cuantico angular

> [19 0 1 92 eBy 9 ¢2B2
LA % I A S PR, e 0 2%, = (Ey — E,)®
2my rar(rar)+r28921 - ZmOC{ Zh89 h} i+8m0c2r 5 (Bx —E:) s

(2.19)
donde Y. (r,0,z) = e**®_(r,0) cuya coordenada 6 es ciclica e indica’ lar evolucion
azimutal en uno de los ntiimeros cudnticos, como es el caso del momento angular
orbital

O = eimepi(r), (2.20)

sustituyendo la ecuacién (2.20) en la ecuacién (2.19) se obtiene:

9



10 CAPITULO 2. Ecuacién de Schrodinger-Pauli

1d, d 2m B e2B? m2
v ar e (N A7 2 (Be = Bo) o+ 52 (m 1) | pa(r) = 0 (r) = 70 (1) =
(2.21)
Se define que
’ 2m eB
Y5y (Ex —E) + 22 (m£1), (2.22)
y
ZBZ
2 = 4€h2 602 (2.23)
con estos valores la ecuacidon radial de'movimiento toma la forma:
1d, d m2
S )e=(r)A (72 — V2oL (r) — —p=(r) = 0. (2.24)

La ecuacién la escribimos en la’ferma deflasecuacion del oscilador arménico bidi-
mensional del apéndice B ,esto es:

1d d ) mz .
S )8m(r) + (v =0 )gm (1) 25 8m(r) =0, (2.25)
donde el cambio de variable r — \/vr permite€ escribir
1d, d m?
~ (1 )gm(r) + (vy — v3r?)gm(r) — 2 8ulr). = 0. (2.26)

Al comparar la ecuacién (2.26) con la ecuacién (2.25) se'observa que se puede
definir lo siguiente:

YL =17, (2.27)

y el valor de k' del apéndice C, con k' = —(7 —v(m+1)), resulta ser el.término del
indice radial. Esto quiere decir que los resultados del apéndice C se sustituyén en los

valores de v, y v

270 (. — Ez)+:c( il)—| 2| (Jm] + 2k +1), (2.28)

por lo que el espectro de energia en ambas divisiones permite escribir la energia como
la suma de la interaccién bidimensional y su relacién libre en la direccién z [84],

10
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(B — E)) = — B0 1y ol 1Bo) (Im] + 2K+ 1) (2.29)
v 2T 2moc 2mgc 0 ) '

El ndmero cudntico k es el indice radial que describe cada uno de los diferentes
estados del electron’que contiene los valores del niimero cuantico principal y el ntime-
ro cudntico m, donde.im, es el resultado del operador L., del momento angular en la
direccién z. Si el momente, angular puede asumir solo una orientacién perpendicular
al movimiento bidimensieonal, entonces el nimero cuantico de momento angular ¢ es
idéntico al valor absoluto delmtimero cudntico |m|, cuya orientacién asume una orien-
taciéon perpendicular a lo laggo,del eje z [87]. Por lo tanto, cada valores propios de
energfa Ej ,,, es una funcién del.ntimero cuédntico radial y del niimero cuédntico angu-
lar , cuya importancia radica en‘€l miimero cudntico principal n = 2k + |m|. Eso quiere
decir, que de los valores propios detenergia debe existir nimeros pares representado
por 2k y cuyo resultado pueden representarse como (2.29). Tanto las diferentes orien-
taciones de momentos angulares como las diferentes funciones de onda radiales son
producto de estos ntimeros ctiahticos, ambos equivalentes al caso del valor propio en
coordenadas cartesianas, pero que.se.originan a partir de diferentes condiciones en el
formalismo de Schrodinger. Entonces, la formardel ntimero cudntico principal se escri-
be en la manera en el que enumera‘todas,las posibles energias y cada nivel de electrén
individual puede ser ocupado por des_electrofies, de acuerdo al desdoblamiento de
los espectros en el ntimero cudntico de'espin, quesSe reduce a los diferentes niveles de
energia asociado a las diferentes funciones propias”|27},

2.5. Solucidn de la ecuacidon de Schrodinger-Pauli para la
funciéon de onda

La ecuacién que se obtiene del apéndice C de la ecuaciéon de Schrodinger-Pauli es

xyy 4+ (m4+1—vx)yy +Kye =0. (2.30)

\/_le
dye _ jadye  dye oy

dx du’ dx2 du?’

por lo que, al sustituir el cambio de variable y las derivadas correspondientés, se
obtiene la forma de la nueva ecuacién diferencial:

Al realizar el cambio de variable x = las derivadas a sustituir son:

(.31)

11



12 CAPITULO 2. Ecuacién de Schrodinger-Pauli

dzyi dyi k/
Szt (m1—u)—= 4y =0, (2.32)

u

du
Definiendo

r

k/
= (2.33)

Por lo cual, la ecuaciéon (2:32) se reescribe en la forma de la ecuacion diferencial del
polinomio de Laguerre [16]

wy'y A E 1 — u)yy +Tys =0, (2.34)
con m = 0 la solucién satisface la ectiacién diferencial, para el cual, el indice de suma
en términos de sus derivadas es

uy ¥ (1= u)y o+ Tys =0, (2.35)

Para obtener la ecuacion (2.34)y"se~derivaslasecuacion (2.35) de forma sucesiva, de
esta forma la derivada es

wyY +y? + (1 - wy? -y oy L0 Sy P2 - )y + -1y =( 0, |
2.36

derivando nuevamente

uy +y + 2wy -y + -1 = 0= wy® + 3Gy + (1 -2y =0,

(2.37)
entonces al derivar m veces
uy{"? 4 (m+1 - w)yy"V + (T —m)y™ =o0. (2.38)

Para obtener la ecuacién original basta con hacer el intercambio desindices I' —
I''+m,

uy "™ 4 (m4 1wy Ty = 0, (2.39)

Por lo tanto, la solucién es:

y+(u) = Lty (u) = i—anm(u). (2.40)

12
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La soldeién radial de la ecuaciéon de Schrodinger-Pauli de acuerdo a la ecuacién
(C.24) y al cambio de variable tiene la forma:

1,1 m
p+(u) = Ae 2”U—%u2 LT . (u), (2.41)

donde A es la constafite.a normalizar. Recordando que

. eBo

~ 2hc

Al aplicar el método de S¢hrodinger del apéndice D se encuentra la constante de
normalizacién

(2.42)

AN | ———— (2.43)

[(m+r) P>
por lo tanto
' m
+(u) = Vv Le*%”%u?Lm u). (2.44)
P I'+m

DY - 2

Ahora, la funcién de onda es encontrada por

Y, (r,0,z) = eikzZqu(r,Q), (2.45)

donde
D4 (r,0) =e™pL(r), (2.46)

esto es
Y.(r,0,z) = e*Ze™0p (r). (2.47)

Por el cambio de variable x = \/7, la funcién de onda que se obtienees:
l

‘Pi(u, 9’2) _ 1 I'! s %uu2ezkzz szLm ( ) (2.48)

Var \ [(m+ 1)1

La funcién de onda describe el marco de coordenadas cilindricas que ha pasado
del marco de coordenadas cartesianas. Esta funcién de onda describe la forma de una
simetria bidimensional, donde z es la direccién perpendicular al movimiento.

13



14 CAPITULO 2. Ecuacién de Schrodinger-Pauli

2.6. Funeton de onda del estado fundamental

Para comprendet la dindmica que da lugar a la relaciéon de incertidumbre y la dis-
tribucién de probabilidad Gaussiana, seguimos el movimiento del oscilador. El estudio
representa la solucién del movimiento en las coordenadas x e y en el formalismo del
movimiento bidimensional. En primera instancia considere la funcién de onda de la
cual, solo se toma la partéyradial

It —fu Mrm
‘Y(le) = me 27U Lr+m(u). (249)

Del cambio de variable u = v#2).8e obtiene la conexién con el oscilador arménico

bidimensional a partir de la cantidad 1, que se puede rescribir como “*. Del indice I
del Polinomio de Laguerre y de los niveles propios de Landau, los ntimeros cuanticos
estan etiquetados por (n1,13) y (k, m). Ambos niveles propios toman la forma:

ny ¥yt 1 =2+ |m| + 1. (2.50)

Obteniendo de ello k = <n72\m|>’ y 8i recordamos la relacion I' = kv—/ y la descrip-

cién detallada con el caso de la seccion 24, entornices, I' = (”%"”') En esta situacion

elegimos ¥ (u), como ¥(r) de ambos nameros, cuanticos n y m

(LW'>I m
B > : 7%# mow m oy ! ”
Yo (r) = ”"’”')!r’e (y/ h ) r L(%@Hm')(w ). (2.51)

[ (| 4 2

Paran =0y m = 0, la funcién de onda normalizada se expresa’como:

Yoo = (ﬂ—)‘l‘e 5, (2.52)

El hecho de resolver la teoria para el movimiento cudntico bidimensional)es con-
ceptualmente atractivo, debido al efecto ocasionado por la formulaciéon de Schrédinger-
Pauli que transforma la solucién de Schrodinger en una solucién que contiene, las
ecuaciones de los movimiento circulares cuanticos

(2.53)

0 13 n iBger
or radf  2hc |’

a,=e " {—i— —

14
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, Jd 190 B
a::elg . 1boer

Z_ —

or rad  2hc |’

en la forma de lajecuacion diferencial que eventualmente acttia sobre las funciones de
onda asociadas condos estados propios le,y y L.. En particular, los niimeros cuénticos
arrojan diferentes estados electrénicos que conservan la estabilidad de la materia. Por
lo que es necesario, observar que cumplen con el principio de Pauli, que se deriva
de las propiedades de los‘Operadores de espin que en representacion de cada uno
de los valores propios, el electron en un campo magnético a lo largo del eje z forma
estados de Landau, cuyos nuameros cudnticos n y m son equivalentes con el cambio
de las coordenadas cartesianas” x-e-y, lo que implica un cambio del niimero cuédntico
n al namero cuédntico n = 2k +m|, dentro de las soluciones bidimensionales de un
oscilador arménico, por ello la ertergia Ey ,,, se puede representar como:

(2.54)

Epm =T (2k + |m| + 1), (2.55)
conk=0,1,2,3,..ym =0, £1/£2,+£3, ==Siendo k el nimero cudntico radial que tiene

P Loy . , o g: n—|m| p
al nimero cuéntico principal y alfitithero ‘cuéntico angular en la forma k = ——. Asi
pues, para las energias posibles de E;, se obtiene:

E, =hw(n+ )= hwluf +n, + 1), (2.56)

por lo tanto, cada una de las posibles ehergias de’las ecuaciones (2.55) y (2.56) son
equivalentes y describen la variedad de estados cuanticos de un oscilador arménico
bidimensional que es un buen modelo de estudio pata_diferentes aplicaciones en la
nanoestructuras de los dtomos confinados [87]. Por otrasparte, enumerar cada uno
de los estados propios permite conocer cada una de las funciones propias, que a su
vez, son soluciones de la funcion de onda (2.48). En consecuencia, en cada direccién
del movimiento circular cuédntico, es posible obtener un conjunto de estructuras de
corrientes que brinden una comprensién del espin a una extensién generada por un
flujo de energia circulante en el campo de onda del electrén, siendojasi, solamente
una estructura de su campo de onda. Su importancia radica en laimagen fisica del
espin como la existencia de este flujo en la densidad de corriente, consecuencia del
movimiento del electrén en la estructura bidimensional [88].

15
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Capitulo 3

Efecto Stern<Gerlach

3.1. El experimento de-Stern-Gerlach

El experimento de Stern-Gerlach esimportante en la mecéanica cuédntica debido a
que se obtienen dos dipolos magnéticos bieh definidos en la direccién z. El experi-
mento consiste en enviar un haz-de) dtomos“de plata neutra a través de un campo
magnético estdtico no homogéneo que al ser tecogido en una pantalla, los 4&tomos de
plata muestra dos patrones de rayas biemdefinidas, . demostrando la cuantificaciéon del
dipolo magnético ;.

Figura 3.1: Experimento de Stern-Gerlach para la mediciéon del espin [87]. Unjhaz
atémico pasa a través de un campo magnético no uniforme y se divide en dos compo-
nentes, demostrando la cuantizacién del momento angular llamado espin.
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Este experimiento contrasta con lo esperado en la mecénica clésica, pero el hecho
de que el momento angular de espin este cuantizado. Demuestra la existencia de una
nueva naturaleza“attibuido al electrén dentro del 4tomo, en el que el electron puede
orientarse dentro de trn campo magnético B, paralelo o antiparalelo al campo como
se observa en la figlira~3.1. De acuerdo a la teoria, el momento magnético de una
particula cargada estd.relacionada con el momento angular, en el caso del espin se
introduce el factor de Lande g que conecta el momento magnético elemental con su
momento angular llamade espin. Por otro lado, los resultados se han extendido no
solamente a la solucién de esossdos valores bien definidos, sino a la inclusiéon del
espin en la ecuacién de Schrodinger como se observa en las secciones siguientes.

3.2. El Hamiltoniano deél electron no relativista

En esta seccién se presenta una, extension al oscilador arménico de Schrodinger-
Pauli con la interaccién de un eampo magnético, modelado como la suma del efecto
Stern-Gerlach que se escribe de la siguiente manera:

o h2(32 az>+eng eBy

2) .2 ? S
%@ % w—Fa—yz %(x —f—y ) WOC(LZ—FZSZ). (3.1)
Los momentos magnéticos del momento ,angular ‘orbital y del espin semientero
forman parte de las funciones propias que dependen del acoplamiento del momento
intrinseco, como la parte independiente de toda la ecuacionysen este trabajo se usa la
parte radial y angular de la funcién de onda de la ecuacién{(2.48) donde a partir del
cambio de variable u = (17)? se obtiene

2,2

Enm(r,0) = D+n77(77r)m'L<"i'm| i) (72r2)e= "2 e (32)
2 Tim

Considerando que la constante de normalizacién D, es obtenida de'la ecuacién

(248) y quen = v

n—m|
D, = ( 2 >! . 33)
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Se estudia’ el modo de Laguerre-Gaussiano que describe los vortices de electrones
que son caracteristicos del momento angular orbital de la luz en coordenadas cilindri-
cas, para los estados n, m, en el estado fundamental y el estadon =1y m =1

722

Eoo(r,0) = %e— T (3.4)

¢11(r,0) = (17r) ey (3.5)

cuyas soluciones cumplen cor’el oscilador completo de Schrodinger-Pauli. De acuerdo
a la energia cinética transversal

5

Pz ¥ 05
x2m0 AR 2m0w2r —w(L, +25,). (3.6)
El momento angular orbital L, notdebe confundirse con el momento angular inva-
riante de la norma de Landaw'(# x 77) = L, + mowr? [17]. Es preciso notar que de la
funcién de onda, se puede obtenier el momento hiperbdlico, el cual resulta ser el ope-
rador de un momento radial [18].\Este opetrador genera dilataciones en el momento

lineal para las soluciones en los medos de Laguérre-Gaussianos

L:

~ . 0
Py = <ih (r§ + 1) , (3.7)

cuyo operador aumenta en los valores esperados en.funcién de la propagacién del
momento angular. De aqui se procede a calcular los valores promedio del estado fun-
damental para cada una de las observables fisicas.

valores promedio | Estado fundamental &g

< 1’2 > 27Tf0 }’d1”|§00|2 2 — mgw

<T, > <2’,’7§0+<p”j§mw <rr> w( £>+2<§Z>):0
< Py > 2r [y rLe (- zh)(rar—l—1> -

< (Fx7)> <L, >+mow <1r>>=h

Tabla 3.1: Valores promedio de observables fisicas.

El analisis del caso anterior ha permitido construir una generalizacién de 16s valo-
res promedios de {po. La tabla 3.2 muestra cada valor del estado §;; en el que(las 4
cantidades se expresan en términos de los valores propios.

19
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valores promedio | Estado particular ¢; 1

<r*> 27 [y rdr|g1q[Pr? = %

<T, > j’ﬁ‘0>+<2’:§0>+%m0w2<r2>—w(<£z>+2<§z>):%‘*’
< Py > 27 [o° rge_”zTrz(—ih) (r% + 1) e =0

< (Fx7) > Z I, > +mow < 1> >=3h

Tabla 3.2¢ Valores promedio de observables fisicas.

Se puede observar que a difefencia de la tabla 3.1, la tabla 3.2 muestra informacién
del momento angular en la energia cinética transversal, a partir del ntiimero cuantico
m, del estado superior al estado fundamental. De acuerdo a la funcién de onda del
Hamiltoniano T, se obtiene como solucion la fase ¢(z) = “=(2k + |m| +1) — Y2 (m £
1). Cuya solucién viene de su aproximaeion paraxial [19] de la funcién de onda

2}'2 . .
Etnm(r,0) = D+n77(77r)|mlL|<nzlm+|ml> (”272)3_%6”%’_14)/ (3.8)
w2
. O0X
zhvg = (T = AE)X. (3.9)

Siendo v = %, la velocidad del electrén arlo largo del eje z y AE = E4 — E..

3.3. Suma de momentos angulares

En esta seccién se analiza la dindmica de los momentos angulares en la direccién
de su propagacién. Para este propésito calculamos los promedios ‘en sus diferentes
numeros cudnticos radiales y orbitales usando la condiciones

n=ny+ np, m = ny — ny, (3.10)

asi calcularemos cada uno de los valores particulares, como también los respectivos
valores en el indice del polinomio de Laguerre. Por ejemplo de acuerdo al valor

n— |m|
< 5 +|m|>, (8.11)

se obtiene la suma de valores en n; y ny

20
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n—|m| 2ny — m — |m|
+|m| ) = + |m|. (3.12)
2 2
Asi como valores en n,, de acuerdo al niimero de degeneracién
1 — |m| 2ny +m — |m|
+m| ) = + |m|, (3.13)
2 2
n | m C+n,m (1", 9) -
_ ()2~ Ly ,—2i0
0|2 | 80 g e e
0|-1[& 1= %(qzrze_ 2 e~
_ =ty
010 | Coo= ﬁe d .
_rr
011 | o= \/LzTT [2=r)?] (3y7)e 22 2319
1 o
012 | Zoa =) B~ (17)*] e 22‘2219
_ —1T —2i0
2| g = 2 B g e F e
1
11| 61 = (el 2 e 192 2
_nr
110 | &o=-[1- (77:)22] ez
L1 | Gin= \/i;(ﬁr)e_%eie /
_1TND;
112 |Gi2= \/%(’77)2 [3— (y7)?] e >
Tabla 3.3: Funciones propias radiales del electrén en estados particulares.
el valor promedio para el estado §p,—> en < L, > es el siguiente:
© 9
<L,>= 271/ r¢o —o <—zh@§o,2) dr = —2h. (3.14)
0 )
Con la eleccion en n = 0 y m = —2, se puede notar que el valor promedio indica

también la direccién. Por lo tanto, la evolucién se puede representar como el movi-
miento en sentido a las manecillas del reloj. Los valores vienen caracterizados poricada
una de las direcciones del momento angular orbital [20].

21
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valores promedio

Estados propios del electréng,

<L,
< L,
<L,
< L,
<L,
< L,
<L,
<L,
< L,

>

vV V. V.V V VIV, NV

27t 5785,y (—ihgpGo, 1) dr = —h
27 [0 7850 (—ihgloo ) dr =0
27 [ rEg, (—ih o1 ) dr =h
27 [y & (—inGo ) dr =20
27 [ 1y, (—ihl, o) dr = —2h
27 [ rgy g (g8, —1) dr = —h
27y 185 (—ih810) dr =0
2y 1y, (—ihEiy ) dr=h
2\ &5, (—ih81, ) dr =20

Tabla 3.4: momentos orbitales.con distribucion radial.

Figura 3.2: Densidad de probabilidad en la direccién azimutal del momento angular

orbital [21].
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3.4. Ewvaluacion del momento magnético

La evaluaciénde los valores promedio para las variables del oscilador se hace
para los diferentessestados con momento angular orbital que da lugar al momento
magnético

e
= — L 1
MZ zmoc Zr (3 5)

estableciendo la relacién para eada una de sus direcciones. Para ser especifico con la
definicién se introduce la tabla conflos valores obtenidos

valores promedios | Bstades propios del electrongy,

—znioc <M, > 2mOC27rf0 13¢5, -1 ( zhaeé‘o 1) dr = 2moc
—Znioc <M, > i C27Zf0 36,0 —zh—egfoo dr=0

— s < Mz > — a2y rEoarl=ingpGon ) dr = — yo
— e < Mz > — i 20 Jo €52 LifidsC02 ) dr = — zﬁfﬁ,c
—mge < Mz > ~ Jgc 27T f5 e EiMgpci, o) dr ZzSZ]C
— g < Mz > — o270 [ 78y (— iRy, 1) dr = Fo
— s < M > — 527 [0 185 (—ihgpEheddr =0

g < Mz > — Jgc 27T Jo Cia —ifig5l1 ) dre _252)(:
e < M > — o270 [T 18T, (—ilggln ) AF A 240

Tabla 3.5: momentos magnéticos con distribucién radial:

Los célculos de la tabla 3.5 son resultado de las direcciones azimutales delmomen-
to angular orbital de la figura 3.2, lo que muestra que es una propiedad esencialmente
fundamental entre el operador cudntico y los espines de los electrones para el movi-
miento rotacional, aunque solo ha sido para el caso orbital, la distincién entre ambos
momentos angulares dependen de la separaciéon matemaética.
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24 CAPITULO 3. Efecto Stern-Gerlach

3.5. Valeres promedio del oscilador arménico a
tempetatura finita

Debido a que estamos calculando los valores promedio entre los estados radiales
y angulares, nos enfocamos en estudiar la dindmica en conjunto de sus valores de
energfa, en la que solo’se toma la solucién en términos de los niveles de Landau co-
nociendo la funcién de particién, sujeto a un campo magnético. Ejemplificando las
ventajas de utilizar los resultados anteriores, se infiere la existencia del movimiento
para un oscilador armoénico, que permite desarrollar, el marco de movimiento ter-
modindmico para un sistema répresentativo que posee el valor propio y cuyo estado
dindmico es una mezcla de estados.de E;; ;;, cada uno de ellos llenos con una probabi-
lidad proporcional al factor exp(—BE#m),

Enm =hw@n+m+1). (3.16)

El estudio de los sistemas termmodindmicos;con parametros fijos (N, V, E) propor-
cionan una informacién muy valiosa; pero nojes muy préctico debido a que la mayoria
de los sistemas interaccionan con el entorno, en este sentido, se considera un ensemble
candnico, que es una coleccion de copias-mentales‘del sistema que son consistente con
el macroestado [89]. En este sentido, se aflade un(pequefio andlisis de la informacién
que se ha estudiado en las secciones anteriores usafido E; ;, de la ecuaciéon (3.16).
Aunque el propdsito no es extenderse en este tema, sin0.solo proporcionar la informa-
cién que se obtiene del caso no relativista y de los niveles de energia. Entonces, para
cada namero de miembros del ensemble se encuentra cadasestado j, con energia E; y
para cada distribucién, existe la probabilidad de hallar un miembro del ensemble en el
estado j. Por ejemplo, de acuerdo al caso unidimensional del oscilador arménico [22],
la cantidad de valores promedio se obtiene a partir de la informacion de probabilidad
que depende de la energia del estado

, 1 & ,
< [x¥| >r= 7 Y < nlx¥|n > exp
n=0

(3.17)

hw(n + 1)
kT

Al definir m' = m + n, entonces el valor propio de energia en (3.16) se convierte en

Enm = hw(n+m + 1), que representa cada uno de los estados posibles en el'sistema
de estado. Por lo tanto la funcién de particion es:

00 00 , 1
Z = e Phw 7 pphan g~ Phom — . (3.18)
rgl m/Z_:() 4 senh? (@)
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Considerando el estado fundamental, es posible obtener las soluciones en los valo-
res promedi0 ‘escritas en la tabla siguiente

valores promedio | observables fisicas

< x| >7 <|r| >r=0

P> < |P| >7=0

< [P < |12 >1= 5l coth (54)
< P2 37 < |P?| >r= hmyw coth <2hk_wT)
< |rP| >7 < |rP| >r=ih

< || >t < |t >r=2 < |r? >

Tabla 3.6: valore§ promedios a temperatura finita.

La comparacion refleja el.¢omportamiento de un oscilador armoénico 2D, en la
que el orden de los valores promedio para‘las cantidades fisicas concuerdan con las
cantidades calculadas en la mecanica cudntica de efectos sin temperatura T de la tabla
3.1, esto siempre que los operadores/cudnticos sean conservados por el hamiltoniano
del sistema, para conjunto de estado propio dedajecuacion (3.1). Asi, por ejemplo, es
posible encontrar el valor medio exactg de estas“Ccantidades a todas las temperaturas
para las estructura fina del operador cuantico. En particular, al involucrar la posicién
y momento para cada estado j, en el estado de probabilidad p;.

3.6. Evaluacidon del momento magnético en la teoria
de perturbacion

Ahora hacemos mencién del proceso del oscilador en el case.del término de per-
turbacién. En este caso, lo ejemplificamos con un término adicional de'frecuencia

O G 2 SR S (3.19)
© 2mg  mpoc 2moc? 20 ‘ '

Cuyo vector potencial en los valores promedio esta dado por el estado fundamental
que se escribe como:

—~ (n+1). (3:20)
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De acuerde-a la teoria de perturbacién y la soluciéon del nivel de energia se obtiene
el nivel de enefgia bidimensional

ezB%
Cnyny,= hw | 1+ W (ﬂ + 1), (321)

que envuelve el valor de"energia a valor promedio

e*B? hw ¢*Bj
=hw (1542 | coth | o (14 —2— | |. 22
<| Enmy | >7=hew ( Tamoza? | ™ | 267 \ ' T Bmpc2a? (322

El cambio de energfa diamagnéticasaparece en segundo orden y su interpretacion
se encuentra en todos los estados ex¢itados, que en presencia del campo magnético
produce el comportamiento diamagnéticos El valor promedio de energia se encuen-
tra en el estado mds bajo del oseilador*armoénico |n1,n; > y cada probabilidad de
ocupacion del estado estd dada por-el factor'de Boltzmann [22].

3.7. [Energia cinética del momento angular orbital

Reconsiderando el caso de los valoressmedios, se tienen dos valores posibles ob-
tenidos por el anillo radial. De la ecuaciéon.(3.12) y (3713) se obtienen las funciones
propias del oscilador radial y angular. De acuerdo a la éptica cuantica [23] los valores
medios en las direcciones en el haz del polinomio de Laguerxre, son resultados de la
siguiente ecuacion:

<L,>=h (aa—e+ < 1% >) . (3.23)

Como resultado de ello, se obtienen dos tipos de valores de energia en los modos
de Laguerre Gaussianos

M — m —
<Ly >=h {2 ( n ’; Im| ym|) +|m| +1] + him, (3.24)
<L, >=h {2 (2"2+T;_ Im| |m|) + |m| +1] + hm, (8.25)

estos resultados son comparables por los obtenidos en el haz del polinomio de Lague-
rre en relacion a los niveles de Landau [24].
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2 2
<t >=< % >= (2N + |m| +1). (3.26)

El propésito de.estos cdlculos es encontrar la energia cinética del momento angular
orbital para los valgresspromedio de las cantidades encontrada por [21], a partir de la
suma de momentos ‘angulares en los niimeros cudnticos n y m, los resultados son los
mismos y se muestran €nsla tabla 3.7, cada uno de ellos se asemejan a los resultados de
la figura 3.3. El isomorfismo que existe con el ntimero cudntico ¢, es para los valores
|m| en los cuales solo asume una orientacion perpendicular a lo largo del eje z.

n [ | Eonm(,0) LS
0|2 g02= (T e <L,>=h

0|1 201 = (et <Ly,>=h

010 | &= LeFE <Ly>=h

01 | o1 = (e e < Lo > =3
012 |Go2= \/%—n(nr)ze*ﬁez“’ < L, >=>5h
12| @2 = )2 3C 2] 55020 | < 22, > = 3h
14| &= e 2 ) g)e T, | < Loy > =30
110 [Gio= L [1- (2] e s <L, >=3h
111 |¢iq= \/% [2— (yr)?] (nr)e_@eie < L, > =5h
112 [&p= \/L6—n(777’)2 3 — (y7)?] e*@em LLg>="Th

Tabla 3.7: Funcién propias radiales del electrén en estados particulares.

Algunos valores son distintos a los valores de la tabla 3.3, pero estos’es debido a
dos valores que son el producto del resultado en el indice del polinomio‘de Laguerre,
esto en el promedio de la energia del momento angular orbital

m|y |m _r’? im
Coman(r,0) = Dot ("L g (PP (327)
2
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28 CAPITULO 3. Efecto Stern-Gerlach

El siguiente-valor es la suma del valor n, y m en el que el valor del indice también
posee valores en/los niveles de Landau en la funcién Gaussiana del polinomio de
Laguerre

22
+|m|> (1727’2)6_’776”719. (3.28)
Zgtn—m]

Gty (1, Op=Dyni (yr) I L<n;|n2+mm

De acuerdo a los resultados de la tabla 3.7 los valores del momento angular orbital

en su promedio de energia cinética son mostrados en la figura 3.2, cada uno de ellos

representa las distribuciones transversales de la densidad de probabilidad radial en los

diferentes ntiimeros cudnticos de ny, i, estos valores son siempre positivos en indepen-

diente del signo del giro [21]. Es imp6ttante mencionar que el indice azimutal / tiene

el mismo significado fisico que el mgmento angular axial del electrén, permitiendo

establecer un isomorfismo con el comportamiento de la descripcién mecénica cuanti-

ca de un electrén en un campo_magnético uniforme y los modos de luz Laguerre-
Gaussianos [25].

Figura 3.3: Confinamiento radial del electrén en los haces de Laguerre-Gaussiano (LG)
del OAM [21].

El momento angular orbital (OAM), es importante en la 6ptica cudntica, debido dla
informacién que proporciona cada una de las distribuciones tranversales de densidad
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de probabilidad. Esto indica que en un campo magnético pueden ser expresadas como
corrientes azimutales de los estados propios. En comparacién con [21], se resuelve
para la formulacién de Schrodinger-Pauli, en donde la suma de momentos angulares,
son direccionesdiferentes del ntiimero cuantico m. De acuerdo a las similitudes con
la 6ptica de la luz,.eada uno transportan una gran cantidad de momento angular
y en resumen la dindmica rotacional depende del ntimero cuédntico m, que revela el
comportamiento de losyestados en relacién a la soluciones radiales de la funcién de
onda.
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Capitulo 4

Efecto Zeeman

El efecto Zeeman es la manifestacion experimental del desdoblamiento y despla-
zamiento de las lineas espectrales por-el efecto del campo magnético, que permite la
determinacién de los niimeros.cuanticos correspondiente a la linea espectral [90]. Este
capitulo esta centrado en la teorfa*del efecto Zeeman y en la teorfa de Schrodinger-

Pauli con la interaccién de un potencial ‘escalar V(r) = —é. Dado que el objetivo
principal es enunciar la teoria del.efecto Zeeman y mostrar los resultados del efec-
to del potencial escalar, resulta conveniente conSiderar el procedimiento entorno a la
seccion 2.4 para obtener la solucién radialide la fineion de onda y los valores propios.

4.1. Analisis del efecto Zeeman normal para la simetria
esférica

La primera ecuaciéon que expresa el efecto de una particula cargada en un campo
magnético externo, se escribe como la dindmica del estado inicial-y el estado final, en
el movimiento perpendicular al campo magnético

A=_(P- gﬁ’)z +V(r), 4.1)

bajo la influencia de un campo magnético uniforme BZ y el Hamiltoniane“de la ecua-
cién (4.1), el efecto Zeeman normal se describe por la interaccién bidimensional y la

2 .
parte de V(r) = —% del potencial central
122 ¢2 e . e*B*, ,
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Sea Hy = ﬁﬁz — é,
magnético que“sestransforma en la solucién del problema e ignorando el término
diamagnético debido,a que el campo es fuerte, entonces resulta ser el término H, la
descripcion de un eleetrén en la direccion del momento angular orbital [26]

el Hamiltoniano de un 4tomo en ausencia de un campo

~ ~ e o
H=H,+—BL,. 4.
o+ Z‘LLC V4 ( 3)

Escrita en coordenadas ‘esféricas toma la forma conocida

2 ™ 2
A= h—lla<2a) L ]—e—+BP‘BIZZ. (4.4)

Tou | ParN o) T n| T T h

Debido a que Hy conmuta con ﬁz, implica que tanto H como iz conmutan mutua-
mente [27]. Esto quiere decir, que se tomah las mismas funciones propias simultdneas
de 12 y L., siendo el resultado deda ecuacién diferencial radial en términos del Poli-
nomio de Laguerre

1d (rzdR(”)) o el + 1)R(r) _ z_yV(r)R(r) - %R(ﬂ + 2:—2E (r) =0,

T_ZE dr 72 h2
4.5)
con los cambios de variables
2 d d
w = 5V -2UE+ 2umeusB,  p=ur, " an=ag (4.6)

Se llega a una solucién en la representaciéon del ntiimeroz€uantico principal y el
nimero cudntico azimutal ¢

n+l+1=A (4.7)

Permitiendo obtener el nivel de energia como la suma de ambos nimieros cudnticos
y la parte de la direccién del momento magnético en relacion a su direcéién de giro

Eyem = Eng + ppmyB. (4.8)

Siguiendo los pasos de [27], se obtiene la funcién de onda, junto con la constante
de normalizacién G, ¢

Yt (0,6,0) = G L2 (0)e 20 (6, ), 4.9)
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2\ [t
Gt = <na0> 2n[(n—|—€)!]3. (410

Por lo que la solucion radial esta relacionada con los valores propios

3 l
2 \2 n—L0-=1)! [ 2r - 2r
Ry = — ( ) ( )3 < ) e Mo [20H] <—) : (4.11)
nag 2n[(n+£)!]° \nao nao

Con esto vemos el compettamiento de cada uno de los valores sobre el compor-
tamiento del efecto Zeeman, e los efectos orbitales en el que se puede alcanzar la
dinamica, que surge de considetrar la interaccion del atomo con el campo magnético

_3 _r 1 _r
Rio(r) = 2a, % 0, (N Roo(r) = <1 - i) e 2, 4.12)

/5.3
2110

1 roo_r 8 7 7 _r
Ry(r) = —/——¢ 2o, Ri{(r) =F/———(1— — — e %o, 4.13
2,1(7) 6a(3)2”0 3,1(7) o e ( 6a0> (3%) (4.13)

El ntmero de subniveles depende(de’ los ntimeros cudnticos, es decir, que cada
subnivel estd determinado por cada una de las trdnsiciones que corresponden a la
emision de los diferentes estados en término de la frecuencia armoénica. De acuerdo
a ello, aparecen diferentes lineas de frecuencia w, el punto es que de acuerdo a los
ntmeros cudnticos se pueden observar diferentes valores propios con energia E,, ¢ ,,.

4.2. Niveles de energia

Para cada orbital (n,¢) no perturbado la correccién de primer orden)se escribe
como el promedio de los valores medios del momento angular en la direccién del
campo magnético y el valor del vector potencial en la traslacién del valor 72

B
AEn,l =< Vl,g,T’H|26 0

2p2
A e“B
Lon, &,m >+ < nb,m|—2 (22 +9°)|n, 6,m > .  (&14)

moc 8mgc?
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Mientras que para la ecuacion de Schrodinger-Pauli la relacion en
ambos ntimeros ‘cudnticos evoluciona en la forma en como se observa la tabla 4.1

eBy - e’B3 5
AEym =< n,m[zmocLZ|n,m >+ < n,m\gmoc2 (25497 |n,m > . (4.15)

Cada valor del desdeblamiento son términos del momento angular y de los des-
plazamientos en los niveléssen cantidades proporcionales al valor esperado [28].

m | AE, n

-1 | AEp1 =0
0 | AEg ="
1 AEO,l = 2hw
2(Y\BEo, = Shw
AE, ="
-1 AEl,—l = hw
0 AELO F— %hw

NP, PR R A2 O OO OB
1
N

1 AEl,l = 3hw
2_IAE, = i
1 AEz/l = 6w

Tabla 4.1: Valores esperados en lacorreccién de los niveles energia.

4.3. Efecto Zeeman andémalo y el efecto espin drbita

La identificacion de las restricciones dadas en el efecto Zeémanh normal en los
espectros de energia, permiten identificar la accién del espin

A =-S5 (L+29) B, (4.16)

en el que el efecto espin érbita pueden ser representados como Hsp, lo cual ti€ne,como
consecuencia la inclusién de un producto entre el espin y la direccién del memento
angular

o2

1
2m2c2 3

Hgo = S-L. (4.17)
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Notesetqtie para una interaccion, las soluciones en el Hamiltoniano estan dadas
por el terminhoHy y Hso

P22 2
LS S 4.18)

A= :
2m, v 2m2c?r3

~ 22 22 . 4
Los estados propies'del &tomo de hidrogeno llamado Hy conmutan con [L ,S ,L,, S

Mientras que para el casé Hsqg esto no sucede, sino que conmuta con iz, gz, fz y Ja.
Para que ambos posean ellmiismo conjunto de valores, ambos tienen que conmutar
con las mismas observables ¥ estos sucede con los estados propios de |1, ¢, j,m), de la
siguiente manera

1 (Fm+1] 1 N1 Ctm+3| 1 11
(+=my=\|—20,m¥=,—= V| ——2 |0, =;m—=,=). (419
‘ 2m> \ 2051 2™ 2 2> \ 2o 1 M2 22> (419)

La particula se mueve en unspotencial’central, y su funcién de onda consiste en
la parte espacial y la parte del momento angular de espin, teniendo esto en cuenta la
solucion en relacién a la suma permite-escribirla funcién en la forma siguiente:

(Fm+3 1 1 (+m+3 11
Fupjmtsgn = Rt ) W\ 27 Yin¥f |3 73 > N 201 Vet |2 §>

(4.20)

Es importante sefialar que m sigue siendo un valor integral en acoplamiento de su

suma total en el efecto Zeeman normal. También, los valores de energias se desdoblan

en 2j + 1 subniveles, para el cual estan totalmente etiquetados’consrespecto al ntimero
cudntico azimutal [29].

4.4. Ecuacion de Schrodinger-Pauli
con un potencial escalar del oscilador arménico

Las expresiones para los valores propios de energia y las funciones de”onda se
determinan teniendo en cuenta ambos limites de la simetria. Asi que las energias y
las funciones de onda se modifican por el espin. Incluyendo un término V (r).='ar?;
la ecuacion que se obtiene viene descrito por el valor en la traslaciéon de un tértmino

multiplicado por la constante 4,

35
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eBy - R e? B}
L,+2§ et
21 2m0c( = +25:) + 2mgc2 4

(2 +y?) +a(x® + ). (4.21)

A partir del cual s¢”obtiene el oscilador arménico bidimensional

1 YPY PP\ 1, ., .,
T <8x2 + 8y2) + 5 Mmow b(x*+y°)¥ = EY, (4.22)
con la suma en los valores dét.= 1+ mgz) 5, V la frecuencia de w, la ecuacién (B.13)
toma la forma siguiente:
Py (x)  dvy ()™ m?
4x 12 +4 o —Vp (x) + (B — bx)vy(x) = 0. (4.23)

En el que la ecuacién (4.23) se reesctibe'como la parte 2D del oscilador y la nueva
frecuencia descrita por W'

= Y =EY. 424

2my (8x2+8y2>+2m0w (X +v7) (4.24)

Siendo w'? = w?(1 4 R) con R = -2y de esananera la solucién es similar a la
mow

forma de la ecuacion (B.20)

Pvn(6) | g 10 5 () =0, (4.25)

4
: dx? dx X

cuya solucién

|m|

U (x) = e_%xxTy(x), (4.26)

satisface la ecuacion diferencial de los polinomios de Laguerre. Asi, elnivel de energia
que se obtiene es

E =hwv1+ R(2n+ |m|+1). (4.27)
Esto de acuerdo
_1/B _ 2E

siendo el resultado de la ecuacién de Schrodinger-Pauli en la simetria bidimensional,
descrita en la forma de la ecuacion diferencial radial
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CON UN,POTENCIAL ESCALAR DEL OSCILADOR ARMONICO 37
1d d 7712 /
S ( dr) p+(r) = —zpx + (Bs — a?d*r)px(r) =0, (4.29)
cuyos valores poseen las energias y el valor del ntimero cuantico m,
/ 27’1’10 B
Bi = (Ei—E)+—( +1), d=+Vv1+R. (4.30)

ke

La solucion que satisfdce la ecuacién de los polinomios de Laguerre tiene que ver
con las solucién en términa.dé oy, (x),

I

Lalx) = 2y(x), (4.31)

que lleva a la ecuacién diferencial de€"los polinomios de Laguerre

— e 2ucdx

xy () + (| + T adx)ys () + K ye(x) = 0, (4.32)

"
con valores para k

n 1By

Al proponer una serie de la forma y{(x) = Y ¥ erx”, se llega a una serie que se
corta para que esta no diverja

k' = adk, (4.34)

junto también con o = ‘;g(c’ y d = v/T+ R, se obtiene B, cdmo_el nuevo resultado de
ambos valores

. ¢B
B, = %\/1 F R(2k + |m| + 1), (4.35)

llegando a los valores de energia en funcién del término afiadido pox'r%.de la raiz

cuadrada v/1 + R,

hieB h
Ei—E, = —ﬁf(m 1) + 5 —|el[Bo| VI + R(Jm| +2k +1). (4.36)

"

Con cambio de variable t' = % y v = ad, la solucién de la funcién de onda se

escribe de la forma siguiente:
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38 CAPITULO 4. Efecto Zeeman

22
= Gug(gr)mIL" o (PP)e T e, (4.37)
)
Donde { = %(1 + R)% y (£%r?), es el argumento de la funcién polinomial de

Laguerre. Aunque en‘este capitulo no hemos tomado en cuenta las direcciones del
momento angular para tndtomo bidimensional, hay que mencionar que en esta con-
figuracion, tomar valores negativos de m implican que el campo magnético sea antipa-
ralelo. Aunque sin pérdida de generalidad, las atracciones producen una repulsion del
electrén con el nuacleo. Por lo tanto, el limite superior a |m| ocasiona que el electrén se
libere del ntcleo, esto sera el caso’de un dtomo bidimensional, asi que los valores de
m positivo son una atraccién en direccion paralela del campo magnético [30]. Pasando
a los valores obtenidos en el capitule’anterior, podemos obtener el desplazamiento ra-
dial no nulo del electrén, para cada uho,de los valores en el que puede ser construido
por E. Note que deben ser construidos=eon los mismos niimeros cudnticos de espin
ms y momento angular orbital m«/No hay valores negativos de m, solamente valores
positivos, en los valores de su maxima proyeccion.

Desplazamiento radial | Estados con los mismos niimeros cudnticos m y i
Q0 = -
< 0,0]r]2,0 > 27 |, aaorczzlordr ¢ —872%‘; —Ll -
4 4
(1+)
ot = I 1
<1,1r3,1 > 27 |, E] rEguudr =3 47233 T
4
L+ 8;)
Pt _ _15 e 1
< 2,2|r|4,2 > 271 [ B3 prByprdr = oA\ %8 -
Gr i)
0 ot e 35 /[ mh 1
< 3,3|r[5,3 > 27 |, ES o rByprdr = 33 ZTZB% I
4
(1+46

Tabla 4.2: Desplazamientos radiales.

Todos los resultados de la tabla 4.2 son apropiados para cada uno desSus”valores
en los tiempos minimos. Cada uno de esos tiempos serdn expuestos en el capitulo 10
como cada uno de las dindmicas de la antiparticula en los espectros de energfasimpo-
niendo velocidades fisicas en limites de la velocidad cuéntica. En esta seccién fueron
expuestas como resultados de los valores propios en consideraciéon del potencial es-
calar, para el cual son aplicables en problemas de cavidades cuédnticas en la 6ptica
cudntica, asi como de informacién y computacion cuantica [31 — 33].
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Capitulo 5

Ecuacion de Dirac

En este capitulo, se describe la(dihdmica de una particula sometida a un campo
magnético uniforme. La ecuacién desestudio, es la ecuacion de Dirac cuya dindmica
es esencial para el transporte.de un electrén relativista, cuya forma depende de sus
componentes espin arriba y espirzabajo.

5.1. Electron relativista

Considere un electréon que interacttia €on un campo magnético uniforme cuyas so-
luciones son expresadas en su forma espinorial. El electrén sigue una simetria cilindri-
ca donde la division del estado positivo y negativo €stan presentes para cada uno
de los nameros cuédnticos (n,m). En el contexto de la écuaciéon de Dirac, describe la
particula de masa m y carga e

oY N
zhE = ApY, (5.1)

donde el Hamiltoniano de Dirac en presencia de un campo magnético uniforme es
obtenido por

HAp = ci - TT + Bmoc®. (5.2)

Aqui IT es la energia cinética del momento de la carga del fermién y de la’eeuacion
(6.1), ademas se infiere los estados estacionarios que se pueden escribir

et ¢
¥ _ (X> (53)
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Donde ¢ y=, representan los primeros dos elementos de energia positiva y los otros
dos elementos(de’ energia negativa. Con esta notacion podemos escribir la ecuacién
(5.1) como:

moc + co - <—ih@ + eﬁ) x =Eg, (5.4)

ca (—ih@ + eg> ¢ — moc*x = Ex, (5.5)
a partir de lo cual, se obtiene:

G- (—ihV +eA)
E — mpc?

X, (5.6)

_ cFN(-ihV 4 eA)

Reemplazando x por ¢ y vicéversa, se obtiene una sola ecuacién en funcién de ¢

EZ 2.4 RN —
(C#4> = (—1PV2p 2 A2 ifie(A - V) + ehid - B)g. (5.8)

Como se ha mencionado, el campo magnético tniforme esta a lo largo del eje z por
lo que
- 1
A = 2 (yBo, XBy, 0). (5.9)
A partir de ello se llega a la ecuacién de Dirac-Pauli [34,35]

E% — m3c* o2 02 e’B? 22y Bl n 9
(W 0= |2 (2 * 2) * e O+ e B8 5 | 0
(5.10)

Con esta ecuacion se observa el hamiltoniano del oscilador arménico bidimensio-
nal y los momentos angulares que se pueden expresar en términos de ‘las’ funciones
propias del oscilador arménico bidimiensional, junto con los espinores y laonda plana
de la particula libre

¢ = G(x,y)ei%m, (5711)

estos dos primeros elementos estan relacionados con el espinor de energia positiva.
Estos elementos espinoriales positivos se escriben de la forma siguiente:
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CAPITULO 5. 5.2. NIVEL DE ENERGIA DEL ESTADO FUNDAMENTAL 41

uy = ( (‘f(x'-"’ > (5.12)
Uz, = ( (();(x,y) > : (5.13)

Las componentes pequefias comprenden los espinores que se originan por diferen-
ciacion de las componeéntes grandes. Cada componente contiene diferentes momentos
angulares, y debido a la”diferenciacién de la base, el momento angular con mayor
componente es la componenté.pequefia [91],

S4Gh (x,y) = hmsG}l, (x,y), (5.14)

donde m; son cada una de las direcciones del espin. De acuerdo a las funciones propias
se obtiene para el espin arriba

w92/ 92 1
[_2_1710 (5 agp) e +47) | G =
E? —mge? . p3
[ S 3 C few(m +1) | G. (5.15)

El término de la izquierda es el hamiltoniano deloscilador arménico bidimensional
con frecuenciaw y ¢ =1,

= @. (5.16)
2my

A partir de lo cual, la energia del oscilador es el término de, la derecha, permiten
conocer como evoluciona los estados en relacién a la energia positiva y negativa para
uno de los valores en m de la ecuacién (5.15). Aunque los niveles de energia que
se obtienen son niveles de Landau, se visualiza como estos niveles generan nuevas
soluciones cuando el operador de rotacién en el momento angular“de espin obtiene

grados de libertad fraccionarios, pero esto se discute en capitulos posteriores.

5.2. Nivel de energia del estado fundamental
La version relativista se puede construir a partir de los niveles de Landau, cuando

el espin % se acopla al campo magnético. Pero antes de ello, se observa que los niveles
de energia se desprenden de la ecuacién (5.15),
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42 CAPITULO 5. Ecuacién de Dirac

—hw(m=+1)

E2 _ 120
{ﬂ = hw(ny +ny +1). (5.17)

2mgc?

Debido a que la energia total esta presente a la segunda potencia, cuando despe-
jamos E, obtenemos dos'signos para la energia total de la particula, siendo el signo
positivo relacionado conrellelectrén y el signo negativo con el positrén [36],

Enm = j:\/m%c‘l + 12K2c2 + eBohc2(n +m + 1+ 1). (5.18)

Cuando se considera al electfon con momento lineal nulo, con la proyeccién de mo-
mento angular m = —n y el campomagnético débil en relacién con la masa electrén.
Entonces la expresion de energia es

S(+1+ 1))

= fipé” + @(ﬂ +1). (5.19)

2miy
A partir de ello se obtienen los niveles.de enetgia que existen entre la interacciéon
del espin con el campo magnético [35]. Para.ejemplifigar este proceso, se calcula un
caso particular para obtener el espinor de Dirac, para un electréon en un estado espe-
cifico. Cuando se elige el estado fundamentalsdel electrén con su orientacién de espin
positivo para n = 1y m = 1, entonces la energia del electron‘relativista es el siguiente:

Epi= \/ mdct + W?k2c2 + deBohc?. (5.20)

A diferencia de los niveles de energia que se obtienen de la ectiacién de Schrodinger-
Pauli, se observa que los niveles de Landau son soluciones de los(estados de energia
en las direcciones del espin semientero, de acuerdo a la solucién para el estado de ni-
vel energia fundamental. Al describir al electrén con la ecuacién de Dira¢, se considera
los primeros dos elementos como las funciones propias radiales que aldmplementar
la relacién de la seccién 5.1, tiene como resultado los cuatro elementos‘délyespinor
de Dirac, ambos presentan cuatro elementos pero con diferentes direcciones_para los
valores de m, esto se visualiza con mas detalle en los espinores de Cartan del capitulo
9.
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Capitulo 6

Conservacidon.del momento angular
total en la ecuacion de Dirac

De la seccién 5.1, se ha observado'el Hamiltoniano en relacién a la energia relati-
vista. El Hamiltoniano de la teoriases

A =vei }(p + g[f) + Brmgc?. (6.1)

El momento angular se conserva en base a que el espin no depende de los grados
espaciales, las componentes del operador espin conthuta con los operadores espaciales
como el operador de momento [37]. Estg se repite’para el momento angular orbital,
mientras que en el caso del vector potencial magnético en la direccion axial solo con-
muta con el momento angular en la componente z, asi gue el momento angular total
solo se conserva en la componente z. Recordando la ecuacién (5.15), se observa la in-
teraccion entre el fermién y el campo magnético, si se toma el lado izquierdo de la
ecuacion (5.15) se obtiene la forma de un oscilador armoénico, cuya naturaleza presen-
ta soluciones en la funcién de onda, funciones de ondas radiales para los niimeros
cuanticos n 'y m, por lo que se puede tomar la funcién de onda tadial del estado fun-
damental mediante la ecuacién (6.1) y obtener una base de estados propios para el
operador H y J3

772 2

Coo(r,0) = —Le~ "7 6.2)

N
Ahora escribiendo las soluciones en términos de los primeros elementos@spinoria-
les de Dirac

ual-o — < C0,0(”/ 9) )eipl;iz. (63)
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De esta forma, el vector de potencial magnético es

A= %é. (6.4)

Con la matrices de¢'Pauli en coordenadas cilindricas y el operador nabla, se calculan
los dos elementos de enefgia negativa del espinor, de la ecuacién siguiente:

c0 - (—ihV + Brh) _ 1 ( _l:hcg_,z S —ihce™? (2 - 19y iccByp—i
E + myoc? E+mo2 X —ihce (L + L.9) + LByeil ihc2 5
Escribiendo (6.5) como se escribéyen [35], se obtienen los operadores circulares ag
co- (—ihtV+459) 1 —ihcd  —2ihcnag 6.6)
E + moc? T Efmgc? \ 2ihcnak  ihcd ’ '
donde
e 1o i d
iR = € —= |, 6.7
IR 2 {’77’ + nor” amr 80] (6.7)
" :
4 € 10 i /o
= — €)= — 2t - 6.8
“RT 7 { ' nor nrof (6.8)

De acuerdo a las ecuaciones anteriores, se¢ puede abtener el espinor de Dirac del
estado fundamental de la energia negativa, esto se visualiZayde la forma siguiente:

a9 ) R s
Uy, = 1 ( —ihcs.  —2ihcnig ) ( Zo0(r50) )elph

E+mgc2 \ 2ihcnak  ihcd 0
_ 1 cpzGoo(r,0) s
T Etmod ( 2itenEia(r,0) ) V- (69)

Es necesario notar que se ha obtenido un operador de ascenso pard el espinor en
la energia negativa, es decir, que el espinor para el estado fundamental e ‘direccién al
campo B es el siguiente:

C0,0 (1’, 6)
0 .
Uly = Ano | crloor®) | e'F, (6.10)

(Eo,0+moc?)
2ificn1(r,0)
(Eo,0+moc?)
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donde la constante de normalizacién es

NI

c?p? N 412y

Ado = |1+
0.0 (Eop + moc)2 " (Eqg + moc2)?

) (6.11)

siendo 1,1 (7, 0) una fumgién propia radial comtn al oscilador arménico bidimensional
de la ecuacién de Schrddinger-Pauli. De la misma forma que para la ecuacién de Dirac
en la simetria cilindrica

G 1(x0) = %(nr)e_ﬂzreig. (6.12)

Para el caso de la particula en difeccion contraria al campo magnético se tiene

. pzz

o = ( 20,0 7.0) )m. (6.13)

Al realizar los mismos procedimientos que se hicieron con la ecuacién (6.9), se
obtiene

0
C0,0 rle . pzZ
Uso=Boo | 0 0 ¢ (6.14)
o CPzéO,O(”fe)
(Eo,0+moc?)

donde la constante de normalizacién para este caso es:

Nl—

c’p2
(Eo/o + m0c2)2

Boo = 1+ (6.15)

Para la energia negativa se ha obtenido un operador de descenso denotada por la
ecuacion (6.14), a diferencia de la ecuacién (6.10). Si se continua haciendodas operacio-
nes de la ecuacion anterior, se obtienen cada una de las densidades de prebabilidades
para el caso de la ecuaciéon de Schrodinger- Pauli, dichos célculos se visualizan en los
capitulos posteriores. El cuarto elemento del espinor con m = 1y n = 1,'adquiere
importancia en la descripcién del estado cuédntico del electrén, siendo asi quefla den-
sidad de probabilidad radial de electrones contenga mds informacién que la ecuacién
de Schrodinger-Pauli [38].
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6.1. Niveles de energia

De acuerdo ada ecuacion (5.10), se tiene

E? — mjct n:o o2 92 ¢B? eBo - & n* 92
Sl i T (D iy (A 0 (x2 442 P48 -2 |y
( 2mgc? * 21mg <8x2 +8y2> +8m0c2 (¥ +y )+2moc( =+ 52) 2mgoz2 |

(6.16)
En coordenadas cilindrieas se observa la forma de la ecuacion
—n* 19 [ 9 192 92 eBy P
— === — T =k — P —ih—+h|Y
2my {r or (r8r> T’ 822} £ 2mpc { "0 } =
ezB% 5 Ezi — m(z)c4
2 0 = =9, 6.17
+8moczr 1= 2mc? * (6.17)

al observar que la particula se.mueve libremente en la direccién z, por lo que se
observa que

_#2 2
h [18 ( a)+1 0 ]Ti—i- eBy {—ihiih}‘{’i

2mo | ror \'or) T 12062 2nfhe | 96
2n2 2 2.4

de acuerdo a los calculos hechos por el capitulo 2 de la seccién 2.4 , se obtiene el nivel
de energia relativista

E3 — mjc* heB
<i—moc_Ez>: eo(mi1)+
0

h
e||Bo|(|m| +H2k41). 6.19
T S lellBol (m[ +81). (619
Aqui, se visualizan dos energias, uno para la particula positiva y elotro para la
antiparticula, como también las direcciones contraria al campo magnético. Obteniendo
asi

Esm = £/midct + p2e? + heBoc(m + 1) + hlel [Bole(|m| + 2k +1). (6.20)

Las soluciones pueden tener energia positivas o negativas. Para el caso de positro-
nes que son soluciones de energia negativa, las componentes de espin arriba y abajo
son contribuciones que invierten la direccién del movimiento del electrén en una su-
perposiciéon modificada de los espinores.
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Capitulo 7

Transporte de un electron en una
trayectoria cerrada

De acuerdo a la ecuacion (3:2), la funcién de onda se escribe en la forma de los
valores (n,m) del desplazamiento’perpendicular al campo magnético, y la direccién
libre de la particula en el eje z

1 I! 1
-iui_muTeszzeszL\m‘ ( )

:ﬁ\/v_m CES T+

Al escribir la solucién en términos de las solucionessradiales, y recordar la solucién
en términos del cambio de variable, entonces se obtiehen las funciones de Laguerre-
Gaussianas, presentadas por los valores en relacion a sus estados de energia. La natu-
raleza de la funcién de onda y sus contribuciones son afiadibles por la interaccion del
espin con el campo magnético y el oscilador arménico bidimensional [39]. En relacién
a ello se tienen las funciones propias que son un conjunto de'valores propios a ny y
ﬁz, por lo tanto la funcién de onda escrita en su forma ¥+ (r,0,2)%es

Yy > 5

! i1>. 7.1)

I' 1 8_@(1” )\m|eikzzeim9L\m| (1,2 2)
(Gl +oyf Ve re

Siendo % la unidad de la distancia radial que se expresa inversamente ayla fuerza

Y.(r,0,z) =

1= 1
E,:t§>. (7.2)

del campo magnético, en la forma ,/%, esto en términos de la frecuencia arménica.

Mientras que el argumento de la funcién polinomial es (°7?) y de acuerdo a l& ectia-
n—|m|

cién (D.8) del apéndice D, se obtiene que I' = If/—/ = ( ), por lo que la funcién,de
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onda asociada=a los nliimeros cudnticos n y m, se escribe de la forma de la ecuacién
(3.2). Cada uno de'los valores en los que se encuentran los estados perpendiculares del
movimiento del ele¢tréon son funciones propias que describen el movimiento circular
hacia la derecha elizquierda de la ecuacién no relativista. En este sentido, existe un
nimero agregado en‘los.indices del Polinomio de Laguerre que son valores ajustables
para algunos valores negativos. El valor correspondiente se escribe en la forma para n
impar

n=|m| ne
I = (_1)<T+|m\) _ (_1)(71+\m|)/ (7.3)
y su densidad de probabilidad radial de la funcién de onda obtenida

Jnm (F) = Zﬂr‘g—l—n,m(r,ﬂ) ’2' (7.4)

En este caso se obtienen las funciones radiales comunes al oscilador arménico y a
la observable L, como se muestra.en la tabla 7.1

Cinm(r,0)

Eaa = A () U2 — )T o

Ea = () [ ] = K

G = #(w)z [gr)? — 4% 20

f1p = (W)3 [(r/r>4 - 10(177)2 205y
E41 = r) [(yr 24+6|e” e zeie
cs,z— < 2 [12 8(17r) T ()] e e
15 = (777) o T 5

Sa4 = A= () [(r)2 5] "% o0

14 = ZM(W)%JZZ’Z 46
€113:\/L6?('77)36_U22r263i9

Tabla 7.1: Funcién propia radial del electron.

También, en la forma n par, se obtiene
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[ = (—1)(+m), (7.5)

Del operador de(totacién, se observan como las funciones de onda se transforman
ante una rotacion dél eje y,

Sen§€3+n,m (r,0) + COS%C—mm (,0)

Del mismo modo, el espindr genera resultados que corresponden al vector rotado
en sus diferentes valores de ¢”Cada uno de los eventos producen diferentes valores en
los que las probabilidades y valores medios generan soluciones de haces, semejantes
a los valores de Laguerre- Gaussianos, todos para cada uno de los ntimeros cuanti-
cos radiales, en el indice del polinemio de Laguerre [40]. Asi, como probabilidades
dependiente de las direcciones angulares en m y en s del efecto Zeeman

¢ ¢

COSHXT— Sen~ X —

yil= gP?H (%X ) (7.7)
sen 5 X1 A COS5X —

Eon00) = ( cos%é+n,m(r,9) — sen%qj_n,m(r,G) ) ' 7.6)

las probabilidades de obtener un determinado resultado de medicién es dado por cada
una de las direcciones elegidas

1
P = |<—,—|X+>’2, (7.8)
2°2

1 1
Py = (5, =5l (7.9)

Esto quiere decir que se pueden dar predicciones para‘cada uno de los ntimeros
cudnticos, expresados en términos de probabilidades con valotes/positivos y negativos
en m, al considerar mdltiples repeticiones en los estados con direcciones arbitrarias
al espin semientero, también es posible medir propiedades altérnativas del mismo
estado, en las diferentes direcciones, esto para cada una de las observables del espin
en el que se puede visualizar cada valor (1, m) junto con ¢. Para cada valor ¢, el estado
con direcciéon hacia arriba va disminuyendo conforme se acerca a 7t y Iaprobabilidad
de encontrarlo nuevamente hacia arriba aumenta cuando el valor se acerca-cada vez
masa¢ = %”. Se estd considerando solamente para soluciones radiales con‘interacciéon
de espin semientero del oscilador arménico bidimensional. Para cada valor deenergia
es necesario mencionar que cada uno de sus resultados son parte de un conjunto_de
funciones propias, de acuerdo a su simetria y al movimiento, como es el caso de los
operadores derecha e izquierda
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n2k2
= —~2 +hw2k+|m/+m+1+1). (7.10)

E
= 2m0

Los niveles de ‘energia obtenidos aqui son los niveles de Landau, esto para cada
valor del indice radial’k = (”*T‘m‘»

Para cada uno de los valetes correspondientes existen diferentes estados de energia
degenerados, en este caso cob-la ecuacién (7.11), el electron con carga negativa se
mueve en sentido a las agujas delreloj [41].

n | m s | Eqym,

00 ﬁ Eoo = 2hw
1]-1 -|—§ E1/,1 = 2hw
2 2| +3 | Epp = 2hw
3 |3 —|—% E3,»3 = 2hw
4 | 4 —’r% E4,_4 = 2hw
1|1 +7 El,l = 4hw
210 —|—% Ep o = Aliw
31-1 +§ E3,_1 —4hcw
4| 2| +35 [ Eydy = dhieo
212 | +5 | E3p = 6w
31 |+3|Es; =6hw
40 —|—% Eso = 6hw
313 +% E33 = 8hw
4 |2 +5 Eyp = 8hw
414 | +35 | Egp = 10hw

Tabla 7.2: Niveles de energia.

Mientras que los niveles de energia que surgen con el método teérico corrésponden
al signo de carga, en la forma escrita con signo menor

heB he
EiL—E, = — +1
+ z ZmOC(m )+ 2mgc

le[|Bo| (Jm]| + 2k +1), (742)

estos niveles de energia también estdn degenerados, por lo cual los valores correspon-
dientes en (1, m) toman valores nuevos en relacién a sus valores integrales
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E+n’m - EZ — hW(n - TI’Z). (7.13)

A partir de lo“cual, se puede obtener niveles de energia en direcciéon al campo
magnético y viceversa

Einm=—hw(m+1)+hw(n+1). (7.14)

n | my E+n’m£

00 E()/() = 0hw
111 El,l = 0hw
2| 2 EZ,Z = Ohw
348 | Es3 = Ohw
4 (4 E4,4 = Ohw
2 | Qup Epp = 2hw
3|1 | E3; = 2hw
4202 TEy = 2hw
11 El,—l = 2hw
4-°0 E4,O = 4hw
3|4 _4Es {=dhw
2 -2 E4,0 ='8hw
4 |-2 E4/,2 = bhw
3|-3 | Efy = 6hw
4 | -4 E4,2 = 8hw

Tabla 7.3: Niveles de energia para el electron que se mueve en sentido contrario a las
agujas del reloj.

Mientras que para el movimiento en direccién contraria, el nivel de energia corres-
pondiente toma la forma de los niveles de energia de la ecuacién (7.12)

E_ym=hwn—m+2), (7.15)

los cuales toman los mismos niveles de energia obtenidos en la direcciéh «del espin
arriba con carga +e¢, un claro ejemplo de ello son los niveles de energia que,contienen
los nmeros cudnticos correspondientes en Ego, E11, Ex2,E33 v Ess. Al realizar las
mismas operaciones en la ecuacién (7.14), los niveles de energia son cada uno_de los
mismos valores 1 y m que se caracterizan por las direcciones contraria al movimiento
del electrén. Esto quiere decir, que los niveles de energia se comportan de tal manera
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52 CAPITULO 7. Transporte de un electrén en una trayectoria cerrada

que invierteniserdireccién de espin arriba a espin abajo, a su vez que también cambian
su forma en laleeniacion. Lo interesante es que la forma de la constante de normaliza-
cién como las dedas’ecuaciones (6.10) y (6.14) se ven obligada intercambiar de energia
positiva a energia negativa.

n | my E—n,m[

010 E(),() = 2hw
1)1 El,l = 2hw
212 EZ,Z = 2hw
3|3 E3/3 = 2hw
471 4 E4,4 = 2hw
2000 | Epp = 4hw
3 |4 E3/1 = 4hw
4|2 E4/2 = 4hw
1]-1 E1,_1 = 4hw
-1 E3,_1 = 6hw
242 Ez/_z = 6hw
4 142 E4,,2 = 8hw
31]-3 E3,_3 = Shw
4| -4 E4,2 = 10k

Tabla 7.4: Niveles de energia gon proyeccién espin abajo.

Estos niveles de energia son interesantes debido a los lugares en los que el electron
puede ser localizado para una distribucién de estructura de ¢orriente azimutal, al igual
que sus resultados con la estadistica de Bose-Einstein y Fermi=Dirac [42].

7.1. Distribuciones de probabilidades radiales
relativistas

El desarrollo analitico de la ecuacioén relativista es mucho més enriquecedora para
los valores de la ecuacién diferencial de los polinomios de Laguerre. Cada uno de
los valores emitidos y modificados de energia positiva son de ascenso como descenso
en solucién de la suma total de la energia cuadrética, en los que los cada uno revelan
anillos concéntricos denotados por el indice del Polinomio de Laguerre [43]. Aplicando
la solucién de la parte positiva, el espinor se escribe como la solucién del espinor de
Dirac, en los que los que el niimero cuantico m, toma dos direcciones de acuerdo a la
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modificacionde la ecuaciéon de Dirac, cuyas soluciones para m > 0, se escriben en la
forma siguiénte:

moc? + E4 8
_ y 0 .0~ _
Fir = A ALY | +v2ie "L ) | g (7.16)
B
: VB
0
_ _ moc? + E
¥y =A% P|m|L|gr)n+| (0%) 0 0 "
—hck,
0
V2 2 —if ~[mf A Im|-1, 2 0
—A4 | V2(Qy + [mf)ie "™ Ly (p7) \/@ . (7.17)
hic
0

De acuerdo a las soluciones anteripfes podemos observar el valor del indice del
polinomio de Laguerre ()4 y los valores,de A, ‘estos valores vienen de encontrar la
solucion de la ecuacién diferencial radial'de Dirac y(las interacciones del electrén con
el campo magnético. También p contiene el cambio de vaxiable, que es igual a p = yr.

b= (%—"z—ﬂ%m—m;)), (7.18)
a, = i [% R+ (’”_2—|m|) (7.19)
:%(%—Z—E—F%(m—]m\—ﬂ), (7.20)
= ﬁ Ezr;z%c4 2| m= |;"| -2, (7.21)

Ay = el Erttmd) (722)
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54 CAPITULO 7. Transporte de un electrén en una trayectoria cerrada

El valor de-a”es uno de los valores obtenidos por la ecuacién diferencial radial del
capitulo 2 de la‘ecuacién (2.42), escrito asi es igual a v. Los siguientes valores en el
espinor son resueltos para valores m < 0, cuyos valores toman la forma siguiente:

moc? + E4
! . i _|m‘ |m‘ 2 O
TlT_Af P LQ/—r(p) thZ
0
0
" V20 - i0={m| 17 [m[=1 2 0
—A_ | V2(Q + 1)iep Ly H(p) 0 , (7.23)
+
/ eBo
hc
0
2
A | m| =2 moc” + Ey
_hckz
0
0
! - —if =|m|+17 [MPEP-2
+A_ | V2ie gl LQ,_F_l(p) \/% . (7.24)
0

Los valores m negativos del momento angular hacen qtie el electrén comience a
moverse en sentido de las agujas del reloj. Por lo tanto, a diferencia del caso anterior
los siguientes valores en relacion al indice del polinomio de Laggerre y las soluciones
de la ecuacion de Dirac, toman la forma en sentido contrario a las, direcciones del
espin del electrén para cada uno de sus valores de energia.

1 (E2 —mic* k% eBy
5= L(Er—me ke eBo 0 o)) 7.5
. 2( S | - 2) 729
o1 |ER—mdct ), (m—|m| —2)
1 [E2—mdc* K2 By
1 L Y 7.2%
0 2 < ZhZCZ 2 + ZhC(m |m|) ’ ( )
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;1 | E2 —m3ct (m — |m|)
- — K2 7.2
A = pilkszEvt—mb) =5 (7.29)

A partir de los espinores anteriores, es posible obtener cada uno de los valo-
res del flujo de corriente"relativista en las densidades de probabilidad usando j, =

‘I’{T'yofyy‘i’” a como se usa en la literatura [44]. Primeramente para el caso de m > 0
con carga (—e),

. (|mpEOy)!
/]O_n (Q+)!+
(Jm|+ Q)

(Q4)!

y con la energia E, la dindmica.del electrén_ permite obtener los valores en términos
de los niveles de Landua y la separacién Zéeman

[m%c"‘ + E‘v; + 2m0c2E+}

ZBoe

+7 {h2c2k§+ = (|lm| + Q4 +1)} , (7.30)

hic

E% = hceBo(2k + |m| +* 1= hceBg(my+ 1) + H*c?k2 4 mic. (7.31)

De acuerdo a la ecuacién (7.31), y alb usar i = c = 1, se obtiene como solucién el
valor de la densidad de probabilidad de corriente de'la ecuacién (7.30),

. m| 4+ Q4 )!

El valor Q)1 contiene los valores de los ntimeros cuénticos (1, m) contenidos por k.
De la misma forma es obtenido la segunda cantidad de jy para s > 0, considerando
la direccién antiparalela al campo magnético.

, m|+Q_)!
/]0 = n% [2E_(E_ +myq) + eBy(|m| + m —2)], (7.33)
E% = hiceBy(2k + |m| 4+ 1) — hceBo(m — 1) + h*2k% + m3c*; (7.34)

Para el caso m < 0, con carga (+e¢); los valores en las densidades de prebabilidad
proporcionan trayectorias contrarias a los casos anteriores

[io=n LR o (£t ) + eBo(m — m)], (755)
(@)
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56 CAPITULO 7. Transporte de un electrén en una trayectoria cerrada

E2\A ficeBo(2k + |m| + 1) + hiceBo(m 4 1) + H*c?k2 4 mic. (7.36)

Para el dltimo valor de energia con direccién espin hacia abajo, el resultado jy toma
la forma siguiente:

. m| + Q) )!
[io= n“('ﬂ—,),) 2. (E4 -+ mg) + eBo(m — m])], 7.37)
E% = hceBo(2k 4 41| 4+ 1) + hiceBy(m — 1) + h2c?k + m3c*. (7.38)

A diferencia de ()4 que solo ¢ontiene el valor (n,m) enk, Q)+ contiene los valores
(n,m) en k mas un valor m del momento angular orbital, no habiendo diferencias en
ello con respecto a jo.

7.2. Espinores de Dirac

En la seccién 7.1 se representa el espinor éonsproyeccién espin semientero para la
estructura de corriente, cada uno de los valores son diferentes para cada direccién del
electrén, de acuerdo a la definicion de patticula poOsitiva y negativa. Al considerar los
valores de la tabla 7.1, se representa la solucién de laforma siguiente:

r,0 P22 _ 0 P2z

cabe destacar que estos operadores con movimiento hacia la.derecha e izquierda son
para el caso del movimiento de la antiparticula [45]. Un claro ejemplo de cémo se
puede representar los espinores para las proyecciones &11(7,6) y.€20(r,0), con los
niveles de energias, y que sus soluciones se vean reducidas a unt’valor definido, son
para casos donde By es muy grande. En este sentido se estudian para cargas en sentido
a las manecillas del reloj, y en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Iniciando
con la forma

&11(7,0)

0
i’z

u. = A cpz81,1(r0) 5, 7,40
L1 v (E11+moc?) ‘ ( )
2ihcnén o (r,0)
(E1,1+moc?)

donde la constante de normalizacion es
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NI—

A1 =

2.2 -
cop; 4n°coy
1+ + . 7.41

(El,l + moc2)2 (El,l + m0c2)2 ( )

Con los valores By, distintos de un campo magnético muy grande y con carga —e,
la constante de normalizacién se reescribe en la forma:

(Eppa1moc?) _ (Eq,1 4 moc?)

Al,l = .
\/(El,l + moc2)2 HH22k2 + 4h?c2n? \/ZEM (E11 + moc?) + 4h>c2y?

(7.42)

El operador cinético del m@mento angular en el espinor de la ecuacién (7.39) se
muestra con su respectiva respuesta
A1,1

o2t
/u11r U, = 7

Escrito de esta manera, los valores de gnergia y las proyecciones en el efecto Zee-
man son positivos. Esto debido ‘a‘que las(soluciones de los ntimeros cudnticos son
idénticos y los términos cuadraticos; en general se reducen solamente a valores de la
direccién libre y energia relativista méc*, Ahofa si el valor del campo magnético es
intenso By — o, entonces se ignora'mgc® de tal'ferma que las ecuaciones (7.41) y
(7.42) se convierten en

(7.43)

2E1’1 (E1,1 + mocz) + 6h2C21’]2
(E1,1 + m0c2)2 '

2A2. [2E2. + 6#% 22
11 11 1 / (7.44)

ult2ul, =
/ 117 Y11 " E%,l

Eiq Eiq
VB + 2 + ey \/215 2|+ 4P

(7.45)

Al =

En cuanto a la carga e no se preservan los valores del momento angular en pro-
medio de 72, es decir, existe una superposicién de los estados en los*éspinores, de tal
modo que los valores en promedio del operador del momento angular\y la constante
de normalizacién se escribe como:

(Ey + moc?)

A1 = , 7.46
11 V1 (Brr & 110 (7.46)
4A3 1 | Ev1(E1q + moc?) + H2c2n?
) T 11 | E11(E11 0 n
U U 747
/ 117 " (E11 + moc2)? (747)
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58 CAPITULO 7. Transporte de un electrén en una trayectoria cerrada

Lo cual desetibe un estado con las misma informacion en que se define la energia
relativista en suma de los valores (1 + m + 2). Para campos By — oo, lo anterior se
reduce a una sepdracion de superposiciones de estados

1
A1 = —, 7.48
11 7 (7.48)
4A2 E2 + h2C2172
™ot A1 | BT
/ Upp Uy, = — 2 (7.49)
U 11

A diferencia de la seccién anterior, los estados limitados del campo magnético solo
tienen valores en relacion a las cargas =*e, ligados a la energia positiva y a los espec-
tros de energias, esto sin incluir los valores de m positivos y negativos del momento
angular orbital. Al realizar en sentidogeon espin abajo las soluciones se transforman
en la forma siguiente:

0

. ¢11(1/0) .
Ul 1= Bl,l 21hc17§0,0(r,29) et (7.50)
’ (Ev,1+mgc®)
=cpz81,1(1P)
(E11-+moc?)
Donde la constante de normalizacién 'se limita a”los espectros energéticos pero en
direccién Zeeman antiparalela al campo magnético

NI—

Big =

7

1+

7.51
(E11 + moc?)? * (E11 + moc?)? 51)

4h2c2172 02;9% } -

En direccién en sentido contrario a las agujas del reloj, la carga es —e¢, por lo que
la constante de normalizacién en esta configuracién representaestados de energias
menores a los estados de energia con espin arriba

E 2
Aig = (v + moc”) (7.52)

 V2E11(E1g + moc?)’
2
/ ut2ul. = 4411 | Eva(Erg + moc®) — iPcr?
11" 11 72 (E11 4 moc?)? '
Lo cual describe un estado con las misma informacién en que se define la enérgia

relativista en suma de los valores (n — m + 2). Para campos By — oo, lo anterior(se
reduce a una separacion de superposiciones de estados

(7.53)
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I (7.54)
1,1 \/El .
4A2 | [E2| — WPcPy?
Jultrul, == |2 (7.55)
' n Ef,

continuando con el mismo procedimiento, se toma para la carga +-e los resultados A1 ;
y la probabilidad media del‘operador del momento angular

(El,l + mOCZ)

A1 = , 7.56
14 V1 (Brr & 110 (7.56)
4A% | | E11(E1q + moc®) — H2c2n?
ulirul, = SA |- . 7.57
/ 1,17 e (E11 + moc?)? (7.57)

Siendo un estado con las misma informacién que define la energia relativista en
suma de los valores (n + m) de'la_ecuacién6.19). Para campos By — oo, lo anterior
se reduce a una separacion de superposiciones de estados

1
Al,l — E, (758)
4A2 E27 h?c?n?
) T %473y | E1
/ thrith, = —a i, , (7.59)

resultan ser los mismos, pero esto solo para valores endos que n = m en los nime-
ros cudnticos [46]. Todo esto se aplica en los capitulos.siguientes, asi que hay que
tener presente que durante la rotaciones sobre los grados.del libertad del espin, es-
tas direcciones de cargas aparecen y por lo cual, sus valores tanto en la constante de
normalizacién como en los valores de estructuras de corrientess§on distintas.

7.3. Puntos importantes que se deben de considerar en el
transporte de un electrén relativista

Para el transporte de un electrén relativista primero se deben de cofsiderar las
matrices de Pauli en coordenadas polares

0 e\, 0 —ie )\ 4 1 0 \.
—(eie 0 )T+(iei9 0 )9+(0 _1)2 (760)
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60 CAPITULO 7. Transporte de un electrén en una trayectoria cerrada

El siguiente paso es rotarlo con respecto al operador de rotacién del espin
semientero, en tofno.al eje z

0. ¢ TNe it o %o A _i? N o~ —i? R
e'2%Ge 2% = (6’2‘720xe 12‘72> £+ <el2‘fzaye 12‘72>y+ (elZ‘TZUZe 12‘TZ> 2. (7.61)

Los siguiente es tomar€l yvalor propio que conserva el momento angular total, es
decir, la forma de la solucién del problema cuantico, sin que la ecuaciéon diferencial
quede alterada

o 0 Ge 0 \ ¢ 0 —iGe 10\ 4 1 0 \.
(% :(Geig 0 )r+(iGei9 0 >0+<0 _1>Z (762)

El valor G es solamente el valor obtenido por el operador de rotacién, después lo
que se hace es resolver la ecuacion diferéricial que da la forma de la ecuacion relativista
de un electrén en un campo maghético uniforme. Lo que produce que el movimiento
del electrén invierta su direcciéon deacuerdo al nimero cuantico azimutal m, en el que
solo pueden ocurrir valores de m positivo o fiegativos, por ejemplo, para el caso de
m positivo son paralelas, y eso hace que.el movimiento del electrén se vea afectada y
que sus soluciones en la normalizacién de'los espinores se inviertan de una particula
con energia positiva a una particula con energia hegativa, todo ello a partir de la
rotacién del espin y la conservacion del momento angdlar total. Por lo tanto, el limite
superior de |m| se ve afectado por el movimiento del electrén en el namero cudntico
de espin. Esto no quiere decir que se rompa alguna regla fisica, simplemente, hace
que el electrén cambie su forma de componentes pequefias a‘componentes grandes o
también inversamente, dependiendo de con que direccién sg‘inicie el transporte del
electron.
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Capitulo 8

Prediccion de-las probabilidades de
proyeccion de espin para el traslado de
un electron por una trayectoria cerrada

Se ha visto que el sistema relativista, estudiado en el capitulo 7 es representado por
los vértices de electrones. De esta formaJa estructura del movimiento de la carga es de
interés para el transporte completo del‘electron. Usando el operador de rotacién en el
sentido del movimiento interno del espin.semienteto;1a informacién se refleja en toda
la ecuacién del movimiento radial. En este‘capitulo, s€ ecambia la perspectiva para en-
contrar vortices de electrones en relacion a sus estructuras'de corrientes, como también
en sus valores propios, en detalle a cada uno de los valeres, ¢ del espin semientero.
El estudio se extienden para casos relativistas, aunque en detalle a su conservacién de
momento angular total, también para el caso unidimensional n0\relativista.

8.1. Densidad de Probabilidad

El modelo que se utiliza describe la densidad de probabilidad para la enérgia cinéti-
ca del momento angular y la estructura de corriente a un modo de los-yalores en
los indices del polinomio de Laguerre. Es importante mencionar que el concepto del
espin debe ser tratado como un concepto abstracto del momento angular que vive en
su propio espacio de Hilbert [47]. Al considerar los resultados de los estados ¢uan-
do es rotado en el eje y, la informacién total de la ecuacién relativista radica en la
comparacién de las diferentes direcciones en superposiciones de los dngulos medios
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11 1 1

Ix+) = cos% §,§> +sen§ E'_§>' (8.1)
|1 1 P11

) =cost |2, -2 ) —sent |, = 2

<) 0S5 15/~ 5 Seny 155 ) (8.2)

en el que las dos primera$ e¢uaciones corresponden a los espinores del electrén y a
las energias del sistema, es‘decirylos estados referidos a cada una de las observables
y a cada uno de los valores pesibles hasta llegar al valor total de ¢ = 47. En cuanto
al valor propio referido se distingtie por el que describe el valor propio del operador
semientero, como también un valoriligado a esa misma solucién [48].

G-k = £ xe) - (8.3)

8.2. Vortices de electrones rotados

El operador de rotacién afecta a toda la ecuacién de Dirac para un electrén someti-
do en un campo magnético. En esta seccion, se incluyela interaccién entre el operador
de rotacién y la forma de la matriz de Pauli escrito-en.coordenadas cilindricas. Para el
primer caso ¢ = %, el movimiento radial es€l'yalor prepio de la ecuacién en el que la
ecuacion total se conserva, esto en la direccién axial z.

0 Aot 0 A e
o= ( Ae? ) 0 = ( iAe® “0 ) ®4)

donde A’ corresponde al valor propio de ¢, siendo A = @ — @’y de acuerdo al
operador de helicidad la ecuacién de movimiento radial tiene la fofma:

d> 1d Bge B3¢0 m? E2 —m3ct
S R i 1)— o 7 4=+ 0T g, .
[dpz + pdp " hea (m+1) 4222 p? a2 2 . (55)
Siguiendo los procedimientos de la seccién 2.4, se obtiene:
1 |E2 —m3ct (m — |m|)
O, =— |+ 0 2| 4 — 10 8:6

donde el valor en & = ZB%!, cambia para cada uno de los valores distintos en ¢, €n

. io.? —io.? . . .
el que el operador de rotacioén ¢'”22 y e~'%2 cambian las direcciones para oy y 0. De
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acuerdo a elloy/las soluciones proporcionadas forman valores distintos para cada uno
de lo vortices de electrones

m0C2 + E+ 8
- - 0 1.0~ -
Y =A4 p|m‘L|gl (%) ek, + (3)41619P|m‘+1L‘(§:‘_+1 @) | o (8.7)

Con el cambio en su estructura de corriente se obtiene como resultado:

[jn= 0

\/§B0€
(Q+)' hc

mict + Ei o 2moc?Ey + h22kE +

(m] +Q++1)],
(8.8)

mientras que la energia cinética del momento angular viene a ser el valor promedio
en r2 en relacién al indice del polinomio dé Laguerre y al valor absoluto del ntimero
cuéntico |m|,

/T{T#Tm = D [((E+ Fpmc)2 +2O + |m] +1))]

\/§Boe
he

+D, Q) TIm| +1)(@Q+ |m| +2)|, (8.9)

siendo el valor D el valor obtenido al integrar el primer*valor rotado en ¢ = 7, por
my/3hc (|m|+0+)!
Boe (Q+)'
definida por el transporte del electrén en toda la ecuacion relativista [49]. De la misma
forma, el valor obtenido para m < 0 se ve afectado en conjunteide la superposicién

del espinor

lo tanto D1 = . Asi vemos la estrecha relacion’con la pureza de rotacion

moc® + E
/ _ / _‘m| |m| ) O
TlT A P LQ;(.D) hick,
0
0
! 1.~ . 10 =|m| =17 |m[—=1 /2 0
—A_ | 3)5(Q) + 1)L (@) | o (810)
Q) +1
eBy
hc
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En donde los\wvalores Q; vienen del valor del indice que contiene el valor propio
del valor a

(m — |m| —2)
> ’

_|_

p E2 2.4
) ! [ o€ _ 2 8.11)

B ~da 7% c2q2 z

como resultado la estructira«de corriente resulta ser el valor anterior; visto por la
diferencia de la ecuacion (7.19), de acuerdo al polinomio de Laguerre

\/—Boe

Q)
/ joﬂ% oct + ELA2moc?Ey + 12 + - (Q) +1) |, (8.12)
Jr .

mientras que la energia cinética debmomento angular en 72 es el valor

/‘Ymrz‘{’/m = D!, [((E3¥ proc?) 242200, + || + 1)

\/_Boe

+D.,

(L +1Y2Q. + |m|+2)], (8.13)

/!
. ! m|+Q,)! . . .
siendo D, = ”ﬁhc ( ('Q, )j) con valor contenido en m < (. Es necesario mencionar
B

que se ha transportado el electrén en la ecuaciéon difereneial-relativista, para cono-
cer con mayor detalle la estructura de su solucién espectral, a’partir del movimiento
interno propio del niimero cudntico de espin. Lo que resulta efi'niveles de energia
diferentes a lo que se obtienen en el capitulo 6 de la seccién 6.1,76omn valores més pe-
quetios y de acuerdo al movimiento del electrén se aproximan al valor de la ecuacién
(6.20) conforme se acercan a 27t.

8.3. Orbitas y Probabilidades para el valor ¢ = 2&

El hecho de elegir este valor en ¢ es debido a que la direccion del electron en
sentido contrario a las manecillas del reloj, ha cambiado su direccién en sentido ‘a las
manecillas, haciendo entre ver que tanto su ecuacién de movimiento radial como sus
operadores de la ecuacioén (8.4) cambian también de direcciones, el valor propio para
=75, esa= %, por lo que la ecuacién de movimiento radial toma la forma:
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d> 1.d~ 2Bpe B2e’0>  m?  4(E% —mdc*)

— 4 Y 1) — 20 4\t 0 —0. )

i + 5.2 he (m+1) 122 7 + 22 Y=0 (8.14)
De acuerdo a losgprocedimientos de la seccién 2.4, el valor que contiene el polino-

n—|m|
2

mio de Laguerre es une de los indices que puede factorizara I’ = ), aunque su

forma aqui, se ve afectada’en los diferentes puntos de rotacién del espin semientero,
es de interés debido a que se”puede observar el cambio de direccién de un caso de
energia positiva a otro de enérgia negativa. Por lo que las superposiciones son distin-
tas de las ecuaciones (7.16) y (#17), en comparacion a (8.16) y (8.17), esto también se
refleja en los operadores de creacion,y destruccion de particulas, porque afecta toda la
ecuacion de movimiento relativistasSiendo asi, resultados diferentes para cada punto
¢ del operador de rotacién del espin %, en la ecuacién de Dirac

1 [2(E3,— mbed (m+ |m| +2)
a, = - [AEp- 907 2| _ .
donde a para este caso viene a ser-«-= %. De acuerdo a ello las soluciones propor-

cionadas forman valores distintos solo/que en direccion contraria a la secciéon 7.1.

moc® #E
_ _ 0
Y = A4 le‘L‘(@r (402> hek,
0
0
, 0
—AL | ML (g2 | \ (8.16)
[eBy
hic
0
2
_ _ moc” + E
Yy =0y p\m\L\gl(pZ) O0 +
_hckz
0
0
0 ~lm|— ~1,
A4 | (Qp + m)ie B LY ) | || (817)
ic
0
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La solucion_siguiente es obtenida para valores m < 0, en que se invierten las
direcciones con el'ntodelo de valores propios negativos, con los cuales se estudian las
estructuras de corfientesy energia cinética.

moc® + E4
/ ¥ / _|m| |m| 2 0
11IlT A % LQ;(F)) hick,
0
0
/ / . _ 0
+a- [ (@ + DiesL T (52) | g , (8.18)
o, +1 _
e
Hie
0
2
r A Almly Il Tas moesA Ey
Yo =4 | p"Ly (D)
—hck,
0
0
N 1,-
+ e
0
C 1 (2B =) L] ek m))

Algunas caracteristicas interesantes son inferidas por las direcciones del‘electréon
cuando alcanza la primera cuarta parte del camino, con la eleccién de los primeros
casos en el que el movimiento se conserva siempre con el signo positivo en el efecto
Zeeman, y negativo cuando bajo la influencia del operador de rotacién alcanza(el
punto ¢ = %” y termina en ¢ = 4Z. Asf que la conservacién del signo positivo regresa

cuando ¢ > % y finaliza en el punto ¢ = 271.
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Figura 8.1: Espinores de Dirac y sus cambios de direcciones [92]. Refleja=€l-como las
componentes se mueven de acuerdo al transporte del electron.
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8.4. Estados propios y estructuras de corrientes
del transporte de un electron para distintos valores

de ¢

Ahora se considera el easo completo del transporte del electrén relativista en las
estructuras de corrientes, come’también de su primera vuelta en el espacio interno del
espin del electrén. La tabla 8.1 muestra los estados de energfas y frecuencias magnéti-

cas armoénica desde ¢ = 0 hasta.¢ = 27.

¢ | Exum o valores propios
0 | E3 = hcBoe(2k + |m| + 1) — ficBge(m + 1) 4+ m3c* % a=1
B = %gthoe(Zk +|m|+1) — %gthoe(m +1) + m3c* hlj?;ﬁ a= ‘/73
X |Ei= %thoe(Zk + |m| +4)— %thoe(m +1) + mdc hf% a= %
3 fgi = 3hcBoe(2k + [m| + 1) >3 hcBoe(m/+,1) + mic? fhg%e §<: :

2

2| E3 = IneBoe(2k + |m| + 1) + sheBoe(m + &) + m3c? % a=—1
1 E2 = \/Lithoe(Zk + |m| +1) + %thoe(m €1) +mget | B2 o= _%
2 | E2 = @thoe(Zk +|m|+1)+ @thoe(m +1) # mict hf% a= —‘/75
m | E3 = hcBoe(2k + |m| + 1) + hcBoe(m +.1) + m3ct Bt 1a=-1
7 | B3 = BheBoe(2k + |m| +1) + %2hicBoe(m + 1) + indeh Fe | g = 33
x| E? = \%thoe(Zk + |m|+1) + \/Lzthoe(m +1) + m3e % a= _\/LE
;%Z E% = lncBoe(2k + |m| + 1) + hcBoe(m + 1) + m3c* Boe 1g=-1
st | x X X

2

| E2 = IncBoe(2k + |m| + 1) — YheBoe(m + 1) + m3c? % a=1
o2 = %thoe(Zk +|m|+1) — %thoe(m +1) + mic* hc% a= \%
Uz | B2 = BncBoe(2k + |m| + 1) — hicBoe(m + 1) + mict | 22 | q = of3
27t | E2 = heBoe(2k + |m| + 1) — heBoe(m + 1) + mic? g—gi a="1

Tabla 8.1: Estados propios del electrén relativista generados por el operaderide ro-

1

tacion espin 5, en el eje z. Al igual que sus diferentes valores de a que contiene la

frecuencia armoénica.

A continuacién se muestra la tabla 8.2 que contiene la estructura de corriente del
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primer espinoy, para diferentes valores que integra toda la componente del eje z en el
operador de retacion, esto usando j, = ‘I"{T’yo'yy‘lfm.

S 44

? ]71—('"?587) W3S + B3 + 2mo?E y + RACHE + 20 (jm| + 0 +1)] | B
3 n% _moc FE2 + 2moc?E + 1PcPKE + fBOe(|m| +04 1)} hf(\%
7| alES mdct 4 B2 + 2moc?Ey + 1222 + 32 (jm| + Q. +1) | | 25
5 (ME‘(;FS” imoc + B34 2o Ey + HP?K2 + 3 (Im] + Q4 + 1)} i
53 n—<'"20‘—+3—f>! gt + E3 + 20" E 4 + °c*kE + e (Im] + 0y + 1)} 3
| Ot bt 4 B2 4 2mqeEy + A2 + Y2 (| + Q0 + D] |55
Xz ”% _ 3t + ER A 2moc B K2 + fBOe(|m|+Q++1): %
wo | eSS et + B STt E L ¢ 122 + He (|m| +Q++1)] he
s ”% _ 3¢t + B2 + 2mgc*Eey. + WPCPKE + fB0€(|m|+Q++1): %
5 % _ m3c* + E% + 2moc?E} + hPe¥kaet fBOE(’m‘ + 04+ 1)_ h]cg%
& 7T(|”E‘(;FS'+)' 3t + E2 + 2moc?Eq A 072 k¥ #5 (|m| + Q. +1)} 7
7| Al S mdct 4 B2 4 2mocE s + 12cKE + 5 (Jin| + O +1)} W
T 7T(|HE‘JS!+)' 2ct + E2 +2moc?Eq + W2c?k2 + @(‘m‘ +O 1)} hf%
o n<'”2‘53r)' 264 4 E2 + 2moc2Ey + H2C2K2 + Y35 (| a, + M e

Tabla 8.2: Estructuras de corrientes relativista generados por el operador de rotacién
espin % en el eje z. Al igual que sus diferentes valores de a que contiéne la frecuencia
armonica.

8.5. Espectroy funciones de onda en la norma de Lafidau

El movimiento del electrén no solo se ve afectado por el vector potencial magnético,
sino también por la direccién del electron en el campo Bk, si el electrén posee un
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signo —, la ecuacién de movimiento radial es contraria al movimiento radial con signo
positivo [50]. El estudio de estos dos tipos de movimiento son reflejados en los niveles
de energia, por lo'que, es importante mencionar que la estructura de sus soluciones
radiales y polinomiales-son reflejados a través de las transformaciones en su simetria
cilindrica. Por el momento, si uno simplifica el problema para los valores propios de
la observable en x, por‘simplicidad se usa la simetria en la norma de Landau y se
transforma en un solo eje § con la siguiente definicién

Ay = Boy. (8.21)

En lugar de analizar el Hamilteniano como sucede con el caso bidimensional, se
analiza el movimiento en un plano entre el operador de rotacién y la observable oy

N 2
A= ot <ﬁx F Ty) + Z—mOﬁj (8.22)
El operador p, conmuta con el Hamiltoniano y por lo tanto la componente en esa
direccion se conserva. En este casoflas funciones de onda propias del Hamiltoniano
y del operador p, forman un sistema-cempletosde observables compatibles, esto de
la forma de los operadores de escalerasgpara fiw,(siendo los operadores de ascenso y
descenso los siguientes:

. mowc 1 X
a= l\/ 2h <y+ MW, (p]/ ZPX)) s (823)
+ _ mowc . Z .
v = Z\/ 2h (y mowe (py + sz)) ' (529

cumpliendo asi con el siguiente Hamiltoniano, a partir del cual,/8e, encuentran los
niveles de energia

H = hw, <a+a + %) , (8.25)
1
Eynp, = hwe(n + E) (8.26)

El modelo esta intimamente relacionado con el caso anterior, pero sin el momento
angular orbital. Esto se debe a que cada nivel de Landau es independiente de p,, que
también se debe a su conjunto de degeneracién infinita [51]. En el contexto de informa-
cion cudantica, la funcion de onda del estado fundamental, es solucién de la ecuacién
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diferencial en‘uno de los operadores de escaleras, los casos radiales relativistas no son
tomados en cuénta, pero si sus soluciones no relativistas

1 (0 .0
I =0. 27
En cuanto a b? = ﬁ se escribe como la longitud magnética de un oscilador

armonico unidimensionalde frecuencia w, [52]. Y utilizando la ecuacién diferencial en
y se obtiene la solucién de la funcién de onda, cuya funcién de onda esta normalizada

2
e E <y+bﬂ> e—ﬁ(yzﬂﬁb?)f (8.29)
Cc

q)l/lh1 (x’ y) =

1
701/ 2% Lehon!

Los términos que corresponden al’'conjunto de valores en relacién a la longitud y
direccién magnética son proporcionadas por la direccion en el plano (x,y)

1

Hj, = hwylayay + ), (8.29)
1 0
= + hib? b§—> , 8.30
a.‘/ \/Ebc ((y 1 C) + ay ( )
1 2y 7729
Y=y ((y+h1bc) b2 ) (8.31)

Las ecuaciones (8.30) y (8.31) corresponden a los estados propios del Hamiltoniano
del operador momento py, con autovalor p, = fih; en el’que cada nivel degenerado
viene dado por h; en los estados no propios de [, [53]. Este resultado servira para
estudiar los efectos del transporte del electron en la siguientes_secciones 9.1 y 9.2
donde se estudiara el operador de rotacion para la observable z¥ sus diferentes valores
de ¢, contenido en la informacién del movimiento del electrén en.la norma de Landau
simétrico y en la norma de Landau del movimiento relativista.

71



<.

C)ﬁTULO 8. Prediccion de las probabilidades de proyeccién de espin para el
N traslado de un electrén por una trayectoria cerrada

72



73

Capitulo 9

Operador rotacion y Aplicacién de la
Teoria de Cartan

En cuanto al operador que‘feentienen‘los espinores de Cartan, corresponden a la
informacién que proporciona las matrices/de”Pauli, cada una de las bases representan
los niveles en los que la direccion del electronese propaga en el espacio-tiempo en
su proporcionalidad de Helicidad [54): “En éste~sentido, la razén de introducir los
espinores de Cartan, es para demostrap'€dmo las-Soluciones invierten la direccién del
electrén a través del ntimero cuantico 77, que se éxpresa en las componentes de espin
arriba y abajo . Pero antes de ello, se analiza las soluciones en relacion al operador de
rotacién del eje y del espin semientero, que explicitamente se expresa en la ecuaciéon
no relativista, como también en la ecuacion relativista dé un plano en el eje x.

9.1. Transporte completo del electrén

Para estudiar la dindmica del electrén rotado, es necesario rotat completamente el
grado de libertad intrinseco y sustituirlo en las ecuaciones correspondientes. Para tal
tin, los valores en ¢, que completa una vuelta 277, estdn en relacién a.la separaciéon
del nivel energético en z, como en el eje x, usando la interacciéon pard el operador
de rotacion en el eje y, se observa que el valor en ¢ = 0, corresponde al espacio del
movimiento del electrén, del cual es posible conocer valores fraccionarios, €n este caso
el nivel fraccionario es la unidad del punto inicial del eje rotado

-0 -0 /
150; —150;
e'2%ge 2% = 0, (9:1)

Al sustituirlo en la ecuacién (2.17) se obtienen el mismos valor que el caso«no
rotado, pero asociado al valor elegido en ¢ y propio de z
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A 1 A e—*z €h/
H=—|(P—-A) ——0,By|, 9.2
2m0{( c ) 2% 0] ©.2)

los niveles de energiagonproducto de la separacién del eje rotado, como también de
la conservacion total perpendicular al eje z del plano bidimensional [55],

heB() h
ELr—E, == +1
* z 2m0c(m )+ 2mgc

le||Bo|(|m]| + 2k +1). (9.3)

Ahora si se representa la carga en direccion contraria, el movimiento produce como
resultado un nivel de energia distinto a la ecuacién (9.3)

heBo h
—E, = 1 B 2k +1). 9.4
By — B =g (m BB 5 —lellBol ([ + 2k +1) (0-4)

Para ¢ = %, el valor se reducé/a dos cantidades fraccionarias de dos matrices de
Pauli, siendo la observable z el valor que resta la observable x. Ambas matrices son
valores distintos que resuelven diferentes tipos de ecuaciones

i 23 % 1

e %o 1= 702 o EO'x. (9.5)
Se esta trabajando con las rotaciones deé la observable o, porque la direcciéon del
campo magnético es dado por el producto vectorial delvector potencial magnético,
a partir del cual se obtienen dos sistemas que son separades,en dos casos, uno en el
caso de la simetria cilindrica y el otro en un caso unidimenSional de la ecuacién en
la norma de Landau [56]. Al comenzar con el caso unidimensional, el producto de
rotacion ha hecho que el vector potencial cambie de simétrico a une en la direccién de
A= Boyf, es decir, Ay = Byy, en el que V X A= —BOIAc. Con todo ello,.el resultado que
se obtiene es el siguiente:

. 1 (A 2
H=_— (P + -2
(x+ Cy) +2

9.
2m0 SX/ ( 6)

siendo este un hecho interesante porque tiene una solucién comtn para la observable
H que incluye Sy, esto a partir de la suma de conmutacién para Sy y Py. De acuerdo a
la seccién 8.5, la solucién que se obtiene es la funcién de onda que esta normalizada

L il>. (9.7)

q)nhl (x/ y) =

eihlen (y + hlbg) e*ﬁ(yhrhlb?)z
2'72

be

1
7TE /211 then!
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En donde eada una de sus proyecciones de espin arriba y abajo son las direcciones
del grado de libettad en x a partir del cual las direcciones no son soluciones propias
de S; [57]. Esto quiere decir que el resultado +1, resulta conveniente para el resultado
unidimensional, pete-no para un caso tridimensional. Por lo que el nivel de energia es
la suma de la direceién espin en x y el valor de energia en n,

E = hao(ne+ ), ©.8)
A h
Sx |1PX+> = E ’1/Jx+> ’ 9.9)
P h
Sy ) = —3 |hx—) . (9.10)

Esto es para un caso no relativista, mientras que en las seccién 9.2 se tienen los
resultados para el caso relativista. Notemosyque solo se ha trabajado con el caso uni-
dimensional en el que existe una’relaciéni’entre P, y Sy esto a partir de la rotacién
hecha por ¢, que provoca que el(resultado(se divida en dos casos, el primero en uni-
dimensional, en el cual el vector petencial esta’en la direccién x y el segundo en sus
direcciones en z, a partir del productosvectorialj también como niveles de energia dis-
tinto al caso anterior, hay que notar que solo se toma —%O’x. No se ha tomado con o,
porque se desea una conservacion total del sistema‘en.el eje de la observable Sy. Para

el caso de la direcciéon @UZ, la conservacién del momente angular total en la direcciéon
z y el vector potencial magnético es el cambio del mismo,en z, lo tnico diferente al
primer caso en Sy, es que los niveles de energia son fracecionarios de acuerdo al valor
propio en S,

heBo \/§
Ei+ —E;, = + —
+ z ZmOC(m 2 )+

En términos de los nimeros cudnticos n y m se tiene

7
€l Bol (Im| + 2k 1). (9.11)

heBo \/5 h
4+ Y-
2m0c(m )+ 2mgc

2

Esto quiere decir que transportar un electron en movimiento en el sistema del
rotacién, implica un cambio en los niveles de energia, en efectos fraccionarios.Zeeman,
como también en la simetria gauge en cada uno de los niveles de Landau que tiénen
una separacion definida de acuerdo al grado de libertad del electrén. De acuetdo a
los resultados de la ecuaciones (9.4) y (9.12), se realiza la siguiente tabla, en la que
hay diferentes valores de energia de acuerdo al operador de rotacién para los distintos
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valores de ¢. Estos niveles se caracterizan por la separacion de la simetria cilindricas y
unidimensionales; en donde las X representan valores nulos de los niveles de energia
en el eje z y eje x.

(P E:l:n,m - EZ E:IZTl,m:Fl
2

0 | Eipm= ;l;’f)%(m +1)+ 2ni’oc|e| |Bo|(n+1) | X (Valores nulos)

T Esnm = 250 (m 28) + 5 |e||Bol(n +1) | Ex = hwe(n+ 3+ bmy)
hieB

T | Exum = zzog(m:t%)-f—%ockHBoKn-i—l) Ey :hwc(n-l—%—i—%m%)

% | Ee = BB (mt d) PostellBol(n +1) | Ex = fcln+ 3+ o)

% | X (Valores nulos) Ey =hwe(n+ 3+ m:F%)

B | B = St (m F 3) + peeWBol (14+1) | Ex = heo(n+ 3+ $Pmy)

3 tn,m = oe M+ 2) T e Q + c 3T 2 Myl
heB

%ﬂ Exnm = Z;O%(m:':\%)+2moc| e||Bo|(n+1) | Ex :hwc(”+%+%@m¢%)
heB

2| B = 52 (m T Y2) 4 zmoc| e||Bol(# +1) | Ex = heoe(n+ 3 +3m_y)

T | Exnm= ;l;f)‘z(m F1)+ 5, |e\ |Bo|(n€+ 1) | X (Valores nulos)

5| B = 200 (0% ) 4+ ool (1 4D s — heon(n+ 3+ o)
hieB

oz Ein,mzﬁ(m:F%)‘FszJeHBOK”‘Fl) Ey = hwe(n+1 +Lf jF%)
heB

| Evnn = 5o (m F 3) + gz lel Bol(n- 1) VB = hioe(n + %gm%)

37” X (Valores nulos) Ef =hw.(n+5—m +1 )
hieB

| Esnm = 2P0 (m 4 1) + hfel[Bol(n+1) | Ex € hwc<n+ +Pm_y)

7 __ heB 1 1

T | Exnm = é;g%(mii)+2moc|e||BO|(”+1) i—h“JC(n“‘ +7 ;%)

L Ein’m:2;0%(m17)+2mc|e||80(n+1) Ey = hwd(n 3yt + 1m 1)

271 | Expm = ;;i%(m +1) + 2m0c le[|Bo|(n+1) | X (Valores nulos)

Tabla 9.1: Estados propios del oscilador de Schrodinger-Pauli rotados por el operador
espin %, etiquetados por cada uno de los nimeros fraccionarios del efe¢to)Zeeman y
el operador rotado a un plano x.

Es necesario notar que los valores de ¢, son resultados de la ecuacién siguiente

14 _i?
e'2%g,e 2%, (9.138)
cuyos resultados quedan en términos de las observables ¢, y oy, en donde las oy se
extiende a los casos de los polinomios de Hermite de los operadores de escaleras y los
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0 de los polinemio de Laguerre. El siguiente caso es estudiar el caso unidimensional
relativista para’el’espinor.

9.2. Transporte completo del electron relativista

De acuerdo a la tabla9.1 el electron con espin semientero se mueve bajo un campo
magnético uniforme, en+felacién a su conservacién total del momento Py y Sy, co-
mo también por el vector peotencial magnético en la direccion Ay = By [58]. Cuya
representacion en su forma matricial se escribe como:

2 G
HE ( ’ggc e ) . (9.14)

La forma matricial de la ecuaciony9:14), es la forma radial de la ecuacién de Dirac,
cuyos valores se encuentran ew’G y G'

G' = CPj = i(cP+2Byy), (9.16)
a partir del cual se obtiene:
[G*, G} = 2ceByh. (9.17)

En donde los operadores de aniquilacién y creaciénforman parte del operador
Helicidad y direccién magnética [59]

1 0 .d
1 J .0

cumpliendo asi con la relacién proporcionada en ambas direcciones

[a,a*} —1. (9.20)

Esto quiere decir que las ecuaciones (9.18) y (9.19) cumplen con las ecuaciones (8.30)
y (8.31) del capitulo 8 en los voértices de electrones

G = —+/2ceByha', (9.21)
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G' = —+/2ceByha. (9.22)

Al saber que existe’ un conjunto completo de funciones propias para el Hamilto-
niano, se obtienen la funciones de onda propias a las direcciones fraccionarias en Sy,

1 . 1 1
q)nsz/ms = \/_L_161 i1 x(i)n,Px (y) E’ :|:§> 7 (9.23)
1 +Bp2 | L (yrp) 11
Prpr s (V) = — H, |7 07| o 22 (v+15782) Sk ). (9.24)
i/ 2! be 272

En donde el centro de la érbita esta encerrado en un rectangulo de drea A = LiL, y
ms, con las proyecciones del espin. Estas soluciones vienen de considerar la siguiente
ecuacién, cuando ¢ = Z,

E? — mjc* 7 “eBd \° 1 5, eBy 4
-0 o= | <P+ -2 2 Se| @, 2
< 2mgc? 2my < ~t+ y) + 2mgy Y + 2moc " 025

y de esa manera junto con Sy de las ecdaciones (9,97y(9.10) se obtiene:

E?2 — m%c4 1 5, 1 1
( 2moe2  2my by = Flwemss | Sphgc(n+3), :26)
por lo que
Einm, = \/heBoc(Zn + 1) 4 heBocmss + m%c4 o 02;75. (9.27)

Ahora al representar las soluciones a partir de sus correspondientes espinores, hay
que considerar primeramente la ecuacion siguiente:

co - (—ihV + %ff)
E+ 171()02

a partir de la cual, se obtiene la constante de normalizacién

X = o, (9.28)

N =
2E, '

(9.29)

y partiendo de los operadores de escaleras de la ecuacién (9.18) y (9.19), se tiene que
la solucién proporcionada forma
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PR S N 55° S DV [ N GO R L
~V2be L@ ox Y V2 |\ mowe 9y Mowe 0X n V|

(9.30)
donde la ecuacién (9.30), se aplica a la solucién de la ecuacién (9.25),
Px 1,2 x 2
c

donde el siguiente cambio de Variable transforma la derivada en y a una derivada en

u
Ml Px
U=/ ~ (y + mowc) , (9.32)

Q- Jho o
) B ou’

a partir de lo cual, se convierte en un operador déehelicidad de una solucién asintética

radial
1 h MW d
= — _— _— F . 4
¢ V2 \ mpwe VR (= du)' ©:34)

con lo cual, el polinomio de Hermite se escribe en la forma, siguiente

(9.33)

1,2

Hy,(u)e 2", (9.35)

donde n = 1,2,.., si n = 1 se obtiene que Hi(u) = 2u en donde al realizar las
operaciones correspondientes se obtiene

(u+ %)Hl(u)e—%“2 = 2Hy(u), (9.36)

por lo cual, los polinomio de Hermite forman el niimero de solucién“en «valor del
nimero real

(u+ %)Hn(u)eé"z = 2nH,_1(u). (9:37)

Es decir, que de acuerdo a la ecuacién (9.28), (9.29) y (9.30), en relacién a (9.22) se
obtiene el correspondiente espinor
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[ Epms £mpc? ¢n,pxg15 938
lpﬂ:ﬂ,mes - 2FE 7En,ms d : ( . )
n,ms FE; s +moc2 1 pxms

Cada nivel de energfa estd degenerado y los valores propios de P, caracterizan la
degeneracion, también apatrecen infinitos niveles de energia y el espectro muestra una
asimetria espectral con elfestado fundamental [52]. Al realizar la siguiente tabla, se
observa los valores de energia enslos valores ¢ de las direcciones en x.

Ein,m 1
q:

2
X (Valores nulos)

Einm, = i‘\/773306(271 + 1) 4 heBocms+ + m%c4

Einm, = i\/heBoc(2n + 1) + \/LiheBocmS:F + m%c4
E:tn,ms = :l:\/heBoc(Zn + 1) -+ \/§h€B0Cm5$ + m%c‘l
Esnm, = %1/ eBot(@n + 1) 2heBocmey. + mict

(

Einm, = i\/heBoc(Zn +1)+ \/§heB0cmS¥ + m%c4
(
(

Etnm, = i—\/heBoc 2n4) + %7/‘16B0cmsjF + m%c‘l

Einm, = :t\/heBoc 2n + 1) + heBoemisg + miet
X (Valores nulos)

Eitnm, = :f:\/heBoc(Zn + 1) + heBocms—"+ m(2)c4

Esnm, = % /2heBoc(2n + 1) + ZheBoemy papdc?

Einm, = :l:\/heBoc(Zn +1) + /3heBycms + m%c4
Esnm, = %1/ heBoc(2n + 1) — 2heBocmss: + m3ch

Einm, = :l:\/heBoc(Zn +1) + V/3heBycms + mict
Einm, = i—\/heBoc(Zn +1)+ —heBocmst + mct
( )

Etnm, = :t\/heBoc 2n + 1) + /3heBocms+ + m3ct
X (Valores nulos)

Y off =l o ol M ol N ol g oy M el s ol O S
|

Tabla 9.2: Estados propios rotados por el operador de rotacién etiquetados por cada
uno de lo ntimeros fraccionarios del efecto Zeeman del plano en x.
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Estos son 10s niveles de energia, que son cada uno de los valores en ¢, para el
transporte completo relativista de los valores obtenidos en la direccién del eje x del
espin semienterQ, a su vez que el vector potencial en la norma de Landau es distinto
al simétrico.

9.3. Aplicaciéon-de los espinores de Cartan

Cartan define a los espinofes como un vector isotrépico que contiene componentes
que satisfacen el producto véctorial de su igualdad en el valor nulo [60],

x5+ x5+ x5 =0, (9.39)

las componentes {p y {1, asociados(cen x1, X2 y X3, son

X1 =503 (9.40)
¥y, = i(0§ +C5), (9.41)
X3 =5~ 20084e (9.42)

Al considerar el espacio bidimensional para el espacio S del espin, las ecuaciones
para las direcciones isotropicas con el espinor (, se éscriben como:

Qoxs+01(x1 —ixg) =0, Qo(x1 +1xp)— Ly, (9.43)
cuya forma matricial se escribe en sus componentes del vector isotrépico
o X3 X1 — ixz
X = ( Yt iy —xs ), (9.44)

donde x1,x; y x3 son las componentes del vector X, cuyas bases de vectores

01 0 —i 1 0
0-1:<1 O)I 0-2:<i Ol)/ 03:(0 _1>/ (945)

son las matrices de Pauli que se escriben como un producto escalar

X=0 % (9.46)

Ahora, al extender el estudio de los espinores a la teoria de la relatividad especial,
la ecuacién de Dirac en términos del espacio de Minkowski, se escribe en términos.de
las coordenadas del espacio tiempo
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0 0 xt A?
/ /
X 0 0 x> —x! 9.47)
= / .
xbox? 0 0
/
x> —xt 0 0
Las coordenadas ortogénalé€s asociadas con el vector son:
/! /
xb = x4 ix?, xb = xRay?, x? = 2% +ixt, x? =% —ixt, (9.48)
escribiéndose el vector de la forma“siguiente:
0 0 i 3 +ixt
x—|0 0 x3 —ixt —xl +ix? (9.49)
T xt—ix® a3t ixd 0 0|’ '
3 —ixt Lxl—ix? 0 0
la derivada parcial del vector covariante se escribe'de la forma siguiente
) i 0 0 1.0
) 0 0 0o +2. ) 9 9
I ox cox ox ox (9.50)
ox 2o 9 19 0 0 '
ox! 9x2 oax3  coxt
9 170 To 7 0 0
dx3 ' coxt ox! dx?

Al introducir la funcién de onda en sus 4 componentes“de=un espinor ( y al con-
siderar una matriz asociada con el el vector potencial y una matriz K, la ecuacién de
Dirac se escribe como:

h o e
Ty = 951
<i oy + CA mocK> =0, ( )
donde K es
-1 0 00
0 -1 0 0
K = 0 0 10 (9.52)
0 0 01

Al reemplazar {o por ¥ — ¥4, {1 por Y1 + ¥3, {» por —¥2 — ¥4y J1p por ¥1 —¥3
y al realizar las operaciones de [61] y al ignorar el vector potencial se obtiene las
ecuaciones de Dirac

82



CAPITULOY. 9.3. APLICACION DE LOS ESPINORES DE CARTAN 83

h(10Y) oYy 0¥y 0Y¥3)
i <E o Tod et " moct1, ©.53)

W[/(10¥Y, 0¥z .0¥3 Yy
1 <E ot oxt o a3 ) T ~Moct, ©:54)

10¥y oY, 0¥, 0¥,

h
7 (E o e T 8x3) = mocts, ©:55)

ﬁ 18‘{’4 oY, 0¥y ¥,
c ot

; el zax2 — 8x3) = moc¥y. (9.56)

Al considerar el espinor de Cartan.en su forma de las funciones de onda es posible
obtener la ecuacién de movimiento radial, como también las soluciones en los vortices
de electrones. De igual forma, se-camplé que cada valor del espinor { que acttia sobre
un valor complejo, lo convierte ‘enstr conjugado. Que de acuerdo a las soluciones en
su forma del espinor de Cartan, los valores de‘helicidad positiva y negativa se escriben
en la forma siguiente:

o |.0C .0¢& iBppe
tr _ if 4 —
a; =e {z—ap + pEY + e Gh= V11/ (9.57)
=( = i6 _—— —— — =
a0 =e {1 5% 590 e 4 \VATE (9.58)

Como el espinor de Cartan convierte un nimero complejo~en su conjugado [60].
Entonces, se invierte la direccién del electréon a través del ndimero cudntico m, en
donde los vortices de electrones que se obtienen son para valores m < 0,

moc® + E;
_ m|y|m| 2y [ O
V1T—A+ Y LQ+<p> hick,
0
0
. 0
+A, \/Eie’ep|m|+1L|(’ﬂtll(p2) 0 ) (9.59)
¢By
hc
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0
_ - moc® + E
Vi =Ay | pmLy et | 0 T
_hckz
0
0
s 40 —|lm|— -1,
+A4 | V2(Qr £ Wi LY T | |- (9.60)
hic
0

)
i(kyz—Et—m0) — & . . L ) .
Donde A = e!k:z=Et=m0)e=5  contiene la informacion de las energfa y la solucién

radial como su parte azimutal del ntiimefo cuantico m. La solucién efectiva en todo
el problema no solo viene por eseqdntercambio de direcciéon en su movimiento radial,
sino también por las soluciones permitidastde las direcciones del electrén. También
proporciona informacién por el fuette-vinculo entre los valores del electrén libre y sus
energias en relacién a cada uno de sus’componerites de Helicidad.

9.4. Puntos importantes que se deben de considerar en la
velocidad de un electron‘relativista en el transporte
del espin semientero

Estos procedimientos se consideran en 10.1.

= Primero se consideran todos los resultados obtenidos por 14 tabla 8.1, y cada uno
de los valores & en los que las direcciones de energia son solu€iones en términos
de los espinores.

= Cuando los valores de la energia de la tabla 8.1 son una suma del valer bidimen-
sional y el valor de la direccién espin, la relacién de su solucién se refleja por las
direcciones del espin hacia arriba.

» Cuando los valores de la energia de la tabla 8.1 son una resta del valor bidimen-
sional y el valor de la direccién espin, la relacién de su solucién se refleja porlas
direcciones del espin hacia abajo.

= Calcular cada uno de las probabilidades en el desplazamiento radial de acuerdo
a la direccion de la energia, y el tiempo minimo de la literatura [65].
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= Obtenér\la velocidad de desplazamiento de acuerdo a cada valor de # en unida-
des de la“distancia radial.
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Capitulo 10

Analogia con‘la paradoja del gato de
Schrodinger

La paradoja del gato de Schrédinger es utilizada para explicar propiedades fun-
damentales de la mecdnica cudntiea,en ellenfoque de las probabilidades y estados
superpuestos [62]. El estudio aqui“se-eentra en un gato relativista que se mueve con
respecto a un sistema en reposo. El cual, actaa sobre niveles de energia con respecto
a los estados obtenidos que son dependientes de“operadores de ascenso y descenso
para cada uno de los valores fiw,

E2 = hceBy(2k + |m| + 1) + hceBo(m 4+ 1) mdc* + 1n°c?k2. (10.1)

. . . . / . .2
Al considerar un sistema inercial S, que se mueve a lo largo de la direccién z
con velocidad constante v, = %, con respecto a marco de referéncia en reposo S. El

Hamiltoniano Hp, que se obtiene es el sistema en reposo del caso\2D

moc> 0 0 a
|0 moc? al 0

Hp = 0 4 moc? 0 (10.2)
al 0 0 moc?

Donde a, y a} son los operadores de Helicidad positiva y negativa que transforman
el sistema de soluciones en el espinor. Las funciones de onda del electrén con festos
operadores de Helicidad se construyen a partir de nuestros espinores de Dirac. Cuyas
soluciones son de la forma siguiente:
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moc® + E 8
_ p 0 .00~ 1, -
¥ = Ay | AL @) 0 +V2ieplm LT (g2 | (10.3)
B
: =
0 0
Y., —A —|m|L|m| (—2) 0 + \/EieiG—‘m|+1L|m|+1(—2) % (10 4)
21 + 1P Lo, P moc® 2Es. [ a, P 0\/ .
0 0
0
v, = A ez | 9
20 {0 Lo (02) 0
n/lOC2 — E+
¢By
hc
= | V2(0u e g () - (10.5)
0

En donde ¥, es el mismo que en la ecuacién (7.17). Las_soluciones de energias
positivas y negativias se transforman por separados en las transformaciones de Lo-
rentz, por lo que las soluciones de energias se unen bajos estas transformaciones [63].
El espinor se transformara bajo el cambio de la siguiente ecuacion:

A ig512
Sy = 2%, (10.6)

Z

Al elegir la velocidad paralela a z, se tiene:

tanh 9 = 22 = P=€
c E’

siendo E la energia de la ecuacion (10.1). De acuerdo a ello, el Boost de Lorentz del
espinor de Dirac, se escribe en relacién a la transformacién de rotacién

10.7)

¥(xt) = S (x1). (10.8)
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De la ecuacion (10.6), se obtiene la soluciéon con respecto al movimiento libre en la
direccién del eje z

1 0 tanh g 0
_ 910 1 0 —tanh?
Sl = osh — 2 )
L2 | tanh? 0 1 0 (10.9)
0 — tanh § 0 1

. .. E? 2 . .
De acuerdo a nuestra désCripcion EC—Z = f—z — p? y usando las identidades de tanh g

y cosh g, cada uno de los valorées.estan contenidos por las ecuaciones de Lorentz

L% coshd —1 tanh ¢
tanh — = = , (10.10)
2 cosh?’8—1 1++/1—tanh®9d
1
coshg = . (10.11)
1 — tanh® ¢ .
<1+ 1—tanh? 19)
No hay que olvidar la ecuacién deda energia del caso 3D
E? = %) p2c%. (10.12)
De la ecuacién (10.7) y (10.8) se obtiene:
tanhg = P 7 coshg _ +,En, (10.13)
2 E,+E, 2 2E,

donde E; no contiene a p;. Ahora, a partir de los diferentes estados de energia que
contienen tanto la parte bidimensional como la parte tridimensional,.el espinor con-
tiene los estados ascendentes y descendentes expresados en soluciones del Boost [64],

0 0
|Eq, 1) = Ax <cosh EY” + senh EYZT) |n) £iA+ (senh gYu — cosh gYZO [n+1),
(10.14)

(1 0
|En,2) = A <Cosh EYu —senh EYZJ’) |n+1) FiAs <senh ngT + cosh §Y2T> i),
(10.15)
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donde A+ es 14 constante de normalizacién obtenida por los dos valores de energias,

uno positivo y otfo hegativo
! 2
A= =M (10.16)
2E,

siendo |E,, 1) y |Ey, 2), losfestados de energia en superposicion de la particula y anti
particula que conllevan los niveles de energia que son transportados en las soluciones
de los estados que conllevan‘uha permanencia del electron a un salto de un estado
mayor

Y14 = Yy = Yo = , Yy = (10.17)

OCD\O»—\
OCD\HCD
O = O O
_ o oo

Cada uno de los espinores de la_ecuacion. (10.17), son contenidos por el nimero
cuantico radial de |n) y |[n + 1).

10.1. Velocidades de los eleétrones“y-tiempo minimo
del transporte del electron
Como resultado del capitulo 8, los estados propios de la estructura son velocidades

diferentes con respecto a las soluciones de los estados de energia que cambian de
acuerdo a los valores en a. Al considerar los siguientes dos espifiores

G2,2(7,0) Ga2(r,0)
0 0
Uopit = No2 | 0 , Ugpit = Na2 | 0 : (10.18)
2\/§ih07]€3,3 417"ZC}’][:5,3
Ez/z-‘rmOCZ E4/2+m002

El valor de energia aceptable radica en la ecuacion (10.1), donde el campo magnéti-
co By es intenso y por lo cual la energia en reposo mgc? se desprecia, siendd, asi la
descripcion del movimiento 2D sin esa influencia y por lo tanto, el nivel de enérgia
relativista toma la forma siguiente:

E% = hceBo(2k + |m| 4 1) + ficeBo(m + 1). (10.19)
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El promedio del desplazamiento radial es obtenido para ¢ = 7,

Ar = 2| < UZ/2T|7’|U4/2T > | (1020)
Con resultados ‘endonde By — oo, y por lo cual, los valores de la constante de
normalizacién son Nyg = Ny, = \L@/ siendo 1 = \/%,
1 1 1
p_ 1 (15 105\ V7 (10.21)
16 \ /12 24 n

Y de la diferencia de los dosniveles de energia relativista se obtiene el tiempo
minimo, asi como también su relacién a través del valor contenido en la solucién del
polinomial Laguerre. A través del galor promedio en el Hamiltoniano de la solucién
bidimensional [65],

T
2 =" NFf———. (10.22)
T (4E2v3)en

Por lo tanto, la velocidad promedio en la difecciéon radial en este tiempo minimo

esta dado por v,

1 < 15 105) (4—2\/§)c. (10.23)

=16\ Y2 "4 ¥z

De acuerdo a las soluciones de la ecuacién (10.18), y"al espectro de energia de la
ecuacion (10.19), se realiza la siguiente tabla para los valotesde ¢ = %”, hasta ¢ = %”.

¢ | Ar 1 Nop = Nyp | Tin 0

Flar=g(5+7) 7 |V & e (0= 5 (7)) BRE
F o= ab (5e7)F Vils |V e | 0=k )
Flo=h (G B)F Vil |8 | et o= 6 () R

Tabla 10.1: Velocidades
5

ropias radiales del desplazamiento radial y el tiempo mifimo
de ¢ = 2, hasta ¢ = L.
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Lo siguiente qgue se tiene que encontrar son los resultados de la combinacién de la
energia positiva y ehergia negativa de las superposiciones de estados

0

2v/3ihcnEs 3
Ez/z—?ﬂocz

(10.24)
CZ,Z (1’, 9)
0

Uppor = Nop

Obteniendo como resultadoin tiempo més corto que en el caso de la tabla 10.1

¢ | Ar n Nop = Nyo | Tiin 4

[ ar— g (547) 2 | JEAL e U=11—6<%+7>(2+\/\%§)c
Flo= k(B R)T | ViR | e oo () R
o= (55 7) 4 | i Vi | ot | o= e (G50 7) 2R
| or=rts (35 7) 4 | Vil ', | o | o= s (35 +7) PR

Tabla 10.2: Velocidades propias del desplazamiento radial y el tiempo minimo del
estado cudntico ¢z v C4.

A partir de la seccién 10.1, las velocidades del electrén’para la tabla 8.1 en los
numeros cudnticos (n = 2,m = 0) y (n = 4,m = 0) se resuelve para dos tipos de
espinores, uno para el caso del espin hacia arriba y el otro para.el espin hacia abajo.
Para el caso del espin hacia arriba, se toma en consideracion el resultado en la suma
de energia (n + 1) + (m + 1), mientras que en el caso de espin haciavabajo, la energia
es larestaen (n+1) — (m + 1) cuya suma o resta depende del valor ¢,

Coo(r,0) Ca0(r,0)
0 0
Uz01t = N2o | 0 ’ Ugp11 =Nago | 0 (10.25)
2v/2ihcygsy 2V/3ihcnds,
Ep o+mgc? E4+moc?

En este caso, espin hacia arriba, los valores sobre los cuales se aplican son en los
resultados de ¢ = 27" hasta ¢ = %” de la tabla 10.3, asi como la energia es el resultado
de (10.19) en ¢ = .
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0 0
&o(r,0) Ca0(r,0)
Uz, = Nool| J=2itiengs, o |, Uspay = Nao | —2v2incpgs 1 | - (10.26)
E2,o+m0c2 E4,0+mO02
0 0

Con los espinores de laceetacion (10.26), los valores son ¢ = 0 hasta ¢ = 7, para
los valores de ¢ = 57" hasta ¢ =27, se observan en la tabla siguiente:

Y n N0 = Nayo | Tin v

o [ar=i(3+5)F [VEN: | |- H)
5 AT:%(%+\%>¢TE e \/g Vo~ VA U:%<%+\%>M6_—‘/%/§)C
T ar=d(8+5) 7| (68| 7 e | 0=k () R
5 |ar=3 <% + %) \/TE % \% (x@:)cv 0=} <% * %) (ff/%l)c
Tlar=5(3+ )T Vs | 5 i G iy
o | o= ($+35) % |VE | & avy |o=b (B %) e
v o= (B4 2) 0 e | e p = (B + %)
Fa=(B+5R)T Vsl h i (9= § (B %) O
o= (B+5%) T | Vs | V3 o | PP AR) SR
=BT Vas |V e | oS )
Fla=i(B+5) T Vs b v |28 Hen ) R

Tabla 10.3: velocidades propias del desplazamiento radial y el tiempo minimo rélati-
vista.
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Las operaciones en cada uno de los valores ha sido gracias a los espinores y su
relaciéon con cada’una de sus energias. Como ejemplo en el d&ngulo ¢, el operador de
rotacion esta en ¢ =71, euyo valor de energia es la suma del nimero cudntico principal
mads el nimero cuanticesmagnético m. El resultado de ambas conexiones permite que
las constantes de normalizaciéon sean Npg = Nig = \/LE’ esto quiere decir, que la
informacion proporcionada por la funcién de onda en el promedio del desplazamiento
radial y el tiempo es:

1 57 \ /7 o
Ar=—(11+22)Y°E 1, = . 10.27
T ( 2\/5) Ui (2v/3 —2v/2)cn ( )

Cuyas direcciones en la suma dé énergia (n+1) + (m+1), con n = \/%, son
velocidades que contienen cada uno de los,posibles resultados internos de la operaciéon
de rotacion de su primera vuelta, asi como su cambio de direcciones en o en contra de
las manecillas del reloj

(10.28)

1 57 \ (2v/3 — 2v/2)c
0—32 (11+2\/6) Vi .

La paradoja del gato de Schrodinger‘demuestra_ que existen diferentes resultados
de superposicion, asi como también diferentes.resultados de frecuencias para cada una
de las direcciones en ¢, como también longitudes magnéticas del oscilador arménico
bidimensional, cada uno de esos resultados refleja direceiones que se acoplan tanto al
espin arriba como al espin abajo pero con diferentes tipos.de energia reflejados en el
tiempo minimo, como se indica en la tabla 10.3, esto visto también por lo resultados de
las constante de normalizacién y los resultados de los espinores‘de la ecuacién (10.26).
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Capitulo 11

Discusion dedeos resultados

La aplicacion de la teoria de Schrédinger-Pauli y la estructura de la ecuacién de Di-
rac son de interés para la compfensién del movimiento a través del momento angular
total conservado. En este sentide;a simplicidad de los efectos son valores semienteros
que ocasionan la extension de difefefites dirécciones en la creacion de la antiparticula
en la interacciéon del campo magnético. Es-@siyrque resulta ideal para el estudio de
diferentes efectos, ademas de la teoria méncionada;-efectos no relativistas en las canti-
dades termodindmicas entorno al movimiento azimutal [66]. En donde la cantidad de
la entropia es obtenida.

11.1. Particula interaccionando con un
oscilador armoénico

El estudio de este tema se trata en el capitulo 4 de la seccién-4.4, cuyo potencial
incluye V(r) = ar?. Cada uno de los valores propios son funciones de onda que se
modifican a partir del potencial y de la interaccién espin semientero.~Al analizar los
valores de la funcién de onda y la representacion radial, se obtiene la informacién
total en superposicion

8 = Gug(gr)miL )(erz)e%eime, (11.1)

obteniendo el caso de un estado Z1 1(r,0), que en su representacion del espin

E11(r,0) = %(C;’)e%zeie, (11.2)
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se transporta én\relacién al giro completo 277, transformandolo en su negativo. Por
lo tanto, se usa para describir las direcciones en sentido a las manecillas del reloj y
en sentido contrario)a la manecillas, en el que la direccién del eje y, sucede cuando el
efecto es hecho en cadasvalor de ¢ hasta llegar hasta a 277. Atin cuando las expresiones
son relativamente simples

[ 4 AcosL31(r,0)
e /9 - 2 ! ! 7 11'3
7,6)5 ( Asen %31,1 (r,0) (11.3)

donde A es la constante de normalizaciéon. La direccién en la que apunta el estado
superpuesto, es la direccién del ¢ampo magnético, cuya variaciéon dependera de los
valores ¢. Siendo la misma densidad’de probabilidad radial ], que en nuestro caso
de la ecuacién (7.4). La probabilidad ‘de encontrar al electrén espin hacia arriba y
espin hacia abajo en algunos valores O.y-k es de la forma en el que la evolucién de
las probabilidades estan en diferefites direcciones, entonces los diferentes angulos ¢,
son puntos cercanos, cuando se aproxXiman al valor determinado de la segunda vuelta,
como se muestra en la siguiente tabla:

¢ | Py P_ ¢ Py P_
01 |o |z ¥ 2443
| 243 | 2=V3 | 51 V21 V2+1
6 4 4 4 212 22
mo| V241 | V2-1 | 4n 1 3

4 22 | 2v2 | 3 4 4

T |3 1 S 1 1

3 | 4 g 2 2 2

x |1 1 51 3 1

2 |2 2 3 4 4

27 | 1 3 7n V2+1 V21
3 | 4 1 % 22 52
3m | V2-1 | V241 | 1in 2+V3 243
4 2\/} 2\(2[ 6 4 4

57 | 2—v3 | 243

2| | e | 2 1 0

T |0 1 X (Valores nulos) || X (Valores nulos) | X (Valetes nulos)

Tabla 11.1: Prediccion de probabilidad para los estados del espin arriba y’espin abajo
en el viaje a través de un espacio cerrado en la primera vuelta del electrénysiendo X
los valores nulos de ¢ y probabilidades Py y P_.

Esto muestra que no todos los caminos cerrados son los mismos, dar una vuelta
no es quedarse en el mismo lugar, pero dos vueltas si lo es. Pero, qué implica un
cambio de signo en el espinor cuando es rotado por 27, la respuesta tiene que ver con
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la estadistica de Fermi y el principio de exclusién de Pauli [67]. Esto quiere decir que
el signo menos’es un intercambio de direcciones en contra de las manecillas del reloj.

¢ | <|Etool > <|Ejo0[> | ¢ < |E4o0] > <|Ejo0l >
0 | hw 0 =z (52)hw ()
2| (20 | (5w | F (22 hew (2 hew
T e | (B | % ihew ihew
1 1

% %hw %hw 27: ghw %hw
7 | 2w Fhw 3 ﬂf" z?}

241 2-1
5| fhe i T (503 e (o e
7| (e | (e | 1 (25 hew (238 hew
= (e | (B | 2w fw 0
T |0 hiw X (Valores.nulos) || X (Valores nulos) | X (Valores nulos)

Tabla 11.2: Prediccién de probabiulidad parados estados del espin arriba y espin abajo
en los valores superpuestos de energia.

Cuando el electréon vuelve apuntarien.la misma)configuraciéon con la que inici6,
entonces existe una superposiciéon que sesdiferencia“del caso en el que el electrén
apunta en direccion contraria, la superposiciéon de estado es mas definida que para
el caso del espinor con direccién hacia abajo, en esta configuracion los valores de las
probabilidades se intercambian

_ ¢
sz | "

2(r,0)_- =
(r.6) (Acos %51,1(1’,9)

Los valores en la primera vuelta van cambiando de arriba hacia abajo de acuer-
do a los valores elegidos por ¢, pero estos no sucede en la segundasVuelta en donde
la probabilidad maxima sera para la configuracién con la que se imicia. Los cami-
nos iguales son conocidos como caminos homotdpicos, estos caminos son-un camino
homotdpicos si se puede convertir en el otro con pequefias alteraciones+y .si es una
pequefia alteracion del otro. Por ejemplo, los diferentes valores de ¢ alrededor.del eje
y es homotopico alredor de cualquier eje [68]. En concreto, se debe tener en ctienta que
durante el transporte, el electréon apunta en direccién contraria desde la perspectiva
de cada angulo. Esto implicando un intercambio de dos particulas obedeciendo @asi’el
principio de exclusién de Pauli. Es importante sefialar que el signo menos es inobser-
vable puesto que la probabilidad no cambia por el signo menos, pero es importante
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sefialarlo a partirde la informacién que esta lleva a partir de los diferentes puntos de
estados.

11.2. Particula interaccionando con un
oscilador armonico relativista

Trabajar en esta linea permite’estudiar la relacion que existe con las rotaciones 27t
para los cambios de signo. De acuerdo a la seccién 4.4 y la seccién 6,1

EZ — m3ct heBy h
——— —E; | = | Bp|v1+R 2k+1), 11.
( e B ) = oo O gy el Bol VI R(|m| + 2% +1), (119

en donde los niveles de energia‘abordan el tesmino /1 + R. La diferencia entre este
enfoque y el primero, es la interaccién del oscilador armoénico para un potencial escalar
cuadrético

Einm= i\/m(z)c4 + p2c2 + heBoc(m £Q) % hle|[Bofev/'1 + R(|m| +2k+1).  (11.6)

Dado que se ha considerando la presencia de este término, no puede despreciarse
la ecuacién de movimiento que tiene implicaciones en lascantidades fisicas de interés,
como son la existencia de acoplamientos minimos, escalarés y'vectoriales [69]. El estu-
dio de las variedades de efectos y sus correspondientes espitiores tienen mucho que
ver en el analisis del principio de exclusién de Pauli. Esto implicando un intercambio
de particulas en el que el signo menos introducido por el operador/de rotacién provo-
ca cambio de signo. Esa diferencia de signo es donde aparece el prificipio de exclusién
y la estadistica de Fermi. Asi, como los efectos relativistas en el que la‘inversiéon de
tiempo doble es lo mismo que una rotacién de 27t. En la seccién anterior se ha estu-
diado que la probabilidad de hacer una medicién de giro a lo largo deleje z y a lo
largo del nuevo eje es el &ngulo medio

P=cos??. (11.7)
2
La misma formula de medio dngulo se obtiene con una modificacién relativista. Si
consideramos un caso simple, que satisface la ecuacion siguiente:

E? — p? = md. (11.8)
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Al utilizar funciones hiperbélicas para parametrizar E y p, en términos de una sola
variable, entonces satisface la ecuacion (10.12), siendo

w E 4+ mg
h— =,/ ) 11.
cos > 20 (11.9)

Utilizando la estadistica.de Fermi, se tiene una contribucién positiva a la proba-
bilidad y al intercambio*de lugares en los electrones y su diferentes soluciones de
los casos relativistas desdetdiferentes puntos dindmicos [70]. Es por ello que sobre la
funcién de onda, el efecto de'rotar 27t con respecto al marco del otro, provoca un inter-
cambio de dos particulas. Es por esto que ahora se procede a estudiar la ecuacion de
Dirac en el acoplamiento minimos@éscalar y vectorial a partir de la masa dependiente
de la posicién en el campo de Coulomb.

11.3. Dinamica cudntica desuna particula cargada de espin

1 con acoplamientos €scalares y vectoriales

El acoplamiento escalar y vectorial’son efectos que estudian la dindmica de un
electron con efectos magnéticos, del cual el gauge simétrico incluye las direcciones del
operador intrinseco del espin 1. Esto es débido al veCtor potencial magnético incluido
en la ecuacion de Dirac. A partir de las 3 sustituciones'que incluyen, el acoplamiento
minimo, vectorial y escalar, representado en la referen¢ia[69]:

PP EA’, (11.10)
E—E—V(r), (11.11)
Mc? — Mc?+ 5(r). (11.12)

Utilizando el modelo del acoplamiento minimo, los niveles de Landad.y el efecto
cuadntico Hall son efectos asociados con el campo magnético [71]. Sucedé que en la
ecuacién (11.12), el término de masa de la ecuacién de Dirac se interpreta.¢omo una
masa efectiva dependiente de la posicion, en el que actta por igual sobre patticulas y
antiparticulas [69]. De acuerdo a los tres acoplamientos, la ecuacién de Dirac selescribe
de la forma:

&-P+B(M32+S(r)¥(7) = [E— V()] ¥(F). (11.13)
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100 CAPITULO 11. Discusién de los resultados

De acuerdo aJos capitulos 8,9 y 10, la forma cuadratica de la ecuacién, queda en
la forma en la qué 1a solucion, es igual a los dos valores de energia

[(c(f' (F- SA’))Z + (Mc® + S)Z} ¥ = (E—V)V. (11.14)

Al utilizar el limite exacto, de simetria espin S = V se obtiene:

[(ca. (13 - SA’))Z £2(E + Mcz)V(r)} ¥ = (152 - M2c4> ¥, (11.15)

Los resultados de los dos valofeside energia, obtenidos por la introduccién de las
siguientes descomposiciones, son valores del niimero cudntico magnético orbital

(3] (Eesimem e
Y, |7 ¥ S (r)ei(m+1)9 : :
Por lo que, es de interés menciohar _que las_ funciones de onda, son funciones de
onda con proyeccién hacia arriba . Antes de realizar las sustituciones correspondiente,
es necesario escribir la ecuacién (11.15)'en coordenadas cilindricas que comienza con
un V(r) = ar? donde S = V, para la simetria cilindrica el término exacto del pseudo-
espin se encuentra en relacién a las degeneraciones dé los orbitales en los espectros de

una sola particula [72]. De acuerdo a ¥; y similar alprecedimiento de los apéndices
se llega a la ecuacion radial de movimiento

@ fu(r)  Vdfu(r) m? ®
I g S 1)+ Asfulr) bR =0, (1117)
donde
_ | eBj | 2(E+Mc?)a B2 M2 eBy
b= \/4h2c2 22 At = T2 + %(m + 1y, (11.18)

son relaciones del espectro de energia reflejado en la interaccién campo del‘'magnético-
electrén, obtenidos por capitulos 7 y 8

1 /A4

esto es igual a una parte del nivel de Landau, cuya ecuacién se completa por el efecto
2D dindmico del oscilador arménico [15],
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, (11.20)

2 [e2B2  2(E+ Mc?)a
/\i:(2n+\m|—|—1)g\/4czo =

y con el valor de A4 de‘la ecuacion (11.19), queda de la forma siguiente:

ZBZ
E? - M%ct = th\/% #2a(E + Mc2)(2n + |m| +1) — heBoc(m £1).  (11.21)

El efecto de energia, es el resultado de la interaccion efecto bidimensional y efecto
de las separaciones de los valoressSemienteros multiplicado por el valor de raiz cua-
drada tanto del resultado vibracional como del resultado de energia y el acoplamiento
escalar.

11.3.1. Limite exacto de'simetria pseudoespin S = —V

El componte descendente del espinor deslasecuacion (11.20), produce la ecuacién
de movimiento radial de la forma siguiefite:

Pgu(r)  1dgm(r) (m+1)2 , .
dr2 + ; dr - 72 8m (7’) + /\j:gm (1’) —b“r m (r) =0, (11.22)
donde
[ €Bg , 2(E— Mc)a » E2— M2t | eB§
a \/4h2c2 o M= Ty by i), (11.29)

son relaciones del espectro de energia reflejado en la interaccién del eampo magnético
y el electrén, obtenidos por la interaccién del efecto inverso de la energia y el caso
vibracional

ZBZ
E? - M2c* = 2hC\/% +2a(E — Mc?)(2n + |m| + 1+ 1) — heBoc(m + 1 £ 1). (11.24)

A diferencia de la ecuacién (11.21), el valor de energia aumenta a un valor de mads
1.
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11.3.2. Funciones de onda

La funcién de onda ligado del espinor con espin superior S = V, es el valor conte-
nido por los valores rddiales de energia en el polinomio de Laguerre

2
Fum (102 Cb(br) ML, (BPr2)e V7 oimé (11.25)

=

donde

= o ("B | (52! (11.26)
n o [(iml+ 2] |

De la misma forma, se obtierie la funcion de onda de la ecuacién (11.22) de la
funcién de onda inferior de S = <VA69],

b2 i

gn,m (7" 6) _ Cnb/(b,r)‘ndLJm'/ (blzrz)e Te (Tﬂ+1)9, (1127)

/
n —\m : . , 2y
donde los valores de 2‘ L, vienen de confiderar la€uma de energia cuadrética del

valor de energia en k. Esto quiere decir, quesse puede.ebtener diferentes valores de
estructuras de corrientes.

11.3.3. Oscilador anarmoénico

El potencial V(r) y el oscilador enunciado, es un modelo que“estudia el efec-
to Aharonov-Bohm y la cuantizacién de Landau, siendo asi V(r)-igual a un valor
cuadratico multiplicado por un constante mas un término de r%, cuyo valor es igual a
V(r) = ar’* + r%. La dindmica en este caso es para E # £M donde el limite S=V con
espin superior igual a la forma en que su solucién describe el valor

Y1 =Y fu(r)e™. (14.28)
m
Por lo que su solucién de movimiento radial, resulta ser igual a:

2 V2
Thnlt) 240 V) + Asfl) PP fu() =0, (1129
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en donde lo$ procedimientos del apéndice C nos lleva a una ecuacién diferencial de la
forma en que st 3olucién depende de la ecuacién diferencial de Laguerre

2 V2
dﬁ@ ;@y—aﬁﬂH$MfW%MWZQ (11.30)

Con ello la solucion‘fesulta ser de la forma siguiente:

fm(x) = e_%”xx%y(x). (11.31)

Cuya ecuacion diferencial.résulta de introducir la ecuacién (11.31) en la ecuacién
(11.30),

"

xy (x)+[v+1—nx] y'(x) + % {% —n(v+ 1)} y(x) =0, (11.32)

siendo v, A+ y 17, cada uno de’lgs valores.que contiene la energia, la frecuencia angular
y el momento angular orbital

2b(E £Mc?)
— 2
V= \/m > 22 , (11.33)
E2 — M2c*  ¢B,
AN =————+-—(mEl 11.34
= hZCZ + he (m )' ( 3 )
B \/ezB% N 2a(E + Mc?) (11.35)
1 4h?c2 nc2 '
donde k es igual a uno de los indices del polinomio de Laguerfe
1 /A4
=-|—==- 1 11.
k=3 (5 ), (1136

y con los mismos procedimientos de la seccién 11.3.1 se llega al valor dé-energia de
un sistema bidimensional

2 [e?B3

y con ello, a los niveles de energia con espinor superior en la simetria S = V; se escribe
de la forma siguiente:
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ZB2 E 2
E? - M?ct = 2@/% +2a(E + Mc?) | 2k+1+ Waqw
C

—heBoc(m £1).
(11.38)
Sih =1y c=1,se obtiéneun caso similar al nivel de energia [69], con la diferencia
de que el sistema es un casode vector potencial magnético simétrico, contrario al efecto
de Aharanov- Bohm

2B2
E? - M? = 2\/6—0 +2a(E + M) (2k+1 + \/m2 +2b(E+M)) —eBy(m £1).

4
(11.39)
Estos niveles de energia confi/=_1Y c.=-1, en S = V tienen como ilustracién la
siguiente figura, cuyos valores estam’en funcién del campo magnético By y las proyec-
ciones del espin.

|_ - - 7 T
LEEEH TP PP m ‘ﬂ
0.5k - /]
m=1 CUYF e
= 0F j
m F_;-.
e e m=1
-I;]I:E e T S """"----'ll-—--u|.---n.__.-...----u------ru._------":-—-—-r_
1] Ih B R
m=i)
-1 : - . :
0 1 2 3 4 3
H” (T)

Figura 11.1: Diferentes valores de m en los diferentes valores de energia E, de la ecua-
cion (11.39) [69].
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En la figura 11.1 con s = 1, la particula se mueve en un presencia de un campo
magnético convel efecto Aharonov-Bohm [73]. Su descripcion esta dada por la ecuacion
[69],

2 2 2By
E? — M? = 2| —%4 20(E + M) (2k+1j:\/(m—ecp)2+2b(E+M))

—eBy(m £ 1) +e®Bygp.  (11.40)

En este caso es diferente‘ada_ecuacién (11.38), por la introduccién del parametro
de flujo ¢, por ello se usan + pata el caso de la suma de los ntimeros cudnticos en los
niveles de Landau. La funcién desonda correspondiente a la solucién con relacion a la
ecuacion (11.32), es escrita en términes de los polinomios de Laguerre [74],

2b(E+Mc2)

1 2+
282 2a(E#Mc2) | B2 2a(E+Mc2) | V" w2
Fn,n(r):Dn\/e 0 a(E#Mc?) [e 5 a(E + Mc?)

4c21? 7262 40213% 7 c2

e2B2 2
m2+2b(E+Mcz) _l\/ B +2a(E+MC ).,2
1,\/ w2 2N 2T 2z L'Zk+’7)(17272). (11.41)

Siendo D, la constante de normalizacién'y k el valor del indice radial que contiene
el namero cudntico n y v del oscilador armiénico bidimehsional.

11.4. Limite exacto de Simetria S=-V

Para este caso, el componente descendente del espinor en'la‘ecuacion es la opera-
cién en suma del valor semientero positivo

gm =Y gmu(r)eme (11.42)

cuya solucién en los valores de energia son sumados por las direcciones del espin en
cuyo caso se acopla a las mismas direcciones de la componente S,

E? — M?c* = 2nlc 2k+1+\/(m-|—1)2-|—2b(—
—hceBy(m+1+1), (11.43)
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donde

e2B?
I= TO + 2a(E — Mc2). (11.44)

Con los acoplamientos escalares y vectoriales, su dependencia en la intensidad del
campo magnético y la influencia del caso relativista, tiene un acoplamiento de carga
gracias a los acoplamientosaectoriales, la solucién presenta una solucién exacta de la
ecuacién de Dirac con masa depéndientes de la posicién en el campo de Coulomb, asi
como la divisién exacta de la 6fbita de espin, como también en sus casoscon S = V' y
S = —V, en la simetria de pseudoespin en el espectro de nicleos [75].

11.4.1. Funcion deonda S = +-V

Se ha visto que la solucién de Ja’ecuacion sin potenciales escalares ha servido para
estudiar diferentes aplicaciones, gracias al"desarrollo matemaético del sistema y a los
procedimientos de los apéndices. Fadnformacién del oscilador relativista que incluye
los acoplamientos escalares y vectoriales, como sucede en las ecuaciones (11.11) y
(11.12), se observan en la funciéon de onda

—Mc2
cry au(e ey |y
Fuo(r) = An® 4¢21? h2c2
1)2 2b(E—Mc2)
r\/(’”+ 2 e 37L8 §0%), (11.45)
donde
e2B3  2a(E — Mc?)
_ 0

0= \/ o T e (11.46)

Cabe sefialar que las soluciones dependen de la parte radial como se’haestudia-
do en la dindmica de los acoplamientos mencionados. En este sentido, la eeuwacion de
Dirac resuelve la forma cuadrética involucrando la correccién del elemento de,giro en
los acoplamientos de las cargas y la evolucién en la simetria de norma, estudiando asi,
los limites de simetria y pseudoespin. Las soluciones analiticas son las funciones de
onda, como también, la evolucién de cada uno de los valores de energia, que introdu-
cen correcciones en los estados en su valor k, del indice radial, conteniendo el niimero
cuantico n y ©, del oscilador arménico bidimensional.
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11.5. Interaccion de dos electrones en un campo
magnético uniforme en un potencial parabdlico con
la dindmica de la ecuaciéon de Schrodinger-Pauli

Se estudia la ecuacion bidimensional de dos electrones en un campo magnético
uniforme, confinado al potencial parabélico. El marco matematico se basa en la solu-
cién rigurosa de 3 términos de recursividad, por lo que la solucién, es una solucién
para la ecuacion diferencial-deHeun [76]. De acuerdo a la referencia [77], esto sucede
cuando estd presente la fuerza“de repulsion de Coulomb, por lo que, cada solucién
analitica de la ecuaciéon de BHE se reduce a la ecuacién diferencial de los polinomios
de Laguerre. En este sentido, se reSuelve un sistema de dos electrones con el potencial
parabdlico externo, dado por:

A 2 . e2
H= Z{ [ (Elz) + A(V]))] +U(l7i))} + Ak (11.47)
siendo U(]r]\) = %mw r] el potencial de confinamiento de la particula y |77 — 73| las
coordenadas relativas, junto con las ceordenadas del centro de masa R = ”;”2, se

puede desacoplar como la suma de de¢s Hamiltonianos en donde una sola particula
esta presente, uno con masa M = 2m y ¢arga Q = 2¢'y otro con masa M = * y carga
q = 5 [77]. El primer Hamiltoniano representa el(movimiento del centro de masa
Hyp(M, w), cuyo oscilador es un oscilador arménico is6trdpico, en cuanto al segundo
Hamiltoniano es un Hamiltoniano relativo Hyp(p, w), €uya ecuacién de valor propio
se estudia en coordenadas cilindricas

2 2 , 2
_ {1 J <r3> L Lo 1 o, 4 20 {—zhi ih} q>i+%w P+ s = By,

2u |ror \_ or r2 062 2uc 96
(11.48)
donde w' = [+ w?y wy = 2#6 y con @4 (7,0) = ™R, (r), se obtiene:
n? [d?Ry  1dR. m? eBoh
— = +
i { dr? + r dr 12 Ri(r)} + 2uc [ £ 1] R (r)
) 2
+%w 21272Ro (1) + %Ri(r) = ELR4 (7). (11.49)

/
. . . w .2 .z
Haciendo el cambio de variable p = 1/ &5, la ecuacién se reduce a la ecuacién.de
movimiento relativa
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A*R . N 1dR: m_2
o> « p do  p?

R+ (As — p*)Ry — %Ri =0, (11.50)

eBoh
2uc

siendo u = 26/ I § A7 — ﬁ [Ei — % (m + 1)} El desarrollo asintético sugiere

hw

2
una solucién de la forma R3(p) = plmle="7 Fy (p) cuya solucién satisface la ecuacion
diferencial

oF, +(a=20*)F, + (dp — u)FL = 0, (11.51)

enel cual, a = 2|m| +1y d ="A¥ = 2(|m| +1). La ecuaciéon diferencial (11.51) es
llamada ecuacién de Heun biconfltiente [76]. La solucién de la ecuacién (11.51) se
obtiene a partir de la expansion

o0
k
Filp) =3 Ar, (11.52)
k=0
cuya ecuacion satisface la relacién de recurrencia de tres términos:

(k+2)(k+ 1+ a) A= uAsin(d — 2k) Ay (11.53)

Esta se convierte en un polinomio si las ¢ondiciones’4,,.1 = 0y d = 2n se cumplen
simultdneamente. Con ello se tiene

Ar =2(|m|+n+1), (11.54)

ycon Ay = h%/ Ey — ezi?f(m + 1)} se obtiene:

Ei =hw (Jm|+n+1) 4 hwg(m +1), (11.55)

donde la solucién que satisface la ecuacién (11.55) con el valor de energiawn =1 es

22 e
h

Fipje =1+ 202 1 11.56
e = 2 D1 (11.56)

mientras que si d = 4n, se obtienen los niveles
Ex = hew (Jm|+2n+1) + hwy(m £1). (11:57)

Al tomar en cuenta que no hay interacciéon de fuerza de repulsién de Coulomb;
entonces, la solucién depende de los polinomios de Laguerre, de la forma siguiente:
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72 ;
E, i (,8) = Curc(kr) 1L (k272) e g0, (11.58)
’ (24l
donde
n—|m| |
n=|m| |
an(—l)( 3 +im) < : ) , (11.59)

[+ )T

donde x = \/ 5-. La funcién dé\onda de dos electrones sin la fuerza de repulsion de
Coulomb se escribe

¥ (R, 7)-=2F (R, 7)¥(r,0). (11.60)

Mientras que la construccién explicita.de dos electrones con fuerza de Coulomb,
en un campo magnético uniforme; nos lleva a soluciones de los polinomios de Heun,
pudiéndose extender para el casa de muchgs electrones.

11.6. Direcciones relativistas en-el enfoque de estructura
antiparalela al campa_magnético

En relacion al capitulo 10, los resultados de esta seccién son enfocados solamente
a la solucién con espin hacia abajo, cumpliendo asi con’lo_obtenido en el capitulo
10, pero con resultados diferentes en el ntiimero cudntico.m, notdndose no solo la
diferencia de direcciones de corrientes, sino también en los valexes propios de niveles
de energfa. Ante todo, considere las siguientes solucién cuyo valér.radica en el sentido
contrario en el conjunto completo de la solucién radial en el polinemio de Laguerre

¥, Ry ( P) eimb
(%)= (Rigpee-in ) e
cuya ecuacion diferencial toma la forma siguiente:

2 B26252 102 (E2 — 2
RRTIN . & RS
dp?>  pdp ke 4h% 2 0 h=c?

Ry =0, (11.62)

tomando el hecho de que M contiene el nimero cuantico m, se define que M =m = 1,
de tal forma que la ecuacién diferencial se escribe de la forma siguiente:
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> 1d M?
-+ (A —a?p?) — — | R =0, 11.63
dp2+pdp+( ‘Xp) pz 1 ( )
_ (E2=m3c*) 7 Bye — Bge. 4
donde A_ = e o 7= (M+1) y « = 5; cuya forma de la solucién esta presente
iM6

en relacion al valor /"% siendo la forma de la estructura, cuyos espinores contienen
el nimero cudntico magnéticosm en relacién al giro del momento angular orbital

moc + E_
4 M|, 0
¥ir = Ao | oMY@ |
0
0
. 0
+A_ | Vit L MLy | , (11.64)
[eBy
hic
0
2
~ M|, - toc” + E_
¥y =AMt | 40
0
0
. B 0
—A_ | V2(Q + [M]ie TpM LY ) | || (11.65)
hic
0

El indice del polinomio de Laguerre contiene el valor ntimerico de |M| y M en los
que la suma de valores de energia provoca una resta debido al contenide’de M, esto al
parecer por el movimiento en sentido contrario a las manecillas del reloj~€s decir que
()_ es una resta de la energia cuadrética en su suma total

— , 11,66
2w 2h2c2 2 ( )

siendo la energia la suma total en relacion a la parte contenida radial que contienesel
cambio de variable y su valor en relacién a la parte angular 8. También, se observa un

a - | [E%—m%c‘*] (M +M[+2)

_e . Ny . .
A_ = e 7¢MP que contiene la solucién exponencial radial
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E2 — m3c* = hceBy(2k + |M| + M +2), (11.67)

ahora, en el caso d€é que |M| < 0, se obtiene como resultado que la energia es

E? — m3c* = hceBy(n — |m| +2). (11.68)

Esto debido a que k, contiene el nimero cudntico ”_T‘"” y la relacion en |M| se ve

simplificada, también en las-divisiones de los valores propios en el ajuste antiparalelo
al campo magnético [78].

11.7. Dos anyones en un' campo magnético uniforme con
proyecciones semienteros

Considere dos anyones idéntigos-no relativistas con espin semientero, con carga
—e y masa J, la particula se mueve en un espacio de bidimensional x — y bajo la in-
fluencia del campo magnético uniforme*B =(Byk,-El campo provoca un movimiento
perpendicular en relacién al plano bidimensional‘en donde la transiciéon del espectro
se encuentra dado por los niveles de Landau. El éfecto bosén a fermién aparece tanto
en ausencia, como en presencia de la repulsiéon de/Coulomb, siendo esta nueva es-
tadistica, la estadistica fraccionaria [79]. Un hecho interésante es cuando los anyones
se intercambian entre si, apareciendo una fase que se defiota por 6

Y (7y, 71) = eO¥ (71, 7). (11.69)

Si 6 = 0 las particulas son bosones y si § = 7 las particulassson fermiones. Para
estudiar la interpolacién entre los anyones, suponga la ausencia“de la repulsién de
Coulomb. Por lo que el Hamiltoniano de los anyones sin esta interaccién se escribe en
la forma siguiente:

A 1 1. /7= e=\12 1 1. /= e=\12

A= [a- <P1 + EAlﬂ +ton [a~ (Pz + EA2>] . (11.70)
Al separar el Hamiltoniano para los casos de la posicién del centro de masa-R,y la

posicion relativa 7 dadas por:

" +7

R =
2

, T=7,—7, (11.71)
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112 CAPITULO 11. Discusién de los resultados

el Hamiltoniano\se separa con respecto al movimiento relativo y al movimiento del
centro de masa,«por, lo que habran dos tipos de niveles de energia y dos tipos de
funciones de ondat

R N A ™[ /= 2e - 2 1, /= e - 2
H:Hcm"‘Hrel:E U Pcm"‘?Acm +ﬁ[‘7'<Prel+ZArel>] . (11.72)

Esto quiere decir, que el vectot potencial magnético es el resultado de ambas sepa-
raciones

Acm = E(B xR), Al = E(B X 7), (11.73)
donde la masa es igual a ugr = 2y, junto,con carga qg = —2¢ y la masa relativa es
igual y, = 3, junto con la carga 4, = - e, ambos resultados proporcionan resulta-

dos donde la suma y producto“sen las funcienes de onda en informacién de ambas
trayectorias [80],

(Hem + H ¥R, 7) =E¥ (R, 7). (11.74)

Por lo que su descripcién en coordenadas radiales.y angulares, son descritas en la
forma siguiente:

Y(R,7) = ¥(R,7)¥(r,¢),  Er FEf<E. (11.75)
De acuerdo a lo resuelto por los capitulos 2, 7 y 8, se obtiehe para H.,
2m 2eB
Mg ="U(Esg — E:) — =2 (m+1), (11.76)
h hc
2eB
Air = =22 (2kg + |m| +1). (11.77)

c
Igualando la ecuacién (11.76) y (11.77) y despejando (Eig — E;) para-los valores
de energia, se obtiene la suma de sus valores en relacién a la separaciéon delos valores

semienteros, ambos valores del momento angular orbital, escrito como Fizfg, tanto en
la forma de la frecuencia angular, como también sin ella
heB
EiR—EZ:ni—f(ZkR+|m]+m+1:|:1), (11.78)
0
1
Eig —E: = Sheo(2kg + |m| +m+ 1% 1). (11.79)
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Siendo 14 ecuacién de movimiento radial la que posee la informacién en relacién a
su solucién coni respecto a la funcién de onda

1d d 2
IR (RdR> p+r(R) + (Axg — a2 R?)pLr(R) — ﬁpﬂ(m —0, (11.80)

siendo ag = % la longitdd magnética y la funcién de onda ¥4 (R, ) que se escribe
en la forma de su solucionde’la ecuacion diferencial (11.63)

1d d m?
RdR <RdR) p+r(R}FAAR — R?)p£r(R) = 2704r(R) =0, (11.81)
la funcién de onda se escribe en laforma siguiente:
TAR2
¥(R,7) = CrAg(ygR) " L (P3R%)e™ "5 eim, (11.82)

o)

siendo g = 4/ %, la longitud del osciladorarmonico y Cg, la constante de normali-
zacion

Cp = (—1) (") [< (WTW'>|! |> ]3. (11.83)
jm| + 2557 )!

Con la ecuac1on (11.79), se obtiene el nivel de energia en separaciones de las direc-
ciones del espin § en kg = 3(ng — |m|)

1
Eig —E: = Sho(ng +m+1£1), (11.84)

11.7.1. Caso relativo

De acuerdo a las ecuaciones (11.76) y (11.81), el Hamiltoniano relativo’y la infor-
macién contenida por A, se escribe en la forma siguiente:

Ie¥ 1 — g — 2
Hye = ﬂ [‘T' (Prel - %Arel>] ’ (11.85)
r
2m eB
My = =3 (Bar = E2) — 5 (m 1), (11.86)
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114 CAPITULO 11. Discusién de los resultados

Siguiendo los\pasos de la seccién 4.4, el otro valor de A+, es el valor de la longitud
magnética multiplicado por el nivel de energia bidimensional

siendo a, = %, el valor(della longitud magnética relativo al movimiento del electrén.
La igualdad de ambas ectiaCiones (11.78) y (11.88) permite escribir la energia como la
suma de la interaccién bidimensional junto con las separaciones del espin semientero
en las direcciones axiales

heB()
4m0

Eiy—E, = (2K, + |m| +m+1+1), (11.88)

Con my = pyr = % u, los valores de energia son semejantes a la ecuacién (11.79)

hw
= (

La ecuacién de movimiento radial‘tiene la‘misma forma que la ecuacién (11.80)

Eir — B — (2k#tin) + m +1+1). (11.89)

1d ( d m?
PP ( dr) pr(r) + (A ¢@ir)prlf)e —5p4r(r) = 0. (11.90)

Cuya forma de la funcién de onda ¥ (7, ¢) queda en términos de los polinomio de
Laguerre

2.2
¥(r,¢) = Cop(,7) "L (nL iy, >(173r2)eﬁ2“e1m4’, (11.91)
m
siendo C;, la constante de normalizacién y 1, = %, la longitud del oscilador
armonico
ny—|m| '\,
ny—|m| — ).
C, = (—1) (=" iml) (=) . (11.92)

o[22

Con la ecuacién (11.89) el valor de k, permite escribir los niveles de energia“efila
forma siguiente:

1
Eir — E: = she(n, +m+1%1). (11.93)
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Por lo tafite, la funcién de onda de dos particulas que estdn sometidas a un campo
magnético uniforme, es la multiplicacién del movimiento relativo por el movimiento
en el centro de masa;»que se escribe en la forma siguiente:

. nZR2
¥(R,7) = {Cryg (rR)IL o (hR2)e e
< zfﬂm\)

(22

2,2
<Cr17r(77rr)'m'L'm' >(17372)e‘”r2e””¢> . (11.94)

Mientras que los niveles de enfergia es la suma de la ecuacién (11.79) y (11.89),

1 1
Eig+E4r = Ehw(nR +mFAL1)+ Ehw(nr +m+1+1), ng,n, =0,1,2,...,

(11.95)
note que los valores de m = 0,%1,4£2,...,.pdra el nimero cudntico azimutal m, se
obtienen por la relacion siguiente:

0
m=—+2j, ()j=0,%HL2,.. (11.96)

Por lo tanto, el nivel de energia relativa en términos“dé los niimeros cudnticos para
j > 1, se convierte en la suma del nimero cudntico prificipal més el niimero cuantico
fraccionario [79],

2E1,
hw

de acuerdo a la ecuacién (11.97), se tienen bosones con 6 = 0 y fermiones con 6 =
7T, todos estos espectros estdn infinitamente degenerados y el interéambio que existe
entre cada uno de ellos en el transporte de dos electrones, tienen estados comunes
infinitamente degenerados para cada valor de 6 [79,81].

:nr+2j+%+1il, (11.97)

11.7.2. Repulsién de Coulomb

La ecuaciéon de movimiento radial con repulsién de coulomb, en la simetria cilindri-
ca, tiene la forma de la solucién que es independiente de la forma diferencial de La-
guerre
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d?vy  1dvy m? eBy eZB% ’ Zyrez 2,
W+;W—r—20i—%(mil)vi— 16h2c2r O+ — hzr O+ = —_2<E:|:7_EZ)U:E-
(11.98)

Al hacer el cambio de\variable p = /«,r, se obtiene como solucién una forma en
la que puede ser simplificada

d?vy  ldve m? 2 2,ure2 24,
a2 E a0 — ?vi —2(m A1)y — p vy — hZ“% vy = _a,hz(Eir — E;)vg.
P
(11.99)
2
Definiendo A+ = j@g(Eir —E)E2(m+1) yu = 2p e, como la ecuacién que
r h2a?

se simplifica a través del cambio_ de variable, se obtiene la ecuacién diferencial en la
forma siguiente:

(dz 1d “un?

2 LU _
7t oae e —E-i—/\i)vi—o. (11.100)

2
g . ), _e
El desarrollo asintético sugiere una solucién de la forma v+ = olmle=7Fy(p), cuya
solucion satisface la ecuacién diferencial

oF. + (a — 20%)Fy + (dp — u)Fy =0; (11.101)

enel cual, a = 2|m| +1yd = Ay —2(|m| +1). Cuando F &), Arpo", posee una
solucién de la forma en que depende de los tres términos de relacién de recurrencia
[79],

b d— 2k
A2 = G rat D) T kr2)kratri) v

Con los coeficientes A; de la tabla 11.3 se tienen los valores de k incluides hasta
k = 4, cuyos valores son los mismos encontrados por los simbolos de Pochammer ay,
[82]. La solucién determina un valor finito de k por lo que se debe de cumplir dos
condiciones

(11.102)

d=2n,  Ays1=0, (11.103)

de acuerdo a ello, se obtiene el nivel de energia de un oscilador arménico con repulsién
de Coulomb en el movimiento relativo
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1
Eyr = Ehw(nr+ m|+m+1+1). (11.104)

Ay | Resultados

[11 1!&1[41 =Uu

Az 2!&22A2 = u2 —ad

Az | 3lagAs = u [u? —ad — 2(a+1)(d — 2)]

Ay | AlagAy = u* —u? [adF2(a+1)(d —2) +3(a+2)(d —4)] +3ad(a+2)(d —4)

Tabla 11.8:'Coeficientes de Ay hasta k = 4.

¢8g
N
anteriores con las condiciones’de un valorfinito en k que cumple con ¥ para n, par

_ ) L. 21,62
y ”’Tl para n, impar, en términes.de-x = 1% sRecordemos que u = £ ’el , por lo tanto,

hza}

La frecuencia sigue siendo w = al igual que en los casos de los Hamiltonianos

para u?, se simplifica a fiw

hw £ 40°uc® g, (11.105)

., P L . 2
donde g, es una funcién m del ntimerd_cudnticoly.ux = fl—c, es la constante de la
estructura fina. Con ello la energia de la ecuacion (11.104) se convierte en la forma en

que su estructura de energia es multiplicada por el factor de estructura fina

Eipom = 20°uc’g, (n, + |m| +m+1+£1), n,=12,.., (11.106)

Los valores de n,, se estudian para valores n, = 1,2. Ini¢iando con n, = 1, la
ecuaciéon (11.103) se escribe como:

d=2, Ay =2(|m|+2), (11.107)
y con el valor de A+ = ;’;’2 (E+r — E;) —2(m £ 1), el valor de la energiase)escribe de
la forma:
1
Eippy = Ehw(\m| +m+2+1). @1.108)
Con el valor de la tabla (11.3) para Ay, el valor de u? = ad, siendo a = 2|m| 1y
2 _ 4a?pc? S
con u® = — =, se obtiene:
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d_4042yc2 1
- hw 2m|+17

y con el valor de d = 27w se convierte en el producto de 2a?yc? por el valor de a,

(11.109)

hw = 20 uc? (11.110)

2lm|+1
Al sustituir la ecuacién (11.110) en la ecuacién (11.108), se obtienen ambos niveles
tanto en direccién al campo magnético como también antiparalelo al campo magnético

Slm|+m+2+1
14 2|m|
Son dos valores de energia uno para.el espin hacia arriba y otro con direccién
contraria

Ei1m = oczptc (11.111)

+m 43 im|+m+1
E _ 2,2 |m| E J — s2uc?

Hm = AHC 1+2\m| ( U & HC 1+ 2|m|
La solucién que satisface la ecuacién-diferencial (11.101) en el valor Fy; ,, tiene

la forma de la solucién en términos radiales como el caso contenido por el nivel de
energia fraccionario

(11.112)

211,02
14 2
h=(2|m| 4+ 1)
Entonces, la parte de la funcién de onda sin normalizat es de la forma en que
depende de la forma diferencial de Heun [76],

Firm= 7 (11.113)

272

O+ (1,0) = " r1"le™ "5 Fyy  (mer)e™, (11.114)

donde #,, es el mismo que el de la seccién (11.7.1). Los valores de energia son expre-
sados en términos del nimero cuantico azimutal m,

m:%+% (11.115)

2 |15 +2i+ 5 +2j+3

Ei1m = a*pc

1+2|£ + 2]
1 2j+ 243
:Eaﬁw2<1+—ii§ii%>, (11.116)
2+ 7|+ 3
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£ +2j|+ £ +2j+1
7T 7T

E_ 1, = oczycz

/ 1+2|2 + 2]
1 2j+2+1
::Ea%w2<1+—ii§}i%>. (11.117)
12/ + =l + 3

Los valores de energia y funcién de onda son los valores de n, = 1, si el nivel
aumenta a n, = 2 entonces d/= 4,y E 2, y E_2,,, se convierte en:

Eiom= %hw(|m| +m 44, Eom= %hw(|m| +m+2), (11.118)
usando
> =ad €2(a+1)d=2), a=2m+1, (11.119)
y no olvidando u? = ad, el valor'de-hiw seenceuentra como:
hw::ﬁyé——l——, (11.120)
3+ 4|m|

esto permite escribir

w?uc? (44 |m|+m a?ue® 2+ |m| +m
E = E > = 11.121
+2,m 2 ( 3+4|m| )I 2,m 2 ( 3+4|m| ) ’ ( )

y con el nimero cudntico azimutal m, se obtiene:

1 2j+ £+ 12
Eiom=-a?uc® |1+ —2 4], (11.122)
=gtk ( 2j+ 2|+ 3

11.12
- (11123)

1 2j+ & 42
Eom= _azycz (1 + H'—75~|'43> )
2j+ 2+ %
La solucién que satisface la ecuacién diferencial (11.101) en el valor Figj, tiene la
forma:
2 _
w4 (110124)

u
Fiow=1+—-p+
a 2!&(2)

donde a,) es el simbolo de Pochhammer del factorial ascendente [82],
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11(2) = ll(a + 1). (11.125)

1
De acuerdo al cambio de variable p = a7r = 1,7 y a los valores en los cuales se

hace el cambio de variable

2p,e?

= "7

heuf

El valor F., ,,, se convierte ensla soluciéon que satisface la ecuacién diferencial de
Heun, de tal forma que su forma tadial queda en término de la solucién siguiente:

a=2m|+1. (11.126)

2’ 2pzet L
Qm|+17 Qlm|+1)@2|m|+2)r*  |m|+1

Fiom=1+ (11.127)

Por lo tanto, la funcién de onda~no normializada, contiene la informacién del
electrén con repulsion de Coulomby; lal cual queda de la forma en que la ecuacién
diferencia no depende de la solucién de los polinomies de Laguerre, pero si de la in-
formacién contenida en la forma radial y angular, tanto del ntimero cuantico principal
como del nimero cuédntico angular
2,2

7

@4 (r,8) = 1" "™ "5 Fu (17, m)E"8. (11.128)

11.7.3. Funcidén de particion

La funcién de particién, es una funcién que determina las propiedades del sistema
a partir de las funciones termodindmicas. Es importante debido a lavinformacién que
proporciona del magnetismo, en el que las variables cuédnticas se presentan a través
de los ntimeros cudnticos. Es por ello, que a partir de su estructura ébtenida por la
informacion del sistema bidimensional no relativista, se obtiene la funciéh de particiéon
que valida su importancia en el estudio de la mecanica estadistica cuantica

o heBo

E =
2mypc

h
(m=+1)+ le||Bo|(|m| +2k+1). (11.129)
2mgpc
Al considerar el sistema bidimensional no relativista sujeto a un campo magnéetico
uniforme, la funcion de particion se escribe para este caso en términos de la suma del

|m

k contenido por (=17 el nimero cuantico magnético, en el que por supuesto, el
P 2 y & que p p
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numero cuahtico magnético no es despreciable como sucede en diferentes referencias
[83],

Z = ZZexp —BEu)- (11.130)

El ndmero cudntico# puede tomar valores en sentido a las manecillas del reloj y en
sentido contrario a las manecillas del reloj. De esta forma, se conocen las probabilida-
des y energias en los diferentes valores del sentido radial de acuerdo a lo obtenido por
los capitulos 7-10. Por suptesto, también la informacién del sistema termodindmico
se obtiene de la forma siguiente:

= Y Y exP(=BEui) + Y Y exp(—BEuy), (11.131)

m>0 k m<0 k

y de acuerdo a la referencia [84], se ‘obtiene como resultado la siguiente funcién de
particion a partir del cual se puede obtener7el momento magnético medio de la mag-
netizacion del sistema

senh ((% + %) a1ﬁ>
Z_exp<2 <1i1+2)ﬁ> seih (5B)
exp (SnpB) senh ((5 +1) x1B) +4Senh (1) (11.132)
senh (a1B) ’ '
donde a; = FZOBS y B, es la cantidad que contiene la inversa de la temperatura. A

partir de la funcién de particién se encuentra la entropia que éxprésa la incertidumbre
del sistema, esta informacion es la transportada por el estado de ¢ada nivel informativo
de energia, en la que el nivel de informacién es mas importante que la recibida y que
tiene un nivel menos de incertidumbre, siendo la entropia denotadaspor'S [85].

S = kB,BzaF (11.133)
0B’
S = kglnZ — kBg“lD - kBg”‘l G, ({1134)

donde D y G, contienen los valores de los ntimeros cuédnticos y la suma en relacion a
la parte de informacién cudntica y la temperatura inversa

121



122 CAPITULO 11. Discusién de los resultados

D= [(1 £1+4 g) 32 (Z + %) coth ((% + %aqﬁ)) — coth (%ﬁ) — 2coth (“1!3)} :
(11.135)

exp (5nB) (2 (5 +2).cosh ((5 +1) maB) + nsenh ((5 +1) a18)) + ncosh (a1B)

G = ,
exp (“1”13) senh ((4 +1) a1p) + §senh (#)
(11.136)
siendo la funcién de particién que“contiene la parte de la energia de Helmholtz F,
F= —%an. (11.137)

Una consecuencia interesante en estes-casos es que pueden ser extendido a casos
relativistas y estudiarlo para cada‘punto ¢, en las variables intrinsecas del electrén, en
la operacién del operador de rotaeién. Asi como la presencia de quiralidad fraccional
para cada punto ¢, esto como se vioen los capftulos 8 y 10. El efecto de quiralidad es
estudiado en la referencia [86], para conocer elieOmportamiento de las transiciones de
fases cudnticas dentro de la estadisticas desMaxwell*Boltzman. Al igual que la magne-
tizacién en valores finitos de la temperaturay Aqui'no_es el caso, simplemente es men-
cionar los resultados de las cantidades termedinamicassa partir de la funcién de parti-
cién. Esto con los efecto de las transiciones d€ una cantidad a otra a partir de su deri-
vacion. El espectro del sistema es caracterizado por cada unio,de los nimeros cudnticos
n =20,1,2,.., vy el nimero cudntico m = 0,£1,+£2, ..., dondelson etiquetados por ca-
da valor en k del indice radial del polinomio de Laguerre. EstOs niveles son distintos
para cada valor en 7 y k, de acuerdo a los valores elegidos pot m. De la misma forma
que cada efecto de las cantidades termodindmicas son diferentés. lia susceptibilidad
magnética se obtiene a partir de la ecuacion (11.132), esto quiere d€cir que existe un

. . _ Noi2e2B 1y (n+2)
nuevo resultado que es una cantidad de Curie C,,r = mo?Rg M 24 (1) 2 [5i(n +2) + 8],

mayor a la cantidad obtenida por Landau
Ch = %y 25(n +4), es decir, que la susceptibilidad magnética a-partir de la
funcién de particién del nivel de energia (11.129), aumenta conforme los'niveles de

energfa crecen, esto se puede observar a partir de la susceptibilidad dada ‘por [84],
escrita de la forma en que contiene la correcciéon de Curie C,g y la susceptibilidad

XTZE/

Noh?e2B ' n (n+2)

n Noh?e?B n
2moc? ¥ 24 (n 1 1)2

2moc2 24

XnE = [5n(n+2) + 8] + (n+4). (11.138)
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Capitulo 12

Conclusiones

En el presente trabajo se realizéwun® estudio del transporte del electrén a través
del espacio intrinseco. El hecho de estudiar el transporte, es para conocer el com-
portamiento interno del electrémllamado‘\espin, asi como los estados cuanticos en el
que puede ser encontrado. Se estidi6 su Solticion radial y bidimensional en el que el
mismo electrén presenta simetria 2D en su#onservacion total de momento angular,
de acuerdo al conocimiento de haber_ explorad6y determinado las condiciones del
electréon sometido en un campo magnético uniforme. La manera en que se ha rea-
lizado ayuda a extender los resultados efi efectos experimentales, como el efecto de
Stern-Gerlach en la interaccién radial. Asi‘también, con el campo magnético en casos
de dimensiones bidimensionales y tridimensionales. Por otro lado, este fue un primer
intento, para estudiar el comportamiento tanto no relativista como relativista, usando
como medida el operador de rotacién del espin semienterg;.encontrando el comporta-
miento oscilatorio en el intercambio de particulas de espin Semientero en niveles frac-
cionarios. Finalmente, note que los sistemas obtenidos en 2I) y/3D son dimensiones
equivalentes a un sistema de dos electrones interaccionando con'el campo magnético
uniforme, en el que la analogia del sistema explora el intercambio de lugares a través
de su fase en el momento angular orbital, tomando en cuenta las solueiones del capitu-
lo 2 para el sistema no relativista. Desde esta perspectiva, el estudio del transporte en
niveles relativista cobra una mayor relevancia, porque el tiempo y el intéxcambio de
lugares estan en funcién del operador de rotacién en el espacio interne“del mismo
electrén, definiendo su propio espacio en relevancia a lo que son los opetadores de
ascenso y de descenso en la aparicién de particulas y antiparticulas. Todo esto_permite
hacer un estudio donde se logra caracterizar la dindmica a través de las probabilidades
y los valores medio, como es la energia cinética del electréon en el momento angular
orbital. Asi, se ha caracterizado el comportamiento en ambos planos de la mecénica
cuantica en donde se restringe a conocer el giro propio del electrén en su soluciones
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radiales. Esto por'supuesto, es aplicable a la teoria de Cartan entre el efecto y sus di-
reccion, de acuerdo al intercambio de las direcciones intrinsecas. Esto permite a futuro
buscar otro tipo dé caracterizacién en temas mas amplios como el caso de la mecédnica
cudntica estadistica felativista. E1 modelo tiene muchas variables de estudios en que
su extension dependerdsde las cantidades a tratar. Lo mds importante es que, se tiene
como soluciones efectos.relacionados con la conservacién total del momento angu-
lar que se puede estudiar para’sistema relativista. Finalmente, construir funciones de
particion para sistemas de mds de dos electrones y conservar la informacién a partir
de diferentes modelos facilitatrd’la complementacion eficiente de diferentes cantidades
termodindmicas.
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Apéndice ‘A
El Hamiltoniano de Schrodinger-Pauli

Para escribir la ecuacion de Schrodinger-Pauli, el Hamiltoniano que se propone es
el siguiente:

aln

Qo eA)]
A= ol , (A1)

donde A es el vector potencial magnéticolque desefibe la interacciéon bidimensional y
su relacion con el oscilador armonico. Por 1o tanto,da ecuacion tiene la forma:

AY = EY. (A.2)

La dindmica total del sistema puede ser separado en dos soluciones que correspon-
den a los niveles de energia, para la energia en direccién paralela al campo magnético
y la energia en contra del campo magnético que describe la ifiteraccion del espin se-
mientero

¥ — ( P+ ) . (A3)
P
Desarrollando el término del Hamiltoniano (A.1) se puede notar qué el‘término de
interaccién espin y momento angular orbital contiene la informacién en-direccion al
campo magnético axial

L . e =2 . e e
[‘7' (p— ;A)] Y = 0i(pi— - A)oi(pj — —A)Y (A4)

e, .. e
= 00j(pi — ZA) (P — - A4)Y (A.5)
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e

. ~ e ~
= (51] —+ leijkak) (pz — EAi) (p] CAj)T’ (A.6)
donde ;07 = 4;; + €0, por lo tanto;
L .. e=12 e . e
[‘7' (P — EA)] ¥ =0;(pi — —A) (P — -ANY
. . e . e .l . . e e
tieijpor(pi — A (P = SAPE= (= — AP +iesuon(pi — A (P — ~A)Y, (A7)
de la ecuacién (A.7) se tiene lo siguiente:
, . e . e . A e .
ieijor(pi — —Ai)(pj — —A;))¥.= dog [(P X P)i¥ — Eeijk(PiAjﬂ
e \ e A 2
—i0 E€ijkAj(Pi‘I’) - Eez’jkAi(pjT + C_z(o)kT , (A.8)
de la expresion se observa que:
€iAj(piY) + e Aj(PiY) =€ Aj (L) + € Aj(PiY), (A9)
eijkAj(ﬁiT) + 61]kA](]51T) = eijkAj(ﬁi‘F) N e,]kA](;al‘I’) =0, (AlO)

sustituyendo estos resultados, se obtiene la transformaciéon én relacién a la ecuacién
de Schrodinger-Pauli

o . e =2 . € _ e .
|:0'- (p — EA)] Y = (p — EA)Z‘P —+ 10 [—Eeijk(—zhaiAj)‘I’}

= (p— ;A)Z‘If - akgh(ﬁ x A)Y

— (p- LAPy - T By = (- CA2y - Loy, (A1)
el primer término tiene el siguiente desarrollo:
. e L e e
(h— EA)ZT =(p—-A)(p- A
2
— _2V2Y¥ 2ih§A Y+ i—ZAZ‘I’. (A.12)
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Se observa\que el momento angular orbital es el resultado del producto punto con
respecto al veetor, potencial magnético el cual depende de la direccién axial

L o iBo,
AV =21 (A.13)

Por lo tanto, el Hamiltoniano del sistema tiene la forma siguiente:

2

[‘?' (h— %A)} h? eB e? eh
A= =@ 20 A2 — Bo. A4
2my 2moV 2mgc - + 2mgc? Zmocaz 0 ( )
El operador del espin se definé como:
a h
S=_07, (A.15)
2
en particular, la componente z‘ahora depende de la interaccién del Hamiltoniano
h
§Z — 50’2, (A.16)

usando esto, el Hamiltoniano se reescribe)como-sigue:

N h? eBy - 2 eh 2
H=-——V>- 24— 8.B,y, A17
2my 2mpe © " 2mpc2 2mC Roeo0 ( )
esto es, igual a lo siguiente:
. h? eBy - e? eBy
A=- 2 _ A% — 2%, Al
2moV 2mpc © " 2mpc> me (A-18)

Por lo tanto, en el Hamiltoniano de Schrédinger-Pauli se aprecia la suma de mo-
mentos angulares, cuya conservacién es en la componente z

e2

H=-

hz vz eBO

— A2, Al
2my 2mgc (A.19)

(L2 +25:) + 2mgc?
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Oscilador armoénico bidimensional
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La ecuacién de Schrodinger para-el.oscilador de dos dimensiones tiene la forma:

n? 02YL—92Y
B ( 2 g 2
2mg * ox ay

1
)+ Emowz(x2 +yH)¥ = EY.

(B.1)

Para hacer que las coordenadas sean,de miagnitud adimensional, se realiza el si-

guiente cambio de variable

§ =A/vx,

y
n=vy,
donde v = ™%, de esta forma se obtiene:
9 9F 9 9
Ix  9x9E ﬁ%’
92 92
— = V=,
0x2 o¢?
sustituyendo en la ecuacion original:
°Y 9’Y s o 2F
a—ngra—nz—(C +)Y =¥,

se define v = %, por lo tanto, la ecuacién toma la forma siguiente:

(B.2)

(B.3)

(B.4)

(B.5)

(B)6)
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’Y  0%¥

oz Tap T -E-n¥ =0 (B7)

Como siguiente paso) se escribird en coordenadas polares

¢ =rcos, n = rsend, (B.8)

la ecuacién queda:
%Y LY 1 %Y
orz  r'or]) 12 062

Se aprecia que la variable 6 es ¢igliea, por lo que la solucién angular debe tener la
forma . La solucién de la ecuaciénytiene la forma:

+(y—-r)¥ =0. (B.9)

¥(r,0) = eimegm(r), (B.10)
d? r 1 r 72
onlr) | L sn VI (= P)g(r) =, .11
se hace el cambio de variable
x =@, (B.12)

y se obtiene:

d2¢,(x)  1dgn(x) m? 1
Snlx) | Lagn(2) M (x) + o (y — xfinlx) = 0. (B.13)
Para hallar una solucién soluble por el método de series, es"hecesario hallar las
soluciones para x >> 1y cuando x tendiendo aproximadamente a'Cero. Para el primer
caso se tiene:

af 1
2/ =0 (B.14)

donde f(x) &~ vy (x), con x >> 1, la solucién de esta ecuacion es:

d? f 1 11

—= = —f, X)) =e¢e Ex’ B.15
la solucién con sentido fisico es f(x) = e 2%, puesto que permite que el comporta-
miento no sea divergente para x — 0o, por otra parte, si #(x) es el comportamiento de
gm(x) cuando x ~ 0, entonces se tiene:
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& v ot
dx?2  xdx 4x2

Se propone una serie de la forma siguiente:

h=0. (B.16)

h(x) = i Cpx". (B.17)
n=0

Derivando y sustituyendo-se obtiene:

n==+-— (B.18)
las soluciones son del tipo siguiente:

x) = x5 (B.19)

Para evitar un comportamiernto divergente en x = 0, se elige al signo positivo, por

|m

| . s A . . ..
lo tanto h(x) = x'2 . La solucién deda ecuacion diferencial original es de la forma:

Im (X )= e_%xx@y(x), (B.20)

donde la ecuacién (B.20) satisface la ectiacién diferencial de los polinomios de Lague-
rre

xy 4+ (m+1—2x)y +ky =40, (B.21)
siendo k el ntimero del indice radial del polinomio de Laguerre
_1

Recordando que y = % También hay que considerar que m es el ntimero cuédntico
magnético del momento angular orbital. Por lo tanto, el nivel de enfergia bidimensio-
nal, es el siguiente:

1 1 1
E1+ Ep = hw(ny + E) + hw(ny + 5) = hw(n + E)’ (B.23)

con la suma de ntimero cudntico principal en el comportamiento bidimensionaln =
ny + no.
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Apéndice '€

Espectro de ehergia para la ecuacion de
Schrodinger-Pauli

La ecuacion de Schrodinger-Patli escrita'y desarrollada en coordenadas cilindricas
es de la forma siguiente:

2p2
eBO

2
r"¥i=E+¥+.
gl Tt + T+

(C.1)
Se observa que la particula se mueve libremente-€nsla direccién z, por lo que su

energia se escribe de la forma siguiente:

W 12, 9 1 92 32} eBo[ )

% |2 Iy 2 L9 ¢ S P
2mg | ror rar) + 2 002 + oz2|  F 21pC Zhae h} Tet

h2k2
usando esto, la ecuacidon se transforma en:
> [19 9 1 92 eBy 9 ¢2B2
| (r) + 5 ——— | —ih—+h| ® 0 12®y <\Ei+—E,)®.,
2my {rar(rar)—'_rZaGZ} = Zmoc{ "0 } jE-|_8moc2r s B —E:) s
(C.3)

donde Y.i(r,0,z) = eikZZCI)i(r,Q) , la coordenada 6 es ciclica por lo cual @%(r,0) =
e ¢, (r). Ahora despejamos la ecuacién (C.3), de la cual se obtiene:

eBy

2 _
)7’ (I)i ( hie

{13 ) 1 92

e
rart o)t —zw} P = (B B)®at

9
) {_la_e + 1} o,
(C.4)
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el nimero cudntico magnético, como la suma de momentos angulares en relacién a la
separacion del espint semientero

10, 0 1 92 2mg ZB% » eBy
rar( a) + 2902 D= — 2 — (Ex — E;)®P+ + (4C hz)r Dy — (%) [m+1] Py
(C.5)
Definiendo
/ 2m eB
ve =FL(Es —E) + -2 (m+1), (C.6)
h fic
y
212
2’ \¢ Bj
= . C7
2 (C.7)
imf

Ahora usando la ecuacién para-aicoordenada 6 ciclica 4 =e
cién (C.3). La ecuacién radial que hes gueda‘es:

p+(r) en la ecua-

"2
%;r( ;r)Pi( )+ (v S+ @) 5 2pi(r) =0. (C.8)

Recordando que la ecuacién del oscilad6rarmonico.de dos dimensiones del apéndi-
ce B es de la forma:

m2
() + [y =] gnlr) - Ty g =0 €9

rdr

Comparando con (C.8) y haciendo el cambio de variable‘para (C.9), r — /vry
multiplicamos por v

1d, d m?
o (r2)gm(r) + [vy = V3] gu(r) — Srgn(r) =0, (C10)
si se compara con (C.8), se obtiene:
vi =Y. (C.11)

Para encontrar el espectro de energia, es necesario resolver la ecuaciéon radial'de la
ecuacion (C.8). Haciendo el cambio de variable x = r2; juntamente con las derivadas,
el resultado es escrito en la forma diferencial del polinomio de Laguerre

d d
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d? d? d

al sustituir el cambie-de variable, juntamente con sus derivadas en (C.8), se obtiene:

o+ (x)C\Ados(x) m? 1, B
™ . ~ o @Pi(x) + E('yi —vx)p+(x) = 0. (C.14)

Para hallar una ecuacién soluble por el método de series es necesario hallar las
soluciones para x >> 1y xA40. Para el primer caso se tiene que:

d2 i 1/2
S V- C15)

donde fi(x) ~ p+(x), con x >> 1{as'soluciones de esta ecuaciones son:

fr(x) ==~ (C.16)

L 1 e _1 .

La solucién con sentido fisico es £+ =#_2%, puesto que permite que el comporta-

miento no sea divergente para x'\=% oo, por.etra parte, si h(x) es el comportamiento
p+(x), para cuando x = 0, entonces sé tiene:

d’hy 1dhL. m?
2 T x ) w2 A (C17)

Se propone una serie de la forma:

h(x) =Y cux”, (C.18)
n=0
donde sus derivadas son:
H(x) =Y neax" 1, (C.19)
n=0
H(x) =Y can(n—1)x"72, (C.20)
n=0
al sustituir (C.18), (C.19) y (C.20) en (C.17) obtenemos el valor para n
n= i@. (C21)

Por lo tanto, las soluciones son del tipo en que se asimila a la forma del oscilador
bidimensional
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m|

he(x) = x5 % (C22)

Para evitar un comportamiento divergente en x = 0 se elige un signo positivo. Por
lo tanto:

|m|

hy(x)=x7. (C.23)
La solucién de la ecuaciénediferencial original es de la forma siguiente:

@)= e Ty (x), (C.24)

ahora lo que se procede hacer es sustittiir la solucién p+(x) en la ecuacién diferencial
(C.14), a partir de lo cual se obtiene:

y A
xyi+[|m|+1—vx]yi+§ %—v(m—kl) y+ =0, (C.25)
siendo
¢ = L1k Tlm -+ 1) (C.26)
2 2 y

obteniendo asi, la forma de la ecuacién diferencial de Laguetre

xy/j/E +(m+1— wc)y;E + k,yj: =0, (C.27)

Para estudiar este problema se propone una serie en el que sus/derivadas se escri-
ben de la forma siguiente:

y(x) = i cxx®, (C.28)
k=0
y (x) = i cpkx* 1, (C.29)
k=0
y (x) = i ck(k —1)xk2, (C30)
k=0

sustituyendo (C.28), (C.29) y (C.30) en (C.27) se obtiene:
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(ee]

Y k(e —oX s+ (m+1) Y ket —v Y epka® + K Y xf =0, (C.31)
k=0 k=0 k=0 k=0

renumerando y agrupaiido los términos

[e0]

Z [(k + 1)kcgq + (m+1)(k+ 1) cgyq — vheg + k/ck] xF =0, (C.32)
k=0

haciendo cero el corchete

/

ol vk — k c
LR D (k+m+1) F

se obtiene asi la relacién de recurrencia. Esto implica que para x >> 1, la solucién
tiene la forma:

(C.33)

Y & e_%"xxl%‘e”, (C.34)
oL et (C.35)

Esta expresion nos lleva a una densidad/de probabilidad divergente. La tinica for-
ma de evitar esto es cortar la serie, por lo tanto, se debe satisfacer que:

K = vk (C.36)

A partir de la ecuacién (C.36), se obtiene los espectros de energia. Se sabe que
la estructura del vector potencial contiene la informacién deda frecuencia , asi como
también la de la longitud magnética

212

2 _ € By
V= ——, C.37
4h2c2 ( )

partiendo de ello se obtiene:
EBO
= —. .38
Y 2hc (C.38)
Por lo tanto, de la ecuacién (C.36), se obtiene:

eBo, . 1(vy

2hck =k = 5 ( 5 v(m +1)> , (C39)
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. ! ,
resolviendo patayy_, se busca obtener el espectro de energia

/

eBo _ 0+
(thk)(z) +v(m+1) = X
sustituyendo (C.38) en(C.40), tenemos
eBQ €Bo o 7;
hck+2hc(m+l) 27

obteniendo asi, la suma del espectro de energia sin la interaccién del espin

/

€Bo
=~—(2k 1
T+ fic ( +m+ )/
sabemos que

L
T+ hz

igualando (C.42) con (C.43), se obtiéne:

(E+ — Eeyp S0(m 1),

2my eBy _ teBp

a partir de esa ecuacion se obtiene el espectro.de energia

(|m|+2k+1),

heBO
2mgc

(Ex — E;) = — (m+1)+ le||Bo| (Ja] % 2k + 1).

2mgc
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Funcion de onda

139

Usando la ecuacién (C.25) del apéndice C, se demuestra que la ecuacién diferencial
(C.27), es solucién de los polinemios de Laguerre

xy/j/E + (1 — wc)y;E + k/yj: =0,

realizando el siguiente cambio de variable

y considerando que:

entonces

dyi

L

V2
’_dy:t
Y+ =

dx

sea

partiendo de ahi se obtiene:

dx?

_dyedu _dye 1 r5dys
- - Y

du dx du dx
du
dzy:t . d zdyﬂ:
ol Al
_ dys
du’

2
TV _ fplo _ jpdwdi _ ppdwl _ pdw_
dx du dx

du 4x du
du

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)
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Al sustituir((D:4) y (D.7) en (D.1), se tiene:

d2y . dyy K
Definiendo
_K
= o (D.9)
Obteniendo asi;
uyy + (41 —u)y, +TyL =0, (D.10)

con m = 0, la ecuacién que se obtiene@s la ecuacién de los polinomios de Laguerre en
la forma siguiente:

uyy o— u)ys # Ty+ =0, (D.11)
Para volver a obtener la ecuacion se deriva’m wveces, siendo el resultado
uy" 4 (m o+ 1 =g S myyt = o, (D.12)

al intercambiar los indices I' — I" + m se obtiene:

(m+2) (m+1)

uyy 4+ m4+1—-u)yy T +TYL=0, (D.13)
por lo tanto, la solucién es:
dm
ya(u) = L, (u) = du—mLHm(”)/ (D.14)

Recordando que la solucién radial de la ecuacién (C.24) es:

p+(x) = e*%"xx‘ailyi(x), (D.15)
y de acuerdo al cambio de variable
x=_—2_ (D.16)

se tiene entonces que la solucién radial (D.15) con la constante de normalizacioryy el
cambio de variable es:

1 m
pa(u) = Ae d—pud LY (), (D.17)
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Donde A es la constante a normalizar. Para hallar la constante de normalizacién
se aplicara el#método de Schrédinger y con este propdsito se encuentra la funcién
generatriz parallos polinomios de Laguerre. Asi que la funcién generatriz para los
polinomios Lr(u)%es:

o Lr(w) r e
flu,z) = rE—o o T (D.18)
derivando m veces

()t D.19
—(—)me ~ (D.19)

hace que el indice I' comience a contar con I' = m. Al hacer el cambio de variable
I' = I' + m se obtiene:

i I“er(u)zl“+m Moy (D.20)
Y (r ¥+ m) (1 _ Z)I’I’H—l ’ .
por lo tanto,
d LIm+m( ) F (_1)771 —
Ly Cli-ag 020

Para hallar la constante de normalizacién se debe etimiplir que:

o0 1 o0 _
/O Pmtpmt/du: WAZ/O e ™ ?14—111 . du = (Srr/. (D22)

El método de Schroédinger consiste en calcular la integral 6bsetvando que:

/

o o0 r [
) d / e tumLy LY du
7 +m
FZOF/ZO F+m '(F +m) I'+m

(D" e ()"
= / 1 ~ Z)(erl)e -2 = w)mﬂe du. (D.23)

Ahora veamos lo que sucede cuando w = zy w # z. Si w = z, se tiene/que la
integral cumple con lo siguiente:

uz uz

00 _uz o0 _u(l4z2)
/ e MuMe 1z 1- Zdu—/ u™e” 1=z du. (D.24)
0 0
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Ahora si w €Az, entonces se observa lo siguiente:

1 1 ® _ _uz  __uw
(WZ2)" 1 (1 — w) () fy et e, (D25
a partir de ahi se obtiené:
® uz uw oo gl d-wz
/ e Mulle” T—ze T-udu = / ue u[“—Z)(l—w)] du, (D.26)
0 0
sea
1—-wz
e D.27
T2 —w) D27)
por lo tanto, la integral a calcular es la.siguiente:
/ u" e, (D.28)
0
al integrar por partes se obtiene:
o0 !
/0 ue du = q:jﬁ (D.29)

De acuerdo al método integral se tendré

/

i i Zt wr /°° e_uum 1;1 Tl’l/ du _ 1 1 |i m! 1
I=0r'—o (T'+m)! (" +m) Jo T (1 —z)"E(1 — ) (m+1) | gm+1

(D.30)
a partir de la ecuacién (D.30) y (D.27) se obtiene:
1 1 m! ] (1—z)" (1 —w)" Tl m! (D31)
(1 _ Z)m—H (1 _ w)(erl) qm+1 - (1 _ Z)m+1(1 _ w)m+1 (1 _ wz)m—H : :
Utilizando el binomio de Newton
m-+1 m+1)(m—+2 m+1)(m+2)(m—+3 2 (m(+T)!
1+( T )(wz)+( )zs )(wz)2+( )( 30 )( )(wz)?) — Z ( m!r!) (wz)r.
=0
(D.32)

Por consiguiente:
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2 a4 / /°° w, m 2 (m+T)!
, e L LM du=Y ~——2(wz)', (D.33)
r;)r;o (T + m) (L + m)! rm FZO iy (%)
de lado izquierdo si I* 1“', se tendrad que se cumple lo siguiente
. 3> - — (m+T)! r
Yutptt LM du = 2 (wz)", D.34
quitando Z entonces se llega al.resultado buscado
o _ m—+T)!)°
/o e u" L, LY L du = % (D.35)
Y de acuerdo al resultado(D.17) 'y al resultado (D.35), se obtiene el valor de la
constante de normalizacién
A ==l (D.36)
[(m & T) P
por lo tanto,
p+(u) = Vv B e’%”iu’?L?1 (u) (D.37)
[CEETRT S
es la funcién de onda que de acuerdo a (C.24), los resultados vienen de la forma
(r,0,2) = "2 (r,0) (D.38)
(D.39)

(D.40)

siguiente:
D (r,0) = ™o (1),

Y., (1,’ 9, Z) _ ezkzz zm{)pi
La solucién radial de la funcién de onda, en la forma de sus diferentes cambios de
(D41)

variables es la siguiente
1 I'
— e 2 uZezkzz zmQL
/—271_ [(m +1_,)!]3 F+m( )

Yi(u,b0,z)
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