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Introduccion

El andlisis de un sistemagdinamico discreto o continuo esta soportado sobre técnicas topolédgicas y
geométricas, las cudles en partigtilar, permiten apreciar una interaccién entre topologia y dinamica.
En el caso discreto, es de interés, proveer demostraciones rigurosas que sustenten cuando un mapeo
presenta comportamiento cadticog[R]. Analizar la caoticidad de un sistema dindmico discreto es
una tarea sumamente dificil y de gran=interés, considerando el caos en el sentido de Devaney.

Para el andlisis de la dinamica cadticasde mapeos en el plano existen demostraciones clasicas que
usan la teoria de dindmica simbdlica,[D, EsR]. Recientemente, se ha estudiado la caoticidad de un
mapeo a través de técnicas que involucran teeria de homologia ctibica y dinamica simbdlica. Dichas
técnicas consisten en introducir el indice de, Conley (que es en cierto sentido una generalizacién del
indice de Morse para sistemas dinamicos continues), [KKM]. Este enfoque es de cardcter topolgico-
algebraico y se especializa en demostral rigurosamente que un mapeo es cadtico.

En este proyecto, nos enfocaremosttanto en él andlisis de los aspectos que definen el indice de
Conley para sistemas dindmicos discretos<(yer [RS]),«€0mo en su aplicaciéon para comprender algunas
posibles obstrucciones que determinan si wn’ mapeo €n_el plano es cadtico (ver [Z]). Para este fin
hemos estructurado el presente trabajo com@_se expones gontinuacion.

En el capitulo 1 se presentan temas basicosisobre sistetas dindamicos discretos. Empezamos con
algunas definiciones concernientes a sistemas dindmicos, también se abordan temas de estabilidad,
y la nocién de retrato fase. Por otra parte, se estudian algunos_ejemplos de sistemas dinamicos que
presentan caos sobre el espacio de simbolos tanto en una dimension como en dos dimensiones.

En el capitulo 2 se aborda toda la teoria referente a homologia ciibica, partiendo de las de-
finiciones basicas de intervalo elemental, cubo elemental y conjunté cibico. Se definen conceptos
importantes como el operador frontera, los grupos de homologia y ‘su§ propiedades. Por 1ltimo,
como una aplicacién se define el indice de punto fijo y se dan algunas de susypropiedades.

En el capitulo 3 se define lo que es un buen par, el mapeo de indices, la.reduccién de Leray
y sus propiedades mas importantes lo cual es necesario para definir el indice.dé Gonley homoldgi-
co discreto. Por otra parte, se presentan ejemplos de aplicacién del indice de Conley homoldgico,
entre los que se contemplan en especial los teoremas 3.20 y 3.21 que relacionan la“homologia cibi-
ca y dinamica discreta de homeomorfismos, via orbitas peridédicas. También se ahalizan aspectos
homolégicos referentes a la herradura de Smale.

Por dltimo, en el capitulo 4 se aborda el indice de punto fijo en mapeos tipo herradura,inyectivos
para analizar caoticidad mediante semiconjugaciones.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo introducimes la notacion y resultados béasicos que seran el sustento de la presente
tesis. Principalmente los relacionados con dindamica discreta de mapeos definidos en un espacio
métrico; de manera precisa se eninciaran resultados sobre estabilidad y caoticidad para sistemas
dindamicos discretos. Asi mismo se aberdan algunos conceptos que corresponden a la topologia,
necesarios para el desarrollo de los capftulos subsecuentes . El propdsito del mismo es dar referencias
bésicas para la comprension de los temaspresentados mas adelante. Para una mayor explicacion de
los temas expuestos en este capitulo se puéde, consultar [D, R, I, , Do].

1.1. Nocion de sistema dinamico discreto

Sea X un espacio métrico y f : X —<X una funciéon continua. Una forma de generar un sistema
dinamico discreto es iterar la funcién f. En.este sentidoyal espacio X se le conoce como el espacio
fase. Dado = € X, la drbita de x, O (x), se define conio

O(ZL’) - {:L',f(ﬂf),fQ([E),fS([E),---}’
donde f? = fo f, f*=fofof, etc.
Decimos que el punto z es un punto periédico de periodo # _para f, si f"(z) =z y f/(x) #
x para 0 < 7 < n. Si x tiene periodo 1, entonces es llamado un pwnto de equilibrio de f. Si x es un
punto fijo n, entonces la érbita (hacia adelante) de z se llama dérbitasperiodica.

1.1.1. Discretizacion con el método de Euler

Las ecuaciones diferenciales son usadas como modelos matematicos para una gran variedad de
fenomenos fisicos. Dichos modelos describen poblaciones u objetos que evolucionam continuamente,
en el cual el tiempo es un subconjunto de los niimeros reales.

Por otro lado, las ecuaciones en diferencias describen poblaciones u objetos.gue evolucionan
discretamente en el que el tiempo se toma como un subconjunto de los niimeros enterds.\Sin embargo,
para muchas ecuaciones diferenciales como

' (t)=g(z (1)), z(0) =x9, a<t<b, (1.1)
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donde_g”es de clase C! en U subconjunto abierto de R™, puede no ser posible encontrar una
solucion de'forma cerrada. En este caso se suele recurrir a los métodos numéricos para aproximar su
solucion. Los métodos numéricos permiten la construccion de una ecuacion en diferencias asociada
que sea mas fagtible de encontrar su solucién. Uno de los métodos méas utilizados para tal propdsito
es el método de Fuler.

El método de Bulér comienza en dividir el intervalo [a,b] en un conjunto discreto de puntos
to,t1, -+ ,tn, -+, conh =t,.1 —t, como el tamano de paso. Luego, para t,, < t,,1 aproximamos

T (tpt1) — 2 (¢ , ., . .
(tn )h ( n) Asi tenemos la ecuacion en diferencias

x (t) por z (t,) v =’ (t,) ot

T (tn1) = 2 (tn) + hg (x (tn)); (1.2)
la cual se puede escribir de la“forma,
afh + 1) =z (n)+ hg(z(n)); (1.3)
donde z (n) = z (t,) .
De esta manera obtenemos un sistemandiscreto de ecuaciones en diferencias de primer orden
z(n+1) = f(z(n))
determinado por la funcién
)y = = +dig(z)
la cual es de clase C'(U). Notamos qué 168 puntos=de: equilibrios de g(x) son precisamente los
puntos fijos de f(z).
Por otra parte, dada una condicién inicial 20) = xy €U $e tiene una sucesién x, = f"(xq) que

aproxima la solucién de la ecuacién diferencial (1.1) en los pintos to,t1, s, ..., siempre que h sea
suficientemente pequeno.

Ejemplo 1.1. Considérese la ecuacion diferencial

7' (1) =0.722(t) + 0.7, x(0)=1, t€ [0

Usando el método de separacion de variables, se obtiene
1 dx
— = [ dt.
0.7 / 2 +1 /

tan! (x (t)) = 0.7t + c.

Por lo tanto

Haciendo x(0) = 1, obtenemos ¢ = % Asi la solucion exacta de la ecuacion estd dada por
x (t) = tan (O.7t + %) :

4
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La ecua€ion en diferencias usando el método de Fuler es

z(n+1)=xz(n)+0.7h (2> (n)+1), z(0)=1.

En la tabla=171 se dan las aprozimaciones para h = 0.1 y 0.2 y los valores exactos de las solu-
ciones, y en la grdfica 1.1 se comparan dichas aproximaciones.

n |t (\Euler z(n);h =02 | Euler x (n);h =0.1 | Valor exacto x (t)
0]0 1 1 1

110.1 1.14 1.150
2102 1.28 1.301 1.328
310.3 1.489 1.542
4104 1.649 1.715 1.807
510.5 1.991 2.150

Cuadre 1y 1: Aproximaciones de Euler.

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.740.75%0.8 0.85 0.9 0.95 1,0_ t

Figura 1.1: Diagrama (n,x (n)):

1.1.2. Aplicacion de Poincaré

Si p es un punto periédico de periodo ¢, entonces el conjunto de puntos O (ph= {goT (p):0<T< t}
es una orbita periodica u orbita cerrada.

Una de las herramientas que es til para el estudio de la estabilidad y bifurCacién de érbitas
periddicas que nos dirige al anélisis de un mapeo lineal es la aplicacion de Poincaré. La construccion
de la aplicaciéon de Poincaré involucra la eliminacién de al menos una variable del problema en
cuestion; esto consecuentemente resulta en el estudio de un problema de dimension menon. Asi el
problema se ve reducido al andlisis de estabilidad de puntos fijos del mapeo.

La idea es la siguiente:
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Sea T unia érbita cerrada del sistema

&= f(z)

que pasa por el punto xg y X un hiperplano perpendicular a I' en xg entonces para cualquier punto
x € X suficientemente cerca a xg, la solucion del sistema que pasa por x en t = 0 regresard a X de
nuevo en el punto PA{x) cerca de zy. La aplicacién resultante x — P (x) es llamada la aplicacion de
Poincaré.

Figura 1.2: Aplicacién.de-Poincaré.

Ejemplo 1.2. Consideremos el sistema diferential

dx
E:—y+$(1—1}2—y2),
dy

S = rry(l=a" =y,

En coordenadas polares, tenemos

7‘:7‘(1—7“2) ; (1.4)
f=1. (1.5)

Elegimos la recta L como el eje x positivo. Sea 1o un punto inicial en L. La ecuwacidn (1.5) nos da
0 (t) =t. Porlo que, 0 (21) = 27, y para este valort = 27 la curva solucion regresaa’ L. Denotemos
por P a la aplicacion de Poincaré, entonces P (rg) = ri, donde  satisface

1 27
/L:/ dt = 2r.
TO’I“(l—?"Q) 0

(=}



1.2 Nocién de estabilidad para mapeos 7

Usando\fra€ciones parciales, tenemos

Luego

ry = [1 + (7’52 — 1) 67471_1/2.

En este ejemplo, el sistema.dindmico discreto que se obtiene al iterar el mapeo de Poincaré P,
corresponde a la ecuacion endiferencias de primer orden:

Wil = [1 + (7";2 — 1) 6_4”] -1z

Conclusion: |P'(1)] = |e™*"| < 10 que implica que ro = 1 es un punto fijo atractor, y por lo
tanto, la circunferencia es un ciclo limgtesatractor.

y

&’J

Figura 1.3: Aplicacién de Poincaré para el ejemplo 1.2 con I' =8% v seccién L = Eje x.

P(ro)

o

1.2. Nocioén de estabilidad para mapeos

Los resultados aqui presentados se pueden consultar en [(].
Considérese la ecuacién en diferencias no homogenea
z(n+1) = Pz(n)+g(n), (1.6)

donde P es una matriz de m x m de ntmeros reales. Dada una sucesién ¢ : I [0, +oe)f— R™,
donde I (J) := Z N J, donde J es un intervalo, se define una solucidn hacia adelante como una
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sucesionz"1 [0, +00) — R™ que satisface (1.6) para todo ¢ € I[0,+00). Para una sucesién dada
g : I (—oof=1] — R™ una solucion hacia atrds es una sucesion z : I (—oo,0] — R™ que satisface
(1.6) para tode’t € I (—oo, —1]. Para una sucesion z : I [0,4+00) — R™ se define lo siguiente:

|z [|+= SUP¢te7(0,400) |z (1) |

Y los conjuntos

BSt ={z:1[0,400) = R™:|| z ||; < o0},
.B‘SVJr = {x € BS+ . limtﬁﬂx, ‘ x(t) |: O},

que son espacios de Banach bajo'la norma || - || .

Andlogamente, para una sucesion x : I (—oo, 0] — R™ se define lo siguiente

llew )l -= SUDP¢e1(—00,0] |z () |,

y los conjuntos

BS™ ={z4 I (~00,0] = R™:|| = [|-< +o0},
BS; = {x eBS = im; ., |z (1) |= 0},

que son espacios de Banach bajo la norma,|| - ||

Ahora consideremos el sistema en diferen¢ias no liniéal
z(t+1)=f (@), tE€ L0, +00). (1.7)
Para r > 0y z. € R™ denétese
B(r,z.) ={z € R™ ;| z — x, |<#}=
Definicién 1.3. Suponga que f : B (ro,x.) — R" es de clase C?, pazanalgin ro > 0 y que
fxe) = @e. (1.8)

Diremos que x. es un punto de fijo de f, si (1.8) se tiene y se dird que es estable, si para cada
€ >0 existe § = 9 (€) > 0 tal que | x (0) — x,. |< § implica que | z (t) — x. |< egpara todo t € [0,00).
De lo contrario, se dird que es inestable, si no es estable. Ademds serd atra€tor, si erviste un
d > 0 tal que | ©(0) — z. |< § implica que lim;_,, | () — x. |= 0. Si z. es*estable y atractor
diremos que x. es (localmente) asintoticamente estable.

Por el teorema de Taylor podemos expresar (1.7) como

z(t+1)=Ax(t)+ h(z(t)),
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donde #(t)’ha sido reemplazado por z (t) — z., A = J,f (z) es el Jacobiano de f evaluado en
Te, y h o B{ry,0) — R™ es dos veces diferenciable con h (0) = 0, J.h (0) = 0.

El sistem@ lineal asociado de (1.7) estd dado por

z(t+1)= Az (t),

de donde, diremos que z. es punto fijo hiperbdlico si ningtin valor propio de A = J,. f (z.) satisface
| A= 1.
Por otra parte, se défine’el radio espectral de A por

s(Ay= {max | A |: A es un valor propio de A} .

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental de Estabilidad). Supdngase que f (z.) = x.. Si se tiene
que s (Jof (ze)) < 1, entonces el equilibrio v = x. de (1.7) es asintdticamente estable.

Cuando s(J, f (x.)) > 1, entonces se tiene el teorema de la variedad estable. Para esto definimos
los subespacios generados E® v E* deflos_vectores propios generalizados asociados con los valores
propios A de A que satisfacen | A |[< 1 y{ N[> 1, respectivamente.

E? denota el subespacio estable de la linealizacion; esto es, del sistema lineal homogéneo

z(t+ ) =Ax (t),» A= J.g(z.). (1.9)

E" denota el subespacio inestable de'la ¢cuacion(1i9). Ademés definimos los siguientes conjuntos
como las bolas cerradas de radio § y centro mComo

¥* (0) = {aveBS* ||z J< 5},
YE(6) = {:L’ eBST || x| (5} )

Teorema 1.5 (Teorema de la variedad estable). Sean+x. Jun punto fijo hiperbdlico de f y
x (t,x0) la solucion de (1.7). En una vecindad suficientementé peguena del punto de equilibrio .
existe

1. Una variedad W* de dimension dim E° que pasa a través de x. tapgente a E° tal que xqg € W*
implica que limy_, 4 oo x (X, 20) = Te, Y

2. Una variedad W* de dimension dim E" que pasa a través de z. tangente a E* tal que zog € W*
implica la ezistencia de al menos una solucion hacia dtras x (t,xo) tal‘que

lim |z (¢, z0) |= 2.
t——o00

Si se consideran condiciones iniciales fuera de estas variedades W* W* el teorema (e Hartman-
Grobman es un resultado que nos permite dar informacion acerca del comportamiento de fassolucio-
nes del sistema al rededor de un punto fijo, en particular aquellas con respecto a dichas condiciones
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iniciales, _Sifi embargo, este teorema requiere adicionalmente que el mapeo de estudio f sea un di-
feomorfism®o como lo senalé Cushing al demostrar que este resultado no se tiene para mapeos que
no son invertibles.

Cushing extendié el teorema de Hartman-Grobman a mapeos no invertibles, conocido como
Teorema de Hartman-Grobman-Cushing. Dicho resultado esta basado en el siguiente lema.

Lema 1.6. Suponga que X,Y son espacios de Banach y L : X =Y es un operador lineal. Suponga
ademds que existe unsubespacio S de X tal que la restriccion de L a S, denotado por Lg es inyectiva
y sobre Y. Supongase qué hao X — Y, h(0) =0, satisface | h(x) —h(y) |y< €|z —y |x para toda
z,y € (0) = {zv € X [ a||< 6} y constantes €,6 > 0. Si e || Lg' ||< 1, entonces existe una
constante ¢ > 0 tal que existe una funcion bicontinua entre todas las soluciones de Lx = 0 en X (cd)
y todas las soluciones de Lx'sH(x) en X (9).

Teorema 1.7 (Hartman-Grobman-Cushing). Supdngase que (1.8) se tiene y que ademds x. es
hiperbdlico, existen constantes c, 00 tales que lo siguiente se tiene:

1. Eziste una funcion bicontinua w0 & uno entre soluciones acotadas hacia atrds de (1.7) que
caen en X~ (0) y soluciones hacia ateds de su linealizacion (1.9) que caen en X~ (¢d) .

2. Eziste una funcion bicontinua_ifiyectiva entre las soluciones hacia adelante de (1.7) que estdn
en Xd (0) y las soluciones hacia-adelante<de su linealizacion (1.9) que estdn en X (cd).

1.2.1. Retratos fase

En esta seccién se estudia la estabilidad”dessistemasdlineales (ver [E]). Consideremos el sistema

r1(n+1) =anz (n) + appasfn),

To (N4 1) = anwy (n) + agnraN),

o equivalentemente
z(n+1)=Ax(n), (1.10)

A= air  a12
ag axp)’
Sabemos que z. es un punto de equilibrio de (1.10) si satisface Az, =2t o lo que es igual
(A—1TI)x. = 0. Asi, si (A — 1) es no singular, entonces z. = 0 es el inico putito de equilibrio del

sistema (1.10). Por otra parte, si (A —I) es singular, entonces existe una famglia)de puntos de
equilibrio. En este caso hacemos

donde

y(n) =z (n)+z.

en (1.10) para obtener el sistema

10
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y(n+1) = Ay (n)

el cual esddéntico a (1.10).

Por lo cual¥as_propiedades de estabilidad de cualquier punto x. # 0 son los mismos que para
z. = 0.

Para resolver ufi sistema lineal, lo mejor es llevar la matriz A a su forma candnica. En el caso
de dimensién 2 tenemos las siguientes: Sea J = P7'AP la forma de Jordan de A entonces podemos

tener:
A O Al a f
) () (G i

(a) (b) ()

Eigenvaléres Eigenvalores Eigenvalores
distintos repetidos complejos
/\17 /\2 A A=« + ZB

Si hacemos
y(n) =P 'z (n),

o equivalentemente

2z (n) = Py(n), (1.12)

el sistema (1.10) se convierte en

y(n+1).= Jy () . (1.13)

Si x (0) = zy es una condicién inicial para el sistema (1.40)3 entonces y (0) = yo = P~z seréd
la condicién inicial para el sistema (1.13). Por lo que las propiedades cualitativas de los sistemas
(1.10) y (1.13) son idénticas. Ahora se pretende bosquejar el retzato fase para (1.13) para los casos
(a),(b), (c), con la condicién inicial

_ (Yo
v (?/20) '

Caso (a). En este caso el sistema se puede escribir como

Por lo tanto
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() ().

y2 (n) | y2(n) | _
y1(n) y1(n) |

Por lo tanto los rettatos fases en este caso se pueden observar en las figuras 1.4,1.5,1.6, y 1.7,
respectivamente. Hacemos, notar que las curvas continuas que se muestran en las figuras no son
puntos que pertenezcan‘al/fetrato fase necesariamente, solo nos ayudan a distinguir las diferentes
orbitas que se pueden tenef las cuales estan dadas por los puntos que se muestran en dichas figuras.

y ast

Si | A1 |>] A2 ‘emtonces lim,, =0;si | A\ |<| A2 |, entonces lim,, |

K1

Figura 1.4: \; < X3°<1,nodofasintoticamente estable.

¥,

S

-
7

Figura 1.5: A\; > Ay > 1, nodo inestable.

Caso (b). En este caso

() =7 ()= (0 ) ()

12
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Y

Figura 1.6: 0 < Xy < 1, A > 1, silla (inestable).

N

C e

Figura 1.7: 0 < A\; = A3 < 1, nodo asintéticament€ estable.

Y1 (n) = Ny10 + nA" a0, Y2 (n) = Ayao.
Asi

i 2207

=0.
n—-+40o yl (n)

Véase las figuras 1.9, y 1.10.

Caso (c). En este caso, la matriz A tiene valores propios complejos conjugados,
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L L L L L J

Figura 1.9: \; = M <.1, asintdticamente estable.

M=a+if y l=a—if,BF0.

El vector propio correspondiente a A\; = o+ i esta dado pof Ni"= (z) , v la solucién esta dada

por

(1) (a+1ip)" = (1) | A1 | (cos nw + isennw)

COS nw . sennw
:w"( )Hw“( )
—sennw COS nw

«

donde w = tan™! (é) .

La solucion general esta dada por

<y1 (n)) W < €1 COSNW + CaSennw ) ‘

Yo (n) —c8ennw + ¢y Cos nw

14
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®
L

Figura 1.10: A\; = Ay = 1,@aso degenerado (inestable). Todos los punto en el eje y; son puntos de
equilibrio.

Dada la condicién inicial y; (012 y10 y 2 (0) = y20, obtenemos ¢; = y19 y ¢2 = y20. La solucién
esta dada por

y1 (n) = M1 (y10 cos nw + ygpsennw) ,
Yo (n) =| M ["N—yiosennw + oo cos nw) .
Si hacemos cosy = y19/70 ¥ seny2 ya /1o, donde ro = y3, + y3,, tenemos
y1 (n'={ A1 |™ 10 cos (nw — w)
Y2 (n)'="=| A1 |"agsen (nw — 7).
Usando coordenadas polares la solucion sepuede esctibir como
r(n) =ro | A" H (n) =Zlnw —7).

Si| A1 |< 1, tenemos un foco asintéticamente estable (verfigura 1.11).
Si| A1 [> 1, tenemos un foco inestable (figura 1.12).
Por otra parte, si | A; |= 1, tenemos un centro donde las érbisaSyson circulos (figura 1.13).

Y

‘\
™

I

Figura 1.11: | A |< 1, foco asintéticamente estable.
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Figura 1.12: | XA |> 1, foco inestable.

R

Figura #713: | A |='1, centro (estable).

1.3. Aspectos topologicos.que‘definen caoticidad

Definicién 1.8. Sea X un espacio topolégico.#Diremos que X es localmente compacto, si todo
punto x € X tiene una vecindad compacta, es*decir, existe un conjunto abierto U y un conjunto

compacto K, tal que x € U C K.

Ahora damos la definicién de un conjunto de Cantor.
Definicién 1.9. Sea X un espacio topologico y S C X.
» Un punto x € X es punto limite de S, si para toda bola abiertd By (z), se tiene
B, (2) 1 (S\ {a}) # 0.

S es perfecto, si todo punto en S es un punto limite de S.

= S es conexo, si no es la union de dos subconjuntos abiertos disjuntos no vacios de X.

S es totalmente disconexo, si los unicos subconjuntos no vacios de S son los(conjuntos de

un punto.

= S es un congunto de Cantor, si es totalmente disconexo, perfecto y compacto.

16
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1.3.1." _Pinamica simbdlica

Existen yarias definiciones para el concepto de caos, tales como la de Li Yorke, Devaney, Lia-
punov, Knudsen. Aqui se abordara la dada por Devaney. Una manera 1til de analizar sistemas
dinamicos cadticos-es la dindmica simbdlica.

Uno de los objéetivos de la dinamica simbolica es comprender la existencia y estructura de
conjuntos invariantes.-En general, este es un problema dificil debido a la gran variedad de érbitas
y combinaciones de érbitas que pueden ocurrir.

Ahora introducimos el"espacio de sucesiones o simbolos, (>, ,d), de todas las sucesiones a dos
lados (o bi-infinitas) en wSimbolos.

Definicién 1.10. El espacio de’sucesiones bi-infinitas en n simbolos, es el espacio métrico
(>, d) dado por:

Z”:{l"” n}e

={a=(...,a17aga...) | a; €{1,...,n} para todo j € Z},

o

d(a,b) = Z %,

j=—00
donde

0, &va; = by

R ¢ {17 5145 % b5,
donde el punto decimal separa ambos lados\de las sucesiones.

El siguiente teorema nos dice que dos puntos estan muy.cerca si sus 2k primeras entradas
coinciden.

Teorema 1.11. (Teorema de proximidad). Sean a, b € > Sia; = b;, para todo | j |< k,
entonces

2
d(a,b) < 54—’?

Ahora definimos una de las funciones importantes en dinamica simbdli€a, dicha funcién es co-
nocida como funcion corrimiento.

Definiciéon 1.12. La funcion corrimiento en n simbolos estd definida por

T = Do

a— o(a)

de tal manera que
(0 (@), = axt1, para todo k € Z.

17
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Por ‘gjemiplo, sia = (...a_3,a_9,a_1; a9, a, as,as,...), entonces

o (a) — ( ..a-3,0-2,0-1,00;01, 02,043, .. ) ;
esto es, 0 mueve ekpunto y coma un lugar a la derecha.
La siguiente preposicion se sigue aplicando el teorema 1.11 y de la definicién de ) .

Proposicién 1.13. Lafuncion corrimiento o : ) — > es una funcion uniformemente continua.
Ademds es un homeomarfismo.

Al trabajar con o a veces’es util restringirnos al espacio. Asi, consideremos

Z: = {a = (ag,as?...) | a; € {1,...,n} para todo j € Z" U{0}},

con métrica

donde

o(a) =6 (ag, a1,a95772.) = (a1, az,a3,...).
Teorema 1.14. El espacio Y, es homegmorfo @’y .". Ademds ambos son compactos.

Demostracion. Ver | ]. <

1.3.2. Nocién de caos en el sentido de Devaney

Nuestros objetos de estudio serdn ejemplos de sistemaS_dinamicos discretos (X, f) que estén
formados por una funcién continua f : X — X definida sobre ath espacio métrico compacto X, que
presenta caos. Como se menciond antes existen distintas manefas*de definir el caos. La definicién
dada por Devaney estd conformada por tres elementos: transitividad, densidad de puntos peridédicos
y sensibilidad a condiciones iniciales.

1.3.3. Transitividad

Definicién 1.15. Un sistema dindmico (X, f) es topolégicamente transitivo, si para cualquier
par de conjuntos abiertos y no vacios U y V, existe un entero positivo k tal qué % (U)NV # (.

Intuitivamente, un punto x € X recorre todo X y su dérbita se acerca tanto eemo deseemos a
cualquier otro punto en X.

Observacion 1.16. Algunos autores eligen la siguiente condicion como definicion deltransitividad
topoldgica: Existe un punto x € X tal que la orbita de x es densa en X.

Ejemplo 1.17. La funcion corrimiento, o, es transitiva.

18
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que n = 2, con a; = 0 o 1. Asi, para
probar que’c es transitivo, por la observacién 1.16, necesitamos construir una érbita densa en ) , .
Para este pfopésito seleccionamos la sucesion a dos lados 2, que tiene la forma
... 00110010 0001 0000 11 10 01 00.0 1 000 001 010 011 100 101 110 111 ....
Entonces, paraualquier s € Y, y k € N existe n tal que ¢” (Z) y s coinciden en los k primeros

términos. Asi la d (6™(@),s) < §4_k. Dado que k y s son arbitrarios, la érbita de Z es densa en

Zz- <

1.3.4. Densidad del({conjunto de puntos perioédicos

Ejemplo 1.18. La funcion corwimiento, o, tiene conjunto de puntos periodicos denso.

Demostracion. Para mostrar que el _eoujunto de puntos periddicos de o es denso en ) | sea a =
...,Q_1-Gp,ay ... una sucesién arbitrariacen ) . Entonces para cada entero positivo n, la sucesién
a dada por

A_p ... 0 20_10001@2 ...0p Ad_p ...A_20_1 - AoA1A2 ... Ay A_p . ..
—_— —_—

es de periodo 2n + 1, cuyos 2n +1.de a y a términos coinciden, asi por el teorema 1.11 se sigue

que d (a,a) < 54_’“, lo que implica que.e¥ gonjunto.de puntos periédicos de o es densoen ) . <

1.3.5. Dependencia sensible a ¢ondiciones iniciales

Definicién 1.19. Sea X un espacio métrico y\ftina funciénycontinua. El sistema dindmico (X, f)
posee dependencia sensible a condiciones iniciales, Si€xiste 6 > 0 tal que para algin v € X
ye>0, existey € X cond(z,y) <eyné€N tal que

d(f" (z), " (y)) >0

En otras palabras, un pequeno error en los datos iniciales serd signifieativamente grande mediante
las iteraciones. Esto hace imposible la prediccion de un comportamiento futuro del sistema. El
nimero 0 se llama constante de sensibilidad de f.

Ejemplo 1.20. El sistema dindmico (Y, ,0) posee dependencia sensible a condiciones iniciales.

n?
., 2 —-n
Demostracion. Sean e >0y x € ) . Tomemos n tal que 54 < e Seay € ) ~Comy # x, tal que

2
los n+ 1 primeros términos coinciden con los de x. Por el teorema 1.11 se tiene que & (z, y) < 54*3 .

Pero dado que = # y se sigue que existe k > n tal que x, # yi. Por otro lado, notemos que los
puntos o* (z) y o* (y) tiene como primer término zp v yx # . Por lo que tenemos que

19
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S 0 Tn+k, Yn o (z )
d (O_k (I) ,O‘k <y)) _ Z ( -Zn‘y +k) > ( Zoyk:) -1
n>0

Por lo tanto sishacemos = 1, como la constante de sensibilidad de o ,el resultado se sigue al
notar que

d(c" (x),0" (y)) > B=1,

para algun k.
<

Sin embargo, en | | se.prueba que la condicién de sensibilidad a condiciones iniciales es inne-
cesaria, demostrando que cualquier-mapeo que sea transitivo y tenga conjunto de puntos periédicos
denso posee dependencia sensible@ condiciones iniciales.

Definicién 1.21 (Caos en el sentide de Devaney). Un sistema dinamico (X, f) es cadtico, si
cumple:

1. El conjunto de puntos periddicos, Per(f), es denso en X;
2. f es topologicamente transitivg;
3. f tiene dependencia sensible a cendiciones@niciales.

Una definicién andloga de caos aplica/pasd mapees~definidos en espacios topolégicos, como se
verda mas adelante.

Ejemplo 1.22. De los ejemplos 1.17, 1.20 y\1A8 se siguweque (D, ,0) es un sistema dindmico
caotico.

1.3.6. Construcciéon de un conjunto de Cantor

Los conjuntos de Cantor ocurren a menudo con dindmica cadtica™En esta seccién se presenta
una de las funciones mds conocidas en sistemas dindmicos: la funcion-ogistica, F),. Se verd que para
elecciones de pardmetros adecuados, la dindamica complicada de F}, no se'éxtiende a toda la recta si
no que esta contenida en un conjunto de Cantor invariante. Ademas, en la segeion 1.3.7, se probard
que el sistema dindmico que se obtiene al restringir F}, a este conjunto de Cantor presenta caos.

Consideremos la funcién logistica

F,(2) = pa (1 - 2),

sobre I = [0,1], donde y > 4. Notemos que en este caso F, (3) > 1. Dado que H;(0) = 0, se
sigue del teorema del valor intermedio, que existe agy € (O 1) , tal que F, (ap) = 1. Dado,que F,

12
es mondtona en [O, %} , el intervalo Iy = [0, ap] consiste de todos los puntos x a la izquietda de %

20
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E,(x)

o 1
T \

Figura”1.14: Construccion del conjunto de Cantor.

1 con F,(a;) =1y tal que F,(z) € I, para todo

donde F, (z) € I. Similarmente, exiSte_a; > 5

x € I = [y, 1] (ver figura 1.14).

Definamos
A= Iy U I,
entonces
Af={xeclE, (zv)el}.
Sea

Ay={zel:F (&) el} Z{wel: F,(x) € A}.

Ay consiste de los cuatro intervalos cerrados Ay = Tog's Io1 U 111 U I19, donde

Io={z:2elyy F,(v) edo},
In={z:ze€lyy F,(v) € L1 }4
ILi={z:xehLyF,(x)e L}
In={z:2ehyF,(v)el}.

Continuando asi, construimos A, = Ul, s, _,, donde los s; = 0 61}

Loy, ={x€l:xely F,(z) el ... . Fl(x) e}
J
= (" (1)
k=0
-1
= [so N FM (15132...3j) .
Notemos que A, = {z € I : F}' () € I} . Més atin

15031...sn = Isosl...sn,l M F;:n (Isn) C Isosl...snfl-

21
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Porlo tanto A, 1 C A,. Definimos el conjunto

A= ﬁAn.
n=1

Lema 1.23. Si pr 502 + /5, entonces existe € > 0 tal que | F', (x) |> 1+ ¢, para todo x € A;.
Ademds, la longitud de\cada subintervalo en A, es menor que ﬁ

Teorema 1.24. El conjunto A es un conjunto de Cantor.
Demostracion. Consultar ]y <
Definicién 1.25. Sea x € A{ Elditinerario de x es la sucesion de ceros y unos dada por
h(x) = (sos182--),
donde s; =0, si F} (x) € Iy y s; ="L.50F] (x) € I,.

1.3.7. Conjugaciones Topolggicas

Una forma de decir que dos espacigs son, topologicamente idénticos es exhibiendo un homeomor-
fismo entre ellos, y se dice que estos eéSpacios son-homeomorfos. Desde un punto de vista cualitativo
podemos decir que los espacios son en‘esencia 1o mismo. Un concepto de especial interés que esta
ligado a los homeomorfismos es la conjuacion topoldgica.

En esta seccion se vera que si dos funeienes sons€onjugadas, entonces deben tener propiedades
topoldgicas idénticas.

Definicién 1.26. Dos sistemas dinamicos (Xgf) v (Y, g) son congugados, denotado f ~ g, si
existe un homeomorfismo h : X — 'Y tal que hosf = go h;(es decir, el siquiente diagrama conmuta:

X f X
h|~ ~1|h
Y g Y

Ejemplo 1.27. Consideremos el mapeo logistico
Fx)=pr(1—2z), 0<p<A4,
y el mapeo cuadratico
G (z) = ax® + bx + ¢, donde a # 0.
Los sistemas dindamicos correspondientes son conjugados via el homeomorfismo

—u—b pu—>
: 1
h [O’]%[ 2a ' 2@}’

22
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a 2a
para el valoy de

b* — p? 4 2p — 2b
4a '

El siguiente teoremai nos dice que la conjugacién preserva caos; es decir, que bajo conjugaciones
las dindmicas de dos sistemas dinamicos son similares.

Teorema 1.28. Sean (X, frwy (Y, g) sistemas dindmicos conjugados. Entonces (X, f) es cadtico si
y solo si (Y, g) lo es.

Demostracion. Suponga que (X, f), presenta caos. Para mostrar que (Y, g) posee caos, primero
mostramos que g es transitiva’“Sean U y V dos conjuntos abiertos en Y y suponga que g es
conjugada a f. Entonces h (U) y h(J#)_son conjuntos abiertos en X. Dado que (X, f) presenta caos,
existe k € ZT tal que f* (h (U))Nh (V)4 0. Por lo tanto, h (¢" (U))Nh (V) # 0. Consecuentemente,
g*(U)NV # (. Por lo tanto g es transitiva.

Ahora se muestra que el conjunto P de conjuntos periddicos en Y es denso en Y. Para este fin,
sea U un subconjunto abierto de Y. Entonees, h~! (U) es un subconjunto abierto de X y asf debe
contener un punto z € X de periodo.ks Dadetqiie = f* (z), se sigue que h(z) = h (f* (z)) =
g* (h(x)). Asi h(z) es un punto periédieo-de periodo k de g. Més atin, h(z) € h (b1 (U)) =U y
consecuentemente, el conjunto P es densé en Y. <

En el siguiente ejemplo mostramos quefel mapeo logistico presenta caos, estableciendo una
conjugacion entre (A, F,) y (D_,,0).

Teorema 1.29. Si > 2 + /5, el sistema dindgmico (A, H,) es cadtico.

Demostracion. Por el teorema 1.14, podemos considerar el espagiq Z: enlugarde)  ,conn=2y
a; = 0 6 1. Con esto, se establece una conjugaciéon entre F), y laftncion corrimiento o : Z; — Z;
la cual estd definida por la funcién h: A — 37 dada en la defiricién 1.25.

Mostraremos que h es biyectiva, para lo cual se debe mostrar que\si a = (agajaz---) € Z;,
entonces h™! (a) es exactamente un punto. Observe que si x € h™! (a)4 entonces = € Iyq,..q,, Para
todo n € N, es decir

h! (a) = ﬂ]aOU«IU«Q---an'
n=0

Notemos ademas que
Iao D ]aoal > Iaoalaz e D ]aoalag...an D 3

y por el lema 1.23, la longitud de I,,q,..4, tiende a 0 conforme n — oo. Esto implidayque h™! (a)
consta de un solo punto de A.

2
Para probar que h es continua en x € A, sea ¢ > 0 y n tal que §4*” < €. Sea'h(z) =

S08182 ..., $; € {0,1} el itinerario de z. Entonces, el conjunto A,,,; consta de todos los subintervalos

23
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cerrados, de”la forma Iy, ;,, uno de los cuales contiene a z. Asi € Iys,..s, C Apt1. Sean V el
interior del,, s, v 0 la longitud del intervalo abierto V. Si p y ¢ son dos puntos cualesquiera en
V, entonces’| p* ¢ |< § y ademas

h(p) = s081--.SuP1P2 - - -
h(q) = s0S1---Spq1G2 - - -

Por lo que, por el teorema de proximidad, tenemos que

2 —n
d(h(p),h(g)) <347 <e
Del mismo modo se prueba qée h~! es continua. Finalmente, veamos que h conjuga a F), y o, ya
que si x es un punto cualquierade’A, entonces h (x) = sps1--+, $; € {0,1}. Por lo tanto,

W(F, (x)) = s15283 - - -
o (h(x)) = gs0515283 -+ ) = 18283+ - .

Ya que (},,0) es cadtica, se sigue del tedrema 1.28 que (A, F,) es cadtica para g1 > 2 + /5.
<

1.3.8. Caos en dos dimensiones

La Herradura de Smale

La teoria de dindmica simbdlica también“es™itil para_.demostrar que un mapeo en el plano es
cadtico. A continuacién se presenta un ejemploiuy famogo én un subconjunto de R2.

Sea S = [0, 1] x [0,1] el cuadrado unitario. Sea H; para J =1, 2 dos bandas horizontales, H; =
{(x,y) 0<z<lyl<y< y%} con 0 < yj <yy <yi <ys < LsSimilarmente, sea V; para j = 1,2
dos bandas verticales, V; = {(z,y):2] <2 <23,0<y <1} con0 < 2} < 2} < 2} < 23 < 1.
Asuma que f es un difeomorfismo tal que f (H;) =V, para j = 1,28, F ! (S) = H, U Hy, para

pEH1UH2
_(ap O
o= ().
1

Sea A un semidisco de radio 5 en la parte inferior de S, B el semidisco de radio % en la parte
superior de S, y N =S5 U AU B el disco topolégico formado por la unién de estas@res,regiones.
Sea G la brecha entre H; y Hs, H3 la banda horizontal en la parte superior de S“sobre Hy y Hy
la banda horizontal en la parte inferior de S debajo de H;. f toma a G tal que f (G) CG=Brhaciendo
que la imagen se arquee de la parte superior de V; a la parte superior de V5 y lleva a Hy W43 sobre

el semicirculo A. Por otra parte f es tal que f (A) y f (B) estan contenidos en A (véase figira 1.15).

con|a,|l=p<1/2y|b,|=A>2.
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Podemes pensar a f como la composicion de tres funciones g, h y s, esto es, f = gohos; donde
s contrae & layregion N en la direccién horizontal, h expande la region en la direccion vertical y g
toma esta régién mas larga y delgada y la dobla en el medio y la coloca sobre N para cruzar a S
dos veces comg’ se.muestra en la figura 1.15. La imagen de N bajo f asi definida se le conoce con
el nombre de herfadura de Smale.

B m

H3
H, ;
G —— L feny
Hy
5
= i) ()

Figura 1.15;)La imagen de N bajo f.

Dado que f(N) C N se tiene gu¢ f>(N) C f(N) C N. Entonces f2(N) = (gohoso f)(N)
tiene su imagen dentro de f (N) y céonsta de 4 bandas que cruzan a S, esto es la parte de la imagen
en S, f2(N) NS, es cuatro bandas vergicales de‘antCho u? (véase figural.16) .

v &/
Figura 1.16: La imagen de N bajo f2.

Ahora definamos

S-S,

Por la descripcién anterior, S¢ es la unién de las dos bandas verticales Vi y V4 de ancho/ju:
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1.3 Aspectos topoldgicos que definen caoticidad 26

Notemes que

= (S Hns
= [ (s nnfulr (&) nvel
= [ (S N H) U f (S N Hy) .

En particular patain = 2

S3= [ (55) nvi] U[F (8)) N va)
=4 (ViuVa]nHy) U f([ViuVa] N Hy).

Entonces para k = 16 2, f (8§00 Vi = f ([Vi N Vo] N Hy) es la unién de 2 bandas verticales de
ancho p2. Por induccién

¢ =CALSyT N HY) U (ST N Hy)

es la unién de 2" bandas verticales de ancho p". Tomando la interseccién infinita
O
Se° =1\ = C1 x [0,1]
n=0

es un conjunto de Cantor de segmenfos)de rectas verticales. Notemos que si ¢ € S3° entonces
g€ f1(S)y f7(q) € S para todo j >-0..Asi S _es el conjunto de puntos cuyas iteradas hacia
atras permanecen en S.

Consideremos los siguientes conjuntos S?; = H; U Hs.es la unién de dos bandas horizontales
de altura 1/\, 8%, es la unién de cuatro banda§ horizontales de altura 1/\? como se muestra en la
figura 1.17.

( ==

@—:d>

Figura 1.17: La imagen de N bajo f~!y f~2, respectivamente.

Por induccién, 8Y, es la unién de 2™ bandas horizontales de altura 1/\ %)\
ﬂso [0,1] x C,

es un conjunto de Cantor de segmentos de rectas horizontales. Ahora si ¢ € S°_, entonces para
todoj >0,qg€ f7(S)y f7(q) € S. Asi 8Y__ es el conjunto de puntos cuyas iteradas haciasadelante
estan en S.
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1.3 Aspectos topoldgicos que definen caoticidad 27

Al intersecar estos dos conjuntos obtenemos
A=S8%
=8NS,
= C; N Oy,

es la interseccién de des, conjuntos de Cantor (ver figura 1.18); por lo que A es el conjunto de puntos
cuyas iteradas hacia‘atras'y hacia adelante permanecen en S.

Figura 1.18: Cenjuntos S', y §2,, respectivamente.

Por otro lado, notemos que si z_&/S5° podemos asociar la secuencia hacia adelante xox ;. ..
donde

2 S 1, sif(x)e€ Hy,
"2y st fi(z) € Ho.
Similarmente, asignamos una sucesion haeia atrass«".a_sr_o-xr_; a cada = € 8900 donde
L S ey
"2, st (x) eV

Combinando las secuencias hacia adelante y hacia atras<btenemos la secuencia a dos lados
S T_3T_oT_q - ToX1T2x3 ... en »_,. Con esto hemos definido una~¢onjugacién h : A — )", que nos
ayudara a probar que la herradura de Smale es cadtica.

El siguiente teorema prueba que f | A es topolégicamente conjugada.a o en >, .

Teorema 1.30. Sea ), el espacio de secuencias a dos lados con la furicion corrimiento o. Defina
h:N— 3, porh(q) = s donde f7 (q) € Hy, para todo j. Entonces h es una’tonjugacion topoldgica
de flANaoen),, esdecir f|A presenta caos.

Demostracion. Sea h(q) = sy h(f(q)) = t. Entonces f/*!(q) € H,,,, perofambién f*!(q) =
f7of(q) € Hy,. Por lo tanto s;,1 =t;, y o (q) =t 6 o (h(q)) = h(f (q)). Esto prueba la primera
propiedad de conjugacion.

Mostraremos que h es un homeomorfimo. Para esto primero probamos que h es ¢ontinua. Sea
h(q) = s. Una vecindad para s estd dada por

N ={t:t;=s;para —ny<j<mno}.

27



1.3 Aspectos topoldgicos que definen caoticidad 28

Sea ‘o Aijo, la continuidad de f asegura que existe § > 0 tal que parap € Ay | p—q |<
o, f7 (p) e’y para —n < j <mno. Asi,sit =h(p)y|p—q|<d entonces t € N. Esto prueba la
continuidad®de’h.

Ahora mostfaremos que h es biyectiva. Entonces asumamos que h (p) = h (q) = s. Entonces para
todo j, tanto f~p) y 77 (q) estdn sobre la misma banda horizontal, H,__, y asi p, q estdn sobre

la misma banda vertical, f7 ( ) Haciendo correr j de 1 a oo, tenemos que p,q € ﬂ fj s J)

7=1
y asi deben de estar en el"mismo segmento de recta vertical. Ahora, haciendo correr a j de cero a
0

menos infinito, tenemos que'p; q € ﬂ fj ) y estan en el mismo segmento de recta horizontal.
j=—o0
Haciendo correr j de menos infinito a infinito tenemos que p = q. Por lo que h es inyectiva.
Finalmente verificamos que h€s sobre. Para esto aplicamos induccién en n para mostrar que

ﬂ fj _7. es una banda vertical déyancho p" para todas las cadenas de simbolos s € ), . Sea

s € Y ,.Paran =1, este conjunto es sqlo_)f ( s 1) = V,_, el cual es una banda vertical de ancho

. Entonces
(Vo (A () s ).

Jj=2

es una banda vertical de ancho " ya que ﬂ?ﬁ fi7rf (Hsfj) es una banda vertical de ancho p"!
Haciendo tender n a infinito tenemos que

ﬂfJ )

es un segmento de recta vertical. Similarmente, ﬂ o ( s ) es un segmento de recta horizontal,

y por tanto ﬂ], o7 ( _j) es un solo punto q. En particular{ la’ interseccion no es vacia. Para
este q,h(q) = s, y asi h es sobreyectiva. Esto completa la prueba’que.h es una conjugacion.

Por dltimo dado que o en ), es cadtico, se sigue del teorema 1.28 que f | A es cadtica. <
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Capitulo 2
Homologia Cubica

En este capitulo se presenta la teoria referente a conjuntos cubicos. Lo expuesto aqui puede ser
consultado en [ ]
2.1. Conjuntos cibicos

Definicién 2.1. Un intervalo elemental es un intervalo cerrado I C R de la forma

=10, ¢4<tPo I = [0, 4],

para algun ¢ € Z. Cuando no haya confusion, para simplificar la notacion, escribimos
(4] = [¢,4],

si el intervalo contiene un unico punto. Los intérvalos elementales que consisten de un unico punto
se llaman degenerados, mientras que aquellos de longitud 1 sonino degenerados.

Definicién 2.2. Un cubo elemental () es un producto finito*de intervalos elementales, es decir,
Q=L xIx---xI;CcR%

donde cada I; es un intervalo elemental. El conjunto de todos los\cubos elementales en R? es
denotado por K. El conjunto de todos los cubos elementales se denota por Ky estd definido como

K= U Kl
d=1
Ejemplo 2.3. Los siguientes conjuntos son cubos elementales:

a) Q1 :=[1,2] x[0,1] x [-2,—1] C R*.
b) Qo :=[1] x [1,2] x [0,1] = [1] x [1,2] x [0,1] C R3.
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2.1 Conjuntos cubicos 30

Dade @ = I, x I, x - - - x I; C R? un cubo elemental, a d se le llama el nimero de encaje de
@, y se deriota por emb@.

I; denotard 1& i#€sima componente de @) y se escribe como [;(Q).

La dimension de{()es el nimero de componentes no degenerados de ) y se denota por dim(@). Un
k-cubo es un cubo elemental de dimension k.

El conjunto de cubos-€lementales de dimension k ( o k — cubo) se denota por
Kr:={Q € K| dimQ = k}.

Ademas, escribimos
K= K, n K.

Proposicién 2.4. Sean Q € K¢y P € Kf,. Entonces Q x P € Kﬁiil,.

Demostracion. Dado que Q € K¢ aftonces Q = I X I x - - - X I, donde k de estos intervalos son
no degenerados. Ademas, P € lsz =P =J X Jyx---x Jy, donde k' de estos intervalos son no
degenerados. Por lo tanto:

Q X P=(I1 X1y X:59Xx 1) X (J1 X Jo X -+ X Jg).
Asi Q x P € K (pues es el producto/de.d + d=intérvalos elementales) y
emb(Q x Py=\d+ d‘ydim(Q x P) =k + k.

Por lo tanto, Q x P € ICZii;.
<

La siguiente definicién permite descomponer ¢ubos elementales en objetos de menor dimension.

Definicién 2.5. Sean P,Q € K. Si (Q C P, decimos que Q€5 una cara de P, denotado Q) =< P. Si
Q =X P yQ # P, entonces Q es una cara propia de P, éscrito como Q < P. Ademds, decimos
que @ es una cara primaria de P, si () es una cara de P y dim@Q = dimP — 1.

Los cubos elementales constituyen los bloques basicos para el desarrollo de la teoria de homologia
a estudiar, por lo cual damos la siguiente definicion.

Definicién 2.6. Un conjunto X C R? es ciibico, si X se puede escribiix como una union finita de
cubos elementales. Se definen

K(X)={QeK|QcCX} yKi(X):={QeK(X)]|dimQ =k}

Definiciéon 2.7. Sea I un intervalo elemental. La celda elemental asociada a I es

c e+, si T o= [00+1],
I'_{ 4], si I = [0,

Ademas, si QQ € K. Definimos Q =0 X Iy x -+ x I,
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2.2 Aritmética de conjuntos cibicos 31

2.2. “Aritmética de conjuntos cubicos

En esta’seécién se presentan las herramientas que se usan para pasar de la topologia de un
conjunto cibico.al algebra de homologia cibica.

2.2.1. Cadenas-cubicas

A cada k-cubo elenfental Q € K¢ le asociamos un simbolo algebraico Q, llamado una k-cadena
elemental de RY. Denotamos el conjunto de todos las k-cadenas elementales de RY por:

Ed:z{@l@é’@‘i}

y el conjunto de todos las cadenas elementales de R? por:
K= _ ki

Dada una colecciéon finita {@1,@2, o ,@m} S ﬁz de cadenas elementales de dimensién k,

consideramos una k-cadena como la suma de la forma:
c= alQl + O‘2Q2 + -+ am@rm

donde las «; son enteros arbitrarios=9i.c; = 0,.entonces ¢ = 0. El conjunto de k-cadenas se
denota por C¢. Definimos la suma de k-cadeftas comg*

Z Oéi@z’ + Z ﬁi@i = Z (@, + 5;) Qz

m ~
Ademas, dada una k-cadena c = E 4 OaiQi, denotaremos‘a suinverso como —c¢ = E - (—a) Q.
1= 1=

Definicién 2.8. El conjunto de k-cadenas, o cadenas de dimension k en R? se denota por
ci.

Notemos que C¢ es un grupo abeliano libre generado por las cadénas elementales de K¢. En
particular K¢ es la base de C¥.

La siguiente definicién da una féormula simple que describe ¢ en térmings.de los elementos de
K¢; esta férmula es andloga al producto punto en un espacio vectorial.

Definicién 2.9. Sean c¢;,co € CF, donde ¢, = Z%’Qi Y co = Z@-Qi, el producto\escalar de las
cadenas ¢, y co se define como:
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2.2 Aritmética de conjuntos cibicos 32

Definicién2.10. Dados dos cubos elementales P € K¢ y Q € K, se define la operacion dia-

mante o .
POQ =P x Q.

El productog€ibico de las cadenas c; € C¢ y ¢y € C% . se define por

ey = Z <cl, ]5> <02,Q> m € C',fi,f:

PG’Ck,QGICk/

La demostracién de la“siguiente proposicién se sigue directamente de las definiciones anteriores.

Proposicion 2.11. Sean ci€5cs cadenas
s 0 =0.
w01 (o + c3) = 1Oy + o Qe pdiempre que ¢y, co € CL
" (C1<>62) Qg = 1§ (02<>C3)

s 51 c; Qe =0 entonces ¢ =0 0 ¢y EN0.

Proposicién 2.12. §ea§ una cadena cibica elemental de R con d > 1. Entonces existen cadenas
cubicas elementales I y P con embli=1>y embR = d — 1 tales que

Q = WD

Mads aun, esta descomposicion de () es unicas
Demostracion. Ya que @) es una cadena elemental, entonges () es un cubo elemental. Sea
Q=1 xIyx X Iy

Haciendo I := I, v P:= I, x I3 x - - - x I; entonces Q = ISR

Ahora si @ = J x ﬁ, para algin J € K!' y P’ € K9 !, entonces m = J/X\P’, de lo cual
obtenemos que Iy x P = J x P’. Dado que I1,J C R, se sigue que li#¥=-J y P = P’. Esto prueba
que la descomposicion es tnica.

<

Hasta aqui hemos discutido las cadenas cubicas en general, ahora considéremos un conjunto
ctibico X € R? y definamos el conjunto Ky, (X) := {@ | Q € Ky (X)} .

Definicién 2.13. Sea X C R? un conjunto cibico. Sea K (X) = {@ | Q€ le}. Fl conjunto
de k-cadenas de X, Cy (X), es el subgrupo de C{ generado por los elementos de K (X
Notemos que K (X) es una base de C (X). Por otro lado dado, que para cualquier“conjunto

cibico X la familia ICj, (X) es finita, se tiene que Cy (X) es un grupo abeliano de dimensién finita.
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2.3 Operador frontera 33

2.3. “.Operador frontera

La nocién.de,frontera de una region se puede algebrizar dando origen a los complejos de cadenas
y a sus fronterds«A continuacion se presenta la nocién de frontera y sus propiedades. Lo presentado
en este seccién pliede ser consultado en | ].

Consideramos un ¢ubo ) con d =dim() = 1. Esto es, () es un intervalo elemental de la forma

Q=[eckt 6 Q=1[,t+1], L

Definamos
52 0 sie=1l
akQ‘_{VH]—H, siQ=[00+1]. (2.1)

Si d > 1 también es posible deseomponer a ) como producto de cubos elementales, esto es,
haciendo () = I x P, donde
[:[1, P:[2X13X"‘X[d.

Por la proposicién 2.12, tenemos.que @ = I <>ﬁ, y esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.14. Dado k € N U {0} operador o aplicacion frontera cibica es el homo-
morfismo Oy : O — C¢_| dado por

0(Q) := O dD)OP + (F1F 10, P,
donde ki = diml y ko = dimP.

Podemos extender esta definicién a todas las cadenas porinealidad; es decir, si ¢ = a;Q; +
asQo + -+ nQm, ; € Z, entonces

Okc = alak@1 + 030,00 + -+ + OOk Qi v € Z
En caso de no haber confusién, preferimos escribir 0 en vez de Jp_péra simplificar la notacién.
Proposicion 2.15. Sean ¢ y ¢ cadenas cibicas, entonces
() = Acdrd + (—1)%meca().
Demostracion. Asumamos, por un momento, que para @, Q' € K,

A(QOQ") = 9QOQ + (—1)T™RQHa(Q). (2.2)

’

m m
Sean ¢ = Zai@i yd = ZO/Z'Q/Z-.. Notemos que dimc = dim@);.
i=1 j=1

Ahora,
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Por lo cual, para probar la proposicién.es necesariotverificar (2.2). La prueba se hara por induc-
cién en d := emb().

Si d = 1 entonces el resultado se sigue de=(2+). Supongamos por induccién que (2.2) es valido
para cadenas de dimensién menor que d > 1.

Para el caso d > 1, por 2.12, Q = I x P, donde embl = 1%y embP = d — 1. Asi, por la definicién
de 0 tenemos que

A(QOQ) = dIOPOQ)
= OIGPOQ + (—1) "™ THA(POQY.

Dado que ﬁ(}@ satisface la hipotesis de inducciéon, tenemos que

0(Q0Q)) = STOPOR + (—1)* 6 (0POQ + (—1)*"" PO )
= ATOPOQ + ()™ [HIPOQ! + (—1) I+ imP TG POHAQ"
= (010 P + (-1)"™ T00P) 0@’ + (—1)*"°Q00Q
= 0Q0Q" + (~1)""9Q0Q,
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2.3 Operador frontera 35

donde la_tima igualdad se sigue de la definiciéon del operador frontera. <

Una vezgmas, con el fin de simplificar la notacion, escribimos 0 o 9 en vez de Oy o Ory1. La
siguiente proposicion enuncia una de las propiedades fundamentales del operador frontera.

Proposicién 2.16.

0o0d=0.

Demostracion. Dado qué @.es un operador lineal, es suficiente probar esta propiedad para las
cadenas cubicas elementaless Nuevamente la demostracién se hace por induccién sobre el nimero
de encaje.

Sea () un intervalo elemental. Sk @ = [¢], entonces por definicién 8@ =0yasid <8@> =0.Si
Q = [(,0+ 1], entonces

Ahora asumamos que Q € K%, d > 1. Entefices Q =71 P, donde
1211, PZIQX[:;X'XIC[.

Por la proposicién 2.12

OIOP + (—1) ™ 9160P + (—1)% 9 (f@aﬁ)

(—1)* T 9T6aP + (—1)"™ 9T0oP.
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2.3 Operador frontera 36

El ultim© paso usa la hipétesis de induccién que es valida si el nimero de encaje es menor que

d.

Observe que'si dim[AA: 0, entonces ol = 0, por lo cual tenemos que los términos en la suma
son 0 y por lo*tanto 00Q) = 0. Por otra parte si dim@ = 1, entonces dimdl = 0 y por lo tanto los
términos de la sumé _se cancelan unos a otros, obteniendo el resultado deseado. <

Ahora consideremos.€adenas ctibicas de un conjunto ctibico fijo X. Una observacién que se tiene
es: el operador frontera dlevarcadenas en X en cadenas en X, es decir, 0y (Cy (X)) C Cr_1 (X).

Como consecuencia de'‘esto, la restriccién del operador 0 a cadenas en X,

OF : Cr(X) = Gy (X)

dada por
o (c) == 0O (c)

tiene sentido y la siguiente definicién se justifica.

Definicién 2.17. El operador frontera para_un conjunto ciubico X se define por
Oi: O (X) 2 Chq (X)
que se obtiene por la restriccion de'dy )OI =G 4 a Cy (X).

X ‘4 : Xy aX
Notemos que ;' también satisface que Jf 90;’, ; =0s
Una definicién importante que se da a continuacion €s Ja“de complejo de cadenas ctibicas.

Definicién 2.18. El complejo de cadenas cubicas pata un conjunto cubico X es
C= {Ck (X) ’8?}1962’

donde Cj, son los subgrupos de k-cadenas cibicas generados porsKu(X) y 0iF es el operador
frontera ciubico restringido a X.
2.3.1. Homologia de conjuntos cubicos

Consideremos un conjunto ctibico X € R¢. Una k-cadena 2 € Cj, (X) se llafia_in ciclo en X, si
0z = 0. Definimos el conjunto de todos los k-ciclos en X como

71 (X) == kerd;y = Cy (X)Nkerd), C Cy (X).

Por otra parte, una k-cadena z € Cj (X) es llamada una frontera en X, si existe ¢ € Cy41 (X)
tal que dc = z. El conjunto de todos los elementos frontera se define por
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By (X) :=imdy; = Ohp1 (Craa (X)) C Cr (X)

Notemos €u¢ dc = z implica 9z = 9%*c = 0, luego toda frontera es un ciclo, asi By (X) es un
subgrupo de Zg(X) .

Para dar a los ci€les no triviales una estructura algebraica, se introduce la siguiente relacién de
equivalencia:

21 ~ 29 81 2 — 29 es una frontera en X, es decir, z; — 29 € By (X).

Si 21 ~ 2o decimos que son”homaologos.

Las clases de equivalencia son elementos del grupo cociente Z; (X)/By (X). De esta forma te-
nemos la siguiente definicién.

Dado z € Z;, (X), [2]x € Hi (X)(esda clase de z en X, y simplemente se escribird [z] .

Definicién 2.19. El k-ésitmo grupo dé homologia cibica, o simplemente el k-€simo grupo
de homologia de X, es el grupo cociente

HiefX ) =Zi{X)/ By, (X).
A la coleccion de todos los grupos de hamologiasde X
H. (X) o= {H (X Jyer

se le llama homologia de X.

Ejemplo 2.20. Sea X = (). Entonces Cj (X) = 0, para todd k4. por lo tanto

Hy(X)=0, £E=0,1,2,....
Ejemplo 2.21. Sea X = {zo} C RY, el conjunto cibico que consisté de,un solo punto. Entonces
Ty = [fl] X [62] X X [éd]
Por ser X un punto, las unicas k-cadenas que se tienen es cuando k =#0. Entonces

- |z, si k= 0;
Cr (X) = {O, en otro caso.

Ademas Zy(X) = Cy(X) = Z. Dado que C1(X) = 0,By(X) = 0 por lo que,JHy (X) = Z.
También, Cy, (X) =0, k > 1, H,(X) =0, k > 1. Por lo tanto

7, st k=0;
en otro caso.
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Terminainos esta parte enunciando una proposicion importante de los grupos de homologia.

Proposicion2.22. §i X = UX“ donde X; N X; = 0,1 # j, entonces
i=0

H(X) =L H(X;).
2.3.2. Componentes conexas y Hj(X)

En esta seccién se exploralo que implican los grupos de homologia sobre la topologia del conjun-
to, entre otras cosas se muestrarque el 0-ésimo grupo de homologia mide el niimero de componentes
conexas del conjunto cubico.

Recordemos que para cualquier‘espacio topolégico X y para cualquier punto x € X, la unién
de todos los subconjuntos conexos'dé X-que contienen a x es un subconjunto conexo de X llamado
componente conexa de x en X, denotado,por ccx (z) .

Teorema 2.23. Para cualquier x,y € X s¢ tiene ccx () = cex (y) o cex (x) Neex (y) = 0.

Demostracion. Asumamos que cex(#) N cex (y)= 0. Entonces cex () U cex (y) es conexo. Dado
que contiene a x y a y se debe tenet que ccx (2 cex (y) C cex () y cex (x) Uceex (y) C cex (y) -
Se sigue que

cex (x) = cexpl) U cex(y) = cex (y) .
<

Proposicién 2.24. Sea X un conjunto cibico. Para cualquier Bye X, existe un vértice V€ Ky (X)
tal que cex (x) = cex (V).

Demostracion. Si x es un vértice, el resultado es inmediato. Supongamos que x no es un vértice.
Entonces existe un cubo elemental () tal que x € Q Por lo tanto, Q ANX# (0, y se sigue que Q C X.
Sea V' cualquier vértice de ). Dado que @ es un cubo, es conexo, ) Clcex (x) y consecuentemente
V € cex (x). Por lo tanto ccx (V) Neex (x) # 0, y por el teorema anterior, céy (V) = cex ().

<

Corolario 2.25. Un conjunto cubico puede tener solamente un nimero finit@ décomponentes co-
nexras.

Demostracion. Por la proposicion 2.24, toda componente conexa de un conjuntoy Gibico es una
componente conexa de uno de sus vértices, y un conjunto ctibico tiene solamente un mfimnero finito
de vértices.

<
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Definicién"2.26. Una sucesion de vértices Vo, Vi, -+, V, € Ko (X) es un camino por aristas
en X, si etisten aristas By, Fy, -+, E, € Ky (X) tales que V;_1,V; son dos caras de E; para i =
L,2,--- n. Para, V,V' € Ko (X) escribimos V ~x V' si existe un camino por arista Vo, Vy,--- |V, €
Ko (X) en X talque V =V, y V' =V,. Decimos que X es conexo por aristas, si V ~x V' para
cualquier V, V' &Ky (X) .

Proposicion 2.27.

a. Todo cubo elemental €5 conexo por aristas.

b. Si X yY son conjuntossciibicos conexos por aristas y X NY # 0, entonces X UY es conezo
por aristas.

Definicién 2.28. Sea c =37 | ai@i € C*. El soporte de la cadena c es el conjunto cibico

| c|:= UQ’
i=1

Proposicién 2.29. Asuma que V ~x V'Spara algiun V,V' € Ko (X). Entonces existe una cadena
c e C;(X) tal que | c| es conexo yO¢é¢ =V — V.

Demostracion. Sea Vo, Vi, -+, V, € Kg(X) un’gamino por aristas de V= Vya V' = V,, y sean
Ey, Es, -+, E, € Ky (X) las aristas correspondientes. §in pérdida de generalidad, podemos suponer
que el camino por aristas es minimo. Entoncesscualesquiera dos aristas, asi como también cualesquie-
ra dos vértices en el camino son diferentes.” 36 mostrard” que para algunos coeficientes «o; € {—1,1}
la cadena

n
c:= g o B
i=1
satisface la conclusion de la proposicion. Procediendo por induecién en n.

n = 1, entonces OF; = =+ (‘//\1 — ‘70> . Tomando ¢ = alE\l con {in Jeoeficiente apropiado a; €

{—1,1}, obtenemos 0 (c) = Vi — Vo. Dado que | ¢ |=| a1 By |= E}, es cohexo.
Consideremos ahora el segundo paso de induccién. Sea

n—1
Cc = E OéZE1Z
i=1
con coeficientes elegidos para que 0 (¢) = V,,—; y | ¢ | sea conexo. Elegimos~q,, para que

e\
(o, Ey) = \A/n—l/}n_l. Entonces obviamente dc = ‘A/n—%.
se sigue del teorema 2.23 que | ¢ | es conexo.

Dado que | ¢ |=| ¢ | UE,, y V= UE,, # 0,

<
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Ahora_para x € X definimos la componente conexa por arista de x € X, como la unién de los
subconjuntos conexos por aristas de X que contienen a x, denotado por eccx ().
Puesto que €Laimero de subconjuntos cibicos de X es finito, se puede usar inducciéon como en la
proposiciéon 2.27_para probar la siguiente proposicion.

Proposicién 2.30¢ Para cualquier x € X, eccx () es conexo por arista.

Aplicando el mismo6 argumento que el de las componentes conexas se puede mostrar que se tiene
la siguiente contrapartegel teorema 2.23.
Proposicién 2.31. Para cuaglesquiera x,y € X o bien eccx (v) = eccx (y) o eccx (x)Necex (y) =
0.
Teorema 2.32. Un conjunto cttbie6 X es conexo si y solo si es conexo por aristas.
Proposicién 2.33. Si X es cibico, ‘entonces para cada x € X su componente conexa ccx (x) es un
congunto cubico.

El siguiente corolario nos dice que paraun vértice, la componente conexa y la componente
conexa por arista son lo mismo. EsteZse sigue del teorema 2.32 y la proposicion 2.33.

Corolario 2.34. 5i X es un conjunte”cubico, entonces para cada v € X sus componente conexa y
componente conexa por arista coincidén.

El siguiente lema es 1til para demostrar‘el.teorema principal de esta seccion.

Lema 2.35. Sea X un conjunto cibico y X1, X3, .., X,8us componentes conexas. Si ¢; € Cy (X;)
son cadenas de dimension k, entonces

n n
\ZCH:UM\-
i=1 =1

Teorema 2.36. Sea X un conjunto cibico. Entonces Hy (X) es un grupodibre abeliano. Mds ain, si
{P;|i=1,---,n} es una coleccion de vértices en X que consiste de unwértice de cada componente
conexa de X, entonces

{[P] e Ho(x)i=1,- .n}
forma una base para Hy (X) .

Demostracion. Sea X; := ccx (P;) y seac € Zy (X) . Se tiene que de la proposicién2:29, [ﬁ] = [132]
para algin P € Ky (X;). Dado que Z, (X) = Cj (X)), existen enteros ap tal que

4= 3 w[f]-3 ¥ wlf]-X( X o) [7)

PGKQ(X) =0 PGK()(XZ') i=1 P~xP;
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Estovmdestra que las clases [132} generan a Hy (X)) . Falta mostrar que los generadores son libres,

es decir, que
n

Zai |:-ﬁ)zi| =0,

i=1

implica que todé &; = 0. Haciendo ¢ := > | a; P, = 0. Dado que [¢] = 0, podemos seleccionar
a,b € C (X) tal que.g =,0b. Definamos b = Z BrE. Sea

FeKi(X)
bi == Z ﬂEpE-
E€K1(X:)
Tenemos " "
i=1 =1
Asi

n

0& Z <CYZ'13¢ - abi)

i=1
Luego, como R

obtenemos que R
0 =[0f=U_, | @dF; — Ob; |,

lo cual prueba que | o, P, — Ob; |= 0; esfoges; a; P, '=0b;.
Ahora sea € : Cy (X) — Z el homomorfismd de grupo«definido por e (ﬁ) = 1, para todo vértice

P € X. Sea E una arista elemental. Entonces OF = ‘71 = \//:), donde Vy y Vi son vértices de E.
Observe que

e(0B) =¢ (V- Th)

mia

Esto implica que € (0b;) = 0 y por lo tanto

0=¢€(0b;) =¢ (ai]gi) = e <161> = ;.
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2.4 Colapsos elementales 42

2.4. “.Colapsos elementales

Los conjuntos ctubicos muy simples contienen un gran nimero de cubos elementales. En esta
seccion se discutecsun método que permite reducir el nimero de cubos elementales necesarios para
calcular la homologia de un conjunto cibico. Para poder hacer esto necesitamos introducir los
siguientes conceptos,

Definicién 2.37. Sea™Xun conjunto cibico y sea Q € K (X). Si Q no es una cara propia de algin
P e K(X), decimos que@ es una cara mazximal en X. El conjunto Kmaz (X) es el conjunto de

caras maximales en X. Una eara libre en X es una cara propia de exactamente un cubo elemental
en X.

Ejemplo 2.38. Sea X = [0, 1] x[071] x [0,1]. Entonces Ko (X)UK; (X)UKy (X) es el conjunto de
caras propias. El conjunto de carasdlibres-estd dado por Ko (X). Para este caso, Kmax (X) = {X}.

Ejemplo 2.39. En la figura 2.1, los sigutentes cubos elementales son caras libres:

[—1] x [2], [0,1] x[0], NO, 1] x [1], [0] x [0,1], [1] x [0,1].

[-1, OT%42]
2¢ [M]x[2] &————=@ [0]x[2]
[01x[1.2]
1 o1x 1] &LONXM 1y xqf]
[01x[0,1 | [0,1]x[0,1]| [11x[0,1]
0
[01x[0] [o,11x[0]  [11x[0]
-1
2 1 0 1 2

Figura 2.1: Figura del ejemplo 2.39.

Lema 2.40. Sea X un conjunto cibico. Sea Q € K (X) una cara libre en X y supongase Q) < P €
K(X). Entonces P € Kmaz (X) y dimQ = dimP — 1.
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2.5 Homologia de Complejo de Cadenas 43

Demostracion. Asumamos que P < R. Entonces () < R, contradiciendo la unicidad de P. Astimase
que dim@Q«< dimP — 1. Entonces existe R € K (X) distinto de @) y P tal que @ < R < P, lo cual
una vez mas conduce una contradiccion. <

Definicién 2.41.-Sea (Q una cara libre en X y sea P el inico cubo en K (X) tal que Q es una cara
propia de P. Sea\K' (X) := K (X)\ {Q, P} . Definamos

I __
X = URGIC’(X)R

Decimos que X' es el.espacio cibico obtenido de X wvia un colapso elemental de P por Q).
Las demostraciones de log/Siguientes teoremas pueden consultarse en | ].

Proposicion 2.42. Si X’ es un espacio cibico obtenido de X wvia un colapso elemental de P por
Q, entonces K (X') =K' (X).

Lema 2.43. Sea X un conjunto cibico y X' obtenido de X via un colapso elemental de Py €
K (X) por Qo € Ki—1 (X). Entonces

L] {C e C}, (X) | Oc € Cy_1 (X/)} C Cy (XI);
» Para todo ¢ € Cy—1 (X)), existe/d € Crap(Xt) tal que c — ¢ € B4 (X).

Teorema 2.44. Sea X un conjunto cubico y supongamos que X' se obtiene de X wvia un colapso
elemental de Py € Ky, (X) por Qo € Ki_1(X9. Entopees

H (K)V= H, (%)

Corolario 2.45. Sea Y C X conjuntos cubicos™ Aun md§ asumase que Y se puede obtener de X
por una serie de colapsos elementales. Entonces

H, (YY)~ H, (X).

2.5. Homologia de Complejo de Cadenas

A continuacién presentamos una descripcion algebraica de la homologia.

Definicién 2.46. Un complejo de cadenas C = {Cl, O}y consiste de grupas abelianos Cy, llama-
dos cadenas, y homomorfismos O : Cy, — Ci_1, llamados operadores frontera, #al que

3k O ak+1 =0.

Decimos que C es un complejo de cadenas libres, si es libre para todo k € Z. d.o ciclos de
C son los subgrupos

Zy, = keroy,
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2.6 Homologia Reducida 44

y las fronteras son los subgrupos

Bk = im@kH .

Notemos qu€ Zy := kerdy implica que im0 C kerdy, por lo que la siguiente definicion tiene
sentido.

Definicién 2.47. Bl k-ésimo grupo de homologia del complejo de cadenas C es

Hy (X) = Zx (X) /By (X).

La homologia de C es la sucesion

H, = {Hi (C)} ez

2.6. Homologia Reducida

Sabemos que el 0-ésimo grupo de homelogia de un conjunto cibico es isomorfo a Z.
Definimos el homomorfismo de grupos=es: Cy(X) — Z que envia a cada vértice a 1. Este
homomorfismo satisface que € o 9; =0, lo cual significa que

im0, @'kere.

Esto nos permite definir lo siguiente:

Definicién 2.48. Sea X un conjunto cubico™Fl complejo de cadena cibica aumentada de

X esta dada por {ék, 5k} , donde
keNU{0}u{—-1}

) 7, si k= <1,
Cy =
Cr (X)), en otro caso
Y
) €, si k=0
8k =

Ok, en otro caso.

Notemos que todas las 0-cadenas son 0-ciclos de Cy (X)), mientras los 0-ciclos’de Cy (X) estén
solamente en kere. Esto motiva la definicién de homologias reducidas.

Definicién 2.49. Los grupos de homologia H <C~ (X)> son las homologias reducidasyde X y se

denotan por
Hy (X).

44
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Una cadentt 2y Cy, (X) que es un ciclo en Z, es un ciclo reducido en C (X) . La clase de homologia
de un cicloTreducido z con respecto a la homologia reducida es denotada por [z]_ .

El siguienté&teorema relaciona los dos tipos de homologia que se tienen hasta ahora.

Teorema 2.50. Sea™X un conjunto cibico. Entonces Hy (X) es un grupo abeliano y

H, (X)®Z, parak=0;
Hy(X)=q
H (X), en otro caso.

Mas ain, si {P; |i=0,--- 1} es una coleccion de vértices en X que consiste de un vértice para
cada componente conexa de X, entonces

{[P,-—PO]NGFIO(X)|i:0,---,n},

forman una base para Hy (X).

2.7. Homologia relativa

En esta secciéon dado un par de conjuntos cibi€oseA C X, definimos los grupos de homologia
relativas H, (X, A). Estos grupos se pueden usar parasmedir como difieren los grupos de homologia
de X y A. Empezamos con la siguiente defini¢ién.

Definicién 2.51. Un par cubico es un par_de conjuntossciubicos X y A con la propiedad que
A C X. Un par cibico es denotado por (X, A).

En un sentido, queremos omitir A y todo lo que esté unide”a.él. Ir de la topologia al algebra
requiere considerar las cadenas de homologia Cj (A) y Cy (X) . En.gste nivel, omitir un subconjunto
A C X se puede ver en términos de la operacién cociente

Co (X) /Co (A).

En este espacio cociente, la clase de equivalencia de cualquier vértice dtial de A es cero. Sin
embargo, dado que queremos ignorar todo lo que estd conectado a A, puede gxistir un vértice P en
X que no estd en A pero que es conexo por aristas a él. Para tal P, la clase des€quivalencia de P
en el espacio cociente Cy (X) /Cy (A) no es trivial.

Ejemplo 2.52. Sean X = [0,2] U {3} y A = [0,1]. El vértice [3] es la unica compgnente conexa
disjunta de A. El grupo cociente Cy (X) /Cy (A) es generado por las clases de equivaleficia de [2] y
[3]. Pero [2] es homdlogo a [1] € Cy(A). En efecto,

o[1,2) = [2] - 1.
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Estownes sugiere que deberiamos solo contar los vértices que no son homologos a un vértice de
A. Asi querernos una teoria de homologia en la que los vértices duales homélogos a aquellos de A
son contados_egémo los “homdlogos a 0 relativo a A”. Por esto tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.53¢Sea (X, A) un par cibico. Las cadenas relativas de X mddulo A son los
elementos de los‘grupos cociente

La clase de equivalenei@ de una cadena c € C (X) relativa a C (A) es denotado por [c] , .
Dado que Cj (X, A) es un'grupo abeliano libre, tiene sentido lo siguiente.

Definicién 2.54. La cadena”compleja relativa de X modulo A estd dado por

{ok (X, A) ,a,gx’m} ,

donde 8,EX’A) 1 Cp (X, A) = Cyo1 (X, A estd definido por
XA
0y Re]a) = 0ucla
El complejo de cadenas da lugarfa-1es ciclos\k*relativos,

7. (X, A) =K,

las k-fronteras relativas
Br (X, A) := im@,(cif’lA),
y finalmente los grupos de homologia
Hy (X, A) = Zp (X, A)/By. (X, A

Proposicion 2.55. Sean X un conjunto cibico conexo y A un subcomjunto cibico no vacio de X.
Entonces

Hy (X, A)=0.
Demostracion. Necesitamos mostrar que todo elemento del grupo

Zy (X, A) = Co (X, A) = Co (X)/Cy (A)

es una frontera relativa. Notemos que Z; (X, A) estd generado por el conjunto

{[ﬁh | PEICO(X)\ICO(A)}.
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Tomem6s cualquier @) € Ky (A) . Entonces [Q\] e 0. Tomemos cualquier P € Ky (X) \ Ko (A).

Dado que X es conexo, por el teorema 2.36 [@}A = 0 implica que todos los vértices duales son

homélogos en Xy asi existe ¢ € C (X) tal que 0i¢c = P — Q. Luego

A A~ A~

o ([ =[P-q] = [P],-Q],= [P,
Por lo tanto [ﬁ]A e By (X, A). <

Proposicién 2.56. Sea (X)) un par cibico. Entonces el nimero de componentes conexas de X
que no intersecan a A es latdimension de Hy (X, A) .

El siguiente teorema indica que,la homologia relativa también nos da una nueva comprension
de la homologia reducida H, (X9~

Teorema 2.57. Sean X un conjuntoeitbico y P € Ko (X) un vértice elegido de X. Entonces

HeAX, P) = 1, (X).
Mas precisamente, tenemos las siguientessidentidades

Hy (X) = HidXp= H (X4 P), para todo k > 1.

El isomorfismo S
Ho (X, P) = Hg (X)

es inducido por el isomorfismo ¢ : Zo (XY = Zo (X, P) dado sobre los elementos de la base

{@-P ek (x) ¥R}
de Zy (X) por

6(Q-P) =@l
Terminamos esta secciéon con unos ejemplos.
Ejemplo 2.58. Sean X = [0, 1]2 y A=0bd]0, 1]2 , la frontera topoldgicalde)|0, 1]2. Se puede verificar

que Ci, (X) = Cy (A), para todo k # 2. Asi Cy, (X, A) = 0 para todo k # 2. Por otro lado, [0,1]° es
una base para Cy (X)) mientras que Cy (A) = 0. Por lo que {[0, 1}2} es una basepara Co (X, A). Dado

—

que Cy (X, A) = 0, tenemos que [[O, 1]2] es una base para Zy (X, A) y asi Hs ([0, 1 bd [0, 1]2) =7Z.

Por lo tanto,

Z, sik =2
H, ([0,1%,6d [0, 1)) =
0, en otro caso.
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En este€jemplo también notemos que X/A es homeomorfo a S?.

Ejemplo 2:59.%Sea (Y, D) el par cibico, donde Y = [—3, = [-3,—-1] U [2,3]. Calculemos
H.(Y,D). Dado que Cy(Y) = 0 para k > 2,H, (Y, D) > 2. Por la proposicion 2.55,
Hy(Y,D) = 07 Ror lo que solo falta determmar H,(Y,D). Dado que Cy(Y,D) = 0, entonces
Hy (Y, D) = Z (¥ D).,

Sea z := [—1/,\0] & [0/,\1] + [T,\Q] yn = [z]p. No es dificil ver que 0z = [/2\] - [—/T] lo cual estd
en Co (D), entonces O¥Ply = 0. Asin € Z, (Y, D). Ahora se mostrard que n genera a Z, (Y, D),
con lo cual concluiremos.gie H, (Y, D) = Z1 (Y, D) = Z. Primero, sea ¢ € C1(Y) una cadena con
OY:D) [c] , = 0. Podemos éscpibir ¢ como

C:Cl+02+63,

= [c3]p, =0, asi sus fronteras son

donde ¢; € [-3,—1],¢c0 € [-1,2] yc3 € [2,3]. Entonces lc1]
= 0. Ahora,

también cero. Consecuentemente, 3:Ple,], = 0V [cy]

m—

Cy = Oél[—l,O] + 042[07 1] + 0[3[]_, 2]

La condicion Ocy € Cy (D) implica quesc; = oo = ag, por lo que co = «iz. Finalmente,

[C]D = [02]1:) = o).

Por dltimo, enunciamos una propiedad-fundamental de los grupos de homologia, la propiedad de
escision, que describe cuando los grupos.relativos\Hg (X, A) no se ven afectados al cortar o remover
un subconjunto Z C A. Esta propiedad s€ enuncia en ¢l siguiente teorema.

Teorema 2.60. Sea (X, A) un par y sea W € A tal_gtie W C A. Entonces el mapeo inclusion
i (X —=W,A-W) = (X, A) induce un isomorfismo i H, (X — W, A—-W) - H,(X,A) para
todon =0,1,2....

2.8. Swucesiones exactas

Dado un par de conjuntos cubicos (X, A), en esta secciéon vemads qué se tiene un teorema que
relaciona H, (X, A), a H, (X) y H. (A). Para poder enunciarlo necesitamos utilizar herramientas
de 4lgebra homologica.

Desde el punto de vista algebraico, la homologia comienza con un complejo de cadenas {Cy, O},
esto es una sucesion de grupos abelianos y mapeos

Ok11 Ok
to > Chyy —= Gy —> Cjpoy —

con la propiedad de que

im8k+ 1 C keroy,.

Tenemos el siguiente caso especial.
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Definicién2.61. Una sucesion (finita o infinita) de grupos y homomorfismos

es exacta en Gy, Si

mapg = kers.

Ademads, diremos quesuna sucesion es exacta, si es exacta en cada grupo. Si la sucesion tiene un
primer o ultimo elemenito, emtonces es automadticamente exacta en ese grupo.

Se presentan algunos lemas concernientes a sucesiones exactas.

) ¢ L, . . .
Lema 2.62. Gy —— Gy——=0 essuna sucesion exacta si y solo si 1y es un epimorfismo, esto es,
es un homomorfismo sobreyectivo.

Demostracion. Supéngase que GILGOLO es una sucesién exacta. Dado que ¢ : Gg —
0, ker¢p = Gy. Por exactitud, imy; =vker¢ = Gy, esto es, ¥; es un epimorfismo.

Inversamente, si ¥ es un epimorfismo,_entonces imwy; = Go. Dado que ¢ : Gy — 0, ker¢p = G,.
Por lo tanto, imw; = kero.
<

] Y1 ., . .
Lema 2.63. 0 —— G, ——= G es una“sucesion.egacta si y solo si 1y es un monomorfismo, esto
es, es un homomorfismo inyectivo.

Demostracion. Supdéngase que la sucesion es exacta. Porser, ¢ homomorfismo tenemos que im¢ = 0,
asi kery; = 0, lo cual implica que ¢ es un monomorfisme:

Reciprocamente, si 1y es un monomorfismo, entonces kery{ = 0. Dado que ¢ : 0 — G, im¢ = 0.
Por lo tanto, im¢ = kery,.
<«

Argumentando de la misma manera podemos probar lo siguientes

Lema 2.64. Suponga que

es una sucesion exacta. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 3 es un epimorfismo;
2. Yy es el homomorfismo cero;

3. 11 es un monomorfismo.

Ahora tenemos la siguiente definicién.
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Definicién"2.65. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

0 Gs G, 0.

Ejemplo 2.66. Gonsidere un par cibico (X, A) y para cada k la siguiente sucesion

0—= Cp (A) —2> Gy, (X) —5 Cy, (X, A) —0, (2.3)
donde i es el mapeosinclusion y m es el mapeo cociente.

Notemos que iy, es un meonomorfismo, ya que es una inclusion. Por el lema 2.63

0—= Gy (A) 2~ Gy (X)

es exacta. Stmilarmente, por l@ definicion de cadenas relativas, T, es un epimorfismo, y por el
lema 2.62 se tiene que

CllX)—% Cr (X, A) —=0
es exacta. Asi, solo falta mostrar qué. es exacta en Cy (X)
Por definicion, kerm = Cy (A)#Mds ain, como iy es una inclusion, imir = Cy (A), lo cual
significa que imi, = kermy.
A la sucesién exacta corta (2.3) se lellama sucésigntezacta corta de un par, ademés esta sucesion

cumple la siguiente definicion.

Definicién 2.67. Una sucesion exacta corta

0— Gy —2- Gy 2 Gy =25 0)
se escinde, si existe un subgrupo H C Gy tal que
GQ = Zm’g/Jg D H.

La ecuacién anterior es equivalente a Gy = kery, & H.

2.9. Homomorfismo de conexion

En esta seccion se probard el teorema fundamental del algebra homoldgica. Ademds, se vera
como los grupos de homologia relativa se relacionan con los grupos de homologiéa de cada espacio
en la pareja.

Definicién 2.68. Sean A = {Ak,ﬁ,f} ,B = {Ak,a,?} yC = {C’k,ag} complejos de cademwas. Sea 0
el complejo de cadena trivial, que es el complejo de cadena en el que cada grupo es el grupéd trivial.
Sea ¢ : A — By :B— C mapeos de cadenas. La sucesion
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0 Ao toc 0

es una swcesion exacta corta de complejos de cadenas, si para cada k

Pk Ui

0 Apg

es una sucesion eraegta corta.

By, Ck 0

Ahora se presenta el(siguiente teorema cuya demostracién puede ser consultada en | ].

Teorema 2.69 (Lema delZig-zag o Lema de la serpiente). Sea

0 A t.oc 0

una sucesion exacta corta de eomplejos de cadenas. Entonces para cada k existe un homomor-
fismo
8* 3 Hk+1 (C) — Hk (A)

tal que
O« P O
o é-I‘.,]H_l (.A) ﬁ'Hk_;,_l (B) ﬁ'Hk_;,_l (C) ﬁ'Hk (.A) —_— ...
es una sucesion exacta larga.

El mapeo 0, es llamado homomorfismo~de conerion.
Consecuentemente, tenemos el siguient¢ corolazio para un par cibico.

Corolario 2.70 (La sucesién exacta de homélogia deun par). Sea (X, A) un par cibico. Entonces
exriste una sucesion exacta larga
T T Ox
o—=Hp 1 (A)—=Hp (X)) = Hp 1 (X, A) —=Hp (A) — ...
donde i : C (A) — C(X) es el mapeo inclusion, m:C (X) —=/C(X,A) es el mapeo cociente, y O,
es el homomorfismo de conexion.

La homologia relativa da un criterio necesario para que A sea un retracto por deformacion de
X, este resultado se presenta en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.71. Si (X, A) es un par cubico y A es un retracto por deformacion de X, entonces

H, (X, A) = 0.

Demostracion. Considera la siguiente porcién de la sucesion exacta larga de un, par:

o Hy (A) 2 Hy (X)) s Hy (X, A) -2 Hy o (A) —2= Hy ()

[

Los espacios A y X tienen el mismo tipo de homotopia y por tanto H, (A) = H, (X). Més atin
el mapeo inclusién i, : H, (A) — H, (X) es un isomorfismo.

Ahora, dado que i, es un isomorfismo, m, (Hy (X)) = 0 y por tanto, d, es un monomorfismo. Sin
embargo, dado que i, es un isomorfismo, 0, (Hy (X, A)) =0y asi Hy (X, A) =0.
<
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2.10 Sucesion de Mayer-Vietoris 52

2.10..Sucesion de Mayer-Vietoris

Un conjunto,cubico X es aciclico, si

7, si k=0;
Hp (X) =
0, en otro caso.

Por otro lado, si X, ¥ & R" son dos conjuntos aciclicos cuya intersecciéon forma un conjunto
aciclico, entonces se puedetasegurar que X UY es también un conjunto aciclico.

En esta seccion se generaliza este resultado para mostrar como la homologia puede ser calculada
partiendo de subconjuntos.

Teorema 2.72 (Mayer-Vietoris). Sea” X" un espacio cibico. Sean Ay y Ay subconjuntos cibicos de
X tal que X = AgU Ay y sea B = AgNA,. Entonces existe una sucesion exacta larga

oo — Hy (A) —— Hy, (Ag) ® Hy (A) — H, (X)) ——=Hp_1 (B) — ...

2.11. Indice de punto-fijo

Todo endomorfismo ¢ de un grupo cielice libre ‘egté determinado por un entero; es decir, p(z) =
dr para algin d € Z y x es un generadorgdel dominio. Con esta observacion se define la nocién
de grado en topologia algebraica. En esta seccion se define el indice de punto fijo y se presentan
algunas de sus propiedades, para lo cual nos basamos enele].

Definicién 2.73. Si f : S" — S" (respectivamente f : (B, S") — (B"™',S")) es un mapeo
entonces el endomorfismo inducido f, de H,S" = 7. (respectivamente H, ., (B"*', S") = 7) estd
dado por f.(x) = deg(f) - x, donde deg(f) € Z es un entero uniearnente determinado. Este entero
es llamado el grado de f.

Proposicién 2.74. 1. deg(id) = +1,
2. deg(fo f') = deg(f)- deg(f),
3. f~ [ entonces deg(f) = deg(f'),

4. el grado de una equivalencia homotopica es £1,
5. S f: (B S") — (B"T1,S") entonces deg(f) = deg (f|S").

El grado puede ser determinado localmente (con respecto al rango) como el nimero, de pre-
imégenes de un punto, cada pre-imagen contada con su multiplicidad. Sea f : S"™ — S™ unasfuncién
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2.11 Indice de punto fijo 53

continua, ysSea ¢ € S™. Si X = S" consideremos U, V, W C X tales que

X-W=V
W=X-V=S"-V
U-W=V-f"(q).

Por lo que U = §™— f!(q). Por otro lado, también notemos que

U=Wu (V—f_1 (q))
=Wu((Vnrt).
Observemos que f~! (q) G lo que implica

V”=ch*(f
Wuv)n(wWuf (")

—S”ﬂf (9)°

=S " (q).
Ahora

W= S"V

Ul=S" =T Mq),

veamos que W C int (U).
W=S-V=8"-V
int (U) = int (S" — /7" (¢)) = "= J ' (a),
por lo tanto W C int (U), y por escisién tenemos

Hi (S*—(S"=V),(S*— f(q)) — (S* £V})) (2.4)
= Hy (V,V = 7' (q)) = Hi (S",S" — f (g '

Por otra parte, si X es un espacio topoldégico arco-conexo y p € X

H, (X,{p}) = H, (X), para todon =0,1,2,...

En efecto, de la sucesién

o H;, ({p}) — Hyp (X) — Hy (X, {p}) — Hi1 ({p}) —

tenemos que para k > 1,
Hy, (X) = Hy (X) = Hy, (X, {p}),
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2.11 Indice de punto fijo 54

y sik ="1

H; ({p}) —= Hy (X) ——= H, (X, {p}) — Ho ({p}) —= Hy (X)
de lo cual se“Obtiene

0— H, (X) = Hy (X)—= Hy (X, {p}) —=0.

Cuando k = 0, tenemos que

H, (X) = HEES, {p}) — Ho ({p}) —— Ho (X) = Ho (X, {p}) —0,  (25)
entonces ker (j.) = Hy (X4 por lo tanto, j, = 0. Asi
Ho (X, {p}) = 0= Ho (X).
De lo anterior concluimos que
H, (S",S" — {a}) ZH, (S", {p}) = H, (S") = H, (S"), (2.6)

para todo n € N, donde el primer isomorfisme se obtiene debido a que S™ — {¢q} es del mismo tipo
de homotopia que {p} y donde p &8" — {q} .

De la discusion anterior concluimesde,siguientes

Dados V' C S",n > 0, un conjunto abierto, f# /% S" un mapeo y ¢ € S” un punto tal que
/71 (q) es compacto. La composicién

H,S" L H, (Sna S — f_l {Q})E%JCHH (V7 V= f_l (Q)) i)' H, (Sn7 S* — {Q}) =H,S" (2‘7>

donde Esc., es el isomorfismo de escision de la ecuacion (2.4)# él tdltimo isomorfismo estéa dado por
la ecuacién (2.6); tiene la forma

x> (deng) x

donde degg, f es un entero al cual se le llama el grado local de [ sobre™q.

Ejemplo 2.75. Siq ¢ im(f), entonces deg, (f) =0. Si f : V — S" es €l inapeo inclusion, entonces
deg, (f) = 1, para todo q € V. Si f es un homeomorfismo en un conjunto abierto, f (V) € S", entonces
deg, (f) = %1, para todo g € f (V).

Siq ¢ im(f), entonces f~1(q) = (0. Asf se tiene la sucesién
H,S" 2~ H, (S",S" — 0)=H, (V,V — 0) L~ H, (S, S" — 0) = H{SE

y va que H, (S",S" — () = 0, concluimos que en este caso deg, (f)=0.
Si f es el mapeo inclusién, entonces f (V) =V y f(¢) =q, peV.

H,S8" —H, (S",8" — {¢}) =H, (V.V — {q}) — H, (S",S" — {q}) =H,S". (2.8)
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2.11 Indice de punto fijo 55

Notemes que si n > 1, tenemos la sucesion exacta
0 L (8" — {g}) S H (87) e H, (87,8 — {g}) —= Hyy (8" — {g}) = 00—+
Ahora, en el ¢ago n = 1, tenemos la sucesién exacta

e O HE' — {0) T H) (8) > Ho (18! — {g}) —— Ho (8! — {a}) = Z

——H (S Z—s- -
De esta forma, j, es isomorfismo, para toda n > 1y en (2.8) tenemos que

H,, (8) —5= Hy (8™, 8" ~4GH.2 H,, (V,V = {q}) " H, (8",8" — {g}) = H,S"

Como f es inclusién, entonces f, (Og) = Oy = 1-Oy, donde Oy, es un generador de H,, (V,V — {q})
y por lo tanto deg, (f) = 1.

Proposicién 2.76. Si f~1(¢q) C KA U € V, donde k es compacto y U es una vecindad de K,
entonces el grado de f sobre q esta dadeo por

H, (S") —= H, (S",S" — K}= H, (U, t/K) L~ H, (S*,S" — {q}) = H,S"

Proposicién 2.77. Sea f : V — S" y q¢ € S% tal quesf=" (q) es compacto. Suponga que V es la
union finita de conjuntos abiertos, V = U)\_IV,\, tal que los conjuntos fy ' (q) donde f\ = f|Vi, son

mutuamente disjuntos, es decir, (fy " (g)) N (fu_l (q)) = 0\ si\ # p. Entonces

deg, (f) = _deg, (f»).

Sea V' C R" abierto, g : V' — R" una funcién continua y ¢ € R™_El grado de g sobre q cuenta
el nimero de puntos en g~! (¢), asumiendo que este conjunto es finito ©‘compacto.

Notemos que g (z) = z es equivalente a (i — g) () = 0, donde i es elymapeo inclusién. El
conjunto de puntos fijos de g, F,, es igual a (i — ¢)~"(0). Por lo que el ebnjunto de puntos fijos
puede ser medido por el grado de (i — g) sobre 0.

Para todo generador o de H, (S") = Z, donde S" = R" U {oco},n > 07y todo par K C
V ( donde V' C R™ es abierto, K es compacto) existe una clase fundamental og” €™, (V,V — K)
alrededor de K. Esta clase ox es la imagen de o bajo H, (S") — H,, (S*,S" — K) ZHz(V,V — K),
y estéd caracterizada por la propiedad de que su imagen bajo H, (V,V — K) — H, (VM. —p) = Z
coincide con o, para todo p € K.
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2.11 Indice de punto fijo 56

Definicién”2.78. Sea V C R" y g : V. — R"™ una funcion continua. Asuma que el conjunto de
puntos fijos de g, F' = F,={x € V| g(x) = x}, es compacto. Consideremos la funcion

(i—g).: Hy(V,V — F) = H, (R",R" — 0) = Z
(donde (i — g)x'="ze— g (z)). El indice de punto fijo I, € Z de g se define por

(i = 9), (or) =1y - 00,

donde 0y genera H, (R"\R* —0), e

(W=g): (V,V - F) = (R",R" - {0}).

Proposicion 2.79. Dado g : V¢(=IR" como en la definicion 2.78, sea W un conjunto abierto, K
un conjunto compacto tal que Fy C I C W C V. Entonces el mapeo (i — g) mapea (W,W — K) en
(R™,R" —{0}) v

W= g), (ox) = I - 0p.

Proposicién 2.80. Un mapeo constantesg”:V — R, con g(V) = p € R™ tiene indice 1, sip € V;
e indice 0, sip ¢ V.

Demostracion. Sip ¢ V, entonces FF=H4). Por lo\tanto or = 0. Si p € V| entonces
i—g:(V.V-p)= R R"—{0})

lleva o, en oy.
<

Proposiciéon 2.81. Dado g : V — R™ una funcion continua’ Sea V una union finita de conjuntos
abiertos Vi,i = 1,...,r, tal que todo F* = {x € V; | g (z) = x}es compacto y F' N FJ = (), para
i # j. Entonces F = J, F" y

Iy = Z £y Vi) -

)

Proposicién 2.82. Sig,: V — R*,0 <t <1, es una deformacion tal que

{r eV | g (x) ==z, para algin t} = U F,

t

es compacto, entonces 1y, = I, .

Demostracién. De la proposicién 2.79 tenemos que I,00 = (i — ¢¢), (o), para todalt )€ [0,1]. Pero
(t—g): (V,V—-K)— (R",R" — {0}) es una deformacion, por lo tanto (i — go), = (it~ ¢1),. <
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Capitulo 3
Indice de Conley

El indice de Conley para ‘flujos es un invariante de caracter topolégico que describe el compor-
tamiento alrededor de un conjuntoAnvariante aislado S. Sin embargo, atin cuando la definicién del
indice de Conley es similar al casé continuo (flujos), para el caso discreto es necesario considerar
otros elementos necesarios para poder definirlo (ver ejemplo 3.8).

En este capitulo definiremos el indiee de Conley para sistemas dinamicos discretos, también
se dan algunas propiedades y ejemplos. Jgos resultados aqui mostrados pueden ser consultados en

[BE, Do, M].

3.1. Algunas definiciones de/topologia

Los resultados de esta seccién se pueden.consultarien [Do].

Definicién 3.1. Sean X y Y espacios topoldgicos y foi fr.: X — Y funciones continuas. Decimos
que fo es homotopico a fy, denotado fy ~ fi"si existe una funcion continua F : X x I =Y tal
que para todo v € X

F(z,0) = fo(x)
Definicién 3.2. Sean X y Y espacios topologicos. Decimos que X (y ¥Y.oson del mismo tipo de

homotopia si existen funciones continuas f : X — Y y g : Y — X~tales que go f ~ Idx vy
fog~Idy. f y g son llamadas equivalencias homotdpicas.

Definicién 3.3. Un espacio X es contraible si es homotopicamente equivalente a un punto.
Ejemplo 3.4. Cualquier subconjunto convero de R™ es contraible.

Definicién 3.5. Un subconjunto A de un espacio topolégico X es llamado un retracto de X si
existe una funcion continua v : X — A tal que r o1 = Idy (T|A = IdA), donde i ¢ A'— X es la
funcion inclusion. A r se le llama una retraccion. Aun mdas, decimos que A es un metracto por
deformacion de X, siitor =~ Idx.
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3.2 Definicién del Indice de Conley 58

Sea (XyA) un par topoldgico. El espacio cociente, X/A se define por
X/A = (X\A)u{g},
donde ¢ es un punto fuera de X, y el mapeo cociente g : X U {q} — X /A estd dado por

r si reX\A

g(x) =
q si €A o x=q.

3.2. Definicién del indice de Conley

Para esta seccion y las subseeueites seguimos principalmente los trabajos de K. Mischaikow and
M. Mrozek [BF, Sec. 3.2, pag. 413] ysMarian Mrozek [M].

Sean X un espacio topoldgico, f~ X — X un homeomorfismo (funcién continua) y Z C X.
Definimos el invariante de Z bajo f ¢ome

Inv (Z7f) = ﬂ f\z

i=—00

y diremos que N C X es una veciidad-aislantespara f si N es compacto y

Inv (N, f) = ﬂ SN C int(N).

Definicién 3.6. Sean X un espacio métricolocalmente” compacto, QQ1, Qo subconjuntos compactos
de X y f: X — X un homeomorfismo. El par/Q = (Qr;Qo) de conjuntos compactos de X es
llamado un buen par para un conjunto invariante aislado=S; si cumple las siguientes condiciones

" Qo C Q1,
» 1\ Qo es una vecindad aislante para S,
» [ (Qo) NQ1 C Qo (invarianza positiva),

w f(Q1\ Qo) C Q1 (congunto de salida).

Teorema 3.7. Para cualquier vecindad V' de un conjunto invariante aislade™S)existe un buen par

(Q1,Q0) para S tal que Q1 \ Qo C V.

Ahora consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.8. Sea f : R — R dado por f(x) := x + 1. Para todo n € N sea L,, := [n,n—i— %] Y

—UJ{Li|i=0,1,2,--- ,n}.

Notemos que L,, C N,,. Ademds
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lo que mmplica que

inv <m> = ﬂiof" (Nn \ Ln) = 0.

En efecto, sea x € any (Nn \ Ln>, entonces © € N, \ L, y f"(x) € N, \ Ly, por lo tanto se
tiene una contradiceion.

» Supdngase que f(L,) Q Ni &€ L,. Entonces existe x € f(L,) NN, tal que x ¢ L,. En-
tonces x € [n—l—l,n#—%} yx € Ny, luego = € [n—l—l,n#—%} yx € |JL;. Por lo tanto
x € [n—l—l,n—i—%} yx €7Lg para algin iy € {1,...,n—1}, asi x € [n+1,n+%},m €
[z‘o,io + %} para algun iy € {3 . «ewn — 1}, lo cual implica que

3 1
n+1§x§n+§ Y i0§x§i0+§.

Lo cual nos lleva a una contradiccion.

» Notemos que f (N, \ L) = U?z_llf 0C:) ¥,
n—1 n— L - . 3
Uizl P Uizl {Z Lot 5] ‘
Ademds

5 1 3 5 1

Ast f (N, \ L,) C Ny,.

Por lo que para todo n € N, el par (N, L,) es un buen par para\f tal que N, \ L, aisla al
conjunto vacio.

Ejemplo 3.9. Sea N = [0,1] x [0,1]. Considere la herradura de Smale. Hagainos

Coi={aa/o+ - +a,/5" +a/i"" a; €{1,3},i=1,2,...,n,a €[0,1]},

Ly :=1[0,1] x [0, 1]\ C,..

Entonces S := Inv(N) C N {Cn x C, | n=1,2,...}. Se puede verificar que (N, L) es un buen
par para S, para toda n € N y [N/L,, [L,]] es del tipo de homotopia de la suma de 2" cdpids de un
circulo.
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Asi,\deslos ejemplos anteriores, tenemos una sucesién numerable infinita de buenos pares los
cuales defifieny el mismo conjunto aislado (). Notamos que el tipo de homotopia de cada uno de
estos, es el desn puntos, es decir, Hy(N,/L,) ~ Z" (notar que (N,, L,) es un par de conjuntos
cibicos). Lo giie.nos dice que no se puede caracterizar un andlogo del indice de Conley como
se hace en flujogiiutilizando tinicamente la homotopia de un buen par (NN, L). Esto sugiere que
debemos realizar tnsésfuerzo extra para poder tener una buena definicion de dicho indice. Para esto
introducimos la siguiente definicién.

Definicién 3.10. Sean (NyL) un buen par para un conjunto invariante aislado S y f : X — X una
funcion continua. El mapea=de indices inducido por f es el mapeo fn  : N/L — N/L definido por

() =

[L] , en otro caso.

El mapeo de indices resulta ser esencial al extraer informacién comun del indice de pares del
mismo conjunto invariante aislado. Esto’puede ser hecho de distintas formas. Un método que fue
propuesto por Franks y Richeson [FF'1R], consiste en usar lo que se conoce como las shift equivalencias.

Suponga que ¢: C' — C' y d: D~ D son mapeos continuos. Diremos que son shift equivalentes
si existen mapeos continuos r : C' ==y s : D—/C' y un nimero natural m tal que

rc=drysd = cs,rsy=¢" y sr =d".

Ademas diremos que las clases de homotépias de ¢ y)d son shift equivalentes si existen mapeos
continuos r : C' — D,s : D — C' y un numero natural m tal que rc ~ dr,sd ~ cs,rs ~ c™ y rs ~
d™, y diremos que h (S, f) es el indice de Conley homotdpice.de S que se define como las clases de
shift equivalencias [fn ]

Teorema 3.11. Si (N, L) y (N', L") son buenos pares para um conjunto invariante S, entonces las
clases de homotopias de mapeos de indices [fn.r] y [fnr.1/] son shiftyequivalentes.

Sin embargo, calcular el indice de Conley no es lo mas apropiado para nuestros fines, ya que
resulta ser muy dificil. Por esto, es preferible trabajar desde un aspecte,més algebraico haciendo
uso de la homologia (cibica).

3.3. Reduccion de Leray asociada a un buen par

En lo sucesivo, consideremos la homologia con coeficientes en QQ, y que el espacio fase X es un
conjunto cibico y un retracto por deformaciéon de una vecindad aislante. Con estag*suposiciones
podemos asegurar que en cualquier vecindad de un conjunto invariante aislado existe um buen par
de conjuntos ciibicos (N, L) tal que H, (N, L) es un espacio vectorial de dimensién finitas yer | ,
Capitulo 10].
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Sea ‘e_.# — F un endomorfismo de un espacio vectorial finito. El kernel generalizado de e se
define com®:

gker (e U{e "(0) | n e N}.

Se tiene que e(gker (e)) C gker (e). En efecto, si y € e (gker (e)) entonces, existe x € gker (e) tal
que y = e (). Notemes que ¢"(z) = 0 implica que e"™(z) = 0 pero e"(e(x)) = €"(y) = 0, para
algin n € N. Asi e (gker(¢)) C gker (e). Por lo que se tiene un isomorfismo inducido

¢ : E/gker (¢) — E/gker (e)
definido por,

A €' se le llama reduccion de Lerays

La siguiente proposicién nos diée_que la reduccion de Leray sera un isomorfismo de un espacio
en si mismo.

Proposicién 3.12. La reduccion de Leraylde un endomorfismo es un automorfismo.

Demostracion. Probaremos los siguientes puntos.

» ¢ es una transformacién lineal. Fn efecto, Sean [z],[y] € ————, entonces

= ¢ es inyectiva
Supongamos que €' ([z]) = €' ([y]) . Debemos probar [x] = [y]. Por hipétesis €' ([z]) = €' ([y]) .

De esta forma [e (x)] = [e (y)], y e (x) ~ e (y), luego e ( _) e (y) € gker(e). Asi, existe p € N
tal que (e () —e(y)) € e ?(0). Entonces

por lo que z —y € e~ @tV (0), asi (z — y) € gker (e) lo que implica que x ~ y y por lo tanto
[z] = [y].
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E . E
“gken(e)  gker (e)

n e

es sobre.

Del teorema del rango de élgebra lineal se tiene que E puede ser escrito como E = ker (e) @
im (e) . Asigsi * € E entonces © = k + i, donde k € ker(e) y i € im (e). De lo anterior, se
sigue que i'="zs— k, lo que implica que existe z € E tal que e (z) =i = 2 — k. Entonces

La ultima igualdad Se’tiene, ya que © ~ = — k, pues * — (x — k) = k € ker (e) = e 1 (0) C
gker (e) .

De todo lo anterior concluinies.que ¢’ es un automorfismo. <

Las siguientes proposiciones faciitan los cdlculos de las reducciones de Leray. Antes de enun-
ciarlos, probaremos un lema que sera‘indispensable para las demostraciones.

Lema 3.13. Si E es un espacio vectorial¥de dimension finita y e : EE — E es un endomorfismo,
entonces existe m € N tal que gker(e)y= e (0).

Demostracién. Sea k € N. Para z, €& * (0), notemos que
w cF (ax + By) = ack (z) + Be¥ (y) =0/ Va, 3€ Ny dado que e* (z) = e (y) =0
= e 7 (0) C e+t (0)
Sea x € e7*(0), entonces €* (z) = 0, luego.€ (e* (z)) =¢ (0) =0, asi x € e~ *+1) (0).
De los puntos anteriores obtenemos que existe m € N tal que
e 1 (0)ce2(0)ce®(0)C - Ce*(0) e (0)

e CeT™(0) = e MY (0) = e (D) (O

va que E es un espacio vectorial de dimensién finita y e~ (0) es ufi sibespacio vectorial de E,
para todo k € N.
<

La siguiente proposicién nos dice que podemos trabajar indistintamente con‘e o/con su reduccion
de Leray.

Proposicion 3.14. Si €' es la reduccion de Leray de un endomorfismo e : E — Exde~un espacio
vectorial de dimension finita entonces e y €' son shift equivalentes.
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Demostracitn. Sea m € N tal que gker (e) = e”™ (0) . Proponemos r : E — E/gker (e) y
s: E/gker(e)— E como

r(z)=[z] vy s([z]) =e™(z),
respectivamente:

Primero, notentos gue s estd bien definida. En efecto si = ~ y, entonces (x — y) € gker (e). Por
lo tanto, (z —y) € X (0). Entonces €™ (z) — e™ (y) = 0. Asi

s([a]) = €™ (x) = ™ (y) = s ([y]) -

Ahora vamos a verificarflas~condiciones para que sean shift equivalentes.

Veamos que re = €/r. En efegto

(re) (@) =r(e(z)) ={E@) v () (x)e ([z]) =[e(x)] paratodoz € X
= Demostraremos ahora que se/ = es¢

Sea [z] €

entonces
gker (e)’

(s¢') (2P mmgle (@)= ™ (e (x)) = e (x) .

Por otra parte,

= Ahora probemos que rs = (/)"

Sea [z] €

entonces
gker (e)’ o

(rs) ([z]) =7 (" (x)) = [e" ()] =€) ([z]) -
= Finalmente veamos que sr = e™

Sea x € F, entonces

(s7) (x) = 5 ([2]) = €™ (2).

Por lo tanto, e y € son shift equivalentes.

El siguiente resultado muestra que ser shift equivalentes es igual a conjugacion.

Proposiciéon 3.15. Sean e : E — E y f : FF — F automorfismos de espacios vectoriales de
dimension finita. Entonces, e y f son shift equivalentes si y solo si son conjugados.
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Demostracion. Supongamos que e y f son shift equivalentes, entonces existenr : £ — Fy s: F —
E transformagiones lineales y m € N tales que re = fr, sf =es, rs = f™, sr =¢e™.

Se sigue de /s = f™ que r es sobre, mientras que de sr = €™ que r es inyectiva. Ademéds de
re = fr se tien€ que r~'re = r~!fr de lo cual e = r~! fr y por lo tanto e y f son conjugadas.

Ahora, supongames que e y f son conjugados, entonces existe un isomorfismo r : F — F tal
que re = fr, de lo qué $e tiene que r~!f = er~!, y definamos s : F — E como

s=r"1f.

Probaremos que mediant€_estas funciones r y s se tiene que e y f son shift equivalentes. Para
ello verificamos los siguientes. puntos.

= sf = es, en efecto,

sf =r'ff=er'f =es.

» Notemos que rs =rr~1f = fy s =11 fr = er—'r = ¢, por lo que tomando m = 1, tenemos

que

re=f" y sr=e¢€".

De lo cual se sigue que e y f son=shift equivaléntes.
<

Dado que la reduccién de Leray de un endomorfi§mo de espacios vectoriales de dimensién finita
es un isomorfismo, entonces tenemos un automorfismo. Asi podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.16. Dos endomorfismos e y [ de espaciosstectoriales de dimension finita son shift
equivalentes si y solo si sus reducciones de Leray son conjugadas.

Demostracion. Sean ey f endomorfismos como en la hipétesis.
Supongamos que e y f son shift equivalentes, entonces existéen r : £ — F.s1 : FF — F
transformaciones lineales y m € N tal que rie = fry, s1f = esy, 1151 = €™, sr= f™.

Por otro lado, por la proposicion 3.14, e y f son shift equivalentes’a-sus reducciones de Leray,
respectivamente. Asi, existen

a1 : E — E/gker (e), by : E/gker (e) — E,
¢y F— F/gker(f), dy: F/gker (f) — F,

isomorfismos, py n en N tal que

ae = €ay, bie =eby, aby = ()", bia, = e, (3.1)

af = flcb dlf/ = fdy, cidy = (f/)n7 dicy = f".
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Como #e = fry, e = bie'by? = ¢7! /ey se sigue que
) 1 1

lelelbl_l = f?”l

/3 —1,.—1
e =byry friby,

de lo cual ¢/ =bgs et fleirby = (clrlbl)fl f'eiriby. Por lo tanto € y f’ son conjugadas.

Ahora supongames giie €' y f’ son conjugadas. Nuevamente, por la proposicién 3.15, € y f’
son shift equivalentes” Por lo tanto, existen ro : E/gker (e) — F/gker (f), so : F/gker (f) —
E/gker (e) transformaciofies-lineales y n € N tal que rqe’ = f'rg, sof’ = €'sg, 1950 = (f')", 2179 =
(€)™

Nuevamente, la proposicion 3.14 implica que e y f son shift equivalentes a e’ y f’, respectiva-
mente. Entonces, existen

as : E =B gker (e), by: E/gker(e) — E,

¢y F — Flgker (f), ds: F/gker(f)— F, (3.3)

y a, 8 € N tales que
ase = by, Thoe’ = by,  asby,= (') boay = €%,

cof = [leg,bedsf = [y, Czdzz(f,)ﬂ7 d202:f5-

Notemos que las funciones en (3.3) sowisomorfismos, esto se sigue de que €’ y f’ son isomorfismos
y de las igualdades en (3.4).
Notar que ¢ = by 'eby y f' = d; ' fdy. Asi] dado qde e’ = f'ro, tenemos que

(3.4)

—1 /
T2b2 €b2 = f T,

e = byry ' flraby !

Por lo cual, e = bgrz_ldglfdgrgbz_l = (dg’f’QbQ_l)_l f (dgTsz_l) ~.De esta forma, concluimos que e
y f son conjugados, y por la proposicién 3.15, e y f son shift equivalentes.
<

Del teorema anterior podemos definir el indice de Conley homolégico para mapeos en regiones
compactas como un par

Con (S, f) = (CH, (S, f),x« (S, f)),

donde
CH, (S, f) = ®,CH, (S, f)

es un espacio de dimensién finita graduado igual a

H.(N/L,[L]) /gker (fn.1), = ©nHn(N/L, [L])/ gker(fx.c)n,
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para cualguier buen par de conjuntos ciibicos (N, L) tal que H, (N/L,[L]) es de dimensién finita y

X (5, f) = {xn (5, 1)}

es un automorfisme, graduado en C'H, (5, f) igual a la reduccién de Leray de (fn,z), -

Denotaremos‘como Con; (S, f) = (CH; (S, f),x: (S, f))

Una de las propiédades del indice de Conley es la propiedad de continuidad.

Teorema 3.17. 5i Sy y Sy"son conjuntos invariantes aislados que estdn relacionados bajo conti-
nuidad. Entonces CH, (S1)CH., (S2) .

El indice de Conley homolégico se comporta bien bajo deformaciones y satisface una propiedad
de aditividad, de acuerdo con el sighiente resultado (ver [M]).

Teorema 3.18. a) Propiedad desContinuidad bajo homotopia. Asimase que J C R es un inter-
valo compacto y que f : J x Xy X es una funcion continua tal que para cada A € J la
funcion

HiX—= X, fi(z)=f(\2)

es un homeomorfismo. Sea N ungconjunto aislante con respecto a fy. Entonces Con, (Inv(N, fy))
no depende de \ € J.

b) Propiedad de aditividad. Supongaings que S@€s un conjunto aislante que es igual a la union SoU

Sy de dos conjuntos aislantes disjuntos Sy ySy Entonces Con, (S) = Con, (Sp) @ Con, (S1) .

3.3.1. Indice de Conley y Orbitas.Periédicas

En esta seccién se presentan algunos ejemplos de la aplicacién del indice de Conley para sistemas
dindmicos discretos (ver teoremas 3.20 y 3.21 ). Considereme$ un punto fijo hiperbdlico xy € R™ de
un difeomorfismo f : R* — R” de clase C!. Denotemos a k ¢émo el nimero de valores propios de
Df (xo) fuera del circulo unitario (contado con multiplicidades). Sea [ el nimero de valores propios
de Df (o) que son menores que —1. El par (k, 1) se llamard Indiée de_Morse de zq.

Ejemplo 3.19. = Sea

A= (_02 1(/)2) . (3.5)

En este caso la ecuacion en diferencias que nos queda estd dada por

Yn+1 = AyO
= Anyo

Notemos que el punto fijo para este sistema es el punto (0,0) y, (k1) = (1,1).
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n Considerese la matriz

A=[0 -2 o |, (3.8)

en este caso.(kyl) = (3,3).

» La matriz

A= (; f) (3.9)

cuyos valores propios.gon: A = —2, 1.
Asi en este caso tenemos que {k, 1) = (1,1).
Recordamos que para un conjunte invariante aislado .S,
Con, (S, f) =(CH; (S, f),xi (S, f)),i € N.
En el caso cuando S consiste inicamente'dé un punto fijo hiperbélico, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.20. Supongamos que xg s un punto_fijo hiperbolico de un difeomorfismo f : R" — R".
Entonces {xo} es un conjunto invariante aisladofy

0 ara i # k,
Comi ({xo}. ) = { (Q, (—1)lid> zam i=k. (3.10)

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumifque xy = 0. Primero consideremos el
caso en el que f es lineal, es decir

f(x) = Az, paraalguna A € M, (R).

Sea R" = U & V la descomposicion de R™ en espacios propios de' A gorrespondientes a los valores
propios de A con moédulo mayor que 1 y menores que 1 respectivamente. Asi,sea

B 0

A= { 0 C] (3.11)
la descomposicién de A. Asi

n_|B™ 0

Am = [0 On] (3.12)
y
n Bn O yu U S n

=0 L8] w=th e (.13
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Notemes que existe una norma en R™ tal que A es una contraccién o expansion siempre que se
restrinja al”espacio estable o inestable, respectivamente, (ver | ]). Como todas las normas en R™
son equivaléntes, puede asumirse que (R”, || . ||) es tal que

1A y5]| =00y [|A"yl] = 0, n € Zy;

1A%y5]| =0 v [[A"ypl] = 00, neZ.
Por lo que {0} es el Uni€6 conjunto invariante aislado en cualquier n-cubo que contenga al 0.
Ahora, para probar (3.40))para el caso lineal, supéngase que A tiene n valores propios distintos.
Elijjase una base de tal formaque A tenga la matriz de bloques de diagonales con bloques de
dimensién 1, [A;], correspondiéntes a los valores propios A; reales y bloques de dimensién 2

|: T’j COS ij Tj Sen QOJ:|
—’I"j Sen QOj T’j COS (pj

que corresponden a los pares de valores propios complejos 7; exp (—ip;) y 7 exp (ig;). A con-
tinuacién se define para t € [0,1] la familia de homotopias A; como las matrices de la misma
estructura de bloques en diagonal y con log=eorrespondientes bloques de la forma

costyp; sen ty;
[h (N )] [h ()] [—sen tQ;j COSW?;}’

donde
h(u,t) :==tu+ (1 —t)sng (u) exp(sng (|u| —1)In2),

y sng es la funcion signo.

De esta manera se organizan los valores propios de A;{t &€ [0,1], en reales y complejos, respec-
tivamente. En particular, para t = 0 se tiene que los valores propios de Ag son reales y estan dados
por
—24 /\j < —1,

2, )‘j >,
—1/2, “#1L< \; <0,
1/2, 0< )\j < 1.

h(Aj,0) =sng () exp (sng (|]A;| —1)In2) = (3.14)

donde sng es la funciéon signo.

Asi mismo, los valores propios de A; coinciden con los de A.

Maés aun, puesto que h define una homotopia entre Ay y Ay, se sigue del teoréma de la variedad
estable (ver [(]), que {0} es el tnico conjunto invariante aislado con respectd_ancada A; y de
la propiedad de la homotopia de Conley (ver teorema 3.18 a) se muestra que ‘€om({0},A4y) =
Con ({0}, Ay) . Asi se puede asumir que A = A,. Notemos que de (3.14), se tiene que A tiene una
matriz diagonal en la que —2 aparece [ veces, 2 aparece k — [ veces y las entradas restantes distintas
de ceroson 1/2 0 —1/2.
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Defi

£

e los siguientes conjuntos

N

{@+y,2) e Wi W) xR [z +y[I<2 || 2]<1},
{(e+yz)eN||z+yl=1},
{z+tyeWieWs || z+y|<L 1},
=dz+yeWieWy[|z+y|=1},

A\

ile = l, d1mW2 =k—1

N

39

)

3

donde W1 D W2 =

Graficamente tenemo

-

Figura 3.1: Rep%acié de’N, L, B, S.

ciones

La pareja (N, L) cumple con las propiedades’para ser u@ par de {0} . Definase las aplica-

: (
dadas por ®

d(x1+l'27y) =Ty,

a(xy + x9,y) == (x +y,0). %

Considérese la restriccion de d a B, d' := d,

Notese que B C N y S C L, asi tenemos el siguiente diagrama ;0

.
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Figura 3.2: Cociente de N y L.

N/L A N/L
B/S d B/S

el cual es conmutativo salvo homotepfas (ver figura 3.2). Del diagrama anterior, obtenemos que el
siguiente diagrama también es conmutativo

H, (N/L) U H, (N/L)
H,(B/S) 2 HA(BYS)

donde «, y d, son isomorfismos y concluimos que

0, para i # k,
Con ({0}, f) = (H. (B/S),d.) = { (@, (—l)lid) R ik (3.15)

Finalmente, para la férmula (3.10) en el caso de un mapeo lineal con yalores propios distintos
basta construir una homotopia que una el mapeo A con un mapeo cercano=4% que tenga valores
propios distintos por pares y despues aplicar la propiedad de la homotopia.

Ahora consideramos el caso de un mapeo general f. Notemos que del caso lin€ally del teorema
de Hartman-Grobman se sigue que {0} es un conjunto invariante aislado.

Definase A := Df (0). Tenemos
f(x) = Ax +r(x),
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donde ™(z)y=o (]| z ||) . Sea A € [0, 1] definamos
fu(x) = Az + Ar (x).

Para cada A"€40, 1] podemos aplicar el teorema de Hartman-Grobman para encontrar ¢ (A) > 0
tal que B (d (\))w=dz e R":|| 2 ||<J (M)} es una vecindad aislada con respecto a fy, que aisla
a {0} . Un argumentorde compacidad muestra que existe un § > 0 tal que B (J) es una vecindad
aislante con respectoa _f para cada A € [0,1]. Por supuesto, podemos hacer ¢ lo suficientemente
pequeno para asegurar gué Inv (B (), f) = {0}. Dado que f; = f, fo = A, la tesis se sigue ahora
de la invarianza bajo homotepia del indice de Conley y del caso lineal que se probé.

<

Teorema 3.21. Supongamos que fses un difeomorfismo y xog € R™ es un punto fijo hiperbolico de
12, para algin d € N. Sea (k, {) eFindice de Morse de o con respecto a f2. Sid es el periodo minimo
de g, es decir, [ (x9) # xy para‘p=1,2,...,d — 1. Entonces S := {xo, f (zo),..., [ (z0)} es
un conjunto tnvariante y

& 0 para i # k,
Con; (S) = { (Q.D) parai="k, (3.16)

donde D : Q¢ — Q7 estd dado enla=base eanonica {ei}i:Ld de Q% por

D(e;) =e1) parai=.1,2 ... d—1,
D(e;) = (1) e’

Demostracion. Elegimos un buen par (N, LY de\{x} “con respecto a g := f?. Definamos z' :=
fi(xo), N*:= fO(N),L" := fi(L) parai= 0,157 . d—1.Tomando N més pequefio si es necesario,
podemos asumir que NN N7 = (). Ya que ( es un punto fijé-hiperbdlico, el resultado se obtiene
por el teorema de la variedad estable. Ademas dado ¢ = 0,...4'd > 1 se tiene una conjugacién de g
con g, via el difeomorfismo f? como lo muestra el siguiente diagraifia conmutativo

N J N
fi ~ ~ fz
N 9 Nd+i

donde x' = f%(z). Por consiguiente los puntos z* son puntos fijos hiperbélicos de-§ con el mismo
indice de Morse (k, 1).

Como (N, L) son buen par para {zo}, dado ¢ € {0,1,...d — 1} se satisface lo siguicnte:

» L C N implica f*(L) C f*(N), es decir, L' C N

71



3.4 Indice de Conley y Dinamica Simbdlica 72

» N\ I nos permite garantizar que N\ Lies una vecindad aislante para S; = {z'} ;

» g(L) @N,€ L implica que fi(g(L))N N C L', es decir, g (L) N N* C L, ya que fig= f
(invarianga positiva);

» Dado que (W \ L) C N, entonces g (N*\ L*) C N (conjunto de salida).

Por lo tanto, (N¢, L) parai = 0,1,...,d — 1 es un buen par para S; con respecto a g. De los
d—1_ .
cual se sigue que N’ = . N* es una vecindad aislante con respecto a f y (N’, L) es un buen par
1=
d—1_
para f que aisla {xo, !, 7e ,:z:dfl}, con L' = U L'. Asi tenemos que
=0

H,(N9L)=H,(N°/L°)&---& H, (N"'/L*").

Por lo tanto, se sigue del teorema 3.20 (ver ecuacién (3.15)) aplicado a g y a {z'} que H; (N*/L")
es cero para cada j # k y Hy (N'/L)XQ que es un Q-espacio vectorial de dimensién 1.
Asi, H; (N'/L') es cero para i # kiy 4, (N'/L") es un espacio vectorial de dimensién d.

Elegimos arbitrariamente un generader'a’, € Hy (N°/L°) y definase recursivamente una sucesién
{a'}, 4_; de generadores en Hy, (N'/L) pot @' := Hy, (f) (a') parai=0,1,...,d — 2.

Entonces {€'},_y,_, con € := (B2, ', 7.\, 0) es una base de Hy (N'/L’). Por otra parte se
verifica que (fnr,1/), (€") = €71 para § £0,1, 2, #7d — 2. Tenemos también por (3.6) que

(fN’,L’)k (fd_l) = (f]‘%//,y)k (50) = (gN/,L/)k (ao, 0,... ,O)
- ((—1)la0,0, . ,0) = (—1) ¢,
Esto muestra que (fys,r/), es un isomorfismo y por lo tanto, se'tiene que si S; = {z; = f*(z0)} ¥y
S = U%,S;, entonces tenemos del teorema 3.18 b) que la homolégia de la érbita estd dada por
Con, (S) = @Con, (S;) ~ ®1Q = Q?, y la férmula (3.16) sé-tiene. <
3.4. Indice de Conley y Dinamica Simbdlica
Teorema 3.22. Sea f : X — X un homeomorfismo en un espacio métriedo localmente compacto.

Asumase que N = NgU Ny es una vecindad aislante bajo f, donde Ny y N1 sofizxconjuntos compactos
disjuntos y para k = 0,1

0, en otro caso.

Con,, (Ny,) = { (Qid), sin=1, (3.17)

Entonces N := (Npy N f(Ng)) U (NN f (V) U (NN f(N)) para kL € {0,1} ket | son
vecindades aisladas. Si adicionalmente x. (Ng) no es conjugado a la identidad, entonces existe
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d € N yaund@ _funcion continua sobreyectiva p : Inv(N, f) — Xa tal que el siguiente diagrama

fd

Inv(N, f) Inv(N, f) (3.18)
Pl ~|p
22 Z Z2

conmuta.

Una desventaja en el teorema anterior es el hecho que se necesita cuatro vecindades aislantes y
los correspondientes indices de Conley para verificar la existencia de una semiconjugacién sobre las
dindmicas de corrimientos.

3.4.1. Ejemplos

En esta seccién se presentan ejemplos €onila finalidad de que el lector vea como se aplican las
distintas herramientas que se desarfollaron en las.secciones anteriores.

Comenzamos con los ejemplos 3.23 43:24, paxa’los cuales se considerd [I].

Ejemplo 3.23. Considérese el sistema dindmico discreto (R?, f), donde

(z,y) = f(v,y) =4 (i) . A= (_B/Q _02> . (3.19)

Ndatese que (0,0) es punto fijo hiperbdlico de (3.19), cuyos™valores propios son: A = —1/2,—=2. y

vectores propios.
(1 (0
Ul - 0 y UQ - 1 .

El retrato fase se muestra en la figura 3.5.

Por el teorema 3.20, {(0,0)} es un conjunto invariante aislado y, en'este caso, tenemos que
(k,¢) = (1,1). Por lo cual,

B 0, para 1 # 1,
Con; ({0,0}) = { (Q,—id), parai=1.

De lo anterior y de la tabla 3.1, podemos observar que se tienen varios casos segqun, se_tenga el

par (k,0).

Por lo que
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)
)

Figura 3:37Retrato fase del sistema (3.19).

caso 1 | caso=2 |)caso 34fcaso 4 | caso b | caso 6

k|2 2 2 1 1 0
11 2 0 0 1 0

Cuadro 3.1:1Analisis de(#, ()

| B 0, para i £ 2,
Con; ({0,0}) = { (Q,—1id), parai=1.2;

para los casos 1 y 5 de la tabla 3.1. Por otra parte se tiene

B 0, para i # 0,1, 2,
Con; ({0,0}) = { (Q,id), parai=0,1,2

Y

para los otros casos.

Ejemplo 3.24. Ahora considérese el sistema no homogéneo

yi(n+1) =-=2x1(n)—z1(n) [z

Yo (n+1) = —2x9(n) —z2(n) [x%

Este sistema lo podemos reescribir como
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) = (& 2) G+ ChGEwTG)- oo
Notemos qu€ ebpunto (0,0) es un punto fijo hiperbélico del sistema (3.20), pues
Df (0,0) = <_02 g) : (3.22)

Aplicando el teorema 3214 el sistema (3.20) tiene un conjunto invariante aislado, a saber, C' =
{(0,0)} . Ademds podemos concluir, por (3.22), que

| B 0, para i # 2,
Con; ({0,0}) = { (Q, —id), parai=2,

ya que los valores propios de D (0,0) estan fuera del circulo unitario, y por lo tanto (k,{) =
,1). El retrato fase para el sistema-se puede apreciar en la figura 3.4.
2,1). El retrato fi [ sist d ' la fi 3.4

/]

N
/
<= /f.
N
V

AN
e

N

Figura 3.4: Retrato fase para el ejemplo 324,

Para los siguientes ejemplos consideramos esencialmente los articulos [M] Yy [BF].

Ejemplo 3.25. Sean X = S? = R?U{cc} y f : X — X la funcion herraduradé\Smale. Esta es una
funcion continua que mapea los rectaingulos Ry y Ry linealmente en los rectangdlos Sy y S1 como
se muestra en la figura 3.5, donde el cuadrado ABCD es el cuadrado [0,5] x [055] .

El conjunto N = [0,5] x [0, 5] es una vecindad aislante. Tomemos
P =11,4] x[0,5], Py:=][1,4] x ([0,1]U[2,3]U[4,5]).

Entonces P = (Py, Py) es un buen par y (fp, p,), tiene la matriz

5
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Figurar3.5: Herradura de Smale con N = [0, 5] x [0, 5].

1 -1
1 -1/
Se sigue que (fp,p)> =0, lo que.implica que H, (Py/Py,[Py]) /gker (fp,.p,), = 0 y por lo tanto

la herradura de Smale tiene indice degConley cero.

Ejemplo 3.26. Esto no se tiene para el conjunto invariante aislado S mostrado en la figura 3.6.

Figura 3.6: Figura para el ejemplo 3,26.

El par P = (P1, P») en el ejemplo 3.25 vuelve a ser un buen paw, pero en este caso (fp, p,), tiene

la matriz
11
1 1/

Dado que (fn1)’ =2 (fyi),, se sigue que gker(fnp), = ker(fn.r), y enéontramos que

B 0, para k # 1,
Con: (5) = { (Q,2id), para k=1.

Sin embargo, cdlculos similares para coeficientes enteros implica que el indiceles cero, ya que
2id 1 Z — 7 no es un isomorfismo, solo un monomorfismo y su imagen generalizadares cero. Lo
que nos muestra que algunas veces los coeficientes racionales pueden dar mds informaeiom.

Por otra parte, el indice de Conley para la herradura de la figura 3.7
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Ry E 2 1

Figura 3.7: G-herradura, ejemplo 3.26, caso 2.

es
- 0, para k# 1,
Coni,(S5) = { (Q,id), parak=1.

Asi, para las tres herraduras anteriores obtenemos tres indices diferentes para cada uno. De lo
que se tiene que ninguno de ellos se puede deformar en el otro sin dar lugar a trayectorias acotadas
que crucen la frontera de N. Pues de lo gentrario contradecimos la invarianza bajo homotopia del
indice.

Ahora se presenta un ejemplo en el qué,se aplica el método de Euler.

Ejemplo 3.27. Conley probo que el-sistema de\écuaciones diferenciales

{x; =i, =12, n—1, (3.23)

T, = (x1)2 =1,

admite una solucion acotada no constante. Una pregunitaque surge es si para el sistema dindmico
discreto obtenido de (3.23) por el método de dprorimacign de Euler, es decir, el sistema definido
por la funcion

fs :R* - R"
(X1, T2, ..., xp) = (T1, T, ..., Xy) + 8 (.TQ,...,($1)2 — 1)
donde s es una constante que denota el paso del método de FEuler. Notemos que después del
cambio de coordenadas lineal z; := s" 'z la funcidn fs se transformd_en

fs ' R" =N

(21,22, .y 2n) = (21,20, .., 2n) + (22, ey Zn, (21)2 — 52”) :

El origen es el inico conjunto invariante aislado no trivial con respecto a fo,C ({0}, fo) = 0.
Por lo que se sigue que B = {x € R:|| z ||< 1} es una vecindad aislante para fs pare.s pequenos. Si
dos puntos fijos de fs fueran las trayectorias de fs en B, entonces, por el teorema~3718.b), deberian
tener indice cero. Sin embargo, se tiene que uno de los puntos fijos debe ser hiperbolico,. asi, por el
teorema 3.20, al menos uno de ellos debe tener indice distinto de cero.

Esto muestra que la aprozimacion de Euler del sistema (3.23) también admite una trayectoria
acotada no constante al menos para valores pequenos del paso s.
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Capitulo 4
Caos de mapeos tipo herradura

En esta seccion analizames’mapeos de tipo herraduras desde un punto de vista topologico,
utilizando el invariante dado por,elindice de punto fijo. El material expuesto en este capitulo puede
ser consultado en [Z].

4.1. Aplicacion del indice de punto fijo

Vamos a denotar por p(z,y) la distaiicia de z a y en R% Para Z C R? y 2 € R? escribi-

mos p(x, Z) = inf{p(z,y) |y € Z¥,B. () = {yhp(z,y) <e} vy B.(Z) = {y | p(x,Z) < €} . Para
funciones F' definidas en [0, 1] x Z se escribird EX (z) en lugar de F' (A, z).

Sea f : X — X una funcién continua'y Z G XieSe define Inv(Z, f) = ﬂ f|Z .S Z es

compacto entonces Inv(Z, f) es un conjunté imvarianteanaximal contenido en Z.

Definicién 4.1. Sea Z C X. Se dira que Z es una veciwdad aislante para f si Z es compacto y
ademds Inv(Z, f) C int(Z).

Sean Zy, Z1,- - , Z, conjuntos disjuntos por pares. Sea o« = (Qg oy, - -+, v,) donde oy; € {0,1,--- | s}.
Definimos
Zé ‘= Zao mFA_l(Zm) N NFT(Za)

Observacién 4.2.
ZéﬂZé\:@, para o # 3.

Lema 4.3. Sean M C R? un conjunto compacto, N un subconjunto compagte_de M y F : [0,1] x
M — M una funcion continua. Asuma que N es una vecindad aislada para FX_péwa todo A € [0, 1].
Entonces eziste un conjunto abierto D tal que D C int(N) y para todo A € [0, Ny Inv(N, Fy) C D.

Demostracidn. Sea xg € IN y A € [0, 1]. Entonces zy ¢ Inv (N, F\,) ya que IN # 0ellnv(N, F)) C
int (IV), lo que implica int( )NON = 0. Asi, existe k > 0 tal que F}, (x9) ¢ N o z ¢ FfoIN (N) ya

que z ¢ Inv (N, F),) = ﬂ Fy. (N). Por lo que z € U (F{ (N))°. De esta forma, existe k € Z

n=—oo n=—oo
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4.1 Aplicaciéon del indice de punto fijo 79

tal que w &{F{ (N))°, por lo que z ¢ F{ (N).

Como k >0 y)F), (IV) es compacto, en particular, es cerrado, entonces se sigue que = € (F )’fo (N ))C =

U,y U es abietto. Por lo que existe B, (x9) C U C R%. Asi B, (29) N F¥ (N) = 0, lo cual implica
Ff (N) N Bekmy) = 0; esto es, x € FY (N). Existen B (Ao, ), B (2, €) tales que

F{(x) ¢ N 6 x ¢aFyny (N) para todo (X, z) € B (X, 6) x B(xg,€) C [0,1] x (FY |y (N))C. (4.1)
La afirmacién anterior.dice que dado x € ON existen d,, €, > 0 tales que (4.1) en x implica que

r eB(w,e;) — U, es decir,ON = U eaNB (x,€) .

La familias de conjuntos U, x = B (2% €) x ((A — 0, A + ) N [0, 1]) es una cubierta abierta del conjunto
compacto N x [0, 1]. Asi, existe gha subcubierta finita Uy, 5,7 = 1,--- ,n.

Definamos W := Uf_lU(wi,,\i).Elconjunto W es abierto en M x [0, 1], contiene a ON x [0,1],z ¢
Inv (N, F\)¥Y (A z) € W.

Ahora, sea © € ON entonces existen bola§\Y},; con centro en x y conjuntos abiertos A; en [0, 1] para
1=1,---,m tales que

Yaix N CWzy {71 o1cU (Voi X Ay)

En efecto, Y, ; x Ay CW = U,y =B (,¢) x (A= 6,2+ 0)N[0,1]). Elegimos Y, ; = B (x,7;)
con v; < d(x,0B (z;,€)) tal que Y,; = B (27;) CBAmie) para todo i tal que z € B (z;,¢€) . Sea
Y, = m'_le,i. Entonces

Vo () Yai =) Bew) = B @ y)te, i =min{y}.

Luego o
Yioix Ny CW,

donde Y, ; x [0,1] =Y ,; x A;; C W. Si elegimos UAi = [0, 1], entonces

Vi x[0,1] = U’f; (Vai x Ayy) CW.

Porlo que {Y, | z € N} es una cubierta de N, y existe una subcubierta finita {¥& | = 1,--- {1} .
‘ —
Definamos V' := U 1_1}/;T. Ahora bien, se tiene que ON C int (V) y V x [0,1] C W&

Ahora definamos D := N\V. EI conjunto D asf definido es un conjunto abierto, y Tiv(N, F) C
D, para todo A. De 9N C V se sigue que D C Int (N).
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Teorema4.4. Sean N = UN,,s = 0,--- ,m donde Ny, C R? son conjuntos compactos disjuntos
y int(Ny) & N,. Sean f,g: N — R® funciones continuas. Supdngase que existe la homotopia que
conecta a f7yg'tal que N es una vecindad aislante para X € [0, 1]. Entonces para cualquier sucesion
finita (g, aq, -4 wry) € {0, - ,m}"jLl los indices de punto fijo

I (fn+1aNao N fil (Nal) ARERAR fﬁn (Nan)) )

L (gn+17 Nao N 971 (Noy)Noooong™ (Nan>)

son iguales.

Demostracién. Sean F - [0,1] %N — [—L, L]* continua, entonces F = (Fy, Fy,--- ,Fy), y F; es
continua para todo 1.

Si A; = [0,1] x N, la funcién F; +A; — [—L, L] es continua, para todo i. Notemos que existe
F; - [0,1] x [-L,L]* — [~L, L] pafa.taodo i tal que F; = F; en A; para todo i. Definamos F =

<F’1,Fg, e ,Fd> . Luego escribimos, para todo (A, z) € [0,1] x N

Fnz) = (ﬁl(x,@,... ,Fd()\,x)> — (FL(\a), By (\ ), Fy(\ ).

Asf podemos considerar A := [0,d}><f—L, Ty sin perder generalidad podemos trabajar con F,
pero para ahorrar notacién se escribird £en lugardé F. Como F : A - RY F = (F|, Fy, -+, Fy) , F;
es continua para todo %.

Dado que N C [-L, L]d es aislante, entontes

Inv(N, F\))C Int(N),

ademas
F(Inv(N, Fy)) C F(Int(N)) C Im(BY€ [-L, L]*

por lo que podemos iterar F sin salirnos del dominio de definfeién.

Ahora fijamos ny a = (ag, a1, - ,a,). Sin = 0 como f y g"Sen homotdpicas se tiene la
conclusion ya que

](f7 Nao) = I(ga Nao)'
Por otro lado, del lema anterior podemos encontrar conjuntos D, C' tal que

DcC, Ccint(N), Inv(N,Fy)C D, paratodo A0, LF. (4.2)

En efecto, sean
C=JBs, (n) cint(N), C=[]JBs, (p) Cint(N).

peD peD



4.1 Aplicaciéon del indice de punto fijo 81

Pero C' = @0.C", incluso si C = DU U Bs, (p) | implica que D C D C int (N) lo que implica
pEOD

C=DU ( U Bap(p)> C int (N).
peID
Nétese que D C C' C Gf pues de (p) C Bs, (p) Cint (N).
2

Ahora definamos C; = G.N;, D; = D N N; puede ocurrir que C; N 0D # 0, D; N 0D = (). Sea
0 > 0 tal que
Sean Ao € [0,1] y € [-L, L]?. Efitonces existe un conjunto abierto A en [0,1], con Ay € A tal que
para todo A, Ay € A,

p (FE O\ GfF (Mg, 2)) <6, i=1,--- ,m. (4.4)
r e Dy = {ﬂf‘Fi(-f’f) € D,,} siy solosi F,{ () € Do, C Dq,, ademds x € C) si y solo
F{ () € Cy, C C,,. Para concluir la,demostracion, siguiendo [7], enseguida vamos a bosquejar la

idea principal usando las propiedades de indice-de punto fijo.
Afirmacion. Se satisface que

D) C €9 C int (N, (4.5)
FP (1) %% _para 4 €N\ D).

Esta afirmacion implica que

a) Para A\, \g € [0, 1] los conjuntos frontera
bd(D;),bd(C7), bd(N)
estan contenidos en N2 \ D).

b) El fndice de punto fijo para los mapeos iteraciones Fyt!, relatiVo-a D)}, C2, N2, respectiva-
mente, esta bien definido.

Luego
[(FYT, D)) =1 (FyH,C00) = I (FYHND) (4.7)
Sustituyendo A := \g, escribimos
F(FE, D) = 1 (5, C0) (45)
De (4.5) y (4.6) se sigue que para todo A € A y para todo ¢ € bd (C’AO, 04)
Ft(z) # @

81



4.2 Mapeos de tipo herradura topolégica 82
De la_invarianza bajo homotopia del indice de punto fijo, obtenemos
(P o) =1 (FH C)°), paratoda A € A. (4.9)
De (4.7), (4.8)§(429) concluimos que
I(F{t, DY) =1 (Fy, D)), paratoda A € A. (4.10)
De la compacidad deq0,4] y (4.10) obtenemos
L(Fg, Dg) = 1 (K™, D,)
Se sigue, finalmente, de (4.7)que
D(F™,N8) = I (P, V2).
<

4.2. Mapeos de tipo herradura topoldgica

En esta subseccién consideramossmapeos del tipo de homotopia de una U-herradura o bien
de una G-herradura, para los cuales’ nos interesainos en condiciones suficientes que garanticen en
principio el analisis cadtico que estos pueden presemtar. En este sentido nos enfocamos en un punto
de vista topoldgico-algebraico sin considerar una‘estfuctura diferencial para los mapeos de interés.

Definamos los conjuntos Ny = [—1,1] x [#1, —0.5)7 N; = [—1,1] x [0.5,1.0] y N = NyU Ny.

Definicién 4.5. Las funciones U : N — R?2 G N — R? definidas por

(—0.5,5 (y +0.75)),  ‘para, (z,y) € No,

Ulz,y) = { (0.5, =5 (y —0.75)),  pdraXz,y) € Ny

G (2,y) = (—=0.5,5(y+0.75)), para (xyy) € No,
oY) = (0.5,5(y — 0.75)),  para (z,y).€ Ny,

son llamadas U-herradura y G-herradura, respectivamente (figurael).

Definicién 4.6. Sea P C R? un rectdngulo [a,b] x [c,d], a < b, ¢ < d, agb,c,d € R, yd§ > 0.

Definimos

V(P,6) :=a,a+ 0] X [e,d]U[b—8,b] x [c,d],
H (P,6) :=[a,b] X [c,c+d]U]a,b] x [d—4,d.

Para cualquier conjunto Z = UP;, P, = [a;,b;] X [¢;, d;], definimos

V(z,6):=JV(P0), H(Z06) :=|]JH (P

como las 0-vecindades en Z de las aristas verticales y horizontales de Z, respectivamente.
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U(c)=0(d)  Ule)=U(f) G(c)=6(d)  Glg)=G(h)
h g h g
Nl N1
£ e £ e

d d
Ny Ny
a b a b
U(a)=U(b)  U(g)=U(h) G(a)=G(b)  Gle)=6(f)

Figura®ds U-herradura y G-herradura, respectivamnete.

Ahora introducimos dos condieiones geométricas para que /N sea una vecindad aislante para una
funcién f: N — R2, dichas condiciones son las siguientes:

a) f(H(N)NN =0,
b) f(N)NV (N) =0.

Geométricamente, la condicién a) dige que las aristas horizontales son llevadas por f fuera de N,y
la condicién b) nos dice que las aristaswverticales/mo intersecan a la imagen de N.

Definicién 4.7. Sea F : [0,1] x N — R* una homoetopia continua que conecta a f con g, es decir,
F(Oal‘th) :f(mlwrQ) Yy F(1>J717I2):g(1’171’2)-
Se dird que F' es apropiada si las condicione$ a) y b) se’cumplen para cada Fy, X € [0,1].

Teorema 4.8. Sea f : N — R? una funcién confinua. Supofiga*que existe una homotopia apropiada
F que conecta a f con la U—herradura o con la G—herradura” Entonces para cualquier secuencia
Qg, . .., existen puntos x,y que satisfacen

fi(zr) €N, parai=0,...,n y " (z)s4,
f'(y) € No, parai=0,....,n y " (y) ¢ N.

Definicién 4.9. A las funciones para las cuales las hipotesis del teoremia anterior se tienen, se
llaman herraduras topologicas.

4.3. Semiconjugacién con el mapeo corrimiento:-Condicio-
nes suficientes

Recordemos que o : ), — >, es la funcién corrimiento tal que (o (a)), = ax41, donde a e ),
y >, €s el espacio de secuencias bi-infinitas de 0's y 1's.
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Teorema.4.10. Sea f : N — R? una herradura topoldgica que es inyectiva. Entonces existe una
funcion coflinua sobreyectiva g : Inv(N) — >, tal que go f = o og. Si a € ), es periodico,
entonces g™ (@), contiene puntos periddicos con el mismo periodo.

n=—oo

Demostracién. Tenemos que Inv (N) = My f/y (V). Para cualquier ¢ € Z y z € Inv (N), defi-
nimos g; (z) = j,'s1 f* (x) € N;. Esta funcién estd bien definida, es continua, e induce una funcién
continua g : Inv (N) 5", . Nétese que go f = g og. Del teorema 4.8 se sigue que g~* de cualquier
trayectoria periddica‘eontiene una orbita peridédica con el mismo periodo. Pero los puntos periddicos
son densos en {0,1}”  aél las entradas de {0, 1}” estan en las imagenes de g. <
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado el indice de Conley homoldgico y pudimos apreciar su utilidad
como una herramienta topolégicasalgebraica invariante alternativa para abordar el analisis de la
caoticidad de sistema dinamicos @discretos, cuyo enfoque, a diferencia del clasico, consiste en in-
corporar en dicho analisis los grupos-de-homologia ciibica asociada a un buen par de un conjunto
invariante aislado.

En los teoremas 3.20, 3.21 se calculd el/indice de Conley homoldgico para un punto fijo o bien
una 6rbita periddica a través del indice de=Morse discreto, lo cual relaciona la dinamica discreta
y la homologia ciibica. Asi mismo,el/teorema 3.22 muestra que existen condiciones suficientes que
garantizan que un homeomorfismo se"puede restringir a un conjunto invariante de tal manera que
resulta ser semiconjugado al mapeo cérrimientogde dos simbolos, lo que nos acerca, en principio
usando este enfoque, al andlisis de la caoticidad dé dieho mapeo.

Finalmente, como podemos observar en€Leapitulodyses posible garantizar que un mapeo de tipo
herradura inyectivo en el plano es semiconjugade-al mapeo corrimiento en dos simbolos, sin utilizar
el indice de Conley. Lo cual es una alternativa‘piramente topologica para garantizar la caoticidad
del mapeo en estudio, en el cual el indice de Conley homolégieo, no se pueda usar para tal fin.
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