Universidad Juarez Auténoma de Tabasco “”

Divisién Académica de Ciencias Basicas i‘ /;

\.‘\\ '.
O

ESTABILIDAD GLOBAL DE UN
MGODELO EPIDEMIOLOGICO CON
MIGRACION Y TRANSPORTE

Tesis
Para obtener el titulo de:
MAESTRA EN CIENCIAS EN
MATENMATICAS APLICADAS

Presenta
LIC. ITZAYANA. YISELY

MADRIGAL ESTRADA

Director de tesis:
Dr. Gamaliel Blé Gonzalez

Co-director de tesis:
Dr. Ivan Loreto Hernandez

Cunduacan, Tabasco. Agosto.2024.



Declaracion de Autoria y Originalidad

En la Ciudad de¢' Cunduacdn, Tabasco, el dia 15 del mes agosto del afio 2024, el que suscribe Itzayana Yisely
Madrigal Estradaj alumna(o) de la Division Académica de Ciencias Basicas con numero de matricula
222A15001 adscritosa, la Maestria en Ciencias en Matematicas Aplicadas, de la Universidad Juarez
Auténoma de TabascoComo autor dela Tesis presentada parala obtencién del tituloy titulada Estabilidad
Global de un Modelo Epidemiolégico con Migracidn y Transporte dirigida por el Dr. Gamaliel Blé Gonzdlez
y el Dr. Ivan Loreto Herndndez

DECLARO QUE:

La Tesis es una obra original que'no infringe los derechos de propiedad intelectual ni los derechos de
propiedad industrial u otros, de acuerdo con el ordenamiento juridico vigente, en particular, la LEY FEDE
RAL DEL DERECHO DE AUTOR (Decreto por el que se reforman y adicionan diversas disposiciones de la Ley
Federal del Derecho de Autor del 01 deé™ulio de 2020 regularizando y aclarando y armonizando las
disposiciones legales vigentes sobre la materia), en particular, las disposiciones referidas al derecho de
cita. Del mismo modo, asumo frentea la Universidad cualquier responsabilidad que pudiera derivarse de
la autoria o falta de originalidad o contenido'de la\Tesis presentadade conformidad con el ordenamiento
juridico vigente.

Cunduacdn, Tabasco a 15 de agosto del 2024.

Itzayana Yisely Madrigal Estrada



eéSiCag, L
UIA I A @ s\\. Division 2C24
) "I (=4 \" Académica Felipe Carrillo
UNIVERSIDAD JUAREZ \l‘ é G .\, de Ciencias PUERTO
AUTFENOMA DE TABASCO RWE7 YY) Basicas
AW/
£ & .“.“.
“ESTUDIO EN LA D@DA. ACCION EN LA FE? UJAT
DIRECCION

21 de agosto de 2024

LIC. ITZAYANA YISELY'MADRIGAL ESTRADA
PASANTE DE LA MAESTRIA EN CIENCIAS
EN MATEMATICAS APLICADAB

PRESENTE

7(_' v
Por medio del presente y de Ia"rpanera mas atenta, me dirijo a Usted para hacer de
Su conocimiento que proceda a la imbr'e.sic')n del trabajo titulado “ESTABILIDAD GLOBAL
DE UN MODELO EPIDEMIOLQ,GICO CON MIGRACION Y TRANSPORTE”, en virtud de
gue reune los requisitos para el ’EXAMEN PBOFESIONAL y obtener el grado de Maestro

sr
en Ciencias en Mateméticas Aplicadas. " p
~ A

" 2 W
LEt‘ir‘:v. ll

i

Sin mas por el momento, reciba un cordial. séludo g

/

DiFIsI0 gaIERICA DF
CIENTIAS @ARIAS

DRA. HERMICENDA PEREZ VIDAL
DIRECTORA

C.c.p.- Archivo

DIR’DRA.HPV/JP'DRA.EAM/jKal }

Km.1 Carretera Cunduacan-Jalpa de Méndez, A.P. 24, C.P. 86690, Cunduacan, Tab., México.
Tel/Fax: (993) 3581500 Ext. 6702,6701 E-Mail: direccion.dacb@ujat.mx

WWWw.ujat.mx



CARTA DE AUTORIZACION

Cunduacan, Tabasco a 15 de agosto del 2024.

Por medio de ‘la presente manifestamos haber colaborado como autores en la
produccion, creaCigmy/o realizacidon de la obra denominada Estabilidad Global de
un Modelo Epidemitlégico con Migracion y Transporte. Con fundamento en el
articulo 83 de la Ley'Federal del Derecho de Autor y toda vez que, la creacion y/o
realizacion de la obra_antes mencionada se realiz6 bajo la comision de la
Universidad Juarez Autonoma*de Tabasco; en y aceptamos el alcance del articulo
en mencion, de que tenemos€l derecho al reconocimiento como autores de la obra,
y la Universidad Juarez Autonoma-de Tabasco mantendra en un 100% la titularidad
de los derechos patrimoniales porwun periodo de 20 afnos sobre la obra en la que
colaboramos, por lo anterior, cedemos el derecho patrimonial exclusivo en favor de
la Universidad.

COLABORADORES

G anihol B2 .. Lok

Dr. Gamaliel Blé Gonzalez. Dr.dvan Loreto Hernandez

et

ltzayana Yisely Madrigal Estrada

TESTIGOS
L

o g

Reina Marisol Madero Hernandez René de la Cruz de los Santos




Agradecimientos

Dedicado a:

Dios y mis padres.
Agradecimientos

Agradezco:

En primer lugar, me gustaria alabar yagradecer a Dios, el todopoderoso, que me ha concedido
innumerables bendiciones, conocimientes,y oportunidades, de modo que finalmente he podido
culminar la tesis. Aparte de mis esfuerzos, el éxito de este trabajo depende en gran medida
del aliento y las directrices de muehos otros. Aprovecho esta oportunidad para expresar mi
gratitud a las personas que han*sido_fundamentales para la realizacion de esta tesis.

A mis padres por el aliento y apoyo\incesante” durante el proceso de finalizacion de la te-
sis, ademas, por las facilidades y la~atencion quedme brindaron. Hoy cuando concluyo mis
estudios, les dedico a ustedes este logrol amados padres; como una meta mas conquistada.

Expreso mi agradecimiento a los directores de tesis#Dry Gamaliel Blé Gonzailez y Dr. Tvdn
Loreto Herndndez que me han apoyado duramte todo” este proyecto. Asi como a todos los
docentes que formaron parte de mi formacion como Meéstra en Ciencias en Matemadticas
Aplicadas.

A mi novio Johann Van-Strahlen por haberme apoyado tantofpor todas esas noches en vela
siéndome de compania, porque a pesar de todos mis fallos siempre creyo en mi y me hizo
confiar en mi misma. Gracias a mis companeros por haber hecho_desmi etapa universitaria
un trayecto de vivencias que no voy a olvidar, sobretodo a mi companera y amiga Fernanda
Dominguez por el apoyo mutuo que nos dimos a lo largo de la maestria.

Este proyecto representa anos de esfuerzo y dedicacion por lo que jamas me, alcanzardn las
palabras para agradecer a cada persona que aporto a este gran logro.

Itzayana Madrigal

v



Indice general

Agradecimientos A

Estabilidad global de un modelo epidemiolégico con migracion y transporte vi

Resumen . . . . . . . . .0 @M L VI
Abstract . . . . . ... A VI
Introduccion . . . . . . ... OND VII
Marco Tedrico . . . . . . . e e e e e e e e VIII
Justificacion . . . . . ... LS L IX
Pregunta de investigacion . Lee=p. . TN L L L Lo X
Hipdtesis . . . . . . . . . .. TN L G X
Objetivo general . . . . . . . . L o0 SN o X
Objetivos especificos . . . . . . . J. 0% . .0 aom= . . ..o X
Metodologia . . . . . . . ... TN N X
1. Preliminares de ecuaciones diferenciales 1
1.1. Teorialocal . . . . . ... ... .. % . A 1
1.1.1. Teorema de existencia y unicidad . . . . . ... ... ... ... 1
1.1.2. Linealizacién . . . . . . . ... . . ... . @ w. .. 2
1.1.3. Teorema de Hartman-Grobman . . . . . . .%7. .. ... ... ... 2
1.1.4. Teorema de la variedad estable . . . . . ... . N, ... . ... .. 3
1.2. Estabilidad . . . . . . .. ... ... T e 5
1.2.1. Funciones de Lyapunov . . . . . . . .. .. ... Y 0L )
1.2.2. Teorema de Poincaré-Bendixson . . . . . . . . . . ... #\. .. ... 6
1.2.3. Método para determinar estabilidad global en el equilibrie libre de
enfermedad. . . . ... ... LN e 9
1.3. Anaélisis en puntos de equilibrio no hiperbdlicos . . . . . . ... .9 J. . .. 10
2. Modelos epidemioldgicos basicos 11
2.1. Modelo sin migracion . . . . . . . ... T 12
2.1.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local . . . . . . .. ... ... . %, 12
2.1.2. Estabilidad global . . . . . . .. ... N 13
2.1.3. Bifurcacion . . . . .. .. 15
2.1.4. Simulaciones numéricas . . . . . . . . . ... 16
2.2. Solo individuos susceptibles viajan . . . . . . ... ... 18



INDICE GENERAL

2.2.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local . . . . ... .. .. ... ...
2.2.2. Estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad . . . . . . . . ..
2.2.3. Simulaciones numéricas . . . . . .. ..o

3. Modelos,epidemiolégicos con migracion
3.1. Inféetados de la ciudad 1 restringidos de viajar . . . . . . . . .. .. ... ..
3.1.1{ \Puntos de equilibrio y estabilidad local . . . . ... .. .. ... ...
3.1.2. HFstabilidad global del equilibrio libre de enfermedad . . . . . . . . ..
3.1.3. Bifurcacién . . . . . ...
3.1.4. Simalaciones numéricas . . . . . .. ..o
3.2. Todos los indiyiduos viajan entre las dos ciudades . . . . . . .. .. ... ..
3.2.1. Puntos(desequilibrio y estabilidad local . . . . ... .. ... .. ...
3.2.2. Estabilidad glebal del equilibrio libre de enfermedad . . . . . . . . ..
3.2.3. Bifurcaciént . ., . . ...
3.2.4. Simulaciones@méricas . . . . . . . ..o

4. Modelo sin deteccién de enfermedad a la salida
4.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local . . . . . .. .. ... .. ... .. ..
4.2. Estabilidad global del equilibtio)libre de enfermedad . . . . . . . . . .. . ..
4.3. Simulaciones NUMEricas . . . e o . o o e e

5. Modelo con deteccién de enfermedad a la entrada y a la salida
5.1. Puntos de equilibrio y estabilidad lo¢als . . . . . . . . . . ... ... .. ...
5.1.1. Alta probabilidad de.éxito enla.deteccién de infectados a la salida . .
5.1.2. Baja probabilidad de éxito en lagdeteccion de infectados a la salida .
5.2. Estabilidad global del equilibrie”libte de énfermedad . . . . . . . . . . . . ..
5.3. Simulaciones numéricas . . . . N . . T L L L

Resultados

Conclusion

Bibliografia

Apéndice A

Apéndice B
5.4. Prueba de la proposicion 3.2.2. . . .. ..o 0T e
5.5. Prueba de la proposicion 3.2.3 . . . . . ... ... S L

Apéndice C

Apéndice D

5.6. Prueba del Teorema 5.1.1 . . . . . . . . . . . .. s N
5.7. Prueba del Teorema 5.1.2 . . . . . . . . .. ..o

II

18
23
24

29
30
30
32
34
35
43
43
44
46
49

56
57
29
61

70
71
73
73
74
7

82

84

85

87

91
91
94

97



83



Indice-de figuras

1.1, wy « limite del sistema,(1.6). . . . . . . . ... ... Lo 8
1.2. Ejemplos gréficas y €ielos separatriz. . . . . . . .. .. ... 9
2.1. Gréfica de bifurcacion. “="N". . . . . . 16
2.2. Curvas solucion. . . . . . @ o . . . . e 18
. . TN 6 2 6 2
2.3. Series de tiempo con condicidn, inicial AR 25
2.4. Proyeccion en el espacio Io=0."". . . . . . . . ... 26
2.5. Series de ti dicién inieial 142 12 28
5. € — =, =, = . ..
eries de tiempo con condicién inicia TOTAEET
2.6. Proyeccion en el espacio Io(=0. . ."¢". . . . . ... 28
3.1. Bifurcacion en el parametro S4. % . .G o . . ..o 36
3.2. Series de tiempo con condicién inicial A, 13 3 37
2. Seri iem n condicién inici — A S—,—= | .
P 161616’ 16
3.3. Proyeccién en el hiperespacio. . . W . . TTN Lo 38
5 6 6 28
4. ies de ti dicion inicial | —, —, =, = |. . ... . ... ...
3 Series de tiempo con condicion inicia (13, 313 13) 39
3.5. Proyeccién en el espacio Io =0. . . . . . . ... a0 40
. . e 4 3 11 2
3.6. Series de tiempo con condicién inicial (5, 99" §> ............. 42
3.7. Proyeccién en el espacio Io =0. . . . . . . ... N oL 42
3.8. Bifurcacion en el parametro £. . . . . .. ..o UND Lo 48
5 3 1 11
9. i i icién inicial | —, —, —,—|. . ..\ . .. ..
3.9. Series de tiempo con condicién inicia (16’ 1616 I 50
3.10. Proyeccién en el espacio Io =0. . . . . . . .. ..o 00N L 50
311, Series do i dicién inicial 6 4 11 17 59
.11. Series de tiempo con condicién inicial | —, —, —, — |. . . .. .. . ..
P 137137137 13
3.12. Proyeccién en el espacio Io = 0. . . . . . .. .. L0 N e 52
. . e 4 5 11 5
3.13. Series de tiempo con condicién inicial 9°9°9°9) 55
3.14. Proyeccién en el espacio Io =0. . . . .. ... ... ... ... ... ... .L )

1111 211
4.1. Series de tiempo de las poblaciones con condicion inicial ( ————— ) 63

v



INDICE DE FIGURAS s

4.2.
433.

4.4.
4.5.
4.6.
4.7.

5.1.
2.2.
5.3.
5.4.

Proyeccion en el espacio 1o =0. . . . . . . . ... oL 64
Series de ti d"""11811111 65
eries de tiempo con condicion inicial | —, =, =, —, =, = |. . . . . . ... ..
P 10°2°4°10°4° 8
12 1 11 12 16 1
Series de ti dicién inicial | —, —, —, —, —, — . . . . . . .. 66
exies de tiempo con condicion inicia ( =10 47 10° 10’ 30)

Seriesde tiempo con condicién inicial (5.99,0.98,0.4,6.5,1.2,0.8). . . . . . . 67

23 145819
Seriestdesti dicién inicial | —, —, =, =, =, = ). . . . . . . .. .. 68
eries*destiempo con condicion inicia (3, 37333’ 2)
Proyecciénien el espacio So =L =0, =0. . . . . . .. .. ... .. 69
1111 211
ies de ti dicién inicial [ =, =, =, —, =, — ). . . . . . ... .. 7
Series de tiempo.con condicién inicia (2,4,2,10,3, 4> 8
Proyeccion en elespacio So =L =0, =0. . . . . . . ... .. ... .. ... 79
Series de ti d..,...11111211 %0
eries de tiempo con condicio cal | =, =, =, —, =, — . . . . . . ... ..
ri iempo con condicién inici 5 1310’3 4



Estabilidad global de un modelo
epidemioldgico con migracion y
transporte

Resumen

En este trabajo se analiza la dinémica de cuatros modelos epidemioldgicos, los cuales per-
miten comparar el efecto de la migraeién y el establecimiento de controles para detectar
infectados, a la hora de entrar o salif d¢ un viaje, en la erradicaciéon de una epidemia. En
particular, calculamos el nimero reproductivo bésico de cada modelo, establecemos condi-
ciones para la estabilidad global.del equilibrio libre de enfermedad y para la existencia de
un equilibrio endémico. Ademasésezmuestran/simulaciones numéricas que ejemplifican los
resultados analiticos obtenidos paras€ada uné deé los modelos.

Palabras claves: equilibrio libre de-enfermedadgequilibrio endémico, niumero reproductivo
basico, estabilidad global.

Abstract

In this paper we analyze the dynamics of four epidemiologigal models, which allow us to
compare the effect of migration and the establishment of controls to detect infection, when
entering or leaving a trip, on the eradication of an epidemic. In particular, we calculate
the basic reproductive number of each model, establish conditions£0x the global stability
of the disease-free equilibrium and for the existence of an endemic equilibrium. In addition,
numerical simulations are shown that exemplify the analytical results obtained for each of
the models.

Keywords: disease free equilibrium, endemic equilibrium, reproductive basie’nwmber, global
stability.
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Introduccion

Un preblema bésico en epidemiologia es la determinaciéon de umbrales, los cuales son valores
criticos”para cantidades como el tamano de la poblacion o la densidad del vector que debe
superarse para que se produzca una epidemia. Tal es el caso del nimero reproductivo basico
Ry, el cual és-el promedio de nuevos casos que una persona infectada va a provocar durante
el periodo de(centagio, por lo que Ry < 1 implica la erradicacion de la enfermedad. Este
nimero resulta sérde gran utilidad para la toma de decisiones en la salud piblica, ya que
constituye un indicador que estima la velocidad de propagacién de una enfermedad en la
poblacién. En un miodelo matematico basado en ecuaciones diferenciales, esta condicién
implica la existencia desin punto de equilibrio libre de enfermedad globalmente estable.

El propédsito de este trabajo es analizar la dindmica global de los modelos epidemiolégicos
propuestos en los trabajog'realizados por Cui-Takeuchi (2005) [CTS] y Liu-Takeuchi (2006)
[LT], los cuales consideran [a migtacién entre dos poblaciones y el establecimiento de medidas
de control a la entrada y a fa’salida de un viaje. En particular, calcularemos el nimero
reproductivo basico de cada medelo, estableceremos condiciones para la estabilidad global
del equilibrio libre de enfermedad ‘y determinaremos condiciones para la existencia de un
equilibrio endémico y para su estabilidad.

Cui-Takeuchi (2005) demuestran la estabilidad local del equilibrio libre de enfermedad y
del equilibrio endémico del sistema, (1) nosotros contribuimos con la demostracién de la
estabilidad global del equilibriodibre de enfermedad y el andlisis de bifurcacion del sistema.
Por otro lado, Liu-Takeuchi (2006)”determinan, la estabilidad local del equilibrio libre de
enfermedad y calculan en un caso particular el eguilibrio endémico del sistema (2), nosotros
demostramos la estabilidad global deltequilibrigslibre de enfermedad y generalizamos las
condiciones para la existencia del equilibrio.endéniico; asi como su estabilidad local.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera’ enel capitulo 1 estudiaremos la teoria
basica de sistemas de ecuaciones diferenciales™no linealg¢s, entre las cuales estudiaremos he-
rramientas de estabilidad de los puntos de equilibrio, tales~como el teorema de Hartman-
Grobman, el teorema de Poincaré-Bendixson y un métodespara calcular funciones de Lia-
punov que permite determinar la estabilidad global en el éguilibrio libre de enfermedad.
En el capitulo 2 analizaremos la dinamica global de dos modelos epidemioldgicos, uno sin
migracién y otro cuando solo los individuos susceptibles pueden yiajar. En el capitulo 3 es-
tudiaremos la dindmica de dos modelos, uno que considera la posibilidad de que tinicamente
haya migracién de los individuos infectados de la poblacion dos a la poblaciéon uno y pos-
teriormente analizaremos el caso cuando la migracion de los individuos imfectados se da en
las dos direcciones. Determinaremos la estabilidad global del equilibrio librende enfermedad
y condiciones para la existencia del equilibrio endémico y su estabilidad. #n«€l capitulo 4
analizaremos la dindmica de un modelo que considera la migracion de individuos infectados
en ambas direcciones estableciendo medidas de control al inicio de un viaje. Poriltimo, en el
capitulo 5 estudiaremos la dindamica de un modelo que considera la migracion detindividuos
infectados en ambas direcciones estableciendo medidas de control tanto a la entrada como a
la salida de un viaje.
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Marco Teorico

La enfefinedad ha estado siempre presente en la historia de la humanidad. Practicamente
desde €l comienzo de la historia registrada ha habido epidemias. El término pandemia se
usa cuande’la epidemia se extiende a muchos paises y ataca a muchos individuos en una
region, miedtras que epidemia se refiere a una enfermedad que azota un gran nimero de
personas o animales en un mismo lugar en un periodo determinado [CR]. En la historia de
la humanidad las grandes pandemias han representado importantes eventos para los seres
humanos y el desarrollo,de la sociedad. Desde tiempos antiguos, fueron conocidas como peste
y hasta épocas posterieres, eran producidas por diferentes infecciones de causa bacteriana o
viral, expandiéndose ‘por” continentes y multiples paises. Su aparicion provocaba estelas de
desolacién y mortandad através de los siglos y hasta nuestros dias, como lo es la pandemia
producida por el virus defla)influenza SARS-CoV-2, coronavirus causante de la pandemia
nombrada por la Organiza€iéon Mundial de la Salud como COVID-19 [CR|. Antes de esta
ultima, la humanidad ha suftider mas de 20 grandes epidemias y pandemias de las que se
tiene constancia, la bacteria Yersintia pestis, transmitida por las pulgas, es responsable de al
menos tres pandemias de peste humana, la peste de Justiniano, la peste negra y la tercera
peste [P1i].

El desarrollo de modelos matematico$ para estudiar la propagacion de epidemias ha tenido
gran progreso en las ultimas décadas. Fl=modelo pionero basado en ecuaciones diferenciales
fue introducido en 1927 por Kerméck y McKendrick y se le conoce como modelo SIR [BCC].
Este supone que el tamano de la peblacion es'egnstante y la divide en tres clases, Susceptibles
(aquellos individuos sanos que pueden contraet la enfermedad), Infectados (enfermos que
pueden contagiar la enfermedad a otros) y Removides (individuos que adquirieron inmunidad
o aislados de las otras clases). Explicitamente el medelo SIR bésico es:

S =—_aS1,
I =aSI—61,
R =4I,

donde S,1 y R son las proporciones de individuos susceptibles, infectados y removidos,
respectivamente. Ademds, « es la tasa de infeccién y § la tasa de,recuperacion. Como la
poblacién es constante, el analisis del modelo se reduce a estudiar”solo las primeras dos
ecuaciones. Este modelo ha sido adaptado haciendo diferentes supuéstos en el tipo de inmu-
nidad, mortalidad debido a la infeccién y migracién [B, H]. En particular,\Hethcote (1976)
introdujo un modelo epidémico que considera la migracion de la poblacién entre dos parches.
Posteriormente, Brauer y van den Driessche (2001) propusieron un modeld ¢on inmigracion
de individuos infecciosos, que simula el hecho de que los viajeros pueden aegresar a casa
de un viaje al extranjero [Bv]. Wang y Zhao (2004) propusieron un modelo Dafa describir
la dindmica de la propagacion de enfermedades debido a la migracion de la p@blacién en-
tre diferentes regiones. Ellos establecieron un umbral por encima del cual la enfermedad es
uniformemente persistente y por debajo del cual el equilibrio libre de enfermedad es-glebal-
mente estable [WZ]. Cui et dl (2006) propusieron el siguiente modelo SIS que considera la
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posibilidad de adquirir la enfermedad durante el viaje [CTS].

. 551]1 '7053212
Sy = a-— —bS, + dI, — @S, + Sy —

LB eSS
L = "L (et d+a)l + aly + L2222

Sl—i_ﬁl,ls’[ Sy + I o (1)

S = a— 222 8 4 dl, — aS, + aS, — L2
A= 222 (et d+a)l+al + 2L

'3 g g lerdtabhtah+ o

En el anélisis de este medelo, ellos muestran que la infeccién durante el transporte intensifica
la propagacion de una enfermedad por lo que es importante establecer restricciones en los
pasajeros cuando aparecefl enfermedades infecciosas. Esto llevé a Liu y Takeuchi (2006) a
proponer el siguiente modelo que, considera la implementacién de una estrategia de revision
de pasajeros para deteccién de-Sintomas antes de abordar un viaje (escaneo de temperatura,
aplicacién de cuestionarios) [T

; BS11; ’Y(l - ed)OéS2]2
S, = — —bS dl —aS Sy —

1 GBS§1+II | Ll + fQ1 — aS1 + Sy S+ (1— 060D
I, = LRE 1—6,)(1 —0,)al

1 S 41 (c+d+ )i+ (1—0.)(1 —0y)aly

YouSgls

+(1—0.)(1 —63) Sok (170415

yaSy 1y

), = Ogady + 6.(1 — 05Yal)+ 6, (1=0 - ;
@ = oo 152( aJedylt O d>52+(1—6d)12( (Zﬁf;Ql (2)
; 21> V(1 = 604)aS114

= a-— — bS,y +dI. 16 -
S GS§2+IQ Sy + dIy=hy f Qs a5 + a5, S T (=0T,
i = D%k —(c4+d+a) L, +@ - 01 £yl

Sy + 1
yaSt 1y

+(1—-46.)(1— 9d)51 +(1—-6y)1

. S
Qo = Ogals +0.(1 — O))ady + 0,(1 — ) — 22

Si+(1-6y)1
Ellos demuestran condiciones para la estabilidad local del equilibrieflibre de enfermedad, lo

que implica que las medidas de deteccién de entrada de contagiados ‘&' un viaje son impor-
tantes para la erradicacion de una enfermedad.

—(e+ f)Q2.

Justificacion

Los modelos matematicos han contribuido a establecer estrategias de control.en_una epi-
demia que se propaga por un virus, como es el caso de la COVID-19. La finalidad de los
modelos es determinar las variables y los parametros que mas influyen en la erradi¢acion de
la enfermedad o en establecer un equilibrio endémico. Dado la movilidad que existe actual-
mente entre los individuos de las diferentes poblaciones, es importante considerar el efecto
que tiene la migracién y las medidas de control para detectar a un individuo infectado al
iniciar o concluir un viaje entre dos poblaciones, en la erradicaciéon de una pandemia.
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En este trabajo analizaremos el modelo epidemiolégico (2), propuesto por Liu-Takeuchi,
basado en ecuaciones diferenciales que considera migracion y medidas de control de infec-
tados“establecidas a la entrada o salida de un viaje entre dos poblaciones. Ellos analizan la
dinamica local del equilibrio libre de enfermedad. Sin embargo, es importante determinar la
estabilidad global de este punto de equilibrio, ya que eso implica que independientemente de
las condicioneS iniciales, es decir, del nimero de infectados la epidemia va a desaparecer. Por
otro lado, cuando no se tiene la estabilidad global, es necesario determinar las condiciones
en las que se darun_equilibrio endémico.

Pregunta de (investigacion

., Qué tanto influyen los éontroles de deteccion de infectados, al iniciar o terminar un viaje,
en la erradicacion de una epidemia?

Hipétesis

Establecer medidas de deteccion dé infectados al iniciar un viaje entre dos poblaciones, o
concluirlo, influye positivamente en la.erradicacién de una epidemia.

Objetivo general

Analizar la dindmica global del modelo epideminlégico (2) que considera migracién y medidas
de deteccion de infectados antes de abordar*o delconcluir un viaje.

Objetivos especificos

1. Determinar la estabilidad del equilibrio libre de enférmedad y del equilibrio endémico,
de diferentes simplificaciones del modelo (2). Primero ginh migracién y posteriormente
migracion sin medidas de deteccion.

2. Establecer las condiciones en los pardametros del sistema (2) qué garanticen la estabi-
lidad del punto de equilibrio libre de enfermedad.

3. Demostrar las condiciones en los parametros del sistema que impligten la existencia
de un equilibrio endémico y su estabilidad.

4. Comparar los resultados obtenidos y determinar el efecto de la migraciényy de las me-
didas de control sanitario antes de abordar un viaje en la erradicacién de unayepidemia.

5. Realizar simulaciones numéricas que ejemplifiquen los diferentes resultados analiticos.

Metodologia

Para alcanzar el objetivo general de este trabajo se realizara lo siguiente:
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. Revision de los conceptos y resultados basicos de la teoria geométrica de ecuaciones
diferenciales, [P, HS].

. Révisién de los resultados obtenidos por Cui et al para el sistema (1) y de Liu-Takeuchi
parael sistema (2).

. Anélisis «de, la estabilidad global del punto de equilibrio libre de enfermedad y del
equilibrio- éndémico de simplificaciones del sistema (2).

. Analisis de lajestabilidad global del punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema

2).

. Determinacion de{c¢ondiciones para la existencia del equilibrio endémico, asi como su
estabilidad local.

. Simulaciones numéricas,de”diferentes escenarios que presenta el modelo (2).

. Analisis del efecto de la migracién y de las medidas de control sanitario antes de
abordar un viaje en la erradieacion de una epidemia.



Capitulo ]_

Preliminares de ecuaciones
diferenciales

En este capitulo daremos las hersamiientas geométricas para estudiar la dinamica de los
sistemas de ecuaciones diferenciales gfdinarias no lineales dados por:

x =\f(x), x(0) = xo, (1.1)

donde x : I C R - R", f: E.€ R" - R" xo € R", I es un intervalo de R, F es un
subconjunto abierto de R" y f &£ (F). El\sistema (1.1), en general no se puede resolver
de manera explicita pero existen”hersamientas” gecométricas que ayudan a comprender el
comportamiento local de las soluciones ercanas”asun punto de equilibrio xg, esto es donde
f(xp) = 0. Para ello daremos algunos resultados ‘que~establecen cudndo el sistema no lineal
se puede analizar a partir del sistema lineal}yobtenido.de la matriz Jacobiana de la funcién
vectorial f en el punto xg, es decir, A = Df(xp). Las definiciones y resultados que usaremos
en este capitulo pueden ser consultados en [P}

1.1. Teoria local

1.1.1. Teorema de existencia y unicidad

El siguiente resultado establece las condiciones para las cuales se tiefig existencia y unicidad
en un sistema no lineal de la forma de (1.1).

Definicién 1.1.1. Supongamos que f € €(F) donde E es un subconjuntesabierto de R™.
Entonces x(t) es una solucion de la ecuacion diferencial (1.1) en un'imtervalo I si x(t)
es diferenciable en [ y si para todot € I, x(t) € E'y

(1) = f(x(t)).

Dado x¢ € E, x(t) es una solucién del problema (1.1) con valor inicial x(¢y) = %X én un
intervalo I, si tg € Iy x(to) = Xo.

Teorema 1.1.1. (Teorema de Existencia y Unicidad)
Sean E un subconjunto abierto de R", xo € E y f: E — R", tal que f € €(F). Entonces
existe a > 0 tal que el sistema (1.1) tiene una unica solucion x(t) en el intervalo [—a, al.

1
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Definicién 1.1.2. Sean E C R" abierto, f € € (E), xo € E y ¢(t,x0) la solucién del
sistema (1.1) definida en su intervalo maximal (xg). Al conjunto de funciones definidas por

o1(x0) = o(t, %), para todo t € I(xg),

se le llama el flujo de la ecuacién diferencial (1.1) o flujo del campo vectorial f(x).

1.1.2. Linealizacion

En esta seccién vamos a determinar los puntos de equilibrio del sistema (1.1) y describir su
comportamiento. Paré ello, mostraremos condiciones para las cuales el sistema no lineal se
comporta como el sistemaiineal x = Ax, donde A es

A = Df(xy). (1.2)
A la ecuacién diferencial x =*Ax’se le llama linealizacién de (1.1) en xq.

Definicién 1.1.3. Un punto xg @R se llama punto de equilibrio hiperbélico de (1.1)
si la parte real de todos los valores prépios de la matriz Df(xg) es distinta de cero.

A continuacién, damos una clasificacion de,los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones
no lineal (1.1), la cual esté determinadapor los signos de la parte real de los valores propios
de la matriz A.

1. Es un sumadero si todos los Valores propios,de la matriz A tienen parte real negativa.
2. Es una fuente si todos los valores propios‘de-ta-matriz A tienen parte real positiva.

3. Es una stlla si es un punto de equilibrio hipérbélico y A tiene valores propios con
parte real positiva y por lo menos uno.cen parté pedal negativa.

1.1.3. Teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado muy impertante en la teoria local de
ecuaciones diferenciales. El teorema garantiza que cerca de un punte-de, equilibrio hiperbdlico
Xy, el sistema no lineal (1.1) tiene un comportamiento dindmico eguivalente al que presenta
su linealizacion con A = Df(xg). A partir de esta seccién asumiremos que el punto de
equilibrio x( ha sido trasladado al origen.

Teorema 1.1.2. (Teorema de Hartman-Grobman) Sean E un subcgngunto abierto de
R™ que contiene al origen, f € €1 (E) y ¢ el flujo del sistema no lineal (1.1)#Supongase que
el origen es un punto de equilibrio hiperbdlico, entonces existe un homeomorfismioH : U — V
con U yV conjuntos abiertos que contienen al cero tal que para toda xy € U yt & lgtenemos
que

H o ¢y(xq) = eAH ().

Este teorema nos dice que el sistema lineal es topologicamente conjugado al sistema no lineal
en una vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico.
La demostracién del teorema puede ser consultada en [P].
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1.1.4.. Teorema de la variedad estable

El siguiente teorema nos muestra que en una vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico
xo existen variedades invariantes cuyas dimensiones topoldgicas estan dadas por las dimensio-
nes de log subespacios invariantes del sistema linealizado en xy. La demostracién del teorema
se puede copsultar en [P].

Teorema 1.1.37_(Variedad estable)

Sea E un subconjunto abierto de R"™ que contiene al origen, f € €' (E) y ¢; el flujo del
sistema no lineal (¥. 1) Supongamos que f(0) = 0 y que A = Df(0) tiene k valores propios
con parte real negativa y.n — k valores propios con parte real positiva. Entonces existe una
variedad diferenciabledS_ de dimension k tangente en 0 al subespacio estable E*® del sistema
lineal x = Ax, tal que para.todo t > 0, ¢,(S) C S y para todo xo € S,

tliglo P(x0) = 0.

Ademds eziste una variedad difewenciable U de dimension n — k tangente en 0 al subespacio
inestable E* de x = Ax tal que para todo t <0, ¢,(U) C U y para todo xo € U,

tgr—noo ¢t(X0) =0

Definicién 1.1.4. Sea ¢; el flujo’del sistema no lineal (1.1), las variedades estables e ines-
tables globales en cero de este sistetha se definen como

e = Ju9)

<0
y
W =(Jen(),
>0
respectivamente.

A continuacion damos el criterio de Routh-Hurwitz que ayudaa determinar la estabilidad
local de un punto de equilibrio. Su demostracién puede ser consultada en [Y].

Teorema 1.1.4. (Criterio de Routh-Hurwitz)
Sea
PoA) =@\ + @\ g AFqn, @0 =19y q €R, para todo =1, ..., n.

Definimos la matriz Hy = (q;5), donde ¢;j = qoi—j, ©,j = 1,2,...m, ¢y =0 si k<0 0 k > n,
es decir,

G o 0 o --- 0 0
q3 Q2 1 o --- 0 0
H,=| -
42n—-3 q2n—4 Qqopn—5 - ot (p—2

q2n—1 Yq2n—2 Qq2p—-3 - dn
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entonces el polinomio P(\) es estable (todas sus raices tienen parte real negativa) si y solo si,
todos los coeficientes del polinomio son positivos, y los determinantes de todos los menores
principales de Hq son positivos, esto es

D, =q >0, Dy=det [ql o >0,..,.D,= deth =q,D,_1 > 0.

q3 42

Ejemplo 1.1 Considere el polinomio cuadratico

Su arreglo de Routh-Hurwitz es
ol
! 4 G’

por el criterio de Routh-Hurwitz todas las raices del polinomio (1.3) tendran parte real
negativa si los coeficientes ¢;,q2+% q3 de este polinomio son positivos y ademas,

D1:q1>07

1
Dy = det [g; qJ = Qg2 — g3,

la positividad de D5 se cumple sisy solovsi g3 — q1¢g2 < 0. En consecuencia, el polinomio es
estable.
Ejemplo 1.1.2. Considere el polinomio cibicd

Py(\) = Ao G A A + gs. (1.4)

Su arreglo de Routh-Hurwitz es

e 1 0
H, g = |43 42 1
0 0 g

por el criterio de Routh-Hurwitz todas las raices del polinomio (1.4) tendran parte real
negativa si los coeficientes ¢, g2 v q3 de este polinomio son positiyos)y ademas,

1
Dy = det [Ch } =qq—q3 y D3=q3D,
q3 Q2

deben ser positivos. Por lo tanto, P3() es estable si ¢, ¢2,q3 y D2 son positivos.

Ejemplo 1.1.3. Considere el polinomio cuartico
P4<>\) = )\4+q1/\3 +QQ)\2+C]3/\+(]4. (15)

Su arreglo de Routh-Hurwitz es

a1 1 0 0
g g q 1

H =
I 0 @ ¢ @

00 0 q
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por el criterio de Routh-Hurwitz todas las raices del polinomio P;(\) tendrén parte real
negativa si qi, q2,q3 v q4 de este polinomio son positivos y ademas los menores principales

Dl = {1,

Dy = det a1 = {192 — g3,
193 QG2
-91 I 0

Dy =det g5 @@ @1| =qgeqs — 43 — G1qu ¥
10 @ g3

D2 —qu(qs + @G — 01q2q3) = quDs,

son positivos. Como D; >"@basta que D3 > 0 para tener Dy >0y Dy > 0.

1.2. Estabilidad

1.2.1. Funciones de Lyapunev

Las funciones de Lyapunov ayudan a cemprender la estabilidad alrededor de los puntos de
equilibrio no hiperbodlicos. A contiiuacién, definimos de forma general, las nociones de punto
de equilibrio estable y asintéticamente estables

Definicién 1.2.1. Sea ¢, el flujo de<(1.1) definid6,para todo ¢ € R. Un punto de equilibrio
xo de (1.1) es estable si para todo ¢ >0 existe@n-d-> 0 tal que para todo x € Bs(Xg) y
t > 0 tenemos

o1 (x) € B-(x0).

Un punto de equilibrio xq es inestable si no es estable, y €stasintéticamente estable si es
estable y si existe un 0 > 0 tal que para todo x € Bs(xg) ten€mes

lim ¢, (x) = xo.
t—00

Teorema 1.2.1. Six es un pozo de (1.1) y Re(a;) < —v < 0 para tedos los valores propios
a; de la matriz Df(xg), entonces para € > 0 existe una § > 0 tal que pararteda x € Bs(xo),
¢¢ satisface

|pe(x) — x| < ce™,

para toda t > 0.

En consecuencia, todos los puntos de equilibrio hiperbdlicos que son pozo son asintéticainénte
estables.

Teorema 1.2.2. Sixy es un punto de equilibrio estable de (1.1), entonces Df(xq) no tiene
valores propios con parte real positiva.
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La siguiente definicion y el teorema subsecuente, proporcionan un método debido a Lyapunov
y expuesto en 1982, que es muy util para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio
sea hiperhdlico o no.

Definici6n”1.2.2. Sean £ C R" abierto, f € ¢'(F), V € €Y (E) y ¢ el flujo de (1.1),
entonces para.x € F la derivada de la funcién V(x) a lo largo de la solucién ¢.(x) es:

V(x) = SV (00(x)) im0 = DV (x)f(x).

La tltima igualdad €€ sigue de la regla de la cadena. Si V(x) es negativa en E entonces V (x)
disminuye a lo largo ‘de‘la solucién ¢;(xq) que pasa por xg € E en t = 0. Una funcién V :
E — R que satisface lasthipotesis del siguiente teorema es llamada funcion de Lyapunov.

Teorema 1.2.3. (Lyapunoet) Sea E un subconjunto abierto de R™, xq € E, f€ €' (E) y
f(xo) = 0. Supongamos que emiste una funcién que toma valores reales V- € €1(E) tal que

Vixg) =0y V(x) >0 si x # Xp-
1. 8i V(x) <0 para toda x € Ey, entonces x, es estable.
2. Si V(x) <0 para toda x € E \ {Xy} ., entonces xq es asintéticamente estable.
3. Si V(x) > 0 para toda x € BN\ {x0} , entonces xq es inestable.

Note que si DV (x) = 0, entonces V(x) = ¢, donde ¢ es constante. Entonces, las trayectorias
o curvas soluciones estan contenidas_en Jos conjumtos de nivel de la funciéon V. Una versiéon
mejorada de este teorema es el siguierite resultade’debido a Lasalle cuya demostracion puede
ser consultada en [LA].

Teorema 1.2.4. (Lyapunov-Lasalle) Sea B G R"™ abi€rto, V una funcién escalar tal que
V e €Y (E). Supongamos que V(x) < 0 para toda x € E_y

S={xcE : V(x)=0)

Si M es el conjunto mazximal totalmente invariante en E, entences cualquier solucion aco-
tada para tiempos positivos se aproxima al conjunto M cuanto t giende a infinito.

1.2.2. Teorema de Poincaré-Bendixson

El teorema fundamental de existencia y unicidad garantiza que el sistema=(2.2) tiene una
tinica solucién ¢;(xg), cuando f € €1(E) y E C R™ es abierto. Esta selligién pasa por
xg € E al tiempo t = 0 y estd definida para ¢t € I(xg), el intervalo maximal de.existencia de
la solucién. La funcién ¢(-,x) : R — E define una curva solucidn, o una trayectoria o
una drbita para el sistema. En esta seccion enunciaremos el teorema de Poincaré-Bendixson,
para ello serd necesario introducir algunas definiciones y resultados basicos, los cuale$ puieden
ser consultados en [P].

Denotemos

Iy, ={x€E|x=0¢(txg),t € R},
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a la trayectoria que pasa por el punto xg € E al tiempo ¢ = 0. Ademés, denotaremos por

[T ={xeE|x=0¢x),t>0}

Iy = {x € B | x = 6lt,x0), ¢ < 0},

como el movimiento a lo largo de la trayectoria para tiempos positivos o negativos que pasan
por la condicién inicial Xo, de tal manera que I'y, = I'f UTL, .

Un punto p € E es umpunto w-limite de la trayectoria I'y, del sistema (1.1) si existe una
sucesion t,, — oo tal qué

lim ¢(t,,x) = p.

n—o0

De manera analoga, si q € E,y eXiste una sucesion t, — —oo tal que

lim ¢(t,,x) = q,

71— 00

entonces q es llamado un punto ‘aslfmite de la trayectoria I'y, de (1.1). El conjunto de
puntos de todos los w-limite de una tfayectoria I'y, es llamado el conjunto w-limite de I'y,
y es denotado por w(I'y,). El conjunto.detodos los puntos a-limite de una trayectoria I'y,
es llamada el conjunto a-limite de/T'y, v es denotado por «(I'y,). El conjunto de todos los
puntos limite de I'y,, a(Iy,) Uw@sgpes lamado el conjunto limite de [y, .

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el siguiente sistema

T = +xot o(1 mi— 13),

. 1.6
Ty = x1 Fop(l —w¥Fad). (1.6)

Mostraremos el w—limite y a—Ilimite de las'trayectoriassdado este caso.

En coordenadas polares el sistema (1.6) se escribe como

7 =7r(l—7r%),

0=1.

De la componente radial y tangencial observamos que todas las solu@iones distintas de cero
giran en espiral alrededor del origen en sentido contrario a las manecillas del reloj. En
particular, una trayectoria con condicién inicial » = 1 permanece en la cirgunferencia unitaria
por lo que su a—limite y w—limite es la circunferencia unitaria. Cuando tomaimos la condicién
inicial con 0 < r < 1, entonces la solucién se aproxima a la circunferencia; pér lo tanto el
w—limite de cualquier trayectoria dentro del disco unitario es la circunferenciastinitaria y su
a—limite es el origen. Por otro lado, cualquier trayectoria fuera del disco unitariotiene como
w—Ilimite a la circunferencia unitaria, vease la figura 1.1.

Definicién 1.2.3. Un ciclo u drbita periddica de (1.1) es cualquier curva solucién-cerrada
del sistema, la cual no es un punto de equilibrio de este. Una érbita periddica I" se dice ‘guie es
estable si para cada € > 0 existe una vecindad U de I" tal que para toda x € U, la distancia
d(I'f,T) < e. Una 6rbita periédica I' es llamada inestable si no es estable, y I' es llamada
asintoticamente estable si es estable y para todo punto x en alguna vecindad U de I’
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Figura 14: w y « limite del sistema (1.6).

tli')m d(o(t,x),I') = 0.

Se dice que una orbita periddica I' gs un‘¢iclo limite de (1.1) si es el a—limite o el w—limite
de otra trayectoria diferente a I*.

Definicién 1.2.4. Un ciclo separatriz S de (1.1), es la imagen continua de una circun-
ferencia que consiste de la unién de un.nimero*finito de puntos de equilibrio y separatrices
compatiblemente orientadas de (1.1), p/, L} j = 1, ¢#57n7, tal que para j = 1,...,m, o(I'j) = p;
y w(I';) = pj4+1 donde p,,,; = p;. Una grafica S de(1.1) es la unién de un ndmero finito
de ciclos de separatrices compatiblemente orientados del sistema.

En la figura 1.2 podemos observar ejemplos de graficas y dé-ciclo separatriz.

Teorema 1.2.5. (Poincaré-Bendixson para sistemas amaliticos)
Supdngase que (1.1) es un sistema analitico en un conjunto abiérto E de R? que tiene una
trayectoria T, con T'" contenida en un subconjunto compacto F de~E. Entonces w(T') es, o
un punto de equilibrio, una orbita periodica, o una grdfica del sistema.

Teorema 1.2.6. (Criterio de Dulac)

Sea f € €' (F) donde E es una regién simplemente conexa en R?. Si#€miste una funcidn
B € €'(E) tal que V - (Bf) no es idénticamente cero y no cambia de sigiio.en F, entonces
el sistema no tiene una orbita cerrada que esté contenida en E. St A es una region anular
contenida en E en la cual V - (Bf) no cambia de signo, entonces hay como mdzimo un ciclo
limite del sistema en A.
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(a) Ejemplos de graficas. (b) Ejemplos de ciclo separatriz.

Figura 1.2:

1.2.3. Meétodo para determinar jestabilidad global en el equilibrio
libre de enfermedad:

Mostraremos un método que ayuda a construir una‘funcién de Lyapunov para determinar la
estabilidad global de los puntos de equilibfios Para éllefsera necesario introducir definiciones
y resultados bdsicos los cuales pueden ser cgnsultadosen [LXZY, MEK].

En los modelos compartimentales de transmision de enfermedades infecciosas, los individuos
se clasifican en varios clases: algunos se denominan compartimentos de enfermedad si los
individuos que contienen estan infectados, mientras que otros sé denominan compartimentos
de no enfermedad. Supongamos que hay n > 0 compartimefitos con infectados y m > 0
compartimentos sin infecciéon. Entonces, un modelo general de fransmision de la enfermedad
por compartimentos puede escribirse como

donde g = (g1, g2, .., gm )T . Denotemos x = (1, To, ..., )T € R yy = (41, Y2y .o, Ym)? € R™,

como la poblacién infectada y sin infeccién, respectivamente. Sean F = (B, B, ..., Fn)L v

V= (V1,Vs,...,V,)T, la tasa de nuevos infectados y la tasa de transicién de whalclase a otra,

respectivamente.

Para guiar la construccion de una funcién de Lyapunov, primero definamos lo siguiente
f(:c,y) = (F-V)J?—F(:L',y)—i—))(l',y) (18)

Entonces el sistema (1.7) para los compartimentos con infeccién puede escribirse como

T = (F—V)a:—f(x,y),
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donde

F=DF(0,y) vy V =DV(0,yp). (1.9)

Ademis, #f(0,y) = 0. Sea w? > 0 el vector propio izquierdo de la matriz no negativa F'V =1
correspondiehte al valor propio p(FV ™) = Ry.

Teorema 1.2.7% Sea f(x,y), F y V definidas como en (1.8) y (1.9). Si f(z,y) > 0 en
L CRY™, F >0, >0y R <1, entonces la funcion Q = w'V =z es una funcién de
Lyapunov para el'sistema (1.7) en T'.

1.3. Analisis@n puntos de equilibrio no hiperbdlicos

Teorema 1.3.1. (Sotomayor)

Supongamos que f(xzg, o) = 0-Ysla matriz A = Df(xq, o) de n X n, tiene un valor propio
A = 0 con vector propio v y AL #iene un vector propio w correspondiente al valor propio
0. Ademds, supongamos que A ti€nedk valores propios con parte real negativa y (n —k — 1)
valores propios con parte real positiwa y que las siguientes condiciones se satisfacen:

1. S
WTfu(%; MO) 7£ 0 ) WT[DQf(x(% MO)(V7 V)] 7é 07

entonces el sistema & = f(I, w) presente una bifurcacion silla-nodo en el punto de
equilibrio x¢ cuando el pardmetro p varia através del valor de bifurcacion p = pyg.

2. Si
WTf,u,(:COJ NO) 2 07
WT[Df,u(xm NO)V] 7£ O\ y
W [D*f (o, o) (v, v)] # 0,
entonces el sistema & = f(x,u) experimenta una bifdrcacion transcritica en el
punto de equilibrio xo cuando el parametro i varia a trawés del valor de bifurcacion
H = Ho-
3. Si

w' £, (20, o) =0,
w' [DE, (o, 110)v] # 0,
Wl [D*f (0, 110) (v, V)] =0y
w [D*f (0, p10) (v, v, V)] # 0,

entonces el sistema & = f(x,pn) experimenta una bifurcacién tridente én él punto
de equilibrio xg cuando el parametro p varia a través del valor de bifurcacion p = pyg.



Capitulo

Modelos @pidemiol6gicos basicos

La propagacién de una enfermedad transmisible implica no sélo factores como el agente
infeccioso, el modo de transmision, incubacion, el periodo infeccioso, la susceptibilidad y la
resistencia, sino también factores seciales, culturales, econémicos, demograficos y geogréficos.

Una epidemia es la aparicién de una*enfermedad por encima de la expectativa normal,
mientras que una enfermedad se llamalendémica si esta presente habitualmente. Un concepto
basico en epidemiologia es la existencia desumbrales; éstos son valores criticos para cantidades
como el tamano de la poblaciéns0 la densidad del vector que debe superarse para que se
produzca una epidemia. En esteftrabajo, ung/de los umbrales que analizaremos es Ry (el
numero reproductivo basico) que es elfiimero'promedio de contactos de un infeccioso durante
su periodo de infeccion.

Para el estudio de la propagacién de unasépidemialentre dos poblaciones consideraremos un
modelo compartimental determinista que divide a la poblacion en dos clases, individuos sus-
ceptibles(individuos que pueden contraer lafenfermedad)-e individuos infectados(individuos
que transmiten la enfermedad a otros). En primer lugar.€onsideraremos el caso cuando no
hay migracion y posteriormente cuando hay migracién de‘los/individuos susceptibles. Deno-
taremos por S; e I; la proporciéon de susceptibles e infectadogsen la ciudad ¢ = 1, 2.

En este capitulo analizaremos el modelo (2.1) que fue propuesto per Cui-Takeuchi(2005) y
para ello realizaremos algunas simplificaciones [CTS]. En el modelo.sé consideran las siguien-
tes hipdtesis:

1. La tasa de reclutamiento de individuos que entran a la zona de estudio es a.

2. La tasa de mortalidad natural de los individuos susceptibles es una tasas€onstante per
capita b.

3. La tasa constante per capita de recuperacién de individuos infectados es'd, yila tasa
per capita de mortalidad de individuos infectados es c¢. Como esto incluye fanto la
mortalidad natural como la inducida por la enfermedad, tenemos ¢ > b.

4. La enfermedad es transmitida con una tasa de infeccion f3.

11
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5. Los individuos susceptibles e infectados que van de la ciudad ¢ a la ciudad j lo hacen
con_na tasa o. Ademas, las dos ciudades estan conectadas por transporte directo como
tfenes o aviones.

6. Cuando, los individuos de la ciudad j viajan a la ciudad i, la enfermedad se transmite
con una tasa de infeccion avy.

7. Ambas ciudades son idénticas en el sentido que los pardmetros demogréficos son los
mismos para eada ciudad.

8. Durante el viaje.no ocurren nuevos nacimientos, ni muertes y no hay recuperacién de
individuos infectados.

Explicitamente el model@ gue analizaremos es:

; pS11 aySaly
S = a-— —bS, +dI; — aS Sy —
! a55§1+]1 prdhma 1+a;ISQ+IQ’
I = e —(c—i—d—ka)]l—i—oz]g—f—cw 22
Sy + I Sy + 1 (2.1)
S = a— DT e il a8, +as, — 200 |
2 655}24-]2 2 ? 2 ;I&‘l—h7
f _ 242 d I I ary 11'
9 St L (cRd*F+ )l + « 1+Sl+]1

2.1. Modelo sin migracion

En esta seccién consideraremos el caso/cuafido 1o hay-migracion entre las dos ciudades, es
decir, o = 0, entonces el sistema se reducgs@yun modéle SI

S = a—g—i][—bsmL
_ Oy 22
S+1 '

Este modelo ha sido analizado anteriormente, por ejemplo en/JBCC], en comparacién para
determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio ellos hicieremyuso de una funciéon de
Liapunov, en este caso usaremos el teorema de Poincaré-Bendixsefi.e identificaremos una
bifurcacién con el teorema de Sotomayor.

2.1.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

Los puntos de equilibrio de este sistema son los siguientes:

_a ) alc+d) a8 — (c+ d)
b= (5’0> v 1= (b(c+d)+c[6—(c+d)]’b(c+d)+c[ﬁ—(c+d)]

Al punto P; se le llama equilibrio libre de enfermedad, y a P, se le llama equilibrio

)Si%g>1.

endémico y R) := T d es el nimero reproductivo basico.
c

La matriz Jacobiana del sistema (2.2) es
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psI I L pSI  BS d
Jsp o | SFD? S+ (S+1)? S+1
(5.1) = BI BSI BS BSI .

S+I1 (S+I1)2 S+1 (S+1)?

Evaluando J.en P, tenemos que

J(%’()) B <_ob Bci;?d)’

por lo que los valores\propios son A\y = —by Ay =3 —c —d.
Evaluando J en P, tenémos lo siguiente:
b3 — (c+d—p)? (c+d)?
5 S
IR =1 v d—82 (c+d)c+d—p)
g g

La estabilidad local de P, la podemos detexminar usando la traza y el determinante de J(F).

@+d—PB)l(c—b)(c+d) - cf]

En este caso tenemos que det(J(#%)) = el cual siempre es

positivo ya que 8 > c+dy 7(J(Py))’= c+d% 5 — b, el cual siempre es negativo, por lo que
P; es localmente asintéticamente estable.

En resumen tenemos los siguientes resultades:

= Si Ry < 1, entonces el punto de equilibrio P; es localmente asintéticamente estable y
ademas P, no es admisible.

a
= Si Ry =1, entonces J (E, 0> tiene un valor propio igual a 0 por lo que el punto P; es

no hiperbdlico.

= Si Ry > 1 entonces P, es un punto silla, P, existe y es localmente estable.

2.1.2. Estabilidad global

Para demostrar la estabilidad global de los puntos de equilibrio primero definamos la siguiente
region

D={(S1)eR*S>01>0,S+1<1}
y escribamos el campo vectorial como

(. BSI BSI
F(S,I)—<a S S Hdl o (c+d)]).

Proposicion 2.1.1. El conjunto D es invariante bajo el campo vectorial F.
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Demostracion. Para demostrar que D es invariante, vamos a mostrar que el campo vectorial
estd @ntrando en las fronteras de D. Comenzaremos calculando lo que pasa en la recta
I = 1"='S: Para ello calcularemos el producto punto del campo vectorial con el vector (1,1)
que es ortegonal a la frontera:

JN&U-QJ):(a—fﬁi—ms+d1lﬁin—@+dﬂ)«Ln

S+1 TS+

BSIT BSI
=a— - — I+— — I
“= o7 bS +d +S+I (c+d)
=a—bS—cl.

Como I =1 — 5, tenemos gtie
a—bS—cl=a—-0bS—c(1-48)
el cual es negativo siempre que @ <*min{b, c}.

Por otro lado, si estamos en el eje horizontal tenemos que [ =0 e I=0 por lo que el campo
vectorial sobre esta recta es horizontal\y) apunta hacia la derecha cuando S <1y a < b,y
apunta hacia la izquierda cuando a > b yaque

S =a-—bS.

Es decir, las soluciones no se salen“de-la.region.delimitada por esta recta.

Por dltimo, si estamos en el eje vertical/tenemos gite S = 0, entonces

S'=at dl,

I =4+ d)l.
Como S es positivo e I es negativo, entonces el campo estd entrando, en consecuencia, las
soluciones no se salen de la regién D.

Por lo tanto, con este andlisis hemos demostrado que la region ) es invariante.

m

Observacion 2.1.1. Los pardmetros del sistema deben cumplir que a < b y a < ¢ —

(c—=Db)(c+d)
B

Como D es una region invariante y no hay puntos de equilibrio en su interior,)del teorema
de Poincaré-Bendixson tenemos el siguiente resultado.

, para que Py,P, € D respectivamente.

Proposicion 2.1.2. Si Ry < 1, P, es globalmente asintoticamente estable.

Proposicion 2.1.3. Si Rg > 1, P; es un punto silla y P, es globalmente asintoticamente
estable.
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Demostracion. Ahora veamos la estabilidad global del punto P, haciendo uso del teorema de
Poin¢aré-Bendixson. De la proposicion 2.1.1 tenemos que el conjunto D es invariante, por lo
que para.demostrar la estabilidad global de P, basta con demostrar que el campo vectorial
no tiene ¢rbitas periddicas en la region D. Para ello, usaremos el criterio de Dulac (teorema

1
1.2.6) y la funcién —. Note que

SI
BS
—b I'(d— ——
Taan- | ot ( S+1) B ctd
S¥ 27 ST TS+ S
La divergencia de este ganipo vectorial es
_a+dl

S21
la cual es siempre negativa.

Por el teorema de Poincaré-Bendixson tenemos que P, es globalmente asintéticamente esta-
ble. O]

2.1.3. Bifurcacion

a
Proposiciéon 2.1.4. §i Ry = 1,/P_= Pr= (E,
a cero, por el teorema de Sotomayop-el-sistemarpresenta una bifurcacion transcritica en el
punto de equilibrio respecto al pardmetro 3.

0), J (%,0) tiene un valor propio igual

Demostracion. Para usar el teorema de"Setomayor{ demostremos que se cumplen las siguien-
tes propiedades:

1. wis(P,c+d) =0
2. Wl [Dfs(Py,c+d)v] #0
3. wlD*f(Py,c+d)(v,v)] #0

Propiedad 1. Para demostrarla, hagamos uso de la matriz Jacobiana€valuada en P; y en el
parametro 5 = ¢+ d,

A1:J<P1,C+d): ( _Ob _OC)

Notemos que sus valores propios son A\; = 0 y Ay = —b. El vector propio‘dél"walor propio
igual a 0 es v = _(E;’ 1). El vector propio de la matriz AT es w = (0, 1).

Tenemos ademas que f5( Py, c+d) = (0,0), de manera que w” f5( Py, c+d) = (0,1)"(050) = 0
como se queria.

Propiedad 2. Observemos que

wT[DEs(Py, ¢+ d)v] = (0,1)7 - ( i ) (-=51) =140
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Por lo tanto, se cumple la segunda propiedad del teorema.

Propiedad 3. Para esta propiedad calculamos lo siguiente

sz(P et d) o (2b(C + d)UQUQ Qb(C + d)U,Q’UQ)
1, - y .

a a

Ahora, evaluando en el vector (v, v), tenemos que

PPy e+ d)(v.y) - (2b(c+d)’_2b(c+d)> |

a a

De manera que

2b(c+d
WD (P, ¢+ d)(v,v)] = _2le+d) £ 0.
a
De las 3 propiedades anteriorés#y el teorema de Sotomayor, concluimos que cuando Ry = 1
el sistema presenta una bifurca€ion transcritica en el punto de equilibrio P; respecto al
parametro . En la figura 2.1 podemos ver la coordenada x y la coordenada y de los puntos

de equilibrio P; y P,, asi como su eStabilidad. O
z Y
40 \
\
1
1
\
30 \ 0 08 710 1.2 1.4 1.6 1.8 20 B
\ 7
\‘\ ll
20 \\ > offf /I
\ 1
\ /
\\\ l’
10 e 10 !
1
I
1
I
|
%YO 0.5 1.0 1.5 2.0 B -15 !
(a) Coordenada z contra el parametro 5. (b) Coordenada ¢, contra el pardmetro f.

Figura 2.1: Las gréaficas de color azul corresponden a las coordenadas.del punto P; y las de color
rojo a las de P». La linea continua (punteada) representa la estabilidad” (inestabilidad) de cada
punto de equilibrio. Para esta grafica los valores de los parametros son(an= 2, b = 0.2, ¢ = 0.5,
d=0.5.

2.1.4. Simulaciones numéricas

Ejemplo 2.1.1. Dando valores a los parametros, a = c=d = =1y b = 2\ténemos que
el sistema (2.2) se simplifica como
ST

S = 1-2841—-——,
S+ 1 (2_3)
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1 2 1
Los puritos de equilibrio del sistema (2.3) son P, = (5, 0) y P, = (g, —g) Solo conside-
raremes’ el punto de equilibrio P, ya que P, se encuentra fuera de la regién de interés. La
matriz Jacobiana es

S(S+2I) I1(25 + 1)
38, 1) = <S+;F (gjlﬁ‘
—_— 2

(S +1)2 (S+1)2

(29)=( %)

Evaluando J en P; ténemos que

1
Los valores propios de J (570) son \; = —2, Ay = —1 por lo que en este caso P, es
globalmente estable. Las curvag®solucién pueden observarse en la figura 2.2(a).
1 1

Ejemplo 2.1.2. Dando valores a‘los'parametros, a = T b= > c=d=1y =3, tenemos
que el sistema (2.2) se simplifica como

. 1 SIS +71

S = &= — (;),

= (S=21)1

o S+ L

1 11
Los puntos de equilibrio del sistema=(24) son P ‘= (5,0) y P, = (Z’ g) La matriz
Jacobiana es

524 25 11 2. 352
2(S ¥1)? (S +1)?
IS 1) = 32 362
2 AN 9
(S+1)? (S + 1)?

Evaluando J en P; tenemos que
1
1 —= -2
J (—,O) = 2 .

1 1
Los valores propios de J (5, 0) son Ay =1, Ay = —3 por lo que P es ifiestable.

Ahora evaluamos J en P,

5001

11y _[ 6 3
J(Z’é)‘ 12
3 3

Los valores propios son Ao = Tz (—9 + v/ 15) por lo que en este caso P, es globalmente

estable, de manera que la parte lineal del sistema (2.4) alrededor de P es un foco estable.
Las curvas solucién pueden observarse en la figura 2.2(b).
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(a) Curvas solucién del sistema~A2.3) alrede- (b) Curvas solucién del sistema (2.4) las
dor del punto de equilibrio P4 cuales convergen al punto de equilibrio Ps.
Figura 2.2:

2.2. Solo individuos suseeptibles viajan

En esta seccién analizamos el caSo’ cuando los<individuos infectados son inhibidos de viajar,
el modelo es:

. Sy T
S = a-— /e — BSy4 dI; — aSh + aSs,
ﬁsb}lHl
jl = L —(C+d)]1,
St (2.5)
52 = a— 272 —bSQ“l_d]Q—aSQ"_OéSl,
BSS}Q—FIQ
I, = 22 (c+d)l.
2 Sy + I (c+d)

2.2.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

Los puntos de equilibrio son

Pl = (9707970)7 P2 = (S*7-[*7S*7I*)7P3 - <‘§1707§27j2)7p4 — (g23j27§170>‘

b b
Donde
b+ c(Ro—1) b+ c(Ro—1)
_ a+aSy, - a(b+ 2a) _ _
S, = Sy = IL=(Ry—1)S
1 b+Oé 3 2 b(b+2a)—|—c(b—|—a)[9%—1]’ 2 ( 0 ) 2
y Ry = g . Ademas, P,, P; y P, son admisibles si Ry > 1.

o
+
S8
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a _a
Observacion 2.2.1. Cuando Ry = 1, entonces P, = P, = P3 = P, = (B’O’E’())’ y la
parte lineal del sistema en Py tiene 2 valores propios cero.
Proposicién.2.2.1. Si Ry < 1, entonces el equilibrio libre de enfermedad Py es localmente
asintoticamente estable. S1Rg > 1 entonces Py es localmente asintoticamente estable y Py, Ps
y Py son inestables.

Demostracion. Para determinar la estabilidad de estos 4 puntos de equilibrio calculamos la
matriz Jacobiana(del sistema (2.5)

“BAL —b—« —BA +d @ 0
B BA, BA, — (c+d) 0 0
J(517[1a32711) - a 0 —51433—17_0[ _6A34+d
0 0 BAs3 BAzs — (c+d)

Loy S\’ ( I )2 ( Sy )2
Donde A;; = A= Asgs = Azy = .
onde A <S1+I1) y 112 <51+]1> y 4133 S + I, Yy Aszq S

Evaluando J en P; tenemos que

—b—a (0+d Q 0
B 0 pe(e + d) 0 0
I = o 0 —b—a —p+d
0 0 0 B —(c+d)
En consecuencia, los valores propios.de,J(P;)isom A\ = —b, \g = —b—2a, \g =Ro— 1y

Ay =Ry — 1. Por lo tanto, P; es localmente,asintéticamente estable, si Ry < 1.
Si fRg > 1, entonces P; es un punto sillasy_es inestable.

s =5 ),

Por otro lado,

donde
I \? S\ 2
. _B<S*+I*) “hoe _ﬁ<S*+I*> td 5 _ (a0
- 2 2 ) - .
I* S* B d) 0 0
b S* 4 J* p S* 4 I* (c+

Para determinar la estabilidad local, usaremos el criterio de Routh-Hurwitz,ypaza ello calcu-
lamos el polinomio caracteristico y veremos si sus coeficientes son positivos(y 8i se cumple
la condicion EQ) < 0.

El polinomio caracteristico es,

A 4+ BiA? + Bo)\? + B3\ + By,
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y sus coeficientes son:

31:2<a+b+9{0—1),
C

+d
By = (19204;—2dozlﬂ)+%(6+2(a+b_d)>_2(a+T1;—c)_ (3¢ — d),
Ba — 201 = My) (b7 (c +d) = (e + d)(2¢ + d — 20) + Bb(2¢ + d) + ( (¢ + ¢(d — 20 — B) — ad))
3 — /8 ’
B, — (1 =Ro)((b=efc+d)+ Be)((c+d)(2a+ b —c) + Be)

B2 '

Donde ( = c+d— B. Yague Ry > 1, By es positivo. Ademads, usando Mathematica se puede
verificar que Bsy, B y By Son/positivos y E(Q es negativo. Por el criterio de Routh-Hurwitz,
se concluye que P, es localmenterasintéticamente estable. Véase lema 2.1 de [BDL)].

Una alternativa para demostrarda estabilidad local de P, es usar las matrices A+ By A— B,
siguiendo la idea de Cui et al. [@TS].

El polinomio caracteristico, es

det(J(Py) — AT) = det (A +B-AM B )

A+B - A-)

2100 (AT B~ M B
S 0 A—B—\
= dét(A + BAI) det(A — B — \)

Por lo que los valores propios de J(P,) éstén dadospor los de A+ By A — B. Observemos

que
I \? S* o\ 2
— —b - d
At B B(S*Jrf*) 5(S*+J*)+

I\ S A\ 2
B(S*+I*> B(Sw[*) 5(ctd)

Tenemos que la tr(A + B) < 0 ya que si Ry > 1, entonces

5(5*6:1*)2_(6+d) = ﬁ(c;d)2—(c+d)
(c+a)
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Ademas,

> 0.

Entonces los dos valores propios de A /B tienen parte real negativa.
Luego,

=2\ * s \?
B _B(S*+I*> ~brpe _5(5*“*) d
— b= 2 2
8 (s (o) —(c+d)
S* +x S* 4+ I* ¢
Tenemos que la tr(A — B) < 0 ya que Rg> Ly por«2.6).
Ademas,
o\’ S
det(A_B):_lﬁ(S*—i—I*) +b+ 20 [B(S*—k[*) —(c+4d)
o\’ St \?
_*B(S*Jrl*) [_B<S*+I*) d
N/ s\
_ _ P2 _
= -5 (S*+[*> (S*+[*> (b+2a)
o\’ o\’
+ﬁ(8*+[*> (C+d)_6(8*+l*> d
N/ s N
+ B
S*+ I* S* + I*

o\
:BC<S*+I*) — (b+2a)

5\
B(S*JFI*) ~(e+d)

> 0.

S\ 2
5(5*“*) —(e+d)

Entonces los dos valores propios de A — B tienen parte real negativa. Entonces P, es local-
mente asintéticamente estable.
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Evaluando P; en la matriz Jacobiana,

—-b—a —p+d « 0
- 0 B —(c+d) 0 0
J(P3) o (0% 0 —nggjb—a jﬁA34+d
0 0 BAs3 BAss — (c+d)

El polinomio caraéteristico es,

M4 CIN + o2+ C3A + Cy (2.7)
donde

01:2(Oé+b),
o Rob? N b(=p*#2B8(a+c+d)— (c+d)?)+ (—a—B+c)(—B+c+d)>?

B Blc+d) ’

O = (—=B+c+d)? (V" $b2a++d) —+c(f—d) +a(f+4d)

3 — = )

B
o, = (EB+ et d) (e +d) (Fhaat ble — 20) + ac) — fe(a + 1))
4= 5 .

Usando Mathematica se muestrasgue C3 es positivo y los coeficientes C3 y C4 son negati-
vos. Por la regla de Descartes tehemos qué\el polinomio (2.7) tiene una raiz positiva. En
consecuencia, P3 es inestable.

La matriz jacobiana en el punto P, es

—ﬂA;gg —b—« —5A34+d « 0
. ﬁzzl;gg BA34 -3 (C -+ d) 0 0
J(F) = a 0 —b—a —B+d
0 0 0 B —(c+d)
El polinomio caracteristico es,
M+ DA 4+ DyA? + DA + Dy (2.8)
y sus coeficientes son:
Dy =2(a+0),
Rob>  b(=F*+20(a+c+d)—(c+d)?*)+(—a—B+c) (=B +c+d)?
D2 = + )
8 Blc+d)
Da — (—=B+c+d?P*+b2a++d) —E+c(f—d)+a(f+4d)
3 — = )
8
D, — (=B +c+d)*((c+d) (=b* + b(c — 2a) + ac) — Be(a + b))
4 — .
B

Usando Mathematica se muestra que Dy es positivo y los coeficientes D3 y D, son‘wéga-
tivos. Por la regla de Descartes tenemos que el polinomio (2.8) tiene una raiz positiva. En
consecuencia, P, es inestable.

]
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Proposicion 2.2.2. St f =c+d entonces P, = P, = Py = Py = (%,

de equilibrio no hiperbdlico.

0, %, O) Yy es un punto

2.2.2. “_Estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad

Para determinar]la estabilidad global del punto de equilibrio libre de enfermedad, usaremos
las matrices de.siguiente generacién del teorema de van den Driessche [ZV].

Teorema 2.2.1. S5 Rp«< 1 entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad es globalmente
estable.

Demostracion. En el ¢asode nuestro modelo el vector de infeccion F y el vector de trans-
mision V asociado al sistéma, (2.5) estan dados por

BS11h
Sl + [1 (C + d)Il

F =L Y = ) 2.9
B2y Y ((c +d) I, (2.9)
So 4 15

Las matrices de siguiente generacion son
(B840 _(c+d O
= (0 g)’ 4 0 c+d)’

5515
_(B—(e+a) o R)_ [ Si+5h | (letdh
f(ll, ]2) - ( 0 ﬁ — (C+ d)) ([2) 552]2 * ((C+ Cl)[g)

Ademas,

So + I
S
ILi(1-—
o (1- g2
Sy
I (1-—
o (1- g2
Por otro lado,
L 0 5 0
vVl = c+d 1 y FV—! = c+d P
c+d 0 c+d

Calculando el radio espectral p(FV~!) tenemos que es f 7 el cual coincide con eknimero
c

reproductivo para el modelo (2.5), es decir,
_ B
c+d
Ademds, para este caso es menor o igual a 1. Observemos que f(I;, 1) >0, F >0y V=1 > 0.

Ro
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Dado lo anterior, la funcién de Lyapunov es

1

0
o Ty-lo c+d LY L
Q(Il,lg)—w V X—(l,O) 1 (12) _—C+d’

c+d

donde w! = (#50) es el vector propio izquierdo de la matriz F'V~! correspondiente al valor
propio p(EF'V~).=R,. Derivando la funcién de Lyapunov,

I, ) = —1I 22 [, = - I ) = -1 <0.
QI1, L) 1 2 (514-[1 (c+d) 1> (9{0514_[1 ) 1 <0

8]1 612 c+ d
Observemos que @ < 0 ‘si€mpre que Ry < 1 y es 0 siy solosi I; = 0. Comoen I} =0
las soluciones convergen alpunto de equilibrio libre de enfermedad P;, por el teorema de
Lyapunov Lasalle P; es globalmiente estable.

O
2.2.3. Simulaciones numeéricas
1 3
Ejemplo 2.2.1. Dando valores a los parametros, « =a =1, b = o c= 2 d=1y p=1,
tenemos que el sistema (2.5) sesimplifica como
. 3 S114
S = 1 =5 +682+ 1 —
! 21+ 24 1 S+ 1
I- . 51[1 5
LS 2 (2.10)
S = 1+8 g+ I 521 '
2 = N GhE 2 Sot I,
I' - SQIQ . 5
> S+, 277

En este caso consideramos 5 < ¢+ d entonces los puntos de equilibrio del sistema (2.10) son
P =(2,0,2,0), P, = (—5/2,3/2,-5/2,3/2), P; = (—25,15, —16;0) y P, = (—16,0, —25, 15).
Sin embargo el tnico punto de equilibrio(con coordenadas positiFas).de nuestro interés es
P,. La matriz Jacobiana es

S1(Sy +21) (28, + )

5
- = 1 0
(S1+ 1)? 2 (S1+ 1)?
. . 0 0
(S1+ 1)? (Si+0L)?* 2

J(Sl)-[b 527 ]2) -

1 0 SQ(SQ + 2[2) _ § 12(232 + IQ)
(Sy+ I5)? 2 (Sy +\p)2
0 0 I 5 — ?
(S2+ 1) (Sa+1)2 2

Evaluando J en P, tenemos que
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3 0 1 0
2 3

1 — 0 0

J(2,0,2,0) = 2 4

1 0 —— 0

2 3

0 0 0 —=

2

. 5 3 3 1
Los valores propieside J (2,0,2,0) son A\; = —5 Ay = —5 A3 = =5 A = —5 Ppor lo que

en este caso P es glébalmente estable. En la figura 2.3 mostramos las series de tiempo de las
poblaciones S, S, I1 :Ms'Con condicién inicial (6/5,2/3,6/5,2/3) y en la figura 2.4 mostramos
una proyeccién de la soluciéon al sistema (2.10) con condicién inicial (6/5,2/3,6/5) en el
espacio o = 0.

2 4 6 Bt 2 4 6 8t

Figura 2.3: Series de tiempo de las poblaciones Si, S, I1 e Is tomand6é como condicién inicial
(6/5,2/3,6/5,2/3).
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(i 00

0.4 02

2 au .
1.8
1.6

145
S1

1.2

Figura 2.4: Proyeccién de la solucidnt del sistema (2.10) con condicién inicial (6/5,2/3,6/5)

en el espacio I, = 0.

Ejemplo 2.2.2. Dando valores4 los parametees, « =a=b=d =1, =4y c= 2, tenemos
que el sistema (2.5) se simplifica como

51:
L =
Sy =

j2:

45,1,

1 =08, & Sl [, — 2L

1 2 1 S 11,
45171, a7

S+ I b 6. ]

148 — 28 + I, —( 2222

! S
4551, _ 39
So + I >

(2.11)

En este caso consideramos Ry > 1 entonces los puntos de equilibrio del sistema (2.11) son

Pl - (17071)0)7

La matriz Jacobiana es

_2(S% + 2511 +317) - 483 ) 0
(S1+1)? (S1+1h)?
o 5 : :
(S1+4 )? (S1+1)?
J(S1, 11, Se, I5) = 2 2 2
1 0 B 2(52 + 285515 + 3[2) B 452
(SQ + 122 (Sg + 12)2
2 2
. . AL2 153~y
(So + I)? (S + I5)?

Evaluando J en P; tenemos que

Py = (3/5,1/5,3/5,1/5), Py = (9/13,3/13,11/13/0)4" P, = (11/13,0,9/13,3/13).
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-2 -3 1 0
0o 1 0 0
J(1,0,1,0) = 1 0 -2 _3
0o 0 0 1

Los valores propios de J(1,0,1,0) son Ay = =3, \o = —1, A3 = 1y Ay = 1 por lo que P; es
inestable.

Ahora evaluames J'en P,

5
7 1 V0
1 3
J<§1§1>: r
757 75 _d 9
1 0 1 1
1 3
00 7 3

Los valores propios son A\; = —3(h8, Ao3 = —1 £ 0.52 y \y = —0.882 como la parte real
de todos los valores propios es negadiva, entonces el punto de equilibrio P, en este caso es
globalmente estable.

Luego, evaluando J en P; tenemos que

9 5
A
4 4
9 3 11 1’ 3
J(=, = =)= e’
(13’13’13’) Wog O
10 -2 -3
0 050 1

Los valores propios de J (9/13,3/13,11/13,0)son A\; = 1, A3 = —3.059 y A\34 = —0.97£0.34¢
por lo que Pj es inestable.

Ahora, evaluamos J en P,

-2 -3 1 0

0 1 0 0

11 9 3 9 5
J(E’O’E’E>_ S
1 3

o o =~ ==

4 4

Los valores propios son Ay = 1, Ag = —3.009 y A\34 = —0.97 £ 0.3477 per lo que Pj es
inestable. En la figura 2.5 mostramos las series de tiempo de las poblaciones S; ¢85} I, Is con
condicién inicial (14/15,2/15,14/15,2/15) y en la figura 2.6 mostramos una proy€ecién de
la solucién al sistema (2.11) con condicién inicial (14/15,2/15,14/15) en el espacio 5= 0.
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N Q
Figura 2.6: Proyeccion de la solucién del sistema (2.11) con condicién ial
(14/15,2/15,14/15) en el espacio I, = 0. ‘



Capitulo

Modelos @pidemiol6gicos con
migracion

En este capitulo analizaremos un modélo propuesto por Cui-Takeuchi (2005) que considera la
migracion de individuos infectados@ntte dos poblaciones [CTS]. Ellos analizan la estabilidad
local del equilibrio libre de enfermedadyy del equilibrio endémico y nosotros mostraremos
ademsds la estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad. Explicitamente analizaremos
la dindamica del siguiente sistema;

; BS1 Ly arySaly
S|, = — ~=bS; ¥ df, — oS Sy —
! aBS§1+]1 L¥eh o 1+C(52'ISQ+[2’
jl = 11 —(C+d+a)[1+a[2—|—a722,
Sl + Il SQ + [2 (3 1)
S = a- D2 8N i1 S s, - G0N '
2 ﬁS%er S\ 2 2 ;[&Jrll’
I, = 222 _(crdt+a)l+allG 820
9 ST, (c+ +a)2+a1+81+[1

En este sistema se toman en cuenta los siguientes paramettos:

1.

Cuando los individuos de la ciudad j viajan a la ciudad 7, la enfermedad se transmite
con una tasa ay.

. La tasa de reclutamiento de individuos que entran a la zona de.éstudio es a.

. La tasa de mortalidad natural de los individuos susceptibles es una tasa constante per

capita b.

. La tasa constante per capita de recuperacion de individuos infectados“es d, y la tasa

per capita de mortalidad de individuos infectados es ¢. Como esta incluye.tanto la
mortalidad natural como la inducida por la enfermedad, tenemos ¢ > b.

. La enfermedad es transmitida con una tasa de infeccion .

. Los individuos susceptibles e infectados que van de la ciudad i a la ciudad j lo hacen

con una tasa o. Ademas, las dos ciudades estan conectadas por transporte directo como
trenes o aviones.

29
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3.1. , Infectados de la ciudad 1 restringidos de viajar a
la ciudad 2

En esta sécgidn examinaremos un caso particular del sistema (3.1) donde se considera que
unicamente Jas personas infectadas de la ciudad 2 viajan a la ciudad 1, pero las personas
infectadas de la~¢ciudad 1 no pueden viajar a la ciudad 2.

Explicitamente,analizaremos el siguiente modelo

v 581]1 O./’}/SQ[Q
St =, a— — b5, +dI; — aS Sy —
i GBS§1+11 1+ al 041;i2 S+ 1,
jl E 11 —(C‘i‘d)ll_’_OCIQ‘i‘a/y 227
St +6]§I Sy + I (3.2)
52 = a— 272 —ng—i‘dIQ—OéSQ—'—OéSl,
/BSL?Q—"]Q
L = 2 _(c+d+a)ls.
2 52+[2 (C+ +Oé) 2

3.1.1. Puntos de equilibrio 'y estabilidad local

Los puntos de equilibrio de este sistenia_son los siguientes:

a _a I 4
P = (—,07 —70), Py= (S5, 1,4S4,0) y Ps = (Sho, 110, S20, L20)

b b
_ a+aSy, - a(b + 2a) _ _
S| = So = I, = (Ryg — 1)5;.
1 b+Oé ) 2 b(b—l—Qa)—l—c(b—l—a)[%o—l]’ 2 < 0 ) 2
Donde, Ry = cf— 7 Ademads, P, es admisible si Ry 1. P3; es admisible si Ry > 1,
k I 1 d+k
ki = 2810120, So = M; Lo = 21y, ¢ = ko + M y Sio = Tly, donde

ki, ko € RT.
Al punto P; se le llama equilibrio libre de enfermedad, y a s, P; se les llama equilibrios
endémicos.

Proposicion 3.1.1. Si Ry < 1, entonces el equilibrio libre de enfermedad Py es localmente

Q
asintoticamente estable. St Ry > 1 y i d > Ry — 1 entonces P» es localmente asintotica-
c

mente estable.

Demostracion. Para determinar la estabilidad de estos 2 puntos de equilibrio calculamos la
matriz Jacobiana del sistema (3.2)

—BAL—b—a —PBAL+d a — yaAss —yaAszy
o /BAH /61412 — (C + d) ’70[/433 o+ ’}/OKA34
J(Sl7[l752’12) - (67 0 —BA33 —b—« —/BA34+d

0 0 BAss Az — (c+d+ )
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Lo\? S\ L\’ Sp 1\
e dgute A = () = (707 ) 4= (g0g) v = (50m)
1 1 1 1 2 2 2 2

EvaluandoyJ en P; tenemos que

—b—a —f+d o —ya
B 0 B —(c+d) 0 a+ Yo
I = oY 0 —b—a —B4d
0 0 0 f—(c+d+a)
Por lo que los valorésspropios son Ay = (¢ +d)(Ro — 1) —a, Ao = (c+d)(PRo — 1), A3 = —b
vy As = —(b+ 2a). Pordo tanto, P; es localmente asintéticamente estable cuando Ry < 1.

La matriz jacobiana en el ptnto P, es

—a—b—ﬂ—%—f—Z(c—l—d) d—% o —ay
(=B+c+d)? (c+d)(—B+c+d)
J(P,) = g 1 — s 0 a(y+1)
« 0 —a—>b d—p
0 0 0 —a+B—c—d

Usaremos el criterio de Routh-Hurwitz para determinar su estabilidad por lo que necesitamos
calcular su polinomio caracteristico,,verifieat /que sus coeficientes son positivos y que se
cumple la condicién D3 < 0. El polinemio caracteristico es,

Py()\) = X8, \3 + BV 4 s\ + B, (3.3)
y sus coeficientes son:

Ey =20+ 3(ks + ky),
P& 4 Abka& + bks(4(c + d) + 3ks) + k3 (3¢ + 2d + k) P 2k5E + sk (5(c + d) + 4ks)

Es

c+d+ ks ’
B b (ks + ka(c+d)) + b (k3(3c + 2d) + 2k3E€ + 3ksks(2(¢pd) + k3)) + k3x
3 — 9
c+d
B kska (b*(c + d) + bks(3c + 2d) + 2bky(c + d) + cks(ks + k4))
4 — .

C+d+l€3

Donde k3 =Ro— 1, ky = a — k3, con k3, ky > 0, E = c+d+ ks y x = c(kF + 4ksky + 2k3) +
ky(2d + k3) (k3 + k4). Ademas,

i Fy

D3 = T

donde

Fy =b* (ks + ks(c + d)) + b (k3(3c + 2d) + 4k3E + 3kska(2(c + d) + k3))
+ k3ka(4e + 2d + k3) + kski(5(c + d) + 4ks) + 3k3€ + ck3,
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Fy =b*(6ks& + k3(10(c + d) 4+ 9k3)) + 26°¢ + b (k3 (15¢ + 14d + 11ks) + 4k5E + 14k3ky)
+ 20ksk8(c + d) + ks (c (835 + 11ksky + 4k3) + (2d + k3) (ks + ka)(3ks + 2k4)) .
Por lo tantotodos los coeficientes de P,(\) son positivos y Dj es negativo siempre que se
cumplan Ry >y % > Ry — 1. Por el criterio de Routh-Hurwitz, se concluye que P, es
c
localmente asintoticamente estable. O
. .«
Observacién 3.1.1) S;

c+d
consecuencia, Py(\) en(3.3) tiene una raiz positiva y por lo tanto el punto de equilibrio P;

es inestable.

< Ry — 1 entonces el coeficiente Ey puede ser negativo. En

La demostracion de la siguiente proposicién se encuentra en el Apéndice A (5.3).

ky + Siol-
PI‘OpOSiCiél’l 3.1.2. 5% %0 > 1, ]{31 = 2510[20, SQO = M, Il() = 2]20, Cc = ]{32 +

Lo
1656(d + k
M y Sio = Tla, donde kg, ko € R, entonces el sistema tiene un punto de equili-
23 4 567y

brio con coordenadas positivas Py = (S50, 110, S20, I20) localmente asintdticamente estable.

3.1.2. Estabilidad global del“equilibrio libre de enfermedad

Para determinar la estabilidad globalrdel ptmto de equilibrio libre de enfermedad usaremos
las matrices de siguiente generacidndelteorema’de van den Driessche.

Teorema 3.1.1. 5i Ry < 1 entonces el punto de’eguilibrio libre de enfermedad es globalmente
estable.

Demostracion. Fn el caso de nuestro modelo el vector de infeccion F y el vector de trans-
misién V asociado al sistema (3.2) estan dadog por

BS11 aySaly Tal
Sl+]1 S2+IQ 2 (C+d)[1
yV= )
BS215 (k& + d) Iy
So + Iy
Por lo que las matrices de siguiente generacion son

(B av+a [ c+d 0
F‘(o 3 YV=1 0 ad4c+d)

BS11h +0WS212
B~ (c+d) ay + a )(Il)_ Sy +1  So+ 1

f(h 1) = ( 0 B—(a+c+d)) \ Iy BSa1y
So + I
81 SQ
L (1- I 1 -
(e [rlos)

(a+c+d)l < Sy )
I, (1-—
bz Sy + 1

F= (3.4)

Ademas,

+ OéIQ
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Por otro lado,

1 " B aly+1)
el c+d ] y VIF = c+d c+d
— B
atctd a+c+d

Calculando el radio-espectral p(FV 1) tenemos que es f_ 7 El cual coincide con el nimero
c

reproductivo para‘eLanodelo (3.2), es decir,
_ B
c+d

Ademds, para este caso esswénor o igual a 1. Notemos que f(I;,1,) >0, F>0y V=1 >0.
Sea, w = (z,y), resolvemos la eetiaciéon wV~'F = Ryw, entonces

Ro

o (—% + v + I) 3
-1p_ — il _ _ XY _
wV Row o z(ay + ) p—— 0
_ By
A+ 1) (a+chd)’
y encontramos el vector
T o
W= , 1
((7+1)(a+c+d) )
Dado lo anterior, se propone como funcionde Lyapufiov
L 0
— 5 d Il
I, L) =wl'V 1x=< 1 Gt
Qh, 1) (v + D(a+c+d) J 1 I
a+c+d
P I

— +R
a+c+d 0(a+c+d)(1+’y)

Derivando la funcién de Lyapunov,

c+d—06)((v+ 1) Is{la+c+d) + BIH)
(v+ D(c+d)(&Fcad)

QU ) = W'V (E = V) = !V (o) = -

B((y+1)I3(c+d) (L1 + S1) + BIE(I + So) + ayI3 (I + S))
Observemos que @ < 0 siempre que Ry < 1 yes 0siysolosi Iy =0e I, =0. Como en

I = 0 e I, = 0 las soluciones convergen al punto de equilibrio libre de enfermedad Py, por
el teorema de Lyapunov-Lasalle P; es globalmente estable.

[]
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3.1.3.. Bifurcacion

Proposicion 3.1.3. 5i f = c+d entonces P, = P, = (%, 0, %, O), es un punto de equilibrio

no hiperbolico y hay una bifurcacion transcritica.

Demostracion. Para usar el teorema de Sotomayor, demostremos que se cumplen las siguien-
tes propiedades

L wits(P,e%d— ay) =0,
2. wl[Dfg(Py,c3#d — ay)v] # 0,
3. wID*(Py,c+ d=way)(v,v)] #0.

Propiedad 1. Para demostrarla; hagamos uso de la matriz Jacobiana evaluada en P; y en el
parametro 8 =c+d

—b —c « —Qy

A=Jgpedly=| 0 vV 0 arta

0 0 0 -
Notemos que sus valores propios.son A\; = 0, Ay = —a, A3 = % (—\/504 —a— 2b) y
AN = % (—\/504—04—26).
El vector propio del valor propio igual-a-0 es v = (— —oza— b, — o’ +abc2 + ab) 1, 0).
El vector propio de la matriz AT es w = (— _aa_ b, = o’ +0f + ab, 1, 0) .

Tenemos ademads que f3(Py,c+d) = (0,0,0,09, de manerd gue

—a—b —a’+ b+ ab r
waﬁ(Pl,chd):(— a-b ot +O‘,1,0> -(0,0,0,0) =0

0% ac

como se queria.

Propiedad 2. Observemos que

wI[DEs(Py, c+ d)v] =

0 -1 0 0
—a—b —a?+b+ab T 0 1 0 0 —a—b —@¥b+ab
- s T a]-70 : : - s T a]-70
« ac 0O 0 0 -1 «Q 875
0 0 0 1

—a—b —a’+b+ab
(—a2+b2+ab)( azb_ ot +a)

« ac

ac

Usando Mathematica se verifica que lo anterior es diferente de cero si 2b + o > /5, por lo
tanto, se cumple la segunda propiedad del teorema.
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Propiedad 3. Para esta propiedad calculamos lo siguiente
D2f(P1, c—+ d) =
(263132(0 +d) n 20byvivy 2bs182(c + d) _ 2abyvivy 2bvyva(c + d) B 2bvivg(c + d))

)

¢/ a a a a a

Ahora, evaluando en el vector (v, v), tenemos que

aa?c? ’ aac?

A2 2 2 2 2 2
D (P o+ ) Il <2b( o® + 0 +ab)’ (c+d)  2b(—a”+ b +ab) (c+d)70,0>‘

De manera que

2 (—a? + b + ab)’ (c+ d) (b* + b(a + ¢) + alc — @)
aa3c?

wl[D* (P, c+d)(v,V)] =

De nuevo lo anterior es distinto{de.eero cuando 2b+a > v/5a. De las 3 propiedades anteriores
y el teorema de Sotomayor, concluimos que cuando f = ¢ + d el sistema presenta una
bifurcacién transcritica en el punte.de,equilibrio P; respecto al parametro 5. En la figura
3.1 podemos ver las coordenadas Sy, 1\ y las coordenadas Ss, I de los puntos de equilibrio
P, y P,, asi como su estabilidad. O

3.1.4. Simulaciones numéricas

Ejemplo 3.1.1. Dando valores a los=parametrossac =a=b=d=~v=1,c=2y [ = ;,
tenemos que el sistema (3.2) se simplific& gemo
351 Saly
25 K1) T
Sad3

Si = 1-28 48,
3511

L = 22 s+ 2L

' 2(51 + ) P S}+[2) (3.5)
Sy = 148 =28+ I — ——=2__

2 3Sl[ 2 2 2(5’2-}-]2)

I, = 99272 41

2 2(Sy + I) 2

En este caso consideramos PRy < 1 entonces el tnico punto de equilibrio‘del sistema (3.5)
con coordenadas positivas es P, = (1,0, 1,0). La matriz Jacobiana es

452 485, I, + TI? 352 Sa(Sy + 21) 92
28+ N)? C Sy + 1) (Sy + I)? NEYYAE
312 32, 2 3 ‘),
S 251 + 1h)? 2(8; + Ir)? (S2 + I)? (Sz + L)
. 0 A3 8L +TIE 353
2(Sy + L) 2(Sy + I)?
. . 312 352

25+ )2 2ASe+D)?
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S1
40; I,
| ) ’/T——-—"":
0 05 710 15 50 B
,/
/
20} 5| //
[
1
1
10} -10} /
1
1
1
9 H

0.0 05 10 15 SVYaofB sl
(a) Coordenada Sj contra el paré etrg B. (b) Coordenada I; contra el parametro .
S @ 7
40; @‘ c I
/€
20 - ‘\ O

10} S *

30 -

1.0 1.5 2.0 B

%0 05 10 15 208 Q
(c) Coordenada Sy contra el parametro (. (d) Coordenada Iy

?‘cra el pardmetro (3.
Figura 3.1: Las graficas de color azul corresponden a las coordenadas nto P; y las de color
rojo a las de P,. La linea continua (punteada) representa la estabilidad™ (i

nestabilidad) de cada
punto de equilibrio. Para estas graficas los valores de los pardametros son a = 15,5 = 0.2, ¢ = 0.5,

d=0.5, o =042, v=0.5. %
929
Q
@,

.
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Evaluando J en P; tenemos que

o Ly
2
3
0 —5 0 2
1 0o -2 —
2
5)
0 0 0 —=
2

Los valores propios de”J(R)) son A\; = —3, Ao = —5/2, A3 = —3/2 y Ay = —1 por lo que el
punto de equilibrio P; engeste caso es globalmente estable. En la figura 3.2 mostramos las se-
ries de tiempo de las poblacienies Sy, S, I1, I con condicién inicial (13/16,3/16,13/16,3/16)
y en la figura 3.3 mostramos, una proyeccién de la solucién al sistema (3.5) con condicién
inicial (13/16,3/16,13/16) en el’espacio I = 0.

S1 I1

1.0 | AV J
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4

Sz

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

t

2 4 6 8 10 4 6, 8 10

Figura 3.2: Series de tiempo de las poblaciones S, S, I1 e Is tomando come'condicién inicial
(13/16,3/16,13/16,3/16) .



3.1. INFECTADOS DE LA CIUDAD 1 RESTRINGIDOS DE VIAJAR

I 0.0
0.1 T )
02 —

=~ _

1.0
|
|
T
|
|
|
I
|
1
|
!
|
|
|
t

S205.

205
“l
|
|
|
T
\|
) 1.0
\‘ f,J“O.8
) _ Jo.6 Sq

4 ]

o 70.4

Figura 3.3: Proyecciéon de la “solucién del sistema (3.5)
(13/16,3/16,13/16) en el espacio Iy =0

con condiciéon inicial

1
Ejemplo 3.1.2. Dando valores a“los'parametros, a =c=d=~v=1,b = 5 a=4y [ =3,
tenemos que el sistema (3.2) se simplifica combd

: 9 3T, 4S,I
Si o= 1= o8+t h L~ 22

35,7 Yoh Stb
I, = VLo §dn, + 222

Sl"’[l SQ+IQ (36)
IS 1145, — 25,4, - 3020 '
2 3511 2 2 2 52+]27
I 22 6],
2 Sy + I 2

« ey .
En este caso consideramos Ry > 1y ot d > My — 1 entonces los purtoes de equilibrio del sis-
c

tema (3.6) con coordenadas no negativas son P, = (2,0,2,0) y P, = (17/13,17/26,18/13,0).
La matriz Jacobiana es

R 352 455(Ss + 21) 453
(S1+ )2 2 (S1+1h)? (S + I)? (Se5)?
312 352 AL By,
(S1+ 1)? (S1+1)? (So + I)? (Sy + I5)2
J(517[17827IQ) - 2 >
4 0 _L _ 9 — L
(Sa+12)2 2 (S2 + I)2
. . 312 352

(92 + I2)? (Sa+ 1)
Evaluando J en P; tenemos que
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9
- =2 4 -4
O2 1 0 8
3P )
4 0 —= =2
2
0o 0 0 =3
. 17 1
Los valores propies, de J(P;) son \; = 1, Ay = =3, \3 = -5 y A\ = —3 por lo que P; es
inestable.
Ahora evaluamos J%en"R,,
Ly
6 3
1 2
S -2 0 8
J(B) 3 3
9
4 0 3 -2
0 0 0 =3

Los valores propios son A\; = —8.66, Ag&y—3 y A34 = —0.66+£0.237. Como la parte real de los
valores propios es negativa, entonces el*punto de equilibrio P, es localmente asintéticamente
estable. En la figura 3.4 mostrames las Series de tiempo de las poblaciones Si, Ss, I1, Iy con
condicién inicial (5/13,6/13,6/13,8/13) yenla figura 3.5 mostramos una proyeccién de la

solucién al sistema (3.6) con condi€ign, inicial (5/13,6/13,6/13) en el espacio I, = 0.

2

Figura 3.4: Series de tiempo de 57,959, 1[4

(5/13,6/13,6/13,8/13).

4

6

8

10

t 2 4 6 8 10

e12

tomando como condi€ion

inicial
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0.5

Figura 3.5: Proyeccién de la’solucién del sistema (3.6) con condicién inicial (5/13,6/13,6/13)
en el espacio [, = 0.

Ejemplo 3.1.3. Dando valores a log'parametros, o = 0.623, 8 = 9.021, b = 0.285, ¢ = 6.613,
a=1242 v=1y d =1, tenemos dque_el sistema (3.2) se simplifica como

: 37265, 18789, 1845, 1845, 3664
Sl = — — - -+ Il + —_—
413(S; + ) 2065 295(S;+ 1) | 295 295
i _ 23(S2 + 1)(561(S) + 1) TAA0S,=I)) + 7282785 L1 + 92551 + 2T1hy) + N)
! 2065(Sy 4 1) (S5 + ) ’
(3.7)
o _ 1845 372655, 18785, 3604
7295 413(Sp+ L) 2065 21205

. 16215(25, — 211)
2T 13(S + L)
Donde Ny = I1(—567S511 + 1845515 — 56711 15). Entonces losg'puntos de equilibrio del sistema

(3.7) con coordenadas no negativas son Py = (43.47,0,43.47,0),\P, = (12.28,2.27,22.08,0)
y P3 = (7,2,10.5,1). La matriz Jacobiana es

372653 184.55(Sy + 215) 184,52
—Mie 1- 2 2 T 905(S, + [.)2
413(S1 4+ 1,)2 295(S5 + 1) 295(S5 + 1)
372612 M7 18412 184 ( 2 N 1)
413(S) + )2 2065 295(Sy + 1) 295 \(Ss + I5)?
J(S].?[].)SZ)IQ) = ( 1184 1) ( ? 2) ( 237262%3
= 0 —M Y 0 Wikt BN
295 1 413(S5 + I5)?
0 0 372612 162 (53
413(Ss + I5)? 413 \ (S2 +49)?

Donde
6 (3135? + 626511 + 3418[12)

Miw =
10 2065(S; + I1)?

931552
My =2 —-"-—7861),
o ((51 + 1p)? )

9

v _ (31353 + 626551 + 341813)
" 2065(S, + I)?
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Evaluando J en P; tenemos que

1878 3313 184 184
2065 413 295 295
2908 0 368
- 2065 295
J(Pr) = 184 0 1878 3313
295 2065 413
324
0 0 ITE

Los valores propios®de=d(P;) son A\; = —1.53, Ay = 1.40, A3 = —0.78 y Ay = —0.28. Como
hay un valor propio pesitivo, el punto de equilibrio P; es inestable.

Ahora evaluamos J en P,

21721802 14907881 184 184
“19235475 2747925 295 295
1228232 3265684 0 368
I(P) = 19235475 2747925 295
24 0 _ 1878 3313
205 2065 413
324
0 0 TE

Los valores propios son A\; = 078, Ag3 =421 £ 0.917, Ay = —0.79 y como hay un valor
propio positivo, entonces el puntosde.equilibrio, P, es inestable. Luego, evaluando J en P;
tenemos que

2798 50263 C o840 3528
2065 59  \1357 6785
184 - _636 32 1552
_ 413 205 6785 1357
J(P3) = 184 § 46434 .8849
295 47495 ¢ 1357
648 972
0 0 9499 1357

Los valores propios de J (P3) son Ao = —1.89 + 1.28¢ y A\34 = —0¢Fl £ 0.71i como la parte
real de los valores propios es negativa, entonces P3 es localmentegasintoticamente estable.
En la figura 3.6 mostramos las series de tiempo de las poblaciones 51,55, I1, I con condicién
inicial (4/9,3/9,11/9,2/9) y en la figura 3.7 mostramos una proyeccién_de la solucién al
sistema (3.7) con condicién inicial (4/9,3/9,11/9) en el espacio I = 0.
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10 0.8

<. .
S

2 4 6 8 \V1 2 4 6 8 10
Figura 3.6: Series de tiempo de h@lagiones S1, 59, I e I, tomando como condicion inicial

(4/9,3/9,11/9,2/9). 'y
®‘
Cz(,

Figura 3.7: Proyeccién de la solucién del sistema (3.7) con condicién inicial (4/9,3/ 9@/ 9)
en el espacio [y = 0. ¢
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3.2. . Todos los individuos viajan entre las dos ciudades

Consideraremos el modelo completo donde los individuos susceptibles e infectados pueden
viajar éntre las dos ciudades sin ninguna restriccion. Explicitamente, analizaremos el siguien-
te modelo

. 551]1 CE’}/SQ]Q
S1 =a-— —bS1 +dI; — aS Sy — 2

1 Sé;illl 1+ al; —ady + aos §21+IQ7
g = 2OUL (et d+ o)l + ol + 210%2

b1 2 (38)

S =a— 22 bSy 4+ dly — Sy + Sy — ——L

2 a %5_1_112 2+ dly — ady + oy SSII_i_]la
i - 242 d I I avo1 1.

9 St L, (c+ +a)2+a1+51+]1

3.2.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

Los puntos de equilibrio de este sistema son los siguientes:

(2 0, - 0> P, = ( a a(Fo, — 1) @ a(Roy — 1) )
b’ b ) 2T b+ (Mo, 20V b+ c(Roy — 1) b+ c(Roy — 1) b+ c(Roy — 1) )
y»Ps =\(S10, 110, S20, I20)

Donde Ro, := Ro + Oj 7 Ademagy P, _es admisible si Rg, > 1, P3 es admisible si Ry, > 1,
c
k1 + Sool 94
k1 = 2Sx10, Si0 = % Sl Lo, Ko s T = kb, ¢ = 100d y 7 = 250,
20

donde ki, ks € R™.

Proposicién 3.2.1. Si Ry, < 1, entonces él equilibriolibre de enfermedad P, es localmente
asintoticamente estable.

Demostracion. Para determinar la estabilidad de este punté de equilibrio calculamos la ma-
triz Jacobiana del sistema (3.8)

cap P __BSt oo O3 o83
(Sl + .[1)2 (51 + 11)2 (52 + .[2)2 (52 + .[222

2 o e—dg PSE _anli L) I
J— (S1+11)? (S1+I)? (S 4 I3)? (S + I5)?

__oli _ oSt ey BB A__B5

(Sl +I1)2 (Sl +I122 (SQ"‘IQ)Q (SQ+IQ)2

_ ol LSt Ly 0 O, PSE

(S1+ 1) TSI L) (92 + I2)? ‘T (82 + I2)?
Evaluando J en P; tenemos que

—a—0b d—p Q@ —ary
B 0 +8—-—c—d—a 0 ay+a
J(Pr) = a —ay —a—>b d—p3 ’
0 ay+ a 0 +8—c—d—«

por lo que los valores propios son \; =

—b, g = =b—2a, \3 = f—ay—2a —c —d,
A = ay+  — ¢ —d. Por lo tanto, P, es estable cuando Ry, < 1.

]
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Las demostraciones de las siguientes proposiciones se encuentran en el Apéndice B, (5.4) y
(5.5)f respectivamente.

Proposicién_3.2.2. Si Ry, > 1 y Ry, < 2R, entonces P es localmente asintéticamente
estable.

k1 + Sool
PI’OpOSiCiéIl 3.2.3. 51 %07 > 1, k'l = 2520[10,510 = M, SQO = 4[20, k'g =

Iy
94
100’ Ly = kolyy, ©= 100d y v = 250, donde ki, ko € RT, entonces el sistema tiene un

punto de equilibrio £on. coordenadas positivas Py = (Sig, L10, S20, I20) localmente asintdtica-
mente estable.

3.2.2. Estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad

Para determinar la estabilidad global del punto de equilibrio libre de enfermedad, usaremos
las matrices de siguiente generacigmrdel teorema de van den Driessche [ZV].

Teorema 3.2.1. Si Ry, < 1 entontes_el punto de equilibrio libre de enfermedad es global-
mente estable.

Demostracion. FEn el caso de nuestro modelo el vector de infeccion F y el vector de trans-
misién V asociado al sistema (3.8)-estan dadog por

GBS aySl

Sy +1 Sy + 1 e (C+d+a)[1_a12
BSa1s n ayS11; X “al + (c+d+ a)ly '
So+1I, Si+1;

Por lo que las matrices de siguiente generacién son

(B ay ([ at+c+d -«
F_(ow B y V= —a atc+d )

F= (3.9)

Ademas,
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“ (B —(a+c+d) ay — A
f(jl’b)_( ay — « f—(a+c+d)) \I
BS11 arySaly
St L Sa+ D (c+d+a)ly —aly
39515 n aySily —ali + (c+d+ a)l,
Sg‘l—lg Sl + I

BS11h " aySals
w—%a+c+dﬂh+%av+aﬁj__ SHL TSl _%(@+d+®h—ab>

(ay + Q) B — (a+c+d)] I, BS2ly | aySili —ali + (c+d+a)ls
Sy+1I  Si1+1

BS11 yaSoly
B [ﬁ—(a—l—c—kd)][l—l—(afy—l—oz)lg—Sl+]1—S2+]2 ((c+d+a)[1—a[2>

_ BSay qyaSih —aly + (c+d+a)ls
Se+1, Si+16L

Sl S2
L (1-— 1 1—
61( S1+I1>+ 20[7( S2+]2)

Sg Sl
IL{1-— I 1—
/32( SQ+[2)+ 1047< 51+I1)

Por otro lado,

(a7 +a)ly +[8 (ot c +d)] I

o+ c=d a
vl — (c+d)2a +f+d) (€+Md)(2a+ c+d)
- o Gtc+d Y

(c+d)2a+cHd)) (c+ d)2a+ c+d)

Bla+c+d) aj?
Vol — (c+d)2a+c+d) (c+d)(2a#.c+d)
ary? Bla+ d+d)

(c+d)2a+c+d) (c+d)(2a+ c4d)

Calculando el radio espectral p(F'V 1) tenemos que es

f+ay
Hoy = c+d

Observemos que f([1,15) >0, F > 0y V™' > 0y ademds, para este caso Roq es menor o
igual a 1.
Dado lo anterior, la funcién de Lyapunov es

a+c+d «
_ Tyl (c+d)2a+c+d) (c+d)(2a+c+d) L\ L+ D
QUL L) =w V7 x=(1,1) « atc+d I, _C+—d’

(c+d)2a+c+d) (c+d)(2a+c+d)
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donde w’ = (1,1) es el vector propio izquierdo de la matriz V' F correspondiente al valor
propio p(FV 1) = Ry,. Derivando la funcién de Lyapunov,

. 0Q . 00

L, L) =21 + —~I
Q( 1, 2) all 1+612 2
1 581]1 Oé’}/SQIQ
— d 1 1
C+d(51+[1 (C+ +a)1+a2+52+]2>
1 /882]2 CV’YSlll
— d 1. 1
C+d<SQ+]2 (C+ +a)2+a1+51+]1)

ay g 1
= ((c+d)(11 5 T erdhi+S) S_1>
ay p 1
+ % ((c+d)(12—|—82) TSR 5
I(c(d + S1) +d(I; + S1) — Si(ay + )
(c+d)(I; + S)
Ly(c(Io +585) 4+ d(Io + S2) — Sa(ay + B))
(€ +d) (I + Ss)

Para que la igualdad anterior seasicgativa se debe cumplir que

C([1 + 51) + d([1 + S1) — Sl(a’y + ﬁ) >0

C(Ig + SQ) + d([g + SQ) — SQ(O(’)/ + ﬁ) > (.

Resolviendo para la primera desigualdad

B+ay L+ 5

=516+ > —(c+d)(IL + 5 = < ,
1(B+ay) (c+d)(I1 + S1) . - =)
L +5
pero €S mayor que 1, entonces
1

d_

5+a7<1:a<—c+ B.

c+d y

: d —
Anélogamente para la segunda desigualdad, por lo que @ < 0 siempre que ‘o < u

/’)/
o equivalentemente Rpy < 1yesOsiysolosily =0el, =0. Comoendf =0e I, =0
las soluciones convergen al punto de equilibrio libre de enfermedad P;, por elteorema de
Lyapunov-Lasalle P; es globalmente estable. O

3.2.3. Bifurcacion

Proposicién 3.2.4. 5i f = c+ d — ay entonces P, = P, = (a

E’O’ %,0), es un punto de

equilibrio no hiperbdlico y hay una bifurcacion transcritica.
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Demostracion. Para usar el teorema de Sotomayor, demostremos que se cumplen las siguien-
tes propiedades

1. wifs(P,c+d—ay) =0,
2. Wl DEfy(Pr,c+d— ay)v] #0,
3. WD (P c+d— ay)(v,v)] #£0.

Propiedad 1. Paréd-demostrarla, hagamos uso de la matriz Jacobiana evaluada en P; y en el
parametro 5 = ¢ 4'd—.ay

—a—b ay—c Q -y

0 —ay —« 0 ay + o

Ay = J(PLEAd — o) = . _VM ot o;—c
0 oy + o 0 —ay —«

Notemos que sus valores propiosson A\; = 0, Ay = —b, \3 = —b—2a y \y = —2(a + ay). El
c c

R 1, 3 1). El vector propio de la matriz

vector propio del valor propio igual a 0 es v = (—

AT es w = (—g, 1, —g, 1>.

Tenemos ademds que f5( P, ¢+ d — o) =40, 0,0, 0), de manera que w” f5(Py,c+d — ay) =
T

(—g, 1, —g, 1) -(0,0,0,0) = 0 como se‘\queria.

Propiedad 2. Observemos que

0¢=1 0 O
c c XL 0 T 0 0 c c 2c
WT[Dfﬁ(Plac+d_a’7)V] = <_57 ]-a _57 1) ) 0 00y —1 <_57 17 _57 1) = ?_’_2 7é 0.
0 0 Ol

Por lo tanto, se cumple la segunda propiedad del teorema.

Propiedad 3. Para esta propiedad calculamos lo siguiente
D*(P,c+d—ay) =

(21)3152]\/[ N 20byvivy 2bsissM - 2abyvivy 2bviva M N 20b9815p”  2bviva M 204b73152) .

9 9 9

a a a a a a a a
Donde M = —ay + ¢ + d. Ahora, evaluando en el vector (v, V), tenemos dque
2b d 2 d) 2b d 2D d
DZf(P17c+d_047)<vav>:( <C+ >7_ <C+ )7 (C+ >7_ (C+ >>

a a a @

De manera que
4
wl[D* (P, c+d—ay)(v,v)] = — (b+o)c+d) # 0.
a

De las 3 propiedades anteriores y el teorema de Sotomayor, concluimos que cuando 3 =
c+d—ay el sistema presenta una bifurcacién transcritica en el punto de equilibrio P; respecto
al pardametro . En la figura 3.8 podemos ver las coordenada Si, I; y las coordenadas Ss, I5
de los puntos de equilibrio P; y P», asi como su estabilidad. O
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I
40 !

30} O 51
\
207 3, 0 . of B B

1
!
1
1

9 ‘ &0 B
tr

0.0 05 10 15
(a) Coordenada Sy contra el pardmetro, 5. (b) Coordenada I; contra el parametro .
So @

40,

30+

1

1

1

0 1
0 1

0 05 10 15 208 -5t Q
(c) Coordenada Sy contra el parametro (. (d) Coordenada Iy

?‘cra el pardmetro (3.
Figura 3.8: Las graficas de color azul corresponden a las coordenadas nto P; y las de color
rojo a las de P,. La linea continua (punteada) representa la estabilidad™ (i

nestabilidad) de cada
punto de equilibrio. Para estas gréaficas los valores de los parametros son a —A = 0.2, ¢c = 0.5,
d=10.66, «a =0.4, vy =0.4.

>
6%
@
O

.
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3.2.4.. Simulaciones numeéricas

3
Ejempl6_3.2.1. Dando valores a los parametros, « =a=d=0=7v=1,¢c=2y b= o

tenemos gue el sistema (3.8) se simplifica como

: S 7 52
Slz,%( ! ——>+ j + 1 +1,

Sl+]1 2 SQ ]2
. S Sol.
L = 5 4+ D,
S1+ 1 So+ 1
2 (3.10)
.= 2 _45g ( % —z)+l +1
s+ TP\ S+ L, 2 S
. 51[1 SQ
= + I —4 |+ 1.
YA ,5 + 1, 2<SQ+12 ) '

En este caso Ry, < 1 por lo que’el tnico punto de equilibrio del sistema (3.10) con coorde-
nadas no negativas es P, = (2/3,0¢2/3,0). La matriz Jacobiana es

Sl<Sl + 2[1) . Z Il<231 + [1) SQ(SQ + 2[2) . 522
(S1+ 1) 2 6S1 + 1)? (Sy + I)? (Sy + I)?
Iy S ., L S
(S1+1)? (S1 +13)? (S2 + 15)? (Sg + I5)?
J(S1, 1, S, I5) = S1(S, +2I) - 512 So(Ss + 21) _z 1,(2S + I)
(S1+ 11)? (S1 HUp)? (So + 15)? 2 (S + 15)?
I $ N L 5
2 (So + I)? (So + I)?

(S1+6L)? (S1+ Ih)

Evaluando J en P; tenemos que

)
2 0 1 -1
2
0 -3 0 2
1 -1 —= 0
2

o 2 0 =3

Los valores propios de J(P;) son A\; = =5, Ao = —=7/2, A3 = —=3/2 y Ay = =1 pox lo que el
punto de equilibrio P, en este caso es globalmente estable. En la figura 3.9 maStramos las
series de tiempo de las poblaciones Sy, Ss, I, I con condicién inicial (5/16,3/16, 1 46411/16)
y en la figura 3.10 mostramos una proyeccién de la solucién al sistema (3.10) con cendicion
inicial (5/16,3/16,1/16) en el espacio Iy = 0.
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Figura 3.9: Series de tiempo las ;oblaciones S1,59,11 e Iy con condicion inicial

(5/16,3/16,1/16,11/16).

Q

Figura 3.10: Proyeccién de la soluciéon del sistema (3.10) con condicién
(5/16,3/16,1/16) en el espacio I, = 0.
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Ejemplo 3.2.2. Dando valores a los parametros, a = 1, b = 77/720, ¢=77/360, d = 7/18,
a=7/12y B =49/90,v = 7/15, tenemos que el sistema (3.8) se simplifica como

: 498, 1, 4978, 498, 1, 78, 7L
S, =-— - - i
LT TS 1 L) 720 1805+ L) 12 T
i _ 495 950, 427h Th
Y T 90(S 4+ 1) 180(Se+ L) 360 127 (3.11)
S . 495, 1 4 75 B 4952]2 B 49752 n E 1 ’
200y 180(S 4+ 1) 12 90(S,+ L) 720 18
i 498, I, 495,15 7L 4271
; M

@80 + 1) | 90(Se+ ) 12 360

En este caso Ry, > 1y R 2R, por lo que los puntos de equilibrio del sistema (3.11) con
coordenadas no negativasison” P, = (720/77,0,720/77,0) y P, = (5.46,1.94,5.46,1.94). La

matriz Jacobiana es

7 (7152 4+ 14251 1) + 1271%) 7 7532 7 (1552 + 305212 + 812) 4952
B 720(S1 + 11)2 90 ( = (51 + 11)2> 180(S2 + I2)? 180(S2 + I2)?
4912 7 ( 2857 1) 49712 7 ( 752 n 15)
J . 90(S1 + 11)2 360 \ (St 11)2 180(S2 + 12)2 180 \ (S2 + 12)2
- 7 (1552 + 3051 11 + 812) 4953 7(TLS3 + 14251 $12713) 7 (, 752
180(S1 + 11)2 D 180(Sy F 11)2 B 720(S2 + 12)2 % ( a (S2 + 12)2)
4912 7 752 e 15) 4912 7 ( 2855 61)
180(51 -+ 11)2 180 ((Sl + 11)2 90(32 + 12)2 360 (SQ -+ 12)2
Evaluando J en P, tenemos que
KL Y o al
720 45 12 180
ST ) T
- 120 90
A= 7 T el
12 180 720 45
s 7
° % 0
539 917 7 7
Los valores propios de J(P;) son A\ = ——— =——— A3=——=2% N\, = — por lo que
prop (P1) 1 3607 2 790’ 3 %20 Y A4 360 p q

Py es inestable.
Ahora evaluamos J en P,

_ 943 299 3659 961
1296 3240 6480 6480
121 1441 121 4741

_ 3240 1620 6480 6480
J(Py) = 3659 961 943 299

6430 6480 1296 3240
121 4741 121 1441

6480 6480 3240 1620

Los valores propios son A\; = —1.634, Ay = —1.279 y A\34 = —0.16 £ 0.057, como la parte
real de los valores propios es negativa, entonces el punto de equilibrio P, es localmente
asintéticamente estable. En la figura 3.11 mostramos las series de tiempo de las poblaciones
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una proyeccion de la solucién al sistema (3.11) con condicién inicial (6/13,4/13,11/13) en

62 T 0.
2. ,1

51,5'&[2 con condicién inicial (6/13,4/13,11/13,17/13) y en la figura 3.12 mostramos

el esp

A ’ 0.8
10 20 30 40\ t 10 20 30 40 50 t

Figura 3.12: Proyecciéon de la solucién del sistema (3.11) con condicién inicial

(6/13,4/13,11/13) en el espacio Iy = 0.

5
5
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Ejemplo 3.2.3. Dando valores a los parametros, o = 0.415, 5 = 13.61, b = 0.00002, ¢ = 100,
a =97, =250y d =1, tenemos que el sistema (3.8) se simplifica como

61(224628040052 — 704518923355, 11 + 11285,(464894279 — 4958544501,))
5406184420(S; + 1,)(Sy + 1)
| 41 (6157010053 + 13515461055, 1, — 28255(4958544501, — 464894279))
5406184420(S, + 1,)(Sy + 1)
| A1 (13515461051, + 131100186678) 1) — 224639270053(S, + 1)
5406184420(S, + 1,)(Sy + 1)
Sy (524400746712 — 704518923351, 1)
5406184420(Sy + 11)(Sy + L)
101 (S (103287838, [; — 122688805, + 1032878311 I, — 488801%2))
a 11881724(S; + 1,)(S, + )
101 (417 (29826518, 1130672205, 15 + 29826511, I, — 1222012))
a 1188Y724(S; + 1)(S2 + I) ’
& _ 52(2246280400SF — 7045189233551 I, + 112851 (464894279 — 4958544501,)) (3.12)
2T 5406184420(S; + 1,)(S, + 1) '
| 411 (56157010057 + 13515461055, Iy — 2825 (4958544501, — 464894279))
5406184420(5) + 11)(S2 + 1)
| A1 (13515461051, + 131100186678) Ty )/ 224639270052(S; + 1)
5406184420(ST + 1,)(:S + 1)
Sy (524400746712 — 704518923351,) 11 )
5406184420(5; + I,)(Sy +I)r
101 (S5 (1032878351 I, — 122688809, I; + 1039878311, — 4888012))
a 11881724(S; + 1) (S, + 15)
101 (415 (29826518, I, — 30672205, I; + 2982651 Fefye 1222012))
B 11881724(Sy + I,)(Sy + I)

Slz

jlz

L=

Entonces los puntos de equilibrio del sistema (3.12) con coordénadas no negativas son
P, = (4669640, 0,4669649,0),P, = (5.94,0.97,5.94,0.97), P;"= (11.28,0.94,4,1) y P, =
(4,1,11.28,0.94). La matriz Jacobiana es

J =
N 16178392157 1234220 (S35 + 25212 — 24913) 30855500052
" 11881724(S1 + )2 2970431(S2 + I2)2 2970431(S2 + I2)2
1 160182157 11930604
16178392112 (S1+11)2 30855500012 12384220 (25153 + 25212 + I3)
11881724(S1 + I1)2 11881724 2970431(S2 + I2)? 2970431(S2 + I2)2
1234220 (S7 + 25111 — 2491%) 30855500052 N 16178392152
2970431(S1 + 11)2 2970431(S1 + I1)2 3 11881724(S5 + 2)2
160182152 11930604
30855500017 1234220 (25152 + 25111 + I2) 16178392112 (S2 I2)2
2970431(S1 + I1)2 2970431(S1 + I1)2 11881724(S2 + I2)2 11881724
Donde ) )
N 44927854057 + 8985570805111 + 1517161535115
11 = — y

1081236884(S, + 1,)?
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44927854053 + 8985570805515 + 1517161535113

1081236884 (.Sy + I3)?
Evaluando J en P; tenemos que

33 =

—0.415523 —12.6162 0.415502 —103.875

5(P,) - 0 —87.7993 0 104.291
= 0.415502 —103.875 —0.415523 —12.6162
0 104.291 0 —87.7993

Los valores propios'de J(Py) son A\; = —192.09, Ay = —0.83, A3 = —0.00002 y A\, = 16.49.
Como los valores propios son reales de signos opuestos, el punto de equilibrio P; es inestable.

Ahora evaluamos J en” B,

—-07683793 —9.062 —1.63108 —76.7612
0.26827  —91.3535  2.04658 77.1767

—1.63108 —76.7612 —0.683793 —9.062
2.04658 77.1767 0.26827  —91.3535

J(P) =

Los valores propios son A\; = 0.23, Ag™= —167.81, A\3 4 = —8.24 £ 12.78¢ y como hay un valor
propio con parte real positiva, entoncés, él punto de equilibrio P; es inestable.

Evaluando J en P; tenemos que

536392959 409401409 11107980 197475200
1081236884 438615603 2970431 2970431

12444917 3468203751 12342200 198709420

(P = 154462412 38615603 9970431 2970431
7690140 3417840000 25954300311 572874909

38615603 38615603, 27030922100 74260775
23735000 3433884860 161783921 6884058091

38615603 38615603 207043100 74260775

Como las coordenadas de P53 y P, son simétricas,su parte lieal tiene los mismos valores
propios, los cuales son \; = —167.45, Ay = —0.29 y A\34 = =810 £ 14.847. Como la parte
real de los valores propios es negativa, entonces P3 y P, son loealmente asintéticamente
estable. En la figura 3.13 mostramos las series de tiempo de las poblaciones Sy, Sy, I1, I3 con
condicién inicial (4/9,5/9,11/9,5/9) y en la figura 3.14 mostramadg\ina proyeccién de la
solucién al sistema (3.12) con condicién inicial (4/9,5/9,11/9) en el espacio I, = 0.
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Figura 3.13: Series de tiemp @las;poblamones S1,59, 11 e Iy con condicion inicial

(4/9,5/9,11/9,5/9).

-

Figura 3.14: Proyeccién de la solucién del sistema (3.12) con condicién inicial (4/9,5/9, / 9)
en el sistema I, = 0.



Capitulo 4

Modelo sin deteccion de enfermedad a
la salida

En este capitulo analizaremos élsefecto de establecer control a la entrada de un viaje en
la propagacién de una epidemia témando como base un modelo SIQS propuesto por Liu-
Takeuchi (2006) [LT]. Ellos analizan latéstabilidad local del equilibrio libre de enfermedad y
del equilibrio endémico y nosotros mostraremos ademas la estabilidad global del equilibrio
libre de enfermedad. Mostraremosssimulaciones para ejemplificar los resultados obtenidos
cuando el nimero reproductivo basieo es menor que 1 y para cuando es mayor que 1. En
este caso, el modelo a analizar es:

Sy = a- S’iiﬂ}l — b5 81+ @n= aSi + a8, — Z}j‘i?i

I, = Sﬁlb}rflll — (c+d+e)[pt (1 <0l + (1 — 9)2?%27

Q1 = Oaly,+ 92?_52 — (e ++f)Q, N
Sy = a_g‘sjiljz_ng+d]2+fQ2—a52+asl_g’?ilg’ (4.1)
I, = Sisj]i —(c+d+a)ly+ (1 —0)al; + (1 — 9);?:952

Q = 0ol +Ggf:i12 — e+ Q.

El significado de los parametros anteriores es el siguiente:

1. El pardmetro a es la tasa de reclutamiento de individuos que entram a la zona de
estudio.

2. La tasa de mortalidad natural de los individuos susceptibles es una tasa censtante per
capita b.

3. La tasa constante per capita de recuperacién de individuos infectados es d, y la tasa
per capita de mortalidad de individuos infectados es ¢. Como esto incluye tanto la
mortalidad natural como la inducida por la enfermedad, tenemos ¢ > b.

4. La enfermedad es transmitida con una tasa de infeccion f3.

56
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10.
11.
12.

Los individuos susceptibles e infectados que van de la ciudad 7 a la ciudad j lo hacen
con_na tasa «. Asumimos que las dos ciudades estan conectadas por transporte directo
como trenes o aviones.

Cuando, los individuos de la ciudad j viajan a la ciudad 7, la enfermedad se transmite
con una.tasa de infeccion ya.

Asumimos gue ambas ciudades son idénticas, es decir, los parametros demograficos son
los mismos para cada ciudad.

Suponemos qliesdurante el viaje no ocurren nuevos nacimientos, ni muertes y no hay
recuperacion de'individuos infectados.

El pardametro 6 es lagprobabilidad de detectar exitosamente un individuo infectado por
control de entrada.

Los individuos infectadog aislados en cada ciudad se representan con @); .
La tasa de mortalidad per-capita de individuos aislados lo representamos con e.

La tasa de recuperaciéon per-capita’ de individuos infectados aislados durante el trata-
miento es f.

4.1. Puntos de equilibrio y_.estabilidad local

Para encontrar las ecuaciones de un equilibrie endémico vamos a suponer que sus coordenadas
satisfacen S1 = 9,5, I1 = Iy, Q1 = ()2, asilas.ecuaciones del sistema son

. BS:1, yauS11h

ST = — —bSy + dL —S Sy —

1 aﬁs%_i_ll 1+ i+ fQ1 Sy + a5y SIS_J_IIla

I, = L (et d+a), + (1 — 0)al 41 — g) L2211

! S+ 1 (CS+] ron Jchet S )Sl-i‘[l’

. a

0, = «9a11+eg 111—(e+f)Q1,

IS ssiny blS dI S, + ad A0 42

2 = a6;§1+11_ 1 FdL 4 fQ — S + o I_Sléi”f,l,

I, = L (eqd+ o) + (1—0)al, + (1 — 9]

2 s 7 (etdta)hit(l=fah+ -0 g
yaSil

Q: = fal, +0

S 41, —(e+ f)Q1.

resolviendo este sistema tenemos que los puntos de equilibrio son los siguientes:

Pl - (%70707%707()) y P2 = (5*7[*7Q*7S*7[*7Q*) Si %0’79 > L



4.1. PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD LOCAL 58
Donde
I = a
c+b/(Roye) +eba(l +7/(Roy)) /(e + f)
I*
St= —
Royo — 1
O v )
* — 1 + [*,
Q e+ f ( 9%79
R o 6 + (1 B 6)047
00T T e d+ba

El punto P, es el equilibrio libre de enfermedad, y P, es el equilibrio endémico y 9y

es el numero reproductive_bésico.

La matriz Jacobiana del sistema (4.2) es

A B
J(517117Q17527IQ,Q2): ( Bi Az )
Donde o .
T bm G 1wy ; f
Al - (5141 —azc—d+ Sl-‘rh) 0 ’
O 0 —e — f
,3[ 552
Ay = R
2 w ottt gy 0 |
0 0 e f
a'yIQ a,ySz
O~ Grhye _((5'1_21_—]11)2 \ 0
_ ay(0—1)1? a(0—1)(vS2+(S1#11D)
S s o e y
afy@[f 9 1 0
(S1+11)? o (51 +[ S1i+11)2 +
anI? ayS2
ki i .
= ay(0-1)13 a(6—1)(yS5+(S2+12)
By = N (52+g2)22 - (522+[2)2 0
a0l ~S
(52—"_[;)2 ab ((SQ-F.?Q)Z +1 0

Proposicién 4.1.1. 51 R,y < 1, entonces el equilibrio libre de enfermedad £y es localmente

asintoticamente estable.

Demostracion. Evaluando J en P, tenemos que

—a—b d—j
0 —a+pf—c—d
| 0
0 —a(y+1)0-1)
0 a(y+1)6

f a —ay 0

0 0 —a(y+1)(0—1) 0
—e—f 0 a(y+1)60 0

0 —a—b d—p f ’

0 0 —a+pf—c—d 0

0 0 0 —e—f
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por lo que los valores propios son Ay = —b, \y = —e — f, \3 = —e — f, \s = —b — 2q,
s =(—aly+1)0+ay+8—c—dy X=a(y(0—1)4+0—2)+ 3 — c— d. Para ver cuando
los valeres propios A5 y Ag son negativos, hacemos lo siguiente:

Primero Yeamos cudl de los dos es mas grande,

As— X =—alyFA)0+ay+—c—d—(a(y(0—1)+0—-2)+8—c—d) =2a(y+1)(1—10)

Como 0 es menor ‘guesl, A5 es mayor que Ag. Por lo que basta con que \; sea negativo para
que todos los valores/propios sean negativos, pero A5 < 0 es equivalente a R, < 1. Por
lo tanto, si Ro,¢ < 1, €ntences el punto de equilibrio libre de enfermedad P, es localmente
asintéticamente estable. O

Teorema 4.1.1. Si Ry > 1 entonces P es localmente asintdticamente estable.

La demostracién de este teorema se encuentra en el Apéndice C (5.5).

4.2. Estabilidad global-del equilibrio libre de enferme-
dad

Para determinar la estabilidad glébalrdel punté de equilibrio libre de enfermedad, usaremos
las matrices de siguiente generacidiydel teoreina’de van den Driessche [ZV].

af=—p+c+d

T engonces el punto de equilibrio libre de enfer-

Teorema 4.2.1. SiNRpyp <1 yvy <
medad es globalmente estable.

Demostracion. Para calcular las matrices dé¢ siguiente géneracion asociadas al sistema (4.2),
notemos que los vectores F y )V de infeccion y de transmisiéon, respectivamente, son

BS111 (1-0)(aySal2)

e ) St L(a+ cHd)— a(l —0)1,
(aySal2)
F— So+12 V= Ql(e + f) — 05912
| aowsin | ssn | YT T | Lat e+ d)E a1 - 0)1,
S1+11 Sa+12 r
0(orS1 1) QQ(@ + f) 06911
S1+11

Por lo que las matrices de siguiente generacion son

B 0 ay(1—46) 0 at+c+d 0 —a(l=#h). 0
j 0 0 avyl 0 vV = 0 e+ f —ab 0
ay(l1—46) 0 B 0 —a(l—0) 0 at+c+di )0

avyl 0 0 0 —af 0 0 e+'f
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Ademas,
—at+f-c—d 0 —a(r+1@E-1) 0 4
B 0 —e—f  aly+1)f 0 @
9(1, Qe I33Q2) = —a(y+1)(0-1) 0 —a+f—c—d 0 [21
aly + 1)8 0 0 —e—f Q2

S11 1—-60)(aySa2I
5;&;(22”” La+c+d) —a(l—0)
M Qile+ f) —abl,

—_0)(a +
a ‘21(&151[1) + gfiz L(a+c+d)—a(l-0)L
9(37—5311) Q2(6+f) —06911
1 1

~h(a—PB+c+d)—aly+1)(0 1)1,
a(y+ 101, — Qi1(e + f)

—Lla—f+c+d) —aly+1)(0—1)]
oy +1)01; — Qale + f)

(o + gy~ G50 4 G-D%l 4 (9 — 1)1,

015 (yS2+S2+1
Qe+ f) — LW

+ o
La+c+d) £3E0A0 Bk 4 (g — 1)1,

a0l (vS1+S1+1)
Qa(C ) — HLOSESED)

12(—a'y@[z(51+I1)+a7$1[2+6112+a7[1]2)—i—BSQI%
(S1+11)(Se#12)
ay0l;y
_ So+12
ﬁ51[§+11 (a’75211 a0 (SQ+IQ)+O¢’}/11[2+ﬁ122)
(51+11)(S2+I2)
a’y@]l
Si+1y

Por otro lado,

a+ctd 0 _ a(0—1)
(atct+d)2—a2(6—-1)2 (atctd)2—a2(6-1)2
N a?(0—1)6 1 of(ate+d)
vV-l= (etf)((atetd)?—a2(0-1)%)  et+f  (etf)((at+ctd)Z=p2(0-1)%)
_ a(0—1) atctd
(atctd)2—a2(6—1)2 (a+c+d)2—a2(9 1)2
abf(atc+d) 0 . a?(60-1)8
(e+f)((atetd)?—a?(0-1)%) (€+f)((a+c+d) =a}(0-1)?) e+f

- O O O

a(ay(0-1)2+8)+Bc+Bd a(0—1)(B+~(a+ctd))

_a(0=-1)(B+y(a+ctd)) a(ay(0—1)2+8)+Bc+pd
(—a(6—2)+c+d)(ab+c+d) (—a(60—2)+c+d)(ab+c+d)
ay0(a+c+d) 0 _ a?~(0—-1)6
(atctd)?2—a2(6—-1)2 (atctd)2—a2(6—1)2

(—a(0—2)+c+d)(ab+c+d) 0 - (—a(0—2)+c+d)(ab+c+d)
N a?y(6—-1)6 0 ayl(a+c+d)
VIip = (atet+d)?—a?(0-1)2 (atctd)Z—a2(0—1)2
0

O O & O

Calculando el radio espectral de la matriz F'V ! tenemos que

—al+ay+f
abd+c+d

p(FV™1) = = Roye-

Notemos que g(I1,Q1,I2,Q2) > 0, F >0, V-1 > 0 y ademds, Ro,¢ es menor o igual a 1.
Definimos la funciéon de Lyapunov como
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_ L+ 1
I I =wlVilx=—"—""—_
Q1,Q1,12,Q2) =W X ol Lerd
donde wl= ( 1,0,1,0 ) es el vector propio izquierdo de la matriz V! F correspondiente al
valor propio p(FV ™) = Roe.
Derivando la*fincién de Lyapunov,

' _0Q;  0Q, 0@  0Q.
QUL QL. Qo) = ol 5rQut g7 e+ G

c(IyFly) + d(I + 1) + Q%Ml+(51+1(1§§s+’z$f(2§$1+2§2))—(awﬁ)Ml

?

o +c+d

donde My = S115(So+ 1) & SyS2 11 + Sz 11 I5. Usando Mathematica se verifica que la derivada
de la funcién de Liapunov es negativa si v < % y 8 < ¢+ d. Ademas, la derivada de
Q@ es 0 si y solo si [1 = 0 e [-=+0. Para analizar lo que ocurre en el espacio Sy, @1, S2, Q2
notemos que cuando I; = I, =07 Q; < 0y Qy < 0, por lo que para tener la estabilidad
global de P, basta con analizar lo_que ocurre en el plano S7, Ss. En este plano, el sistema se

ve como

S; =a—0bS; — aS{ sy, Sy = a—bSy + aS; — aS,. (4.3)

El punto de equilibrio es (a/b, a/b).y es asintéticamente estable. Por el teorema de Lyapunov
Lasalle, concluimos que P; es globalmente estable.
O

4.3. Simulaciones numéricas

En el siguiente ejemplo vamos a tomar valores de los_pardmetros para el sistema (4.2), de
tal manera que el nimero reproductivo bédsice Rg,9 < 1(y mostraremos las correspondientes
series de tiempo.

Ejemplo 4.3.1. Dando valores a los pardmetros, a =a=d = =v=c=e=f =1,y

b=60= 2 tenemos que el sistema (4.2) se simplifica como

. 2 2
Si = Qit gy — B g+ L+,

S1+11 Sao+12
r _ l 251 _ 3212
L= z(h <51+11 6) TS T ]2> ’
) 1 Sal
Q1 = (-4 + g%+ [2) T

Sy = S (2 — )+ L+ 1
> = @t gip (gl ) thtl
r 1 Sil S

_[2 - 2 Sll+}1 + 2-[2 (Szjlz - 3) + Il) )

Q = % —4Q, + 4 +[1)-

Si1+I1

En este caso Ry,9 < 1, entonces el tinico punto de equilibrio del sistema (4.4) con coordenadas
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no negativas es P, = (2,0,0,2,0,0). La matriz Jacobiana es

3574651114517 I1(251411) 1 S2(S2+215) 53 0
2(S1+171)2 (S1+11)? (S2+12)2 (S2+12)?2
12 S2 12 1 S2
(51+111)2 (5'1+111)2 -3 0 2(52?#12)2 2 ((S2+212)2 + 1) 0
12 1 52
S ) 0 2 sminr 3 (W t 1) 0
B S1(S1+2[1) . S% 0 _3S§+65212+5I22 12(252+12) 1
(S1+1;)? (S1+11)? 2(S2+12)2 (S2+12)?
I? 1 S? 12 S2
2(51J1r11)2 2 ((sl+111)2 + 1) 0 (524?12)2 (52+212)2 -3 0
12 1 SQ
2(51_,’1_11)2 § ((Sl-‘rlll)z + 1) O O O _2

Evaluando J en P, tenemos que

-2 0 1 1 -1 0

0 -2 0 0 1 0

0 0 -2 0 1 0

P =11 0 =2 0 1
2

0N 0 0 -2 0

0 M 0 0 0 -2

Los valores propios de J(Py) son A= —3, A\o)= —5/2, A\34 = =2, \s = —1y \¢ = —1/2 por
lo que el punto de equilibrio P; es logalmenté asintéticamente estable. Como la parte real
de los valores propios es negativa, entences P; v Pf son localmente asintéticamente estables.
En la figura 4.1 mostramos las series desiempo dé las poblaciones Sy, Ss, I, Is, @1, Q2 con
condicién inicial (1/2,1/4,1/2,1/10,2/3,11/4) y en Ja'figura 4.2 mostramos una proyeccién
de la solucién al sistema (4.4) con condicién inicial (1/21/4,1/2) en el espacio Sy = Iy =

@2 = 0.

Ejemplo 4.3.2. Dando valores a los pardmetros, a = ¢ =“f«= 1, y b = 155/2048, ¢ =
155/1024, d = 155/512, « = 5/8, B = 15/16, v = 7/8, § = 3/4p€nemos que el sistema (4.2)
se simplifica como

192052

X i 160S9(85S9+15)
S = O+ g T 335551+ 4 2T 46201142048
1 1 2048 )
. 1925 _ 7So
I, = 5(11(51-”1 221)+412(52+I2 +8>)
1 1024 )
Q _ 1512(158:4815) 20
1 T 256(S2+12) L (4.5)
3 o 551 (851+11) . 552(287SQ+671[2) 15512
Sy = @+t 64(S1+11) 2048(S5+12) + 5t L,
7S 1928
j _ 5(411 (51+111 +8> +h (52+122 7221))
2 = 1024 )
3 o 15[1(1551+8[1) .
Q2 = 256(51+11) 2Qs.

En este caso fo,p > 1, entonces los tinicos punto de equilibrio del sistema (4.5) con coorde-
nadas no negativas son P; = (2048/155,0,0,2048/155,0,0) y
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S1 SZ

Oz.o 20

o 15

1.0

1.0
Q
I1 o 7’2
0.25 Q )
0.6
0.15 O 0.4
03
0.10 (/
0.2
0.05] Q 04
F\aw t

L 2

Q4

0.4

0.3

0.2

0.1

2 4 6 4 6 8 10t

Figura 4.1: Series de tiempo de las poblaci Ss, I, ()2 con condicién inicial
(1/2,1/4,1/2,1/10,2/3,11/4).
Py = (2128896/357337,11264/11527,9249/23054, 2128896/3 , 11264/11527,9249/23054).

La matriz Jacobiana es

_ 5(287S7 45748 L +6711F) 5 (31 9657 ) 1 5(SS§+16S212+£D 3552

2048(S1+11)2 512 (Sl+11)2 64(S2+12)2 ) _64(SQ+12)2
19251 _
1517 (<s1+11)2 221) 0 3513 3
16(S1+11)2 1024 256(S2+12)2
10512
J 0 0 —2 256(S2+12)2
o 5(857+16S1 11 +17) 3592 0 5(28753+5748>I+67113)
64(S1+11)2 T 64(S1+11)? 2048(S2+12)2
3517 5 757 48 0 1513
256(31-’1—]1)2 256 (S1+Il)2 16(52-‘1—12)2
10513 15 753
256(S1+11)2 256 \ (S1+11)? +8 0 0

Evaluando J en P; tenemos que
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0.0
0.1
0.2 05

2.0

04
0.2

Q1 0.0

Figura 4.2: Proyeccién de la ‘s6licién del sistema (4.4) con condicién inicial (1/2,1/4,1/2)
en el espacio Sy = I, = () = 0.

_ 1435 — 325 1 5 _35 0
2048 512 8 64
w 145 75

1024 0 O 256 O

0 0 =2 0 Z

J(P) = 5 _35 _ 435 335 4
8 64 2048 512
75 145

O 256 0 0 1024 O

225 _

0 00 0 2

Los valores propios de J(Py) son A\; = —20X5 = —2, X3 = —2715/2048, Ay, = —445/1024
A5 = —155/2048 y A\g = 155/1024 por lo queel punto de equilibrio P; es inestable.

Evaluando J en P, tenemos que

_ 891239 120551 4 380473 250047
1239040 309760 619520 619520
2883 239873 6727 637247, (
154880 619520 2478080 2478080
20181 1911743
I(Py) = 0 0 2 ormsoso 2amsoso (W0
2) = 380473 250047 () _ 891239  _ 120551 ~ |
619520 619520 1239040 309760
6727 637247 0 2883 _ 239873 (j
2478080 2478080 154880 619520
20181 1174 0 0 _9

2478080 2478080

Los valores propios de J(P,) son Ay = —2, Ay = =2, A3 = —1.32, \y = —0657 y 565 =
—0.118 £ 0.0892¢ por lo que el punto de equilibrio P, es localmente asintoticamente esta-
ble. En las figuras 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 mostramos las series de tiempo de las poblagiones
S1, 92, 11, I, 1, Q2 variando las condiciones iniciales y en la figura 4.7 mostramos uné pro-
yeccién de la solucién al sistema (4.5) con condicién inicial (18/10,1/2,1/4) en el espacio
:;2 - ]é - 622 - O.
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<,
%
%,

)

20 O¢ 20
15 (/ 15
10 Q 1.0
0.5 - 0.5
10 20 @_ o t 10 20 30 ot

I o I

:imﬁyii

0.3 3

0.
-
0.2 ® 0,
0.1 i L 3
0.

-
20 30 40 50 t

10 20 30
Q o Q, O
L 4

0.25 20
0.20

0.18
0.15

0.16
0.10
0.05 0.14 O:

10 20 30 40t t

10 20 = 30 40
Figura 4.3: Series de tiempo de las poblaciones Sy, I1, Q1 v S, Iz, Q2 o& ndicién inicial
(18/10,1/2,1/4,1/10,1/4,1/8). &5

%O
O

.



4.3. SIMULACIONES NUMERICAS 66

. . . .
10 20 30 40 t 10 20 30 40 t

Figura 4.4: Series de tiempo de las poblaciones Si, I, Q1 v So, I, Q2 co ndicion inicial
(12/5,1/10,11/4,12/10,16/10,1/30). l%

)

©

.
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30 40 t

10 20 30 40 t 10 20

Figura 4.5: Series de tiempo de las poblaciones Sy, I, Q1 y S, I3, Q2 co ndicion inicial
(5.99,0.98,0.4,6.5,1.2,0.8). &5

%O
O

.
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40t

10 20 30 40 t 10 20

Figura 4.6: Series de tiempo de las poblaciones Si, I, Q1 v S92, Iz, Q2 co ndicién inicial
(23/3,14/3,5/2,8/3,1/3,9/2). I%

)

©

.



4.3. SIMULACIONES NUMERICAS

69

Figura 4.7: Proyeccion de la solucién del sistema (4.5) con ¢
en el espacio S = I, = () = 0.

iti6n inicial (18/10,1/2,1/4)

S
6%
Q
O

.



Capitulo 5

Modelo ¢on deteccion de enfermedad
a la entrada y a la salida

En este capitulo analizaremos el efecto de establecer control a la entrada y a la salida de un
viaje, en la propagacién de una epidemtia tomando como base un modelo SIQS propuesto por
Liu-Takeuchi (2006) [LT]. Ellos analizafyla estabilidad local del equilibrio libre de enferme-
dad y nosotros ademas mostraremos la estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad
y estableceremos condiciones paradla existencia de un equilibrio endémico, asi como su es-
tabilidad local. Mostraremos simulacienes para’ejemplificar los resultados obtenidos cuando
el nimero reproductivo basico es mengr-que 4 yspara cuando es mayor que 1.
Explicitamente el modelo a considerares:

3 551]1 ’7(1 - QS)OZSQIQ
= a-— —b drI — —
S1 GBS 5}1 T S1+ dI Q1 — S 4 S, ST 1—0L
‘ o 141 - 4 ¢
L = ST (c+d+ o)y + (:=06.)(1 — 05)als

yaSy 1y
Sy + (1 =051’

+(1 - 08)(]‘ - 95)

. Syl
Or = Oyl +0.(1—0)als +0,(1 — ) — 222200 (o 1 £)Q,
BS[ S2+(1—98)[2(1 9) S[ (51)
; 219 Y ZUs )01 1y
— a— —b dI - —
Sz GSS[2+12 Sg—l- 2+f@2 OéSg—l—O./Sl 514—(1—(95)[1’
I, = b5, —(c+d+a)l+(1—6.)(1—8,)al;
Sy + I o
Yao14q
1_66 1_93 9
=00 =05 —aT,
vole]l

QQ == 9506.[2 + Qe<1 — 95)0(.[1 + 96(]‘ - 08) Sl + (1 —0 )-[1 - (6 + f)Q2

Se agregan dos nuevos parametros los cuales permitirdn demostrar que las medidas de de-
teccion de entrada y salida de contagiados a un viaje son importantes para la erradicacion
de enfermedades, ya que mostraremos condiciones para erradicar la enfermedad provocada
por la infeccién.

1. El pardmetro a es la tasa de reclutamiento de individuos que entran a la zona de
estudio.

70
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10.
11.

12.

. La tasa de mortalidad natural de los individuos susceptibles es una tasa constante per

capita b.

. L& tasa constante per capita de recuperacion de individuos infectados es d, y la tasa

per gépita de mortalidad de individuos infectados es ¢. Como esto incluye tanto la
mortalidad natural como la inducida por la enfermedad, tenemos ¢ > b.

La enfermedad es transmitida con una tasa de infeccion .

. Los individues susceptibles e infectados que van de la ciudad 7 a la ciudad j lo hacen

con una tasa @. Asumimos que las dos ciudades estan conectadas por transporte directo
como trenes o aviones.

Cuando los individues de la ciudad j viajan a la ciudad i, la enfermedad se transmite
con una tasa de infec€ion ~yo.

Asumimos que ambas ciudades son idénticas, es decir, los parametros demograficos son
los mismos para cada ciudagk

Suponemos que durante el vidje o ocurren nuevos nacimientos, ni muertes y no hay
recuperacion de individuos infectados.

. Los parametros 0, y 6. son/la probabilidad de detectar exitosamente un individuo

infectado por control de salidasy por control de entrada respectivamente.
Los individuos infectados aislados jen cadas€iudad se representan con Q); .
La tasa de mortalidad per-capita de individuos Jaislados lo representamos con e.

La tasa de recuperacion per-capita degindividuossnfectados aislados durante el trata-
miento es f.

5.1. Puntos de equilibrio y estabilidad local

Resolviendo el sistema anterior, tenemos que los puntos de equilibfig son los siguientes:

Ademads, P, es admisible si Roqg,0, > 1, Qo =

8=

y a = bSy+ cly + aelo((

a a
P = <570,07 570>0> y D= (SOa[07Q07507[07Q0)'

T (05— 1) To(Be (65— 1)~04) +S0 (63— (-+1)6c (95 —1)))
(e+f)(=0sIo+Io+So) )

(IO+S0)(C(—esI()-‘r[()-‘rSo)-‘rd(—0510+10+SU)+(X(65—1)]0(95(95—1)—95)-"—065'0(’}/(95(—95)-‘,-05-‘1-65—1)+05(—95)+65+95))

So(—0sIo+Io+So)

0s—1)To (0 (05 —1) =)+ S0 (65— (y-+1)0e (05 —1)))
(e+f)(=0sIo+Io+So) :

De manera que Qo, 8y a son positivos si o909, > 1y se cumplen las siguientes hipotesis,

1

IH1 —<05§16

5=

«H, 0<0,<1y0.0,+1%<0.+0.
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El punto P, es el equilibrio libre de enfermedad, P, es el equilibrio endémico y

p+0—0)01 -

R0v6.0, =

es el numero/reproductivo basico.

0s)ay

c+d+0.a+ (1

—0.)0,

La matriz Jacebiana del sistema (5.1) se puede escribir como

Ay By
J(Sl,[l,Ql,SQ,IQ,QQ)— ( Bl A2 )7
donde o2 467
—— bﬁ] (Sl+11)2 d - (51+}1)2BS2 f
A]_ == (Sl+Il)2 —a - C - d + (Sl+}1)2 0 ?
0 al —e— f
BIZ 852
—a- b,BI (Sa%12)? d— (52-&-?2) f
Ay = G —a—c—d+ S+I) 0 )
0 al —e— f
a(S2-2(05—1)S1 1 —(v—1)(0s21)2 13 ) ay(6.-1)82
(S1—0s11+11)? (S1—0s11+11)?
B, — ay(0e—1)(05—1)2137 a(ee—l)(es—l)((v+1)5%—2(03—1)5111+(65—1)2112)
1 T (S1—0s11411)2 (S1—0sI1+11)2
a0 (0s—1)212 _aae(es—m((7+1)s§_2(93_1)s111+(93_1)2112)
(S1—0s11+11)? (S1—0s11+11)?
y
a(S$2-2(05—1)S2 I —(v—1)(0s—1)213) av(0.—1)52
(S2—05I2+13)2 (So—0sI2+12)2
By —  ay(Be—1)(0s—1)%12 a(08-1)(0s—1) ((VF1)S2-2(05—1)S2 Ir+(0—1)213)

(Se—05I2+12)2
a766(65—1)21§
(S2—0s12+12)?

(S2—0sdo+12)2
abe(05s—1) ((v4+1)5F=2(05—1)S2 I>+(6s—1)213)

(S2—Ogda+12)?

e}

e}

Proposicién 5.1.1. St R0, < 1, entonces el equilibrio libre de~enfermedad Py es local-

mente asintoticamente estable.

Demostracion. Evaluando J en P; tenemos que

1)

—a—1b d—p f o' avy(0s —1)
0 —a+pf—c—d 0 0 al(y+1)(0. —1)(s %
J_ 0 alb —e—f 0 —a(y + 1)0.(05
- « avy(fs — 1) 0 —a—1b d—p
0 aly+1)(0. — 1)(0s — 1) 0 0 —a+pB—-c—d
0 —a(y+1)0.(0s — 1) 0 0 ab

por lo que los valores propios son A\ =

1)

O O O O

Ze— f

_b7)‘2:_€_f7)‘3:_€_f7)\4:_b_2aa

As =a(—(y+ 1)l —1)0s+v0. —v+0.—2)+5—c—dy X¢ = a((y+1)(0. — 1) +~v(—0.) +
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v —0.)+ B — ¢ — d. Para ver cuando los valores propios A; y Ag son negativos, hacemos lo
siguiénte:

Primere”véamos cudl de los dos es més grande,

)‘6_>‘5:a((7+1)(66_1)08+7(_96)+7_06)+6_c_d_a(7+1)08+a7+5_6_d
—(a(FH+DO. -0 +v0. —y+0.—2)+ 5 —c—d
= 2a(y# D)0, — 1)(0;, — 1)).

Como 6, y 0, son mienores que 1, \g es mayor que A5. Por lo que basta con que A\g sea
negativo para que todos”los valores propios sean negativos, pero g < 0 es equivalente a
Roy6.0, < 1. Por lo tantonsi Roe.0, < 1, entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad
P, es localmente asintéticammente estable. ]

La estabilidad del equilibrio endémico la demostraremos siguiendo la idea empleada en [LT].
Demostraremos en dos secciones’la estabilidad del equilibrio endémico, en la primera hacien-
do uso de las condiciones R, g, g, >~y Hy, es decir, cuando la deteccién de salida es alta.
La otra seccién constara de las condiciones MRy 9,9, > 1 y Hy, es decir, cuando la deteccion
de salida es baja.

5.1.1. Alta probabilidad’ de ‘éxito en la deteccién de infectados a
la salida

Para demostrar la estabilidad local‘del equilibrie’endémico cuando 6, € [%, 1] es necesario
establecer las siguientes hipotesis:

= Hy 1 > /25,
u H4 K1§95<1

Donde K es la primera raiz (las raices son ordenadas cén respecto a su parte real) del
siguiente polinomio de grado 3,

Ki(\) = 2150\ + =517 — 415So\? + 4IF + 615Sy + 353\ «{15)= 21,5 — 2.55.

Teorema 5.1.1. Si Rpg,0, > 1, 0< 0. <1, 0 <y <1y se satisfacen las hipotesis Hy, Hs
y Hy entonces el punto de equilibrio P es localmente asintoticamente estable.

La demostracion de este teorema se encuentra en el Apéndice D (5.6).

5.1.2. Baja probabilidad de éxito en la deteccién de infeetados a
la salida

Para demostrar la estabilidad local del equilibrio endémico cuando 6, € (O, l) es négésario

2
establecer las siguientes hipotesis:

1
= Hy 20.>24+—
> = +@—1
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IHG OSSO<K2,

" H7 93 S K37
« H 1 06 < O,
8 + 0. + 01
] Hg 0 < r}/ < _(ee(es—1)+93)(—9s[0+10+50)2‘

0 (0s—1)52
donde K5 es la texcera raiz del siguiente polinomio de grado 9,

Ko(X).="4)\ + 3415 \% — 886I2\" 4+ 1680I3\° + 684515\
A6 I5AY + 1260150 + 184017 N> + T12I5\ — 1617.

Ademas, K3 es la primera raiz del siguiente polinomio de grado 3,
K3(A\) = 45X + (=913 <816S0)\* + (615 + 101ySy + 6S5)\ — I§ — 2158 — 255
La demostracion del siguiente teorémésse encuentra en el Apéndice D (5.7).

Teorema 5.1.2. Si Rpyg.0, > 1, 0 < 0. <1, 0 <y <1y se satisfacen las hipdtesis Hy, Hs,
H; — Hy entonces el punto de equilibrio\P; es localmente asintoticamente estable.

5.2. [Estabilidad global del €quilibrio libre de enferme-
dad

Para determinar la estabilidad global del punto de egtuilibrio libre de enfermedad, usaremos
las matrices de siguiente generacién del teotema de van.den Driessche [ZV].

Teorema 5.2.1. Si Rpyp.0, < 1 entonces el punto devequilibrio libre de enfermedad es
globalmente asintoticamente estable.

Demostracion. Para calcular las matrices de siguiente generacién asociadas al sistema (5.1),
notemos que los vectores F y V de infeccion y de transmision, re§pectivamente son

BS15h (1—0c)(1—0s) (aySa 1)
sorry T (1= 00)(1 = Os)als + =—g g5
0c(1—05)(aySal2)
F=1| ssr O )10 @S
212 —Ue —Us)(xyo111
o (1= 0) (1 —bs)ady + “—g 7957
0 (1—65)(ayS111)
S1+(1—0s)1

La+c+d)—a(l —0.)(1—0,)1
Qi1(e+ f) — Osal; — ab (1 — 0,) 15
La+c+d)—a(l—0.)(1—06I
QQ(B + f) — 950512 — 0106(1 — 05)11

Por lo que las matrices de siguiente generacion son

V:
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0 ay(1—46.)(1—6s) 0

0 avyf.(1—0y) 0

Oé’}/(l - 96)(]‘ - 95) 0 6 0
ayB.(1 — 0y) 0 0 0

atetd 0 a(l—6)(=(1—=6,)) 0
a(—6,) e+ a(=6.)(1—0,) 0

o= 0.)(—(1-6,)) 0 a+ctd 0
O{(—Qe)(l - 05) 0 O_/(—QS) e+

V:

Ademas,

“a+p—-c—d 0 aly+1)(6. —1)(0s — 1) 0
B alf) —e—f —a(y+1)0.(0s—1) 0
g(IlaQ17[27Q2)_ Oé(’7+1>(93—1)(95—1) 0 —a—l—ﬂ—c—d 0
—a(y + 1)056, — 1) 0 ab —e—f
gilr?l + (1 - ee)(l 3\ 93>a12 + (179?2(41;19,8)0(‘90)?5212)
Oc(1=05)(aySa212)
So==(1—05)I2
BS2lp 4 (1 =0,)(1 > 6,)al, + (1=0e)(1—0s)(ayS111)

So+1s Sl+(176’5)11
0e (105 ofS111)
S14+(1-05) L

L(a+c+d) ol — 0. )0(L=05)]

Qi(e+ f) — b,ali=ab.(1 0,15

L(a+c+d)—a(¥=4,)(1 L6041

QQ(@ + f) - 08a12 - a0€(1 - gs)Il

aly+1)(0. —1)(0s — Wy — L(a & B+ c+d)
_(Ql(e + f)) + aesll - Oz(’)/ + 1)96(08 Y 1)]2
O‘(’Y + 1)(96 - 1)(95 - 1)[1 - [2(0{ - 5 4+ O+ d)
—(Qae + f)) —aly + 1)0.(0s — 1) 11 + alsl>

Lia+c+d)— S DSk Lo@g —1)(0, — 1)1y

eQu+ Q1 + 0l (0, — VI (5357 )y ably

Oe—1)(0s—1)511
Lia+c+d) — 0= DODSN 5%l 949, — 1), — 1)1

€Qa+ Qa + ab(0s — VI (557 +1) — O3k,

BSa12—(0s—1)I2 (ay(0e—1)(05—1)S1 I+ 812 +ay(0e—1)(0s—1) [1 I
(S1411)(S2—0s12+12)
a706(95—1)2122

— So—0sIp+12
BIZ  a(fe—1)(0s—1)I1(S1—I1+11)
Sa+12 S1+11

a706(08—1)2112
S1—0sI1+11
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Por otro lado,

atctd 0 _ a(1-0.)(0s—1) 0
(atctd)2—a2(0.—1)2(0s—1)2 (atctd)2—a2(0.—1)2(0s—1)2
o a(a(@e=1)0e(0:=1)2—bs(atetd) 1 a(Bs—1)(0e(atctd)—a(Be—1)0s) 0
V-l — (e+)((atetd)?—a?(0—1)%(0s—1)%)  e+f (e+f)((atctd)?—a?(0.—1)%(0s—1)?)
N _ a(1-0.)(0s—1) atetd 0
(atctd)2—a?(0.—1)2(0s—1)2 (atct+d)2—a?(0.—1)2(0s—1)2
by —1) (0 (ot c+d)—a(0.—1)0s) 0 _ a(a(be=1)0e(0s—1)2—0s(atetd)
(et Mlatctd)?—a?(0.—1)%(0s—1)?) (e+f)((atctd)?—a?(0.—1)%(0s—1)%)  e+f
Yy
@y (e —1)?(6:—1)?+B(atetd) () _ a(l=0)(@:s=L)(B+r(atetd)
(aFctd)2—a2(0.—1)2(0s—1)2 (atctd)2—a?(0.—1)2(0s—1)2
_(a2y(1-6.)6.(1—64)(0:—1) 0 ay0e(1—05)(a+c+d) 0
B (@ e¥d)®—a?(0._1)2(0,—1)2 (oFctd)?—a2(0.—1)2(05s—1)2
VEE =1 o0bdl-0eiotera) 0101020, 12 8atetd
(atctd)?2—a2(0.—1)2(0s—1)2 (atct+d)2—a?(0.—1)2(0s—1)2
av0.(120,) (a+c+d) 0 — a2y (1-0¢)0(1—05) (05 —1) 0

(atctd)?2—a2(@.—1)2(0s—1)2 (atct+d)2—a?(0.—1)2(0s—1)2

Calculando el radio espectral de laginatriz F'V ! tenemos que
ayf(€—1)(0s, — 1)+
(b (=) 0. + 05) + ctd

Notemos que ¢(I1, Q1, Iz, Q2) >0/ F > 0, Vb2 0 y ademds, Royp.0, €s menor o igual a 1.
Definimos la funcién de Lyapunov.€omo

p(FV1) =

07005 -

L+ 1
a(0f(=0,) + 6. +0,) +c+d
donde w! = ( 1,0,1,0 ) es el vector propio izquierde’de la matriz V' F correspondiente al
valor propio p(F'V ™) = Ro,.0, -
Derivando la funcién de Lyapunov,

Q<]1a Qla -[27 QQ) = WTV_IX =

Q(Ith,[Q,Qﬁ = (9(02 QQ1+ Qz

—L(a+c+d) — Lo+ c+d) + gog5ie + gﬁg + ”ngjfb o+ 5%l L ML+ My I
My+6.+60,)+c+d
donde M; = a(f. —1)(6; —1). Usando el software Mathematica se verifica que la derivada de
la funcién de Liapunov es negativa si fRoy9.0, < 1. Ademas, la derivada de'Ches 0 si y solo si
I; =0 e I, = 0. Para analizar lo que ocurre en el espacio St, ()1, S2, Q2 nopeinos que cuando
L=L=0,Q, <0y Q< 0, por lo que para tener la estabilidad globaltde“P, basta con
analizar lo que ocurre en el plano S, Ss. En este plano, el sistema se ve come

51 = CL-bSl —a51 +04S2,
SQ = (L—bSQ—f—Ole —OzSQ,

Q Q

Y

el cual tiene como punto de equilibrio (a/b,a/b). Este es globalmente asintéticamente’ es-
table en el plano y por el teorema de Lyapunov-Lasalle, concluimos que P; es globalmente
asintoticamente estable.

]
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5.3. . Simulaciones numeéricas

En el'siguiente ejemplo vamos a tomar valores de los pardmetros para el sistema (5.1), de tal
manera que el nimero reproductivo bdsico Ry, < 1 y mostraremos las correspondientes
series de tiempo.

Ejemplo 5.3.1+ Dando valores a los pardmetros, a =d =v=c=e=f=1,yb=a =
0. = 0, = 1/2\0"=7/4, tenemos que el sistema (5.1) se simplifica como

Spe = 6Q1+Sl<—4(571—ﬁh)—1)+%+11+1,

)2 L(0 (38 —20) + 228 4 1,),

01 L (-16Q1 + 228 121+ 1) 52
Sy = Q2+%+52<—4(572—Ij[2)—1)+[2+1, .
b= M@ +2n (5 - 10) + 1),

Q = 1 —16Q2+225ff}1+11+212>.

En este caso Roq0,0, < 1, entonces el tmico punto de equilibrio del sistema (5.2) con coorde-
nadas no negativas es P, = (2,0, 0, 2,050)sLa matriz Jacobiana es

4574881 h+1117 1— 7.5% 255(S2+12) 53 0
4(S1+11)? 4(81411) (252+12)? (252+12)?
(i 75 5 13 S2 T
4(S1+11)2 4a(Si+1)2__ 12 4(252+12)2 2(252+12)?2 +3
1 I2 52 1
J— 0 1 =2 4(252112)2 2(252112)2 +3 0
N 251 (S1+1) s AT LA 783 1
(251+11)? (251+11)?2 4(Saiz)? 4(S2+12)?
3 S3 1 713 752 5
4(281+11)2 2(251+11)2 +3 4(S2+15)? 4(So+1)2 2
5 53 1 1
4(251111)2 2(2311+11)2 +3 0 1 —2
Evaluando J en P; tenemos que
3 1 1
L= 1 3 -1 0
0o -2 0 0 1 0
o + -2 0 L o0
I(P) = 1 1
1 1 3
3 —3 0 -1 —1 1
0 }l 0 0 —% 0
0 }l 0 0 %l -2
Los valores propios de J(P;) son Ay = —1, Ao = —3/2, A\34 = =2y As5 = =1/2 por

lo que el punto de equilibrio P; es globalmente asintéticamente estable. En la figura/5.1
mostramos las series de tiempo de las poblaciones Sy, .S, I1, I, @1, Q)2 con condicién inicial
(1/2,1/4,1/2,1/10,2/3,11/4) y en la figura 5.2 mostramos una proyeccién de la solucién al
sistema (5.2) con condicién inicial (1/2,1/4,1/2) en el espacio Sy = Iy = Q2 = 0.
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S Sz

2.0 2.0f

0.3

0.2

01

t

t

2 4 6 8 10 2 4 6 8 10

Figura 5.1: Series de tiempo de las‘\poblaciones 8y, I, Q1 v Sa, I, Q2 con condicion inicial
(1/2,1/4,1/2,1/10,2/3,11/4).

En el siguiente ejemplo vamos a tomar valotes de los parfimetros para el sistema (5.1), de tal
manera que JRo,g.0, > 1y se satisfagan las hipotesis dadas)anteriormente y en consecuencia
se presente un equilibrio endémico localmente asintéticamente estable.

Ejemplo 5.3.2. Dando valores a los parametros, a = 24269080453/72546648064, ¢ =
495663513/2267082752, e = f = 8 =b =1, a = 3/2,d =,7/32, v = 1/8, 0. = 1/4 y
(5

s = 7/64, tenemos que el sistema (5.1) se snnphﬁca como

S 751 6455 70 [ 24269080453
S1o= @i+ S1+11 + 1682 (6452+5712 + 7) + 32 T3516648064°
P 4392211993 513 855
L = 1 (51+Il 2267082752> + 51212 (6452+5712 + 1) )
3( 570 | —22—+8 | +2241;
Q o So+2542 _9 Q
L= 4096 L (5.3)
S 3 6451 S3 732 712 24269080453 ’
Sz = et 15 (64S1+5711 T 7) T 5tk T 32 T 72546645064
F 513 4392211993
I, = 512[1 <64Sl+57[ 1) + 1 (s +1s 2267082752) )
3( 570 | —S—+8 | +2241,
. B Sy +201 9
QQ - 4096 - QQ'

En este caso Rop.0, > 1, entonces los tinicos puntos de equilibrio del sistema (5.3) con coorde-
nadas no negativas son P; = (24269080453 /72546648064, 0, 0, 24269080453 /72546648064, 0, 0)
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S

05 1.0 1.5 2.0

0.4

0.2

h
0.0
0.0

Figura 5.2: Proyeccién de la solucién del sistema (5.2) con condicién inicial (1/2,1/4,1/2)
en el espacio Sy = I, = () =0

y Py, = (623/2048,1/16,1610013/96600064, 623 /2048, 1/16, 1610013/96600064). La matriz
Jacobiana es

S1(S1+2L) 7 17 57 2485 (3252+5712) 42 68453
(Sl+11)2 2 32 (Sl+11)2 (64SQ+5712)2 16 (64SQ+5712)2
I2 52 4392211993 0 2924112 51352 + 513
(Sl+11)2 (S1+11)2 2267082752 64(6452+5712)2 (64SQ+5712)2 512
0 21 £ 974712 17152 4171
J— 128 64(6452+5712)2 (645, +5712)% ' 512
2451 (32514570) | 21 68458 Sa(So+2l) 7 783
(6451+5711)2 16 (64S1+5711)2 (52+12)2 2 32 (52+12)2
2924117 51352 n 513 0 12 S2 4392211993
64(6451+5711)2 (6451+5711)2 512 (52+12)2 (SQ+IQ)2 2267082752
97471% 1718% + 171 0 0 21
64(6451+5711)2 (6451+5711)2 512 128

Evaluando J en P; tenemos que

5 25 3 171
T2 T32 1 2 T 1024 0
2125129241 4617
0 2267082752 0 0 4096 0
0 2L -2 0 1539 0
J(P ) 128 4096
VoL os _an R _2 1
2 1024 2 32
4617 2125129241
0 4096 0 0 2267082752 0
1539 21
0 4096 0 0 128 2

Los valores propios de J(P;) son A\; = —4, Ay = —146268085/70846336, \34 ='<=2, N5 = —1
y A¢ = 215160119/1133541376 por lo que el punto de equilibrio P; es inestable. (Evaluando
J en P, tenemos que

S = O O O




5.3. SIMULACIONES NUMERICAS 80
2852773 _ 8472121 1 3249267 66370059 0
1128002 18048032 2172676 556205056
16384 _ 2126886011735 ) 29241 2428275753 0
564001 1702579146752 8690704 2224820224
0 21 _9 9747 809425251 0
128 8690704 2224820224
J(?) = 3249267 66370059 0 2852773 8472121 1
2172676 556205056 1128002 18048032
29241 2428275753 0 16384 _ 2126886011735
8690704 2224820224 564001 1702579146752
9747 809425251 0 0 21 _9
8690704 2224820224 128
Los valores propios”de~J(P,) son A\; = —4.02017, Ay = —2.33696, \3 = —2.0081, \y =

—1.99152, A\ = —1.03074.y \¢ = —0.169039 por lo que el punto de equilibrio P, es localmente
asintéticamente establei Bn la figura 5.3 mostramos las series de tiempo de las poblaciones
S1, 52,11, I, Q1, Q2 con condi€ién inicial (1/2,1/4,1/2,1/10,2/3,11/4) y en la figura 5.4
mostramos dos proyecciones de lagsolucién al sistema (5.3) con diferentes condiciones iniciales
en el espacio Sy = I, = Q3 ='0.

S Sz
0.6
.
0.5¢/
. 0.6
0.4 AN
03 y AN 0.4
0.2
0.2
0.1
}
2 4 6 8 ot 2 4 6
I1 I2
035 0.7
0.30 0.6
0.25 0.5
0.20 0.4
015 0.3
0.10 0.2
0.05 0.1
t Vel
2 4 6 8 10 2 4 3
Q Q
05
25
0.4
2.0
03 \s
0.2 o
0.1 05
T 4 e 8wt 2 4 6 8 ot

Figura 5.3: Series de tiempo de las poblaciones Si, I, (1 v Sa, I3, Q2 con condicion inicial
(1/2,1/4,1/2,1/10,2/3,11/4).
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(5.3) con condicién inicial (1/2,1/4,1/2) en (5.3) con condigion inicial (1/10,2/3,11/4)
el espacio Sy = I, = Q2 = 0. en el espacio i ;Il =@, =0.

Figura 5.4: O
Y

¢
6%
C
O

(a) Proyeccion de la solucion del sistema ‘ (b) Proye%(‘ie la solucién del sistema

.



Resultados

Los resultados analiti€os mostraron que el nimero reproductivo basico Ry, debe ser menor
que uno, para que el“eguilibrio libre de enfermedad, de todos los modelos analizados en
este trabajo, sea establer Podemos observar en las primeras dos filas de la tabla 5.1 que
Ro < Ro,, por lo que ellhecho de que haya migraciéon (o > 0), implica un incremento
en Ry y en consecuencia puede”ser mayor que uno, lo que se traduce en la pérdida de
la estabilidad del equilibrio libre de enfermedad. Por ejemplo, cuando ¢ = 0.79, d = 0.88,
S =1.63y a =0, tenemos estabilidad-en el equilibrio libre de enfermedad en el sistema (2.2)
y en consecuencia la enfermedad desaparece, pero si consideramos migracion con una tasa
a = 0.414, entonces Ry, = 1.1 y el equilibrio libre de enfermedad del sistema con migracién
(3.8) pierde su estabilidad. Por otroMade, si incorporamos el pardmetro de deteccién de
individuos infectados al iniciar um viaje entre las dos poblaciones, es decir, § > 0 esto
contribuye a recuperar la estabilidad _del equilibrio libre de enfermedad. Por ejemplo, basta
con tomar ¢ = 0.303, para que PRg4p_sea menor_que uno y tener estabilidad en el equilibrio
libre de enfermedad del sistema con'migraciénly gentrol de individuos infectados al inicio de
un viaje (4.2). Sin embargo, si la migraeién, se inerementa a una tasa o = 0.893 se vuelve a
perder la estabilidad del equilibrio libre d€ enfermédatl del sistema (5.1) ya que JRoqg,9, > 1.
Para recuperar su estabilidad mostramos 'qué _es sufigiente incorporar medidas de control de
infectados al momento de salir del viaje. Por gjemplos’si#; = 0.001 entonces Ropyp.0, < 1y
en consecuencia se erradica la enfermedad.

Estos resultados mostraron que las tasas de deteccion de'inféctados, al momento de iniciar
o concluir un viaje, son importantes para que la epidemia des@parezca, independientemente
de la tasa de migracién.
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%
%
3,

X

N

A\

2
"’C Estabilidad global
Modelo epidemioldgico imero reproductivo bésico del equilibrio
/‘ libre de enfermedad
. - p
Model 2.2). = R 1
odelo sin migracién (2.2) ®2ﬁ0 Tt d 0 <
Todos los individuos viajan %7 B ‘:_CZZ’Y Ry, < 1
c
entre las dos ciudades (3.8). ®‘ c
—0
Modelo sin deteccion de la }‘ 0 :J d n 0)57 Royp <1y
enfermedad a la salida (4.2). % 6 v < e btetd
1—-6, s
Modelo con deteccién a la | Royg.0, cff; S_ fa 4)_ (41%3)0;’:& Roy0.0, < 1
entrada y a la salida (5.1). N\

Tabla 5.1: Resumen de resultados. O

®
A

S
6929
@
O

.



Conclusion

A lo largo de este trabajo, consideramos un modelo SIS y sus variantes para las cuales de-
mostramos condiciones gire implican la estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad.
Ademas, establecimos condiciones para la estabilidad del equilibrio endémico y mostramos
que existe bifurcacion transerftica en los siguientes tres casos: cuando no hay migracion en-
tre las dos ciudades, cuando losinfectados de la ciudad 1 no pueden viajar a la ciudad 2 y
cuando hay migraciéon tanto defSusceptibles como de infectados en ambas ciudades.

Analizamos de igual manera un medelo SIQS que considera la posibilidad de infectarse du-
rante el viaje entre las dos ciudades, por lo que se establecen controles a la entrada y a la
salida de un viaje para detectar a los mdiwiduos infectados. En el caso cuando solo hay con-
trol a la entrada del viaje mostrames la‘estabilidad global del equilibrio libre de enfermedad
y condiciones para la estabilidad/del equilibrio endémico. Ademds, mostramos simulacio-
nes numéricas para ejemplificar los”tesultados analiticos obtenidos. Por tultimo, en el caso
general mostramos condiciones para_gue el equilibrio libre de enfermedad sea globalmente
asintéticamente estable. Asi mismo, engentramogscondiciones para la existencia de un equi-
librio endémico y mostramos cémo su estabilidad depende de la probabilidad de éxito en la
deteccién de infectados a la salida del viaje.

Los resultados mostraron la relacion que existe entre lastasa de migracion y las tasas de
deteccién de individuos infectados a la entrada o a la salida de un viaje. Estos sugieren
que el uso de dispositivos de deteccion de infectados a la entfada o a la salida de un viaje
contribuyen fuertemente a erradicar una epidemia, o a controlarla en el caso de que esta se
vuelva endémica.
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Apéndice A

Prueba de la propgsicion 3.1.2.

Demostracion. Supongames que existe un punto de equilibrio P3 = (1o, l10, S20, I20) ¥ resol-

vemos el campo vectorial iguala cero en términos de los siguientes parametros(para facilitar
las expresiones)

Io(c 4+ @)(S20 + I20)(S20l10 — S10l20)

Oé =

¥530120(S10 + T10) + (S20 + Bo)lS10120(S20 + T10) + S10520 110 + S20110120)
8= (c+ d)(S10 + T10)(S20 + 120)((S20 + I20)(L10 + I20) + ¥S20120)

1S53 120(S10 + T10) + (S20 + Log) (S10420(S20 + T10) + S10520110 + S20110120)
0= (S10d20 — Sa0T1e) ((Sa0 + Ls6) M7 + 07530120(510 + 1))

(S10 — S20) (7520 120(S10 + T10) £ (S0 + Lo6)(Si6120(S20 + [10) + S10S20110 + S20110120))

b— c(Sa0 + Io0) Mo + ¢S50 120(S10 + T10)(Jo0.— T10) A 2d110(S20 + I20)(S10 — Sa0 — I20) M3
(S10 — S20) (7520 120(S10 + T10) + (S20 +120) (S10150(S%9 + L10) + S10520110 + S20l10120))

donde M; = clyo (S%) + S10590 — S3) + ¢S10520120 + d110(S19M S20)(S10 — Sa0 — Ia0),
My = 253110120 — S10(L10 + 120) (3590110 — Sa0l20 + T10120) +.520110(2520 110 + I20(I10 + I20))
y M3 = Siola0 — Saolio-

Para que los parametros sean positivos y se tengan expresionessCortas de los parametros
k1 + Siola0 1656(d + k»)
e — — NP - - y 510 — 7]20

, Tio = 21y, ¢ = ky +
donde ki, k; € RT, de modo que sustituyendo estos valores en las ecuagiones anteriores,

omamos K 10420, 920 T 23.¥ 567
tenemos que

o 184(c + d)

1679 4 567y’
5= 621(c + d)(23 + 7v)

71679 +567)y
o= 4Ly 621(d + k) |

23 + 567
2k
b="".
7
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Ahora, sustituyendo los parametros anteriores en el sistema, tenemos que

ABUS (d+ky)  6201(Ty +23)SiTi(d+ ky) | 184Sa(d+ k) 1849Saly(d + ko)

S, = _
! 567+ + 23 7(567~ + 23)(S; + 1) + 567 + 23 (567 + 23)(So + 1)
621(d + k») 9
AL, [ 22222 g dl, — Zk,S
* 20(5677+23 * 2)+ L 7™

d + k) (Ty(264(27Se 11 + 928515 + 2711 1) + 11 (184551, — 56711 Iy — 5675514)) + M)

- (
I =
1 7(567y + 23)(S1+ 11)(S2 + 1) ’

> 567y + 23 5674 23 7(5677 + 23)(S; + 1) O\ 567y +23
2k S.
+dI, — ; 2.
2 P

7(567y + 23)(S5 + L)

donde My = 23(Sy + 12)(5615(S1 44l1) +8J1(110S; — 51114). Calculando la matriz Jacobiana
J(Slu Ila 527 IQ) =

v L 184(dA# k2) ((S2 +12)? — ~13) _ 184953(d + ko)
b o (56731 23) (S5 Is )2 (567~ + 23) (S5 + I5)?
621(7y + 28)[P(d +ka) 1840 T2(d + k) 184(d + k) (vS3 + (Sa + I2)?)
7(567y + 23)(S1 + 11)2 (567 +923)6S5 + 12)2 (567 + 23)(S + I5)?
184(d + k) ’
567 + 23 0 Mg My
0 0 621(7y + 23)13(d + ko) 27(7v + 23)(d + ko) M0
7(5677 + 23)(S2 + )2 U567 + 23)(S2 + 12)2
donde
pe — 8217y + 23)11(d + ko) (81 + 1) — 621(7 + 23) S 11 (d + k) 14288 (d + ko) (51 + 1)?
o 7(567 + 23)(S; + 1) ’
7(567y + 23)(S, + 1;)?
O 6Ty +23)(S1 4+ 1) T(567y + 23)(Sy + 1)? ’
v (4 Fa) (378 + 2530)S7 — 14(567y + 1679) 811y — 7(5677 + 1679)17)
T 7(567y + 23)(S) + 1) ’
= —

7(567y + 23)(Sy + I3)?
2(567y + 23)ka(Sy + I5)?
7(567y + 23)(Sy + I3)?
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= +d,
’ 7(567v + 23)(So + 1) 7(5677 + 23)(Ss + I5)?
Mo = 253 — 42851, — 2113,

Evaluandé la’matriz Jacobiana en el punto Ps

M B 161M13M14 _8(4’7 — 529)M13 _ 3528’)/M13

M 17017y + 69 23(567 + 23) 23(567 + 23)
21(5674 428) 17017 + 69 23(5677 + 23) 23(5677 + 23)
J(Ps) = 184 M3 . y 1701Ms My,
567+ + 23 2 23(5677 + 23)
0 0 108 M3 M4 _ 162Mi3
161(567 + 23) 23(5677 + 23)
2(46(77 + 65)d + 7(2895 + 437)k
donde M, = 2W46(77 +065)d +7(38% + 437)k;)
21(5677 + 23)
2 A8116(d + k)
My =— [ -2 2 9q — 71k
7483 ( 5677 + 23 2)’
Mz = d + ks,
M14 = 7"}/ + 23.
El polinomio caracteristico es
Pi(\) = M 4 BX + E)AE A+ Fy (5.4)

y sus coeficientes son:

4 562(c + d)
F=— (23 22T 23d + 27k
1189 ( (5677 1679 T C) e 2) ’

4 (270804872 + 245356594 + 455868395) ¢ + 8¢ ((4650668+2) d))
3381(5677 + 1679)?
4 (8¢ (481053517 + 93355275) d + 2228 (396972 + 24794 +38617) k2))
* 3381(5677 + 1679)?
| 4(23 (440559+° + 6064618y + 12651035) d + 17824 (3969+” + 247981+ 38617) dr»)
3381(5677 + 1679)2

F2:

4 (69(567 + 1679)%k3)
3381(567 + 1679)2
16(c+d) (7(y(1897(2443777 + 3542897) + 2737238027) + 3407794195)c?)
B 3381(567 + 1679)3
N 16(c + d) (c((Ty(567y(81459~ + 1407347) + 3460757675) + 30795297517)d))
3381(5677 + 1679)3
N 16(c + d) (c(966(567 + 1679)(7(2583y + 20968) + 36777)k2))
3381(567 + 1679)3

Fy
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| 16(c +d) ((567y + 1679)(7y(183519y + 1813274) + 23748397)dks)

3381(567 + 1679)3
16(c + d) (4968(7~ + 23)(25837 + 60743)d?)

§ 3381(567 + 1679)3 ’

" 144(7y + 23)(c + d)? (23(TY(567 + 7814) + 113689)c? + 6¢M,5)

p 1127(567~ + 1679)3

LTy + 23)(c + d)? (2877 + 667)ky(4048d + 3(567y + 1679)k»))
1127(5677 + 1679)3 ’

Fy

donde M5 = 184(6239.471564)d + 3(49(4957 + 4232) + 360249)k.

De modo que Fi, F3 y F)_se ven claramente que son positivos y usando Mathematica se
prueba que Fy es positivo_y'que D3 = F?F, — F1FyFs + F} negativo, por el criterio de
Routh-Hurwitz tenemos estabilidad local en el punto de equilibrio Ps. O]



Apéndice B

5.4. Prueba dé la proposicién 3.2.2.

Demostracion. En este prifier,caso seguimos la idea empleada en el articulo [CTS].
Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio P, calculamos la matriz Jacobiana del
sistema (3.8)

ey P o = B58 oo 13 o83
(S1+ 1) (91 + 1) (S2 + I2)? (S2 + I2)?
BI o BSE a3 ayS;
(514 1)? @-eay (&1 +11)? (S2 + I2)? ot (S2 + I2)?
e BT el S I
(S1+1)? (S1+ 1) (S + I5)? (S2 + I2)?
aylf a5t BI3 o 8S;
GENAE RRNTISWAE GENAE A T A2
Evaluando J en P, tenemos que
A B
donde
_(av+B)*(a+ b+ B) + Be* = 2Bc(ay + B — d) + Bd® — 2Bd(e?y 4 B) q Blc+d)?
(ay + B)? (ay + B)?
A= B(—ay — B+ c+ d)? ~a+ﬁ(c+d)270—d
(ay + B)? (ay + B)?
y
a(y(=(c+d)?) = (ay+ ) (ay* + By = 1) =y(a+2(c+ d))) #DHay(c+d)
5 (ay + B)? (qy + B)?
N ay(—ay — B+ c+d)? o a(c+ d)?
(ay +B)? @1 B)?

91
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Calculando el polinomio caracteristico, tenemos que
det(J(Py) — A1)

et (AT B B
TN AL BN A=

et (ATBA B
- ae 0 A—B—\

=det(A+ B — A\)det(A — B — \I).

Observemos que,

=(3 + av) (1—i>2—b —M+d

SRO'Y mgv
A+B= L\
(5-}-@7)(1—%—07) (c+d)<%—07—1>
y ) 8

1 _

—(B—a*y)(l—%—w> —b—2a —%—Fd
A—-B= 2
1 _
(5—(17)(1—%—07) %—(c—i—d%—?a)

Primero, consideremos la matriz A +.B y obsexyefos que la tr(A — B) < 0 ya que R, > 1,
ademas,

(ﬁ—kav)%—(c%—d):(c%—d) (mioy_l) < 0. (5.5)

Calculando el determinante de la matriz A + B, tenemos gtie

det(A+ B) = [b+ (8 + ay) (1 — %)
0y

G0+ awmigj

+(8+a) (1 - %)2 l(6+av)m%2h —d}

—c|b+(B+ay) (1——)2 +b[d—(5+a7)m%zw}

2
>c|b+ (B+ay) (1—L> — be

1 1
Esto porque — < 1, tenemos que —(c¢+d)—— > —(c+d), lo cual implica —(c+d)——+d >
%07 S)‘{O'y Oy
—c.
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De donde obtenemos

1
Oy

Ademas,
5+ () = e+ g,
ay) | = | = (c —.
9{37 NRoy
Del determinarites la traza concluimos que la parte real de los valores propios de A+ B es
negativa.

Consideremos la matriznA — B y observemos la traza y el determinante respectivamente,

tr(A—B):—5(1—%LM)2+ y(l—mi%f—zl]a—m (B —~a)—— — (c+d)

Ya que 0 <y <1, Ry, > Ly por (5.5), tenemos

tr(A < B)< {(5 + ay)% — (c+d)} < 0.

Ademas,

[(ﬁ—ow)— — (c+d+2a)

0y

~(5=na) (1- mi) [—(ﬁ—m%% +d]

— (b +20)(8 —aw%

4 (8- av) (1_9%(”)2(%2@)

det(A— B) = — [(5-@ (1—9%)2+b+2a

+(b+ 209(cH d + 2a)

= —(b+2a) {B;{;W — (c+ d)} + 2a(b + 24

+ (8- av) (1_%)2(%2@)

Oy

= —(b+20) [W —(c+ d)] +2a(b + 20)
0y
1 \2
+ (8 — ay) (1 — m—m) (c+ 2a)
b
= —(b+2a) {ﬁ;;%ja —(c+ d)} + 2y ;;(;&

+2a(b+20) + (8 — an) (1 _ %) (c + 2a)
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= —(b+2a) [ﬁ;gja - (c—l—d)] +2a(b + 20) {9%& + 1}
F @ (1) (e 20

— (e (et 20) (1 9%) (29% — %%y,)

(b + 2) {5;330‘ - (c+d)} +2a(b + 20) <9‘*L37+1) .

Por lo que, det(A —B) > 0 siempre que Ry, < 2R,. En consecuencia, si se cumplen las
hipotesis los valores propios de A— B tienen parte real negativa, por lo tanto, P, es localmente
asintoticamente estable. O

5.5. Prueba de lalproposicion 3.2.3

Demostracion. Supongamos que eXisté,un punto de equilibrio Py = (S0, 119, Sa0, I20), resol-
vemos el campo vectorial igual a cero efi términos de los siguientes pardametros (para facilitar
las expresiones),

_ LIy (c+ d)(S1o + T10) (Ms) (810120 — Sa0t10)
M,y (Ms + (Si0 + T10) (Ms)dyo=120)) ’

(¢4 d)(S10 + L10) (Ms) (M5 + (S10 & Lao) (Ms) (1o~ 120) (110 + I20))

p= My (Ms + (Si0 + L1o) (M) (110 —129) ’
_ (S20110 — S10120) (Y M1 My + ¢(S10 + L) (Ms) (S10de6 # S20120)(S20110 — S10l20) — My)
(S10 — Sa0) M1 (Ms + (S10 + T10) (Me)(l10 — I20)) ’
- M7+ 2d110150(S10 + 110)(Ms)(S10 — Sa0 + 1o — I20) (S1dT20 — S20110)

(S10 — Sa0) My (M + (S0 + 110)(Ms) (110 — I50)) ’

donde My = Si9l20(S20 + T10) + S10520110 + S20110120,

My = (510520 (110 — I20) + S10l10120 — S20110120),

Mz =7 (S1052017y — S2015(S10 + T10) + Si0l19I20),

My = dIp120(Sh0 + S20)(S10 + L10) (Mg)(Si0 — S20 + Lo — I2),

Ms = S50(1o + Ino) (ITy 4 (Lo — In0)* — 4110 Io0 + I5;)

+S20120 (2(7 + 1) I3y — 175(27Ta0 + Ia0) — 411013, + I3)

+ Lol (v + 1) 17 — (v — 2) holao — 13),

M6 = S%O (-4]120[20 + ]?0 — (2’7 + 1)[10[2202(’}/ + 1)]5)0) + 25’5’0]10]20
+2S50120(T10 + Tno) (175 — 3110120 + 13,) + Tol30(110 — To0)(T10 + I20),
M, = S%OMg, + 25%{)]10[220(]\48) + S1ol10Mg + 820]120]20 (25220]10)
+S2010T20(S20 (— Iy — (v — 2)Tiolao + (v + 1)130) — IfgToo + I3p).

de modo que para que los parametros sean positivos, basta con que k1 = 2550119, Sig =
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k1 + Saolho 94

s SQ() = 4]207 k?g = —, 110 = k’QIQ(), ¢ = 100d Yy v = 250 donde kl,kQ € RJr,
I 100

sustituyendo estos valores en las ecuaciones anteriores, tenemos las siguientes simplificaciones
~1234220d 161783921d ~ 131100186678d 120 5615d

2070431’ B= 11881724 “= 1351546105 ~ 270309221
Ahora, sustituyendo los parametros anteriores en el sistema, tenemos que

_ 6178392145, 1,  112319635d5; 308555000457, , 1234220d5,
YTOULISSITRA(S, + 1)) 270309221 2970431(S, + 1) | 2970431
1314000186678 L5

dl
tah Tt e 6105

161783921d51T, 308555000d521,  301247751dI, ~ 1234220d1,

' TIR81T24(5, +7h) | .2970431(S, + In) 2070431 | 2070431

3085550004511, + 123422045, 161783921d.S515 112319635d.55

§ - _ _ _
2 2970431(S; + 1) 85070431 11881724(S, + 1) 270309221 '
131100186678d 50
dl
A T e 6105
30855500045, 1, . 1617839214551, . 1234220d1,  301247751d1,
27 2970431(S; + I;) | 11881724(S,44,) 2970431 2970431

Calculando la matriz Jacobiana

J(Sla ]17 SQ7IQ> -

N 161783921dS? 4 308555000d.53
" 11881724(S1 + )2 e 2970431(S2 + I2)2
101d 16018215 11930604
161783921d13 (S1 +I1)? 308555000d13 1234220d (25152 + 25212 + 13)
11881724(S1 + I1)? 11881724 2970431(S2 + I2)2 2970431(S2 + I2)2
308555000d.57 161783921d.52 )
Az —soonara 3 Az > 5
2970431(S1 + I1) 1N881724(S2 + I2)
101d PORR215] 11930604
308555000d1% 1234220d (25152 + 25111 + 13) 161783921d12 (82%12)2
2970431(S1 + I1)2 2970431(S1 + 11)? 11881724(52 + 12)? 11881724

donde
d (449278540512 + 8985570805 11 + 15171615351[12)

A =—

11 1081236884(S; + I )? ’
A 1234220 (53 + 25,1, — 24913)

13 2970431(S + I,)? ’

1234220d (S? + 25, 1; — 24912)
A31 = 2
2970431(S; + 1))

4 d (44927854052 + 898557080551 + 1517161535112)

33 = —

1081236884 (S, + I5)?
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Ahora evaluemos la matriz Jacobiana en el punto P;

5363920594  409401409d 11107980d 197475200d
1081236884 38615603 2970431 2970431
12444917d 3468203751d  12342200d 198709420d
154462412 38615603 2970431 2970431
J(P5) = 7690140d 3417840000d  25954300311d  572874909d
88615603 38615603 27030922100 74260775
237350004  3433884860d 161783921d 6884058091d
38615603 38615603 297043100 74260775

El polinomio caracteristico, es

PuX) = A+ GNP + God? 4+ G\ + Gy (5.6)
Yy sus coeficientes son:
Ch_::497290389511d
2703092210

G, — 17865282331384841503517d>

5845365996610147280
G, = 1376409149349927865602438079269d°

28215291589349599142001230
G, — 10861864770806863108859406796272d"

764634402071374136748233333..
yDg:__10953077263302798732948238190175152354615458102437457131674166183616

445817500504332447894356834973902284259618020047224000

De donde obtenemos que todos los coeficientes son positivos y que D3 (mencionado en el
ejemplo 1.1.3) es negativo. Por el criterio de Routh-Hurwitz tenemos estabilidad local en el
punto de equilibrio Ps. O



Apéndice C

Prueba del teorema 4.1.1

Demostracion. En este'primer caso seguimos la idea empleada en el articulo [LT].
Para determinar la estabilidad*del punto de equilibrio endémico, evaluamos P, en la matriz
jacobiana del sistema (2)

A B
J(F) = <B A) ’
donde (
1 s
—B(1— b2 o = +d
B ( %079> g{g'ya f
A= 1 )2 B
1— —— —c—d—« 0
6 ( mo”/a m%’y@
0 0 —e— f
Y 2
1 Yo
a—vyal|l-— - 0
! < %O’Y@) m?)'y@
1\’ (1 0)va
= 1—0)ya(l-— 1—-0)a+ 0
p=| -tna (1G] 100G
1 \? Oya
Ova |1 — O + 0
! ( %079> 9%3')104
Observemos que,
—BN? —b— yaN? N N L f
fRg'yoz 9%(2]704
1—-4
A+ B=|BNI+(1—0)yaN? f —c—d—oz—l—(l—@)a—i—w 0
9{O'yﬁ 9%079
0
OyaN? O + # —e— %
%O’ya )

97
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y
—BN? —b— 20 + yaN? _p rd+ 22 f
! ! mg'ya EHg’ya
1-46
A_B = BNE — (1 — 0)yaN? 4—c—d—a—(1—6’)a—¢ 0
ERO'yG %079
0
~OyaN? —fa — Za —e—f
%O’ya

Donde N; = (1 — ) ., Notemos que las matrices A + B y A — B tienen la siguiente

SR0’y9

forma:
11 Aaiz2 i3

31 Aaz2 as33

El polinomio caracteristico de la matriz.H es
Pg()\) == )\3 + Al)\Q + Ag)\ + Ag,

donde A1 = —t?"(H), AQ = H1 e H2 + Hg, Ag = —det(H), donde H1 = (11022 — A21012,
Hy = ayjags — asziars, Hy = agedsgC Por elfegjémplo (1.1.2), P3(\) es estable si y solo si
Ay, Ay, Ag y A1 As — Az son positivos. En este ‘eaSoy

A1Ay — As = — (ay1 + ago + ass)eH, + Hy £ H3) + det(H)
= —ay(Hy + Hy + H) — axn(Hy £ Hs) — ass(Hy + Hs)
- 022(61116133 - a31a13) - @33(&11a22 N 0216112)
+ 11022033 + A21A32013 — (31022013, 021033012
= — a1 (Hy + Hy + H3) — age(Hy + H3)* ass(Hy + Hs) (5.8)

— (11G22033 + A21032013-

Notemos que A+ By A — B tienen dos entradas iguales a13 = f, agy¥= —(e + f). Usando
esto, As puede ser calculado de la siguiente manera:

Az = —det(H)
= —agsH; — a13(6121a32 - a31a22)
= eH; + f(aj1a — asiais — asiass + asiass)
= eH; + fax(ann + a + as1) — fag (a2 + ags + asa). (5.9)
Primero probaremos la estabilidad para el polinomio caracteristico de A + B. Por simplifi-

caciéon denotaremos a las entradas de A+ By A — B como a;5, ,j = 1,2, 3.
(i) Demostremos que A; > 0.

Notemos que a;; < 0, azz < 0y como Rg,g > 1, entonces tenemos que
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B (1—0)a
a9 :——C—d—()é+(1—0)@+
%379 %(2)79
6+(;{2— b)ya (c+d+ ab)
06

Por lo tanto, A; = <tp(A + B) = —(a11 + age + asz) > 0 como se queria.
(77) Demostremos que Hy™> 0,7 = 1,2, 3.

Ya que Hy = ay1a20 — a1 =Aa11 + az1)az2 — a1 (a2 + az), como ay; < 0, age < 0, ag; > 0,

0<0<1y R > 1, entonces
+ B (.1 L 2 b 1 L :
a (g1 = *= — —b—yal-—
11 21 9{076 Y %079

1 \? 1)\?
+B(1_m079> _(1_0)704(1_%0’79)

1 2
= b~ Oya'| 1l — < 0,
J ( i)6{070>

y
p Yo
a12+a22:——+d——
m%’ya m%’ya
1-46
+%—c—d—a+(1—0)a+¢
9{O'yG 9{079
1
=—c—ba—bOya5z <0
0v6

Por lo tanto, H; > 0.

Para demostrar que Hy > 0 notemos que 0 < 0§ <1y que a;; < 0, ehtonces,

Hy =ay1a33 — asja;3
=—eay — fai; + fas

=—eay + f(as — anr)

1\’ 1\’
=—ecay + f ﬁ<1_%070) +b+’ya(1—%0w> (1—9)]

2
=—ecan+ f (ﬁ—i—(l—@)'y&)(l—%l > +0b
06

> 0.

Debido a que ass < 0y agz < 0 entonces Hz = agazz > 0.
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(73i) Ahora demostremos que Az > 0y AjA; — A3 > 0, como agy < 0, H; > 0, ay; > 0,
entomnces

Az = —det(A + B)
= el + fag(an + an + az1) — faxn(a12 + a2 + ass)
= el + fag(—b) — fan(—c)
> 0.

Luego,

AlAQ — Ag = _(all + a9 + a33)(H1 + HQ + H3) + det(A + B)
= —aH(Hl + HQ + Hg) - G/QQ(Hl + Hg)

— a3§(Ha + Hj) — ajjasnass + asa32a13.

Por lo hecho anteriormente sabemeos.que a; < 0, H; > 0,7 = 1,2,3 y por la matriz A + B
tenemos que ag; > 0, azs > 0, a13 > 0,Por lo tanto, por el ejemplo (1.1.2), A+ B es estable.

Ahora demostremos estas condiciones pararla matriz A — B.

(1) Demostremos que A; > 0.

2
Observemos que as3 = —e — f <'0,Ycomo 0. (1 — ) < 1 cuando Rgpyp > 1, si

06
consideramos que 0 < v < 1, entonces tenemos que

1\? 1\?
a11:—5<1—moe) —b—2a—|—7a(1—m00>
Y Y

1\? L’
:—5(1—%%)) o (2_7(1_9‘*0%) >a<0'

Luego,
B (1-0)a
22 —c—d—a—-(1-0)a— ——
%379 %%79
o} (1-0)ya 2% 0)y«
= go e dmat(l-0a =21 —fat T - %39)
y gl ot
1— 2(1 —
9%O'yﬁ 9{O'ya

1 2(1 - )y«
=—(c+d+0ba)(l1- —2(1-0)a — ——.
( )( mO’y@) ( ) f}{(2)')49

Como Ry > 1y 0 <6 <1 entonces agy < 0. Por lo tanto A; = —tr(A — B) = —(an +
a9y + azz) > 0 como se querfa.
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(17) Demostremos que H; > 0,7 =1,2,3.

Por 16 demostrado anteriormente sabemos que a; < 0, ¢ = 1,2,3, y por la matriz A — B
tenemos _gue az; < 0, a13 > 0, por lo que Hy = ay1a33 —asia3 > 0 y Hs = axass > 0. Ahora,

para H;

Hy = a1{ags — as1a12 = (all + an)azz - azl(am + a22)

06

= |—-b-420+0 a(l—
[ 7 9{O'ye

1\’ Oya
—(B— (1 —0)ga) (1 — 9‘{070) (—c —2a+ Oa + 9%379>

— (b+20)(c+d T 20 =0a) — (b+20)(8— (1 — e)m)%%a

+ (¢4 2a — o) (B — (I"=8)7«) (1 — 9%;9> :

De modo que H; > 0 puede demostratse)con los siguientes dos casos.

: C B+ (1-0)va
Caso 1: (B — (1 — 0)ya) > 0. Ya gtle Royb = T di 00

(c—l—d—l—@oc)—(ﬂ—(l—ﬁ)va)%(l) 0

= [(B = (= 0)ya)=* 2(1 — 0)ya %i -

Entonces H; puede reescribirse como

1
Hy =(b+2a)(2a — 20 + 2(1 — O)y«u )
mOv@

+(b+20)(8 - (1 - 9)7‘1)9{;9 (1 B 9%;9)

+(c+ 20— 0a)(f — (1 — O)ya) (1 - i}{;g) :

Como 0 <60 <1y Ry > 1, entonces es claro que H; > 0.
Caso 2: (8 — (1 — 6)ya) < 0. Podemos reescribir H; como

Hy = (b+2a)d+ (c+ 2a — ba)

— (b4 20)(8 — (1— em)%% .

s (1o g} + (2- 00 1

) ] [(5—(1—0)’)/04)9; —c—d—2a+ b
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Yaque <6 <1,0<v<1yMRpp > 1 esclaro que H; > 0.
(177) ‘Demtostremos que Az > 0, A; Ay — A3z > 0.

Ag = —det(A — B)
=eH; + fag(aiy + as + asy) — fasi(aia + ag + ass)
=eH; + f(axn(—b—2a) — ax(—c—2a)).

Como H; > 0, debemos probar que

aze(—b —2a) — ag (—c — 2a) > 0.
Si (8 — (1 —0)ya) > 0,gentonces

1 \? 1 \?
a2125<1_fﬁ09) —(1—«9)704(1—%06)
y y

— (8- (2 0)ya) (1 - 9;) >0,

y como ase < 0 por lo tanto, Az > 0.
Si (B —(1—60)ya) <0, tenemos que

age(—b — 2a) — ag (—c — 2a) =

+(5—(1—9)7a)<1— >2(0+2a)

0~6

_ {c +22a + g +d+a(l —9)} (b+2a)— (6 — (1 — e)m)ﬁ(mza)
#0= (1= 0n0) (1= =) (et 20)

c+ 2«
_b{ '

+§+d+a(1—9)} + 2 (g+d+@(1_9)) — (8= (Y 0)ya) (b + 20)

SR%A/G
1 \2
1—(1-46 1-— a.
( )7( 9%79)]

Como 0 <0 <1,0<v<1yMRpyp > 1 entonces ag(—b—2a) — as(—c — 2a) >4,y por lo
tanto A3 > 0 como se queria.

1 2
+ 5 (1 - 9‘{070) (c+2a) + (c+ 2a)

Por (5.8), a13 = f, ags = —(e + f), A1 Ay — A3 puede ser calculado como

A1 Ay — As = —an(Hy + Hy + Hs) — an(H, + Hj)
— ag3(Hy + Hj) + earage + f(ajiazs + azass).
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Como a; <0, H; > 0,1 =1,2,3, es suficiente probar que

a11Q92 + asaszs > 0. (510)
Si (6—(1=8)y«) < 0, entonces ag; < 0, (5.10) se cumple ya que agy < 0. Si (8—(1—0)va) > 0
1—0
y usando el*hecho de que Ry g = %, tenemos que

1 1
c+d+9a—(ﬁ+(1—9)7a)mT:(c+d+60z) (1—%0 0)
0~6 bl

(ke d + ba)a = (5 + (1~ fya) g
0y

O
ER0’y9 ‘

> (B—=(1—=0))

Yaque 0 <6 <1,0<v<1yMRp421, obtenemos que

11022 + G21G30 =

= (b+2a+) (B - (1 -0y (1 N 9%;02 ~ e (1 - 9‘*270) >

X (c+d+2a—9a—(ﬁ—(1—9)7a) : )

2
%079

(s (252

— <b+ 204 (8 — (1 = 0)ya) (1 — 9‘{(1)79)2>

X <c+d+2a—9a—(ﬁ—(1—9)7a) ! )

2
9%079

N (1— %;9)2<(c+d+2a—ea)—(5-(1-9)@ (1— \ )2ea

_ <b+ 20+ (B — (L = 0)ya) <1 B 9%;9)2)

X (c—i—d—i—@a— B+ (1 _Q)VQ)L +2(1 - )+ 2(1 _9)’704>

2
%070

b (1— %i70>2((c+d+2a—904)—(5—(1—9)704) <1— ! )26@
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:<b+2a—|—(5—(1—9)7a) (1—%) )
(1 —0)ya

1 2
X c+d—|—9a<1——)+21—9a—|——
oo (1-5is) 10+ i)

~ b7a (1—%w)z((c—l—d%—%v(l—0)+0a)—(ﬂ—(1—0)’ya) (1—%—0)29a

= (b +2a+ (B - 0)ya) (1 - 9%;) ) 2(19;899)704
1

+b(c+d+ ba) (1——70)

+ (c+d+6a) (1—%%)@(1_67(1_%%))
+2(1-6)a’ (2—97 (1_%.%79;)

1
+(c+d+b0a)|(1l— — |«
( )( iROW)

+ (B — (1 = 8)ya)ba ((1 _ ﬁ)?’ > (1 B %w 2)

> (b +2a+ (8 — (1 —60)ya) (1 _ %w) ) 2(19;%96)704

+2<b+(5—(1—9)’ya) (1—% )(1—9)a

# (5= (= 0ha)e+d) (1- 9%)

1
+bc+d+6a) |1 — —
( >( .

+ (c+d+0a) (1—%%)&(1_67(1_%%))
+2(1 - f)a’ (2—97 (1_%79)2)
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Por lo tanto, P, es localmente CamGVstable. O



Apéndice D

5.6. Prueba dél Teorema 5.1.1

Demostracion. Para detérminar la estabilidad del punto de equilibrio endémico, evaluamos
P; en la matriz jacobiana dél sistema (5.1)

s = (5 ).

donde
— — b_ Ing d_ S()Ml f
SO(IO+SO)(_9510+IO+SO) (I()-i-S())(—esIo-‘rI()—‘rS())
A= 15 My _ IgM; _a(fe—1)(0s—1) M, 0
So(To+50)(—0sIo+10+Sg) (To+450)(—0sIo+1Io+So) —0sI0+10+So
0 alb —e—f
y
a(=(=1)(0s=1)2 13 =2(6s—1) [0S0 +53 ay(0,—1)S2 0
(—0sIo+Ip+So)? (—0sIo+1p+S0)?
B— _ay(fe—1)(6s—1)%13 a(ee—l)(f?s—l)((9s—1)213—2(9s—I)IoSo+('y+1)53) 0
(—0sIo+1o+S0)? (—0eIo+19+S0)?
oy (05s—1)212 _aee(esﬂ)((9571)21372(9571)1050+(7+1)53) 0
(—=0sIp+1Ip+S0)? (—0sT5+1p+50)?

Donde M; = c(—051y + Iy + So) + d(—0s1y + Iy + So) + ol(Bs)— 1)1(0.(0s — 1) — 6) +
aSo(Y(0e(—=0s) + 0. + 0, — 1) + 0.) y My = (=051 + Io + 7So + Sp)e
Observemos que,

b1 bz bis
A+ B = bar baa beg |,
bsi  bsa  bss

y
C11 C12 Ci13
A—-B= Co1 C22 Ca3
C31 C32 Cs3
Donde

106
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a ((1 — 7)(05 B 1)218 — 2(‘95 — 1)]OSO + Sg)
(=050 + Io + Sp)?
_ I (elly — 051 + So) + d(So — 051 + Ip) + a(s — 1) In(0.(0s — 1) — 65)
So(Lo 4+ So) (Lo — 051y + Sp)
12 (0ol (Be(—05) + 0 + 0, — 1) — 0.6, + 6. + 6,))
So(Lo + So) (Lo — 051y + So) ’
by :SS (_ c(=0Ocdy™+do + So) + d(—0s1y + Iy + So) + a(0s — 1) I5(0.(0s — 1) — 95)>
So(Lo + So)(—0s1y + Iy + Sp)
iy (_aSO('y(Ge(—HS) +0.4+0s—1)+0.(—0s) + 6. + 95))
So( Lo + 50)(—0s1o + 1o + So) ’

b ==a—0b+

bis =/,
boy —I2 (C(—sto + Iy + So)Gdd(—051y + I + So) + a(0s — 1) 1o(6.(0s — 1) — 93))
Sl + So)(—0s1o + Lo + So)
_+ﬂ(a&mﬂ&bﬂg+ﬂf+@—1y+&«ﬂg+e(+@)_a%@_lxa_ly)
0 So(Lo + So)(—bslo + Io + Sp) (0,10 + Ip + S0)2 )
Io(c(—051y + Iy + So) + d(—8sT0 + Lo + So) + a(fs — 1)1o(0.(0s — 1) — 05) + Ny)
(To % So) (=010 + Io + So)
L 00 = 1)(0s = 1) (05 < D205 — 2652 1) 1o S + (v + DSE)
(—0sTo4~Fo + S6)2

a(f. —1)(0, — 1)(—0s1o + Ty H7.So +56)

- —01y + Ip + So

by = —

)

b23 :Oa
ay0.(0s — 1)%12
(_0510 + Iy + 50)27
bw:a(e_94&—1ﬂwy—nﬁg—%&—1MﬁW+W+1ﬁ@)
) (—0,1o + Io + So)2 )

by =

byz =—e— [,
(c(—0,1o + Io + So) + d(—0,Iy + Io + So) + (0, — 1) o640, — 1) — 0,) + Ny)
So(lo + So)(—0s1o + Lo + So)
L@ (v = 1)(0s — 1)*13 + 2(6, — 1)1pSy — S3) L
(=051 + Io + So)? !
- (_ o(=01y + Iy + So) + d(—0,1 + Io + So) 4+ (b — 1) I(0(0; ~2) =6,) + Nl)
So(Lo + So)(=0sIo + Io + So)

0, — 1)
_ SQ O{’Y( s ) d,
0 ((_9310 + Iy + SO)2 +

C11 = —

C13 :f’
c _IQ <C(_es[0 + [0 + SO) + d(_gs[() + [0 + S()) -+ 06(95 — 1)[0(96<95 — 1) — 65) + Nl)
S So(Lo + So)(—0s1o + Ip + Sp)

2<avwe—l)ws—1f)
+ 15 =
(=01 + I + Sp)
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[Q(C(—eslg —+ I() + S()) + d(—esjo + [0 =+ 50) + CE(QS — 1)]0(95(95 — 1) — 95) + Nl)

T (Lo + So) (=010 + Io + So)
. —1)(0, — 1) ((0, — 1)212 — 2(0s — 1)1pSo + (v + 1)52)
B (=01 + 1o + Sp)?
a(0g 1) (05 — 1) (=051 + Lo + 7S + So)
a 0,10+ Io + So ’
23 =0,
ay0.(0, 13
C31 = —

(—0s1o + Ip $.5p)%’

cor = [ 0. + 0c(0s — IV [0y 5 1)°15 — 2(05 — 1)1oSo + (v +1)57)
32 — S (_981—0 + [O + 80)2 I

3 =—e— [.

De modo que Ny = aSo(V(0 (=090, + 05 — 1) + 0.(—05) + 0. + 05).

Notemos que para demostrar la estabilidad del equilibrio endémico es suficiente con mostrar
que los polinomios de las matrices A +8B\y A — B son estables. Observemos que las matrices
A+ By A — B tienen la siguiente forma:

Qie=Q12 Q13
H = 921 922 0 . (511)

31 A320 433

El polinomio caracteristico de la matriz H es
Ps(A\) = X @ AN AR As,

donde Al = —t’f’(H), AQ = Hl + H2 + Hg, Ag = —det(H), H1 = (11022 — 421012, H2 =
aii1as3 — asz1a13 'y Hz = agazs. Por el ejemplo 1.1.2, H esféstable si y solo si Ay, Ay, A3y
A1 Ay — As son positivos. En este caso,

AjAy — As = — (a1 + age + ass)(Hy + Hy + Hs) + det(d)
= — a1 (Hy + Hy + Hs) — axn(H, + Hs) —agz(dy + Hj)
- @22(61116133 - a31a13) - 6133(&11&22 - G21G12)
+ 11022033 + A21A32013 — A31022013 — 021033012
= —ay (Hy + Hy + H3) — a(Hy + H3) — as3(Hy $°Hs) (5.12)
— 11022033 1 A21032013.

Notemos que A + By A — B tienen dos entradas iguales a13 = f, azz = —(e +.).. Usando
esto, As puede ser calculado de la siguiente manera:

Az = —det(H)
= —azzH; — a13(a21a32 - G31a22)
= eH; + f(ayiaz — aza12 — azaszs + asiags)
= eH; + fag(ay + an + as1) — fax(a + ax + as). (5.13)
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Primerg probaremos la estabilidad para el polinomio caracteristico de A + B. En este caso
a;j =b;; para i,57 = 1,2,3.

(7) Demostremos que A; > 0.

Notemossque a3z < 0, usando Mathematica obtenemos que si se cumple Ry 9,0, > 1, v < 1
y Hy entonces a;; < 0y age < 0. Por lo tanto, A1 = —tr(A+ B) = —(a11 + ags + asz) >0
cOmo se queriag

(74) Demostremes que H; > 0, i = 1,2, 3.

Probemos que H{\= apias — asnaiz = (a1 + ag1)ase — azi (a2 + as) > 0. Como ay; < 0,
age < 0, usando Mathematica tenemos que ag; > 0si 0 < v < 1, ademas, 0 < 0, < 1,y
Ro46.0, > 1, entonces

o b(—G'SIo—&-Io—&-So)Q—&-Oz"/@E(93—1)213
Qe = (—0:To+10+50)? <0,

0s—1)S2
A1 + Q99 = —0595 —c~|—a96 <05+(—673(10—i-—]10)—|—gb)2 — 1) .

Usando Mathematica encontramos gue, si se cumple H; entonces a5 + aso es negativo. Por
lo tanto, H; > 0.

Para demostrar que Hy > 0 notemos qie 0°< 4, < 1, v < 1, a;; < 0y H;y entonces

Hy =ayia33 — azias3
=—ea;; — fan + faz
= —eay + f(as — an)
— cap t f IE (c(=0s1o + Io % So)? + =031y + Io + Sp)* 4+ i)
So(Iy 4.56) (=015 # Ty + Sp)?

Donde Ny = — (0 — 1)213(0.(0s — 1) — 0,) + 2(05 — 1) Lo So (4 1)0.(0, — 1) — 0,) + S2((6s —
1)(0(v(0s —2) — 1) + ~05) + 05). Debido a que agy < 0y azz.< 0 entonces Hz = agaszz > 0.

> 0.

(737) Ahora demostremos que Az > 0y AjAy — A3 > 0, com@ay < 0, Hy > 0y ay > 0,
entonces

= eHy + faxe(ai; + an + asr) — fasn(a12 + as2 + aso)
= 6H1 —+ fa22(_b) — fagl(—c).
Dado lo anterior, A3 > 0.

Luego,

A1A2 — Ag = —((IH + agg + (133)(H1 + HQ + Hg) + det(A -+ B)
= —an (Hy + Hy + H3) — axn(H; + H)

— ag3(Hy + Hj) — ayiasass + as1a32013.
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Por lo hecho anteriormente sabemos que a; < 0, H; > 0,7 =1,2,3, ay; > 0 y por la matriz
A + B tenemos que azs > 0, a;3 > 0. Por lo tanto, por el criterio de Routh-Hurwitz A + B
es estables(cf. el ejemplo 1.1.2).

Ahora demestraremos la estabilidad para el polinomio caracteristico de A — B. En este caso
aj; = ¢ para 1,7 = 1,2,3..

(i) Demostrentosque A; > 0.
Observemos que @33 = —e — f < 0, haciendo uso de Mathematica tenemos que a1 y agy son
negativos si se cumplén las condiciones 0 <y <1, 0 <0, <1, Rpyp.0, > 1y Hy.

Por lo tanto Ay = —te(A — B) = —(a11 + age + asz) > 0 como se queria.
(74) Demostremos que Hy>-0, i = 1,2, 3.

Por lo demostrado anteriorménte sabemos que a; < 0,7 = 1,2, 3, entonces H3 = agsasz > 0.
Ahora, para demostrar que H; >0, notemos que

H, = ajja92 — agrai
= (ay1 + a21)as = ag(a12 + as)

(a0 = VI3 (e 2) +4(0s — D) IpSo — 255) b) 4
- (—Bylost Io + Sp)? 22

70.(0s — 1)S3
- — 40, +0, — -2 - )
(a ( 0.0, 40, + 0, 0.1y + Iy + So)? c | an

Yaque 0 <6, <1,0<vy<1, ademas; se cumple”H; y como ass < 0, el primer sumando es
positivo, luego, as; es positivo siempre que,se cumpla Hs y haciendo uso de Mathematica el
segundo sumando también es positivo si“seseumple H;, de modo que H; > 0.

Ahora demostremos que H, > 0, notemos qfie @11 y azg’son negativos, entonces

Hy = ay1a33 — asja;s

O‘ere(es - 1)213
— — (= 0.
411033 ( (0,1 + Iy + Sp)? >

Por lo tanto, Hs es positivo.

(7i) Demostremos que Az > 0, A; Ay — A3 > 0. Observemos que porflodemostrado anterior-
mente ag; > 0, ase < 0y si se cumple H; entonces,

A3 = —det(A — B)
= eHy + fax(ar; + an + asr) — fas(ai2 + ax + ass)
=eH; + f(axn(—b—2a) —an(2a(f; — 1) —¢)) > 0.

Para demostrar que A;A; — Az > 0, notemos que

A1 Ay — A = —an(Hy + Ha + Hs) — age(Hy + H3) — ags(Hy + Hs) — ajiasaass + asdgaans
= —ay1(Hy + Hy + H3) — axe(Hy + Hs) — ass(Hay + H3) — a11a22a33
af I3 ((0s — 1)212(0.(0s — 1) + 05) — 2(0s — 1)15.So(6.(0

— 1) +65) + N3) (Na + N;)

So(Lo + So)(—0s1o + Lo + Sp)*
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Donde N3 = S2((7+1)0:(0s —1)+0,), Ny = —c(—0s1y+ In+So)* — d(—0s1o+ In+ Sp)?, N5 =
a (06— D?IG(0:(0s — 1) = 0s) — 2(05 — 1)1oSo((y + 1) (0 — 1)0s +v(—0e) +v — 6) — No) v
Ng =S5ty (0. — 1)(65 — 2)(0s — 1) + 0.(—b5) + 0. + 05)). Como a;; <0, H; >0, i=1,2,3
los primeres 4 sumandos son positivos, luego, el tltimo sumando es positivo siempre que se
cumpla H¢ y/por lo tanto A;A; — Az es positivo como se queria. Entonces, por el criterio de
Routh-HurwitZ_ A — B es estable (cf. el ejemplo 1.1.2).

]

5.7. Pruebardel Teorema 5.1.2

Demostracion. Para determinar la estabilidad del punto de equilibrio endémico, evaluamos
P; en la matriz jacobianaldelsistema (5.1)

3= (5 ).

donde
— — b_ Ing d_ S()Ml f
So(Io+So0)(—0sIo+Io+So) (Io+S0)(—0sIo+Ip+So)
A= 15 My _ IoM; afe—1)(0s—1) M, 0
So(Io+50)(—0sIo+10+50) (Ig+£50)(—0sIo+10+So) —0sIp+1o+So
0 alb, —e—f
y
a—(v=1)(0s—1)213 ~2(05—1)IoSo+5§ ) ay(0.—1)52 0
(—=0sIo+1Io+So)? (—0sIo+To+S0)2
B— _ay(fe—1)(0s—1)%13 a(ee—l)((?s—l)((05—1)213—2(9s—1)IoSo+('y+1)53) 0
(—0sIo+1p+S0)? (=05 I0+19+S0)?
ay0e(0s—1)212 _aee(esfl)((9371)213—2(9571)1050+(w+1)53)
(—9310+IO+SO)2 (—9510+Io+50)2

Donde M; = c(—051y + Iy + So) + d(—0s1y + Iy + So) + @(bs.— 1)1(0.(0s — 1) — 6) +
QSO<7<06(_95) + 96 + 6)s - 1) + 06) y M2 = (_08'[0 + IO + 'VSO *+ SO)
Observemos que,

b1 bz bis
A+ B = bay baa beg |,
bsi  bsa bss

C11 C12 C13
A—-B= Co1 C22 Ca3

C31 C32 Cs3
Donde
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a((1 =)0, — 1)212 — 2(6, — 1) 1Sy + S3)
(—6’310 + Iy + 50)2
B I (elly — 051 + So) + d(So — 051 + Ip) + a(s — 1) In(0.(0s — 1) — 65)
So({o + So) (Lo — O51o + So)
(Sl (Be(—05) + 0+ 0, — 1) — 06, + 6. +6,))
So(Lo + So) (Lo — b51o + So) ’
by =52 (_ c(—=Ody "+ Jo + So) + d(—0,Io + Io + So) + (0 — 1) (e (s — 1) — 95)>
So(Lo + So)(=0:1o + Io + So)
2 ( aSo(V0e(=b5) + 0. 4+ 05 — 1) + 0.(—05) + 0. + 95))
+52 (- |
So(Ly + So) (=01 + 1o + Sp)

b ==a—0b+

bis =1,
bt :]g (C(—sto + Io + So)GFd(—0s1o + Ly + So) + a(fs — 1)1 (0.(0s — 1) — 93))
STy + So)(—0s1y + Iy + So)
L (aSo(v(Ge(—Hs) + 090 — 1) +0c(—0s) + 0. +6s)  ay(b —1)(0s — 1)2)

0 So(Io + So)(—0sly + Iy + So) (—0.0y + 1o+ Sp)? )’

Io(c(—051y + Iy + So) + d(—8sT0 + Lo + So) + a(fs — 1)1o(0.(0s — 1) — 05) + Ny)
(1o % So)(—0sIp + In + So)
n a(f. —1)(0s — 1) ((0s = D)2 — 26057 1) 1S + (v + 1)53)
(_9310 4=Jo + 50)2
e —1)(6s — 1) (0510 + Ty +H7So +56)
—0sIo + 1o+ So

by = —

)

b23 :Oa
ay0.(0s — 1)%12
(—0sIo + Iy + Sp)?’
bw:a(e_94&—1NWy—U”8—%&—1mﬁw+w+1w@)
) (—0,1o + Io + So)2 )

by =

byz =—e— [,
2 (c(—0,0o + Io + So) + d(—01y + Iy + So) + (B — 1) I (040, — 1) — 0,) + Ny)
So(lo + So)(—0s1o + Lo + So)
+“«7-DWy—DH§+%&—1Mﬁm_%)_a_b
(=051 + Io + So)? )
- (_ c(=0sIo + I+ So) + d(—01o + Lo + So) + a(bs — 1)Io(6:(0; =) =6,) + Nl)
So(Lo + So)(—0s1y + I + So)

0, —1)
_ SQ O{’Y( s ) d
”(@@h+%+&y +a,

C11 = —

C13 :f’
c :IQ <C(_es[0 + [0 + SO) + d(_gs[() + [0 + S()) -+ 06(95 — 1)[0(96<95 — 1) — 65) + Nl)
S So(Lo + So)(—0s1o + Ip + Sp)

Iy (M(@e —1)(8s — 1>2)
O\ (=01 + 1o+ So)2 )
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[Q(C(—eslg —+ I() + S()) + d(—esjo + [0 =+ 50) + CE(QS — 1)]0(95(95 — 1) — 95) + Nl)

T (Lo + So) (=010 + Io + So)
. —1)(0, — 1) ((0, — 1)212 — 2(0s — 1)1pSo + (v + 1)52)
B (=01 + 1o + Sp)?
a(0g 1) (05 — 1) (=051 + Lo + 7S + So)
a 0,10+ Io + So ’
23 =0,
ay0.(0, 13
C31 = —

(—0s1o + Ip $.5p)%’

cor = [ 0. + 0c(0s — IV [0y 5 1)°15 — 2(05 — 1)1oSo + (v +1)57)
32 — S (_981—0 + [O + 80)2 I

3 =—e— [.

Donde Ny = aSo(v(8e(—6;) + 0. +05= 1) + 0.(—6;) + 6. + 6;).

Recordemos que para demostrar latestabilidad del equilibrio endémico es suficiente con mos-
trar que los polinomios caracteristicos delas matrices A+ B y A— B son estables. Observemos
que las matrices A+ B y A — B tienen la‘siguiente forma:

Qie=Q12 Q13
H = 921 922 0 . (514)

31 A320 433

El polinomio caracteristico de la matriz H es
Ps(A\) = X @ AN AR As,

donde Al = —t’f’(H), AQ = Hl + H2 + Hg, Ag = —det(H), H1 = (11022 — 421012, H2 =
aii1as3 — asz1a13 'y Hz = agazs. Por el ejemplo 1.1.2, H esféstable si y solo si Ay, Ay, A3y
A1 Ay — As son positivos. En este caso,

A1Ag — Az = — (an1 + ag + ass)(Hy + Hy + Hs) + det(H)
= —an(Hy + Hy + H3) — ag(H; + Hs) —aiz(dd, + Hj)
- @22(61116133 - a31a13) - 6133(&11&22 - G21G12)
+ a110922033 + A21G32013 — A31A22013 — G21033012
= —ay (Hy + Hy + H3) — a(Hy + H3) — as3(Hy $°Hs) (5.15)
— 11022033 + A21A32013-
Notemos que A+ By A — B tienen dos entradas iguales a3 = f, ass = —(e +.f). Usando
esto, As puede ser calculado de la siguiente manera:
Az = —det(H)
= —agzH; — ay3(azas — G31a22)
= eH; + f(ayiaz — aza12 — azaszs + asiags)
= eH; + fag(ay + an + as1) — fax(a + ax + as). (5.16)
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Primerg probaremos la estabilidad para el polinomio caracteristico de A + B. En este caso
a;j =b;; para i,57 = 1,2,3.

(7) Demostremos que A; > 0.

Notemossque a3z < 0, usando Mathematica obtenemos que si se cumple Ry 9,0, > 1, v < 1
y Hy entonces a;; < 0y age < 0. Por lo tanto, A1 = —tr(A+ B) = —(a11 + ags + asz) >0
cOmo se queriag

(74) Demostremes que H; > 0, i = 1,2, 3.

Probemos que Hi\= 31099 — Q21012 = (CLH + (121)(122 — Q921 (CL12 + CLQQ). Como ann < 0, Aoy < O,
usando Mathematica tenemos que as; > 0si 0 < v < 1. Ademds, 0 <60, <1,0<0, <1y
Ro46.0, > 1, entonces

o b(—G'SIo—&-Io—&-So)Q—&-Oz"/@E(93—1)213
AT ider = (—0:To+10+50)? <0,

0s—1)S2
A1 + Q99 = —0595 —c~|—a96 <05+(—673(10—i-—]10)—|—gb)2 — 1) .

Usando Mathematica encontramos gue, si se cumple Hy entonces a5 + ago es negativo. Por
lo tanto, H; > 0.

Para demostrar que Hy > 0 notemos qie 0°< 4, < 1, v < 1, a;; < 0y Hy entonces

Hy =ayia33 — azias3
=—ea;; — fan + faz
= —eay + f(as — an)
— cap t f IE (c(=0s1o + Io % So)? + =031y + Io + Sp)* 4+ i)
So(Iy 4.56) (=015 # Ty + Sp)?

Donde Ny = — (0 — 1)213(0.(0s — 1) — 0,) + 2(05 — 1) Lo So (4 1)0.(0, — 1) — 0,) + S2((6s —
1)(0(v(0s —2) — 1) + ~05) + 05). Debido a que agy < 0y azz.< 0 entonces Hz = agaszz > 0.

> 0.

(737) Ahora demostremos que Az > 0y AjAy — A3 > 0, com@ay < 0, Hy > 0y ay > 0,
entonces

= eHy + fax(ar; + an + as1) — fas(aiz + ax + as)
= 6H1 + fagg(—b) — fa21<—c).
Dado lo anterior, A3 > 0.

Luego,

A1A2 — Ag = —((IH + agg + (133)(H1 + HQ + Hg) + det(A -+ B)
= —an (Hy + Hy + H3) — axn(H; + H)

— ag3(Hy + Hj) — ajjasass + a1 a32013.
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Por lo hecho anteriormente sabemos que a; < 0, H; > 0,7 =1,2,3, ay; > 0 y por la matriz
A + B tenemos que azs > 0, a;3 > 0. Por lo tanto, por el criterio de Routh-Hurwitz A + B
es estables(cf. el ejemplo 1.1.2).

Ahora demestraremos la estabilidad para el polinomio caracteristico de A — B. En este caso
aj; = ¢ para 1,7 = 1,2,3..

(i) Demostrentosque A; > 0.
Observemos que @33 = —e — f < 0, haciendo uso de Mathematica tenemos que a1 y agy son
negativos si se cumplén las condiciones 0 <y <1, 0 <0, <1, Rpyg.0, > 1y Ho.

Por lo tanto Ay = —te(A — B) = —(a11 + age + asz) > 0 como se queria.

(74) Demostremos que Hy>-0, i = 1,2, 3.
Por lo demostrado anteriorménte sabemos que a; < 0,7 = 1,2, 3, entonces H3 = agsasz > 0.
Ahora, para demostrar que H; >0, notemos que

Hy = ay1as — asrafy
= (@11 + ag1)age7ag (a12 + ag)
_ <Oé ((95 B 1)213(’796 Y 2) + 4(95 B 1)IOSO B 258) _ b> a
B (—=0sLo\t Io + Sp)? -

796(08 - 1)58
— —0.0 0, — -2 = )
(a( Os 40, + 0, ALl + Io + So)? c ) as

Observemos que aj; + a9 v a2 + age'son negatives ya que 0 < 4, < 1, 0 < v < 1. Ademas,
se cumple Hy y como asy < 0, el primer-sumande’es positivo, luego, as; es positivo siempre
que se cumpla H3 y Hs, de esta manerag€l segundo simando también es positivo, de modo
que Hy > 0.

Ahora demostremos que H, > 0, notemos que’a;; y assson negativos, por lo que

Hy = ajiazs — azi1a13

N O"Yfge(gs - 1)218 0
— 11433 (—(95]0 +]0 T SO)Q .

Por lo tanto, Hs es positivo.

(7i1) Demostremos que Az > 0, AjA; — A3z > 0. Primero observemos+que por lo demostrado
anteriormente ag; > 0, age < 0 y si se cumple Hy entonces,
Ag = —det(A — B)
= eH\ + fag(ai + a1 + as1) — fasi(arz + az + as)
=eH; + f(axn(—b—2a) —an(2a(f; — 1) —¢)) > 0.

Para demostrar que A; A3 — A3 > 0, notemos que

A1 Ay — A = —an(Hy + Ho + Hs) — ae(Hy + H3) — ags(Hy + Hs) — ajiasaass + asdgaans
= —ay1(Hy + Hy + H3) — axe(Hy + H3) — ass(Hy + H3) — a11a22a33
af I3 ((0s — 1)212(0.(0s — 1) + 05) — 2(0s — 1)15So(6.(0

— 1) +05) + N3) (Na + N;)

So(Lo + So)(—0s1o + Lo + Sp)*
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2
0

«Q (( - 213(06(95 - 1) - (95) - 2(93 - 1)1050((7 + 1)(‘96 - 1)93 + 7(_96) +7— 06) - NG) Yy

Ng vl — 1)(0s —2)(0s — 1) + 0.(—0,) + 6. + 6)). Como a;; < 0, H; > 0, para i =

1,2, 3 los_primeros 4 sumandos son positivos, luego, el tltimo sumando es positivo siempre

DOHH@— S ((’Y+1)96(95— 1)+95), N4 = —C(—9510+10+SO)2—d(—9310+10+50)2, N5 =

que se cu Hg — Hy y por lo tanto A; Ay — Az es positivo como se queria. Entonces, por
el criterio d th-Hurwitz A — B es estable (cf. el ejemplo 1.1.2).
-~ -
3,
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