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capacidad y voluntad para
desarrollar este proyecto.

A la memoria de mi padre...
Pedro González Jiménez, por ser siempre

un impulsor en mi educación y superación.

A mi madre...
Elsa Mart́ınez Correa, por apoyarme
y procurar mi bienestar, e inculcarme
valores, que conducen a ser mejor persona.

A mi esposa e hija...
Diana Emily Peregrino J. y Sof́ıa Mariel,

a la primera, por su solidaridad en las
dificultades y su comprensión en las
ausencias. A la segunda, por ser un

motivo de inspiración e impulso
natural de ser mejor cada d́ıa.

A mis Hermanos...
Ma. Cristina, Cipriano, Ma. Dimas,
Saturnino y Miguel A.
por brindarme su apoyo
incondicional para salir adelante.



v

Agradecimientos
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1.1. Puntos periódicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Conjunto de Julia y conjunto de Fatou . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3. Hiperbolicidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4. Familia cuadrática . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.3. Continuidad de la entroṕıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

Conclusiones 78

A. Matrices no negativas 80

B. Rutinas Matlab para calcular la entroṕıa fundamental 84
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Índice de figuras

1.1. Conjunto de Mandelbrot. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2. Rayos externos a Jc y sus correspondientes en el Mandelbrot. . . . . 11
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Introducción

El concepto de entroṕıa fue introducido por el F́ısico-Matemático Clausius
Rudolf Emmanuel en 1865, y establece que la enerǵıa no sólo puede medirse en
cantidad, sino también en calidad; a mayor entroṕıa, menor calidad de la enerǵıa
y mayor tendencia al caos, [C].

En matemáticas, este concepto fue introducido con la finalidad de medir la
complejidad de un sistema. Usando la similitud con la f́ısica, se propone que el
incremento en el desorden de las órbitas de un sistema tenga asociado el incremento
de su entroṕıa.

Dada una función definida de un conjunto compacto X en si mismo, la entroṕıa
topológica h(f) es la medida del grado de complejidad en las órbitas de f , más
precisamente, la tasa de crecimiento del número de órbitas de f . Es conocido que
dado un polinomio Pd : C → C de grado d, h(Pd) = log d. Más aún la entroṕıa
de Pd restringida a su conjunto de Julia lleno, es la misma que la entroṕıa de Pd

restringida a su conjunto de Julia y es igual a log d, [L].
El concepto de entroṕıa de polinomios reales fue estudiada principalmente por

Milnor, Thurston y Tresser, éstos estudiaron la familia cúbica a un parámetro
y probaron que la entroṕıa es monótona con respecto al parámetro, [MT, MiT].
Por otro lado, Radulescu estudió el comportamiento de la entroṕıa para funciones
loǵısticas acopladas, usando dinámica simbólica, [R]. Asimismo, Thurston genera-
lizó el concepto de entroṕıa definido para funciones en un intervalo, a la restricción
de una función a su árbol de Hubbard, el cual guarda información dinámica de Pd

y a esta entroṕıa se llama entroṕıa fundamental (del inglés core entropy).
La entroṕıa fundamental es una herramienta que permite caracterizar el espacio

de parámetros de familias de polinomios. Para el caso de polinomios cuadráticos
se demostró que la entroṕıa fundamental crece a lo largo de las venas del conjunto
de Mandelbrot [Tz1, L]. Además, Tiozzo demostró la continuidad de la entroṕıa
fundamental al variar el argumento externo, [Tz2]. En este trabajo generalizare-
mos los resultados de monotonicidad y continuidad para la siguiente familia de
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polinomios de grado d a un parámetro,

Pa(z) = zd−1(z +
da

d− 1
),

Las propiedades topológicas de las componentes hiperbólicas de esta familia fueron
estudiadas en [Ro].

Este trabajo consta de cuatro caṕıtulos. En el caṕıtulo uno se presentan algu-
nos conceptos importantes en el estudio de la dinámica de funciones racionales,
como son: conjunto de Julia, conjunto de Fatou, renormalización y árboles de Hub-
bard. En el caṕıtulo dos se define el concepto de entroṕıa topológica en un espacio
topológico, se presentan algunos resultados. Asimismo, definimos la entroṕıa fun-
damental para polinomios con conjunto postcŕıtico finito y se muestran algunos
resultados para las familias de funciones cuadráticas y cúbicas, los cuales fueron
demostrados por Li en [L].

En el caṕıtulo tres se muestra el primer resultado del proyecto de doctorado, el
cual consiste en demostrar que la entroṕıa fundamental es monótona en la familia
de polinomios de grado d ≥ 3. Li demostró que la entroṕıa básica es monónotana
en la familia cuadrática y en una familia de polinomios cúbicos, [L]. Nosotros
generalizamos este resultado a una familia de polinomios de grado d ≥ 3 con dos
puntos cŕıticos, uno de los cuales tiene orden máximo. Este resultado se ha escrito
en un art́ıculo que ha sido aceptado para publicación en la revista Discrete and
Continuous Dynamical Systems, [GB1].

En el caṕıtulo cuatro se describe el algoritmo para calcular la entroṕıa funda-
mental, propuesto por Thurston para polinomios. Además, se demuestra que para
polinomios de grado d ≥ 3 que tienen dos puntos cŕıticos, donde uno de ellos es de
orden máximo, este algoritmo se puede restringir de modo que es posible ignorar a
este último. Este resultado fue escrito en un art́ıculo sometido para su publicación
en Entropy, [GB2]. Además, usando las ideas de Tiozzo, en ese mismo caṕıtulo se
demuestra que la entroṕıa fundamental es continua en la frontera de la región de
conexidad para polinomios de grado d ≥ 3.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo contiene los conceptos y resultados generales de dinámica holo-
morfa que son empleados para el desarrollo de este trabajo, como son puntos pe-
riódicos, conjunto de Fatou y conjunto de Julia, hiperbolicidad y renormalización
entre otros. Aunque muchas definiciones son válidas en un contexto más general,
en este caṕıtulo nos centraremos en las propiedades de las funciones anaĺıticas de-
finidas en un subconjunto abierto de Ĉ, los resultados aqúı presentados se pueden
consultar en [B, CG, M1].

1.1. Puntos periódicos

El estudio de la dinámica de una función f : Ĉ → Ĉ tiene como objetivo
mostrar la convergencia de la sucesión {zn}, generada a partir de una condición

inicial z0 ∈ Ĉ, aplicando repetidamente f , esto es, zn = f(zn−1). Note que si la
función es continua y la sucesión {zn} converge a un ĺımite L, entonces

f(L) = f( ĺım
n→∞

zn) = ĺım
n→∞

f(zn) = ĺım
n→∞

zn+1 = L,

esto significa que L es un punto fijo de f . Por lo que, los puntos fijos de f juegan
un papel muy importante en la dinámica global de f , ya que son los puntos a
donde van las sucesiones de iteraciones que convergen.

Definición 1.1.1 Un punto z ∈ Ĉ es un punto periódico de periódo k de la función
f , si fk(z) = z y f j(z) 6= z para j < k, donde fk denota la composición de f
consigo misma k veces. Si k = 1 decimos que z es punto fijo de f .



1.1 Puntos periódicos 2

Si en vez de tomar toda la sucesión {zn}, tomamos una subsucesión generada
por los múltiplos de un número natural k , {zkn}, usando el mismo argumento que
para los puntos fijos, si esta subsucesión tiene un ĺımite, entonces éste es un punto
periódico de periódo l de f , donde l|k. Por lo que los puntos periódicos juegan un
papel muy importante en las iteraciones de f .

Para cada z ∈ Ĉ, al conjunto

Of(z) = {w ∈ C : w = fk(z) para alguna k ∈ N ∪ {0}},

se le llama la órbita de z bajo f . En el caso que z es periódico, este conjunto es
finito y se le llama órbita periódica.

En muchos casos es complicado determinar lo puntos fijos y puntos periódicos
de f , y en consecuencia su comportamiento, por lo que en general, se busca una
función más fácil de analizar que en cierto sentido tenga las mismas propiedades
de f .

Definición 1.1.2 Dos funciones anaĺıticas f y g, son topológicamente (anaĺıtica-
mente) conjugadas en el abierto U ⊂ Ĉ, si existe un homeomorfismo (bi-holomorfismo)
ϕ : U → ϕ(U) tal que ϕ ◦ f(z) = g ◦ ϕ(z) para toda z ∈ U . Esto es, el siguiente
diagrama conmuta,

U

ϕ

��

f
// U

ϕ

��

ϕ(U) g
// ϕ(U).

Dos funciones conjugadas pueden considerarse la misma función en coordenadas
diferentes, desde esta perspectiva se espera que el comportamiento dinámico de
dos funciones conjugadas sea el mismo. De la definición de conjugación, se puede
verificar que si f y g son dos funciones topológicamente conjugadas por medio
de ϕ y z es un punto fijo de f , entonces ϕ(z) es un punto fijo de g, ya que
g(ϕ(z)) = ϕ(f(z)) = ϕ(z). Aplicando inducción sobre n se puede mostrar que esta
propiedad también es cierta para los puntos periódicos de f en U .

Definición 1.1.3 Sea f una función anaĺıtica y z un punto fijo de f con multi-
plicador λ = Df(z), donde Df(z) denota la derivada de f en z. Se dice que z
es:

1. atractor si | λ |< 1; si λ = 0, diremos que z es superatractor,
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2. repulsor si | λ |> 1,

3. indiferente si | λ |= 1.

Si {z1, z2, . . . , zk} es una órbita periódica, cualquier punto zj puede considerarse
como un punto fijo de fk. Usando la regla de la cadena, se verifica que Dfk(zj)
no depende de j; por lo tanto, la clasificación anterior es válida para las órbitas
periódicas.

Para mostrar la importancia que tiene esta clasificación de puntos periódicos,
se enuncian los siguientes resultados, cuyas demostraciones pueden ser revisadas
en [CG, B].

El siguiente teorema caracteriza los puntos superatractores para una función
anaĺıtica f .

Teorema 1.1.4 (Koenigs-1884) Sea f una función anaĺıtica con un punto fijo
en z0, el cual tiene multiplicador λ. Si 0 < |λ| < 1 ó |λ| > 1, entonces existen
U, V vecindades de z0 y de 0, respectivamente, y un biholomorfismo ϕ : U → V
que conjuga anaĺıticamente f con g(z) = λz. Además, esta conjugación es única,
salvo multiplicación por un escalar real.

Este teorema nos dice que cerca de los puntos fijos atractores o repulsores las
funciones se comportan como multiplicación por λ. En particular, si z0 es atractor,
las órbitas de los puntos en una vecindad de z0 convergen a z0.
Este teorema también es válido para órbitas periódicas atractoras o repulsoras de
periódo k, lo cual se puede verificar sustituyendo f por fk.

Definición 1.1.5 (Cuenca de Atracción). Si f : Ĉ → Ĉ es una función y z0 es
un punto fijo atractor de f , la cuenca de atracción de z0 es el conjunto

Af (z0) = {z ∈ Ĉ : ĺım
n→∞

fn(z) = z0}.

La cuenca inmediata de atracción de z0 denotada por A∗
f(z0), es la componente

conexa de Af (z0) que contiene a z0.

Las cuencas de atracción para puntos k−periódicos atractores se definen usan-
do a fk en vez de f . Por definición, los puntos k − periódicos atractores siempre
tienen dominios inmediatos de atracción abiertos y diferentes del vaćıo.
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Teorema 1.1.6 (Böttcher-1904) Sean f una aplicación anaĺıtica y z0 un punto
fijo superatractor. Si f(z) = z0 + ak(z − z0)

k + . . ., con ak 6= 0, entonces, existen
U, V vecindades de z0 y 0, respectivamente, y un biholomorfismo ϕ : U → V que
conjuga f(z) y g(z) = zk. Esta conjugación es única módulo multiplicación por
una ráız (k − 1)-ésima de la unidad.

De igual manera que en el teorema de Koenigs, este teorema es válido para órbitas
periódicas superatractoras.

Otro elemento importante en el estudio de los sistemas dinámicos es el conjunto
postcŕıtico, ya que éste guarda las órbitas principales del sistema.

El conjunto postcŕıtico de una función f se define como

Post(f) = {fn(z0) : z0 es punto cŕıtico de f y n ∈ N},

es decir, la cerradura de la unión de las órbitas de todos lo puntos cŕıticos de f .
El conjunto postcŕıtico de f , está estrechamente ligado a la dinámica de la

función, como lo muestra el siguiente resultado, consecuencia de los trabajos de
Fatou, [CG].

Proposición 1.1.7 El conjunto postcŕıtico Post(f) contiene los ciclos atractores
de f y los ciclos indiferentes que pertenecen al conjunto de Julia.

Este resultado particularmente nos dice que todo punto periódico atractor de
f , contiene un punto cŕıtico en su cuenca de atracción, de hecho, el punto cŕıtico
está en la cuenca inmediata de atracción.

1.2. Conjunto de Julia y conjunto de Fatou

En esta sección se definen los conjuntos de Julia y Fatou para funciones racio-
nales y se considera el caso particular de los polinomios. Las demostraciones de los
resultados que se muestran pueden ser consultadas en [B, CG].

Definición 1.2.1 Sea U ⊂ Ĉ un conjunto abierto y conexo. Sea F = {f : U →

Ĉ } una familia de funciones anaĺıticas en U . La familia F es normal en z0 ∈
U , si para toda sucesión {fn} ⊂ F existe una subsucesión {fnk

} que converge
uniformemente a una función f0, en subconjuntos compactos de U , contenidos en
una vecindad de z0.
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Definición 1.2.2 Sea R una aplicación racional. Se define el conjunto de Fatou
de R, FR, como el conjunto de puntos z0 ∈ Ĉ tal que la familia {Rn} es normal
en una vecindad de z0. El conjunto de Julia JR se define como el complemento de
FR.

Los conjuntos de Julia y de Fatou tienen las siguientes propiedades:

1. FR es abierto.

2. El conjunto JR es compacto, perfecto y diferente del vaćıo.

3. Los conjuntos JR y FR son completamente invariantes, es decir, R−1(JR) =
R(JR) = JR y de igual manera para FR.

4. Si f denota la k-ésima iterada de R para alguna k ∈ N, es decir f = Rk,
entonces JR = Jf = JRk y FR = Ff = FRk .

5. Si z ∈ JR, entonces, el conjunto
⋃∞

n=1R
−n(z) es denso en JR.

6. Sea z un punto periódico de periódo k de R.

a) Si z es atractor, entonces z ∈ FR.

b) Si z es repulsor, entonces z ∈ JR.

7. Los puntos periódicos repulsores de R son un conjunto denso en JR, es
decir, JR = {puntos periódicos repulsores de R}.

De manera particular, si R es un polinomio P de grado d, entonces el infinito
es un punto fijo superatractor y además por el teorema de Böttcher existe una
vecindad U del infinito donde el polinomio P es anaĺıticamente conjugado a la
función zd. Por lo tanto, la órbita de todos los puntos z ∈ U converge al infinito.

Se define la cuenca de atracción del infinito como el conjunto

Ap(∞) = {z ∈ C : ĺım
n→∞

P n(z) =∞}.

Por el principio del módulo máximo, las iteraciones de P son acotadas en las
componentes de Fatou acotadas, por lo tanto, Ap(∞) es conexo y es la única
componente de Fatou de P no acotada, además es totalmente invariante. Aśı, el
conjunto de Julia coincide con ∂Ap(∞).
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Definición 1.2.3 Sea P un polinomio. Se define el conjunto de Julia lleno de P
como el conjunto de puntos tales que su órbita es acotada, y se denota por KP ,
esto es

KP = {z ∈ C : OP (z)es acotada}.

Note que el conjunto de Julia, JP , coincide con la frontera de KP y el conjunto de
Fatou, FP , es la unión del interior de KP y Ap(∞).

Propiedades de KP

Por definición tenemos las siguientes propiedades de KP .

1. Es compacto, perfecto y diferente del vaćıo.

2. Es un conjunto lleno, es decir, su complemento en Ĉ es conexo.

3. Su frontera es igual al conjunto de Julia de P .

Teorema 1.2.4 (Fatou-1919) Sea P un polinomio. El conjunto KP es conexo
si y sólo si la órbita de cada punto cŕıtico de P es acotada.

Por las propiedades que tiene el conjunto de Fatou resulta interesante estudiar el
comportamiento de sus componentes. Como el conjunto de Fatou es completamente
invariante, la imagen de una de sus componentes conexas es otra componente
conexa. Una componente conexa U del conjunto de Fatou es periódica si existe un
entero n > 0 tal que P n(U) = U .

Teorema 1.2.5 (Sullivan-1985) Sea P un polinomio y U una componente del
conjunto de Fatou. Entonces cada componente de FP es eventualmente periódica.

Este teorema nos dice que la órbita de cualquier componente de Fatou de un
polinomio termina en una componente periódica.

1.3. Hiperbolicidad

Un concepto fundamental en el estudio de la dinámica holomorfa es la hiper-
bolicidad, el cual fue desarrollado en los años 1960s y 1970s (por Smale, Anosov,
Sinai y muchos otros). En esta sección daremos la definición de hiperbolicidad
para funciones racionales y mostraremos las propiedades que hacen a este tipo de
funciones bien comportadas, estos resultados pueden ser consultados en [McM].
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Definición 1.3.1 Un función racional R : Ĉ→ Ĉ, es hiperbólica si las órbitas de
los puntos cŕıticos convergen a los ciclos periódicos atractores de R.

En el conjunto de funciones racionales, las hiperbólicas son las mejor comportadas,
ya que cuando R es hiperbólica, existe un conjunto finito A ⊂ Ĉ que atrae a un
subconjunto abierto de Ĉ de medida total. El siguiente resultado muestra algunas
caracteŕısticas de las funciones racionales.

Teorema 1.3.2 (Caracterización de Hiperbolicidad) Sea R : Ĉ → Ĉ una
función racional. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El conjunto postcŕıtico Post(R) es ajeno al conjunto de Julia JR.

3. Cada punto cŕıtico de R converge a un ciclo atractor bajo iteración positiva.

4. Existe una métrica conforme suave ρ definida en una vecindad del conjunto
de Julia tal que ||R′(z)||ρ > C > 1 para toda z ∈ JR.

5. Existe un entero n > 0 tal que Rn expande estrictamente la métrica esférica
en el conjunto de Julia.

1.4. Familia cuadrática

En esta sección nos restringimos a la familia de polinomios cuadráticos Pc(z) =
z2 + c para c ∈ C, los cuales son polinomios mónicos centrados con punto cŕıtico
cero. Los resultados aqúı presentados se pueden consultar en [DH1, CG].

Denotemos por Kc = KPc
y Jc = JPc

. Del teorema de Fatou 1.2.4 se tienen los
siguiente corolarios:

Corolario 1.4.1 El conjunto Jc es conexo si y sólo si la órbita de cero es acotada.

Corolario 1.4.2 El conjunto Jc es un conjunto de Cantor si y sólo si la órbita
de cero converge a infinito, es decir, 0 ∈ Ac(∞).

Se define el conjunto de Mandelbrot M como

M = {c ∈ C : Jc es conexo} = {c ∈ C : la órbita Oc(0) es acotada }.

Notemos que si c = 0, entonces Kc es el disco unitario cerrado centrado en cero
y por lo tanto, es conexo. De aqúı tenemos que M es diferente del vaćıo. En esta
sección enunciaremos más propiedades de M y su relación con la dinámica de Pc.
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Figura 1.1: Conjunto de Mandelbrot.

Proposición 1.4.3 Sea S = max{2, | c |}. Si | z |> S, entonces

ĺım
n→∞

P n
c (z) =∞.

Observación 1.4.4 Si | c |> 2, entonces

ĺım
n→∞

P n
c (0) =∞.

Corolario 1.4.5 El conjunto M está contenido en el disco

D2(0) = {c ∈ C : | c |6 2}.

Teorema 1.4.6 (Douady-Hubbard-1982) El conjunto M es conexo y com-

pacto. Además, Ĉ \M es conexo.

Una de las preguntas que aún siguen abiertas con respecto a la familia cuadrática,
es la conexidad local deM , aunque en las últimas décadas se han hecho importantes
avances al respecto, [DH1, Ly].

Como consecuencia de la definición de hiperbolicidad, se tiene el siguiente re-
sultado.

Teorema 1.4.7 Para c en el conjunto de Mandelbrot, el polinomio Pc(z) = z2+c
es hiperbólico si y sólo si Pc tiene un ciclo atractor en C.

Definición 1.4.8 Una componente W del interior del conjunto de Mandelbrot M
es hiperbólica, si Pc es hiperbólico para alguna c en W .
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Si W es una componente del interior de M y c0 ∈ W es un parámetro hiperbólico,
se puede mostrar que Pc es hiperbólico para toda c en W , [D1]. Además, si W
es una componente hiperbólicca de M y c ∈ W , entonces Pc tiene un único ciclo
atractor. Por lo tanto, se puede definir la función multiplicador ρ : W → D, como

ρ(c) = DP k
c (zi(c)),

la cual es un isomorfismo de cada componente hiperbólica W al disco unitario, lo
que nos permite definir los siguientes elementos de cada componente hiperbólica
W , [DH1].

Definición 1.4.9 El centro de una componente hiperbólica W , es el parámetro
c ∈ W tal que DP k

c (zi(c)) = 0, donde zi(c) es una órbita atractora de periódo k.
Una ráız de W es un parámetro c ∈ W , tal que DP k

c (zi(c)) = 1. Además, se define
el rayo interno con ángulo θ de W , como la imagen inversa del arco radial en D

de ángulo θ, esto es ρ−1
(
{reiθ : 0 ≤ r ≤ 1}

)
.

Dado que el complemento del conjunto de Mandelbrot es simplemente conexo,
por el teorema de la aplicación conforme de Riemann, existe un isomorfismo φ entre
Ĉ\M y D. Además, por el teorema de Carathéodory, φ se extiende continuamente
a la frontera de D si y sólo si la frontera deM es localmente conexa [McM, D1]. De
aqúı, demostrar que el conjunto de Mandelbrot es localmente conexo es equivalente
a mostrar que el isomorfismo φ se puede extender continuamente a la frontera. Para
analizar la extensión a la frontera, en primer lugar, daremos más información de
este isomorfismo e introduciremos el concepto de rayos externos a M .

Como el polinomio Pc tiene un punto fijo super-atractor en el infinito, por el
teorema de Böttcher existe una vecindad U del infinito donde el polinomio Pc es
anaĺıticamente conjugado a la función z2. Denotemos por φc al bi-holomorfismo
que realiza dicha conjugación, deja fijo al infinito y es tangente a la identidad en el
infinito. Si U es el conjunto máximo donde φc conjuga Pc con z

2, entonces tenemos
dos casos:

1. Si c ∈M , entonces U = Ĉ \Kc.

2. Si c /∈M , entonces U es una vecindad del infinito que contiene al valor cŕıtico
c.

A partir del bi-holomorfismo φc se puede definir la función

ΦM : Ĉ \M → Ĉ \ D
c 7→ φc(c).
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Douady y Hubbard demostraron que esta función es un bi-holomorfismo y relaciona
el espacio dinámico con el espacio de parámetros. Para entender el comportamiento
de ΦM en la frontera vamos a definir los rayos externos aM y a Jc. Si θ ∈ T = R/Z,
entonces el rayo externo a M de ángulo θ es el conjunto

RM(θ) = Φ−1
M ({z ∈ C : z = re2πiθ, 1 < r <∞}).

Si el ĺımr→1RM(θ) = c, se dice que el rayo de ángulo θ aterriza en c y que c tiene
a θ como argumento externo.

Esta definición también es válida para los conjuntos de Julia lleno conexos, si
sustituimos a ΦM por φc.

Teorema 1.4.10 (Douady-Hubbard-1982) Sea c un parámetro en la frontera
de una componente hiperbólica W de M y con ángulo interno t ∈ T.

1. Si t es racional y c 6= 1/4, entonces c tiene dos argumentos externos, es
decir, hay dos ángulos θ1, θ2 tales que los rayos externos RM (θi) aterrizan en
c, para i = 1, 2. Además, los rayos Rc(θi) aterrizan en un punto de la frontera
de la componente del interior de Kc que contiene a c y son adyacentes a ésta.

2. Si t es irracional, entonces existe un único ángulo θ tal que RM (θ) aterriza
en c.

Además, Douady y Hubbard demostraron por una parte, que todos los rayos
externos de ángulo racional θ aterrizan en la frontera de M y por otra, que si
θ es periódico bajo la función 2θ, entonces RM(θ) aterriza en un parámetro c
parabólico (Pc tiene una órbita parabólica) y en caso contrario, RM(θ) aterriza en
un parámetro de Misiurewicz c, (cero es pre-periódico).

1.5. Árboles de Hubbard

Los árboles de Hubbard son una herramienta que permiten construir los ángu-
los de los rayos externos en el espacio dinámico y ayudan a entender la dinámica
de un polinomio en su conjunto de Julia. El árbol de Hubbard está definido para
polinomios cuyo conjunto postcŕıtico es finito, por lo que en esta sección nos res-
tringimos a polinomios con esa caracteŕıstica. Los resultados aqúı presentados se
pueden consultar en [DH1, Po].

Sea P un polinomio de grado d ≥ 2, denotemos por {Ui}i∈I la familia de
componentes conexas de KP . Para todo i ∈ I, P (Ui) = Uj . Además, P : Ui → Uj
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Figura 1.2: Rayos externos a Jc y sus correspondientes en el Mandelbrot.

es propia y holomorfa de grado di, donde di − 1 es el número de puntos cŕıticos,
contando multiplicidad, contenidos en Ui.

Dada cualquier componente de Fatou acotada U , existe un homeomorfismo
φ : U → D el cual es holomorfo en U con φ(c(U)) = 0. Un arco radial es un arco
en U de la forma φ−1

{
reiθ : 0 ≤ r ≤ 1

}
. Dado que φ es único excepto por una

rotación de D, los arcos radiales están bien definidos.
Un arco incrustado en el conjunto de Julia lleno K(P ) es cualquier subconjunto

de K(P ) el cual es homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1] ⊂ R. Un arco incrustado
I es regulado si para toda componente de Fatou acotada U , la intersección I

⋂
U

es o bien vaćıa, un punto o consiste de arcos radiales en U .
El siguiente lema se muestra en [Z] para polinomios cuadráticos, pero el argu-

mento es válido para polinomios de grado d.

Lema 1.5.1 Dados cualesquiera dos puntos x, y ∈ K(P ), existe un único arco
regulado I ⊂ K con puntos extremos x, y. Además, si η es cualquier arco incrustado
en K(P ) el cual conecta x con y, entonces I

⋂
J(P ) ⊂ η

⋂
J(P ).

Denotamos el arco regulado I del lema anterior por [x, y]. El arco abierto (x, y)
se define como [x, y] \ {x, y}. Similarmente, podemos definir un arco semiabierto
[x, y). Más en general, dado un conjunto finito de puntos x1, x2, . . . , xn en K(P )
existe un único conjunto conexo mas pequeño [x1, x2, . . . , xn] ⊂ K(P ), el cual
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consiste de arcos regulados y contiene estos puntos. Este conjunto siempre es un
árbol topológico y se llama el árbol regulado generado por {x1, x2, . . . , xn}.

Definición 1.5.2 Dado un polinomio P con conjunto postcŕıtico finito, se define
el árbol de Hubbard de P como el árbol regulado mas pequeño que contiene las
órbitas de los puntos cŕıticos y se denota por H.

Algunos puntos importantes que caracterizan un árbol de Hubbard son los
siguientes:
Dado un árbol de Hubbard H , un punto x ∈ H es llamado punto extremo si
H \ {x} es conexo. El conjunto de puntos extremos se denota por ∂H y el número
de puntos extremos es N(H) = ♯∂H .

Un punto x ∈ H es llamado punto de ramificación si H \ {x} tiene mas de dos
componentes. El conjunto de puntos de ramificación se denota por Br(H).

Un punto x ∈ H es un vértice de H si x pertenece a la órbita de un punto
cŕıtico o x ∈ Br(H). Denotamos el conjunto de vértices por V (H). El conjunto de
vértices divide al árbol de HubbardH en un número finito de intervalos topológicos
abiertos, Ij con j = 1, ,̇k. La clausura de estos intervalos se denominan aristas del
árbol de Hubbard. Dos puntos x, y en V (H) son adyacentes si (x, y)

⋂
V (H) = ∅.

Nota 1.5.3 De la definición 1.5.2 se sigue que el árbol H es P−invariante.

Proposición 1.5.4 Sea η un arco regulado que no contiene puntos cŕıticos, ex-
cepto en sus puntos extremos. Entonces Pa|η es inyectiva y Pa(η) es un arco regu-
lado.

La prueba de esta proposición las podemos consultar en [Po].

Ejemplo 1.5.5 Considérese el polinomio Pa(z) = z3+1.5az, con a = 1.008797290108+
0.563206697807i, Pa tiene dos puntos cŕıticos, c0 = 0 y c1 = −a. Además, se tiene
que c0 es un punto cŕıtico fijo y −a es un punto cŕıtico eventualmente periódico,
el cual cae en una órbita de periódo 3, como se muestra en la figura 1.3.

1.6. Renormalización

Algunos sistemas dinámicos permiten ser estudiados a pequeña escala, tomando
una pequeña pieza del espacio dinámico y considerando la aplicación de primer
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Figura 1.3: Conjunto de Julia y árbol de Hubbard de Pa.

retorno a esta pieza, de tal manera que se obtenga una función de tipo polinomial
que permita estudiar la dinámica en esos nuevos espacios. Por otro lado, se tiene el
proceso, que en cierto sentido, es inverso a la renormalización, llamado modulación.
En esta sección definiremos dichos procesos, para lo cual es necesario introducir
algunas propiedades de las funciones de tipo polinomial, las cuales pueden ser
consultadas en [DH2, McM].

1.6.1. Funciones de tipo polinomial

Definición 1.6.1 Una función de tipo polinomial de grado d es una tripleta (U, U ′, f)
donde U y U ′ son subconjuntos abiertos de C isomorfos al disco, con U ′ relativa-
mente compacto en U y f : U ′ → U es una función anaĺıtica propia de grado
d.

Las funciones tipo polinomial que son interesantes son las de grado d ≥ 2.

Ejemplo 1.6.2 Los polinomios son los ejemplos más sencillos de funciones de
tipo polinomial. En efecto, para ver un polinomio f como una función de tipo
polinomial, tómese a U como un disco de radio suficientemente grande, de modo
que todos los valores cŕıticos queden dentro de U y U ′ = f−1(U). Es claro que
f : U ′ → U es una función de tipo polinomial.

Ejemplo 1.6.3 Sea f(z) = cos z − 2, U ′ = {z : |Re(z)| < 2, Im(z) < 3}. En-
tonces U = f(U ′) es la región representada en la figura 1.4 y f : U ′ → U es tipo
polinomial de grado 2.
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Figura 1.4: Regiones para la función tipo polinomial del ejemplo 1.6.3.

Dada una función f de tipo polinomial se define su conjunto de Julia llenol,
como el conjunto de puntos que no escapan del dominio U ′, esto es

K(f) = {z ∈ U ′ : fn(z) ∈ U ′, n = 0, 1, 2 . . .} .

Por otra parte, conjunto de Julia se define como J(f) = ∂K(f). Estos conjuntos
son conexos si y sólo si ninguno de los puntos cŕıticos escapan de la vecindad U ′.

La elección del dominio U ′ y el rango U de una función de tipo polinomial f
no esta uńıvocamente determinado, podemos encontrar un par de conjuntos V ′ y
V de modo que la función f : V ′ → V es tal que la terna (V ′, V, f) cumpla las
propiedades de la definición 1.6.1 con el mismo conjunto de Julia.

Dadas f y g funciones de tipo polinomial, diremos que son topológicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo h que va de una vecindad de Kf en una
vecindad de Kg tal que h ◦ f(x) = g ◦ h(x) para toda x en la vecindad. Esto es, el
siguiente diagrama conmuta,

U

h
��

f
// U

h
��

h(U) g
// h(U).

Si h es cuasiconforme (anaĺıtica), entonces diremos que f y g son cuasiconforme
(anaĺıticamente) equivalentes.

Si dicha conjugación h entre f y g es cuasiconforme, con ∂̄h = 0 casi donde
quiera en el conjunto de Julia lleno K(f), entonces f y g son llamadas h́ıbridas o
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internamente equivalentes. Una clase h́ıbrida H(f) es el conjunto de funciones de
tipo polinomial h́ıbridamente equivalentes a f , módulo una equivalencia af́ın.

Teorema 1.6.4 (Douady-Hubbard) Cualquier clase h́ıbrida H(f) de funcio-
nes de tipo polinomial de grado d con conjunto de Julia conexo, contiene (salvo
conjugación af́ın) un único polinomio de grado d.

Una demostración de este teorema se puede consultar en [DH2].
En particular, cualquier clase h́ıbrida de funciones tipo polinomial de grado

d = 2 con conjunto de Julia conexo, contiene un único polinomio de la forma
Pc(z) = z2 + c con c en el conjunto de Mandelbrot M . Por lo que, las clases
h́ıbridas de funciones tipo cuadrático son etiquetadas por los puntos del conjunto
de Mandelbrot.

Teorema 1.6.5 (Douady-Hubbard) Sean fi : Ui → Vi funciones de tipo poli-
nomial de grado di, i = 1, 2. Supongamos que f1 = f2 = f en U = U1

⋂
U2. Sea

U ′ una componente de U con U ′ ⊂ f(U ′) = V ′. Entonces,

f : U ′ → V ′,

es una función de tipo polinomial con grado d ≤ max(d1, d2) y

K(f) = K(f1)
⋂

K(f2)
⋂

U ′.

Si d = di, entonces K(f) = K(fi).

1.6.2. Renormalización

Definición 1.6.6 Sean f una función anaĺıtica y ck un punto cŕıtico de f . Di-
remos que una iterada fn de f es una renormalización de f alrededor de ck, si
existen vecindades U y V con ck ∈ U de modo que

fn : U → V

es de tipo polinomial con conjunto de Julia conexo.

Dado el conjunto

R(f) = {n ≥ 1|fnes renormalizable} ,

los enteros n que aparecen en R(f) son los niveles de renormalización.
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Teorema 1.6.7 (Unicidad de renormalización) Cualesquiera dos renorma-
lizaciones de fn tienen el mismo conjunto de Julia lleno.

Si para cada n ∈ R tenemos la renormalización fn : Un → Vn, entonces
definimos para ésta, sus conjuntos poscŕıtico, de Julia y de Julia lleno: Postn, Jn
y Kn, respectivamente. fn : Un → Vn. Hemos asumido que Jn y Kn son conexos
con Postn ⊂ Kn.

Sea K(i) = f i(Kn) para i = 1, . . . , n. Estos conjuntos de Julia llenos pequeños
son permutados ćıclicamente por f . Note que Kn(n) = Kn.

Teorema 1.6.8 (Conjuntos de Julia casi disjuntos) Dados dos conjuntos de
Julia llenos pequeños Kn(i) y Kn(j) con intersección no vaćıa, entonces

Kn(i)
⋂

Kn(j) = {x} ,

donde x es un punto fijo repulsor de fn.

1.6.3. Modulación

El proceso inverso de la renormalización es la modulación en el conjunto de
MandelbrotM , la cual es una herramienta que se emplea para conocer la dinámica
de un polinomio Pc a partir de la dinámica de polinomios conocidos. Este concepto
y sus propiedades pueden ser consultados en [D2, Ha].

Sea W una componente hiperbólica de M , de periódo k, con centro en c0.
Existe una copia MW de M dentro del conjunto de Mandelbrot en la cual W
corresponde a la cardiode principal W0. Más precisamente, existe una biyección
continua ψ :M → MW tal que:
a) ψ(0) = c0.
b) ψ(W0) =W .
c) ∂MW ⊂ ∂M .
Para x ∈ M , el punto ψ(x) se llama la modulación de x en c0 y se denota por
c0 ⊥ x. El conjunto de Julia lleno Kc0⊥x se obtiene de Kc0 de la siguiente manera:
para cada componente U del interior de Kc0, remplazamos en Kc0 la parte que
corresponde a U por una copia de Kx. Además, ψ es un homeomorfismo entre Kx

y la parte de Kc0⊥x que corresponde a U en Kc0 , el cual conjuga Px con P k
c0⊥x.



Caṕıtulo 2

Entroṕıa topológica

En este caṕıtulo introducimos el concepto de entroṕıa topológica, el cual es una
medida de la complejidad dinámica de una función. Además, con respecto a dos
familias de polinomios, la cuadrática y una de cúbicos, se muestran resultados de
la monotonicidad de lo entroṕıa restringida al árbol de Hubbard de polinomios con
conjunto postcŕıtico finito. Los conceptos y resultados aqúı presentados pueden ser
consultados en [BC, D].

2.1. Definición y propiedades

En esta sección daremos la definición de entroṕıa topológica para una función
continua f : X → X, con X un espacio topológico compacto. Dicha definición
será abordada usando el concepto de cubierta abierta, los conceptos y propiedades
mostrados en esta sección están basados en [BC].

Definición 2.1.1 Sea X un espacio topológico compacto. Una cubierta abierta de
X es una colección de conjuntos abiertos cuya unión es X. Dadas dos cubiertas
abiertas α y β, se dice que β es refinamiento de α si cada conjunto abierto de β
está contenido en un conjunto abierto de α, y se denota por α < β.

Se dice que β es una subcubierta de α, si cada conjunto abierto de β es un conjunto
abierto de α.

Definición 2.1.2 Dadas dos cubiertas abiertas α y β su “unión” α ∨ β, es la
cubierta abierta que consta de todos los conjuntos A∩B con A ∈ α y B ∈ β. Aśı,
α ∨ β es un refinamiento de las dos cubiertas α y β.
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Dado que X es compacto, cada cubierta abierta tiene una subcubierta finita.
La entroṕıa de una cubierta abierta α se define como

H(α) = log(N(α)),

donde N(α) es el ı́nfimo de las cardinalidades sobre todas las subcubiertas
finitas. Se puede observar que H(α) ≥ 0, y la igualdad se da si y sólo si, X ∈ α.

Observación 2.1.3 i) Si α < β, entonces

H(α) ≤ H(β) y H(α ∨ β) = H(β).

En efecto, como los elementos de α son más grandes,entonces es posible que se
requieran menos elementos de α que de β para cubrir X. La igualdad se tie-
ne debido que cada abierto de β está contenido en algún abierto de α. Por lo
tanto, los elementos de α ∨ β son elementos de β, de donde se concluye que
Card(α ∨ β) = Card(β).

ii) H(α ∨ β) ≤ H(α) +H(β).

Lo cual se obtiene del hecho de que Card(α ∨ β) ≤ Card(α)Card(β), y de la
propiedad del logaritmo natural de un producto.

Sea f : X → X una función continua. Para cualquier cubierta abierta α de
X, denotamos por f−nα a la cubierta que consta de los subconjuntos de la forma
f−n(A), con A ∈ α, y por αn al conjunto ∨n−1

i=0 f
−iα. Un elemento no vaćıo

W = U0 ∩ f
−1(U0) ∩ · · · ∩ f

−(n−1)(U0)

de αn, corresponde a un itinerario en α, es decir, una sucesión (U0, U1, . . . Un−1) tal
que existe x ∈ X que satisface f i(x) ∈ Ui para i = 0, . . . n− 1. Para las cubiertas
refinadas se cumplen las siguientes propiedades:

iii) si α < β, entonces f−1α < f−1β.

Ya que si A ⊆ B entonces, f−1(A) ⊆ f−1(B). Además, como la imagen inversa

es bien comportada con respecto a la intersección de conjuntos se tiene

iv) f−1(α ∨ β) = f−1α ∨ f−1β.

Además,



2.1 Definición y propiedades 19

v) H(f−1α) ≤ H(α), y la igualdad se tiene si f es suprayectiva.

Ya que f(X) ⊆ X , cualquier cubierta de X es cubierta de f(X). Si f es sobre
X = f(X), por lo tanto, en este caso se da la igualdad.

De iv), ii) y v) se obtiene que para cualesquiera enteros positivos m y n.

H(α ∨ ... ∨ f−m−n+1α) = H(α ∨ ... ∨ f−m+1α ∨ f−mα ∨ f−m−1α ∨ ... ∨ f−m−n+1α)

= H(α ∨ ... ∨ f−m+1α ∨ f−m(α ∨ ... ∨ f−n+1α))

≤ H(α ∨ ... ∨ f−m+1α) +H(f−m(α ∨ ... ∨ f−n+1α))

≤ H(α ∨ ... ∨ f−m+1α) +H(α ∨ ... ∨ f−n+1α).

En consecuencia, el ĺımite

h(f, α) = ĺım
n→∞

H(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1α)

n
,

existe de acuerdo con el siguiente resultado de análisis, cuya demostración puede
ser consultada en [BC].

Lema 2.1.4 Sea {an} una sucesión de números reales, la cual es subaditiva, es
decir,

am+n ≤ am + an, ∀ m,n ∈ N.

Entonces ĺımn→∞
an
n

existe y es igual a inf
{

an
n

}
.

Al ĺımite h(f, α) se le llama entroṕıa topológica de f relativa a la cubierta α y
satisface

0 ≤ h(f, α) ≤ H(α).

Dadas dos cubiertas α y β de X , de i), iii) y usando las propiedades del ı́nfimo
se obtiene:

vi) si α < β, entonces h(f, α) ≤ h(f, β).

Afirmación 2.1.5 Si f es un homeomorfismo, entonces h(f−1, α) = h(f, α).
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H(α ∨ ... ∨ f−n+1α) = H(fn−1(α ∨ ... ∨ f−n+1α))

= H(fn−1α ∨ ... ∨ α)

= H(α ∨ fα ∨ ... ∨ fn−1α)

= H(α ∨ (f−1)−1α... ∨ (f−1)−n+1α).

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

H(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1α)

n
= ĺım

n→∞

H(α ∨ (f−1)−1α... ∨ (f−1)−n+1α)

n
.

◭

Definición 2.1.6 Sea f : X → X una función continua, al número

h(f) = supαh(f, α),

se le llama entroṕıa topológica de f, donde el supremo se toma sobre todas las
cubiertas abiertas α de X.

De vi) se obtiene que es suficiente tomar el supremo sobre todas las cubiertas
abiertas finitas, Note que 0 ≤ h(f) ≤ +∞.

Proposición 2.1.7 Si f : X → X es una función continua en un espacio métrico
compacto X, entonces

h(fk) = kh(f),

para todo entero k > 0.

Demostración. Para cualquier cubierta abierta α se tiene que

h(fk) ≥ h(fk, α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−k+1α)

= ĺım
n→∞

kH(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−k+1α ∨ f−kα ∨ ... ∨ f−nk+1α)

nk

= kh(f, α).

Como esto se cumple para cualquier cubierta abierta α, por la propiedad del su-
premo, se concluye que

h(fk) ≥ kh(f).
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Por otro lado,

α ∨ (fk)−1α ∨ ... ∨ (fk)−n+1α ≤ α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−nk+1α,

de lo cual se obtiene

h(f, α) = ĺım
n→∞

H(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−nk+1α)

nk

≥ ĺım
n→∞

H(α ∨ (fk)−1α ∨ ... ∨ (fk)−n+1α)

nk

=
h(fk, α)

k
.

Por lo tanto,
kh(f, α) ≥ h(fk, α).

De donde se concluye que
kh(f) ≥ h(fk).

Lo cual completa la demostración. ◭

Proposición 2.1.8 Si f : X → X es un homeomorfismo, entonces h(f) =
h(f−1).

La prueba de esta proposición se sigue directamente de la afirmación 2.1.5.

Proposición 2.1.9 Sean X y Y espacios topológicos compactos. Si f : X → X
y g : Y → Y , son funciones continuas que son conjugadas via un homeomorfismo
ϕ : X → Y , entonces h(f) = h(g).

Demostración. Si α es una cubierta abierta de Y , puesto que ϕ es sobre-
yectiva, entonces ϕ−1α es una cubierta abierta de X . Además, como f y g son
conjugadas por ϕ, tenemos que ϕ ◦ f = g ◦ ϕ. En consecuencia, ϕ ◦ fk = gk ◦ ϕ y
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h(g, α) = ĺım
n→∞

H(α ∨ g−1α ∨ ... ∨ g−n+1α)

n

= ĺım
n→∞

H(ϕ−1(α ∨ g−1α ∨ ... ∨ g−n+1α)

n

= ĺım
n→∞

H(ϕ−1α ∨ ϕ−1g−1α ∨ ... ∨ ϕ−1g−n+1α)

n

= ĺım
n→∞

H(ϕ−1α ∨ f−1ϕ−1α ∨ ... ∨ f−n+1ϕ−1α)

n

= h(f, ϕ−1α).

Ahora bien, por cada cubierta α de Y, tenemos la cubierta ϕ−1α. Entonces por
la propiedad del supremo h(g) ≤ h(f).

Como ϕ es un homeomorfismo, entonces ϕ−1 ◦ g = f ◦ ϕ−1. Luego, dada una
cubierta abierta α de X existe la correspondiente cubierta ϕα de Y , por lo tanto,
h(f) ≤ h(g).

De las dos desigualdades se concluye que h(f) = h(g). ◭

Este resultado muestra que la entroṕıa topológica es un invariante bajo la
conjugación topológica.

Ahora vamos estudiar cómo se relaciona la entroṕıa topológica de una función
en todo su dominio X, con la entroṕıa de f restringida a un subconjunto invariante
Y . Posteriormente, como un caso especial, mostraremos un teorema de Bowen, el
cual establece que la entroṕıa topológica de una función se concentra en su conjunto
no errante. La siguiente proposición nos muestra dicha relación.

Proposición 2.1.10 Si f : X → X es una función continua, y Y es un subcon-
junto cerrado e invariante de X bajo f, entonces h(f |Y ) ≤ h(f).

Demostración. Sea α una cubierta abierta de Y, para cada A ∈ α existe un
subconjunto abierto Ã de X tal que A = Ã∩Y . La colección de estos subconjuntos
Ã, junto con el conjunto abierto X \ Y , forman una cubierta abierta α̃ de X. Si
g = f |Y y n es un entero positivo, entonces
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H(α ∨ g−1α ∨ ... ∨ g−n+1α) = H(α̃ ∨ f−1α̃ ∨ · · · ∨ f−n+1α̃).

De ello se deduce que h(g, α) ≤ h(f, α̃) ≤ h(f) y por lo tanto, como α fue arbitra-
ria h(g) ≤ h(f). ◭

Además, si el espacio X se puede dividir en conjuntos totalmente invariantes,
la entroṕıa se puede estudiar en cada uno de ellos como lo muestra la siguiente
proposición.

Proposición 2.1.11 Si X = X1 ∪ X2 con Xi compacto y f−invariante para
i = 1, 2, entonces h(f,X) = max{h(f,X1), h(f,X2)}.

Entre todos los subconjuntos cerrados del dominio de f , existe uno de gran
importancia para el estudio de la dinámica del sistema, éste es el conjunto no
errante, el cual se define enseguida.

Definición 2.1.12 Un punto x ∈ X, es no errante si para toda vecindad U de x,
existe m ≥ 1 tal que fm(U) ∩ U 6= ∅. El conjunto de todos los puntos no errantes
se llama el conjunto no errante de f y se denota por Ω(f).

En otras palabras, x ∈ X es un punto no errante de f si cada conjunto abierto
que contiene a x, contiene al menos dos puntos de una misma órbita. El siguiente
teorema muestra que la complejidad en la dinámica de f está en su conjunto no
errante.

Teorema 2.1.13 Si f : X → X es una función continua, entonces h(f) =
h(f |Ω(f)).

Demostración. De la proposición 2.1.10 se tiene que h(f |Ω(f)) ≤ h(f). Por lo
que, sólo tenemos que demostrar que h(f) ≤ h(f |Ω(f)).

Para ello primero vamos a demostrar que si una cubierta abierta α de X , tiene
la propiedad de que Ω(f) ⊆ A para algún A ∈ α, entonces h(f, α) = 0.

En efecto, para cada x ∈ X \ Ω(f), sea Ax un conjunto abierto en α que
contiene a x. Entonces existe una vecindad abierta Bx de x tal que Bx ⊆ Ax y
fk(Bx)

⋂
Bx = ∅ para cada número entero positivo k. La colección α′ de todos los

conjuntos Bx junto con A es una cubierta abierta de X , la cual es un refinamiento
de α. Sea β = {A,Bx1

, ..., Bxt
} una subcubierta finita de α′ con t > 1. Como

α < β, entonces es suficiente demostrar que h(f, β) = 0.
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Para un número entero positivo n, sea βn el conjunto de todas las sucesio-
nes (C0, C1, ..., Cn−1), donde cada Ci es un conjunto abierto de β. Se define una
aplicación ϕ de βn a β ∨ f−1β ∨ ... ∨ f−n+1β por

ϕ(C0, C1, ..., Cn−1) = C0 ∩ f
−1(C1) ∩ ... ∩ f

−n+1(Cn−1).

Si para alguna sucesión (C0, C1, ..., Cn−1) ∈ β
n, el número de términos Ci di-

ferentes de A es mayor que t, entonces no existe j y k con j < k, tales que
Cj = Ck = Bxs

para alguna s. Entonces, ϕ(C0, C1, ..., Cn−1) = ∅, ya que si
x ∈ C0

⋂
f−1(C1)

⋂
...
⋂
f−n+1(Cn−1) se tiene que x ∈ f−j(Bxs

)
⋂
...
⋂
f−k(Bxs

),
lo que significa que f j(x) ∈ Bxs

y fk(x) ∈ Bxs
, por lo tanto, fk−j(Bxs

)
⋂
Bxs
6= ∅,

esto contradice la definición de los conjuntos Bx. Por lo tanto, el número de con-
juntos no vaćıos en la cubierta abierta β ∨ f−1β ∨ ... ∨ f−n+1β no es mayor que el
número de sucesiones (C0, C1, ..., Cn−1) ∈ β

n con a lo más t términos diferentes de
A. Aśı,

N(β ∨ f−1β ∨ ... ∨ f−n+1β) ≤ 1 + (n1 )t+ ...+ (nt )t
t

≤ nttt+1,

y

h(f, β) = ĺım
n→∞

H(β ∨ f−1β ∨ ... ∨ f−n+1β)

n

≤ ĺım
n→∞

log nttt+1

n

= ĺım
n→∞

t logn + (t+ 1) log t

n

= 0.

Por lo tanto, h(f, β) = 0, como queŕıamos probar.
Si α es cualquier cubierta abierta de X y k cualquier entero positivo, entonces

kα = {A1 ∪ ... ∪Ak : Ai ∈ α}

es una cubierta abierta de X.
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Observe que se cumplen las siguientes propiedades.
i) N(α) ≤ kN(kα).

ii) f−1(kα) = kf−1(α).
iii) Si α0, ..., αn−1 son cubiertas abiertas de X, entonces

kα0 ∨ ... ∨ kαn−1

es una subcubierta de kn(α0 ∨ ... ∨ αn−1).

De lo anterior se sigue que
iv) h(f, kα) ≥ h(f, α)− log k,

ya que

h(f, kα) = ĺım
n→∞

H(kα ∨ f−1(kα) ∨ ... ∨ f−n+1(kα))

n

= ĺım
n→∞

H(kα ∨ kf−1α ∨ ... ∨ kf−n+1α)

n

≥ ĺım
n→∞

H(kn(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1α))

n

≥ ĺım
n→∞

log(N(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1α)/kn)

n

= ĺım
n→∞

[H(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1α)/n)−
n log k

n
]

= ĺım
n→∞

H(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1α)

n
− log k

= h(f, α)− log k.

Si α es cualquier cubierta abierta deX y Y es un subconjunto cerrado invariante
de X , denotamos por α |Y la cubierta abierta {A ∩ Y : A ∈ α} de Y. De ello se
tienen las siguientes propiedades
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v) f−1(α) |Y= (f |Y )
−1(α |Y ).

vi) Si β es cualquier otra cubierta abierta de X , entonces

(α ∨ β) |Y= (α |Y ) ∨ (β |Y ).

vii) Si Z es un subconjunto cerrado e invariante de Y , entonces

N(α |Z) = N(α |Y ).

viii) También se cumple que si α es cualquier cubierta abierta de X , entonces
h(f, α) ≤ H(f |Ω(f))

Sea k = N(α |Ω(f)) y sea {A1 ∩ Ω(f), . . . , Ak ∩ Ω(f)} , donde {A1, . . . , Ak} es
una subcubierta de α |Ω que contiene k elementos. Entonces

α′′ = {A1 ∪ ... ∪ An−1 ∪ A : A ∈ α} ,

es una subcubierta de kα. Usando iv) se tiene que

h(f, α′′) ≥ h(f, kα) ≥ h(f, α)− log k.

Pero h(f, α′′) = 0 por la primera parte de la prueba, ya que Ω(f) ⊆ A1

⋃
...
⋃
Ak.

Aśı, por viii) h(f, α) ≤ log k.
Finalmente, sea α cualquier cubierta abierta de X y m un entero positivo,

tomando γ = α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1, se tiene que

h(f, α) = ĺım
n→∞

H(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−n+1α)

n

= ĺım
n→∞

H(α ∨ f−1α ∨ ... ∨ f−mn+1α)

mn

= ĺım
n→∞

H(γ ∨ f−mγ ∨ ... ∨ f−(n−1)mα)

mn

=
h(fm, γ)

m
.

Por otra parte, de viii) se sigue que

h(fm, γ) ≤ H(γ |Ω(fm)) ≤ H(γ |Ω(f)).
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Además, de v) y vi) se tiene que

H
(
γ |Ω(f)

)
= H

(
α |Ω(f) ∨(f |Ω(f))

−1(α |Ω(f)) ∨ ... ∨ (f |Ω(f))
−m+1(α |Ω(f))

)
,

por lo que,
h(f, α) ≤ h(f |Ω(f), α |Ω(f)).

Como esto se vale para cualquier cubierta α concluimos que h(f) ≤ h(f |Ω(f)) y
con ello la demostración. ◭

2.2. Entroṕıa topológica fundamental

En esta sección se estudia la entroṕıa topológica restringida al árbol de Hub-
bard, a la cual se le denomina entroṕıa topológica fundamental (del inglés Core
Entropy). La razón por la cual el estudio de la entroṕıa se restringe al árbol de
Hubbard, se debe al hecho de que para familias de polinomios en variable compleja,
la entroṕıa restringida al conjunto de Julia es constante y sólo depende del grado
de los polinomios de la familia, [D, L]. Por ello, Thurston propuso restringir el
estudio de la entroṕıa para un polinomio con conjunto postcŕıtico finito, a su árbol
de Hubbard, la cual llamó entroṕıa fundamental. Ya que el árbol de Hubbard es
invariante bajo la dinámica, este enfoque generaliza el estudio de la entroṕıa en un
intervalo invariante en el caso de polinomios en variable real y permite clasificar
el comportamiento de algunas familias de polinomios.

La entroṕıa fundamental es una herramienta para estudiar el espacio de paráme-
tros de familias de polinomios. Douady estudió la entroṕıa topológica en la familia
cuadrática con variable real y demostró que ésta es monótona, [D]. Radulescu estu-
dió una familia de polinomios reales de grado cuatro a dos parámetros, donde cada
polinomio se obtiene como composición de dos polinomios de grado dos y demostró
propiedades de monotonocidad en el espacio de parámetros, [R]. Para polinomios
con variable compleja, se estudia la entroṕıa fundamental y en este caso Tao Li
demostró que para polinomios cuadráticos y cúbicos la entroṕıa fundamental crece
a lo largo de las venas del conjunto de Mandelbrot. Los conceptos y resultados
aqúı presentados pueden ser consultados en [L, T].

2.2.1. Caso cuadrático

En el conjunto de Mandelbrot M se define el conjunto M0 que consiste de
todos los parámetros para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunto
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postcŕıtico finito. Además, se define un orden parcial ≺ en M0 de la siguiente
manera: dados dos parámetros c1 y c2 en M0 diremos que c2 ≺ c1 si c2 (o la ráız
de la componente hiperbólica que contiene a c2) separa a c1 del cero en M .

Si c2 ≺ c1, los números de puntos extremos de los árboles H(c2), H(c1) corres-
pondientes se relacionan de la siguiente manera.

Proposición 2.2.1 Sean c1, c2 ∈M
0. Si c2 ≺ c1, entonces N(c2) ≤ N(c1).

Teorema 2.2.2 (Li-2007) Dados dos parámetros c2 y c1 en M0, si c2 ≺ c1,
entonces h(H(c2), Pc2) ≤ h(H(c1), Pc1), donde H(ci) denota el árbol de Hubbard
correspondiente a Pci.

La prueba de este resultado se divide en dos casos. El primero cuando c2 ≺ c1 y
N(c1) = N(c2), en el cual la herramienta principal para la prueba son los rayos
externos y el teorema de Carathéodory. El segundo caso, cuando c2 ≺ c1 y N(c2) <
N(c1), cuya demostración hace uso de herramientas de combinatoria y particiones
de Markov, [D].

2.2.2. Caso cúbico

En [T] se estudia la entroṕıa topológica fundamental para polinomios cúbicos
con conjunto postcŕıtico finito y que tienen un punto cŕıtico fijo. Estos polinomios
pueden ser representados por la familia Pa(z) = z3 − 3a2z + 2a3 + a, en la cual
para a = 0, Pa tiene un único punto cŕıtico.

De manera análoga al caso cuadrático, se define el lugar de conexidad C como el
conjunto de parámetros para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunto
de Julia conexo. Es decir,

C = {a ∈ C : Ja es conexo.} .

Denotemps por C0 el subconjunto de C que consiste de todos los parámetros
para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunto postcŕıtico finito. Se
define un orden parcial ≺ en C0 de la siguiente manera: dados dos parámetros a1
y a2 en C0 diremos que a2 ≺ a1 si a2 (o la ráız de la componente hiperbólica que
contiene a a2) separa a a1 del cero en C.

De manera similar al caso cuadrático, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.3 (Li-2007) Dados dos parámetros a2 y a1 en C0, si a2 ≺ a1,
entonces h(H(a2), Pa2) ≤ h(H(a1), Pa1), donde H(a1) y H(a2) son los árboles de
Hubbard de Pa1 y Pa2 , respectivamente.
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En el siguiente caṕıtulo, generalizaremos este resultado a polinomios de grado
superior.



Caṕıtulo 3

Entroṕıa fundamental para
polinomios de grado d

En este caṕıtulo se generaliza el teorema 2.2.3 a una familia de polinomios de
grado d a un parámetro, la cual consiste de polinomios de grado d ≥ 3 que tienen
un punto cŕıtico fijo de orden máximo. En este caso, se muestra que la entroṕıa
fundamental es monótona cuando movemos el parámetro hacia la frontera del lugar
de conexidad.

La familia de polinomios con un punto cŕıtico fijo de orden máximo es descrita
módulo conjugación af́ın, como la familia de polinomios {Pa : a ∈ C} de la forma

Pa(z) = zd−1

(
z +

da

d− 1

)
, (3.1)

donde el parámetro a es un número complejo y Pa tiene dos puntos cŕıticos, 0
que es el punto cŕıtico de orden máximo y −a que es un punto cŕıtico simple.

La dinámica de esta familia y la topoloǵıa de las componentes hiperbólicas en
el espacio de parámetros de la misma, han sido estudiados por Roesch en [Ro].
Para formular nuestro resultado, parte de los objetivos de esta tesis, definimos un
orden parcial en el espacio de parámetros, siguiendo las ideas del trabajo de Kaffl,
[K], de la siguiente manera:
diremos que a ≺ b si el polinomio Pa está dinámicamente contenido en el polinomio
Pb. Empleando este orden se tiene el siguiente resultado.

Teorema. Dados dos parámetros a2 y a1 que representan polinomios de grado
d con conjunto postcŕıtico finito y punto cŕıtico −ai periódico, si a2 ≺ a1 entonces
h(H(a2), Pa2) ≤ h(H(a1), Pa1). Donde H(a1) y H(a2) denotan el árbol de Hubbard
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de Pa1 y Pa2 , respectivamente.

Para la demostración de este resultado se hará uso de los rayos externos y la
conjugación de la dinámica de polinomios de grado d con la multiplicación por d.

3.1. Espacio de parámetros y espacio dinámico

Comenzamos recordando parte de las propiedades presentadas en la sección
1.2, adaptadas a nuestro caso de interés. Dado un polinomio Pa el conjunto de
Julia lleno Ka de Pa consiste de los puntos cuya órbita no escapa al infinito y el
conjunto de Julia Ja de Pa, es la frontera de Ka.

La región de conexidad de la familia Pa(z) se define como

C = {a ∈ C : Ja es conexo} .

El conjunto de parámetros está dividido en dos regiones C y W∞, donde W∞
es el conjunto de todos los parámetros para los cuales el punto cŕıtico libre −a es
atráıdo por ∞. En la figura 3.1 se muestra la región de conexidad para d = 4 y
d = 5. Dentro de la región de conexidad nos interesa el estudio de parámetros que

Figura 3.1: Regiones de conexidad para d = 4 y d = 5.

representan polinomios con conjunto postcŕıtico finito C0.
Note que si a ∈ C, entonces Ka 6= Ja, dado que Ka contiene la cuenca de

atracción de 0, B̃a = {z ∈ C : P n
a (z)→ 0} . Denotamos por Ba la cuenca inmediata
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de atracción del cero, esto es, la componente de B̃a que contiene a 0. Se sigue del
principio del módulo máximo que Ba es topológicamente un disco. Si −a /∈ Ba,
entonces el polinomio Pa|Ba

es conjugado a zd−1 en D. De otro modo B̃a = Ba.
Para los puntos fijos superatractores p = 0,∞, por el teorema 1.1.6, de Bötcher,

existen vecindades V p
a ,W

p
a de p tal que Pa(V

p
a ) ⊂ V p

a e isomorfismos conformes
ϕp
a : V

p
a →W p

a tal que los siguientes diagramas conmutan

V ∞
a

ϕ∞

a

��

Pa
// V ∞

a

ϕ∞

a

��

W∞
a

zd
//W∞

a

V 0
a

ϕ0
a

��

Pa
// V 0

a

ϕ0
a

��

W 0
a

zd−1

//W 0
a ,

es decir,

ϕ0
a ◦ Pa = (ϕ0

a)
d−1 en V 0

a y ϕ∞
a ◦ Pa = (ϕ∞

a )d en V ∞
a ,

con ϕ∞
a tangente a la identidad cerca de∞, es decir, ϕ∞

a (z)
z
→ 1 cuando |z| → ∞ y

ϕ0
a tangente a z → λ(a)z alrededor del cero, donde λ(a) es una ráız d− 2-ésima de
da
d−1

. Estas conjugaciones permiten definir equipotenciales rayos externos y rayos
internos.

Por otro lado, si a ∈ C0, entonces Ja es localmente conexo. Por lo tanto, el
conjunto V ∞

a es el conjunto C \Ka.

La rotación τ(z) = τz, donde τ = e
2πi
d−1 , es la única conjugación conforme entre

dos polinomios Pa y Pa′ ; esto es Pτa(τz) = τ(Pa(z)). Además, Pa es conjugado al
polinomio Pa por la conjugación compleja σ(z) = z. De este modo, un dominio
fundamental para el estudio de la familia de polinomios Pa es

S =

{
a ∈ C : 0 ≤ arg(a) ≤

1

2(d− 1)

}
.

Definición 3.1.1 La componente conexa W0 es el conjunto {a : −a ∈ Ba}.

De acuerdo con Milnor, existen cuatro posibles tipos de componentes hiperbóli-
cas acotadas en la familia de polinomios con dos puntos cŕıticos,

Componente Adyacente: Es una componente hiperbólica para la cual los dos
puntos cŕıticos están en la misma componente de la cuenca inmediata de atracción
de una órbita periódica.
Componente bitransitiva: Es una componente hiperbólica para la cual los dos
puntos cŕıticos están en diferentes componentes de la cuenca inmediata de atracción
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de una órbita periódica.
Componente captura: Es una componente hiperbólica para la cual únicamente
un punto cŕıtico está en la cuenca inmediata de atracción de una órbita periódica
pero el otro es atráıdo por ésta.
Componente disjunta: Es una componente hiperbólica para la cual hay dos
órbitas periódicas distintas, tal que, cada una de ellas atrae un punto cŕıtico, veáse
[M3].

En el caso que 0 es un punto fijo, no existen componente bitransitivas dado
que el 0 es super atractor. Por otro lado la componente principal W0 es la única
componente adyacente y aparecen componentes tipo captura y tipo disjunta.

Definición 3.1.2 Una componente captura se dice que tiene profundidad i, si es
una componente conexa del conjuntoWi = {a ∈ C : P

i
a(−a) ∈ Ba y P i−1

a (−a) /∈ Ba}.

La región de conexidad C es compacta y conexa, además W∞ es isomorfo a
C \ D, [Ro]. De hecho, el isomorfismo

φ∞ : C \ C → C \ D

se define como φ∞(a) = ϕ∞
a (Pa(−a)), donde ϕ

∞
a es la coordenada de Böttcher de

Pa en el infinito, para a ∈ C\C. A partir de ϕ∞
a podemos definir los rayos externos

Ra(θ) a Ka y con φ∞ podemos definir los rayos externos RC(θ) a C.
Las siguientes dos proposiciones muestran algunas de las caracteŕısticas impor-

tantes de los rayos externos con argumento racional. La prueba de cada una de
ellas puede ser consultada en [Ro].

Proposición 3.1.3 Si α ∈ Q, entonces el rayo externo RC(α) aterriza en el
parámetro a(α) ∈ C. Además, Pa(α) tiene conjunto postcŕıtico finito.

Proposición 3.1.4 Si α ∈ Q, entonces en el plano dinámico de Pa, el rayo
externo Ra(α) aterriza en Pa(−a) (o en la ráız de la componente de Fatou Uα que
contiene a Pa(−a)). Además, para l = ⌊d−1

2
⌋, se tiene que:

Si α
d
+ l

d
, (α

d
+ l+1

d
) es periódico por multiplicación por d, entonces a(α) es

un parámetro parabólico y el rayo Ra(
α
d
+ l

d
) (Ra(

α
d
+ l

d
) respectivamente)

aterriza en la ráız p de la componente de Fatou que contiene al punto cŕıtico
−a y el rayo Ra(

α
d
+ l+1

d
) (Ra(

α
d
+ l

d
) respectivamente) aterriza en la preima-

gen de Pa(p) en ∂Uα.
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En otro caso, a(α) es un parámetro de Misiurewicz y los rayos Ra(
α
d
+

l
d
), Ra(

α
d
+ l+1

d
) aterrizan enel punto −a.

Dentro de la región de conexidad C analizaremos el conjunto de parámetros
a ∈ C para los cuales Pa tiene conjunto postcŕıtico finito. A este conjunto lo
denotamos por C0

Dado a ∈ C0, como Pa tiene un punto fijo superatractor en 0, el interior int(Ka)
del conjunto de Julia lleno es no vaćıo. Toda componente U del int(Ka) es una
componente de Fatou acotada, con cerradura U homeomorfa al disco cerrado D.
Además, toda componente U es eventualmente periódica. Por lo tanto, si −a es
preperiódico, entonces U es enviada en la componente Ba y si −a es periódico,
entonces U es enviada en la componente Ba o en la componente periódica U−a que
contiene a −a.

El centro c(U) de la componente U se define como la única imagen inversa de
0 o −a que está en U , v́ıa el homeomorfismo φ : U → D, en particular, c(Ba) es 0.

Lema 3.1.5 Dado un polinomio Pa(z) de grado d con a ∈ C
0, sea N(a) el número

de puntos extremos de H(a). Suponga que 0 /∈ ∂(H(a)). Entonces el conjunto

{
Pa(−a), . . . , P

N(a)
a (−a)

}
,

está formado exactamente por los únicos puntos extremos del árbol de Hubbard
H(a).

Demostración. Supongamos que a 6= 0 y que el punto cŕıtico libre −a es un
punto extremo de H(a) no fijo. Cualquier punto no extremo que es enviado en
un punto extremo, debe ser un punto cŕıtico. Pero el punto cŕıtico 0 es fijo, por
lo tanto, no existe punto no extremo que sea enviado en −a, concluimos que la
preimagen de −a es un punto extremo. Por lo tanto, −a es periódico y su órbita
es exactamente el conjunto de puntos extremos.

Ahora supongamos que a 6= 0 y que el punto cŕıtico libre −a no es un punto
extremo deH(a). Dado que Pa es localmente inyectiva, excepto en los punto cŕıticos
y que el punto cŕıtico 0 es fijo, entonces el único punto no extremo que es llevado
a un punto extremo, es el punto cŕıtico −a. De donde concluimos que los puntos
extremos de H(a) están generados por las primeras iteraciones del punto cŕıtico.
◭
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3.2. Entroṕıa en las copias del conjunto de Man-

delbrot

Comenzando en la componente principal W0, a lo largo de cualquier dirección
t ∈ T, para t periódico bajo multiplicación por d−1, existe una copia pequeña del
conjunto de Mandelbrot directamente pegada a W0, [Ro]. Denotando el centro de
esta copia por a(t), entonces la copia pequeña del conjunto de Mandelbrot puede
representarse por Pa(t) ∗M.

Supongamos que el ángulo t ∈ Q y el punto cŕıtico −a(t) tiene periódo k.
Entonces el árbol de Hubbard H(a(t)) consiste de k aristas radiales saliendo de
un vértice central ubicado en el cero, conectando a un punto de la órbita del
punto cŕıtico libre −a(t), el polinomio Pa(t) actuando en H(a(t)), es conjugado a
multiplicación por d− 1 en estas aristas. Luego, h(H(a(t)), Pa(t)) = 0.

Cualquier polinomio Pa con a ∈ Pt∗M tiene la forma Pa(t) ⊥ Pc donde Pc es un
polinomio cuadrático con c ∈ M y ⊥ denota la modulación. El conjunto de Julia
Ka de Pa se puede obtener del conjunto de Julia Ka(α) de la siguiente manera: la
cerradura de cada componente U del interior de Ka(t se reemplaza por una copia
de Kc, [D1].

Lema 3.2.1 Sea Pm = Pa ⊥ Pc la modulación de Pc sobre Pa. Entonces

h(H(m), Pm) = sup

{
h(H(a), Pa),

1

k
h(H(c), Pc)

}
,

donde k es el periódo de la órbita cŕıtica de P .

Demostración. H(m) puede verse como la unión de dos conjuntos distin-
guibles. En efecto, H(m) = A ∪ B donde A consiste de k copias del árbol de
Hubbard H(c) y B es el árbol de Hubbard de Pa removiendo los k arcos re-
gulados que contienen la órbita cŕıtica periódica. Como P k

m es conjugado a Pc

en cada copia de H(c), por el lema 2.1.7 kh(A, Pm) = h(H(c), Pc), por lo que
h(A, Pm) =

1
k
h(H(c), Pc). Por la proposición 2.1.11 se concluye que h(H(m), Pm) =

sup
{
h(B,Pa),

1
k
h(H(c), Pc)

}
.

Para completar la prueba, se debe demostrar que h(B,Pa) = h(H(a), Pa).
Para ello usamos una idea similar a la anterior, en este caso, sobre el árbol H(a),
H(a) = A′ ⋃B donde A′ es el conjunto que consiste de los k arcos regulados que
contienen la órbita cŕıtica de Pa y B es el complemento de A′ en árbol de Hubbard.
Como la k−ésima iterada de Pa, restringida a cualesquiera de estos arcos regulados,
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es conjugada a zd en un intervalo I y h(zd, I), entonces h(A′, Pa) = 0. Por lo tanto,
h(B,Pa) = h(H(a), Pa). Aśı, h(H(m), Pm) = sup

{
h(H(a), Pa),

1
k
h(H(c), Pc)

}
.

◭

Dado que h(H(a), Pa) = 0 se tiene que h(H(m), Pm) =
1
k
h(H(c), Pc).

3.3. Entroṕıa en las componentes de tipo captu-

ra

Para cualquier copia del conjunto de Mandelbrot, Pt ∗M, en cualquiera de sus
puntas, existe una componente captura C directamente pegada a Pt ∗M, [Ro].

Sea a una punta cualquiera de Pt ∗M, entonces Pa = Pt ⊥ Pc donde Pt es el
polinomio que corresponde al centro de la copia del conjunto de Mandelbrot, y c
es la punta correspondiente en el conjunto de Mandelbrot. De manera análoga a
como se demostró el lema 3.2.1, se tiene que h(H(a), Pa) =

1
k
h(H(c), Pc).

Proposición 3.3.1 Sea a0 el centro de alguna componente captura C. Sea a ∈
∂C tal que el punto cŕıtico libre −a es preperiódico con respecto a Pa. Entonces,

h(H(a), Pa) = h(H(a0), Pa0).

Demostración. Dado un parámetro a ∈ ∂C tal que el punto cŕıtico li-
bre −a es estrictamente preperiódico bajo Pa, existe un entero n, más pequeño
tal que P n

a (−a) es periódico y P n
a (−a) ∈ ∂Ba. Denotemos por k el periódo de

P n
a (−a) y sea l ≤ n el entero más pequeño, tal que P l

a(−a) ∈ ∂Ba. Entonces
Ba ∩ H(a) =

{
P l
a(−a), P

l+1
a (−a), . . . , P n

a (−a), P
n+1
a (−a), P n+k

a (−a)
}
. Esto es, la

órbita de P l
a(−a) consiste de n+k−l puntos y que están en la frontera de Ba. Sea T

el arco regulado generado por la órbita de P l
a(−a), ésta órbita consiste de n+k− l

aristas, las cuales tienen un vértice en común, el punto cŕıtico superatractor 0. Sea
bi la arista que conecta a con P

i
a(−a) para l ≤ i ≤ n+k−1. Entonces, Pa(bi) = bi+1

para l ≤ i < n + k − 1 y Pa(bn+k−1) = bn. Por lo tanto, h(T, Pa) = 0. Por otro
lado, se puede obtener el árbol de Hubbard H(a) del árbol de Hubbard H(a0),
reemplazando el punto cŕıtico 0 por el árbol regulado T descrito anteriormente.
Como h(T, Pa) = 0, entonces

h(H(a), Pa) = sup {h(H(a0), Pa0), h(T, Pa)} = h(H(a0), Pa0).

◭
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Corolario 3.3.2 Sea C una componente captura tal que C ∩M′ = {b}, donde
M′ es una copia del conjunto de Mandelbrot. Entonces el árbol de Hubbard del
centro de C tiene la misma entroṕıa que el árbol de Hubbard de Pb.

3.4. Monotonicidad de la entroṕıa fundamental

3.4.1. Rayos externos y el árbol de Hubbard

Inspirados en el trabajo de Douady, [D], para la familia cuadrática, en el cual
se analiza la dinámica del polinomio llevandolo a la circunferencia unitaria y hacer
el análisis con la función multiplicación por 2, de forma análoga, empleando la
función multiplicación por d en la circunferencia podemos estudiar la entroṕıa
sobre el árbol de Hubbard asociado a un polinomio arbitrario Pa. Empleando la
conjugación dada por el teorema de Bötcher se tiene que la entroṕıa de Pa en el
árbol de Hubbard es la misma que la entroṕıa de la función z 7→ dz restringida
a un subconjunto de la circunferencia TJ ⊂ T. Este conjunto puede obtenerse del
siguiente diagrama:

T

γa

��

ρ
// T

γa

��

Ja
Pa

// Ja.

Donde γa : T→ Ja es el homeomorfismo dado por el teorema de Carathéodory,
([CG], teorema 2.1). Esto es h(H(a), Pa) = h(γ−1

a (H(a)), ρ).
Para determinar el subconjunto de la circunferencia que es importante para

nuestro objeto de estudio, analizamos las propiedades de los rayos externos, [DH1,
DH2].

Dado que 0 es punto fijo superatractor, la descripción de rayos externos que
aterrizan en el árbol de Hubbard es similar a [L]. Sea Pa un polinomio con con-
junto postcŕıtico finito y a ∈ C0. Dado x ∈ H(a), se define θ(x) como los ángu-
los de los rayos externos que aterrizan en x si x ∈ Ja, o como los ángulos de
los rayos externos que aterrizan en la ráız de la componente de Fatou que con-
tiene a x si x /∈ Ja. Denotamos por Ra(ϑ(x)) el rayo externo con ángulo ϑ(x)
y que aterriza en x ∈ H(a). Si existen más de un rayo externo que aterrizan
en x o en la componente de Fatou que contiene a x, especificamos escribiendo
Ra(θ(x)

−),Ra(θ(x)
+),Ra(θ(x)

1),Ra(θ(x)
2), etc.

Para a ∈ C0 fija vamos a denotar por H = H(a) el árbol de Hubbard corres-
pondiente a Pa. Además, H1 = P−1

a (H) y Hn+1 = P−1
a (Hn). Note que H ⊂ H1 ⊂
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H2 ⊂ . . . .

Definición 3.4.1 Sea Pa un polinomio con conjunto postcŕıtico finito. Sea [x, y]
un arco regulado tal que [x, y]

⋂
[−a, 0] = ∅. Diremos que x ≺ y si x ∈ (0, y) y

θ(x) 6= θ(y).

Sea Pa un polinomio de grado d con a ∈ C0 y [x, y] un arco regulado que no con-
tiene puntos cŕıticos. Considere el conjunto {θ(x)−, θ(x)+, θ(y)−, θ(y)+} formado
por los ángulos de los cuatro rayos externos que aterrizan tales que [θ(x)−, θ(y)−]
y [θ(x)+, θ(y)+] son los intervalos más pequeños que contienen todos los rayos
externos que aterrizan en [x, y]. Los rayos externos

Ra

(
θ(x)−

)
,Ra

(
θ(y)−

)
,Ra

(
θ(y)+

)
,Ra

(
θ(x)+

)

se llaman rayos externos asociados a [x, y]. Cuando únicamente un rayo aterriza
en y, se tiene que θ(y)− = θ(y)+ = θ(y). En este caso los rayos externos asociados
a [x, y] se representan por

Ra(θ(x)
−),Ra(θ(y)),Ra(θ(x)

+).

De la definición de rayos externos asociados, se sigue directamente el siguiente
resultado

Lema 3.4.2 Sean Pa un polinomio con conjunto postcŕıtico finito y x, y ∈ H(a).
Si x ≺ y, entonces los elementos del conjunto de rayos externos asociados a [x, y]

{
Ra(θ(x)

−),Ra(θ(y)
−),Ra(θ(y)

+),Ra(θ(x)
+)
}

están en orden ćıclico positivo. En consecuencia, se tiene que ≺ define un orden
parcial.

3.4.2. Intervalos de ángulos en el árbol de Hubbard

Sea Pa un polinomio con conjunto postcŕıtico finito y H el árbol de Hubbard
de Pa. Suponga que el punto cŕıtico libre −a no es un punto extremo de H . Note
que podemos escribir el conjunto H1 \H de una única manera como unión finita
de arcos regulados semiabiertos, es decir

H1 \H = ∪nk=1Ik,

donde Ik = (xk, yk], xk ∈ V (H0) y yk ∈ ∂H1.



3.4 Monotonicidad de la entroṕıa fundamental 39

Para xk 6= 0, sea {Ra(θ(xk)
−),Ra(θ(yk)

−),Ra(θ(yk)
+),Ra(θ(xk)

+)} el conjun-
to de los rayos externos asociados a [xk, yk]. Se define el intervalo Uk = (θ(xk)

−, θ(xk)
+).

Por otro lado, sea H ∩ ∂Ba = {z1, z2, . . . , zm} el conjunto de puntos en H que
intersectan la frontera de la componente Ba del superatractor. Los rayos externos
que aterrizan en estos puntos zl se denotan por Ra(εl)

±, para 1 ≤ l ≤ m, véase la
figura 3.2. Se define el subconjunto de la circunferencia

ν(a) = T \
m
∪
l=1

(ε−l , ε
+
l ).

Se define el intervalo de ángulos caracteŕısticos U(a) asociado al árbol de Hub-
bard H como

U(a) = ν(a)∪
(

n
∪
k=1

Uk

)
.

Nota 3.4.3 Cualesquiera dos arcos regulados de H1\H tienen intersección vaćıa,
o bien si Ik ∩ Il 6= ∅, entonces Uk = Ul o Uk ∩ Ul = ∅.

Ejemplo 3.4.4 En la figura 3.2 se muestra el conjunto de Julia y los ángulos
asociados a H(a), para a = 0.434+ 0.9605i, H ∩Ba es una órbita de periódo dos,

Figura 3.2: Conjunto de Julia lleno e intervalos de ángulos de Pa.

con rayos externos cuyos ángulos están en los conjuntos
{

1
8
, 1
4

}
y
{

3
4
, 3
8

}
. Por lo

tanto, ν(a) = (1
4
, 3
8
)
⋃
(3
4
, 1
8
). Además, H1 \ H consiste de un único arco regulado



3.4 Monotonicidad de la entroṕıa fundamental 40

disjunto de Ba y está acotado por los rayos externos con ángulos 10
24

y 17
24
, por lo

tanto,

U(a) = ν(a) ∪ U1 =

(
1

4
,
3

8

)⋃(
3

4
,
1

8

)⋃(
10

24
,
17

24

)
.

Lema 3.4.5 Dado un polinomio Pa con a ∈ C0, se tiene que, un rayo externo
Ra(θ) aterriza en H si y sólo si la órbita de θ bajo multiplicación por d no entra
en U(a).

Demostración. Primero vamos a probar la condición necesaria. Dado que
H es invariante, Pa(H) = H. Si Ra(θ) aterriza en H , entonces Ra(ρ(θ)) también
aterriza en H , esto garantiza que la órbita de θ nunca intersecta en U(a).

Para la condición suficiente, supongamos que R(θ) aterriza en x ∈ Ja \H . Se
define

α+ = inf {α ≥ θ : Ra(α) aterriza en H}

y
α− = sup {α ≤ θ : Ra(α) aterriza en H} .

Como H es cerrado y Ja es localmente conexo, los rayos con ángulos α+, α− de-
ben aterrizar en H y θ ∈ (α+, α−). Vamos a demostrar que existe un entero
k ≥ 0 tal que ρk(α+, α−) ⊂ U(a). En efecto, dado que H ⊂ H1 ⊂ H2 ⊂ . . .
y ∪∞n=0Hn es denso en Ja, entonces la imagen de (α+, α−) bajo iteración por ρ,
debe entrar en γ−1

a (H1), es decir, existe k ∈ N tal que ρk(α+, α−)
⋂
γ−1
a (H1) 6= ∅ y

ρk−1(α+, α−)
⋂
γ−1
a (H1) = ∅, donde γa : T→ Ja es el mapeo de Carathéodory. Co-

mo H1 = P−1
a (H) = H ∪ (H1 \H) se tiene que ρk(α+, α−) intersecta a γ−1(H1 \H)

antes de entrar en γ−1(H). Por la construcción de U(a), ρk(α+, α−) ⊂ U(a). Luego,
como θ ∈ (α+, α−), se concluye que la órbita de θ entra en U(a), lo cual finaliza la
prueba. ◭

3.4.3. Monotonicidad

En esta sección analizaremos la entroṕıa de polinomios restringida a árboles
de Hubbard (entroṕıa fundamental) de polinomios para los cuales el punto cŕıtico
libre −a es periódico, para ello se propone una forma de comparar árboles de
Hubbard, basada en [K].

Comenzamos introduciendo una relación de equivalencia entre árboles de Hub-
bard, tal que toda clase de equivalencia es caracterizada por la dinámica en el
conjunto de vértices de cualquier representante.
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Definición 3.4.6 Sea H el árbol de Hubbard asociado al polinomio Pa, sea P
la partición de H que consta de cinco elementos {c1} , {c2} , T0, T1, T2 (algunos
pueden ser vaćıos), tal que Pa|Ti

es un homeomorfismo para toda i, además, c1, c2 ∈
T0 y para i = 1, 2, ci ∈ Ti a menos que Ti = ∅. A P se le llama la partición asociada
a H, donde c1 = 0 y c2 = −a.

Con esta partición podemos definir el itinerario para cada punto de H , de la
siguiente manera.

Definición 3.4.7 El itinerario de un punto z ∈ H es la sucesión infinita τ(z) =
(τn(z))

∞
n=1 ∈ {0, 1, 2, C1, C2} dada por

τn(z) =

{
j, si fn−1(z) ∈ Tj ,

Ci, si fn−1(z) = ci.

Empleando esta definición daremos una caracterización de los árboles de Hubbard,
la cual nos permitirá definir una relación de equivalencia.

Sea τ(z) el itinerario de un punto z de un árbol de Hubbard, denotamos por
←→τ (z) el itinerario que se obtiene al intercambiar los śımbolos 1 y 2.

Definición 3.4.8 Dos árboles de Hubbard H(a1), H(a2), son equivalentes si existe
una biyección ξ : V (a1)→ V (a2) entre el conjunto de vértices de H(a1) y H(a2), tal
que ξ conjuga Pa1 |V (a1) con Pa2 |V (a2). Además, v, ṽ ∈ V (a1) son vértices adyacentes
si y sólo si ξ(v), ξ(ṽ) también lo son. Aśı mismo, τ(v) = τ(ξ(v)) para toda v ∈
V (a1) o τ(v) =

←→τ (ξ(v)).

Esto define una relación de equivalencia en el conjunto de árboles de Hubbard.

Definición 3.4.9 Sea x un punto periódico. Si existen i ∈ {1, 2} y x̃ ∈ orb(x) ∩
(ci, f(ci)\[c1, c2) de tal manera que orb(x) ⊂ Gx̃(ci), entonces al punto x̃ se le llama
punto vi−caracteŕıstico de orb(x), (Gx̃(ci) es la componente conexa de H \{x} que
contiene a ci). Un punto z es caracteŕıstico si es periódico y vi-caracteŕıstico, para
i = 1 o i = 2.

La siguiente definición muestra la forma en la cual la dinámica de un polinomio
Pa puede contener puntos particulares que siguen un comportamiento similar a
puntos en la dinámica de algún otro polinomio Pb.
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Definición 3.4.10 Sean (H,Pa,P), (H̃, Pã, P̃) dos árboles de Hubbard con punto
cŕıtico libre periódico, sea n el periódo exacto de −ã. Diremos que (H,Pa,P) con-
tiene dinámicamente al árbol de Hubbard (H̃, Pã, P̃) si existe un encaje ι : H̃ → H,

un punto caracteŕıstico z ∈ H y una biyección ξ : Ṽ → orb(z)
⋃
ι
(
Ṽ \ orb(−ã)

)

tal que,
i) ξ(Pã(−ã)) = z;

ii) ξ ◦ Pã|orb(−ã) = P ◦ ξ|orb(−ã);

iii) ι(H̃) = [orb(z)], donde [orb(z)] es el árbol generado por la órbita de z en
H.

iv) Para cualquier punto extremo P i
a(z) ∈ ι(H̃), se tiene que P i

a(z) ∈ Tj si y
sólo si P̃ i

a(−ã) ∈ cl(T̃j).
v) Si ṽ 6= w̃ ∈ Ṽ son adyacentes en H̃, entonces ξ(ṽ), ξ(w̃) también son adyacen-
tes como vértices del subárbol [orb(z)] de H.

Por otro lado, si ξ(ṽ), ξ(w̃) son adyacentes como vértices de [orb(z)], entonces
ṽ, w̃ son o bien adyacentes, o existe un único punto de ramificación c̃i ∈ orb(−ã)
de H̃ tal que (ṽ, w̃) ∩ Ṽ = c̃i.

Empleando la definición anterior, se define un orden parcial en C0 de la siguiente
manera:
Dados a1, a2 ∈ C

0, se dice que a2 ≺ a1 si el árbol de Hubbard H(a2) está contenido
dinámicamente en el árbol de Hubbard H(a1) y H(a1), H(a2) no están contenidos
en la misma clase de equivalencia.

Nota 3.4.11 Si a2 ≺ a1, entonces N(a2) ≤ N(a1).

Dado que el lema de la orbita forzada, es válido en las copias del conjunto de
Mandelbrot [M2], se tiene la siguiente relación:

Lema 3.4.12 Sea M0 ⊂ C una copia del conjunto de Mandelbrot con ráız en
W0, a1, a2 ∈ M0 y Pa1 , Pa2 polinomios con conjunto postcŕıtico finito. Si a2 o la
componente que lo contiene separa al punto a1 de W0, entonces a2 ≺ a1.

Lema 3.4.13 Sean Pa1 y Pa2 con a2 ≺ a1, N(a1) = N(a2) y z ∈ H(a1) es el
punto caracteŕıstico de la definición 3.4.10. Entonces

H(a1) ∼= H(a2) ∼= [Pa1(z), P
2
a1
(z), . . . , PN

a1
(z)],
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donde ∼= significa topológicamente homeomorfo.

Demostración. Por simplicidad, denotemos el número de puntos extremos por
N(a1) = N(a2) = N y Pa1 por P . Por la propiedad iv) de la definición 3.4.10, los
rayos externos que aterrizan en z en el árbol H(a1) son exactamente los mismos
rayos externos que aterrizan en Pa2(−a) en el árbol H(a2). Entonces, los elementos
de

{
z, P (z), P 2(z), . . . , PN−1(z)

}
son precisamente los puntos extremos de

[z, P (z), P 2(z), . . . , PN−1(z)].

Por lo tanto,
H(a2) ∼= [Pa1(z), P

2
a1
(z), . . . , PN

a1
(z)].

Ahora bien, usando inducción, vamos a demostrar que no existen puntos de
ramificación ni puntos cŕıticos en los intervalos

(
P k(z), P k(P (−a)

)
para k =

0, 1, . . .N−1. Primero, 0,−a /∈ (z, P (−a)) y no hay puntos de ramificación en (x, 0)
(de otro modo N(a1) > N(a2)). Ahora supongamos que no existen puntos de rami-
ficación ni puntos cŕıticos en (P k(z), P k(P (−a))) para todo k ≤ k0 ≤ N −1. Dado
que P es uno a uno en cada arco regulado que no contiene punto cŕıtico, se sigue
que (P k0+1(z), P k0+1(P (−a))) no contiene puntos de ramificación. Por otro lado, si
ci ∈

(
P k0+1(z), P k0+1(P (−a))

)
, dado que N(a1) = N(a2), existe k0+1 < l < N tal

que P l(z) ∈ (ci, P
k0+1(P (−a))), esto significa que P k0+1(z) no es un punto extre-

mo de [P (z), P 2(z), . . . , PN(z)], esto es una contradicción. Por otro lado, como no
hay puntos de ramificación en

(
P k(z), P k(P (−a)

)
para k = 1, 2, . . . , N , entonces

H(a1) ∼= [Pa1(z), P
2
a1
(z), . . . , PN

a1
(z)]. De hecho, P k(P (−a)) es el único punto de

[Pa1(z), P
2
a1
(z), . . . , PN

a1
(z)] que separa a P k0+1(P (−a)) de 0. ◭

Lema 3.4.14 Dado P = Pa como en el lema anterior, sean x, y ∈ H ∩ Ja. Su-
ponga que P i(x) ≺ P i(y) para 0 ≤ i ≤ k. Entonces las siguientes afirmaciones son
ciertas.
1) Si P k(y) ≺ y′ en H1, entonces P

k(x) ≺ x′ en H1.
2) Si y′ ≺ P k(y) en H1, entonces x

′ ≺ P k(x) en H1.

Donde y′ es cualquier preimagen de P (y) diferente de y, y x′ es la preimagen
de P (x) tal que [x′, y′] no contiene puntos cŕıticos.

Demostración. Observemos que H1 es la unión del árbol de Hubbard H y sus
preimágenes, es decir, H1 = H ∪P−1(H). Dado que P i(x) ≺ P i(y) para 0 ≤ i ≤ k,
entonces no hay puntos cŕıticos en [P i(x), P i(y)] y

P : [P i(x), P i(y)]→ [P i+1(x), P i+1(y)]
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es un homeomorfismo para 0 ≤ i ≤ k − 1. Ahora bien, vamos a probar la primer
afirmación por contradicción. Supongamos que P k(y) ≺ y′ y x′ ≺ P k(x) en H1(a).
Entonces se tiene

x′ ≺ P k(x) ≤ P k(y) ≺ y′

y consecuentemente (P k(x), P k(y)) ⊂ [x′, y′]. Entonces P k restringido a [x′, y′] es
un homeomorfismo sobre un subconjunto propio, lo cual es una contradicción con
la expansividad de P |Ja ya que x′, y′ ∈ Ja.

Para la prueba del caso 2) se emplea el mismo argumento. ◭

Teorema 3.4.15 Sean Pa1 y Pa2 polinomios tales que a1, a2 ∈ C
0, a2 ≺ a1 y

N(a1) = N(a2). Entonces U(a1) ⊂ U(a2).

Demostración. Note que ν(a1) = ν(a2).
Por otro lado, U(a1) y U(a2) son unión disjunta de intervalos de ángulos. Cada
uno de estos intervalos está asociado a un arco regulado del árbol H1(a1) y H1(a2)
respectivamente.
Se probará que para cada intervalo de ángulos U ⊂ U(a1) limitados por rayos
externos que no aterrizan en Ba, existe un intervalo de ángulos U ′ ⊂ U(a2) tal que
U ⊂ U ′.

Para simplificar la notación hacemos N(a1) = N(a2) = N y P = Pa1 .
Sea H1(a1) \H(a1) =

⋃l

k=1 Ik una unión finita de arcos regulados. Dado cual-
quier arco regulado Ik tal que Ik ∩ ∂Ba = ∅, se tienen dos casos:

1) Si Ik es de la forma (P k1(−a),−P k2(−a)) para 1 ≤ k1, k2 < N , entonces
P k1(−a) ≺ −P k2(−a) (k1 6= k2).

Si
Ra

(
θ(P k1)−

)
,Ra

(
θ(−P k2)−

)
,Ra

(
θ(−P k2)+

)
,Ra

(
θ(P k1)+

)

son los rayos externos asociados al arco regulado (P k1(−a),−P k2(−a)), entonces

(θ(P k1(−a))−, θ(P k1(−a))+) ⊂ U(a1)

es un intervalo de ángulos de U(a1). Por el lema 3.4.14, P k1(z) ≺ −P k2(z). Note
que si k1 > k2 aplicamos el primer caso del lema y si k1 < k2 aplicamos la segunda
parte. Dado que los rayos aterrizando en P k1(z) en el árbolH1(a1) son exactamente
los mismos que los rayos que aterrizan en P k1

a2
(−a2) en el árbol H1(a2). Entonces,

igual que antes,
(θ(P k1(z))−, θ(P k1(z))+) ⊂ U(a2)

es un intervalo de ángulos de U(a2).
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Por el lema 3.4.13, H(a1) ∼= [Pa1(z), P
2
a1
(z), . . . , PN

a1
(z)] y P k1 ≺ P k1(−a).

Además, P k1(−a)− P k2(z) ∈ [P k1(z),−P k2(−a)]. En consecuencia,

(
θ(P k1(z))−, θ(P k1(z))+

)
⊂

(
θ(P k1(−a))−, θ(P k1(−a))+

)
.

2) En cualquier otro caso, Ik debe ser de la forma (w,−P k1(−a)) para algún
0 ≤ k1 ≤ N , donde w /∈ Orb(−a). Dado que H(a1) ∼= [Pa1(z), P

2
a1
(z), . . . , PN

a1
(z)],

entonces
(
w,−P k1(−a)

)⋂
[Pa1(z), P

2
a1
(z), . . . , PN

a1
(z)] = {w}. De aqúı se obtiene

que el intervalo de ángulos Uk correspondiente a Ik es también un intervalo de
ángulos de U(a2).

De 1) y 2) se tiene la prueba de teorema ◭

Enseguida enunciamos el teorema que relaciona la entroṕıa topológica en el
árbol de Hubbard, de dos polinomios comparables en C0.

Teorema 3.4.16 Dados dos parámetros a2 y a1 que representan polinomios de
grado d en C0 con punto cŕıtico periódico, si a2 ≺ a1 y N(a2) = N(a1), entonces
h(H(a2), Pa2) ≤ h(H(a1), Pa1).

Demostración. Por el teorema 3.4.15, sabemos que U(a1) ⊂ U(a2). Entonces,
T \

⋃∞
k=1 ρ

−k (U(a2)) ⊂ T \
⋃∞

k=1 ρ
−k (U(a1)). Por lo tanto, tenemos la siguiente

desigualdad en la entroṕıa:

h
(
T \

∞
∪
k=1

ρ−k(U(a2)), ρ
)
≤ h

(
T \

∞
∪
k=1

ρ−k(U(a1)), ρ
)
,

ya que se tiene la siguiente conjugación entre Pai y la función ρ

T \
⋃∞

k=1 ρ
−k(U(a2))

γai
��

ρ
// T \

⋃∞
k=1 ρ

−k(U(a2))

γai
��

H(ai) Pai

// H(ai),

tenemos que

h(H(ai), Pai) = h
(
T \

∞
∪
k=1

ρ−k(U(a2)), ρ
)
.

Por lo tanto,
h (H(a2), Pa2) ≤ h (H(a1), Pa1) .

◭
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Para el caso de polinomios con parámetros a2 ≺ a1 cuyos arboles de Hubbard
tienen números de puntos extremos diferentes, se utiliza la matriz de Markov
asociada al arbol de Hubbard, la cual codifica la relación que existen entre las
aristas y la imagen de una de ellas.

Sea Pa un polinomio hiperbólico, la restricción de Pa a cualquier arista e de
H(a) es inyectiva. Además, Pa(e) consta de la unión de aristas e1, . . . , el deH(a). Si
H(a) consta de las aristas e1, . . . , en, se define la matriz de Markov M(a), asociada
a H(a) como Mij = 1 si ej ⊂ Pa(ei) y 0 en otro caso. Note que M es una matriz
de tamaño n× n con entradas 0 y 1. Por el teorema de Perron-Frobenius, el radio
espectral λ de M es mayor o igual a 1, [P].

Proposición 3.4.17 Dado un polinomio Pa con a ∈ C postcŕıticamente finito e
hiperbólico y H(a) su árbol de Hubbard, entonces h(H(a), Pa) = log λ.

Demostración. Sea P la partición de H(a) que consta de todas las aristas de
H(a), es decir P = {ei}

l
i=1, esta partición satisface que ei ∩ ej = ∅ o consiste de

un solo punto, para todo 1 ≤ i < j ≤ k. Además, el conjunto ∂P formado por los
puntos extremos de las aritas ei son los vértices de H(a). Para cada k ≥ 1 se define
la partición P k

a ∗ S de H(a) determinada por el conjunto ∂P k ∗ S = P−k
a (∂S). Si

S y S ′ son dos particiones de H(a), se define una nueva partición S ∨ S ′ de H(a)
determinada por los puntos en ∂S ∪ ∂S ′.

Considérese la partición

n∨
S = S ∨ Pa ∗ S ∨, . . . ,∨P

n−1
a ∗ S.

Por el lema 3.1.5, el punto cŕıtico libre −a no es un punto de ramificación. Además,
−a no es eventualmente cŕıtico. Entonces el número de puntos de ramificación en
H(a) es invariante bajo P−1

a , por lo tanto, ∂ ∨n ∗S consiste de la unión de todas
las preimágenes de orden n de la orbita −a en H(a), el cero y los puntos de
ramificación de H(a). De la definición de entroṕıa con respecto a una cubierta, se
tiene que

h(H(a), Pa, S) = ĺım
n→∞

1

n
log card

n∨
∗S.

AFIRMACION: h(H(a), Pa, S) = h(H(a), Pa). La prueba de esta afirmación
se obtiene usando el mismo argumento del lema 1 de [D].

Por la construcción de P k
a ∗ S, se tiene que

∂S ⊂ ∂(Pa ∗ S) ⊂ · · · ⊂ ∂(P n−1
a ∗ S) y

n∨
S = (P n−1

a ) ∗ S.
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Si S ′ es una partición más fina que S, definimos el vector de Markov de vS′ =
(v1, . . . , vk) asociado a S

′, donde vi es el número de elementos de la partición S ′ que
estan contenidos en la arista ei de S. Note que vS = (1, 1, . . . , 1) y vPa∗S =M t · vS
donde M t es la matriz traspuesta de la matriz de Markov M de H(a), por lo
que v∨nS = (M t)n−1c · vS. Con respecto la norma ‖v‖ =

∑
vi, para cualquier

vector v = (v1, . . . , vn) tal que v1 > 0 existen constantes 0 < c1 < c2 tal que
c1 · λ

n ≤ ‖(M t)n · v‖ ≤ c2 · λ
n. Observe que ‖vS‖ = card S, por lo tanto, c1 · λ

n ≤
card

∨n ∗S ≤ c2 · λ
n.

Tomando el logaritmo y dividiendo entre n se tiene que

log c1 · λ
n

n
≤

log card
∨n ∗S

n
≤

log c2 · λ
n

n
,

haciendo n→∞ concluimos que h(H(a), Pa, S) = log λ. ◭
De manera general, seaM es una matriz de tamaño n×n con entradas 0 y 1 y su

radio espectral λ ≥ 1. Dado un conjunto compacto y conexo X y f : X → X una
función continua, la colección A = (X1, X2, . . . , Xn) de subconjuntos compactos
de X tal que los interiores, int(Xi) son no vaćıos y mutuamente disjuntos se llama
empaquetado de Markov1 con matriz M , si Xj ⊂ f(Xi) siempre y cuando Mij = 1.

Proposición 3.4.18 Si A = (X1, X2, . . . , Xn) empaquetado de Markov con ma-
triz M , entonces h(X, f) ≥ log λ, donde λ es el radio espectral de M .

Teorema 3.4.19 Sean a2 ≺ a1 dos parámetros que representan polinomios hi-
perbólicos en una copia del conjunto de Mandelbrot Ma que se bifurca directamente
de la componente principal W0, entonces h(H(a2), Pa2) ≤ h(H(a1), Pa1).

Demostración. 1) Si N(a1) = N(a2) el resultado se tiene por el teorema
3.4.16.

2) Supongamos que N(a2) < N(a1). De la observación 3.4.11 el número de
puntos es no decreciente. Podemos asumir que no existe parámetro c ∈ C0 hi-
perbólico tal que c2 ≺ c ≺ c1 y N(c2) < N(c) < N(c1). Dados H(a1), H(a2)
los árboles de Hubbard, z el punto caracteŕıstico de la definición 3.4.10 y H(z) el
árbol regulado generado por el punto z, note que H(z) es un subárbol de H(a1)
el cual no es invariante bajo Pa1 . Considere los vértices de H(z) como la unión
de los puntos de la órbita de z con los puntos de ramificación de H(z). Se puede
establecer una biyección entre los vértices de H(z) y los vértices de H(a2). Más
aún, de la definición 3.4.10 note que H(z) es topológicamente homeomorfo al árbol

1del inglés Over Markov Packing
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de Hubbard H(a2). Sean e1, e2, . . . , en las aristas de H(a2), y M(a2) la matriz de
Markov asociada a H(a2). Entonces h(H(a2), Pa2) = log λ, donde λ es el radio es-
pectral de M(a2). Por otro lado, H(z) es homeomorfo a H(a2), lo que nos permite
etiquetar las n aristas de H(z) por ez1, e

z
2, . . . , e

z
n, las cuales satisfacen la condición

que Pa1(e
z
i ) ⊃ ezj siempre y cuando M(i, j) = 1. El conjunto Ez = {e

z
1, e

z
2, . . . , e

z
n}

es un empaquetado de Markov con matrizM(a2), por lo que h(H(a1), Pa1) ≥ log λ.
Por lo tanto, h(H(a1), Pa1) ≥ h(H(a2), Pa2). De 1) y 2) se tiene el resultado. ◭



Caṕıtulo 4

Algoritmo de Thurston para el
cálculo de entroṕıa

Con el propósito de facilitar el cálculo de la entroṕıa fundamental de un polino-
mio P , Thurston propuso un algoritmo (sin demostración) que permite calcularla.
Para ello se define una transformación lineal A en términos de los puntos cŕıticos
de P y de los argumentos externos en JP , obteniendo como resultado que el radio
espectral de A coincide con la entroṕıa fundamental. En 2017, Yan Gao dió una
prueba de este algoritmo y en ese mismo año, Tiozzo demostró la continuidad de
la entroṕıa en la familia cuadrática sobre la frontera del conjunto de Mandelbrot,
empleando el algoritmo de Thurston, [G, Tz2].

En este caṕıtulo se demuestra que para calcular la entroṕıa fundamental de
polinomios con un punto cŕıtico de orden máximo, como en la familia (3.1), se
puede ignorar el punto cŕıtico fijo. Por lo tanto, cada polinomio puede verse co-
mo un polinomio unicŕıtico. Esta simplificación permite usar las herramientas de
gráficas, cuñas y retratos cŕıticos que utilizó Tiozzo para demostrar la continuidad
de entroṕıa en la familia cuadrática, de este modo generalizamos dicho resultado
a la familia (3.1).

4.1. Algoritmo de Thurston

En esta sección se describe el algoritmo de Thurston que calcula la entroṕıa
fundamental de un polinomio de grado d a partir de las órbitas de los puntos
cŕıticos.
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4.1.1. Algoritmo de Thurston para polinomios de grado d

Sea P (z) un polinomio postcŕıticamente finito de grado d. P (z) tiene exacta-
mente d − 1 puntos cŕıticos, c1, c2, . . . cn (contando la multiplicidad). Cada ci o
bien está en Jp o es el centro de una componente de Fatou. El desarrollo de es-
te algoritmo está basado en el análisis de los rayos externos que aterrizan en los
puntos cŕıticos que están en el conjunto de Julia o los rayos que aterrizan en las
componentes de Fatou que contienen puntos cŕıticos.

Dado un rayo externo R(θ) que aterriza en un punto q de la frontera de una
componente de Fatou U , existe un único rayo interno que une q con el centro de
U , el cual se denota por rU(θ). El rayo

EU(θ) = rU(θ)
⋃

R(θ),

se llama rayo extendido en U de ángulo θ.

Definición 4.1.1 Decimos que un rayo externo R(θ) soporta una componente de
Fatou acotada U si:
1) El rayo aterriza en un punto q de la frontera de U .
2) Existe un sector, basado, en q delimitado por R(θ) y el rayo interno de U que
aterriza en q, tal que el sector no contiene otro rayo externo que aterriza en q.

Sea P un polinomio postcŕıticamente finito de grado d y U una componente de
Fatou cŕıtica, es decir, una componente de Fatou que contiene un punto cŕıtico,
tal que δ = Grad(P |U), se define el conjunto Θ(U) de la siguiente manera:

1) Si U es periódica con órbita

U → P (U)→ · · · → P n(U) = U,

construimos Θ(U ′, z′, θ) para todo U ′ en este ciclo simultáneamente, de la siguiente
manera. Sea z ∈ ∂U la ráız de U . Note que esta elección determina una ráız
P k(z) para cada componente de Fatou P k(U) para k = 1, 2, . . . , n − 1, a la cual
se llama la ráız preferente de P k(U). Si U ′ es cualquier componente del ciclo y
z′ su ráız preferente, considere un rayo R(θ) soporte de U ′ en z′. Se define el
conjunto Θ(U ′, z′, θ) como el conjunto de argumentos de los δU ′ rayos soportes
para la componente U ′ que son imagen inversa de P (R(θ)).

2) Si la componente de Fatou U es estrictamente preperiódica, tomemos n
el número más pequeño tal que P n(U) es una componente de Fatou cŕıtica. Sea
z ∈ ∂U el punto que es llevado a γ(α) por el polinomio P , donde γ(α) es el punto
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donde aterriza R(α) y α ∈ Θ(P n(U), γ(α), α). Consideremos un rayo R(θ) que
soporta la componente U que contiene a z, definimos Θ(U, z, θ) como el conjunto
de los δU argumentos de los rayos soportes de U que bajo P n caen en R(α).

Nota 4.1.2 Para cada componente de Fatou cŕıtica U , existe una cantidad finita
de posibles conjuntos Θ(U ′, z′, θ), los cuales dependen de la elección de las ráıces
de z, de U y el argumento θ. Podemos elegir uno de ellos y lo denotamos como
Θ(U).

Definición 4.1.3 Sea P un polinomio con conjunto postcŕıtico finito y U1, U2, . . . , Un

las componentes de Fatou cŕıticas disjuntas por pares. Una colección finita de sub-
conjuntos de la circunferencia unitaria

ΘP = {Θ(c1), . . . ,Θ(cm),Θ(U1), . . . ,Θ(Um)} ,

se llama una marca cŕıtica débil si:

1. Cada conjunto Θ(Uk) satisface la definición 4.1.2.

2. La unión de los c1, c2, . . . cm es igual a la unión de todos los puntos cŕıticos
de P en JP .

3. Cada Θ(cj) consiste de al menos dos ángulos tales que los rayos externos con
estos ángulos, aterrizan en cj y son llevados por P a un mismo rayo externo.

4. Las envolventes convexas de Θ(c1), . . . ,Θ(cm), en el disco unitario, son dis-
juntas por pares.

5. Para cada punto cŕıtico c ∈ JP .

Grad(P |c)− 1 =
∑

cj=c

(#Θ(cj)− 1).

Cualquier polinomio P con conjunto postcŕıtico finito siempre tiene una marca
cŕıtica débil. Por ejemplo, si c1, . . . , cm son los puntos cŕıticos de P que están en JP
y U1, . . . , Um las componentes de Fatou cŕıticas, entonces para cada Ui, i = 1, . . . , n
se construye el conjunto Θ(Ui) como antes. Por otro lado, para cada punto cŕıtico
cj, simplemente se toma un rayo R(θj) que aterriza en P (cj) y se define Θj como
el conjunto de argumentos de los rayos externos P−1(R(θj)) que aterrizan en cj ,
para j = 1, . . . , m.
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En la definición 4.1.3, cuando c1, . . . , cm son diferentes, la marca cŕıtica débil
ΘP es llamada simplemente marca cŕıtica de P . En este caso, la cardinalidad de
cada Θ(cj) es igual al grado de P|cj .

Sea Θ = {Θ1,Θ2 . . . ,Θl} una marca cŕıtica de un polinomio P de grado d. Se
definen los conjuntos cŕıtico y postcŕıtico de Θ como

crit(Θ) =
l⋃

k=1

Θk y post(Θ) =
⋃

n≥1

τncrit(Θ),

respectivamente. Donde τ : T→ T es la función definida por τ(θ) = dθ mód 1.
De la definición 4.1.3 se tienen las siguientes propiedades:

1. Cada τΘi, para i ∈ {1, 2, . . . , l} consta de un único ángulo.

2. Las envolventes convexas de Θi y Θj , en el disco unitario, se intersectan a lo
más en un punto de T para cualesquiera i, j ∈ {1, 2, . . . , l}.

3. La cardinalidad de cada Θi es mayor o igual 2, y
∑l

i=1(#Θi − 1) = d− 1.

Estas propiedades pueden ser representadas de manera abstracta, dando origen
al concepto de retrato cŕıtico.

Sea D el disco unitario dotado de la métrica hiperbólica. Identificamos cual-
quier punto en ∂D con su argumento en T, de este modo todos los ángulos en la
circunferencia son considerados módulo 1. Una hoja es o bien un punto en T o
la clausura en D de una cuerda hiperbólica. A partir de ahora, cuando mencione-
mos cuerda o envolvente, en el disco, será en el sentido hiperbólico. Para cualquier
subconjunto S ⊂ T denotamos por Env(S) a la envolvente convexa de S en D.

Un retrato cŕıtico de grado d, es una colección finita de subconjuntos finitos de
la circunferencia, Θ = {Θ1,Θ2 . . . ,Θk} tal que se cumplen las propiedades 1 ,2,
3.

Note que, cualquier marca cŕıtica débil de un polinomio postcŕıticamente finito
es un retrato cŕıtico. Si además identificamos cada elemento Θi ∈ Θ con su envol-
vente convexa en D entonces, un retrato cŕıtico puede ser visto como una colección
de hojas y poĺıgonos disjuntos por pares en D.

Lema 4.1.4 Si Θ = {Θ1,Θ2 . . . ,Θk} es un retrato cŕıtico de grado d, entonces

D \
k⋃

l=1

Env(Θl) tiene d componentes conexas y los arcos en T de cada una de ellas

cubre un arco de circunferencia de tamaño 1
d
.
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Figura 4.1: Retratos cŕıticos de grado 5.

Una prueba del lema 4.1.4 puede ser consultada en [G].

Definición 4.1.5 Dos puntos x, y ∈ T \
k⋃

l=1

Env(Θl) se dice que son no separados

en T con respecto a Θ, si ambos pertenecen a la misma componente de T\Θi para
todo Θi ∈ Θ.

La relación de no separado dada por la definición 4.1.5 cumple las propiedades
de una relación de equivalencia. De esto y el lema 4.1.4 se deduce la siguiente
relación.

Proposición 4.1.6 1) Dos puntos x, y ∈ T \
k⋃

l=1

Env(Θl) son no separados en T

si y sólo śı ambos pertenecen a una componente común de D \
k⋃

l=1

Env(Θl).

2) Existen d clases de equivalencias en T, denotadas por I1, I2, . . . , Id. Además,
para cada Ik y cualquier par de ángulos x, y ∈ Īk, τ(x) = τ(y) si y sólo si existen
Θi1, . . . ,Θim ∈ Θ con m ≥ 1 tales que x ∈ Θi1 , y ∈ Θim y Θij

⋂
Θij+1

6= ∅ para
todo j = 1, . . . , m− 1.
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A continuación mostramos una partición en el plano dinámico de un polinomio
de grado d determinada por su marca cŕıtica. En primer lugar tomamos la marca
cŕıtica

Θ = {Θ1,Θ2 . . . ,Θl}

de un polinomio P , ésta induce una partición en el disco unitario (retrato cŕıtico).
Por otro lado, para cada punto cŕıtico ci y cada componente de Fatou cŕıtica U , se
definen los conjuntos Rj(cj) y R(U) en el plano dinámico, donde Rj(cj) consiste
de los rayos externos con ángulos Θj junto con cj y R(U) consiste de la unión de
los rayos extendidos con ángulos en Θ(U).

De la definición de los conjuntos Θ(Ui) y Θ(cj), se tienen las siguientes propie-
dades para R(cj) y R(Ui).

Proposición 4.1.7 Los conjuntos R(cj) y R(Ui) son tipo estrella con un
punto cŕıtico en el centro. Además, R(cj)

⋂
KP = {cj} y R(Ui)∩KP consiste

de un rayo interno cŕıtico en Ui.

La intersección de dos conjuntos R(cj) y R(ck) es igual a {cj} si ci = ck y
es vaćıa en cualquier otro caso.

Si R(cj)
⋂
R(Ui) 6= ∅, entonces cj ∈ ∂Ui y la intersección es o bien {cj} o la

unión de {cj} con un rayo externo que aterriza en cj. El segundo caso ocurre
si y sólo si Θ(cj)

⋂
Θ(Ui) 6= ∅.

Si R(Ui)
⋂
R(Uj) 6= ∅ con i 6= j, entonces la intersección es o bien un punto

p ∈ ∂Ui

⋂
∂Uj o la unión de {p} y un rayo externo R(θ) aterrizando en p.

El segundo caso ocurre si y sólo si Θ(Ui)
⋂
Θ(Uj) 6= ∅.

Para Θ ∈ Θ usaremos la siguiente notación:

R(Θ) =

{
R(cj) si Θ = Θ(cj) con j = 1, . . . , m;
R(Ui) si Θ = Θ(Ui) con Ui una componente de Fatou cŕıtica.

Definición 4.1.8 Sean z1, z2 dos puntos de C \
l⋃

i=1

R(Θi). Diremos que z1, z2 no

están separados, si ambos pertenecen a una misma componente conexa de C\R(Θi)
para todo Θi.

La relación de no separado es una relación de equivalencia. Además, los rayos
R(Θi) y R(Θj) están en un misma clase de equivalencia en el plano dinámico si y

sólo si Θi y Θj están en una misma componente conexa de C \
l⋃

i=1

R(Θi).
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Sea Θ = {Θ1,Θ2 . . . ,Θl} un retrato cŕıtico. Dados cualesquiera dos ángulos
x, y ∈ T (posiblemente iguales) y un elemento Θ de Θ, diremos que la cuerda xy
cruza la envolvente convexa Env(Θ) de Θ si x, y /∈ Θ y xy

⋂
Env(Θ) 6= ∅. En esta

situación decimos que x, y están separados por Θ.

Definición 4.1.9 Dado cualquier par de ángulos x, y ∈ T, su conjunto de separa-
ción relativo a Θ, es el conjunto {k1, k2 . . . kp}, si la cuerda xy cruza sucesivamente
Env(Θ1), . . . , Env(Θkp) de x a y, donde cada Θkj está en Θ y ningún otro ele-
mento de Θ separa los ángulos x, y. Los ángulos x, y son llamados no separados,
si su conjunto de separación es el conjunto vaćıo.

Si P es un polinomio con conjunto postcŕıtico finito, entonces todos los ele-
mentos de su retrato cŕıtico Θ son racionales y post(Θ) es un conjunto finito.
Por lo tanto, es posible definir el conjunto finito S que consta de los pares no
ordenados {x, y} con x 6= y ∈ post(Θ) siempre y cuando card(post(Θ)) ≥ 2. Si
post(Θ) = {x}, entonces S tiene un único elemento {x, x}, en este caso x es un
punto fijo de τ . Una vez que se ha definido el conjunto S, el algoritmo de Thurston
para aproximar la entroṕıa de P , sobre el árbol de Hubbard H(P ), consta de los
pasos descritos en el algoritmo 1.

Algoŕıtmo 1

Sea V el espacio vectorial sobre R generado por los elementos de S.

Se define una transformación lineal A : V → V sobre la base S de V de la
siguiente manera. Para cualquier vector {x, y} ∈ S se define la imagen de
{x, y} como sigue:
A({x, y}) = {τ(x), τ(y)}, si x, y no son separados por Θ; y
A({x, y}) =

∑p
i=0A({θi, θi+1}), donde θ0 = x, θp+1 = y y θi ∈ Θki ∈ Θ, si

el par {x, y} tiene conjunto de separación {k1, . . . kp} 6= ∅.

Sea A la matriz asociada a la transformación A en la base S. Ya que esta
matriz es no negativa, por el teorema de Perron-Frobenius el radio espectral
ρ de A es no negativo, [P].

El siguiente teorema muestra la relación que existe entre el radio espectral de
la matriz A, obtenida por el algoritmo 1 y la entroṕıa en el árbol de Hubbard del
polinomio.
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Teorema 4.1.10 Sea Pd un polinomio de grado d con conjunto postcŕıtico finito,
y Θ una marca cŕıtica de Pd. Si ρ es el radio espectral de la matriz en el algoritmo
de Thurston, entonces h(H(Pd), Pd) = log ρ.

Idea de la prueba. Si Pd es un polinomio de grado d con conjunto postcŕıtico
finito, la entroṕıa fundamental es igual al radio espectral de la matriz de incidencia
AH(Pd), tomando la partición de Markov de H(Pd) definida por las aristas, [G]. Co-
mo los arcos regulados en H(Pd), que conectan dos puntos del conjunto postcŕıtico
de Pd, es una unión de aristas, la acción de Pd en H(Pd) induce otra matriz de
incidencia, la cual tiene el mismo radio espectral que la matriz de incidencia AH(Pd).

La ventaja de esta aproximación radica en el hecho de que a cada punto del
conjunto postcŕıtico, le corresponde un ángulo en el conjunto post(Θ), de modo
que cualquier arco de H(Pd) entre dos vértices, puede ser representado por algún
par de ángulos (posiblemente no determinado de manera única). Aśı, intuitivamen-
te se puede pensar que la acción de Pd en estos arcos induce una transformación
en el espacio generado por los pares de ángulos en el conjunto post(Θ), la cual es
la matriz A en el algoritmo de Thurston. En general, la matriz A del algoritmo es
más grande que la matriz de incidencia en H(Pd), ya que a un punto del conjun-
to postcŕıtico de Pd, regularmente le corresponden varios ángulos en el conjunto
post(Θ).

La demostración del teorema 4.1.10 concluye que las matrices AH(Pd) y A tienen
el mismo radio espectral. Una prueba completa de este teorema puede consultarse
en [G].

Ejemplo 4.1.11 En la familia

Pa(z) = zd−1(z +
da

d− 1
),

para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.543876i, el punto cŕıtico −a, eventualmente
va en el punto fijo superatractor cero, ya que P 3

a (−a) = 0. El conjunto de Julia se
muestra en la figura 4.2. El retrato cŕıtico asociado a Pa es Θ =

{{
0, 1

3

}
,
{

11
27
, 20
27

}}

y post(Θ) =
{
0, 2

9
, 2
3

}
, los cuales se muestran en la figura 4.3.

Aśı, la base S del espacio V es S = {{0, 2
9
}, {0, 2

3
}, {2

9
, 2
3
}} y la transformación

A aplicándola en los elementos de la base está dada de tal modo que:
{0, 2

9
} 7→ {0, 2

3
}

{0, 2
3
} 7→ {0, 2

3
}+ {0, 2

3
}

{2
9
, 2
3
} 7→ {0, 2

3
}+ {0, 2

3
}+ {0, 2

3
}.
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Figura 4.2: Conjunto de Julia para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.543876i.

Figura 4.3: Retrato cŕıtico para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.543876i.
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Por lo que, la matriz asociada a A es

A =




0 1 0
2 0 0
2 1 0


 ,

cuyo radio espectral es 1.4142. Del teorema 4.1.10, se concluye que la entroṕıa
fundamental de Pa es log(1.4142).

Ejemplo 4.1.12 Tomando d = 3 y a = 1.07183814 + 0.1928507i para la familia
(3.1), se tiene un polinomio para el cual el punto cŕıtico −a es periódico de periódo
cuatro. El conjunto de Julia se muestra en la figura 4.4.

Figura 4.4: Conjunto de Julia para d = 3 y a = 1.07183814 + 0.1928507i.

En este caso el retrato cŕıtico asociado a Pa es Θ = {{0, 1
3
}, { 7

20
, 41
60
}} y post(Θ) =

{0, 1
20
, 3
20
, 9
20
, 7
20
}, los cuales se muestran en la figura 4.5.

Asimismo, la base S del espacio V es
S =

{
{0, 1

20
}, {0, 3

20
}, {0, 9

20
}, {0, 7

20
}, { 1

20
, 3
20
}, { 1

20
, 9
20
}, { 1

20
, 7
20
}, { 3

20
, 9
20
}, { 3

20
, 7
20
}, { 9

20
, 7
20
}
}
.
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Figura 4.5: Retrato cŕıtico para d = 3 y a = 1.07183814 + 0.1928507i.

Aplicando la transformación A a los elementos de la base se obtiene:
{0, 1

20
} 7→ {0, 3

20
}

{0, 3
20
} 7→ {0, 9

20
}

{0, 9
20
} 7→ {0, 1

20
}+ { 1

20
, 7
20
}

{0, 7
20
} 7→ {0, 1

20
}

{ 1
20
, 3
20
} 7→ { 3

20
, 9
20
}

{ 1
20
, 9
20
} 7→ {0, 3

20
}+ {0, 1

20
}+ { 1

20
, 7
20
}

{ 1
20
, 7
20
} 7→ {0, 3

20
}+ {0, 1

20
}

{ 3
20
, 9
20
} 7→ {0, 9

20
}+ {0, 1

20
}+ { 1

20
, 7
20
}

{ 3
20
, 7
20
} 7→ {0, 9

20
}+ {0, 1

20
}

{ 9
20
, 7
20
} 7→ { 1

20
, 7
20
}.
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Por lo tanto, la matriz asociada a A es

A =




0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0




,

cuyo radio espectral es 1.3953. Del teorema 4.1.10 se concluye que la entroṕıa de
Pa restringido a su árbol de Hubbard es (log 1.3953).

4.1.2. Algoritmo de Thurston en una familia de polinomios
con un punto fijo de orden máximo

En esta sección se presenta una adaptación de algoritmo del Thurston para el
caso de la familia de polinomios 3.1 que tienen la forma

Pa(z) = zd−1(z +
da

d− 1
).

Sea Pa uno de tales polinomios. Los puntos cŕıticos de Pa son 0 y −a. El 0 es
el centro de la componente de Fatou fija Ba y −a es un punto cŕıtico libre. Si −a
es el centro de una componente de Fatou, dicha componente la denotaremos por
U1.

Se definen los conjuntos de ángulos

Θ0 = Θ(Ba),

Θ−a =

{
Θ(U1) si −a es el centro de una componente de Fatou
Θ(c1) si −a ∈ Ja,

donde Θ(Ba), Θ(U1) y Θ(c1) son definidos como en la sección 4.1.1.

Definición 4.1.13 Dado Pa un polinomio de la familia (3.1) postcŕıticamente
finito, a la colección de ángulos ΘPa

= Θ−a le llamaremos marca cŕıtica restringida.
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Sea ΘPa
la marca cŕıtica restringida de Pa. Se definen los conjuntos cŕıtico

restringido y postcŕıtico restringido como

crit(ΘPa
) = Θ−a y post(ΘPa

) =
⋃

n≥1

τncrit(ΘPa
),

donde τ : T→ T está definida como τ(θ) = dθ mód 1.

Observación 4.1.14 τΘPa
consta de un único ángulo.

Si D es el disco unitario, identificamos cualquier punto en ∂D con su argumento
en T, de este modo todos los ángulos en la circunferencia son considerados módu-
lo 1. La marca cŕıtica restringida de Pa vista en D se denomina retrato cŕıtico
restringido de Pa y se denota por Θa.

Lema 4.1.15 Si Θa es un retrato cŕıtico restringido del polinomio Pa, entonces
D \ Env(Θa) tiene 2 componentes conexas con arcos en T de longitud 1

d
y d−1

d
,

respectivamente.

Demostración. Dado que Grad(P |−a) = 2, Θa consta de dos elementos. Por lo
tanto, la envolvente convexa Env(Θa) divide a D en dos regiones. Por otro lado,
de la proposición 3.1.4 se tiene que la longitud del arco entre los elementos de Θa

es igual a 1
d
, lo cual completa la prueba. ◭

Definición 4.1.16 Dos puntos x, y ∈ T\Env(Θa) se dice que son no separados en
T con respecto a Θa, si ambos pertenecen a la misma componente de T\Env(Θa).

Se define el conjunto R(a) como

R(a) =

{
R(−a) si −a ∈ Ja;
R(U1) si −a es el centro de una componente de Fatou,

donde R(U) y R(−a) son definidos como en la sección 4.1.1.

Definición 4.1.17 Dos puntos z1, z2 ∈ C \ R(a) son no separados si ambos per-
tenecen a una misma componente conexa de C \R(a).

La propiedad de no separado es una relación de equivalencia. Los rayos R(θ) y
R(γ) están en un misma clase de equivalencia en el plano dinámico si y sólo si θ
y γ están en una misma componente conexa de C \R(a).
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De manera análoga, se define el concepto de puntos no separados en T. Sea Θa

un retrato cŕıtico restringido. Dados cualesquiera dos ángulos x, y ∈ T (posible-
mente iguales). Diremos que la cuerda xy cruza la envolvente convexa Env(Θa)
de Θa si x, y /∈ Θa y xy

⋂
Env(Θa) 6= ∅. Con estas condiciones decimos que x, y

están separados por Θa.
Si Pa es un polinomio con conjunto postcŕıtico finito, entonces todos los ele-

mentos del retrato cŕıtico restringido son racionales y post(Θa) es un conjunto
finito. Por lo tanto, es posible definir el conjunto finito S que consta de los pares
no ordenados {x, y} con x 6= y ∈ post(Θa) siempre y cuando card(post(Θa)) ≥ 2.
Si post(Θa) = {x}, entonces S consta de un único elemento {x, x} y x es un punto
fijo de τ . Una vez que se ha definido el conjunto S, el algoritmo de Thurston adap-
tado para aproximar la entroṕıa de Pa sobre el árbol de Hubbard H(Pa) consta de
los pasos descritos en el algoritmo 2

Algoŕıtmo 2

Se define V el espacio vectorial sobre R generado por los elementos de S.

Se define una transformación lineal A′ : V → V sobre la base S de V de la
siguiente manera: Para cualquier vector {x, y} ∈ S se define la imagen de
{x, y} como sigue:
A′({x, y}) = {τ(x), τ(y)}, si x, y son no separados por Θ; y
A′({x, y}) = {τ(x), τ(θ)} + {τ(θ), τ(y)}, θ ∈ Θa, si x, y están separados por
Θ.

Sea A′ la matriz asociada a la transformación A′ en la base S. La matriz A′

es no negativa y por el teorema de Perron-Frobenius [P], el radio espectral
ρ′ de A′ es no negativo.

Teorema 4.1.18 Sea Pa un polinomio postcŕıticamente finito. Si A denota la
matriz obtenida por el algoritmo 1 y A′ la matriz obtenida por el algoritmo 2,
entonces A y A′ tienen el mismo radio espectral ρ.

Demostración. Para demostrar este teorema, consideramos dos casos.
1) Si −a ∈ Ba, la entroṕıa fundamental es cero, y mostraremos que en el

algoritmo restringido el radio espectral de la matriz A′ es 1.
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2) Si −a /∈ Ba, mostraremos que la transformación A se puede construir sin
considerar la ĺınea de separación del punto cŕıtico cero.

Sea Pa un polinomio de grado d con conjunto postcŕıtico finito. Por el teorema
de Böttcher existe un bi-holomorfismo φa que conjuga Pa con la función zd en
una vecindad del infinito. Como Pa es postcŕıticamente finito, el conjunto de Julia
es localmente conexo, por lo tanto, Pa se extiende continuamente a Ja, [DH1].
Asimismo, la dinámica en Ba es conjugada a zd−1 y la conjugación se extiende
continuamente a la frontera, por lo que, existe un punto fijo p de Pa, con ángulo
interno cero, que está en ∂Ba. Elegimos la cordenada de Böttcher en el infinito de
tal manera que el argumento externo de p sea cero.

De acuerdo a lo anterior y a la construcción de los retratos cŕıticos, el con-

junto de ángulos Θ0 =
{
0, k1

d
, . . . kd−2

d

}
, con ki ∈ {1, 2, . . . , d − 1}, para cualquier

polinomio Pa. Por lo tanto, el retrato cŕıtico de Pa está dado por

Θ =

{{
0,
k1
d
, . . . ,

kd−2

d

}
,Θ−a

}
y post(Θ) =

⋃

n≥1

τn(Θ−a)
⋃
{0}.

Lo cual muestra que para d fijo, el conjunto postcŕıtico vaŕıa en función únicamente
del punto cŕıtico −a.

Por otro lado, las aristas del árbol de Hubbard están relacionadas con los pares
de ángulos en el retrato cŕıtico de la siguiente manera: el intervalo de ángulos con
extremos {θ1, θ2} en la circunferencia, representa una unión de aristas en el árbol
de Hubbard; asimismo, el intervalo de ángulos en la circunferencia determinado
por la imagen A({θ1, θ2}), es equivalente al intervalo de ángulos que comprenden
la imagen bajo Pa de la unión de aristas correspondientes.

Nota 4.1.19 Si S denota la base del espacio vectorial en el algoritmo 1 y el par
{θ1, θ2} ∈ S es separado con respecto a la ĺınea cŕıtica Θci, entonces la arista (o
aristas) correspondientes contienen al punto cŕıtico ci.

Demostración del caso 1: Si Pa es un polinomio postcŕıticamente finito tal que
−a ∈ Ba, como Pa es conjugado a zd−1 en Ba, entonces el árbol de a es tipo
estrella con n aristas. Podemos enumerar las aristas de modo que la matriz de
incidencia Ã del árbol H(Pa) queda definida de la siguiente manera: Ai,i+1 = 1
para i = 1, . . . n − 1, an,j = 1, para algún j ∈ {i, . . . , n} y cero en cualquier otro
caso. Ya que el polinomio caracteŕıstico de la matriz de incidencia tiene la forma
(−1)nλk−1(λn−(k−1)− 1), su radio espectral es 1. Por lo tanto, h(Pa) = 0. Por otro
lado, el teorema 4.1.10 nos garantiza que el radio espectral de la matriz A obtenida
por el algoritmo 1.
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Ya que la órbita de −a está en Ba, el retrato cŕıtico restringido Θa consta de
ángulos externos correspondientes a la componente Ba. Por lo tanto, no existen
pares {θi, θj} separados con respecto al punto cŕıtico −a. Si además, despreciamos
la separación con respecto del cero (como en el algoritmo restringido), entonces no
existen pares que sean separados. En consecuencia, todos los pares {θi, θj} ∈ S,
tienen una sola imagen. Aśı, todas las filas de la matriz A′ obtenida en el algoritmo
(2) suman 1, por lo tanto, el radio espectral es 1, [HJ].

Demostración del caso 2: Si −a /∈ Ba, tenemos la siguiente afirmación.

Afirmación 4.1.20 Como cero es un punto cŕıtico fijo de Pa, si [v1, 0] y [0, v2]
son dos aristas de H(a) y γ = [v1, 0]

⋃
[0, v2], entonces Pa(γ) = [Pa(v1), Pa(v2)].

Demostración. Si −a es un punto periódico, entonces no existen aristas de la
forma [v1, 0] y [0, v2] que tengan la misma imagen. Luego, como 0 es un punto
fijo, Pa(γ) = [Pa(v1), Pa(v2)]. Por otro lado, si −a es preperiódico con −a /∈ Ba,
entonces −a eventualmente va en un punto de bifurcación de ∂Ba, por lo tanto,
para este caso tampoco existen aristas de la forma [v1, 0] y [0, v2] que tengan la
misma imagen. ◭

Por lo tanto, en el conjunto S, para obtener la imagen de una pareja separada
{θ1, θ2} podemos descartar la caracteŕıstica de ser separado con respecto a ĺınea
cŕıtica de Θ0. Aśı, para Pa de la familia de polinomios 3.1, si el par {θ1, θ2} es
separado con respecto a Θ, su conjunto de separación consta únicamente de un
elemento (el que está asociado a Θ−a ).

Dado que para cada Pa el conjunto postcŕıtico depende únicamente del punto
cŕıtico −a, éstos se pueden comprender si los separamos de la siguiente manera:

i) Si −a es el centro de una componente captura, entonces la órbita de Θ−a

eventualmente contiene al ángulo cero, el cual es un ángulo fijo. En este caso po-
demos considerar el conjunto postcŕıtico de Θ únicamente como

⋃
n≥1

τn(Θ−a). Por

lo tanto, para este caso A = A′.

ii) Si −a eventualmente va en p ∈ ∂Ba, con p fijo, entonces la órbita de Θ−a

contiene al ángulo cero, de forma análoga que el inciso 1), A = A′.
iii) En cualquier otro caso, las órbitas de Θ−a y Θ0 son disjuntas. Por lo tanto,

el conjunto postcŕıtico es de la forma Post(Θ) = {0, θ1, . . . θk}, donde θi = P i
a(θ),

con θ ∈ Θ−a.
Si escribimos el conjunto S de modo que los primeros k elementos son los de

la forma {0, θi}, entonces S puede escribirse como

S = {{0, θ1}, . . . {0, θk}} ∪ {{θi, θj} ; i ≤ j} .
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Aśı, la matriz de la transformación A se puede escribir como

A =

(
B X
N C

)
,

donde B es la submatriz correspondiente a la relación de las imágenes de los pares
de la forma {0, θi} con ellos mismos y C es la submatriz correspondiente a la
relación de las imágenes de los pares de la forma {θi, θj} con ellos mismos. La
submatriz inferior N representa las relación entre las imágenes de los pares {θi, θj}
con {0, θi}. Esta matriz es idénticamente cero debido a que la imagen de un par
de la forma {θi, θj} nunca tiene una componente de la forma {0, θl}, ya que no se
considera la separación con respecto a la ĺınea cŕıtica Θ0 y la órbita de Θ−a no
contiene al cero.

Como la matriz C es exactamente la matriz A′, para concluir la demostración
del caso 2), basta con probar la siguiente afirmación.

Afirmación 4.1.21 El radio espectral de la matriz B es 1.

Demostración. Note que un par de la forma {0, θi} queda fijo bajo la transforma-
ción A, únicamente cuando el ángulo θi queda fijo. Ya que el único ángulo fijo de
τ es cero y θi 6= 0, se tiene que todos los elementos de la diagonal de B son ceros.
Por otro lado, si {0, θi} es no separado su imagen es {0, θi+1}; y si es separado su
imagen es de la forma {0, θ1}+ {θ1, θi}. En el primer caso, esto genera un 1 sobre
la diagonal de B y en el segundo caso genera un 1 sobre la primera columna. Por
lo tanto, B tiene la forma

B =




0 1 0 . . . , 0 0
0 0 1 . . . , 0 0
...

... · · · 1
...

...
1 0 0 . . . 0 0
... 0 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0




,

la cual tiene radio espectral igual a 1. Esto completa la demostración del teorema.
◭

Enseguida se muestran los resultados que se obtienen usando el retrato cŕıtico
restringido para calcular la entroṕıa fundamental de los ejemplos 4.1.11 y 4.1.12
mostrados en la sección 4.1.1.
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Ejemplo 4.1.22 Considere el polinomio Pa del ejemplo 4.1.11. Como se men-
cionó en dicho ejemplo, el punto cŕıtico −a eventualmente va en el punto fijo
superatractor cero, su conjunto de Julia se muestra en la figura 4.2.

El retrato cŕıtico restringido asociado a Pa es Θ =
{{

11
27
, 20
27

}}
, y post(Θ) ={

0, 2
9
, 2
3

}
, los cuales se muestran en la figura 4.6.

Figura 4.6: Retrato cŕıtico restringido para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.543876i.

La base S del espacio V es S = {{0, 2
9
}, {0, 2

3
}, {2

9
, 2
3
}} y la transformación A′

sobre V en los elementos de la base, de acuerdo a la sección 4.1.2 es:
{0, 2

9
} 7→ {0, 2

3
} {0, 2

3
} 7→ {0, 2

3
}+ {0, 2

3
},

{2
9
, 2
3
} 7→ {2

9
, 2
3
}+ {0, 2

3
}.

La matriz asociada es

A′ =




0 1 0
2 0 0
1 0 1


 ,

la cual tiene radio espectral 1.4142. Por el teorema 4.1.18, se concluye que la
entroṕıa fundamental de Pa es log(1.4142), la cual coincide con la entroṕıa funda-
mental del ejemplo 4.1.11.
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Ejemplo 4.1.23 Para este ejemplo consideramos a = 1.07183814 + 0.1928507i.
Como se muestra en el ejemplo 4.1.12, este polinomio tiene punto cŕıtico −a pe-
riódico de periódo cuatro, su conjunto de Julia se muestra en la figura 4.4.

El retrato cŕıtico restringido asociado a Pa es Θ = {{ 7
20
, 41
60
}}, y post(Θ) =

{ 1
20
, 3
20
, 9
20
, 7
20
} los cuales se muestran en la figura 4.7.

Figura 4.7: Retrato cŕıtico restringido para d = 3 y a = 1.07183814 + 0.1928507i.

Aśı, la base S del espacio V está dada por
S =

{
{ 1
20
, 3
20
}, { 1

20
, 9
20
}, { 1

20
, 7
20
}, { 3

20
, 9
20
}, { 3

20
, 7
20
}, { 9

20
, 7
20
}
}
.

La transformación A′ sobre V se define en los elementos de la base como sigue:
{ 1
20
, 3
20
} 7→ { 3

20
, 9
20
},

{ 1
20
, 9
20
} 7→ { 1

20
, 3
20
}+ { 1

20
, 7
20
},

{ 1
20
, 7
20
} 7→ { 1

20
, 3
20
},

{ 3
20
, 9
20
} 7→ { 1

20
, 9
20
}+ { 1

20
, 7
20
},

{ 3
20
, 7
20
} 7→ { 1

20
, 9
20
},

{ 9
20
, 7
20
} 7→ { 1

20
, 7
20
}.
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La matriz asociada es

A =




0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0



,

con radio espectral 1.3953. Por el teorema 4.1.18, se concluye que la entroṕıa de Pa

restringido a su árbol de Hubbard es log(1.3953), la cual coincide con la entroṕıa
del ejemplo 4.1.11.

Observe que en los ejemplos 4.1.11 y 4.1.22 no existe ventaja de emplear el
retrato cŕıtico restringido, ya que la dimensión de las matrices asociadas a los
algoritmos 1 y 2 es la misma. Sin embargo el hecho de no considerar la ĺınea de
separación dada por la envolvente convexa de Θ0 simplifica la definición de la
transformación A′.

Por otro lado, en el ejemplo 4.1.23 se muestra claramente la ventaja de usar el
retrato cŕıtico restringido, ya que además de no considerar la ĺınea de separación
dada por la envolvente convexa de Θ0, la dimensión de la matriz A′ se reduce
significativamente con respecto a la matriz A del ejemplo 4.1.12.

4.2. Gráficas y cuñas

En esta sección se definen los conceptos de gráfica y cuña, como tambien se
muestran algunas de sus propiedades que permiten relacionar el Algoritmo de
Thurston con algunos elementos de las gráficas, los cuales permiten estudiar la
continuidad de la entroṕıa fundamental. Las definiciones y resultados aqúı presen-
tados están basados en el trabajo de Tiozzo y las pruebas pueden ser consultadas
en [Tz2].

4.2.1. Gráficas

Una gráfica Γ consiste de un conjunto V no vaćıo, llamado el conjunto de
vértices de la gráfica, un conjunto de aristas E y un mapeo φ del conjunto de
aristas E a un conjunto ordenado o desordenado de pares de elementos de V .
Supongamos que los conjuntos V y E de una gráfica son finitos. Por definición se
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tiene que para cada arista de la gráfica Γ, podemos asociar una pareja ordenada
o no ordenada de vértices pertenecientes a la gráfica. Si una arista e ∈ E está
asociada con un par ordenado (u, v) o un par no ordenado {u, v}, donde u, v ∈ V
, entonces se dice que la arista e conecta o une los vértices u y v. Cualquier par de
vértices que estén conectados por una arista en una gráfica son llamados vértices
adyacentes.

En una gráfica Γ(V,E), una arista que esté asociada a un par ordenado de
V × V es llamado arista dirigida de Γ, mientras una arista que esté asociada a un
par no ordenado de vértices es llamada arista no dirigida. Para cada arista dirigida
e denotamos por s(e) su punto de salida y por t(v) su punto final. Al conjunto
de aristas que salen de e lo denotaremos por Out(e). Una gráfica en la que cada
arista es dirigida, es llamada gráfica dirigida y una gráfica en la que cada arista es
no dirigida es llamada gráfica no dirigida. Si algunas aristas son dirigidas y otras
son no dirigidas en una gráfica, se trata de una gráfica mixta.

En una gráfica dirigida, al número de aristas que tienen a v como su vértice
inicial se le llama grado de salida del vértice v. Al número de ejes que tiene a v
como su vértice terminal es llamado grado de entrada de v. A la suma del grado de
entrada y de salida del vértice v se le llama grado total de v y es igual al número
de aristas que inciden en v.

Una trayectoria basada en un vértice v es una sucesión (e1, e2 . . . , en) de aristas
tal que s(e1) = v y t(ei) = s(ei+1) para 1 ≤ i ≤ n− 1. La cantidad n de aristas se
denomina longitud de la trayectoria.

De manera similar una trayectoria cerrada (e1, e2 . . . , en) basada en v es una
trayectoria tal que s(e1) = t(en) = v. Note que de acuerdo a la definición puede
ocurrir que una trayectoria se intersecte a śı misma, esto es, que s(ei) = s(ej)
con i 6= j; además, dos trayectorias cerradas con diferentes vértices de salida se
consideran diferentes.

Por otro lado, se define una trayectoria simple (e1, e2 . . . , sn), como aquella que
no se intersecta a śı misma, esto es, s(ei) 6= s(ej) para i 6= j. Dos trayectorias
cerradas simples se consideran la misma si son ćıclicamente permutadas, es decir,
(e1, . . . , en) y (ek+1, . . . , en, e1, . . . , ek). Un multiciclo es la unión de ciclos simples
con vértices disjuntos por pares. La longitud de un multiciclo está dada por la
suma de las longitudes de los ciclos simples que lo componen.

Definición 4.2.1 Una gráfica contable Γ tiene ciclos acotados si tiene grado de
salida acotado y para cada n, Γ tiene una cantidad finita de ciclos simples de
longitud n.
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Si Γ tiene ciclos acotados, entonces para cada n el número de caminos cerrados
de longitud n es finito. Se denota por C(Γ, n) al número de caminos cerrados de
longitud n. Además, si Γ tiene una cantidad contable de vértices también el número
de multiciclos de tamaño n, K(Γ, n), es finito.

Definición 4.2.2 Si Γ es una gráfica con ciclos acotados, se define la tasa de
crecimiento de Γ, denotado por r = r(Γ), como el crecimiento exponencial del
número de trayectorias cerradas de longitud n,

r = ĺım sup
n→∞

n
√
C(Γ, n).

Por otro lado, se define la tasa de crecimiento de multiciclos de Γ, σ = σ(Γ),
como el crecimiento exponencial del número de multiciclos de longitud n,

σ = ĺım sup
n→∞

n
√
K(Γ, n).

Dada una gráfica finita Γ con matriz de adyacencias A, el determinante espec-
tral de Γ está dado por el polinomio caracteŕıstico P (t) = det(I − tA). Se tiene
que P (t) se relaciona con el número de multiciclos de la siguiente manera

P (t) =
∑

γ multiciclos

(−1)C(γ)tl(γ). (4.2)

donde C(γ) es el número de componentes conexas de γ y l(γ) denota la longitud
del multiciclo γ, veáse [CDH].

Teorema 4.2.3 Sea Γ una gráfica con una cantidad contable de vértices y ciclos
acotados, r y σ como en la definición 4.2.2, supongamos que σ ≤ 1. Entonces,
P (t) como en la ecuación (4.2) define una función holomorfa en el disco unitario.
Además, P (z) no tiene ceros en el interior del disco |z| ≤ r−1; pero si r ≥ 1,
entonces P (r−1) = 0.

Lema 4.2.4 Si Γ es una gráfica finita, entonces su tasa de crecimiento es igual
al radio espectral de su matriz de adyacencia.

Dadas dos gráficas Γ1 y Γ2 con ciclos acotados, un mapeo de gráficas de Γ1 a
Γ2 es una función π : V (Γ1) → V (Γ2) en el conjunto de vértices y una función
π : E(Γ1) → E(Γ2) en el conjunto de aristas, la cual es compatible en el sentido
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que si la arista e conecta los vértices v1 y v2 en Γ1, entonces π(e) conecta los
vértices π(e1) y π(e2) en Γ2. Un mapeo de gráficas se denota por π : Γ1 → Γ2.

Un cubriente débil de gráficas es un mapeo de gráficas π : Γ1 → Γ2 tal que,
π : V (Γ1)→ V (Γ2) es sobreyectiva.
La función inducida por π del conjunto Out(e) al conjunto Out(π(e)) es una bi-
yección para cada e ∈ V (Γ1).

De la definición de cubriente débil se obtiene la siguiente afirmación.

Proposición 4.2.5 Sea π : Γ1 → Γ2 un cubriente débil de gráficas. Entonces
dado e ∈ V (Γ1), para todo camino γ2 en Γ2 basado en π(e) existe un único camino
γ1 en Γ1 basado en e tal que π(γ1) = γ2.

Por otro lado, cada mapeo de gráficas π : Γ1 → Γ2 en cada vértice v ∈ V (Γ1)
induce una función en el conjunto de los caminos de longitud n,

Πn,e : {Caminos cerrados en Γ1 de longitud n basados en e}

→ {Caminos cerrados en Γ2 de longitud n basados en π(e)}.

Además, si π es un cubriente débil, entonces Πn,e es inyectiva.
Partiendo de una gráfica localmente finita es posible construir un cubriente

de gráficas v́ıa una relación de equivalencia compatible en el conjunto de vértices
V , en el sentido de que si v1 ∼ v2, entonces para cualquier vértice w, el número
de aristas de v1 a cualquier miembro de la clase [w] de w, es igual al número de
aristas de v2 a cualquier miembro de la clase de w . Denotamos por V al conjunto
de clases de equivalencia. A partir de la relación de equivalencia se define una
gráfica cociente Γ con conjunto de vértices V . El número de aristas de [v] a [w]
está definido por

#([v]→ [w]) :=
∑

u∈[w]

#(v → u).

Note que debido a la compatibilidad en las aristas, la suma no depende del repre-
sentante v que se elija en la clase [w]. De hecho se puede verificar que la función
cociente π : Γ→ Γ es un cubriente débil de gráficas.

El siguiente resultado relaciona el crecimiento de una gráfica con el crecimiento
de su cubriente débil.

Proposición 4.2.6 Sean π : Γ1 → Γ2 un cubriente débil de gráficas con ciclos
acotados y T 6= ∅ un conjunto de vértices de Γ1. Supongamos que todo camino
cerrado en Γ1 pasa através de T . Entonces para cada n se tiene que

C(Γ1, n) ≤ n ·#T · C(Γ2, n).
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De lo cual se obtiene que
r(Γ1) ≤ r(Γ2).

Suponga que G es un conjunto de caminos cerrados en Γ2 tal que cada γ ∈ G
cruza al menos un vértice v de modo que Tv = π−1

⋂
T es no vaćıo y cualquier

levantamiento de γ desde un elemento de Tv termina en Tv. Entonces, existe L ≥ 0
tal que para cada n

#{γ ∈ G : longitud(γ) = n} ≤ n

L∑

k=0

C(Γ1, n+ k).

De la proposición 4.2.6 se puede concluir que si Γ1 y Γ2 son ambas finitas y
π : Γ1 → Γ2 es un cubriente débil de gráficas, entonces la tasa de crecimiento de
Γ1 es igual a la tasa de crecimiento de Γ2.

4.2.2. Cuñas

En esta sección se describe el concepto de cuña, el cual permite guardar la
información de la dinámica de arcos en el conjunto postcŕıtico de un polinomio.
De hecho se construye una gráfica cuyos vértices representan todos los posibles
arcos entre las iteradas de los dos puntos cŕıticos y sus aristas representan las
transiciones entre los arcos v́ıa el polinomio.

Consideremos una cuña como el conjunto de pares de números naturales dis-
tintos Σ = {(i, j) ∈ N2 1 ≤ i ≤ j}, el cual se puede mostrar en un arreglo como el
siguiente

. . .

(4, 5) . . .

(3, 4) (3, 5) . . .

(2, 3) (2, 4) (2, 5) . . .

(1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) . . .

Para cada elemento v = (i, j) de Σ, la entrada i se llama la altura de v y la
entrada j se denomina el ancho de v. Cada elemento v de Σ se etiqueta con una
S o una N , la etiqueta caracteriza a v como separado o no separado (análogo al
algoritmo de Thurston en la sección 4.1.2). A Σ junto con esta asignación se le
llama cuña etiquetada y la denotamos por W .
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Definición 4.2.7 Dada una cuña etiquetada W , se define la gráfica ΓW asociada
W , de la siguiente manera. Tomamos como conjunto de vértices de ΓW al conjunto
W y las aristas se definen de la siguiente forma:

1. Si v = (i, j) ∈ W es no separada, entonces únicamente hay una arista con
salida en v y vértice de llegada w = (i + 1, j + 1). Además, se dice que la
arista (i, j) → (i + 1, j + 1) es una arista hacia arriba, la cual se etiqueta
con la letra U .

2. Si v = (i, j) ∈ W es separada, entonces ΓW tiene dos aristas con salida en
v:
(i, j) → (1, j + 1), la cual se denomina arista hacia adelante y se etiqueta
con la letra F .
(i, j) → (1, i + 1), la cual se denomina arista hacia atrás y se etiqueta con
la letra B.

La etiqueta que se asigna a cada arista está asociada al tipo de ésta. (U,B, F son
de los términos en inglés Upward, Backward, Forward). Por otro lado, el tipo de
arista se ha asignado de acuerdo al comportamiento de éstas.

Proposición 4.2.8 Sea ΓW la gráfica asociada a la cuña etiquetada W , entonces

Cada vértice dentro de cualquier camino cerrado de longitud n tiene altura
a lo más n.

El soporte de cada camino cerrado de longitud n intersecta al conjunto
{(i, k) : 2 ≤ k ≤ n + 1}.

Cada vértice dentro de cualquier camino cerrado de longitud n tiene ancho
a lo más 2n.

Para cada k ≥ 1, existe a lo más un vértice separado contenido en la k−ésima
diagonal Dk = {(i, j) ∈ W : j − i = k}, el cual está contenido en el soporte
de al menos un camino cerrado.

El número de multiciclos de longitud n es a lo más (2nk)
√
2kn.

Teorema 4.2.9 Sea W una cuña etiquetada. Entonces, su gráfica asociada Γ
tiene ciclos acotados y su determinante espectral P (t) define una función holomorfa
en el disco unitario. Además, la tasa de crecimiento r de la gráfica Γ es igual al
inverso de la ráız positiva más pequeña de P (z), en el siguiente sentido, P (z) 6= 0
para todo |z| < r−1 y si r > 1, entonces P (r−1) = 0.
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Lema 4.2.10 Si una sucesión de cuñas etiquetadas (Wn)n∈N converge a W , en-
tonces en la tasa de crecimiento de Wn converge a la tasa de W .

Dado enteros p ≥ 1 y q ≥ 0 se define la relación de equivalencia ≡p,q en N+,
tal que i ≡p,q j si

min{i, j} ≤ q e i = j, o

min{i, j} ≥ q + 1 e i ≡ j mod p.

Note que si q = 0, la relación de equivalencia ≡p,q es simplemente la congruencia
módulo p. Un conjunto de representantes para las clases de equivalencia es el
conjunto {1, 2, . . . p + q}. Esta relación de equivalencia induce una relación de
equivalencia en N+ × N+ dada por (i, j) ≡p,q (k, l) si y sólo si i ≡p,q k y k ≡p,q

l. Además, ésta induce una relación de equivalencia en el conjunto de pares no
ordenados {i, j}, de modo que el par no ordenado {i, j} es equivalente a {k, l} si
y sólo si (i, j) ≡p,q (k, l) o (i, j) ≡p,q (l, k).

Definición 4.2.11 Una cuña etiquetada es periódica de periódo p y preperiodo q,
si se cumplen las siguientes condiciones:

Cualesquiera dos pares (i, j) y (k, l) tal que {i, j} ≡p,q {k, l}, tienen la misma
etiqueta.

Si i ≡p,q j, entonces el par (i, j) es no separado.

Cuando q = 0, se dice que la cuña es puramente periódica.
Los pares diagonales son aquellos de la forma (i, j) tal que i ≡p,q j. Note que

de acuerdo a la definición 4.2.11, todo par diagonal es no separado.
A partir de una cuña de periódo p y prepeŕıodo q, con gráfica asociada Γ,

posiblemente infinita, se construye una gráfica finita denotada por ΓF , que guarda
la información esencial de Γ, espećıficamente su tasa de crecimiento.

Se define el conjunto de vértices de ΓF como el conjunto de las ≡p,q −clases de
equivalencia de pares no ordenados, no diagonales. Un conjunto de representantes
de V (ΓF ) es el conjunto

Σp,q = {{i, j} : 1 ≤ i ≤ j ≤ p+ q} .

Las aristas de ΓF son inducidas por las aristas de Γ, siguiendo las reglas de la
definición 4.2.7.

La relación principal entre Γ y ΓF está dada en la siguiente proposición.
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Proposición 4.2.12 Sea W una cuña periódica etiquetada, con gráfica asociada
Γ. Entonces, la tasa de crecimiento de Γ es igual al la tasa de crecimiento de su
gráfica finita asociada ΓF .

Proposición 4.2.13 Sean W1 y W2 dos cuñas etiquetadas puramente periódicas
de periódo p. Supongamos que todos los pares (i, j) con i, j 6≡ 0 mód p la etiqueta
de (i, j) en W1 es igual a la etiqueta del mismo par en W2. Entonces, las gráficas
finitas ΓF

1 y ΓF
2 son isomorfas. Como consecuencia, las tasas de decrecimiento de

W1 y W2 son iguales.

4.3. Continuidad de la entroṕıa como función del

argumento externo

En esta sección vamos a estudiar la relación entre las propiedades que tienen las
gráficas asociadas a una cuña etiquetada y las propiedades de los retratos cŕıticos
que se emplean en el algoritmo de Thurston, descrito en la sección 4.1.1. Dado
que este algoritmo se aplica a polinomios con conjunto postcŕıtico finito, los cuales
tienen asociado un retrato cŕıtico racional, comenzaremos trabajando con éstos y
a partir de ellos estudiaremos otros parámetros. Como lo hemos hecho a lo largo
de este trabajo, nos enfocaremos en la familia de polinomios (3.1).

Sea Pa un polinomio postcŕıticamente finito y Θa el retrato cŕıtico restringido,
asociado a Pa. Si θ denota el ángulo τ(Θ−a), entonces los elementos del conjunto
postcŕıtico se pueden representar por {0, x1, x2, . . . xk}, donde xl = τ l(θ) mód 1
en la circunferencia unitaria. De este modo, dada una cuña Σ, un par (i, j) ∈ Σ es
etiquetado como no separado si xi y xj no son separados por Θa y es etiquetado
como separado si xi y xj son separados por Θa. Procediendo de esta forma, Pa

genera una cuña etiquetada, la cual a su vez genera una gráfica, las cuales se
denotan por Wa y Γa, respectivamente.

Por otro lado, si C es la región de conexidad de la familia de polinomios (3.1),
de la proposición 3.1.3 se tiene que, si θ es racional, entonces el rayo externo R(θ)
aterriza en un parámetro a(θ) ∈ ∂C. Además, el polinomio Pa(θ) tiene conjunto
postcŕıtico finito y en el espacio dinámico, el rayo externo R(θ) aterriza en el
valor cŕıtico Pa(θ)(−a) o en la componente de Fatou que lo contiene, (proposición
3.1.4). Sin embargo posiblemente R(θ) no sea el único rayo externo que cumple esta
propiedad. Dado Pa, para construir el conjunto Θ−a del retrato cŕıtico restringido se
tiene la libertad de elegir cualquiera de los rayos externos que aterrizan en Pa(−a)
o en la componente de Fatou que lo contiene. Podemos elegir el rayo R(θ) de la
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proposición 3.1.4 como partida para construir Θ−a, lo cual nos permite representar
el conjunto postcŕıtico de Θa por {0, x1, x2, . . . xk}, donde xj = τ j−1i(θ) mód 1.
Además, con esta elección de acuerdo a la definición 4.1.13 y a la proposición 3.1.4,
se tiene que Θ−a =

{
θ
d
+ l

d
, θ

d
+ l+1

d

}
, donde l = ⌊d−1

2
⌋.

Recapitulando la primera parte de esta sección, se tiene que si θ es un ángulo
racional, el rayo externoR(θ) aterriza en un parámetro a(θ) cuyo polinomio corres-
pondiente, Pa(θ), tiene conjunto postcŕıtico finito, por lo que, Pa(θ), tiene asociado
un retrato cŕıtico restringido Θa y en consecuencia, también tiene asociada una
gráfica Γθ.

El objetivo de esta sección es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1 La función θ → log rθ es continua, y coincide con la entroṕıa
fundamental h(θ) para todo θ racional.

Para probar el teorema primero se estudia la relación que existe entre un ángulo
θ y su cuña etiquetada correspondiente Wθ.

Lema 4.3.2 Si θ es periódico de peŕıodo p y preperiodo q bajo la multiplicación
por d, entonces la cuña etiquetada Wθ es periódica del mismo peŕıodo y preperiodo.

Demostración. De la definición de la relación de equivalencia ≡p,q, se tiene que
i ≡p,q j si sólo si τ i−1θ ≡ τ j−1θ mód 1, lo cual prueba la primera condición de
la definición 4.2.11. Por otro lado, note que si (i, j) es un par diagonal, entonces
xi ≡ xj , por lo que, (i, j) es no separado verificando la segunda condición de la
definición de cuña periódica. ◭

A continuación se prueba que el logaritmo de la tasa de crecimiento de Γθ, coin-
cide con la entroṕıa para los ángulos racionales, lo cual corresponde a la primera
parte el teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.3 Sean θ un ángulo racional, Γθ la gráfica asociada la cuña etique-
tada Wθ y rθ la tasa de crecimiento de Γθ. Entonces, se tiene la siguiente igualdad

h(θ) = log rθ.

Demostración. Sea ΓF
θ la gráfica finita asociada a Γθ. Observe que la matriz

A′ generada por el algoritmo de Thurston restringido es exactamente la matriz de
adyacencias de la gráfica finita ΓF

θ . Por otro lado, el lema 4.2.4 garantiza que la tasa
de crecimiento de ΓF

θ coincide con el radio espectral de su matriz de adyacencias,
esto es, el radio espectral de A, el cual es igual a la entroṕıa fundamental. Además,
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la proposición 4.2.12 implica que la tasa de crecimiento de Γθ es igual a la tasa
de crecimiento de ΓF

θ , digamos rθ. En consecuencia, h(θ) = λ, donde λ es el radio
espectral de A. Por lo tanto,

h(θ) = λ = rθ.

◭

La parte que resta probar en esta sección es que la función entroṕıa θ → h(θ)
definida para ángulos θ racionales, tiene una extensión continua en R/Z

Proposición 4.3.4 Para cada ángulo θ ∈ R/Z los ĺımites unilaterales

r+θ := ĺım
θ′→θ+

r′θ, r−θ := ĺım
θ′→θ−

r′θ,

existen. Además, r+θ = r−θ = rθ.

Demostración. Dado que la función xj = τ j−1(θ) es continua, para todo j, enton-
ces ĺım

θ′→θ
xj(θ

′) existe para todo θ. Esto significa que los vértices de Wθ′ convergen

cuando θ′ → θ. Para analizar las aristas de las gráficas ĺım
θ′→θ+

Wθ′ y ĺım
θ′→θ−

Wθ′ , ana-

lizamos la posición de los argumentos xi(θ) = τ i−1(θ), con respecto a la partición
determinada por Θa. Para el análisis se tienen dos casos:
1) Si θ no es estrictamente periódico, entonces xi /∈ Θ−a =

{
θ
d
+ l

d
, θ

d
+ l+1

d

}
, para

todo xi(θ) ∈ post(Θa). Por lo tanto, para todo θ′ en una vecindad de θ el argumen-
to xi(θ) pertenece al mismo sector de su respectivo retrato cŕıtico. Por lo tanto,
W+

θ = ĺım
θ′→θ+

Wθ′ = ĺım
θ′→θ−

Wθ′ = W+
θ . Del lema 4.2.10 se tiene que r+θ = r−θ .

2) Si θ es estrictamente periódico de peŕıodo p, entonces xj(θ) ∈ Θ−a ={
θ
d
+ l

d
, θ

d
+ l+1

d

}
, si y sólo si j ≡ 0 mód p. Por lo tanto, para j 6≡ p mód p,

xj(θ
′) se comporta como en el inciso 1) para θ suficientemente cercana a θ. Por

lo tanto, W−
θ y W+

θ únicamente difieren en las etiquetas de los pares (i, j), don-
de i ≡ 0 mód p ó j ≡ 0 mód p. Aśı, W−

θ = ĺım
θ′→θ−

Wθ′ y W+
θ = ĺım

θ′→θ+
Wθ′ son

diferentes.
Por otro lado, para j ≡ 0 mód p, xj(θ) = φk(θ) para algún k ∈ {1, 2}. Esto

es, xnp = φk(θ) para toda n ≥ 1.
Además, la función xnp = τnp−1(θ) mód 1 tiene derivada diferente a la función

φk(θ). Por lo que, existe ǫ ≥ 0 tal que para todo θ′ ∈ (θ, θ + ǫ), xnp(θ
′) > φk(θ

′)
pertenece al mismo sector de la partición determinada por Θa para todo n ≥ 1.
Esto demuestra que W+

θ es periódica de peŕıodo p. De manera análoga se prueba
que W−

θ es periódica de peŕıodo p y por el lema 4.3.2 Wθ tiene el mismo peŕıodo.
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Por la proposición 4.2.13 las gráficas Γ−
θ , Γ

+
θ y Γθ asociadas a W−

θ , W
+
θ y Wθ

respectivamente, tienen la misma tasa de crecimiento. Por lo tanto,

rθ = r+θ = r−θ .

◭

Del teorema 4.3.3 y de la proposición 4.3.4 se tiene el resultado de la sección.

Teorema 4.3.1. La función θ→ rθ es continua para todo θ en R/Z y coincide
con la entroṕıa fundamental de Pa(θ) para valores de θ racionales.
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Figura 4.8: Gráfica de la entroṕıa como función del argumento externo para d = 3.



Conclusiones

Este trabajo muestra que la entroṕıa topológica fundamental es una buena
herramienta para entender la complejidad de familias de polinomios. El trabajo se
enfocó en el estudio de la entroṕıa fundamental para la familia (3.1), la cual está
formada por polinomios de grado d con dos puntos cŕıticos.

Al definir un orden parcial en la familia de polinomios de grado d, similar al
usado por Tao Li en la familia cuadrática y cúbica, nos fue posible generalizar
el teorema de monotonicidad de la entroṕıa para dicha familia de grado d. Para
la demostración empleamos los rayos externos y la conjugación de los polinomios
de grado d en su conjunto de Julia, con la función multiplicación por d en la
circunferencia unitaria, como en [L]. Este resultado es el teorema 3.4.19, el cual
muestra que la entroṕıa fundamental crece cuando nos movemos del centro de
la componente principal hacia las puntas del lugar de conexidad, através de los
centros de componentes hiperbólicas.

En el caṕıtulo cuatro se mostró el algoritmo propuesto por Thurston para cal-
cular la entroṕıa fundamental y los conceptos que se emplean en la demostración
de la validez del mismo, como son marcas cŕıticas y retratos cŕıticos en el disco
unitario. Además, se demostró que para la familia de polinomios (3.1), donde un
punto critico es fijo, el algoritmo se puede simplificar de modo que este último
punto cŕıtico puede ser ignorado. La prueba de este resultado se hizo analizando
la dinámica de los polinomios en sus retratos cŕıticos. Esta simplificación fue útil
ya que permitió analizar la dinámica de los polinomios de grado d como polino-
mios unicŕıticos. Empleando las herramientas de gráficas y cuñas como en [Tz2] se
demostró que la entroṕıa fundamental es una función continua en la frontera del
lugar de conexidad C. Este resultado es relevante ya que la entroṕıa fundamental
tiene muchas variaciones en ∂C, como se muestra en la gráfica 4.8, sin embargo el
teorema 4.3.1 garantiza su continuidad.



Apéndice A

Matrices no negativas

En esta sección se muestran algunos resultados importantes sobre matrices no
negativas, que se emplean para construir herramientas que nos permitirán calcular
la entroṕıa topológica para algunas funciones.

Lema A.0.1 Sea A = (aik) una matriz de tamaño p × p de números reales no
negativos. Entonces existen λ ≥ 0 y un vector x = (xk) distinto de cero con
xk ≥ 0 (k = 1, ..., p) tales que Ax = λx y | µ |≤ λ, para cualquier otro valor propio
µ de A.

Intuitivamente, se puede ver la veracidad de este lema. Considere el caso de una
matriz positiva A de 2× 2. La correspondiente transformación matricial mapea el
primer cuadrante del plano adecuadamente en śı mismo, pues todas las compo-
nentes son positivas. Si repetidamente se permite a A actuar sobre las imágenes
que se tienen, necesariamente convergen hacia algún rayo en el primer cuadrante.
Un vector director para este rayo será un vector positivo x, que debe mapearse en
algún múltiplo positivo de śı mismo (por decir, λ1), pues A deja el rayo fijo. En
otras palabras, Ax = λ1x, con x y λ1 ambos positivos.

Demostración. Para algunos vectores distintos de cero x, Ax ≥ λx para algún
escalar λ. Cuando esto sucede, entonces A(kx) ≥ λ(kx) para toda k > 0; por tanto,
solo es necesario considerar vectores unitarios x. A mapea al conjunto de todos
los vectores unitarios en Rn (la esfera unitaria) en un “elipsoide generalizado”. De
este modo, conforme x vaŕıa sobre los vectores no negativos en esta esfera unitaria,
habrá un valor máximo de λ tal que Ax ≥ λx. Denote este número mediante λ1 y
el correspondiente vector unitario mediante x1.
Ahora se demostrará que Ax1 = λ1x1. Si no es este el caso, entonces Ax1 > λ1x1



81

y al aplicar A nuevamente, se obtiene

A(Ax1) > A(λ1x1) = λ1(Ax1),

donde la desigualdad se conserva, pues A es positiva. Entonces y = 1
‖Ax1‖Ax1 es

un vector unitario que satisface Ay > λ1y, de modo que habrá algún λ2 > λ1 tal
que Ay ≥ λ2y. Esto contradice el hecho de que λ1 era el valor máximo con esta
propiedad. En consecuencia, se sigue que Ax1 = λ1x1; esto es: λ1 es un eigenvalor
de A.
Ahora bien, A es positiva y x1 es positivo, de modo que λ1x1 = Ax1 > 0. Esto
significa que λ1 > 0 y x1 > 0, lo que completa la demostración. ◭

Nos referiremos a λ, como el valor propio máximo de A. Una matriz A no
negativa es reducible si existe una matriz de permutación P de tal manera que

P tAP =

[
B C
D 0

]
,

donde B y D son matrices cuadradas irreducibles de menor tamaño que A.

Lema A.0.2 Para cualquier matriz no negativa A, existe una matriz de permu-
tación P tal que

P tAP =




A11 0 ... 0
A21 A21 ... 0

... ...
Ar1 Ar2 ... Arr


 ,

donde cada block de la diagonal Akk, k = 1, . . . , r es irreducible.

Lema A.0.3 Si A es una matriz no negativa con valor propio máximo λ. Si A
es irreducible, entonces existe un entero positivo h tal que los valores propios de A
con valor absoluto λ son

λ, λω, ..., λωh−1,

donde ω = e
2π
h .

Equipamos el espacio de matrices de tamaño n× n con la norma dada por

‖A‖ =
∑

ik

|aik|.

El valor propio máximo está relacionado con esta norma de la siguiente manera.
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Lema A.0.4 Sea A una matriz no negativa con valor propio máximo λ, entonces

λ = ĺım
n→∞

‖An‖
1

n .

Demostración. Sea x = (xk) el vector propio no negativo correspondiente al
valor propio λ, de modo que

λxi =
∑

k

aikxk.

Si elegimos i tal que xi = max xk, entonces obtenemos

λ ≤
∑

k

aik ≤ ‖A‖.

Aplicando esta desigualdad a An, en lugar de A, se obtiene que λn ≤ ‖An‖ y por
lo tanto,

λ ≤ ĺımn→∞‖A
n‖

1

n .

Sea T una matriz no singular tal que J = T−1AT es la forma canónica de Jordan.
Si p > λ, entonces Jn

pn
→ 0 cuando n→ ∞, y por lo tanto, también An

pn
→ 0. Aśı,

‖An‖ < pn para todo n grande y en consecuencia,

ĺımn→∞‖A
n‖

1

n ≤ p.

Como esto es para cualquier p > λ se sigue que

ĺımn→∞‖A
n‖

1

n ≤ λ.

Por lo tanto,
λ = ĺım

n→∞
‖An‖

1

n .

◭

En esencia, el mismo argumento muestra que, para cualquier matriz A,

ĺım
n→∞

‖An‖
1

n = µ,

donde µ es el valor absoluto más grande de todos los valores propios de A.
El valor propio máximo también se puede caracterizar en términos de la traza.

Lema A.0.5 Sea A una matriz no negativa con valor propio máximo λ, entonces

λ = ĺımn→∞(tr An)
1

n .
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Demostración. Si A es una matriz de tamaño p× p, entonces tr An ≤ pλn, y
consecuentemente

ĺımn→∞(tr An)
1

n ≤ λ.

Queda por demostrar la otra desigualdad.
Para ello, primero supongamos que A es irreducible. Por el lema A.0.3, los valores
propios con valor absoluto λ son de la forma λ, λω, . . . , λωh−1, donde ω = e

2π
h . Si

denotamos por λh+1, ..., λp a los valores propios restantes de A, entonces

tr An = λn + λnωn + · · ·+ λnω(h−1)n + λnh+1 + · · ·+ λnp .

En particular si consideramos n = kh un múltiplo de h, entonces, ωn = 1 y

(tr An)
1

n = [hλn +

p∑

i=h+1

λni ]
1

n

= [hλn + λn
p∑

i=h+1

(
λi
λ
)n]

1

n

= λ[h +

p∑

i=h+1

(
λi
λ
)n]

1

n

→ λ cuando k →∞.

(A.1)

En el caso general, aplicamos el lema A.0.2. Para alguna k el bloque irreducible
Akk de la diagonal tiene el valor propio máximo λ. Como

tr An ≥ tr(Akk)
n,

de (A.1) se sigue que

ĺımn→∞tr(A
n)

1

n ≤ λ.

◭

Considerando el caso particular en el que cada elemento de la matriz A es 0 o 1.
Una trayectoria de longitud n está definida como una sucesión finita {i1, i2, ..., in+1}
tal que

ai1i2ai2i3 ...ainin+1
6= 0.

Entonces, ‖An‖ es simplemente el número de trayectorias de longitud n, debido a
que

‖An‖ =
∑

ai1i2ai2i3 ...ainin+1
.

Del mismo modo, (An)ik es el número de trayectorias de longitud n con i1 =
i, in+1 = k.



Apéndice B

Rutinas Matlab para calcular la
entroṕıa fundamental

En este apartado se muestra la rutina en matlab empleada para calcular la
entroṕıa fundamental. La primera rutina aproxima el valor de la entroṕıa si le
damos como entrada el valor del argumento externo en el intervalo (0, 1).

function entropia=AlgoritmoThurston3(teta,d)

clearvars -except teta

teta=teta; %%%Valor crı́tico

v1=(teta/3)+1/3; %%PC

v2=v1+1/3;

V0=[v1,v2];

V0=sort(V0);

%

iterador=teta;

Post=[]; %%%Guardar la órbita

separado=[]; %%%Guardar en que sector está

rep=1; %%% rep es la distancia de la iteración

%hacia los puntos calculados de la órbita

i=1;

cero=1/2^(45); %%%CERO

%*************************************
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%%Construcción del conjunto postcritico etiquetado

%%%************************************

while rep>cero && i<=10000 %% En este ciclo se genera el conjunto postcrı́tico

a1=abs(iterador-V0(1)); %% Distancia de la iteración a la lı́nea

a2=abs(iterador-V0(2)); %% de separacion

if V0(1)<iterador && iterador<V0(2)

separado=[separado,1];

elseif (a1<cero)||(a2<cero) %% Esta condición indica cuando

separado=[separado,0]; % la iteración pego en el crı́tico

else

separado=[separado,2];

end

Post=[Post,iterador]; %Guarda la iteración y el sector

iterador=d^i*(teta); %%multiplica por d

iterador=mod(iterador,1);

norma1=abs(Post-iterador);

norma=sort(norma1);

rep=abs(norma(1)); %%Verifica si no se repite con alguno

i=i+1; %de los ya calculados

end

Q=min(norma1); %%Posición con la que se repite

repetido=find(norma1==Q); %% la última iteración

x=1:i-1;

xx=[x;separado]; %Órbita etiquetada

S=nchoosek(x,2); % Base del EV

SS=zeros(length(S),4); %Para guardar la Imagen de la transformación

longitud1=length(x);

longitud2=nchoosek(longitud1,2);

%%******************************************

%%Construcción de la transformación lineal

%%*******************************************
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for k=1:longitud2

l1=S(k,1);

l2=S(k,2);

e1=xx(2,l1);

e2=xx(2,l2);

if (l2==longitud1)&&(repetido==longitud1) %%Eventual fijo

if e1*e2==2

SS(k,1)=1;

SS(k,2)=l1+1;

SS(k,3)=1;

SS(k,4)=longitud1;

else

SS(k,1)=l1+1;

SS(k,2)=longitud1;

end

end

if (l2==longitud1)&&(repetido<longitud1) %% eventual periódico

if e1*e2==2

SS(k,1)=1; %% Si el par es separado

SS(k,2)=l1+1;

SS(k,3)=1;

SS(k,4)=repetido;

else

ordenado=[l1+1,repetido]; %% Ordenamos por que en

ordenado=sort(ordenado); % de las entradas de cada

SS(k,1)=ordenado(1); %% elemento de S la primera es menor

SS(k,2)=ordenado(2);

end

end

if (l2==longitud1)&&(repetido==1) % En este caso no hay separación

SS(k,1)=1; % l2 coincide con el PC

SS(k,2)=l1+1;

end
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if (l2~=longitud1) %% El caso cuando la pareja l1, l2 no coincide

if e1*e2==2 %% con el último elemnto del postcrı́tico.

SS(k,1)=1;

SS(k,2)=l1+1;

SS(k,3)=1;

SS(k,4)=l2+1;

else

SS(k,1)=l1+1;

SS(k,2)=l2+1;

end

end

end

%%%%%************************

%%Construcción del Matriz A

%%%%*************************

A=zeros(longitud2,longitud2);

for n=1:longitud2 %% Construcción de la matriz A

for m=1:longitud2

if (SS(n,1)==S(m,1)&& SS(n,2)==S(m,2))||(SS(n,1)==S(m,2)&& SS(n,2)==S(m,1))

A(n,m)=A(n,m)+1;

end

if (SS(n,3)==S(m,1)&& SS(n,4)==S(m,2))||(SS(n,3)==S(m,2)&& SS(n,4)==S(m,1))

A(n,m)=A(n,m)+1;

end

end

end

entropia=max(abs(eig(A))); \%%Radio espectral de A.

entropia=log(entropia);

end
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La siguiente rutina fue empleada para generar la gráfica 4.8. Esta rutina genera
parámetros de manera aleatoria en el intervalo [0, 1] y usa la función anterior para
calcular los valores de la entroṕıa fundamental en cada parámetro.

tic

x=[ ];

for k=3:12 %Se generan parametros con denominador par

xx=[1/2^k:1/2^k:1-1/2^k];

cantidad1=(length(xx)+1)/2;

b1=randi(length(xx),1,cantidad1);

xx=xx(b1);

x=[x,xx];

x=unique(x);

end

clearvars xx

yy=[];

for k=3:12 %Se generan parametros con denominador impar

xx=[1/(2^k-1):1/(2^k-1):1-1/(2^k-1)];

cantidad1=length(xx);

b1=randi(length(xx),1,cantidad1);

xx=xx(b1);

yy=[yy,xx];

yy=unique(yy);

end

x=[x,yy]; %%Se guardan en un mismo vector

x=unique(x);

cantidad=2^12;

b=randi(length(x),1,cantidad); %Se toman 2^12 parámetros de manera

x=x(b); % aleatoria

x=sort(x);

x=unique(x);

longitud=length(x);

y=zeros(longitud,1);
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for s=1:longitud

y(s)=AlgoritmoThurston2(x(s));

end

plot(x,y,’b’,’markersize’,.1)

xlabel(’Argumento externo’);

ylabel(’Entropia’);

toc
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mappings. Ann. Sci. Éc. Norm. Sup. 18, (1985), 287-344.



BIBLIOGRAFÍA 91
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