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Introduccion

El concepto de entropia fue introducido por el Fisico-Matematico Clausius
Rudolf Emmanuel en 1865, y establece que la energia no sélo puede medirse en
cantidad, sino también en calidad; a mayor entropia, menor calidad de la energia
y mayor tendencia al caos, [C].

En matematicas, este concepto fue introducido con la finalidad de medir la
complejidad de un sistema. Usando la similitud con la fisica, se propone que el
incremento en el desorden de las 6rbitas de un sistema tenga asociado el incremento
de su entropfia.

Dada una funcion definida de un conjunto compacto X en si mismo, la entropia
topoldgica h(f) es la medida del grado de complejidad en las 6rbitas de f, més
precisamente, la tasa de crecimiento del nimero de érbitas de f. Es conocido que
dado un polinomio P, : C — C de grado d, h(P;) = logd. Mas aun la entropia
de P; restringida a su conjunto de Julia lleno, es la misma que la entropia de Py
restringida a su conjunto de Julia y es igual a logd, [L].

El concepto de entropia de polinomios reales fue estudiada principalmente por
Milnor, Thurston y Tresser, éstos estudiaron la familia cibica a un parametro
y probaron que la entropia es monétona con respecto al parametro, [MT, MiT].
Por otro lado, Radulescu estudié el comportamiento de la entropia para funciones
logisticas acopladas, usando dindmica simbdlica, [R]. Asimismo, Thurston genera-
lizé el concepto de entropia definido para funciones en un intervalo, a la restricciéon
de una funcién a su arbol de Hubbard, el cual guarda informacion dindmica de P,
y a esta entropia se llama entropia fundamental (del inglés core entropy).

La entropia fundamental es una herramienta que permite caracterizar el espacio
de parametros de familias de polinomios. Para el caso de polinomios cuadraticos
se demostro que la entropia fundamental crece a lo largo de las venas del conjunto
de Mandelbrot [Tz1, L]. Ademads, Tiozzo demostré la continuidad de la entropia
fundamental al variar el argumento externo, [Tz2]|. En este trabajo generalizare-
mos los resultados de monotonicidad y continuidad para la siguiente familia de
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polinomios de grado d a un parametro,

da

Pa(z) = #1714 7).

Las propiedades topoldgicas de las componentes hiperbédlicas de esta familia fueron
estudiadas en [Ro].

Este trabajo consta de cuatro capitulos. En el capitulo uno se presentan algu-
nos conceptos importantes en el estudio de la dinamica de funciones racionales,
como son: conjunto de Julia, conjunto de Fatou, renormalizacién y arboles de Hub-
bard. En el capitulo dos se define el concepto de entropia topoldgica en un espacio
topoldgico, se presentan algunos resultados. Asimismo, definimos la entropia fun-
damental para polinomios con conjunto postcritico finito y se muestran algunos
resultados para las familias de funciones cuadraticas y ctbicas, los cuales fueron
demostrados por Li en [L].

En el capitulo tres se muestra el primer resultado del proyecto de doctorado, el
cual consiste en demostrar que la entropia fundamental es mondtona en la familia
de polinomios de grado d > 3. Li demostré que la entropia basica es monénotana
en la familia cuadrdtica y en una familia de polinomios cibicos, [L]. Nosotros
generalizamos este resultado a una familia de polinomios de grado d > 3 con dos
puntos criticos, uno de los cuales tiene orden maximo. Este resultado se ha escrito
en un articulo que ha sido aceptado para publicacién en la revista Discrete and
Continuous Dynamical Systems, [GB1].

En el capitulo cuatro se describe el algoritmo para calcular la entropia funda-
mental, propuesto por Thurston para polinomios. Ademas, se demuestra que para
polinomios de grado d > 3 que tienen dos puntos criticos, donde uno de ellos es de
orden maximo, este algoritmo se puede restringir de modo que es posible ignorar a
este ultimo. Este resultado fue escrito en un articulo sometido para su publicacién
en Entropy, (GB2]. Ademds, usando las ideas de Tiozzo, en ese mismo capitulo se
demuestra que la entropia fundamental es continua en la frontera de la regién de
conexidad para polinomios de grado d > 3.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene los conceptos y resultados generales de dindmica holo-
morfa que son empleados para el desarrollo de este trabajo, como son puntos pe-
riédicos, conjunto de Fatou y conjunto de Julia, hiperbolicidad y renormalizacién
entre otros. Aunque muchas definiciones son validas en un contexto mas general,
en este capitulo nos centraremos en las propiedades de las funciones analiticas de-
finidas en un subconjunto abierto de @, los resultados aqui presentados se pueden
consultar en [B, CG, M1].

1.1. Puntos periodicos

El estudio de la dinamica de una funcién f : C — C tiene como objetivo
mostrar la convergencia de la sucesién {z,}, generada a partir de una condicién
inicial 2y € C, aplicando repetidamente f, esto es, z, = f(z,-1). Note que si la
funcién es continua y la sucesién {z,} converge a un limite L, entonces

f(L) = f(lim z,) = lim f(z,) = lim 2,41 = L,
n—o0 n—00 n—o00
esto significa que L es un punto fijo de f. Por lo que, los puntos fijos de f juegan

un papel muy importante en la dinamica global de f, ya que son los puntos a
donde van las sucesiones de iteraciones que convergen.

Definicién 1.1.1 Un punto z € C esun punto periodico de periodo k de la funcion
f, si f85(z2) = 2z y fi(2) # 2 para j < k, donde f* denota la composicién de f
consigo misma k veces. St k =1 decimos que z es punto fijo de f.
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Si en vez de tomar toda la sucesién {z,}, tomamos una subsucesién generada
por los multiplos de un nimero natural k , {2y, }, usando el mismo argumento que
para los puntos fijos, si esta subsucesion tiene un limite, entonces éste es un punto
periddico de periédo [ de f, donde [|k. Por lo que los puntos periédicos juegan un
papel muy importante en las iteraciones de f.

Para cada z € C, al conjunto

O4(2) = {w € C : w= f¥(2) para alguna k € NU {0}},

se le llama la érbita de z bajo f. En el caso que z es periddico, este conjunto es
finito y se le llama orbita periddica.

En muchos casos es complicado determinar lo puntos fijos y puntos periédicos
de f, y en consecuencia su comportamiento, por lo que en general, se busca una
funcién mas facil de analizar que en cierto sentido tenga las mismas propiedades

de f.

Definicién 1.1.2 Dos funciones analiticas [ y g, son topoldgicamente (analitica-
mente) conjugadas en el abierto U C C, si existe un homeomorfismo (bi-holomorfismo)
v :U = p(U) tal que po f(2) = go @(z) para toda z € U. Esto es, el siguiente
diagrama conmuta,

U U
p(U) —5= ().

Dos funciones conjugadas pueden considerarse la misma funcién en coordenadas
diferentes, desde esta perspectiva se espera que el comportamiento dindmico de
dos funciones conjugadas sea el mismo. De la definicién de conjugacion, se puede
verificar que si f y ¢ son dos funciones topoldgicamente conjugadas por medio
de ¢ y z es un punto fijo de f, entonces ¢(z) es un punto fijo de g, ya que
g(p(2)) = p(f(2)) = ¢(2). Aplicando induccién sobre n se puede mostrar que esta
propiedad también es cierta para los puntos periédicos de f en U.

Definiciéon 1.1.3 Sea f una funcion analitica y z un punto fijo de f con multi-
plicador X = Df(z), donde Df(z) denota la derivada de f en z. Se dice que z

€s:

1. atractor si | X |< 1; si A =0, diremos que z es superatractor,
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2. repulsor si | A |> 1,

3. indiferente si | A |= 1.

Si {z1, 22, ..., 2} es una drbita periddica, cualquier punto z; puede considerarse
como un punto fijo de f*. Usando la regla de la cadena, se verifica que D f*(z;)
no depende de j; por lo tanto, la clasificacién anterior es valida para las orbitas
periddicas.

Para mostrar la importancia que tiene esta clasificacién de puntos periddicos,
se enuncian los siguientes resultados, cuyas demostraciones pueden ser revisadas
en [CG, BJ.

El siguiente teorema caracteriza los puntos superatractores para una funcion
analitica f.

Teorema 1.1.4 (Koenigs-1884) Sea f una funcion analitica con un punto fijo
en zo, el cual tiene multiplicador X. Si 0 < [N\ < 1 ¢ |A| > 1, entonces existen
U,V wvecindades de zy y de 0, respectivamente, y un biholomorfismo ¢ : U — V
que conjuga analiticamente f con g(z) = Az. Ademds, esta conjugacion es unica,
salvo multiplicacion por un escalar real.

Este teorema nos dice que cerca de los puntos fijos atractores o repulsores las
funciones se comportan como multiplicaciéon por A. En particular, si zy es atractor,
las érbitas de los puntos en una vecindad de zy convergen a 2.

Este teorema también es vélido para orbitas periddicas atractoras o repulsoras de
periédo k, lo cual se puede verificar sustituyendo f por f*.

Definicién 1.1.5 (Cuenca de Atraccion). Si f : C — C es una funcion y zy es
un punto fijo atractor de f, la cuenca de atraccion de zy es el conjunto

Ap(z0) = {z € C: lim f*(2) = 2}
n—oo
La cuenca inmediata de atraccion de zo denotada por A%(z), es la componente
conexa de As(z) que contiene a z.

Las cuencas de atraccion para puntos k — periddicos atractores se definen usan-
do a f* en vez de f. Por definicién, los puntos k — periédicos atractores siempre
tienen dominios inmediatos de atraccién abiertos y diferentes del vacio.
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Teorema 1.1.6 (Bo6ttcher-1904) Sean f una aplicacion analitica y zy un punto
fijo superatractor. Si f(z) = 20 + ar(z — 20)* + ..., con ax # 0, entonces, existen
U, V wvecindades de zg y 0, respectivamente, y un bitholomorfismo ¢ : U — V que
conjuga f(z) y g(z) = 2*. Esta conjugacion es tnica mdédulo multiplicacion por
una raiz (k — 1)-ésima de la unidad.

De igual manera que en el teorema de Koenigs, este teorema es valido para érbitas
periodicas superatractoras.

Otro elemento importante en el estudio de los sistemas dindmicos es el conjunto
postcritico, ya que éste guarda las orbitas principales del sistema.

El conjunto postcritico de una funcién f se define como

Post(f) ={f™(20) : 20 es punto critico de f y n € N},

es decir, la cerradura de la unién de las 6rbitas de todos lo puntos criticos de f.

El conjunto postcritico de f, esta estrechamente ligado a la dindmica de la
funcién, como lo muestra el siguiente resultado, consecuencia de los trabajos de
Fatou, [CG].

Proposicién 1.1.7 El conjunto postcritico Post(f) contiene los ciclos atractores
de f y los ciclos indiferentes que pertenecen al conjunto de Julia.

Este resultado particularmente nos dice que todo punto periédico atractor de
f, contiene un punto critico en su cuenca de atraccién, de hecho, el punto critico
esta en la cuenca inmediata de atraccion.

1.2. Conjunto de Julia y conjunto de Fatou

En esta seccion se definen los conjuntos de Julia y Fatou para funciones racio-
nales y se considera el caso particular de los polinomios. Las demostraciones de los
resultados que se muestran pueden ser consultadas en [B, CGJ.

Definicién 1.2.1 Sea U C C un conjunto abierto y conexo. Sea F = {f : U —
((A:} una familia de funciones analiticas en U. La familia F es normal en zy €
U, si para toda sucesion {f,} C F existe una subsucesion {f,,} que converge
uniformemente a una funcion fo, en subconjuntos compactos de U, contenidos en
una vecindad de zg.
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Definicién 1.2.2 Sea R una aplicacion racional. Se define el conjunto de Fatou
de R, Fr, como el conjunto de puntos zo € C tal que la familia {R"} es normal

en una vecindad de zy. El conjunto de Julia Jr se define como el complemento de
Fg.

Los conjuntos de Julia y de Fatou tienen las siguientes propiedades:

1. Fr es abierto.
2. El conjunto Jgi es compacto, perfecto y diferente del vacio.

3. Los conjuntos Jr y Fr son completamente invariantes, es decir, R™!(Jg) =
R(Jr) = Jg y de igual manera para Fjg.

4. Si f denota la k-ésima iterada de R para alguna k € N, es decir f = RF,
entonces Jgp = Jy = Jpe y Fr = Fy = Fge.

5. Si z € Jg, entonces, el conjunto | J7-, R~"(z) es denso en Jg.
6. Sea z un punto peridédico de periédo k de R.

a) Si z es atractor, entonces z € Fp.

b) Si z es repulsor, entonces z € Jg.

7. Los puntos periddicos repulsores de R son un conjunto denso en Jg, es
decir, Jg = {puntos periddicos repulsores de R}.

De manera particular, si R es un polinomio P de grado d, entonces el infinito
es un punto fijo superatractor y ademas por el teorema de Bottcher existe una
vecindad U del infinito donde el polinomio P es analiticamente conjugado a la
funcién z?. Por lo tanto, la érbita de todos los puntos z € U converge al infinito.

Se define la cuenca de atraccion del infinito como el conjunto

Ay (00) ={2€C: lim P"(z) = oo}.
n—oo
Por el principio del médulo maximo, las iteraciones de P son acotadas en las
componentes de Fatou acotadas, por lo tanto, A,(co) es conexo y es la unica
componente de Fatou de P no acotada, ademas es totalmente invariante. Asi, el
conjunto de Julia coincide con 0A,(c0).



1.3 Hiperbolicidad 6

Definicién 1.2.3 Sea P un polinomio. Se define el conjunto de Julia lleno de P
como el conjunto de puntos tales que su orbita es acotada, y se denota por Kp,

esto es
Kp={z2€C: Op(z)es acotada}.

Note que el conjunto de Julia, Jp, coincide con la frontera de Kp y el conjunto de
Fatou, Fp, es la unién del interior de Kp y A,(c0).

Propiedades de Kp
Por definicién tenemos las siguientes propiedades de Kp.
1. Es compacto, perfecto y diferente del vacio.
2. Es un conjunto lleno, es decir, su complemento en C es conexo.

3. Su frontera es igual al conjunto de Julia de P.

Teorema 1.2.4 (Fatou-1919) Sea P un polinomio. El conjunto Kp es conezxo
sty solo si la orbita de cada punto critico de P es acotada.

Por las propiedades que tiene el conjunto de Fatou resulta interesante estudiar el
comportamiento de sus componentes. Como el conjunto de Fatou es completamente
invariante, la imagen de una de sus componentes conexas es otra componente
conexa. Una componente conexa U del conjunto de Fatou es periddica si existe un
entero n > 0 tal que P*(U) =U.

Teorema 1.2.5 (Sullivan-1985) Sea P un polinomio y U una componente del
conjunto de Fatou. Entonces cada componente de Fp es eventualmente periddica.

Este teorema nos dice que la orbita de cualquier componente de Fatou de un
polinomio termina en una componente periédica.

1.3. Hiperbolicidad

Un concepto fundamental en el estudio de la dindmica holomorfa es la hiper-
bolicidad, el cual fue desarrollado en los anos 1960s y 1970s (por Smale, Anosov,
Sinai y muchos otros). En esta seccién daremos la definicién de hiperbolicidad
para funciones racionales y mostraremos las propiedades que hacen a este tipo de
funciones bien comportadas, estos resultados pueden ser consultados en [McM].
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Definicién 1.3.1 Un funcion racional R : C — C, es hiperbdlica si las orbitas de
los puntos criticos convergen a los ciclos periddicos atractores de R.

En el conjunto de funciones racionales, las hiperbdlicas son las mejor comportadas,
ya que cuando R es hiperbdlica, existe un conjunto finito A C C que atrae a un
subconjunto abierto de C de medida total. El siguiente resultado muestra algunas
caracteristicas de las funciones racionales.

Teorema 1.3.2 (Caracterizacién de Hiperbolicidad) Sea R : C — C una
funcion racional. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El conjunto postcritico Post(R) es ajeno al conjunto de Julia Jg.
3. Cada punto critico de R converge a un ciclo atractor bajo iteracion positiva.

4. FExziste una métrica conforme suave p definida en una vecindad del conjunto
de Julia tal que ||R'(2)||, > C > 1 para toda z € Jp.

5. Existe un entero n > 0 tal que R™ expande estrictamente la métrica esférica
en el conjunto de Julia.

1.4. Familia cuadratica

En esta seccién nos restringimos a la familia de polinomios cuadréticos P.(z) =
2% 4 ¢ para ¢ € C, los cuales son polinomios ménicos centrados con punto critico
cero. Los resultados aqui presentados se pueden consultar en [DH1, CG].

Denotemos por K. = Kp_ y J. = Jp,. Del teorema de Fatou 1.2.4 se tienen los
siguiente corolarios:

Corolario 1.4.1 FEl conjunto J. es conexo si y solo si la orbita de cero es acotada.

Corolario 1.4.2 El conjunto J. es un conjunto de Cantor si y solo si la orbita
de cero converge a infinito, es decir, 0 € A.(00).

Se define el conjunto de Mandelbrot M como
M ={ceC: J.esconexo} ={c € C : ladrbita O.(0) es acotada }.

Notemos que si ¢ = 0, entonces K. es el disco unitario cerrado centrado en cero
y por lo tanto, es conexo. De aqui tenemos que M es diferente del vacio. En esta
seccion enunciaremos mas propiedades de M y su relacion con la dinamica de P..
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Figura 1.1: Conjunto de Mandelbrot.

Proposicién 1.4.3 Sea S = max{2,|c|}. Si |z |> S, entonces

lim PZ(z) = oc.

c
n—oo

Observacion 1.4.4 Si | c|> 2, entonces

lim P"(0) = oc.

Cc
n—oo

Corolario 1.4.5 El conjunto M estd contenido en el disco

Dy(0)={ceC :|c|< 2}

Teorema 1.4.6 (Douady-Hubbard-1982) FEl conjunto M es conexo y com-

pacto. Ademds, C\ M es conezo.

Una de las preguntas que atn siguen abiertas con respecto a la familia cuadratica,
es la conexidad local de M, aunque en las ultimas décadas se han hecho importantes

avances al respecto, [DH1, Ly].

Como consecuencia de la definicién de hiperbolicidad, se tiene el siguiente re-

sultado.

Teorema 1.4.7 Para c en el conjunto de Mandelbrot, el polinomio P.(z) = 2*+c¢

es hiperbolico si y solo si P. tiene un ciclo atractor en C.

Definicién 1.4.8 Una componente W del interior del conjunto de Mandelbrot M

es hiperbolica, si P. es hiperbolico para alguna c en W.
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Si W es una componente del interior de M y ¢y € W es un pardmetro hiperbdlico,
se puede mostrar que P, es hiperbdlico para toda ¢ en W, [D1]. Ademads, si W
es una componente hiperbdlicca de M y ¢ € W, entonces P. tiene un tnico ciclo
atractor. Por lo tanto, se puede definir la funcién multiplicador p : W — D), como

p(c) = DP;(z(c)),

la cual es un isomorfismo de cada componente hiperbdlica W al disco unitario, lo

que nos permite definir los siguientes elementos de cada componente hiperbdlica
W, [DH1].

Definicién 1.4.9 El centro de una componente hiperbolica W, es el parametro
c € W tal que DP*(z(c)) = 0, donde z;(c) es una orbita atractora de periédo k.
Una raiz de W es un pardmetro ¢ € W, tal que DP*(z;(c)) = 1. Ademds, se define
el rayo interno con dngulo 6 de W, como la imagen inversa del arco radial en ID
de dngulo 0, esto es p=* ({reie 0<r< 1}) )

Dado que el complemento del conjunto de Mandelbrot es simplemente conexo,
por el teorema de la aplicacion conforme de Riemann, existe un isomorfismo ¢ entre
C\ M y D. Ademés, por el teorema de Carathéodory, ¢ se extiende continuamente
a la frontera de D si y sélo si la frontera de M es localmente conexa [McM, D1]. De
aqui, demostrar que el conjunto de Mandelbrot es localmente conexo es equivalente
a mostrar que el isomorfismo ¢ se puede extender continuamente a la frontera. Para
analizar la extension a la frontera, en primer lugar, daremos mas informacién de
este isomorfismo e introduciremos el concepto de rayos externos a M.

Como el polinomio P, tiene un punto fijo super-atractor en el infinito, por el
teorema de Bottcher existe una vecindad U del infinito donde el polinomio P, es
analiticamente conjugado a la funcién z?. Denotemos por ¢, al bi-holomorfismo
que realiza dicha conjugacién, deja fijo al infinito y es tangente a la identidad en el
infinito. Si U es el conjunto méximo donde ¢, conjuga P, con 22, entonces tenemos
dos casos:

1. Sice M, entonces U = C \ K.

2. Sic¢ M, entonces U es una vecindad del infinito que contiene al valor critico
c.

A partir del bi-holomorfismo ¢, se puede definir la funciéon

oy :C\M — C\D
c = oc).
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Douady y Hubbard demostraron que esta funcién es un bi-holomorfismo y relaciona
el espacio dinamico con el espacio de parametros. Para entender el comportamiento
de @, en la frontera vamos a definir los rayos externosa M y a J..Sif € T =R/Z,
entonces el rayo externo a M de angulo 6 es el conjunto

Ru(0)=0/({z€C:2z=re" 1<r<oo}).

Si el lim,_,; Ry (0) = ¢, se dice que el rayo de angulo 6 aterriza en ¢ y que ¢ tiene
a f como argumento externo.

Esta definicién también es valida para los conjuntos de Julia lleno conexos, si
sustituimos a ®; por @..

Teorema 1.4.10 (Douady-Hubbard-1982) Sea ¢ un parametro en la frontera
de una componente hiperbolica W de M y con dngulo interno t € T.

1. Sit es racional y ¢ # 1/4, entonces c tiene dos argumentos externos, es
decir, hay dos dngulos 01,05 tales que los rayos externos Ry (0;) aterrizan en
¢, parai = 1,2. Ademds, los rayos R.(0;) aterrizan en un punto de la frontera
de la componente del interior de K. que contiene a c y son adyacentes a ésta.

2. Sit es irracional, entonces existe un unico dngulo 0 tal que Ry (0) aterriza
en c.

Ademas, Douady y Hubbard demostraron por una parte, que todos los rayos
externos de angulo racional 6 aterrizan en la frontera de M y por otra, que si
0 es periédico bajo la funcién 20, entonces Rj(f) aterriza en un pardmetro c
parabdlico (P, tiene una érbita parabdlica) y en caso contrario, R/ (6) aterriza en
un pardametro de Misiurewicz ¢, (cero es pre-periddico).

1.5. Arboles de Hubbard

Los arboles de Hubbard son una herramienta que permiten construir los angu-
los de los rayos externos en el espacio dinamico y ayudan a entender la dindmica
de un polinomio en su conjunto de Julia. El arbol de Hubbard esta definido para
polinomios cuyo conjunto postcritico es finito, por lo que en esta secciéon nos res-
tringimos a polinomios con esa caracteristica. Los resultados aqui presentados se
pueden consultar en [DHI1, Po].

Sea P un polinomio de grado d > 2, denotemos por {U;},., la familia de
componentes conexas de Kp. Para todo i € I, P(U;) = U;. Ademés, P : U; — Uj
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Figura 1.2: Rayos externos a J. y sus correspondientes en el Mandelbrot.

es propia y holomorfa de grado d;, donde d; — 1 es el niimero de puntos criticos,
contando multiplicidad, contenidos en U;.

Dada cualquier componente de Fatou acotada U, existe un homeomorfismo
¢ : U — D el cual es holomorfo en U con ¢(c(U)) = 0. Un arco radial es un arco
en U de la forma ¢! {7’6”’ 0<r< 1}. Dado que ¢ es Unico excepto por una
rotacién de D, los arcos radiales estdn bien definidos.

Un arco incrustado en el conjunto de Julia lleno K (P) es cualquier subconjunto
de K(P) el cual es homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1] C R. Un arco incrustado
I es regulado si para toda componente de Fatou acotada U, la interseccién I (U
es o bien vacfa, un punto o consiste de arcos radiales en U.

El siguiente lema se muestra en [Z] para polinomios cuadraticos, pero el argu-
mento es valido para polinomios de grado d.

Lema 1.5.1 Dados cualesquiera dos puntos x,y € K(P), existe un unico arco
requlado I C K con puntos extremos x,y. Ademds, sin es cualquier arco incrustado
en K(P) el cual conecta x con y, entonces I () J(P) C n(J(P).

Denotamos el arco regulado I del lema anterior por [z, y]. El arco abierto (z,y)
se define como [z,y] \ {x,y}. Similarmente, podemos definir un arco semiabierto
[z,y). Mas en general, dado un conjunto finito de puntos x1,zs, ..., x, en K(P)
existe un tnico conjunto conexo mas pequeno [ry,Ts,...,x,] C K(P), el cual
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consiste de arcos regulados y contiene estos puntos. Este conjunto siempre es un
arbol topoldgico y se llama el arbol regulado generado por {1, xs, ..., x,}.

Definicién 1.5.2 Dado un polinomio P con conjunto postcritico finito, se define
el darbol de Hubbard de P como el arbol regulado mas pequeno que contiene las
orbitas de los puntos criticos y se denota por H.

Algunos puntos importantes que caracterizan un arbol de Hubbard son los
siguientes:

Dado un arbol de Hubbard H, un punto x € H es llamado punto extremo si
H\ {z} es conexo. El conjunto de puntos extremos se denota por 0H y el nimero
de puntos extremos es N(H) = f0H.

Un punto z € H es llamado punto de ramificacion si H \ {z} tiene mas de dos
componentes. El conjunto de puntos de ramificacién se denota por Br(H).

Un punto z € H es un vértice de H si x pertenece a la érbita de un punto
critico o x € Br(H). Denotamos el conjunto de vértices por V(H). El conjunto de
vértices divide al arbol de Hubbard H en un ntimero finito de intervalos topolégicos
abiertos, I; con j = 1, k. La clausura de estos intervalos se denominan aristas del
arbol de Hubbard. Dos puntos x,y en V(H) son adyacentes si (x,y) (\V(H) = 0.

Nota 1.5.3 De la definicion 1.5.2 se sigue que el drbol H es P—invariante.

Proposicién 1.5.4 Sea n un arco regulado que no contiene puntos criticos, ex-

cepto en sus puntos extremos. Entonces Pa|77 es inyectiva y P,(n) es un arco regu-
lado.

La prueba de esta proposicién las podemos consultar en [Po].

Ejemplo 1.5.5 Considérese el polinomio P,(z) = z3+1.5az, con a = 1.008797290108+
0.563206697807:, P, tiene dos puntos criticos, co = 0 y ¢y = —a. Ademds, se tiene

que co es un punto critico fijo y —a es un punto critico eventualmente periodico,

el cual cae en una orbita de periodo 3, como se muestra en la figura 1.5.

1.6. Renormalizacion

Algunos sistemas dinamicos permiten ser estudiados a pequena escala, tomando
una pequena pieza del espacio dindmico y considerando la aplicacion de primer
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Figura 1.3: Conjunto de Julia y arbol de Hubbard de P,.

retorno a esta pieza, de tal manera que se obtenga una funcién de tipo polinomial
que permita estudiar la dindmica en esos nuevos espacios. Por otro lado, se tiene el
proceso, que en cierto sentido, es inverso a la renormalizacion, llamado modulacion.
En esta seccion definiremos dichos procesos, para lo cual es necesario introducir

algunas propiedades de las funciones de tipo polinomial, las cuales pueden ser
consultadas en [DH2, McM].

1.6.1. Funciones de tipo polinomial

Definicién 1.6.1 Una funcion de tipo polinomial de grado d es una tripleta (U, U’, f)
donde U y U’ son subconjuntos abiertos de C isomorfos al disco, con U’ relativa-
mente compacto en U y f : U — U es una funcion analitica propia de grado

d.
Las funciones tipo polinomial que son interesantes son las de grado d > 2.

Ejemplo 1.6.2 Los polinomios son los ejemplos mds sencillos de funciones de
tipo polinomial. En efecto, para ver un polinomio f como una funcion de tipo
polinomial, tomese a U como un disco de radio suficientemente grande, de modo
que todos los valores criticos queden dentro de U y U' = f~YU). Es claro que
f:U — U es una funcion de tipo polinomial.

Ejemplo 1.6.3 Sea f(z) = cosz — 2, U = {z: |Re(2)| <2, Im(z) < 3}. En-
tonces U = f(U’) es la region representada en la figura 1.4 y f : U — U es tipo
polinomial de grado 2.
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Figura 1.4: Regiones para la funcién tipo polinomial del ejemplo 1.6.3.

Dada una funcién f de tipo polinomial se define su conjunto de Julia llenol,
como el conjunto de puntos que no escapan del dominio U’, esto es

K(f)={z€U" : fMz)eU,n=0,1,2...}.

Por otra parte, conjunto de Julia se define como J(f) = 0K (f). Estos conjuntos
son conexos si y s6lo si ninguno de los puntos criticos escapan de la vecindad U’.

La eleccién del dominio U’ y el rango U de una funcién de tipo polinomial f
no esta univocamente determinado, podemos encontrar un par de conjuntos V' y
V' de modo que la funcién f : V' — V es tal que la terna (V',V, f) cumpla las
propiedades de la definicién 1.6.1 con el mismo conjunto de Julia.

Dadas f y g funciones de tipo polinomial, diremos que son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo h que va de una vecindad de Ky en una
vecindad de K, tal que ho f(z) = go h(z) para toda x en la vecindad. Esto es, el
siguiente diagrama conmuta,

WU) —= h(U).

Si h es cuasiconforme (analitica), entonces diremos que f y ¢ son cuasiconforme
(analiticamente) equivalentes.

Si dicha conjugacién h entre f v g es cuasiconforme, con 0h = 0 casi donde
quiera en el conjunto de Julia lleno K (f), entonces f y g son llamadas hibridas o
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internamente equivalentes. Una clase hibrida H(f) es el conjunto de funciones de
tipo polinomial hibridamente equivalentes a f, mdédulo una equivalencia afin.

Teorema 1.6.4 (Douady-Hubbard) Cualquier clase hibrida H(f) de funcio-
nes de tipo polinomial de grado d con conjunto de Julia conexo, contiene (salvo
conjugacion afin) un unico polinomio de grado d.

Una demostracién de este teorema se puede consultar en [DH2].

En particular, cualquier clase hibrida de funciones tipo polinomial de grado
d = 2 con conjunto de Julia conexo, contiene un unico polinomio de la forma
P.(2) = 2% + ¢ con ¢ en el conjunto de Mandelbrot M. Por lo que, las clases

hibridas de funciones tipo cuadratico son etiquetadas por los puntos del conjunto
de Mandelbrot.

Teorema 1.6.5 (Douady-Hubbard) Sean f; : U; — V; funciones de tipo poli-
nomial de grado d;, i = 1,2. Supongamos que f1 = fo = f en U = Uy [\ Us. Sea
U’ una componente de U con U" C f(U’") =V'. Entonces,

U=V,
es una funcion de tipo polinomial con grado d < max(dy,ds) y
K(f)=K(H) [ K(f) (U
Si d = d;, entonces K(f) = K(f;).

1.6.2. Renormalizacion

Definicién 1.6.6 Sean f una funcion analitica y ¢, un punto critico de f. Di-
remos que una iterada f" de f es una renormalizacion de f alrededor de cy, si
existen vecindades U y V' con ¢, € U de modo que

ff.U—->V
es de tipo polinomial con conjunto de Julia conexo.
Dado el conjunto
R(f) = {n > 1|f"es renormalizable} ,

los enteros n que aparecen en R(f) son los niveles de renormalizacion.
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Teorema 1.6.7 (Unicidad de renormalizacién) Cualesquiera dos renorma-
lizaciones de ™ tienen el mismo conjunto de Julia lleno.

Si para cada n € R tenemos la renormalizacion f" : U, — V,, entonces
definimos para ésta, sus conjuntos poscritico, de Julia y de Julia lleno: Post,, J,
y K, respectivamente. " : U, — V,,. Hemos asumido que J,, y K, son conexos
con Post, C K,,.

Sea K (i) = fY(K,) parai=1,...,n. Estos conjuntos de Julia llenos pequeinos
son permutados ciclicamente por f. Note que K, (n) = K,,.

Teorema 1.6.8 (Conjuntos de Julia casi disjuntos) Dados dos conjuntos de
Julia llenos pequenos K, (i) y K, (j) con interseccidn no vacia, entonces

Ka(i) () Ka(5) = {=},

donde x es un punto fijo repulsor de f™.

1.6.3. Modulacion

El proceso inverso de la renormalizacién es la modulaciéon en el conjunto de
Mandelbrot M, la cual es una herramienta que se emplea para conocer la dinamica
de un polinomio P, a partir de la dindmica de polinomios conocidos. Este concepto
y sus propiedades pueden ser consultados en [D2, Ha].

Sea W una componente hiperbdlica de M, de periddo k, con centro en cy.
Existe una copia My, de M dentro del conjunto de Mandelbrot en la cual W
corresponde a la cardiode principal W,. Més precisamente, existe una biyecciéon
continua ¢ : M — My, tal que:

a) ¥(0) = co.

b) $(Wo) = W.

C) 8MW C OM.

Para x € M, el punto ¢(z) se llama la modulacién de x en ¢y y se denota por
co L x. El conjunto de Julia lleno K., se obtiene de K., de la siguiente manera:
para cada componente U del interior de K,,, remplazamos en K., la parte que
corresponde a U por una copia de K,. Ademés, ¢ es un homeomorfismo entre K,

y la parte de K1, que corresponde a U en K,,, el cual conjuga P, con PC’Z Lo



Capitulo 2
Entropia topoldgica

En este capitulo introducimos el concepto de entropia topolégica, el cual es una
medida de la complejidad dindmica de una funciéon. Ademads, con respecto a dos
familias de polinomios, la cuadratica y una de ctibicos, se muestran resultados de
la monotonicidad de lo entropia restringida al &rbol de Hubbard de polinomios con
conjunto postcritico finito. Los conceptos y resultados aqui presentados pueden ser
consultados en [BC, DJ.

2.1. Definicion y propiedades

En esta seccién daremos la definicién de entropia topoldgica para una funcion
continua f : X — X, con X un espacio topolégico compacto. Dicha definicién
sera abordada usando el concepto de cubierta abierta, los conceptos y propiedades
mostrados en esta seccién estan basados en [BC].

Definicién 2.1.1 Sea X un espacio topologico compacto. Una cubierta abierta de
X es una coleccion de conjuntos abiertos cuya union es X. Dadas dos cubiertas
abiertas a y (B, se dice que [ es refinamiento de o si cada conjunto abierto de [
esta contenido en un conjunto abierto de «, y se denota por o < 3.

Se dice que B es una subcubierta de «, si cada conjunto abierto de 3 es un conjunto
abierto de o.

Definicién 2.1.2 Dadas dos cubiertas abiertas o y B su “union” oV 3, es la
cubierta abierta que consta de todos los conjuntos ANB con A€ ay B € (. Asi,
aV B es un refinamiento de las dos cubiertas o y 3.
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Dado que X es compacto, cada cubierta abierta tiene una subcubierta finita.
La entropia de una cubierta abierta a se define como

H(a) = log(N(a)),

donde N(a) es el infimo de las cardinalidades sobre todas las subcubiertas
finitas. Se puede observar que H(«) > 0, y la igualdad se da si y sélo si, X € a.

Observacién 2.1.3 i) Si a < 3, entonces

H(e) < H(B) y H(aV §) = H(B).

En efecto, como los elementos de o son mds grandes,entonces es posible que se
requieran menos elementos de o que de [ para cubrir X. La igualdad se tie-
ne debido que cada abierto de [ estd contenido en algun abierto de a. Por lo
tanto, los elementos de oV [ son elementos de [, de donde se concluye que

Card(aV ) = Card(p).

i) HlaV ) < H(a)+ H(S).
Lo cual se obtiene del hecho de que Card(aV ) < Card(a)Card(B), y de la

propiedad del logaritmo natural de un producto.

Sea f : X — X una funcién continua. Para cualquier cubierta abierta a de
X, denotamos por f~ "« a la cubierta que consta de los subconjuntos de la forma

f™™(A), con A € a, y por a” al conjunto V= f ‘. Un elemento no vacio

W=Unf ' (Up)N---0 f D ()

de a™, corresponde a un itinerario en «, es decir, una sucesién (Up, Uy, ... U,_1) tal
que existe x € X que satisface f'(x) € U; para ¢ = 0,...n — 1. Para las cubiertas
refinadas se cumplen las siguientes propiedades:

iii) si o < 3, entonces f~la < f715.
Ya que si A C B entonces, f~1(A) C f~1(B). Ademés, como la imagen inversa

es bien comportada con respecto a la interseccion de conjuntos se tiene

iv) [V 8) = fla v 5.

Ademas,
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v) H(fla) < H(a), y la igualdad se tiene si f es suprayectiva.

Ya que f(X) C X, cualquier cubierta de X es cubierta de f(X). Si f es sobre
X = f(X), por lo tanto, en este caso se da la igualdad.

De iv), ii) y V) se obtiene que para cualesquiera enteros positivos m y n.

aV..V oy frmay T ey v T )

(
=H(aVv..Vf™av f(av..V f"a))
<H(aV..Vfmha)+ H(f ™(aV..V "))
< H(aV..Vf ™)+ HaVv..Vv " a).

existe de acuerdo con el siguiente resultado de analisis, cuya demostracion puede
ser consultada en [BC].

Lema 2.1.4 Sea {a,} una sucesion de nimeros reales, la cual es subaditiva, es
decir,
Ui < Ay + @, ¥V m,n €N,

Qn, . . .
Entonces lim,,_.., — existe y es igual a inf {%} .
n
Al limite h(f, «) se le llama entropia topolégica de f relativa a la cubierta a 'y

satisface
0 < Ah(f,a) < H(a).

Dadas dos cubiertas a y 8 de X, de i), iii) y usando las propiedades del infimo
se obtiene:

vi) si a < 3, entonces h(f, ) < h(f, ).

Afirmacién 2.1.5 Si f es un homeomorfismo, entonces h(f~1, a) = h(f,a).
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(
=H(f"'aVv..Va)
=H(aV faVv..V f"a)
_ Hiav (7). v (7)),
Por lo tanto,
i OV TV V), Hlav () e V() e)
e n n—o0 n

Definicién 2.1.6 Sea f: X — X una funcion continua, al nimero

h(f) = sup,h(f, ),

se le llama entropia topologica de f, donde el supremo se toma sobre todas las
cubiertas abiertas o de X.

De vi) se obtiene que es suficiente tomar el supremo sobre todas las cubiertas
abiertas finitas, Note que 0 < h(f) < +o0.

Proposicion 2.1.7 Si f : X — X es una funcion continua en un espacio métrico
compacto X, entonces

h(f*) = kh(f),

para todo entero k > 0.

Demostracion. Para cualquier cubierta abierta « se tiene que

h(f*) > h(ff av flav .. v ")
~ lm EH(aV flaVv ..V f*lav f~Ffav .. v fk+lq)

n—yoo nk

= kh(f, a).

Como esto se cumple para cualquier cubierta abierta «, por la propiedad del su-
premo, se concluye que

h(f*) > kh(f).
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Por otro lado,
aV (M lav.. v (T la<av flav . v fR

de lo cual se obtiene

H -1 —nk+1
h(f.0) = lim (aV flav..Vf a)
n—oo nk:

> lim H(aV (" a V..V (ff " a)
n—o0o nk

h(f*,a)
-

Por lo tanto,

kh(f,a) > h(f*, a).
De donde se concluye que

kh(f) > h(f*).

Lo cual completa la demostracion. «

Proposicién 2.1.8 Si f : X — X es un homeomorfismo, entonces h(f) =

h(f™1).
La prueba de esta proposicién se sigue directamente de la afirmacion 2.1.5.

Proposicion 2.1.9 Sean X y Y espacios topoldgicos compactos. Si f : X — X
yg:Y =Y, son funciones continuas que son conjugadas via un homeomorfismo

v: X =Y, entonces h(f) = h(g).

Demostracién. Si « es una cubierta abierta de Y, puesto que ¢ es sobre-
yectiva, entonces ¢ la es una cubierta abierta de X. Ademés, como f y g son
conjugadas por ¢, tenemos que p o f = go . En consecuencia, po f¥ =gfopy
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H -1 —n+1
h(g.a) = lim (aVgltaVv..Vg " la)

n—oo n

H(o Y aVglav..vg !
_ oy Bl (aVgTa g " a)

n—o00 n

., H(ptavelglav.. Ve lgmtia)
= lim

n—o0 n

_ Ym H(p laVv f7lotav.. Vv f7lp=1a)

n—00 n

=h(f, ¢ ).

Ahora bien, por cada cubierta o de Y, tenemos la cubierta ¢~ 'a. Entonces por
la propiedad del supremo h(g) < h(f).

Como ¢ es un homeomorfismo, entonces ¢! o g = f o p~!. Luego, dada una
cubierta abierta a de X existe la correspondiente cubierta pa de Y, por lo tanto,

h(f) < h(g).
De las dos desigualdades se concluye que h(f) = h(g). <«

Este resultado muestra que la entropia topoldgica es un invariante bajo la
conjugacion topologica.

Ahora vamos estudiar cémo se relaciona la entropia topoldgica de una funcién
en todo su dominio X, con la entropia de f restringida a un subconjunto invariante
Y. Posteriormente, como un caso especial, mostraremos un teorema de Bowen, el
cual establece que la entropia topoldgica de una funcién se concentra en su conjunto
no errante. La siguiente proposicion nos muestra dicha relacion.

Proposicion 2.1.10 Si f : X — X es una funcion continua, y'Y es un subcon-
gunto cerrado e invariante de X bajo f, entonces h(f |y) < h(f).

Demostraciéon. Sea « una cubierta abierta de Y, para cada A € a existe un
subconjunto abierto A de X tal que A = ANY. La coleccién de estos subconjuntos
A, junto con el conjunto abierto X \ Y, forman una cubierta abierta & de X. Si
g = f |y y n es un entero positivo, entonces
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HaVglav..vg™a)=H@av fav-.-v fHa).

De ello se deduce que h(g, @) < h(f,&) < h(f) y por lo tanto, como « fue arbitra-
ria h(g) < h(f). <

Ademas, si el espacio X se puede dividir en conjuntos totalmente invariantes,
la entropia se puede estudiar en cada uno de ellos como lo muestra la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.1.11 St X = X; U Xy con X; compacto y f—invariante para
i =1,2, entonces h(f, X) = maz{h(f, X1),h(f, X2)}.

Entre todos los subconjuntos cerrados del dominio de f, existe uno de gran
importancia para el estudio de la dindmica del sistema, éste es el conjunto no
errante, el cual se define enseguida.

Definiciéon 2.1.12 Un punto x € X, es no errante si para toda vecindad U de x,
existe m > 1 tal que f™(U) NU # 0. El conjunto de todos los puntos no errantes
se llama el conjunto no errante de f y se denota por Q(f).

En otras palabras, z € X es un punto no errante de f si cada conjunto abierto
que contiene a x, contiene al menos dos puntos de una misma 6rbita. El siguiente
teorema muestra que la complejidad en la dindmica de f estd en su conjunto no
errante.

Teorema 2.1.13 Si f : X — X es una funcidn continua, entonces h(f) =

h(f lag))-

Demostracién. De la proposicion 2.1.10 se tiene que h(f |qc) < h(f). Por lo
que, sélo tenemos que demostrar que h(f) < h(f |ags))-

Para ello primero vamos a demostrar que si una cubierta abierta o de X, tiene
la propiedad de que Q(f) C A para algin A € «, entonces h(f,a) = 0.

En efecto, para cada © € X \ Q(f), sea A, un conjunto abierto en a que
contiene a x. Entonces existe una vecindad abierta B, de x tal que B, C A, y
f¥(B,) N B, = 0 para cada ntimero entero positivo k. La colecciéon o’ de todos los
conjuntos B, junto con A es una cubierta abierta de X, la cual es un refinamiento
de a. Sea 8 = {A, B,,, ..., B;,} una subcubierta finita de o/ con ¢ > 1. Como
a < f3, entonces es suficiente demostrar que h(f, 3) = 0.
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Para un nimero entero positivo n, sea S" el conjunto de todas las sucesio-
nes (Cy, C1,...,C,_1), donde cada C; es un conjunto abierto de 8. Se define una
aplicacién o de " a BV f~ 1BV ...V f~"13 por

QO(CQ, Cl, ceey Cn—l) = C() N f_l(Cl) Nn...N f_n+1(0n_1).

Si para alguna sucesién (Cy, Cy, ...,Cy,—1) € ", el nimero de términos C; di-
ferentes de A es mayor que t, entonces no existe j y k con j < k, tales que
C; = C, = B,, para alguna s. Entonces, p(Co,Ch,...,Ch1) = 0, ya que si
r € CoNfHCHN - NfHChy) se tiene que z € f7(B,,)() ...\ f*(B..),
lo que significa que fi(z) € B,, y f*(x) € B,.,, por lo tanto, f*79(B,,)( Bx, # 0,
esto contradice la definicién de los conjuntos B,. Por lo tanto, el nimero de con-
juntos no vacios en la cubierta abierta 3V =!8V ...V f~""13 no es mayor que el
ntumero de sucesiones (Cy, Cy, ...,Cp,_1) € " con a lo mds t términos diferentes de

A. Asi,

NBV V..V <1+ (Mt +...+ (Mt

< nttt+1
y
H(BV f18v .. v ftl
n—o00 n
1 tyt+1
< lim logn't™
n—00 n

. tlogn+ (t+1)logt
= lim

n—00 n

= 0.

Por lo tanto, A(f, ) = 0, como queriamos probar.
Si « es cualquier cubierta abierta de X y k cualquier entero positivo, entonces

kaI{Alu...UAkIAZ’GOK}

es una cubierta abierta de X.
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Observe que se cumplen las siguientes propiedades.
i) N(a) < kN(ka).

i) f~!(ka) = kf~H(a).

iii) Si ay, ..., 1 son cubiertas abiertas de X, entonces
]{7060 V..V ]{JOén_l

es una subcubierta de k" (ag V ... V ay_1).

De lo anterior se sigue que
iV) h(f7 k‘Oé) > h(f7 Oé) - log ka
ya que
-1 —n+1
h(f.ka) = lim HkaV f~Y(ka)Vv ..V f (ka))

n—o0 n

, H(kaVkflav..VEkfa)
= lim

n—oo n

n -1 —n+1
> lim H(E"(aV f~laVv ..V f7"a))

n—oo n

-1 —n+1 n
> lim log(N(aV flaVv ..V f7"a)/k")

n—oo n

log k
= lim [H(aV f'aVv..V f"a)/n) — noe ]
n—oo
H “lov .. v frtl
g BV / a)—logk
n—oo n

= h(f,a) —logk.

Si «r es cualquier cubierta abierta de X y Y es un subconjunto cerrado invariante
de X, denotamos por « |y la cubierta abierta {ANY : A € a} de Y. De ello se
tienen las siguientes propiedades
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v) f7H) ly= (f Iy) N ly).

vi) Si 8 es cualquier otra cubierta abierta de X, entonces

(@VB) ly=(aly) V(8 Iy).
vii) Si Z es un subconjunto cerrado e invariante de Y, entonces
N(a[z) = N(a|y).

viii) También se cumple que si « es cualquier cubierta abierta de X, entonces

h(f,a) < H(f lagp)
Sea k = N(a |ag) v sea {A1NQf), ..., A NQ(f)}, donde {A;,..., Ay} es

una subcubierta de « |o que contiene k elementos. Entonces
o"={AU..UA, tUA: A€ a},
es una subcubierta de ka. Usando iv) se tiene que
h(f, ") > h(f, ka) > h(f,a) —logk.

Pero h(f,a”) = 0 por la primera parte de la prueba, ya que Q(f) € A; ... U Ax-
Asi, por viii) A(f,a) < logk.

Finalmente, sea « cualquier cubierta abierta de X y m un entero positivo,
tomando vy = a V fla V...V f7" se tiene que

h(f.a) = lim H(aV fTlav..Vv fa)

n—00 n

., H(aV flav..v fmmtla)
= lim
n—o0 mn

, H(yV fmyv.. v fmmmg)
= lim
n—o0 mn

h(f™ )

m

Por otra parte, de viii) se sigue que

(™) < H(y lagmy) < H( lag)-
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Ademsds, de v) y vi) se tiene que

H (v laip) = H (o VI o) (@ lan) VoV (S lag) ™ (@ o))

por lo que,
h(f, ) < h(f lagys @ lag)-

Como esto se vale para cualquier cubierta o concluimos que h(f) < A(f |ag) ¥
con ello la demostracion. «

2.2. Entropia topolégica fundamental

En esta seccién se estudia la entropia topoldgica restringida al arbol de Hub-
bard, a la cual se le denomina entropia topoldgica fundamental (del inglés Core
Entropy). La razén por la cual el estudio de la entropia se restringe al arbol de
Hubbard, se debe al hecho de que para familias de polinomios en variable compleja,
la entropia restringida al conjunto de Julia es constante y so6lo depende del grado
de los polinomios de la familia, [D, L]. Por ello, Thurston propuso restringir el
estudio de la entropia para un polinomio con conjunto postcritico finito, a su arbol
de Hubbard, la cual llamé entropia fundamental. Ya que el arbol de Hubbard es
invariante bajo la dinamica, este enfoque generaliza el estudio de la entropia en un
intervalo invariante en el caso de polinomios en variable real y permite clasificar
el comportamiento de algunas familias de polinomios.

La entropia fundamental es una herramienta para estudiar el espacio de parame-
tros de familias de polinomios. Douady estudio la entropia topoldgica en la familia
cuadrética con variable real y demostré que ésta es monétona, [D]. Radulescu estu-
di6 una familia de polinomios reales de grado cuatro a dos parametros, donde cada
polinomio se obtiene como composicién de dos polinomios de grado dos y demostré
propiedades de monotonocidad en el espacio de pardmetros, [R]. Para polinomios
con variable compleja, se estudia la entropia fundamental y en este caso Tao Li
demostré que para polinomios cuadraticos y ctibicos la entropia fundamental crece
a lo largo de las venas del conjunto de Mandelbrot. Los conceptos y resultados
aqui presentados pueden ser consultados en [L, T].

2.2.1. Caso cuadratico

En el conjunto de Mandelbrot M se define el conjunto M° que consiste de
todos los parametros para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunto
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postcritico finito. Ademés, se define un orden parcial < en M° de la siguiente
manera: dados dos pardmetros ¢; y ¢, en M diremos que ¢y < ¢ si ¢y (0 la raiz
de la componente hiperbdlica que contiene a ¢;) separa a ¢; del cero en M.

Si ¢y < ¢, los nimeros de puntos extremos de los drboles H(cq), H(cy) corres-
pondientes se relacionan de la siguiente manera.

Proposicién 2.2.1 Sean cy,co € M. Sicy < ¢p, entonces N(cy) < N(cy).

Teorema 2.2.2 (Li-2007) Dados dos pardmetros ¢ y ¢1 en M°, si co < ¢y,
entonces h(H (cz), P.,) < h(H(c1), P.,), donde H(c;) denota el drbol de Hubbard
correspondiente a P, .

La prueba de este resultado se divide en dos casos. El primero cuando c; < ¢; y
N(c1) = N(cp), en el cual la herramienta principal para la prueba son los rayos
externos y el teorema de Carathéodory. El segundo caso, cuando ¢y < ¢1 y N(cg) <
N(eq), cuya demostracién hace uso de herramientas de combinatoria y particiones

de Markov, [D].

2.2.2. Caso cubico

En [T] se estudia la entropia topolégica fundamental para polinomios ctibicos
con conjunto postcritico finito y que tienen un punto critico fijo. Estos polinomios
pueden ser representados por la familia P,(z) = 2% — 3a?z + 2a® + a, en la cual
para a = 0, P, tiene un unico punto critico.

De manera analoga al caso cuadratico, se define el lugar de conexidad C como el
conjunto de parametros para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunto
de Julia conexo. Es decir,

C={aecC: J,es conexo.}.

Denotemps por C° el subconjunto de C que consiste de todos los pardmetros
para los cuales el polinomio correspondiente tiene conjunto postcritico finito. Se
define un orden parcial < en C° de la siguiente manera: dados dos pardmetros a;
y ag en C° diremos que ay < a; si az (o la rafz de la componente hiperbélica que
contiene a ay) separa a a; del cero en C.

De manera similar al caso cuadratico, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.2.3 (Li-2007) Dados dos pardmetros as y a; en C°, si ay < ay,
entonces h(H (as), P,,) < h(H(a1), P,,), donde H(ay) y H(as) son los drboles de
Hubbard de P,, y P,,, respectivamente.
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En el siguiente capitulo, generalizaremos este resultado a polinomios de grado
superior.



Capitulo 3

Entropia fundamental para
polinomios de grado d

En este capitulo se generaliza el teorema 2.2.3 a una familia de polinomios de
grado d a un parametro, la cual consiste de polinomios de grado d > 3 que tienen
un punto critico fijo de orden méaximo. En este caso, se muestra que la entropia
fundamental es monétona cuando movemos el pardmetro hacia la frontera del lugar
de conexidad.

La familia de polinomios con un punto critico fijo de orden maximo es descrita
modulo conjugacion afin, como la familia de polinomios {P, : a € C} de la forma

Py(2) = 21 <z + doﬁll) : (3.1)

donde el pardmetro a es un nimero complejo y P, tiene dos puntos criticos, 0
que es el punto critico de orden maximo y —a que es un punto critico simple.

La dinamica de esta familia y la topologia de las componentes hiperbdlicas en
el espacio de parametros de la misma, han sido estudiados por Roesch en [Ro].
Para formular nuestro resultado, parte de los objetivos de esta tesis, definimos un
orden parcial en el espacio de pardmetros, siguiendo las ideas del trabajo de Kaffl,
[K], de la siguiente manera:
diremos que a < b si el polinomio P, esta dindmicamente contenido en el polinomio
P,. Empleando este orden se tiene el siguiente resultado.

Teorema. Dados dos pardmetros as y ay que representan polinomios de grado
d con conjunto postcritico finito y punto critico —a; periodico, si as < a; entonces
h(H(a3), P,,) < h(H(a1), P,,). Donde H(ay) y H(as) denotan el drbol de Hubbard
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de P,, y P,,, respectivamente.

Para la demostracion de este resultado se hara uso de los rayos externos y la
conjugacion de la dinamica de polinomios de grado d con la multiplicacion por d.

3.1. Espacio de parametros y espacio dinamico

Comenzamos recordando parte de las propiedades presentadas en la seccién
1.2, adaptadas a nuestro caso de interés. Dado un polinomio P, el conjunto de
Julia lleno K, de P, consiste de los puntos cuya orbita no escapa al infinito y el
conjunto de Julia J, de P,, es la frontera de K,.

La region de conexidad de la familia P,(z) se define como

C={aecC: J, es conexo}.

El conjunto de parametros esta dividido en dos regiones C y W, donde W,
es el conjunto de todos los parametros para los cuales el punto critico libre —a es
atraido por oco. En la figura 3.1 se muestra la regién de conexidad para d = 4 y
d = 5. Dentro de la regién de conexidad nos interesa el estudio de parametros que

Figura 3.1: Regiones de conexidad parad =4y d = 5.

representan polinomios con conjunto postcritico finito C°.
Note que si a € C, entonces K, # J,, dado que K, contiene la cuenca de
atraccion de 0, B, = {z € C: P}*(z) — 0} . Denotamos por B, la cuenca inmediata
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de atraccién del cero, esto es, la componente de B, que contiene a 0. Se sigue del
principio del médulo maximo que B, es topolégicamente un disco. Si —a ¢ B,,
entonces el polinomio P,|p, es conjugado a 291 en . De otro modo B~a = B,.
Para los puntos fijos superatractores p = 0, oo, por el teorema 1.1.6, de Botcher,
existen vecindades V? WP de p tal que P,(V?) C VP e isomorfismos conformes

@b VP — WP tal que los siguientes diagramas conmutan

Ve Ve Vv
N
Wee —= W2 W —— WY,
es decir,
peoPu= () en VY y @ o Pa=(9)  en V¥,
con o° tangente a la identidad cerca de oo, es decir, %(z) — 1 cuando |z| = o0y

©Y tangente a z — A(a)z alrededor del cero, donde \(a) es una rafz d — 2-ésima de
%. Estas conjugaciones permiten definir equipotenciales rayos externos y rayos
internos.

Por otro lado, si @ € C°, entonces J, es localmente conexo. Por lo tanto, el

conjunto V> es el conjunto C\ K,.
27i

La rotacién 7(z) = 7z, donde 7 = ed-1 es la tnica conjugacién conforme entre
dos polinomios P, y P,; esto es P, (72) = 7(P,(2)). Ademas, P, es conjugado al
polinomio P; por la conjugacién compleja o(z) = Z. De este modo, un dominio
fundamental para el estudio de la familia de polinomios P, es

Sz{aE(C:OSarg(a)gﬁ}.

Definicién 3.1.1 La componente conexa Wy es el conjunto {a : —a € B,}.

De acuerdo con Milnor, existen cuatro posibles tipos de componentes hiperboli-
cas acotadas en la familia de polinomios con dos puntos criticos,

Componente Adyacente: Es una componente hiperbdlica para la cual los dos
puntos criticos estan en la misma componente de la cuenca inmediata de atraccion
de una orbita periddica.

Componente bitransitiva: Es una componente hiperbdlica para la cual los dos
puntos criticos estan en diferentes componentes de la cuenca inmediata de atraccién
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de una orbita periddica.
Componente captura: Es una componente hiperbdlica para la cual inicamente
un punto critico estd en la cuenca inmediata de atraccién de una orbita periddica
pero el otro es atraido por ésta.
Componente disjunta: Es una componente hiperbdlica para la cual hay dos
orbitas periddicas distintas, tal que, cada una de ellas atrae un punto critico, vease
[M3].

En el caso que 0 es un punto fijo, no existen componente bitransitivas dado
que el 0 es super atractor. Por otro lado la componente principal W, es la tnica
componente adyacente y aparecen componentes tipo captura y tipo disjunta.

Definicién 3.1.2 Una componente captura se dice que tiene profundidad i, si es
una componente coneza del conjunto W; = {a € C : Pi(—a) € B, y P."'(—a) ¢ B,}.

La region de conexidad C es compacta y conexa, ademas W, es isomorfo a
C\ D, [Ro]. De hecho, el isomorfismo

$o :C\C - C\D

se define como ¢ (a) = ¢°(P,(—a)), donde ¢ es la coordenada de Bottcher de
P, en el infinito, para a € C\C. A partir de ¢5° podemos definir los rayos externos
Ra(0) a K,y con ¢ podemos definir los rayos externos R¢(6) a C.

Las siguientes dos proposiciones muestran algunas de las caracteristicas impor-
tantes de los rayos externos con argumento racional. La prueba de cada una de
ellas puede ser consultada en [Ro].

Proposicién 3.1.3 Si a € Q, entonces el rayo externo Re(a) aterriza en el
pardmetro a(a) € C. Ademds, Py tiene conjunto postcritico finito.

Proposicién 3.1.4 Si a € Q, entonces en el plano dindmico de P,, el rayo

externo Ry () aterriza en Py(—a) (o en la raiz de la componente de Fatou U, que
d—1

contiene a Py(—a)). Ademds, para |l = |5~ |, se tiene que:

= 505+ é, (5 + l+71) es periddico por multiplicacion por d, entonces a(a) es
un pardmetro parabdlico y el rayo Ry(% + L) (Ro(2 + L) respectivamente)
aterriza en la raiz p de la componente de Fatou que contiene al punto critico
—a y el rayo Ry(% + 1) (Ry(% 4+ L) respectivamente) aterriza en la preima-

gen de P,(p) en OU,.
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» En otro caso, a(a) es un pardmetro de Misiurewicz y los rayos R,(§ +
L), R, (2 + 21L) aterrizan enel punto —a.

Dentro de la regién de conexidad C analizaremos el conjunto de pardmetros
a € C para los cuales P, tiene conjunto postcritico finito. A este conjunto lo
denotamos por C°

Dado a € CY, como P, tiene un punto fijo superatractor en 0, el interior int(K,)
del conjunto de Julia lleno es no vacio. Toda componente U del int(K,) es una
componente de Fatou acotada, con cerradura U homeomorfa al disco cerrado D.
Ademas, toda componente U es eventualmente periddica. Por lo tanto, si —a es
preperiodico, entonces U es enviada en la componente B, y si —a es periodico,
entonces U es enviada en la componente B, o en la componente periddica U_, que
contiene a —a.

El centro ¢(U) de la componente U se define como la tnica imagen inversa de
0 0 —a que estd en U, via el homeomorfismo ¢ : U — D, en particular, ¢(B,) es 0.

Lema 3.1.5 Dado un polinomio P,(z) de grado d con a € C°, sea N(a) el niimero
de puntos extremos de H(a). Suponga que 0 ¢ O(H(a)). Entonces el conjunto

{P.(~a),..., PN (-a)},

esta formado exactamente por los unicos puntos extremos del drbol de Hubbard
H(a).

Demostracién. Supongamos que a # 0 y que el punto critico libre —a es un
punto extremo de H(a) no fijo. Cualquier punto no extremo que es enviado en
un punto extremo, debe ser un punto critico. Pero el punto critico 0 es fijo, por
lo tanto, no existe punto no extremo que sea enviado en —a, concluimos que la
preimagen de —a es un punto extremo. Por lo tanto, —a es periddico y su érbita
es exactamente el conjunto de puntos extremos.

Ahora supongamos que a # 0 y que el punto critico libre —a no es un punto
extremo de H (a). Dado que P, es localmente inyectiva, excepto en los punto criticos
y que el punto critico 0 es fijo, entonces el tinico punto no extremo que es llevado
a un punto extremo, es el punto critico —a. De donde concluimos que los puntos
extremos de H(a) estdn generados por las primeras iteraciones del punto critico.
<
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3.2. Entropia en las copias del conjunto de Man-
delbrot

Comenzando en la componente principal Wy, a lo largo de cualquier direccién
t € T, para t peridédico bajo multiplicacion por d — 1, existe una copia pequena del
conjunto de Mandelbrot directamente pegada a Wy, [Ro]. Denotando el centro de
esta copia por a(t), entonces la copia pequena del conjunto de Mandelbrot puede
representarse por P,y * M.

Supongamos que el angulo t € Q y el punto critico —a(t) tiene peridédo k.
Entonces el arbol de Hubbard H(a(t)) consiste de k aristas radiales saliendo de
un vértice central ubicado en el cero, conectando a un punto de la oérbita del
punto critico libre —a(t), el polinomio P, actuando en H(a(t)), es conjugado a
multiplicacion por d — 1 en estas aristas. Luego, h(H (a(t)), P.w)) = 0.

Cualquier polinomio P, con a € P, M tiene la forma P, L P, donde P, es un
polinomio cuadratico con ¢ € M y L denota la modulacién. El conjunto de Julia
K, de P, se puede obtener del conjunto de Julia K,,) de la siguiente manera: la
cerradura de cada componente U del interior de K, se reemplaza por una copia
de K., [D1].

Lema 3.2.1 Sea P,, = P, L P. la modulacion de P, sobre P,. Entonces
1
b(tt(m). Py) = sup { (@), P, {2},

donde k es el periodo de la orbita critica de P.

Demostracién. H(m) puede verse como la unién de dos conjuntos distin-
guibles. En efecto, H(m) = A U B donde A consiste de k copias del drbol de
Hubbard H(c) y B es el drbol de Hubbard de P, removiendo los k arcos re-
gulados que contienen la érbita critica periddica. Como PX es conjugado a P,
en cada copia de H(c), por el lema 2.1.7 kh(A, P,,) = h(H(c), P.), por lo que
h(A, Py) = 1h(H(c), P.). Por la proposicién 2.1.11 se concluye que h(H (m), P,,) =
sup {h(B, P,), +h(H(c), P.)}.

Para completar la prueba, se debe demostrar que h(B,P,) = h(H(a), P,).
Para ello usamos una idea similar a la anterior, en este caso, sobre el arbol H(a),
H(a) = A’|J B donde A’ es el conjunto que consiste de los k arcos regulados que
contienen la érbita critica de P, y B es el complemento de A’ en drbol de Hubbard.
Como la k—ésima iterada de P,, restringida a cualesquiera de estos arcos regulados,
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es conjugada a 2% en un intervalo I y h(z¢, ), entonces h(A P,) = 0. Por lo tanto,

W(B, Pa) = h(H(a), P,). Asi, h(H(m), Pr)) = sup {h(H(a), P, th(H(c). P.)}.
<
Dado que h(H(a), P,) = 0 se tiene que h(H(m), P,,) =

3.3. Entropia en las componentes de tipo captu-
ra

Para cualquier copia del conjunto de Mandelbrot, P, * M, en cualquiera de sus
puntas, existe una componente captura C' directamente pegada a P, x M, [Ro].

Sea a una punta cualquiera de P; x M, entonces P, = P, 1 P, donde P, es el
polinomio que corresponde al centro de la copia del conjunto de Mandelbrot, y ¢
es la punta correspondiente en el conjunto de Mandelbrot. De manera analoga a
como se demostré el lema 3.2.1, se tiene que h(H (a), P,) = th(H(c), P,).

Proposicion 3.3.1 Sea aq el centro de alguna componente captura C. Sea a €
OC' tal que el punto critico libre —a es preperiddico con respecto a P,. Entonces,

h(H(a)a Pa) = h(H(a'O)a Pao)'

Demostraciéon. Dado un parametro a € 9C tal que el punto critico li-
bre —a es estrictamente preperiédico bajo P,, existe un entero n, mas pequeno
tal que P'(—a) es periédico y Pl'(—a) € 0B,. Denotemos por k el periédo de
P'(—a) y sea | < n el entero mas pequefio, tal que P!(—a) € 0B,. Entonces
B, N H(a) = {P(—a), P (~a),...,PM—a), PP (—a), PP (—a)}. Esto es, la
orbita de Pl( a) Con51ste de n+k— l puntos y que estan en la frontera de B,. Sea T
el arco regulado generado por la érbita de P!(—a), ésta drbita consiste de n+k—1
aristas, las cuales tienen un vértice en comun, el punto critico superatractor 0. Sea
b; la arista que conecta a con P(—a) paral < i < n+k—1. Entonces, P,(b;) = b;41
paral <i<n-+k—1y P,(bysx_1) = b,. Por lo tanto, h(T, P,) = 0. Por otro
lado, se puede obtener el arbol de Hubbard H(a) del arbol de Hubbard H(ay),
reemplazando el punto critico 0 por el arbol regulado T' descrito anteriormente.
Como h(T, P,) = 0, entonces

h(H (a), P,) = sup {h(H (ag), Pa,), (T, Py)} = h(H (ap), Py,)-
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Corolario 3.3.2 Sea C' una componente captura tal que C N M, = {b}, donde
M, es una copia del conjunto de Mandelbrot. Entonces el drbol de Hubbard del
centro de C' tiene la misma entropia que el drbol de Hubbard de P,.

3.4. Monotonicidad de la entropia fundamental

3.4.1. Rayos externos y el arbol de Hubbard

Inspirados en el trabajo de Douady, [D], para la familia cuadratica, en el cual
se analiza la dindmica del polinomio llevandolo a la circunferencia unitaria y hacer
el andlisis con la funcion multiplicacion por 2, de forma analoga, empleando la
funciéon multiplicacién por d en la circunferencia podemos estudiar la entropia
sobre el arbol de Hubbard asociado a un polinomio arbitrario P,. Empleando la
conjugacion dada por el teorema de Botcher se tiene que la entropia de P, en el
arbol de Hubbard es la misma que la entropia de la funcién z — dz restringida
a un subconjunto de la circunferencia T; C T. Este conjunto puede obtenerse del
siguiente diagrama:

T— T

Jdo

Ja Ta> Ja'

Donde v, : T — J, es el homeomorfismo dado por el teorema de Carathéodory,
([CG], teorema 2.1). Esto es h(H(a), P,) = h(v; (H(a)), p).

Para determinar el subconjunto de la circunferencia que es importante para
nuestro objeto de estudio, analizamos las propiedades de los rayos externos, [DHI,
DH2].

Dado que 0 es punto fijo superatractor, la descripciéon de rayos externos que
aterrizan en el drbol de Hubbard es similar a [L]. Sea P, un polinomio con con-
junto posteritico finito y a € C°. Dado x € H(a), se define (x) como los dngu-
los de los rayos externos que aterrizan en x si x € J,, o como los angulos de
los rayos externos que aterrizan en la raiz de la componente de Fatou que con-
tiene a x si x ¢ J,. Denotamos por R,(¥(z)) el rayo externo con dngulo ¥(z)
y que aterriza en x € H(a). Si existen mds de un rayo externo que aterrizan
en r o en la componente de Fatou que contiene a x, especificamos escribiendo
Ra(0(x)7), Ra(0(2)7), Ra(0(2)"), Ra(0(x)?), etc.

Para a € C° fija vamos a denotar por H = H(a) el 4rbol de Hubbard corres-
pondiente a P,. Ademés, H; = P, '(H) y H,., = P;'(H,). Note que H C H; C
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HyC....

Definicién 3.4.1 Sea P, un polinomio con conjunto postcritico finito. Sea [, y]
un arco requlado tal que [x,y]([—a,0] = 0. Diremos que x < y si x € (0,y) y

0(x) # 0(y).

Sea P, un polinomio de grado d con a € C° y [z, y] un arco regulado que no con-
tiene puntos criticos. Considere el conjunto {6(z)~,0(z)*,0(y)~,0(y)*} formado
por los dngulos de los cuatro rayos externos que aterrizan tales que [0(x)~, 0(y)~]
y [0(x)T,0(y)"] son los intervalos més pequenos que contienen todos los rayos
externos que aterrizan en [z, y|. Los rayos externos

Ra (0(2)7) ,Ra (0(y)7)  Ra (0(y) 1) , R (0(2) )

se llaman rayos externos asociados a [z,y]. Cuando tnicamente un rayo aterriza
en y, se tiene que A(y)” = 60(y)™ = O(y). En este caso los rayos externos asociados
a [x,y] se representan por

Ra(6(2)7), Ra(0(y)), Ra(0(2)").

De la definicion de rayos externos asociados, se sigue directamente el siguiente
resultado

Lema 3.4.2 Sean P, un polinomio con conjunto postcritico finito y x,y € H(a).
Six <y, entonces los elementos del conjunto de rayos externos asociados a [x,y]

{Ra(0(2)7), Ra(0(y)7), Ra(0(y)"), Ra(0(2) ") }

estdn en orden ciclico positivo. En consecuencia, se tiene que < define un orden
parcial.

3.4.2. Intervalos de angulos en el arbol de Hubbard

Sea P, un polinomio con conjunto postcritico finito y H el arbol de Hubbard
de P,. Suponga que el punto critico libre —a no es un punto extremo de H. Note
que podemos escribir el conjunto H; \ H de una tunica manera como unién finita
de arcos regulados semiabiertos, es decir

Hy\ H = U;_, 1,

donde I, = (xk, yil, xx € V(Ho) v yr € OH;.
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Para x # 0, sea {R,(0(zx) "), Ra(0(yr) ™), Ra(0(yx) "), Ra(0(zx)")} el conjun-
to de los rayos externos asociados a [z, yx|. Se define el intervalo Uy, = (0(zx) ™, 0(zx)™).
Por otro lado, sea H N 0B, = {z1, 22, ..., 2m} €l conjunto de puntos en H que
intersectan la frontera de la componente B, del superatractor. Los rayos externos
que aterrizan en estos puntos z se denotan por R,(g;)*, para 1 <1 < m, véase la
figura 3.2. Se define el subconjunto de la circunferencia

v(a) =T\ U(er.e)).

Se define el intervalo de dngulos caracteristicos U(a) asociado al arbol de Hub-
bard H como

U(a) = v(a)U (kgl Uk) .

Nota 3.4.3 Cualesquiera dos arcos requlados de Hi\ H tienen interseccion vacia,
o bien si I, NI} # 0, entonces U, = U; o U, NU; = 0.

Ejemplo 3.4.4 En la figura 3.2 se muestra el conjunto de Julia y los dngulos
asociados a H(a), para a = 0.434 4 0.9605i, H N B, es una orbita de periodo dos,

Figura 3.2: Conjunto de Julia lleno e intervalos de angulos de P,.

con rayos externos cuyos angulos estdn en los conjuntos {%, i} Y {%, %} Por lo
13 31

tanto, v(a) = (3,3)U(5,5). Ademds, H, \ H consiste de un tinico arco regulado
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disjunto de B, y estd acotado por los rayos externos con dngulos 22 y %, por lo

tanto, Y
o -waven - (LU (U (L.

Lema 3.4.5 Dado un polinomio P, con a € C°, se tiene que, un rayo externo
Ra(0) aterriza en H si y solo si la orbita de 0 bajo multiplicacion por d no entra

enU(a).

Demostracion. Primero vamos a probar la condicién necesaria. Dado que
H es invariante, P,(H) = H. Si R,(0) aterriza en H, entonces R,(p(#)) también
aterriza en H, esto garantiza que la 6rbita de 6 nunca intersecta en U(a).
Para la condicién suficiente, supongamos que R(f) aterriza en x € J, \ H. Se
define
at =inf{a>60: R,(a) aterriza en H}

a” =sup{a <0: R,(a) aterriza en H}.

Como H es cerrado y J, es localmente conexo, los rayos con dngulos a™, a™ de-
ben aterrizar en H y 6 € (a™,a”). Vamos a demostrar que existe un entero
k > 0 tal que pF(at,a”) C U(a). En efecto, dado que H C H; C Hy C ...
y U, H, es denso en J,, entonces la imagen de (a,a~) bajo iteracién por p,
debe entrar en v, 1(H;), es decir, existe k € N tal que p*(a™,a™) 7, ' (H,) # 0y
P ot a7) Ny, H(H,) = 0, donde v, : T — J, es el mapeo de Carathéodory. Co-
mo H, = P, 1(H) = HU(H,\ H) se tiene que p*(a™, a™) intersecta a v~ (H, \ H)
antes de entrar en y~!(H). Por la construccién de U(a), p*(at,a™) C U(a). Luego,
como 6 € (a™,a7), se concluye que la érbita de 6 entra en U(a), lo cual finaliza la
prueba. <«

3.4.3. Monotonicidad

En esta seccién analizaremos la entropia de polinomios restringida a arboles
de Hubbard (entropia fundamental) de polinomios para los cuales el punto critico
libre —a es periddico, para ello se propone una forma de comparar arboles de
Hubbard, basada en [K].

Comenzamos introduciendo una relaciéon de equivalencia entre arboles de Hub-
bard, tal que toda clase de equivalencia es caracterizada por la dinamica en el
conjunto de vértices de cualquier representante.
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Definicién 3.4.6 Sea H el drbol de Hubbard asociado al polinomio P,, sea P
la particion de H que consta de cinco elementos {c1},{c2}, Ty, T1, Ty (algunos
pueden ser vacios), tal que P,|r, es un homeomorfismo para toda i, ademds, ¢y, co €
To yparai=1,2, c; € Ty a menos que Ty = ). AP se le llama la particién asociada
a H, donde ¢y =0 y co = —a.

Con esta particién podemos definir el itinerario para cada punto de H, de la
siguiente manera.

Definicién 3.4.7 El itinerario de un punto z € H es la sucesion infinita 7(z) =
(Tn(2))5zy € {0,1,2,C1, Co} dada por

(o) =4 h SR ET
NG, s ) = ¢

Empleando esta definiciéon daremos una caracterizacion de los arboles de Hubbard,
la cual nos permitira definir una relaciéon de equivalencia.

Sea 7(z) el itinerario de un punto z de un arbol de Hubbard, denotamos por
<?>(z) el itinerario que se obtiene al intercambiar los simbolos 1 y 2.

Definicién 3.4.8 Dos drboles de Hubbard H(a,), H(ay), son equivalentes si existe
una biyeccion & : V(ay) — V(az) entre el conjunto de vértices de H(ay) y H(as), tal
que & conjuga Py, v,y con Pu,|v(ay). Ademds, v,0 € V(ay) son vértices adyacentes
si y solo si £(v),£(D) también lo son. Asi mismo, T7(v) = 7(&(v)) para toda v €
V(ar) o 7(v) = 7 (£(v)).

Esto define una relacion de equivalencia en el conjunto de arboles de Hubbard.

Definicién 3.4.9 Sea x un punto periddico. Si existen i € {1,2} y & € orb(x) N
(¢iy f(ei)\[c1, c2) de tal manera que orb(z) C Gz(c;), entonces al punto T se le llama
punto v;—caracteristico de orb(x), (Gz(c;) es la componente conexa de H\ {x} que
contiene a ¢;). Un punto z es caracteristico si es periddico y v;-caracteristico, para
1=101=2.

La siguiente definicion muestra la forma en la cual la dindmica de un polinomio
P, puede contener puntos particulares que siguen un comportamiento similar a
puntos en la dinamica de algin otro polinomio B,.
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Definicién 3.4.10 Sean (H, P,,P),(H, P;,P) dos drboles de Hubbard con punto
critico libre periddico, sea n el periddo exacto de —a. Diremos que (H, Py, P) con-
tiene dindmicamente al drbol de Hubbard (H, P;, P) si existe un encajer: H — H,

un punto caracteristico z € H y una biyeccion & : V — orb(z)|J¢ (V \ orb(—a))
tal que,

i) {(Pa(—a)) = 2;
i1) £ o Pd|orb(—&) =Po §|orb(—

ii) o(H) = [orb(2)], donde [orb(z)] es el drbol generado por la drbita de z en

w) Para cualquier punto extremo Pi(z) € W(H), se tiene que Pi(z) € T; siy
solo si Pi(—a) € cl(T)).

v) Si ¥ #w €V son adyacentes en H, entonces £(v), &(w) también son adyacen-
tes como vértices del subdrbol [orb(z)] de H.

Por otro lado, si £(0), £(w) son adyacentes como vértices de [orb(z)], entonces
U, W son o bien adyacentes, o existe un tnico punto de ramificacion ¢; € orb(—a)
de H tal que (0,0) NV = é.

Empleando la definicién anterior, se define un orden parcial en C° de la siguiente
manera:
Dados ay, as € C°, se dice que ay < ay si el d&rbol de Hubbard H (asy) esté contenido
dindmicamente en el arbol de Hubbard H(a;) y H(a1), H(as) no estan contenidos
en la misma clase de equivalencia.

Nota 3.4.11 Si as < ay, entonces N(az) < N(ay).

Dado que el lema de la orbita forzada, es valido en las copias del conjunto de
Mandelbrot [M2], se tiene la siguiente relacién:

Lema 3.4.12 Sea My C C una copia del conjunto de Mandelbrot con raiz en
Wo, a1,a2 € My y P,,, P, polinomios con conjunto postcritico finito. St as o la
componente que lo contiene separa al punto a; de Wy, entonces as < ay.

Lema 3.4.13 Sean P,, y P,, con as < ay, N(a1) = N(as) y z € H(ay) es el
punto caracteristico de la definicion 3.4.10. Entonces

H(ar) = H(az) 22 [Poy(2), P, (2), ., Py (2)]
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donde = significa topologicamente homeomorfo.

Demostracién. Por simplicidad, denotemos el niimero de puntos extremos por
N(ay) = N(az) = N y P,, por P. Por la propiedad iv) de la definicién 3.4.10, los
rayos externos que aterrizan en z en el arbol H(a;) son exactamente los mismos
rayos externos que aterrizan en F,,(—a) en el arbol Ha,). Entonces, los elementos
de {z, P(z), P*(z),...,PN7!(2)} son precisamente los puntos extremos de

[z, P(2), P%(2),..., P"71(2)].

Por lo tanto,
H(a'Q) = [Pa1(z)a Pa21(z)a ceey Pg(z)]

Ahora bien, usando induccién, vamos a demostrar que no existen puntos de
ramificacién ni puntos criticos en los intervalos (P*(z), P*(P(—a)) para k =
0,1,... N—1. Primero, 0, —a ¢ (z, P(—a)) y no hay puntos de ramificacién en (z, 0)
(de otro modo N(a;) > N(ag)). Ahora supongamos que no existen puntos de rami-
ficacién ni puntos criticos en (P*(2), P*(P(—a))) para todo k < ky < N —1. Dado
que P es uno a uno en cada arco regulado que no contiene punto critico, se sigue
que (Pktl(z), P*+1(P(—a))) no contiene puntos de ramificacién. Por otro lado, si
¢; € (PMFL(2), PRt (P(—a))), dado que N(a;) = N(as), existe kg+1 < | < N tal
que P'(z) € (¢c;, PPt (P(—a))), esto significa que P**1(2) no es un punto extre-
mo de [P(z), P?(2),..., PY(2)], esto es una contradiccién. Por otro lado, como no
hay puntos de ramificacién en (Pk(z), Pk(P(—a)) para k = 1,2,..., N, entonces
H(ay) = [P, (2), P2 (2),...,PY(2)]. De hecho, P*(P(—a)) es el tnico punto de
[Po,(2), P2 (2),..., PYN(2)] que separa a P**(P(—a)) de 0. <

Lema 3.4.14 Dado P = P, como en el lema anterior, sean x,y € H N J,. Su-
ponga que P'(x) < P'(y) para 0 < i < k. Entonces las siguientes afirmaciones son
ciertas.

1) Si P*(y) <y en Hy, entonces P*(z) < 2’ en Hj.

2) Siy < P(y) en Hy, entonces ' < P*(x) en H,.

Donde y' es cualquier preimagen de P(y) diferente de y, y x' es la preimagen
de P(z) tal que [2',y'] no contiene puntos criticos.

Demostracién. Observemos que H; es la unién del arbol de Hubbard H y sus
preimdgenes, es decir, H; = HU P~ (H). Dado que P'(z) < P'(y) para 0 < i < k,
entonces no hay puntos criticos en [P'(x), P'(y)] y

P [P'(z), P'(y)] = [P (x), P ()]
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es un homeomorfismo para 0 < ¢ < k — 1. Ahora bien, vamos a probar la primer
afirmacién por contradiccién. Supongamos que P*(y) < ' v 2/ < P*(z) en Hy(a).
Entonces se tiene

x' < PF(x) < PP(y) <y

y consecuentemente (P*(z), P*(y)) C [2/,4']. Entonces P* restringido a [2/,y] es
un homeomorfismo sobre un subconjunto propio, lo cual es una contradicciéon con
la expansividad de P|;, ya que /',y € J,.

Para la prueba del caso 2) se emplea el mismo argumento. <

Teorema 3.4.15 Sean P,, y P,, polinomios tales que ay,ay € C% ay < ar y
N(ay) = N(ag). Entonces U(ay) C U(az).

Demostracién. Note que v(a;) = v(ay).
Por otro lado, U(ay) y U(az) son unién disjunta de intervalos de dngulos. Cada
uno de estos intervalos esta asociado a un arco regulado del arbol Hy(ay) y Hi(as)
respectivamente.
Se probard que para cada intervalo de dngulos U C U(ay) limitados por rayos
externos que no aterrizan en B,, existe un intervalo de dngulos U’ C U(as) tal que
ucvu.

Para simplificar la notacién hacemos N(a;) = N(ay) = Ny P = P,,.

Sea Hy(ay) \ H(ay) = U,_, Ir una unién finita de arcos regulados. Dado cual-
quier arco regulado I tal que I, N OB, = 0, se tienen dos casos:

1) Si I es de la forma (P*(—a), —P*(—a)) para 1 < ki,ky < N, entonces
Pkl(—a) < —sz(—a) (k‘l 7& k’g)

Si

Ra (0(P")7) ,Ra (0(—P*)7) , Ra ((—=P™)") , Ry (6(P*)T)

son los rayos externos asociados al arco regulado (P*(—a), —P*?(—a)), entonces
(O(P* (=a)),0(P™ (—a))™) C U(ar)

es un intervalo de dngulos de U(a;). Por el lema 3.4.14, P*1(z) < —P*2(z). Note
que si k; > ko aplicamos el primer caso del lema y si k1 < ky aplicamos la segunda
parte. Dado que los rayos aterrizando en P*!(z) en el 4&rbol H;(a;) son exactamente
los mismos que los rayos que aterrizan en P¥'(—as) en el drbol Hj(as). Entonces,
igual que antes,

(O(P™ (2)7,0(P"(2))*) C U(az)

es un intervalo de angulos de U (as).
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Por el lema 3.4.13, H(a1) = [P, (2),P2(2),...,PN(2)] y P < PF(—a).
Ademss, P¥(—a) — P*¥2(z2) € [P*(z), —P*2(—a)]. En consecuencia,

(B(P*(2))7.6(P*(2)) € (8(P"(~a))™. B(P* (~a))*)

2) En cualquier otro caso, I;; debe ser de la forma (w,—P* (—a)) para algtin
0 <k < N, donde w ¢ Orb(—a). Dado que H(ay) = [Py, (2), P2 (2),..., PN(2)],
entonces (w, —P¥ (—a)) NP, (2), P2 (2),..., PN (2)] = {w}. De aqui se obticne
que el intervalo de angulos U, correspondiente a [ es también un intervalo de
angulos de U(as).

De 1) y 2) se tiene la prueba de teorema <

Enseguida enunciamos el teorema que relaciona la entropia topoldgica en el
arbol de Hubbard, de dos polinomios comparables en C°.

Teorema 3.4.16 Dados dos pardmetros as y ay que representan polinomios de
grado d en C° con punto critico periddico, si az < ay y N(az) = N(ay), entonces
h(H(CL?)v PaQ) < h(H(CLl)v Pal)'

Demostracién. Por el teorema 3.4.15, sabemos que U(a;) C U(az). Entonces,
T\ Ure, p " U(as)) € T\ Ure; p* (U(ar)). Por lo tanto, tenemos la siguiente
desigualdad en la entropia:

h(T\ 8 o @) p) < b (T\ O p ™ @la)). ).

ya que se tiene la siguiente conjugacién entre P,, y la funcién p

T\ U2, o5 (U(az)) —2= T\ U2, p7* (U(az))

Ya, \L \L'Yai

H(ai)v

Py,

tenemos que

Por lo tanto,
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Para el caso de polinomios con parametros as < a; cuyos arboles de Hubbard
tienen numeros de puntos extremos diferentes, se utiliza la matriz de Markov
asociada al arbol de Hubbard, la cual codifica la relacion que existen entre las
aristas y la imagen de una de ellas.

Sea P, un polinomio hiperbdlico, la restriccién de P, a cualquier arista e de
H(a) es inyectiva. Ademads, P,(e) consta de la unién de aristas ey, ..., e, de H(a). Si
H(a) consta de las aristas ey, .. ., e,, se define la matriz de Markov M (a), asociada
a H(a) como M;; = 1sie; C P,(e;) vy 0 en otro caso. Note que M es una matriz
de tamano n x n con entradas 0 y 1. Por el teorema de Perron-Frobenius, el radio
espectral A\ de M es mayor o igual a 1, [P].

Proposicion 3.4.17 Dado un polinomio P, con a € C postcriticamente finito e
hiperbdlico y H(a) su drbol de Hubbard, entonces h(H (a), P,) = log A.

Demostracién. Sea P la particion de H(a) que consta de todas las aristas de
H{(a), es decir P = {e;}\_,, esta particién satisface que e; Ne; = ) o consiste de
un solo punto, para todo 1 < i < j < k. Ademas, el conjunto 0P formado por los
puntos extremos de las aritas e; son los vértices de H(a). Para cada k > 1 se define
la particién P¥ % S de H(a) determinada por el conjunto OP* x S = P*(9S). Si
Sy S’ son dos particiones de H(a), se define una nueva particién SV 5" de H(a)
determinada por los puntos en 95 U 95".
Considérese la particién

\/S=SVP xSV, .. VP xS

Por el lema 3.1.5, el punto critico libre —a no es un punto de ramificacién. Ademas,
—a no es eventualmente critico. Entonces el niimero de puntos de ramificacion en
H (a) es invariante bajo P, !, por lo tanto, V" S consiste de la unién de todas
las preimédgenes de orden n de la orbita —a en H(a), el cero y los puntos de
ramificacion de H(a). De la definicién de entropia con respecto a una cubierta, se
tiene que
1 n
h(H(a), Py, S) = lim —logcard \/ xS.

n—oo N

AFIRMACION: h(H(a), P,,S) = h(H(a), P,). La prueba de esta afirmacién
se obtiene usando el mismo argumento del lema 1 de [D].
Por la construccién de PF x S, se tiene que

n

0S CO(PyxS) C - COPr ' x8)y \[S=(Pr) 8.
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Si S" es una particién més fina que S, definimos el vector de Markov de vg =
(v1,...,v;) asociado a S’, donde v; es el nimero de elementos de la particién S" que
estan contenidos en la arista e; de S. Note que vg = (1,1,...,1) y vp,us = M" - vg
donde M" es la matriz traspuesta de la matriz de Markov M de H(a), por lo
que vyng = (M")" ¢ - vg. Con respecto la norma ||v|| = > v;, para cualquier
vector v = (vy,...,v,) tal que v; > 0 existen constantes 0 < ¢; < ¢ tal que
c1 - A" < [(MYH™ - v|| < ¢o - A™. Observe que ||vg|| = card S, por lo tanto, ¢; - A" <
card\/" %S < ¢y - A"
Tomando el logaritmo y dividiendo entre n se tiene que

logc; - A" < log card \/" xS < log cg - A"

n - n - n

haciendo n — oo concluimos que h(H(a), P,,S) = log \. <
De manera general, sea M es una matriz de tamafio n xn con entradas 0y 1 y su
radio espectral A > 1. Dado un conjunto compacto y conexo X y f: X — X una
funcién continua, la coleccion A = (X, Xo,..., X,,) de subconjuntos compactos
de X tal que los interiores, int(X;) son no vacios y mutuamente disjuntos se llama
empaquetado de Markov' con matriz M, si X; C f(X;) siempre y cuando M;; = 1.

Proposicién 3.4.18 Si A = (X1, Xs, ..., X,,) empaquetado de Markov con ma-
triz M, entonces h(X, f) > log A, donde X es el radio espectral de M.

Teorema 3.4.19 Sean as < ay dos pardametros que representan polinomios hi-
perbalicos en una copia del conjunto de Mandelbrot M, que se bifurca directamente
de la componente principal Wy, entonces h(H (az), P,,) < h(H (ay), Pa,).

Demostracién. 1) Si N(a;) = N(as) el resultado se tiene por el teorema
3.4.16.

2) Supongamos que N(az) < N(ay). De la observacién 3.4.11 el nimero de
puntos es no decreciente. Podemos asumir que no existe pardmetro ¢ € CY hi-
perbdlico tal que ¢; < ¢ < ¢; vy N(ca) < N(¢) < N(c1). Dados H(ay), H(as)
los arboles de Hubbard, z el punto caracteristico de la definicién 3.4.10 y H(z) el
arbol regulado generado por el punto z, note que H(z) es un subéarbol de H(ay)
el cual no es invariante bajo P,,. Considere los vértices de H(z) como la unién
de los puntos de la 6rbita de z con los puntos de ramificacién de H(z). Se puede
establecer una biyeccién entre los vértices de H(z) y los vértices de H(az). Més
aun, de la definicién 3.4.10 note que H(z) es topolégicamente homeomorfo al drbol

Ldel inglés Over Markov Packing
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de Hubbard H(ay). Sean ey, es, ..., e, las aristas de H(ag), y M(az2) la matriz de
Markov asociada a H(as). Entonces h(H (as), P,,) = log A, donde A es el radio es-
pectral de M (as). Por otro lado, H(z) es homeomorfo a H (as), lo que nos permite
etiquetar las n aristas de H(z) por €f,€3, ..., e%, las cuales satisfacen la condicién
que Py, (ef) D ef siempre y cuando M(4,j) = 1. El conjunto £, = {ef,e5,...,¢€;}
es un empaquetado de Markov con matriz M (as), por lo que h(H (ay), Py,) > log A.
Por lo tanto, h(H (ay), P,,) > h(H(az), P,,). De 1) y 2) se tiene el resultado. «



Capitulo 4

Algoritmo de Thurston para el
calculo de entropia

Con el proposito de facilitar el cdlculo de la entropia fundamental de un polino-
mio P, Thurston propuso un algoritmo (sin demostracién) que permite calcularla.
Para ello se define una transformacién lineal A en términos de los puntos criticos
de P y de los argumentos externos en Jp, obteniendo como resultado que el radio
espectral de A coincide con la entropia fundamental. En 2017, Yan Gao di6 una
prueba de este algoritmo y en ese mismo ano, Tiozzo demostro la continuidad de
la entropia en la familia cuadrética sobre la frontera del conjunto de Mandelbrot,
empleando el algoritmo de Thurston, [G, Tz2].

En este capitulo se demuestra que para calcular la entropia fundamental de
polinomios con un punto critico de orden méaximo, como en la familia (3.1), se
puede ignorar el punto critico fijo. Por lo tanto, cada polinomio puede verse co-
mo un polinomio unicritico. Esta simplificacién permite usar las herramientas de
graficas, cunas y retratos criticos que utilizé Tiozzo para demostrar la continuidad
de entropia en la familia cuadratica, de este modo generalizamos dicho resultado
a la familia (3.1).

4.1. Algoritmo de Thurston

En esta seccién se describe el algoritmo de Thurston que calcula la entropia
fundamental de un polinomio de grado d a partir de las érbitas de los puntos
criticos.
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4.1.1. Algoritmo de Thurston para polinomios de grado d

Sea P(z) un polinomio postcriticamente finito de grado d. P(z) tiene exacta-
mente d — 1 puntos criticos, ¢y, co,...c, (contando la multiplicidad). Cada ¢; o
bien estd en J, o es el centro de una componente de Fatou. El desarrollo de es-
te algoritmo esta basado en el andlisis de los rayos externos que aterrizan en los
puntos criticos que estan en el conjunto de Julia o los rayos que aterrizan en las
componentes de Fatou que contienen puntos criticos.

Dado un rayo externo R(f) que aterriza en un punto ¢ de la frontera de una
componente de Fatou U, existe un unico rayo interno que une ¢ con el centro de
U, el cual se denota por ry (). El rayo

Eu(0) = ro(0) | R (),
se llama rayo extendido en U de angulo 6.

Definicién 4.1.1 Decimos que un rayo externo R(0) soporta una componente de
Fatou acotada U si:

1) El rayo aterriza en un punto q de la frontera de U.

2) Eziste un sector, basado, en q delimitado por R(0) y el rayo interno de U que
aterriza en q, tal que el sector no contiene otro rayo externo que aterriza en q.

Sea P un polinomio postcriticamente finito de grado d y U una componente de
Fatou critica, es decir, una componente de Fatou que contiene un punto critico,
tal que § = Grad(P|y), se define el conjunto ©(U) de la siguiente manera:

1) Si U es periédica con érbita

U—PU)—---—P"(U)=U,

construimos O(U’, 2/, 0) para todo U’ en este ciclo simultdneamente, de la siguiente
manera. Sea z € OU la raiz de U. Note que esta eleccion determina una raiz
P¥(2) para cada componente de Fatou P¥(U) para k = 1,2,...,n — 1, a la cual
se llama la raiz preferente de P*(U). Si U’ es cualquier componente del ciclo y
z' su raiz preferente, considere un rayo R(6) soporte de U’ en 2'. Se define el
conjunto ©(U’, 7', 0) como el conjunto de argumentos de los dys rayos soportes
para la componente U’ que son imagen inversa de P(R(9)).

2) Si la componente de Fatou U es estrictamente preperiédica, tomemos n
el nimero mas pequeno tal que P"(U) es una componente de Fatou critica. Sea
z € U el punto que es llevado a () por el polinomio P, donde v(«) es el punto
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donde aterriza R(a) y a € O(P"(U),v(«a),a). Consideremos un rayo R(#) que
soporta la componente U que contiene a z, definimos O(U, z, ) como el conjunto
de los 6y argumentos de los rayos soportes de U que bajo P" caen en R(«).

Nota 4.1.2 Para cada componente de Fatou critica U, existe una cantidad finita
de posibles conjuntos ©(U', 2, 0), los cuales dependen de la eleccion de las raices

de z, de U y el argumento 6. Podemos elegir uno de ellos y lo denotamos como
o).

Definicién 4.1.3 Sea P un polinomio con conjunto postcritico finito y Uy, Us, ..., U,
las componentes de Fatou criticas disjuntas por pares. Una coleccion finita de sub-
conjuntos de la circunferencia unitaria

Op ={O(c1),...,0(cn),0U1),...,0(Un)},
se llama una marca critica débil si:
1. Cada conjunto ©(Uy,) satisface la definicion 4.1.2.

2. La union de los cq,ca, ...y es igual a la union de todos los puntos criticos
de P en Jp.

3. Cada ©(c;) consiste de al menos dos angulos tales que los rayos externos con
estos dngulos, aterrizan en c; y son llevados por P a un mismo rayo externo.

4. Las envolventes convezras de O(cy),...,0(cyn), en el disco unitario, son dis-
Juntas por pares.

5. Para cada punto critico ¢ € Jp.

Grad(Pl) = 1= 3" (#6(c;) — 1)

Cj=cC

Cualquier polinomio P con conjunto postcritico finito siempre tiene una marca
critica débil. Por ejemplo, si ¢y, .. ., ¢, son los puntos criticos de P que estan en Jp
y Uy, ..., U, las componentes de Fatou criticas, entonces paracada U;, 1t = 1,...,n
se construye el conjunto ©(U;) como antes. Por otro lado, para cada punto critico
¢;, simplemente se toma un rayo R(6;) que aterriza en P(c;) y se define ©; como
el conjunto de argumentos de los rayos externos P~*(R(6;)) que aterrizan en c;,
paraj =1,...,m.
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En la definicién 4.1.3, cuando cq, ..., ¢, son diferentes, la marca critica débil
Op es llamada simplemente marca critica de P. En este caso, la cardinalidad de
cada O(c;) es igual al grado de P, .

Sea © = {O,0,...,0;} una marca critica de un polinomio P de grado d. Se
definen los conjuntos critico y postcritico de ® como

crit(®) = U O y post(®) = U " crit(©),

k=1 n>1

respectivamente. Donde 7 : T — T es la funcién definida por 7(0) = df mdéd 1.
De la definicion 4.1.3 se tienen las siguientes propiedades:

1. Cada 70;, parai € {1,2,...,1} consta de un tnico dngulo.

2. Las envolventes convexas de ©; y ©;, en el disco unitario, se intersectan a lo
méas en un punto de T para cualesquiera i,7 € {1,2,...,1}.

3. La cardinalidad de cada ©; es mayor o igual 2, y Zézl(#@i —1)=d-1

Estas propiedades pueden ser representadas de manera abstracta, dando origen
al concepto de retrato critico.

Sea D el disco unitario dotado de la métrica hiperbdlica. Identificamos cual-
quier punto en JD con su argumento en T, de este modo todos los angulos en la
circunferencia son considerados médulo 1. Una hoja es o bien un punto en T o
la clausura en D de una cuerda hiperbélica. A partir de ahora, cuando mencione-
mos cuerda o envolvente, en el disco, sera en el sentido hiperbdlico. Para cualquier
subconjunto S C T denotamos por Env(S) a la envolvente convexa de S en D.

Un retrato critico de grado d, es una coleccién finita de subconjuntos finitos de
la circunferencia, ® = {O1,0,...,0;} tal que se cumplen las propiedades 1 ,2,
3.

Note que, cualquier marca critica débil de un polinomio postcriticamente finito
es un retrato critico. Si ademas identificamos cada elemento ©; € © con su envol-
vente convexa en ID entonces, un retrato critico puede ser visto como una coleccién
de hojas y poligonos disjuntos por pares en D.

Lema 4.1.4 Si ©® = {O,0,...,04} es un retrato critico de grado d, entonces
k

D\ U Env(0©,) tiene d componentes conezas y los arcos en T de cada una de ellas
1=1

cubre un arco de circunferencia de tamano é.
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Figura 4.1: Retratos criticos de grado 5.
Una prueba del lema 4.1.4 puede ser consultada en [G].

k
Definicién 4.1.5 Dos puntos z,y € T\ |J Env(©,) se dice que son no separados
=1

en T con respecto a ©, si ambos pertenecen a la misma componente de T \ ©; para
todo ©; € ©.

La relacién de no separado dada por la definicion 4.1.5 cumple las propiedades
de una relacién de equivalencia. De esto y el lema 4.1.4 se deduce la siguiente
relacion.

k
Proposicién 4.1.6 1) Dos puntos x,y € T\ |J Env(0;) son no separados en T
=1

k
si y solo si ambos pertenecen a una componente comin de D\ |J Env(©,).
=1
2) Ezisten d clases de equivalencias en T, denotadas por Iy, Iy, ..., 1q. Ademds,
para cada Iy, y cualquier par de dngulos x,y € Iy, T7(x) = 7(y) si y sdlo si existen
©i,...,6;, € O conm > 1 tales que x € ©;,, y € ©;, y O;,O;,,, # 0 para
todoj=1,...,m—1.
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A continuaciéon mostramos una particion en el plano dindmico de un polinomio
de grado d determinada por su marca critica. En primer lugar tomamos la marca
critica

82{91792...,91}

de un polinomio P, ésta induce una particién en el disco unitario (retrato critico).
Por otro lado, para cada punto critico ¢; y cada componente de Fatou critica U, se
definen los conjuntos R;(c¢;) y R(U) en el plano dindmico, donde R;(c;) consiste
de los rayos externos con angulos ©; junto con ¢; y R(U) consiste de la unién de
los rayos extendidos con angulos en O(U).

De la definicién de los conjuntos O(U;) y ©(c;), se tienen las siguientes propie-
dades para R(c;) y R(U;).

Proposicién 4.1.7 » Los conjuntos R(c;) y R(U;) son tipo estrella con un
punto critico en el centro. Ademds, R(c;) (VKp = {c¢;} y R(U;)NKp consiste
de un rayo interno critico en U;.

» La interseccion de dos conjuntos R(c;) y R(ck) es igual a {c;} sic; = ¢, y
es vacia en cualquier otro caso.

» Si R(c;) N R(U;) # 0, entonces ¢; € OU; y la interseccion es o bien {c;} o la
union de {c;} con un rayo externo que aterriza en c;. El sequndo caso ocurre

si y solo si ©(c;) (N O(U;) # 0.

» Si R(U;) N R(Uj) # 0 con i # j, entonces la interseccion es o bien un punto
p € 0U; (N OU; o la union de {p} y un rayo externo R(9) aterrizando en p.
El segundo caso ocurre si y sdlo si O(U;) (O(U;) # 0.

Para © € © usaremos la siguiente notacion:
R(O) = R(c;) st ©=0(¢j)conj=1,...,m;
| R(U;) si © =0(U;) con U; una componente de Fatou critica.
!
Definicién 4.1.8 Sean 21,z dos puntos de C\ |J R(©;). Diremos que z1,zy no

i=1
estdan separados, si ambos pertenecen a una misma componente coneza de C\ R(©;)

para todo ©;.

La relacién de no separado es una relacién de equivalencia. Ademads, los rayos
R(©;) y R(O;) estan en un misma clase de equivalencia en el plano dindmico si y

!
sélo si ©; y O; estdn en una misma componente conexa de C\ |J R(©;).
i=1
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Sea ©® = {01,0,...,0;} un retrato critico. Dados cualesquiera dos angulos
x,y € T (posiblemente iguales) y un elemento © de O, diremos que la cuerda Ty
cruza la envolvente convexa Env(©) de © si z,y ¢ © y Ty () Env(0O) # 0. En esta
situacién decimos que x,y estan separados por O.

Definicién 4.1.9 Dado cualquier par de dngulos x,y € T, su conjunto de separa-
cion relativo a ©, es el conjunto {ki, ks ...k,}, sila cuerda Ty cruza sucesivamente
Env(©y),...,Env(Oy,) de v ay, donde cada Oy, estd en © y ningiin otro ele-
mento de © separa los dngulos x,y. Los angulos x,y son llamados no separados,
st su conjunto de separacion es el conjunto vacio.

Si P es un polinomio con conjunto postcritico finito, entonces todos los ele-
mentos de su retrato critico ® son racionales y post(®) es un conjunto finito.
Por lo tanto, es posible definir el conjunto finito S que consta de los pares no
ordenados {z,y} con x # y € post(®) siempre y cuando card(post(®)) > 2. Si
post(®) = {z}, entonces S tiene un dnico elemento {z,z}, en este caso x es un
punto fijo de 7. Una vez que se ha definido el conjunto S, el algoritmo de Thurston
para aproximar la entropia de P, sobre el arbol de Hubbard H(P), consta de los
pasos descritos en el algoritmo 1.

Algoritmo 1

= Sea V el espacio vectorial sobre R generado por los elementos de S.

» Se define una transformacién lineal A : V — V sobre la base S de V de la
siguiente manera. Para cualquier vector {x,y} € S se define la imagen de
{z,y} como sigue:

A({z,y}) ={7(x),7(y)}, si z,y no son separados por O; y
A({z,y}) = D8 A({0:,0i41}), donde Oy =z, 0,1 =y y 0; € O, € O, si
el par {z,y} tiene conjunto de separacién {ki,...k,} # 0.

s Sea A la matriz asociada a la transformacién A en la base S. Ya que esta
matriz es no negativa, por el teorema de Perron-Frobenius el radio espectral
p de A es no negativo, [P].

El siguiente teorema muestra la relacion que existe entre el radio espectral de
la matriz A, obtenida por el algoritmo 1 y la entropia en el arbol de Hubbard del
polinomio.
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Teorema 4.1.10 Sea P; un polinomio de grado d con conjunto postcritico finito,
y © una marca critica de Py. St p es el radio espectral de la matriz en el algoritmo
de Thurston, entonces h(H (Py), P;) = log p.

Idea de la prueba. Si P; es un polinomio de grado d con conjunto postcritico
finito, la entropia fundamental es igual al radio espectral de la matriz de incidencia
Ag(p,), tomando la particién de Markov de H(F;) definida por las aristas, [G]. Co-
mo los arcos regulados en H (P;), que conectan dos puntos del conjunto postcritico
de P, es una unién de aristas, la accién de P; en H(P;) induce otra matriz de
incidencia, la cual tiene el mismo radio espectral que la matriz de incidencia Ag(p,).

La ventaja de esta aproximacion radica en el hecho de que a cada punto del
conjunto postcritico, le corresponde un éngulo en el conjunto post(®), de modo
que cualquier arco de H(P;) entre dos vértices, puede ser representado por algin
par de angulos (posiblemente no determinado de manera tinica). Asi, intuitivamen-
te se puede pensar que la accién de P; en estos arcos induce una transformacién
en el espacio generado por los pares de dngulos en el conjunto post(®), la cual es
la matriz A en el algoritmo de Thurston. En general, la matriz A del algoritmo es
més grande que la matriz de incidencia en H(P;), ya que a un punto del conjun-
to postcritico de Py, regularmente le corresponden varios angulos en el conjunto
post(O).

La demostracién del teorema 4.1.10 concluye que las matrices Ag(p,) y A tienen

el mismo radio espectral. Una prueba completa de este teorema puede consultarse
en [G].

Ejemplo 4.1.11 En la familia

da
d—1

P,(2) = 277z + ),
para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.543876¢, el punto critico —a, eventualmente
va en el punto fijo superatractor cero, ya que P3(—a) = 0. El conjunto de Julia se
muestra en la ﬁgum 4.2. El retrato critico asociado a P, es ® = {{O, %} , {%, %}}
y post(© {O, s 3} los cuales se muestran en la figura 4.3.
As, la base S del espacio V es S = {{0,2},{0,2},{2,2}} y la transformacion
A aplicdndola en los elementos de la base esta’ dada de tal modo que:
{0,2} = {02
0.9 048+
530 {0.5} +{0, }+{07§
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0a
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2.5 -2 -1.5 -1 0.5 1] 05 1

Figura 4.2: Conjunto de Julia para d =3 y a = 1.06344911 + 0.543876:.

Figura 4.3: Retrato critico para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.543876%.
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Por lo que, la matriz asociada a A es

A=

NN O

1
0
1

o O O

cuyo radio espectral es 1.4142. Del teorema 4.1.10, se concluye que la entropia
fundamental de P, eslog(1.4142).

Ejemplo 4.1.12 Tomando d = 3 y a = 1.07183814 + 0.1928507: para la familia
(8.1), se tiene un polinomio para el cual el punto critico —a es periddico de periddo
cuatro. El conjunto de Julia se muestra en la figura 4.4.

o5k

05+

Figura 4.4: Conjunto de Julia para d = 3 y a = 1.07183814 + 0.1928507+.

En este caso el retrato critico asociado a P, es © = {{0, 3}, {5, 5} } y post(©) =
{0, ~ 55 20, 20, 20} los cuales se muestran en la figura 4.5.

Asimismo, la base S del espacio V es

5= {{O’ 20} {0’ 20} {0’ 20} {0’ 20} {20’20} {20’20} {20’20} {20’20} {20’20 20’20}}
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3
3
. 20
20
1
9 20
20
0
41
60

Figura 4.5: Retrato critico para d = 3 y a = 1.07183814 4 0.1928507:.

Aplicando la tmnsformacidn A a los elementos de la base se obtiene:
{0, 20} — {0, 55 %

{0, 20} — {0, 35 7

{0, 2;70} — {0, 20} + {2o> 20}

{07 20} = {07 200

_0} = {O> 20} + {0’ 20} + {207 20}
+ = A0, 20} +{0, 55 2

} — {0, 20} + {0, 2o}+{20’ 20
} = {07 20} + {07 20
20}

= {20’ 20

P e Y eV SN
| o8BS |ed3|-E| -8
SRSRESES
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Por lo tanto, la matriz asociada a A es

01 00O0O0O0O0GO0®O
001 0O0O0O0OO0OO0O®O
10000O01O0O0O
10000O0O0OO0O0OO
A:0000000100
1100001000 [|”
1'10000O0O0O0O
1010001O000O0
1'01000O0O0O0O
0000O0OO0OT1O0O0O0

cuyo radio espectral es 1.3953. Del teorema 4.1.10 se concluye que la entropia de
P, restringido a su drbol de Hubbard es (log1.3953).

4.1.2. Algoritmo de Thurston en una familia de polinomios
con un punto fijo de orden maximo

En esta seccién se presenta una adaptacién de algoritmo del Thurston para el
caso de la familia de polinomios 3.1 que tienen la forma

da
d—1 )
Sea P, uno de tales polinomios. Los puntos criticos de P, son 0 y —a. El 0 es
el centro de la componente de Fatou fija B, y —a es un punto critico libre. Si —a
es el centro de una componente de Fatou, dicha componente la denotaremos por
Us.
Se definen los conjuntos de angulos

Py(2) = 271 (2 +

Oy = O(B,),

©(U;) si —a es el centro de una componente de Fatou

0= { O(c1) si —a € Jg,
donde O(B,), ©(U;) y O(c;) son definidos como en la seccién 4.1.1.

Definicién 4.1.13 Dado P, un polinomio de la familia (3.1) postcriticamente
finito, a la coleccion de dngulos @ p, = ©_, le llamaremos marca critica restringida.
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Sea ®p, la marca critica restringida de P,. Se definen los conjuntos critico
restringido y postcritico restringido como

crit(®p,) = O_, y post(Op,) = U " crit(®p, ),

n>1
donde 7 : T — T esta definida como 7(¢) = df mdd 1.
Observacién 4.1.14 70@p, consta de un unico dngulo.

Si D es el disco unitario, identificamos cualquier punto en 0D con su argumento
en T, de este modo todos los angulos en la circunferencia son considerados moédu-
lo 1. La marca critica restringida de P, vista en D se denomina retrato critico
restringido de P, y se denota por ©,.

Lema 4.1.15 Si ©, es un retrato critico restringido del polinomio P,, entonces

- - 1, d-1
D\ Env(®,) tiene 2 componentes conexas con arcos en T de longitud 5 y “F,
respectivamente.

Demostracién. Dado que Grad(P|-,) = 2, ©, consta de dos elementos. Por lo
tanto, la envolvente convexa Env(®,) divide a D en dos regiones. Por otro lado,
de la proposicién 3.1.4 se tiene que la longitud del arco entre los elementos de ©,
es igual a 5, lo cual completa la prueba. «

Definicién 4.1.16 Dos puntos z,y € T\ Env(®,) se dice que son no separados en
T con respecto a ©,, si ambos pertenecen a la misma componente de T\ Env(0,).

Se define el conjunto R(a) como
Rla) = R(—a) si —a € Jy;
| R(U;) si —a es el centro de una componente de Fatou,

donde R(U) y R(—a) son definidos como en la seccién 4.1.1.

Definicién 4.1.17 Dos puntos z;,ze € C\ R(a) son no separados si ambos per-
tenecen a una misma componente conexa de C\ R(a).

La propiedad de no separado es una relacién de equivalencia. Los rayos R(0) y
R(7) estan en un misma clase de equivalencia en el plano dindmico si y sélo si ¢
y 7 estdan en una misma componente conexa de C\ R(a).
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De manera analoga, se define el concepto de puntos no separados en T. Sea ©,,
un retrato critico restringido. Dados cualesquiera dos dngulos x,y € T (posible-
mente iguales). Diremos que la cuerda Ty cruza la envolvente convexa Env(©,)
de O, si z,y ¢ O, vy Ty () Env(©,) # 0. Con estas condiciones decimos que z,y
estan separados por O,.

Si P, es un polinomio con conjunto postcritico finito, entonces todos los ele-
mentos del retrato critico restringido son racionales y post(®,) es un conjunto
finito. Por lo tanto, es posible definir el conjunto finito S que consta de los pares
no ordenados {z,y} con = # y € post(®,) siempre y cuando card(post(®,)) > 2.
Si post(©,) = {x}, entonces S consta de un tinico elemento {z, 2} y = es un punto
fijo de 7. Una vez que se ha definido el conjunto .S, el algoritmo de Thurston adap-
tado para aproximar la entropia de P, sobre el arbol de Hubbard H(P,) consta de
los pasos descritos en el algoritmo 2

Algoritmo 2

= Se define V el espacio vectorial sobre R generado por los elementos de S.

s Se define una transformacién lineal A’ : ¥V — V sobre la base S de V de la
siguiente manera: Para cualquier vector {z,y} € S se define la imagen de
{z,y} como sigue:

A'({z,y}) = {r(x),7(y)}, si z,y son no separados por O; y
A'({z,y}) ={7(x),7(0)} + {7(0),7(y)}, 6 € O, si z,y estdn separados por
O.

s Sea A’ la matriz asociada a la transformaciéon A’ en la base S. La matriz A’
es no negativa y por el teorema de Perron-Frobenius [P], el radio espectral
p de A’ es no negativo.

Teorema 4.1.18 Sea P, un polinomio postcriticamente finito. Si A denota la
matriz obtenida por el algoritmo 1 y A’ la matriz obtenida por el algoritmo 2,
entonces A y A" tienen el mismo radio espectral p.

Demostracion. Para demostrar este teorema, consideramos dos casos.
1) Si —a € B,, la entropia fundamental es cero, y mostraremos que en el
algoritmo restringido el radio espectral de la matriz A’ es 1.
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2) Si —a ¢ B,, mostraremos que la transformaciéon A se puede construir sin
considerar la linea de separacion del punto critico cero.

Sea P, un polinomio de grado d con conjunto postcritico finito. Por el teorema
de Bottcher existe un bi-holomorfismo ¢, que conjuga P, con la funcién z? en
una vecindad del infinito. Como P, es postcriticamente finito, el conjunto de Julia
es localmente conexo, por lo tanto, P, se extiende continuamente a .J,, [DH1].
Asimismo, la dindmica en B, es conjugada a z%~! y la conjugacién se extiende
continuamente a la frontera, por lo que, existe un punto fijo p de P,, con angulo
interno cero, que esta en dB,. Elegimos la cordenada de Béttcher en el infinito de
tal manera que el argumento externo de p sea cero.

De acuerdo a lo anterior y a la construcciéon de los retratos criticos, el con-

k1 ka2
s g

polinomio P,. Por lo tanto, el retrato critico de P, esta dado por

O = {{o %%} ,@_a} y post(©®) = | ] 7(0_.) | J{0}.

n>1

junto de angulos ©y = {O } ,con k; € {1,2,...,d — 1}, para cualquier

Lo cual muestra que para d fijo, el conjunto postcritico varia en funcién inicamente
del punto critico —a.

Por otro lado, las aristas del arbol de Hubbard estan relacionadas con los pares
de angulos en el retrato critico de la siguiente manera: el intervalo de angulos con
extremos {01, 6>} en la circunferencia, representa una unién de aristas en el arbol
de Hubbard; asimismo, el intervalo de angulos en la circunferencia determinado
por la imagen A({f1,02}), es equivalente al intervalo de dngulos que comprenden
la imagen bajo P, de la unién de aristas correspondientes.

Nota 4.1.19 5i S denota la base del espacio vectorial en el algoritmo 1 y el par
{01,602} € S es separado con respecto a la linea critica ©,,, entonces la arista (o
aristas) correspondientes contienen al punto critico c;.

Demostracion del caso 1: Si P, es un polinomio postcriticamente finito tal que
—a € B,, como P, es conjugado a 24! en B,, entonces el 4drbol de a es tipo
estrella con n aristas. Podemos enumerar las aristas de modo que la matriz de
incidencia A del arbol H (P,) queda definida de la siguiente manera: A;;;; = 1
parai=1,...n —1, a,; = 1, para algin j € {i,...,n} y cero en cualquier otro
caso. Ya que el polinomio caracteristico de la matriz de incidencia tiene la forma
(=)A= (An=(=1) 1) su radio espectral es 1. Por lo tanto, h(P,) = 0. Por otro
lado, el teorema 4.1.10 nos garantiza que el radio espectral de la matriz A obtenida
por el algoritmo 1.
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Ya que la érbita de —a esta en B,, el retrato critico restringido ©, consta de
angulos externos correspondientes a la componente B,. Por lo tanto, no existen
pares {6;,6,} separados con respecto al punto critico —a. Si ademas, despreciamos
la separacién con respecto del cero (como en el algoritmo restringido), entonces no
existen pares que sean separados. En consecuencia, todos los pares {6;,6,} € S,
tienen una sola imagen. Asi, todas las filas de la matriz A’ obtenida en el algoritmo
(2) suman 1, por lo tanto, el radio espectral es 1, [HJ].

Demostracién del caso 2: Si —a ¢ B,, tenemos la siguiente afirmacion.

Afirmacién 4.1.20 Como cero es un punto critico fijo de P,, si [v1,0] y [0, vo]
son dos aristas de H(a) y v = [v1,0] [0, va], entonces P,(y) = [Pa(v1), Pa(v2)].

Demostracién. Si —a es un punto periédico, entonces no existen aristas de la
forma [vq1,0] y [0,v2] que tengan la misma imagen. Luego, como 0 es un punto
fijo, Pu(y) = [Pa(v1), Pa(v2)]. Por otro lado, si —a es preperiddico con —a ¢ B,,
entonces —a eventualmente va en un punto de bifurcacion de 90B,, por lo tanto,
para este caso tampoco existen aristas de la forma [vy,0] y [0, v3] que tengan la
misma imagen. «

Por lo tanto, en el conjunto S, para obtener la imagen de una pareja separada
{61,602} podemos descartar la caracteristica de ser separado con respecto a linea
critica de ©g. Asi, para P, de la familia de polinomios 3.1, si el par {01,605} es
separado con respecto a ®, su conjunto de separacién consta unicamente de un
elemento (el que estd asociado a ©_, ).

Dado que para cada P, el conjunto postcritico depende tinicamente del punto
critico —a, éstos se pueden comprender si los separamos de la siguiente manera:

i) Si —a es el centro de una componente captura, entonces la érbita de ©_,
eventualmente contiene al angulo cero, el cual es un dngulo fijo. En este caso po-

demos considerar el conjunto posteritico de © tnicamente como |J 7(0©_,). Por
n>1
lo tanto, para este caso A = A’

ii) Si —a eventualmente va en p € 0B, con p fijo, entonces la 6rbita de ©_,
contiene al dngulo cero, de forma andloga que el inciso 1), A = A’.

iii) En cualquier otro caso, las 6rbitas de ©_, y ©g son disjuntas. Por lo tanto,
el conjunto posteritico es de la forma Post(©) = {0, 6y, ...0;}, donde 6; = P(6),
con f € O_,.

Si escribimos el conjunto S de modo que los primeros k elementos son los de
la forma {0, 6;}, entonces S puede escribirse como

S = {{O>91}7{0>9k}}u {{6)2’9]} ;'é S]}
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Asi, la matriz de la transformacién A se puede escribir como

B X
=(ne)

donde B es la submatriz correspondiente a la relacion de las imagenes de los pares
de la forma {0,6;} con ellos mismos y C' es la submatriz correspondiente a la
relacién de las imdgenes de los pares de la forma {6;,60;} con ellos mismos. La
submatriz inferior N representa las relacién entre las imagenes de los pares {6;, 6,}
con {0, 6;}. Esta matriz es idénticamente cero debido a que la imagen de un par
de la forma {6;,0;} nunca tiene una componente de la forma {0, 6;}, ya que no se
considera la separacion con respecto a la linea critica ©y y la érbita de ©_, no
contiene al cero.

Como la matriz C es exactamente la matriz A’, para concluir la demostraciéon
del caso 2), basta con probar la siguiente afirmacion.

Afirmacion 4.1.21 El radio espectral de la matriz B es 1.

Demostracién. Note que un par de la forma {0, 6;} queda fijo bajo la transforma-
cién A, tnicamente cuando el angulo 6; queda fijo. Ya que el unico angulo fijo de
T es cero y 0; # 0, se tiene que todos los elementos de la diagonal de B son ceros.
Por otro lado, si {0,6;} es no separado su imagen es {0,0;,1}; v si es separado su
imagen es de la forma {0,060} + {61,6;}. En el primer caso, esto genera un 1 sobre
la diagonal de B y en el segundo caso genera un 1 sobre la primera columna. Por
lo tanto, B tiene la forma

01 0 , 00
00 1 , 00
1
B = 1 0 0 0 |’
0 0 ... 00
10 0 ... 00

la cual tiene radio espectral igual a 1. Esto completa la demostracion del teorema.
<

Enseguida se muestran los resultados que se obtienen usando el retrato critico
restringido para calcular la entropia fundamental de los ejemplos 4.1.11 y 4.1.12
mostrados en la seccién 4.1.1.
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Ejemplo 4.1.22 Considere el polinomio P, del ejemplo 4.1.11. Como se men-
ciond en dicho ejemplo, el punto critico —a eventualmente va en el punto fijo
superatractor cero, su conjunto de Julia se muestra en la figura 4.2.

El retrato critico restringido asociado a P, es ® = {{%, %}}, y post(®) =
{0, %, %}, los cuales se muestran en la figura 4.6.

Figura 4.6: Retrato critico restringido para d = 3 y a = 1.06344911 + 0.5438761.

La base S del espacio V es S = {{0,2},{0,2},{2,2}} vy la transformacién A’
sobre V en los elementos de la base, de acuerdo a la seccion 4.1.2 es:

{0,2} = {0,2} {0,2} — {0,2} +{0, 2},
2 % 2 by i
53—~ 15355 +10,3}
La matriz asociada es

A=

—= N O
o O =
—_— o O

la cual tiene radio espectral 1.4142. Por el teorema 4.1.18, se concluye que la
entropia fundamental de P, eslog(1.4142), la cual coincide con la entropia funda-
mental del ejemplo 4.1.11.
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Ejemplo 4.1.23 Para este ejemplo consideramos a = 1.07183814 + 0.1928507+.
Como se muestra en el ejemplo 4.1.12, este polinomio tiene punto critico —a pe-
riodico de periodo cuatro, su conjunto de Julia se muestra en la figura 4.4.

El retrato critico restringido asociado a P, es © = {{%,5}}, y post(©) =
{2%, 2%, 2%, 2—70} los cuales se muestran en la figura 4.7.

41
60

Figura 4.7: Retrato critico restringido para d =3 y a = 1.07183814 + 0.1928507%.

Ast, la base S del espacio V estd dada por

5= {{20’20} {20’20} {20’20} {20’20} {20’20 20’20}}

La transformacion A’ sobre V se define en los elementos de la base como sigue:

1
{@7@} '_>{20720
{2_0’_0} '_>{20720}+{20720}’
1 7 1 3
{230’290} )_){210 90}
{@>E}H{? @} {20>20}>
Sk iag
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La matriz asociada es

0001O00O0
101000
100000
A_011000’
01 00O0O0
001000

con radio espectral 1.3953. Por el teorema 4.1.18, se concluye que la entropia de P,
restringido a su drbol de Hubbard es log(1.3953), la cual coincide con la entropia
del ejemplo 4.1.11.

Observe que en los ejemplos 4.1.11 y 4.1.22 no existe ventaja de emplear el
retrato critico restringido, ya que la dimension de las matrices asociadas a los
algoritmos 1 y 2 es la misma. Sin embargo el hecho de no considerar la linea de
separacién dada por la envolvente convexa de Oq simplifica la definicion de la
transformacion A’.

Por otro lado, en el ejemplo 4.1.23 se muestra claramente la ventaja de usar el
retrato critico restringido, ya que ademaés de no considerar la linea de separacién
dada por la envolvente convexa de ©g, la dimensién de la matriz A’ se reduce
significativamente con respecto a la matriz A del ejemplo 4.1.12.

4.2. Graficas y cunas

En esta seccion se definen los conceptos de grafica y cuna, como tambien se
muestran algunas de sus propiedades que permiten relacionar el Algoritmo de
Thurston con algunos elementos de las graficas, los cuales permiten estudiar la
continuidad de la entropia fundamental. Las definiciones y resultados aqui presen-
tados estan basados en el trabajo de Tiozzo y las pruebas pueden ser consultadas
en [Tz2].

4.2.1. Graficas

Una grafica I' consiste de un conjunto V' no vacio, llamado el conjunto de
vértices de la gréfica, un conjunto de aristas E y un mapeo ¢ del conjunto de
aristas £/ a un conjunto ordenado o desordenado de pares de elementos de V.
Supongamos que los conjuntos V' y E de una grafica son finitos. Por definicion se
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tiene que para cada arista de la grafica I', podemos asociar una pareja ordenada
o no ordenada de vértices pertenecientes a la grafica. Si una arista e € E esta
asociada con un par ordenado (u,v) o un par no ordenado {u,v}, donde u,v € V'
, entonces se dice que la arista e conecta o une los vértices u y v. Cualquier par de
vértices que estén conectados por una arista en una grafica son llamados vértices
adyacentes.

En una gréfica I'(V, E'), una arista que esté asociada a un par ordenado de
V x V es llamado arista dirigida de I', mientras una arista que esté asociada a un
par no ordenado de vértices es llamada arista no dirigida. Para cada arista dirigida
e denotamos por s(e) su punto de salida y por ¢(v) su punto final. Al conjunto
de aristas que salen de e lo denotaremos por Out(e). Una gréfica en la que cada
arista es dirigida, es llamada gréafica dirigida y una grafica en la que cada arista es
no dirigida es llamada grafica no dirigida. Si algunas aristas son dirigidas y otras
son no dirigidas en una grafica, se trata de una grafica mixta.

En una grafica dirigida, al nimero de aristas que tienen a v como su vértice
inicial se le llama grado de salida del vértice v. Al nimero de ejes que tiene a v
como su vértice terminal es llamado grado de entrada de v. A la suma del grado de
entrada y de salida del vértice v se le llama grado total de v y es igual al nimero
de aristas que inciden en v.

Una trayectoria basada en un vértice v es una sucesién (e, ey . .., e,) de aristas
tal que s(e;) = vy t(e;) = s(e;41) para 1 < i <n — 1. La cantidad n de aristas se
denomina longitud de la trayectoria.

De manera similar una trayectoria cerrada (ej,es...,e,) basada en v es una
trayectoria tal que s(e;) = t(e,) = v. Note que de acuerdo a la definicién puede
ocurrir que una trayectoria se intersecte a si misma, esto es, que s(e;) = s(e;)
con 7 # j; ademads, dos trayectorias cerradas con diferentes vértices de salida se
consideran diferentes.

Por otro lado, se define una trayectoria simple (e, e, ..., s,), como aquella que
no se intersecta a si misma, esto es, s(e;) # s(e;) para i # j. Dos trayectorias
cerradas simples se consideran la misma si son ciclicamente permutadas, es decir,
(1,..-,€n) ¥V (€kt1,---)€n,€1,...,€). Un multiciclo es la unién de ciclos simples
con vértices disjuntos por pares. La longitud de un multiciclo esta dada por la
suma de las longitudes de los ciclos simples que lo componen.

Definicién 4.2.1 Una grdfica contable ' tiene ciclos acotados si tiene grado de
salida acotado y para cada n, T tiene una cantidad finita de ciclos simples de
longitud n.
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Si I tiene ciclos acotados, entonces para cada n el nimero de caminos cerrados
de longitud n es finito. Se denota por C(I',n) al nimero de caminos cerrados de
longitud n. Ademas, si I tiene una cantidad contable de vértices también el nimero
de multiciclos de tamano n, K(I',n), es finito.

Definicién 4.2.2 Si I' es una grdfica con ciclos acotados, se define la tasa de
crecimiento de T', denotado por v = r(I'), como el crecimiento exponencial del
numero de trayectorias cerradas de longitud n,

r = limsup {/C(I',n).

n—o0

Por otro lado, se define la tasa de crecimiento de multiciclos de I, o = o(I),
como el crecimiento exponencial del nimero de multiciclos de longitud n,

o = limsup /K (I',n).

n—o0

Dada una grafica finita I' con matriz de adyacencias A, el determinante espec-
tral de I' estd dado por el polinomio caracteristico P(t) = det(I — tA). Se tiene
que P(t) se relaciona con el nimero de multiciclos de la siguiente manera

Pt)y= Y (-1)°0#0), (4.2)

v multiciclos

donde C(7) es el nimero de componentes conexas de v y [(7) denota la longitud
del multiciclo ~, vedse [CDH].

Teorema 4.2.3 Sea I una grdfica con una cantidad contable de vértices y ciclos
acotados, r y o como en la definicion 4.2.2, supongamos que o < 1. Entonces,
P(t) como en la ecuacion (4.2) define una funcion holomorfa en el disco unitario.
Ademds, P(z) no tiene ceros en el interior del disco |z| < r~t; pero si r > 1,
entonces P(r=') = 0.

Lema 4.2.4 Si ' es una grdfica finita, entonces su tasa de crecimiento es igual
al radio espectral de su matriz de adyacencia.

Dadas dos graficas I'y y I's con ciclos acotados, un mapeo de graficas de I'; a
[’y es una funcién 7 : V(I';) — V(I's) en el conjunto de vértices y una funcién
m: E(I'y) — E(I'2) en el conjunto de aristas, la cual es compatible en el sentido
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que si la arista e conecta los vértices v; y vo en I'j, entonces mw(e) conecta los
vértices m(e;) y m(ez) en I'y. Un mapeo de gréficas se denota por 7 : 'y — T's.
Un cubriente débil de graficas es un mapeo de gréaficas 7w : I'y — 'y tal que,
m: V(1) = V(I'y) es sobreyectiva.
La funcién inducida por 7 del conjunto Out(e) al conjunto Out(w(e)) es una bi-
yeccién para cada e € V(I'y).
De la definiciéon de cubriente débil se obtiene la siguiente afirmacion.

Proposicion 4.2.5 Sea 7 : 'y — 'y un cubriente débil de grdficas. Entonces
dado e € V(I'1), para todo camino vo en I'y basado en w(e) existe un tinico camino
v en Ty basado en e tal que m(v1) = 7o.

Por otro lado, cada mapeo de graficas m : I'y — I'y en cada vértice v € V (I'y)
induce una funcién en el conjunto de los caminos de longitud n,

I1,, . : {Caminos cerrados en I'y de longitud n basados en e}

— {Caminos cerrados en I'y de longitud n basados en 7(e)}.

Ademas, si 7 es un cubriente débil, entonces II,, . es inyectiva.

Partiendo de una grafica localmente finita es posible construir un cubriente
de graficas via una relacion de equivalencia compatible en el conjunto de vértices
V, en el sentido de que si v; ~ vy, entonces para cualquier vértice w, el nimero
de aristas de v; a cualquier miembro de la clase [w] de w, es igual al nimero de
aristas de v, a cualquier miembro de la clase de w . Denotamos por V al conjunto
de clases de equivalencia. A partir de la relacién de equivalencia se define una
grafica cociente I' con conjunto de vértices V. El ntimero de aristas de [v] a [w]
estd definido por

#([] = [w)) == ) #v—w).
u€w]
Note que debido a la compatibilidad en las aristas, la suma no depende del repre-
sentante v que se elija en la clase [w]. De hecho se puede verificar que la funcién
cociente 7 : I' — T es un cubriente débil de gréficas.

El siguiente resultado relaciona el crecimiento de una grafica con el crecimiento

de su cubriente débil.

Proposicion 4.2.6 Sean m : I'y — 'y un cubriente débil de grdficas con ciclos
acotados y T # O un conjunto de vértices de T'y. Supongamos que todo camino
cerrado en 'y pasa através de T'. Entonces para cada n se tiene que

C(Ty,n) <n-#T-C(Ty,n).
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De lo cual se obtiene que
T’(Fl) ST’(FQ)

Suponga que G es un conjunto de caminos cerrados en I's tal que cada v € G
cruza al menos un vértice v de modo que T, = 7~ (\T es no vacio y cualquier
levantamiento de v desde un elemento de T, termina en T),. Entonces, existe L > 0
tal que para cada n

L
#{v € G : longitud(y) = n} < nz C(Ty,n+ k).
k=0

De la proposicién 4.2.6 se puede concluir que si I'y y I's son ambas finitas y
m: I'y = 'y es un cubriente débil de graficas, entonces la tasa de crecimiento de
I'; es igual a la tasa de crecimiento de I's.

4.2.2. Cunas

En esta secciéon se describe el concepto de cuna, el cual permite guardar la
informacion de la dinamica de arcos en el conjunto postcritico de un polinomio.
De hecho se construye una grafica cuyos vértices representan todos los posibles
arcos entre las iteradas de los dos puntos criticos y sus aristas representan las
transiciones entre los arcos via el polinomio.

Consideremos una cunia como el conjunto de pares de nimeros naturales dis-
tintos X = {(i, ) € N? 1 < i < j}, el cual se puede mostrar en un arreglo como el
siguiente

(4,5)
(3,4) (3,5)
(2,3) (2.4) (2,5)

(1,2) (1,3) (1,4) (1,5)

Para cada elemento v = (7,7) de ¥, la entrada i se llama la altura de v y la
entrada j se denomina el ancho de v. Cada elemento v de X se etiqueta con una
S o una N, la etiqueta caracteriza a v como separado o no separado (andlogo al
algoritmo de Thurston en la seccién 4.1.2). A ¥ junto con esta asignacion se le
llama cuna etiquetada y la denotamos por W.
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Definicién 4.2.7 Dada una cuna etiquetada W, se define la grafica I'y asociada
W, de la siguiente manera. Tomamos como conjunto de vértices de I'yy al conjunto
Wy las aristas se definen de la siguiente forma:

1.

Siv = (i,j) € W es no separada, entonces unicamente hay una arista con
salida en v y vértice de llegada w = (i + 1,7 + 1). Ademds, se dice que la
arista (i,7) — (i + 1,7 + 1) es una arista hacia arriba, la cual se etiqueta
con la letra U.

Siv=(i,j) € W es separada, entonces I'y, tiene dos aristas con salida en
v:

(i,5) = (1,7 + 1), la cual se denomina arista hacia adelante y se etiqueta
con la letra F.

(1,7) = (1,i + 1), la cual se denomina arista hacia atrds y se etiqueta con
la letra B.

La etiqueta que se asigna a cada arista estd asociada al tipo de ésta. (U, B, F son
de los términos en inglés Upward, Backward, Forward). Por otro lado, el tipo de
arista se ha asignado de acuerdo al comportamiento de éstas.

Proposicion 4.2.8 Sea 'y la grafica asociada a la cuna etiquetada W, entonces

Cada vértice dentro de cualquier camino cerrado de longitud n tiene altura
a lo mas n.

El soporte de cada camino cerrado de longitud n intersecta al conjunto
{(i,k):2<k<n+1}.

Cada vértice dentro de cualquier camino cerrado de longitud n tiene ancho
a lo mds 2n.

Para cada k > 1, existe a lo mds un vértice separado contenido en la k—ésima
diagonal Dy, = {(i,7) € W : j —i =k}, el cual estd contenido en el soporte
de al menos un camino cerrado.

El niimero de multiciclos de longitud n es a lo mds (2nk)v2+".

Teorema 4.2.9 Sea W una cuna etiquetada. Entonces, su grdfica asociada T’
tiene ciclos acotados y su determinante espectral P(t) define una funcion holomorfa
en el disco unitario. Ademds, la tasa de crecimiento v de la grdifica I' es igual al
inverso de la raiz positiva mds pequena de P(z), en el siguiente sentido, P(z) # 0
para todo |z| < r~' ysir > 1, entonces P(r~t) = 0.



4.2 Graficas y cunas 74

Lema 4.2.10 Si una sucesion de cunas etiquetadas (W, )nen converge a W, en-
tonces en la tasa de crecimiento de W, converge a la tasa de W.

Dado enteros p > 1y ¢ > 0 se define la relacién de equivalencia =, , en N,
tal que i =, j si

« min{i,j} <qei=j, o
» min{i,j} > q+1ei=jmodp.

Note que si ¢ = 0, la relaciéon de equivalencia =, , es simplemente la congruencia
modulo p. Un conjunto de representantes para las clases de equivalencia es el
conjunto {1,2,...p + ¢}. Esta relaciéon de equivalencia induce una relacién de
equivalencia en N* x NT dada por (i,5) =,, (k,l) siysélosii=,, ky k =,
. Ademas, ésta induce una relacién de equivalencia en el conjunto de pares no
ordenados {i, 7}, de modo que el par no ordenado {7, j} es equivalente a {k,[} si

y s6lo si (i,)) =pq (k. 1) 0 (4,7) Zpq (1, k).

Definiciéon 4.2.11 Una cuna etiquetada es periodica de periodo p y preperiodo q,
st se cumplen las siguientes condiciones:

» Cualesquiera dos pares (i, j) y (k1) tal que {3, j} =, {k,(}, tienen la misma
etiqueta.

» Sii=,,j, entonces el par (i,7) es no separado.

Cuando ¢ = 0, se dice que la cuna es puramente periddica.

Los pares diagonales son aquellos de la forma (7, ) tal que i =,, j. Note que
de acuerdo a la definicion 4.2.11, todo par diagonal es no separado.

A partir de una cuna de periédo p y preperiodo ¢, con gréafica asociada I,
posiblemente infinita, se construye una grafica finita denotada por I'?', que guarda
la informacion esencial de I', especificamente su tasa de crecimiento.

Se define el conjunto de vértices de I'"" como el conjunto de las =, , —clases de
equivalencia de pares no ordenados, no diagonales. Un conjunto de representantes
de V(I'Y) es el conjunto

Yo =1{{i,j}:1<i<j<p+q}.

Las aristas de I''" son inducidas por las aristas de I, siguiendo las reglas de la
definicion 4.2.7.
La relacién principal entre I' y T'F" estd dada en la siguiente proposicién.
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Proposicion 4.2.12 Sea W una cuna periodica etiquetada, con grdfica asociada
I'. Entonces, la tasa de crecimiento de I' es igual al la tasa de crecimiento de su
grdfica finita asociada T'F.

Proposicion 4.2.13 Sean Wy y W dos cunas etiquetadas puramente periodicas
de periddo p. Supongamos que todos los pares (i,j) coni,j %0 mbd p la etiqueta
de (i,7) en W1 es igual a la etiqueta del mismo par en Wo. Entonces, las grdficas
finitas TY y T son isomorfas. Como consecuencia, las tasas de decrecimiento de
Wy y Wy son iguales.

4.3. Continuidad de la entropia como funcion del
argumento externo

En esta seccion vamos a estudiar la relacion entre las propiedades que tienen las
graficas asociadas a una cuna etiquetada y las propiedades de los retratos criticos
que se emplean en el algoritmo de Thurston, descrito en la seccién 4.1.1. Dado
que este algoritmo se aplica a polinomios con conjunto postcritico finito, los cuales
tienen asociado un retrato critico racional, comenzaremos trabajando con éstos y
a partir de ellos estudiaremos otros parametros. Como lo hemos hecho a lo largo
de este trabajo, nos enfocaremos en la familia de polinomios (3.1).

Sea P, un polinomio postcriticamente finito y ©, el retrato critico restringido,
asociado a P,. Si 6 denota el angulo 7(©_,), entonces los elementos del conjunto
postcritico se pueden representar por {0, 1, 2o, ... 2.}, donde z; = 7() méd 1
en la circunferencia unitaria. De este modo, dada una cuna ¥, un par (7,j) € ¥ es
etiquetado como no separado si x; y x; no son separados por @, y es etiquetado
como separado si ; y x; son separados por ®,. Procediendo de esta forma, P,
genera una cuna etiquetada, la cual a su vez genera una grafica, las cuales se
denotan por W, y I',, respectivamente.

Por otro lado, si C es la regién de conexidad de la familia de polinomios (3.1),
de la proposicién 3.1.3 se tiene que, si € es racional, entonces el rayo externo R(0)
aterriza en un parametro a(f) € 0C. Ademas, el polinomio F,y) tiene conjunto
posteritico finito y en el espacio dindmico, el rayo externo R(6) aterriza en el
valor critico P,p)(—a) o en la componente de Fatou que lo contiene, (proposicion
3.1.4). Sin embargo posiblemente R(f) no sea el tnico rayo externo que cumple esta
propiedad. Dado P,, para construir el conjunto ©_, del retrato critico restringido se
tiene la libertad de elegir cualquiera de los rayos externos que aterrizan en P,(—a)
o en la componente de Fatou que lo contiene. Podemos elegir el rayo R(#) de la
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proposicién 3.1.4 como partida para construir ©_,, lo cual nos permite representar
el conjunto posteritico de @, por {0, 21, Za, ... 2}, donde z; = 7771i(0) mad 1.
Ademas, con esta eleccion de acuerdo a la definicién 4.1.13 y a la proposicion 3.1.4,
se tiene que ©_, = {% + é, % + “’71}, donde [ = L%j

Recapitulando la primera parte de esta seccién, se tiene que si 6 es un angulo
racional, el rayo externo R(#) aterriza en un parametro a(f) cuyo polinomio corres-
pondiente, P, ), tiene conjunto postcritico finito, por lo que, Fy ), tiene asociado
un retrato critico restringido ©, y en consecuencia, también tiene asociada una
grafica ['y.

El objetivo de esta seccion es demostrar el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1 La funcion 0 — logry es continua, y coincide con la entropia
fundamental h(0) para todo 6 racional.

Para probar el teorema primero se estudia la relacién que existe entre un angulo
0 y su cuna etiquetada correspondiente Wy.

Lema 4.3.2 Si 0 es periodico de periodo p y preperiodo q bajo la multiplicacion
por d, entonces la cuna etiquetada Wy es periodica del mismo periodo y preperiodo.

Demostracion. De la definicién de la relacién de equivalencia =, 4, se tiene que
i =pq J sisolosi 77710 = 79710 mdd 1, lo cual prueba la primera condicién de
la definicién 4.2.11. Por otro lado, note que si (7, j) es un par diagonal, entonces
x; = x;, por lo que, (4,j) es no separado verificando la segunda condicién de la
definicion de cuna periédica. <

A continuacion se prueba que el logaritmo de la tasa de crecimiento de I'y, coin-
cide con la entropia para los angulos racionales, lo cual corresponde a la primera
parte el teorema 4.3.1.

Teorema 4.3.3 Sean 0 un dngulo racional, Iy la grdafica asociada la cuna etique-
tada Wy y rg la tasa de crecimiento de I'y. Entonces, se tiene la siguiente igualdad

h(0) = logry.

Demostracién. Sea ') la grafica finita asociada a I'y. Observe que la matriz
A’ generada por el algoritmo de Thurston restringido es exactamente la matriz de
adyacencias de la grafica finita '} . Por otro lado, el lema 4.2.4 garantiza que la tasa
de crecimiento de I'} coincide con el radio espectral de su matriz de adyacencias,
esto es, el radio espectral de A, el cual es igual a la entropia fundamental. Ademas,
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la proposicion 4.2.12 implica que la tasa de crecimiento de I'y es igual a la tasa
de crecimiento de '}, digamos rg. En consecuencia, h(6) = ), donde X es el radio
espectral de A. Por lo tanto,

h(H) =)A= To.

<
La parte que resta probar en esta seccién es que la funcién entropia 6 — h(0)
definida para angulos 6 racionales, tiene una extensién continua en R /7Z

Proposicién 4.3.4 Para cada dngulo 0 € R/Z los limites unilaterales

+ ’ / — 7. /
rr = lim r r, = lim r
0 oo+ 0 o—o-

existen. Ademds, rj =1, =1y.

Demostracién. Dado que la funcién z; = 7771(6) es continua, para todo j, enton-
ces aﬁma x;(0") existe para todo 6. Esto significa que los vértices de Wy convergen
'—

cuando ¢ — 6. Para analizar las aristas de las graficas 9/12)1+ Wer vy Ollirgli Wy, ana-
lizamos la posicién de los argumentos z;(6) = 7°71(6), con respecto a la particién
determinada por ©,. Para el andlisis se tienen dos casos:

1) Si 0 no es estrictamente periddico, entonces x; ¢ ©_, = {g + é, g + HTI}, para
todo x;(f) € post(©,). Por lo tanto, para todo 6 en una vecindad de 6 el argumen-
to x;(0) pertenece al mismo sector de su respectivo retrato critico. Por lo tanto,

WJF = lim Wy = lim Wy = W(;r. Del lema 4.2.10 se tiene que r; =T, .
0'—0+ 0'—6-

2) Si 0 es estrictamente periédico de perfodo p, entonces z;(f) € O_, =
{%—i—é, %—i—%}, si y s6lo si j = 0 mdd p. Por lo tanto, para j # p mad p,
x;(0") se comporta como en el inciso 1) para # suficientemente cercana a 6. Por
lo tanto, W, y W, tinicamente difieren en las etiquetas de los pares (i, j), don-

de i =0 médp 6 j =0 méd p. Asi, W, = lim Wy y W, = lim Wy son
0 —0- 00+
diferentes.

Por otro lado, para j = 0 méd p, x;(0) = ¢x(#) para algun k € {1,2}. Esto
es, Tny = ¢k (6) para toda n > 1.

Ademés, la funcién x,, = 7"771(f) mdd 1 tiene derivada diferente a la funcién
¢r(0). Por lo que, existe € > 0 tal que para todo 0" € (6,0 + ¢€), x,,(0') > ¢x(0)
pertenece al mismo sector de la particiéon determinada por ©, para todo n > 1.
Esto demuestra que W," es periddica de perfodo p. De manera andloga se prueba
que W, es periddica de periodo p y por el lema 4.3.2 Wy tiene el mismo periodo.
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Por la proposicién 4.2.13 las graficas I'y, 'y y [y asociadas a W, , W," y W,
respectivamente, tienen la misma tasa de crecimiento. Por lo tanto,

rgzrj:re_.

<
Del teorema 4.3.3 y de la proposicion 4.3.4 se tiene el resultado de la seccién.

Teorema 4.3.1. La funcion 0 — ry es continua para todo 0 en R/7Z y coincide
con la entropia fundamental de P,y para valores de 6 racionales.

Figura 4.8: Gréfica de la entropia como funcién del argumento externo para d = 3.



Conclusiones

Este trabajo muestra que la entropia topoldgica fundamental es una buena
herramienta para entender la complejidad de familias de polinomios. El trabajo se
enfocé en el estudio de la entropia fundamental para la familia (3.1), la cual estd
formada por polinomios de grado d con dos puntos criticos.

Al definir un orden parcial en la familia de polinomios de grado d, similar al
usado por Tao Li en la familia cuadratica y cubica, nos fue posible generalizar
el teorema de monotonicidad de la entropia para dicha familia de grado d. Para
la demostracién empleamos los rayos externos y la conjugacion de los polinomios
de grado d en su conjunto de Julia, con la funcién multiplicacién por d en la
circunferencia unitaria, como en [L]. Este resultado es el teorema 3.4.19, el cual
muestra que la entropia fundamental crece cuando nos movemos del centro de
la componente principal hacia las puntas del lugar de conexidad, através de los
centros de componentes hiperbdlicas.

En el capitulo cuatro se mostré el algoritmo propuesto por Thurston para cal-
cular la entropia fundamental y los conceptos que se emplean en la demostracion
de la validez del mismo, como son marcas criticas y retratos criticos en el disco
unitario. Ademads, se demostré que para la familia de polinomios (3.1), donde un
punto critico es fijo, el algoritmo se puede simplificar de modo que este tltimo
punto critico puede ser ignorado. La prueba de este resultado se hizo analizando
la dindmica de los polinomios en sus retratos criticos. Esta simplificacion fue ttil
ya que permitié analizar la dindmica de los polinomios de grado d como polino-
mios unicriticos. Empleando las herramientas de gréficas y cunas como en [Tz2] se
demostré que la entropia fundamental es una funcién continua en la frontera del
lugar de conexidad C. Este resultado es relevante ya que la entropia fundamental
tiene muchas variaciones en dC, como se muestra en la gréafica 4.8, sin embargo el
teorema 4.3.1 garantiza su continuidad.



Apéndice A
Matrices no negativas

En esta seccién se muestran algunos resultados importantes sobre matrices no
negativas, que se emplean para construir herramientas que nos permitiran calcular
la entropia topolégica para algunas funciones.

Lema A.0.1 Sea A = (a;x) una matriz de tamano p X p de nuimeros reales no
negativos. Entonces existen X > 0 y un vector x = (xy) distinto de cero con
x>0 (k=1,..,p) tales que Az = Az y | p |< A, para cualquier otro valor propio
1 de A.

Intuitivamente, se puede ver la veracidad de este lema. Considere el caso de una
matriz positiva A de 2 x 2. La correspondiente transformacién matricial mapea el
primer cuadrante del plano adecuadamente en si mismo, pues todas las compo-
nentes son positivas. Si repetidamente se permite a A actuar sobre las imégenes
que se tienen, necesariamente convergen hacia algin rayo en el primer cuadrante.
Un vector director para este rayo serd un vector positivo x, que debe mapearse en
algiin multiplo positivo de si mismo (por decir, A1), pues A deja el rayo fijo. En
otras palabras, Ax = Az, con x y A\; ambos positivos.

Demostracién. Para algunos vectores distintos de cero z, Ax > Az para algin
escalar A. Cuando esto sucede, entonces A(kz) > A(kx) para toda k > 0; por tanto,
solo es necesario considerar vectores unitarios x. A mapea al conjunto de todos
los vectores unitarios en R™ (la esfera unitaria) en un “elipsoide generalizado”. De
este modo, conforme x varia sobre los vectores no negativos en esta esfera unitaria,
habra un valor maximo de A tal que Ax > Az. Denote este nimero mediante A\; y
el correspondiente vector unitario mediante x;.

Ahora se demostrara que Az; = A\x1. Si no es este el caso, entonces Ax; > A1y
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y al aplicar A nuevamente, se obtiene

A(Azy) > A(\r1) = M (Axy),

donde la desigualdad se conserva, pues A es positiva. Entonces y = ﬁflxl es

un vector unitario que satisface Ay > Ay, de modo que habra algin A\ > \; tal
que Ay > A\oy. Esto contradice el hecho de que Ay era el valor maximo con esta
propiedad. En consecuencia, se sigue que Ax; = A\jxq; esto es: A\; es un eigenvalor
de A.

Ahora bien, A es positiva y x; es positivo, de modo que \jz; = Az; > 0. Esto
significa que A\ > 0y z; > 0, lo que completa la demostracion. «

Nos referiremos a A, como el valor propio maximo de A. Una matriz A no
negativa es reducible si existe una matriz de permutacién P de tal manera que

... [BC
PAP_[D ol

donde B y D son matrices cuadradas irreducibles de menor tamano que A.

Lema A.0.2 Para cualquier matriz no negativa A, existe una matriz de permu-
tacion P tal que

A; 0 ... 0
PiApP — Ayy A ... 0 ’
An Ao Ay
donde cada block de la diagonal Ay, k=1,...,r es irreducible.

Lema A.0.3 Si A es una matriz no negativa con valor propio mdzximo \. Si A
es irreducible, entonces existe un entero positivo h tal que los valores propios de A
con valor absoluto \ son

A\ Aw, o, Al

2T
donde w =en .

Equipamos el espacio de matrices de tamano n X n con la norma dada por
JAl = laal.
ik

El valor propio maximo esté relacionado con esta norma de la siguiente manera.
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Lema A.0.4 Sea A una matriz no negativa con valor propio mdzrimo X\, entonces
7z n 1
A= lim ||A"]|=.
n—oo

Demostracién. Sea x = (xj) el vector propio no negativo correspondiente al
valor propio A, de modo que

)\LL’Z': E (077
k

Si elegimos 7 tal que x; = max xj, entonces obtenemos

A< an <AL
k

Aplicando esta desigualdad a A", en lugar de A, se obtiene que A" < ||A"|| y por
lo tanto,

1
n,

A <lim, ,[|A"

Sea T una matriz no singular tal que J = T AT es la forma canénica de Jordan.
Sip > A, entonces Z—Z — 0 cuando n — oo, y por lo tanto, también % — 0. Asi,
|A™|| < p™ para todo n grande y en consecuencia,

> 1
Como esto es para cualquier p > \ se sigue que

T, o0 | A" |7 < A

Por lo tanto,
A= lim ||A"]".
n—oo
<
En esencia, el mismo argumento muestra que, para cualquier matriz A,

lim [|A"]|% = p,
n—oo

donde p es el valor absoluto més grande de todos los valores propios de A.
El valor propio maximo también se puede caracterizar en términos de la traza.

Lema A.0.5 Sea A una matriz no negativa con valor propio mdzrimo X\, entonces

A = Ty o (tr A"
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Demostracion. Si A es una matriz de tamano p X p, entonces tr A” < p\", y
consecuentemente
T,y o0 (tr A™) 5 < .
Queda por demostrar la otra desigualdad.
Para ello, primero supongamos que A es irreducible. Por el lema A.0.3, los valores
propios con valor absoluto A son de la forma \, A\w,..., A\w"™!, donde w = e, Si
denotamos por A\,i1, ..., A, a los valores propios restantes de A, entonces

tr A" = AT AW A NPT AR AT

En particular si consideramos n = kh un multiplo de h, entonces, w™ =1y

p
(tr A™)w = [hA"+ D A
i=h+1
i
=[pA" A Y ()

i=h+1

(A1)

— X cuando k£ — oo.

En el caso general, aplicamos el lema A.0.2. Para alguna k el bloque irreducible
Agr de la diagonal tiene el valor propio maximo . Como

tr A" 2 tr(Akk)",
de (A.1) se sigue que
T,y ootr(A™) 7 < A,
<

Considerando el caso particular en el que cada elemento de la matriz Aes 0o 1.
Una trayectoria de longitud n estd definida como una sucesion finita {i1, is, ..., i,11}
tal que

Wiy Qigig - Qi 7 0.
Entonces, ||A"|| es simplemente el niimero de trayectorias de longitud n, debido a
que

nij —
| A™]| = E Wiy Bigig -+ Qi1+
Del mismo modo, (A"); es el nimero de trayectorias de longitud n con i; =
'é, in-i—l == k



Apéndice B

Rutinas Matlab para calcular la
entropia fundamental

En este apartado se muestra la rutina en matlab empleada para calcular la
entropia fundamental. La primera rutina aproxima el valor de la entropia si le
damos como entrada el valor del argumento externo en el intervalo (0, 1).

function entropia=AlgoritmoThurston3(teta,d)
clearvars -except teta

teta=teta; %hhValor critico

vi=(teta/3)+1/3; YYAL®

v2=v1+1/3;

Vo=[v1,v2];

VO=sort (VO) ;

b

iterador=teta;

Post=[]; %WhhGuardar la érbita

separado=[]; hhhGuardar en que sector esta

rep=1; %kt rep es la distancia de la iteracién

Jhacia los puntos calculados de la érbita
i=1;
cero=1/2"(45);  %AiCERO

9ok sk ke ok ok sk sk ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Kk ok ok ok
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hhConstruccién del conjunto postcritico etiquetado
o T a3tk stk sk ok ook sk sk sk ok sk ok ook sk sk ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok ok sk ok ok k ok

while rep>cero && 1i<=10000 %% En este ciclo se genera el conjunto postcritico
al=abs(iterador-Vo(1)); %% Distancia de la iteracién a la linea
a2=abs (iterador-V0(2)); %% de separacion

if VO(1)<iterador && iterador<V0(2)
separado=[separado,1];

elseif (al<cero) || (a2<cero) %% Esta condicién indica cuando
separado=[separado,0] ; % la iteracién pego en el critico
else

separado=[separado,2];

end

Post=[Post,iterador]; %Guarda la iteracién y el sector
iterador=d~ix(teta); %fmultiplica por d

iterador=mod(iterador,1);
normal=abs(Post-iterador) ;
norma=sort (normal) ;

rep=abs (norma(1)); %hVerifica si no se repite con alguno
i=i+1; %de los ya calculados

end

Q=min(normal); %/%hPosicién con la que se repite
repetido=find(normal==Q) ; %% la dltima iteracién

x=1:i-1;

xx=[x;separado]; Y%0rbita etiquetada
S=nchoosek(x,2); % Base del EV
SS=zeros(length(S),4); %Para guardar la Imagen de la transformacién

longitudl=length(x);
longitud2=nchoosek(longitudl,?2);

9%k ok ok sk sk ok ok sk sk sk ok sk sk ok ok sk sk sk ok ok sk ook kK ok ok k3 ok sk K ok ok ok ok ok ok

%%Construccién de la transformacidén lineal
Ok sk sk sk ok o o ok sk sk sk ok o o o ok ok sk sk sk ok o o o ok ok ok skok sk ok ok ok ok o o ok ok ok ok ok
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for k=1:longitud2
11=S(k,1);
12=8(k,2);
el=xx(2,11);
e2=xx(2,12);

if (12==longitudl)&&(repetido==longitudl) %iEventual fijo
if elxe2==2
SS(k,1)=1;
SS(k,2)=11+1;
SS(k,3)=1;
SS(k,4)=longitudl;
else

SS(k,1)=11+1;
SS(k,2)=longitudl;
end

end

if (12==longitudl)&&(repetido<longitudl) %% eventual periddico
if elxe2==2

SS(k,1)=1; %% Si el par es separado

SS(k,2)=11+1;

SS(k,3)=1;

SS(k,4)=repetido;

else

ordenado=[11+1,repetido]; %% Ordenamos por que en
ordenado=sort (ordenado) ; % de las entradas de cada
SS(k,1)=ordenado(1); %% elemento de S la primera es menor
SS(k,2)=ordenado(2);

end

end

if (12==longitudl)&&(repetido==1) % En este caso no hay separacién
SS(k,1)=1; % 12 coincide con el PC

SS(k,2)=11+1;

end
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if (127=longitudl) %% El caso cuando la pareja 11, 12 no coincide
if elxe2==2 %% con el dltimo elemnto del postcritico.
SS(k,1)=1;

SS(k,2)=11+1;

SS(k,3)=1;

SS(k,4)=12+1;

else

SS(k,1)=11+1;

SS(k,2)=12+1;

end

end

end

VoTo oo ok sk sk kot ok ok ook ok ook

%hConstruccién del Matriz A
Sh ook sk sk sk sk sk ke ok sk sk ok K ok sk ok Kk ok 3 ok ok Kok

A=zeros(longitud2,longitud?);

for n=1:longitud2 %% Construccién de la matriz A

for m=1:longitud2

if (8S(n,1)==S(m,1)&& SS(n,2)==S(m,2))|1(SS(n,1)==S(m,2)&& SS(n,2)==S(m,1))
A(n,m)=A(n,m)+1;

end

if (8S(n,3)==S(m,1)&& SS(n,4)==S(m,2))||(SS(n,3)==S(m,2)&& SS(n,4)==S(m,1))
A(n,m)=A(n,m)+1;
end

end

end

entropia=max(abs(eig(A))); \%%Radio espectral de A.
entropia=log(entropia);

end
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La siguiente rutina fue empleada para generar la grafica 4.8. Esta rutina genera
parametros de manera aleatoria en el intervalo [0, 1] y usa la funcién anterior para
calcular los valores de la entropia fundamental en cada parametro.

tic

x=[ 1;

for k=3:12 %#Se generan parametros con denominador par
xx=[1/2"k:1/2"k:1-1/2"k] ;
cantidadl=(length(xx)+1)/2;
bl=randi(length(xx),1,cantidadl);
xx=xx(bl);

x=[x,xx];

x=unique(x);

end

clearvars xx

yy=01;

for k=3:12 %Se generan parametros con denominador impar
xx=[1/(2"k-1):1/(2°k-1) :1-1/(2"k-1)1;
cantidadl=length (xx) ;
bl=randi(length(xx),1,cantidadl);
xx=xx(bl);

yy=lyy,xx];

yy=unique(yy);

end

x=[x,yyl; %kSe guardan en un mismo vector

x=unique(x);

cantidad=2"12;

b=randi(length(x),1,cantidad); %Se toman 2712 pardmetros de manera
x=x(b); % aleatoria

x=sort (x);
x=unique(x);

longitud=length(x) ;
y=zeros (longitud,1);
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for s=1:longitud
y(s)=AlgoritmoThurston2(x(s));

end

plot(x,y,’b’, ’markersize’,.1)

xlabel (’Argumento externo’);

ylabel (’Entropia’);

toc
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