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En estas notas presentaremos los diferentes comportamientos dindmicos que obser-
vamos al iterar la familia de polinomios cuadréticos P.(z) = 2% + c.

In these notes we will present the different dynamic behaviors that we observed when

iterating family of quadratic polynomials P.(z) = 2% + c.
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1. Introduccién

Uno de los problemas principales en el sistema dindmico generado por una funcién
continua f, es mostrar la convergencia de la sucesion {z,}, obtenida a partir de una
condicién inicial zg y definida recursivamente como z, = f(z,-1). Nuestro interés es
mostrar bajo que condiciones existe el limite de esta sucesién, cuales son los obstacu-
los que impiden la convergencia y como es el conjunto de condiciones iniciales para
las que existe el limite.

Notemos que si la sucesién {z,} tiene un limite L entonces L es un punto fijo de f,
porque

fL) = flimyseozn) = lim, o0 f(20)

= limy,— oo Znt1 = L.

De aqui, si la funcién es un polinomio P, uno de los primeros conjuntos de interés es el
conjunto de puntos fijos de P, ya que los posibles limites de las diferentes sucesiones
{2} los encontraremos en este conjunto. Ademds, si P es de grado d entonces tenemos
a lo més d puntos fijos y por lo tanto a lo més d candidatos.

Otro conjunto importante en nuestro estudio, son los puntos periédicos de P ya que
si en lugar de tomar toda la sucesién {z,} tomamos la subsucesién generada por los
multiplos de k, para un k fijo, es decir, la subsucesién {z,}, entonces cuando ésta

converja, por el argumento anterior, lo hard en un punto periédico de periodo [, donde
l|k.

2. Clasificacién de é6rbitas periddicas

Definicion 2.1. Un punto z € C, es un punto periédico de P de periodo k si P*(z) =
2y Pi(z) # z para j < k, donde P* denota la composicién de P consigo mismo k
veces.

*gble@Qujat.mx
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Dado z € C al conjunto
Op(z) = {w € C : w= P*(2) para alguna k € NU {0}}

se le llama drbita de z bajo P. En el caso que z es periédico este conjunto es finito y
se le llama 6rbita periddica. Muchas veces es dificil resolver la ecuacién de la defini-
cién anterior para encontrar los puntos periédicos de P o atun localizandolos resulta
complicado describir el comportamiento dinamico de P, por lo que muchas veces es
necesario escoger un polinomio ) que sea mas sencillo, en cierto sentido, y que guarde
las propiedades de P.

Definicion 2.2. Dado P y ( polinomios, se dice que son topoldgicamente
(analiticamente) conjugados en el abierto U, si existe un homeomorfismo (bi-holomorfismo)
p: U — ¢(U) tal que p o P(z) = Q o ¢(z) para z € U, es decir, que el siguiente
diagrama conmute,

P
u — U
vl Ly
Q

eU) — o)

Observemos que si P y @ son dos polinomios topolégicamente conjugados y z es un
punto fijo de P entonces p(z) es un punto fijo de @, ya que Q(¢(z)) = p(P(2)) = p(2).
De hecho, aplicando induccién sobre n se puede mostrar que esto también es cierto
para los puntos periédicos de P en U.

Proposicion 2.1. Para cada polinomio cuadratico P(z) = ag + a1z + as2?, existe
c € C, tal que Py P.(2) = 22 + ¢ son analiticamente conjugados. De hecho, la
conjugacion ¢ es un bi-holomorfismo del plano, una funcién afin de la forma az + b,
con a,b € C.

Demostracion

Sea P(z) = ag+ai1z+agz?, P.(2) = 22 +cy p(2) = az+b, con ag, ay, az, a, b, ¢ € C,
tales que aay # 0.

Queremos probar que el siguiente diagrama conmuta.

P
C — C
e | Loy
P.
C — C
Es decir,
poP(z) = Pog(2)
plag + a1z +a92?) = [p(2)]* +¢
alag + a1z +azz?) +b = [az+b*+c
aap + b+ aarz + aasz® = a?2? + 2abz + b +c.
De aqui se obtienen las siguientes ecuaciones
aao+b = b +c
aar = 2ab
aay = a?.
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. a a a2
Resolviendo obtenemos que: a = aq, b = ?1, y ¢ = apaz + ?1 — ?1 .

Esta proposicién nos muestra que el estudio dindmico de los polinomios cuadraticos
lo podemos reducir a los polinomios de la forma P,, con la ventaja que estos tltimos
estan parametrizados por el campo C. Por ello, encontrar los puntos fijos de P se
reduce a encontrar los puntos fijos de P,, es decir, las raices del polinomio 22 — z + c.
Resolviendo se obtiene que los puntos fijos de P, son

1++1—-4c
2 )

21,2 =

1 1
los cuales son dos, salvo el caso ¢ = 7 donde P, tiene a 3 como tnico punto fijo.

Definicién 2.3. Sea z un punto periédico de P de periodo k con multiplicador A =
DP¥(z); donde DP*(z) denota la derivada compleja de P* en 2.

1. z es atractor si | A |< 1, si A = 0 diremos que z es super-atractor,
2. zesrepulsorsi | A |> 1,y
3. z es indiferente si | A |= 1.

Observemos que si {z1, 22, ..., z;} es una érbita periddica de P, usando la regla de la
cadena, se puede mostrar que la derivada DPk(zj) no depende de la j; en consecuencia
la definicién anterior tiene sentido para orbitas periddicas.

1—+1—4c

Ejemplo 2.1. El punto fijo z = — 5 de P, es:

-3 1
1. atractor si ¢ € (TS, Z) \ {0} y super-atractor cuando ¢ = 0,

-3
oc=—y

2. indiferente si ¢ = i

N

3. re ulsorsic<_—300>f
. rep 1 1

Para mostrar la importancia que tiene esta clasificacion de los puntos periédicos
enunciaremos sin demostracién algunos teoremas que pueden ser revisados en [1, 2].

2.1 Atractores y Repulsores

Teorema 2.1 (Koenings-1884) Sea f una funcién con un punto fijo en zp y cuyo multi-
plicador es A\. Si 0 < |[A\] < 1 0 |A| > 1 entonces existen U,V vecindades de zp y
de 0 respectivamente y un biholomorfismo ¢ : U — V que conjuga analiticamente
la funcién f a la funcién g(z) = Az. Ademds, esta conjugacién es tnica, médulo la
multiplicacién por un escalar real.
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Este teorema nos dice que cerca de los puntos fijos atractores o repulsores las funciones
se comportan como multiplicaciéon por A. En particular, si zg es atractor, en una
vecindad de zgp todo se acerca a zg.

Este teorema también es valido para orbitas periddicas atractoras o repulsoras de
periodo k, ya que lo tnico que se tiene que hacer para mostrarlo es sustituir f por

.
2.2 Super-atractores

Teorema 2.2 (Bottcher-1904) Sea f una funcién analitica en zy y con un punto fijo super-
atractor en zg. Si f(z) = 20 + ap(z — 20)? + ..., con a, # 0, entonces existen U, V'
vecindades de 2 y 0 respectivamente y un bi-holomorfismo ¢ : U — V tal que conjuga
f(2) a g(z) = zP. Esta conjugacién es dnica mddulo la multiplicacién por una raiz
(p — 1)—ésima de la unidad.

De igual manera, que en el teorema de Koenigs, este teorema es valido para orbitas
super-atractoras.

2.3 Indiferente

Si una funcién anaitica f en z tiene un punto fijo en zy con multiplicador A de médulo
uno, entonces pueden ocurrir dos cosas, que exista una vecindad U de zy donde f
sea conjugada a la rotacién Az o que no exista tal vecindad; si ocurre el primer caso,
decimos que f es linearizable en zg.

Cuando A es una raiz de la unidad, es facil mostrar que f no es linearizable. Sin
embargo, cuando A = e2™ y @ es irracional, el problema de linearizacién ha resultado
ser complicado y antes de dar los resultados que se han obtenidos, sera necesario dar
algunas definiciones.

Notemos que si t € [0,1), entonces lo podemos desarrollar en fracciones continuas y
obtener una sucesién de nimeros racionales

Pn 1 )
— = T = [ay,...,a]
T ay + T
az + I
as + ...+ —
a’n
que converge a t. A &, se le llama n-ésima reducida o n-ésima aproximacién a t. De

n

hecho, la sucesién {a, },>1 es de nimeros enteros no negativos y se obtiene usando el
algoritmo de la divisién [10]. En general, se puede obtener la sucesién {a, },>0 para
todo t € R y salvo ag todos son enteros no negativos. Ademas, la sucesién es finita
cuando t es racional e infinita para ¢ irracional.

Definicion 2.4. Seat € R\ Q, t = [ag, a1, as,...] es de tipo acotado si la sucesién
{a,} es acotada.

Definicion 2.5. Seat € R, ¢ es diofantino de exponente k si existe C > 0, tal que

C

ak

02>
q q

v 2eo
q
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Proposicion 2.2. Seat € R\ Q, tal que t = [ag,a1,as,...]. t es de tipo acotado si y
solo si t es diofantino de exponente dos.

Este resultado nos dice que los ntimeros reales peor aproximados por racionales son

1456
=0

los de tipo acotado. En particular, la razén durea t = [1,1,1,1,.. ] es un

numero de tipo acotado y de hecho, todos los niimeros algebraicos son de este tipo y
casi todo numero real es diofantino [10].

Teorema 2.3 (Siegel-1942) Sea f una funcién analitica en zo tal que f(z9) = z0 y A =
f'(20) = €2™. Si 0 es diofantino entonces f es linearizable en 2.

Al dominio maximal de linearizacién A de f se le llama disco de Siegel y a 6 se le
llama ntmero de rotacién de f en A.

A partir de este teorema, se tiene la siguiente clasificacién de los puntos indiferentes
en términos de 6.

Definicion 2.6. Sea f una funcién analitica en zg tal que zy es un punto fijo de f

con multiplicador A = e?™. z, es :

1. Parabdlico si 6 es racional.
2. Siegel si f es linearizable en una vecindad de zo.

3. Kremer si # es irracional y f no es linearizable en zp.

Teorema 2.4 (Brjuno-1965) Sea f una funcién analitica en zy tal que zy es un punto fijo
de f con multiplicador A = e*™. Si % ... denota la n-ésima aproximacién a 6 y

> lo
Z an+1<OO7

n=1 QH

entonces f es linearizable en 2.

Yoccoz demostréd en 1998 que para la familia de polinomios cuadraticos, la condicién
de Brjuno es necesaria para tener linearizacién [22, 3], pero en general no se tiene
una condicién necesaria.

3. Conjuntos de Julia y conjuntos de Fatou

Para definir el conjunto de Julia y de Fatou de un polinomio es importante observar
que si P es un polinomio de grado d entonces el infinito es un punto fijo super-atractor
y ademaés por el teorema de Bottcher existe una vecindad U del infinito donde P es
analiticamente conjugado a la funcién z?. En consecuencia, la érbita de todos los
puntos z € U converge al infinito.

Definimos el dominio de atraccion del infinito

Ap(oo) ={z€C: lim P"(z) =0},
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el conjunto de Julia lleno de P
Kp={z€C: ladrbita Op(z)es acotada }

el conjunto de Julia Jp de P es la frontera de Kp y el conjunto de Fatou Fp es la
unién de Ap(co) y el interior de Kp.

Como el conjunto Ap(co) es abierto, el conjunto Fp resulta ser abierto. Por otro par-
te, el conjunto Kp es compacto y directamente del principio del méximo obtenemos
que las componentes del interior de Kp son simplemente conexas. Ademads, para el
caso cuando P es un polinomio se tienen los siguientes resultados de P. Fatou y G.
Julia, los cuales pueden ser consultados en [2, 1]).

Figura 1. Conjuntos de Julia lleno K. para: a) ¢c=0, b) c=-2, ¢) c=-1y d) ¢=-0.36+0.62i

Propiedades:

1. El conjunto Jp es compacto, perfecto y diferente del vacio.

2. Los conjuntos .Jp y Fp son completamente invariantes, es decir, P~ (Jp) = P(Jp) = Jp
y de igual manera para Fp.

3. Si f denota la k—ésima iterada de P para alguna k € N, es decir f = P*, entonces
Jp=Jry Fp=F}.

4. Si z € Jp entonces el conjunto U2 P~ "(z) es denso en Jp.

5. Sea z un punto periédico de periodo k de P.

a) Si z es atractor entonces z € Fp
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b) Si z es repulsor entonces z € Jp
6. Los puntos periddicos repulsores de P son un conjunto denso en Jp.
7. El conjunto Kp es conexo si y sélo si la érbita de cada punto critico de P es acotada.

Teorema 3.1 (Sullivan-1985) Sea P un polinomio y U una componente de Fp. Entonces
existe [ > 0 tal que P'(U) es periédica, es decir, P/t¥(U) = P/(U), para alguna k.

Definicion 3.1. El dominio de atraccidon Ap(w) de un punto fijo atractor w es el
conjunto
Ap(w)={z€C: lim z, =w}
n—oo

En el caso que ¢ = {21, 22,..., 2} es una Orbita atractora de periodo k, entonces z;
es un punto fijo de P* para cada j = 1,....,k y el dominio de atraccién de ¢ es la
unién de los dominios de atraccién Ap:(z;) de cada z; con respecto a P, es decir,

Ap(¢) = U?:lAPk(Zj)~
El dominio inmediato de atraccién del ciclo ¢ denotado por A*(¢) es la unién de las

k componentes de Ap(¢) que contienen al ciclo.

Teorema 3.2. Si zg es un punto periédico atractor de P, entonces el dominio inme-
diato de atracccién A*(zg) contiene al menos un punto critico.

4. Familia cuadratica

En esta seccién vamos a presentar algunos de los resultados mas importantes obteni-
dos en las iltimas décadas para la familia cuadrética.

Denotemos por K. = Kp, y J. = Jp,, directamente de las propiedades enunciadas en
la seccién anterior tenemos:

Corolario 4.1. El conjunto J,. es conexo, si solo si, la érbita del cero es acotada.

Corolario 4.2. El conjunto J. es un conjunto de Cantor, si y sélo si, la orbita de
cero converge a infinito, es decir, 0 € A.(c0).

Definimos el conjunto de Mandelbrot M como,

M ={ceC: J. esconexo} = {ce C : ladrbita O.(0) es acotada }

Observemos que si ¢ = 0 entonces J, es la circunferencia unitaria centrada en cero
y por lo tanto es conexo. De aqui tenemos que M es diferente del vacio, pero nos
gustaria tener mas propiedades de M y mostrar la relaciéon de este conjunto con la
dinamica de P..
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Figura 2. Conjunto de Mandelbrot

Proposicion 4.1. Sea R = maxz{2,| c|}. Si |z |> R entonces

lim P"(z) = oo

n—oo

Demostracién Sea zp € C tal que |z9| > R. Para mostrar que la sucesién {z,}
converge a infinito, basta con mostrar que la sucesin |z,| es estrictamente creciente.
Veamos en primer lugar que |P(zg)| > |20], es decir, que

’p(zo) 1
20
2 z2+c
p(z0) 0 >|0">|z0|1>1
Z0 20

De aqui tenemos por induccién sobre n que |z,41| > |2,| y en consecuencia el resul-
tado.

Observacién 4.1. Si | c|> 2 entonces

lim P(0) = oo

n—oo

Porque cero es enviado en ¢y |P.(c)| = |¢2+¢| > |c|, por el resultado anterior la érbita
de ¢ + ¢ converge a infinito, en consecuencia la érbita de cero también converge a
infinito.
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Corolario 4.3. El conjunto M estd contenido en el disco

Dy(0) ={ceC :|c|<2}.
Ademés, Douady y Hubbard demostraron en 1982 el siguiente resultado [6],

Teorema 4.1 (Douady-Hubbard) El conjunto M es conexo, compacto y lleno. Donde lleno
significa que C\ M es simplemente conexo.

y ese mismo ano postularon la siguiente conjetura, la cual permanece sin resolver.
Conjeture (MLC) El conjunto M es localmente conexo

Para darnos una idea de la complejidad de la frontera de M, Shishikura mostré en
1992 que la dimensién de Hausdorff de ésta es dos [18]. Sin embargo, este resultado
no descarté la posibilidad de MLC y para entender una de las implicaciones de esta
conjetura introduciremos el concepto de hiperbolicidad.

Definicion 4.1. Un polinomio P es hiperbdlico si
Op(Qp) ()P =0,

donde Qp denota el conjunto de puntos criticos de P.

En el caso que ¢ ¢ M la 6rbita del punto critico se va a infinito y por lo tanto P.
es hiperbdlico, pero que podemos decir de los pardmetros que estan en M. Por el
teorema 3.2 tenemos que los polinomios P, tienen a lo mas una orbita atractora y
ademads, el polinomio P, tiene una Orbita atractora si y sélo si P, es hiperbdlico.

Denotemos por

H(M) = {ce M : P, es hiperbdlico }
= {c€ M : P. tiene una 6rbita atractora }

Por el teorema de la funcién implicita tenemos que el conjunto H (M) es abierto y
la conjetura de Fatou sobre la densidad de las componentes hiperbdlicas se puede
traducir para el caso de la familia cuadrética en la siguiente conjetura:

Conjeture (H) Int(M)= H(M)

Douady y Hubbard en [6] demostraron que la conjetura MLC implica la conjetura
H y esto hizo que muchos de los trabajos en sistemas dindmicos complejos, de las
ultimas dos décadas, se orientaran en la buisqueda de una solucién para la conjetura
MLC.

5. componentes hiperbélicas

En esta seccion nos detendremos a estudiar las componentes hiperbélicas con el fin
de mostrar los avances en la demostracion de MLC.

REvVISTA DE CIENCIAS BAsicas UJAT, 4(1)Noviembre 2005 p 3-15



12 Gamaliel Blé Gonzélez

En primer lugar notemos que en los puntos del interior de M, se tiene conexidad local
y por lo tanto los puntos importantes son los que se encuentran en la frontera de M.
Denotemos por Wy a la componente principal de M, definida como,

Wo = {c € M : P. tiene un punto fijo atractor }

Para identificar el conjunto Wy, recordemos que P, tiene dos puntos fijos, los cuales
denotaremos por a. y (; ellos satisfacen,

2ozte = (2-a)(z—f)
= 22— (o + o)z + acfi..

Ast a.+ 5. =1y a.f. = c. Como P.(z) = 2z tenemos que,
[P ()| + [P (Be)] = 20 4200 = 2(aw + B.) = 2.

Esta desigualdad nos muestra nuevamente que solamente uno de los puntos . o 3,
es atractor. Digamos que . es dicho punto, entonces

‘P/(QC)‘ =2[a.| < 1% |a] < 1/2,

como «, es punto fijo de P, tenemos que

a?+c=a, = c=a,—a? (1)

-

Asfi el conjunto de pardmetros ¢ para los cuales P, tiene un punto fijo atractor es la
imagen del disco {a. : || < 1/2} bajo la funcién z — z—22. Esta funcién la podemos
ver como la composicién fogoh, donde h(z) = 2—1/2, g(z) = 22y f(2) =1/4— 2,y
el conjunto de parametros ¢ para los cuales se tiene un punto fijo atractor, resulta ser
el interior de la cardioide mostrada en la figura 3. De aqui podemos observar que la

I
/_\‘A

[
"

AN
.mk/lﬂ

aXra
TN

Figura 3. Imagen de S* bajo fogoh, donde h(z) =2 —1/2, g(z) =22 y f(2) = 1/4 — 2.

funcién pw, : Wo — D que a ¢ lo envia en DP,.(c,) es un bi-holomorfismo y de hecho
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Douady y Hubbard mostraron que si un valor de ¢ € Int(M) es hiperbdlico, es decir,
P. tiene una 6rbita periédica atractora de periodo k, entonces toda la componente
W C Int(M) es hiperbdlica, para todo ¢; € W, P, tiene una 6rbita periédica
atractora {z1, ..., 2z} y la funcién py : W — D que a ¢; lo envia en DPf1 (zr) resulta
ser un bi-holomorfismo que puede extenderse continuamente a la frontera [4]. La
extension de este isomorfismo py a la frontera nos proporciona una parametrizacién
de la frontera de W; en el caso de W, podemos parametrizar la cardioide por la
funcién

e2ﬂ'it 627Tit
2 2

2
YWo (t) = ) s te [0, 1}

En este caso decimos que el parametro ¢ = p{Vl (€2) tiene argumento interno t.
En 1992, Yoccoz demostré MLC para todos los parametros que se encuentran en la
frontera de una componente hiperbdlica de M [9].

6. Rayos externos

El polinomio P, tiene un punto fijo super-atractor en el infinito y por el teorema de
Bottcher existe una vecindad U del infinito donde el polinomio P, es analiticamente
conjugado a la funcién z2. Denotemos por ¢, al bi-holomorfismo que realiza la con-
jugacién, deja fijo al infinito y es tangente a la identidad en el infinito. Si U es el
conjunto maximal donde ¢, conjuga a z? entonces tenemos dos casos:

1. CuandocG]W,U:@\Kuy

2. cuando ¢ ¢ M entonces U es una vecindad del infinito que contiene al valor critico c.

A partir del bi-holomorfismo ¢, se puede definir la funcién

@A,jZ(AC\M — C\ﬁ
¢ —  ¢c)

Douady y Hubbard demostraron que esta funcién es un bi-holomorfismo y por el
teorema de Carathéodory (vedse [15]), el bi-holomorfismo @7, (0 ¢.) se extiende
continuamente a la frontera de M (a J..) sisdlo si, la frontera de M, (J..) es localmente
conexo. De aqui obtenemos que la conjetura MLC seria cierta si se demuestra que
®, se extiende continuamente a la frontera de M.

Para entender el comportamiento de ®,; en la frontera vamos a definir los rayos
externos a M y a J,.

Si # € T = R/Z, entonces el rayo externo a M de dngulo 6 es el conjunto

Ry (6) = @;11({2' €C:z=re™ 1<r<oo}).

Si el lim, 1 Ry (0) = ¢, se dice que el rayo de dngulo 6 aterriza en ¢ y que c tiene a
f como argumento externo . Esta definicién, también es véalida para los conjuntos de
Julia conexos, si sustituimos a ®; por ¢,

Teorema 6.1. (Douady-Hubbard-1982) Sea ¢ un pardmetro en la frontera de una
componente hiperbélica W y con angulo interno t € T.
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1. Si ¢ es racional y ¢ # 1/4 entonces ¢ tiene dos argumentos externos, es decir, hay
dos éngulos 61,6, tales que los rayos externos R(6;) aterrizan en ¢, para i = 1,2.
Ademés, los rayos R.(6;) aterrizan en la raiz de la componente del interior de K. que
contiene a ¢y son adyacentes a ésta.

2. Sit es irracional entonces existe un unico dngulo 6 tal que Ry (6) aterriza en c.

Douady y Hubbard demostraron también que todos los rayos externos de angulo
racional € aterrizan a la frontera de M y de hecho ellos mostraron que si 6 es periédico
bajo la funcién 2t entonces R)(f) aterriza en un pardmetro ¢ parabdlico (P, tiene una
6rbita parabdlica) y en caso contrario Ry, (#) aterriza en un pardmetro de Misiurewicz
¢, (el punto critico de P, es pre-periédico).

Ademas de los pardametros considerados por Douady-Hubbard, Yoccoz demostré en
[9] que se tiene conexidad local en todos los pardmetros finitamente renormalizables
(vedse [15] para la definicién) y en estos tltimos afios se han destacado los trabajos de
Lyubich [12, 13] quien ha establecido condiciones que garantizan la conexidad local
en parametros infinitamente renormalizables.

7. Conexidad local de los conjuntos de Julia

En la bisqueda de una demostracion de la conjetura MLC, se ha demostrado la co-
nexidad local de los conjuntos de Julia J., para casi todo ¢ € C. Douady-Hubbard
demostraron la conexidad local de los conjuntos de Julia de polinomios hiperbdlicos,
de polinomios con una érbita parabdlica o con el punto critico pre-periédico (de Mi-
siurewicz) [6]. Ademé&s, Douady mostré los primeros ejemplos de conjuntos de Julia
que no son localmente conexo: Los Julias de polinomios cuadraticos con un punto de
Kremer o con un disco de Siegel A para el cual el punto critico no esté en la frontera
de A [5, 8]. En lo que concerne a polinomios cuadréticos con disco de Siegel, en 1994
Petersen mostré que si el nimero de rotacién es de tipo acotado entonces el conjunto
de Julia es localmente conexo y de medida de Lebesgue cero [16]. En el 2004, Petersen
y Zakeri generalizaron este resultado para aquellos polinomios cuadraticos con discos
de Siegel, cuyo ntimeros de rotacién 8 = [ay, as, ...] satisface que la sucesién {log(a,)}
crece del orden /n, [17]. En 1998 Levi y Van Strien demostraron la conexidad local
para todos los pardmetros reales en M [14]. Sin embargo, ain existen pardmetros ¢
en la frontera de M donde se desconoce la conexidad local de J, y la conexidad local
de M en c.

Por otro lado, en 1992, Shishikura demostré que existe un conjunto residual de
pardmetros ¢ en la frontera de M para los cuales J. tiene dimensién de Hausdorff
dos, pero hasta la fecha no se ha podido dar explicitamente uno de estos pardmetros
[18, 19]. Ademds, se conjetura la existencia de pardmetros c en la familia cuadrética
para los cuales el conjunto J, tiene medida cero.

Estas notas son una breve introducciéon a la familia cuadréatica y una invitaciéon a
estudiar los retos que existen en sistemas dindmicos.
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