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Resumen

A lo+largo de este trabajo se estudia la teoria de redes neuronales como modelos de
prediccidn, iniciando con la interpretacion bioldgica hasta llegar a las bases matematicas
que sustentan el uso de éstas. Posteriormente, se pasa a la construccién de las redes
neuronales=usando programacion en python y se explica la eleccién del mejor modelo
a partir del lempleo de métodos de validacién cruzada. Todos estos pasos se usan en
conjunto parada ¢onstrucciéon de modelos de redes neuronales con aplicacion a bases
de datos médicos, de los cuales se obtienen ciertas conclusiones importantes.

Palabras clave: - Red-fieuronal, aprendizaje profundo, gradiente descendente, valida-
cién cruzada, aproxima€iom, universal, clasificacion.

Abstract

This work explores neural network®theory as a predictive model, beginning with its bio-
logical interpretation and progressing to,the mathematical foundations that underpin
its use. We then examine the construétion of neural networks using Python program-
ming and explain how the best /model is_selected through cross-validation methods.
All these steps are combined to _build neural network models applicable to medical
databases, from which we can draw'certain impeortant conclusions.

Keywords: - Neural networks, deep léarning, gradient descent, cross-validation, uni-
versal approximation, classification.



Introduccién

En laagtualidad, debido en parte a la velocidad y capacidad de los ordenadores, las
redes neuronales, también conocidas como redes neuronales artificiales, se han conver-
tido en uf ebjeto de estudio importante. La idea de recrear el trabajo realizado por
las neuronas~humanas, con el fin de imitar el aprendizaje y reconocimiento humano,
ha encontrado\aplicacién en multiples areas, como por ejemplo, en el procesamiento de
imégenes [3], d€ voz, audio y senales biomédicas [27], optimizacion [34], aplicaciones
a la ingenierfa, fmedicina y finanzas [14], entre otras. Como se menciona en [16], el
procesamiento de‘infermacion del cerebro humano es muy distinto al procesamiento
secuencial de un ordemador convencional, es decir, las redes neuronales buscan replicar
el sistema altamente c¢omplejo, no lineal y paralelo con el que nuestro cerebro trabaja;
de modo que se busca que las principales caracteristicas de una red neuronal sean:

(1) Aprendizaje de forma matural, adquirir conocimiento en base a la experiencia, el
cual debe ser almacenado en el peso relativo de las conexiones interneuronales,
tal como en el cerebro.

(2) Adaptabilidad, que sean capdces de cambiar su dindmica sin importar el medio.

(3) Tolerancia a fallos, que sigan“teniendo un buen comportamiento atin cuando
presentaran algin dano.

(4) Altamente no lineales, qué“posean la capacidad de recibir la informacién de otros
fenémenos no lineales.

Uno de los lenguajes mas usados paraeldesarrollo de redes neuronales y distintos tipos
de learning es Python, proporcionande™velocidad, y/facilidad en paqueterias especiali-
zadas que pueden ser oportunas para el desarrollo de las aplicaciones médicas.

El objetivo de esta tesis es estudiar el desarrollo de redes neuronales usando el lenguaje
de programacion Python, comprender el contexto en el qaie Se relacionan con el cerebro
humano, asi como proporcionar ejemplos de aplicaciones al area de la salud.

Marco tedrico

Las redes neuronales como modelos computacionales surgen de los trabajos,de diversos
autores que buscaban representar matematicamente el procesamiento de imformacion
en sistemas bioldgicos [5], sin embargo, su origen se puede ubicar en 1943{ ano en
que Warren McCulloch, psiquiatra y neuroanatomista, junto al prodigioso matematico
Walter Pitts dieron el primer modelo simplificado de la neurona [19], [22]. En @delante,
varios trabajos tedricos continuaron extendiendo los resultados obtenidos por McCu-
lloch y Pitts, pero fue hasta 1958 en que Frank Rosenblatt dié un paso adelante coh su
trabajo sobre el perceptron, una clase de “modelo del cerebro”, el cual seria un nuevo
acercamiento al reconocimiento de patrones, lo cual fue un paso bastante importante
hacia las redes neuronales artificiales, pues introdujo la idea de aprendizaje auténomo
mediante patrones frecuentes [32], [29].



Pese al gran recibimiento de esta teoria, el campo de investigacion se veria colapsado
con laspublicacion, en 1969, del libro “Perceptrons” de Minsky y Seyomur Papert [23],
quienessdemostraron matematicamente que existen limitantes fundamentales sobre lo
que log"perceptrones de una sola capa pueden calcular y expresaron ademas dudas
en si lag”versiones multicapa podrian ser mejores. Lo anterior condujo a un declive
en la finan¢iacion continua para la investigacién en esta area durante las siguientes
dos décadas..Sin embargo, en la década de los 80’s se realizaron importantes contri-
buciones a la-teeria y el diseno de redes neuronales, como por ejemplo, el principio
de auto-organizacién conocido como teoria de la resonancia adaptativa de Goossberg
(1980), que de hechey ‘el origen de este principio se remonta al trabajo pionero de mu-
chos otros investigadores [13]. Debido a esto, hubo un resurgimiento del interés en las
redes neuronales, qué’tomé especial impulso en la década de los 90’s [13], en que Vap-
nik y colaboradores inventaron una clase computacionalmente poderosa de redes de
aprendizaje supervisado ““Stipport vector machines”, para resolver problemas de reco-
nocimiento de patrones, regresién y problemas de estimacion de densidad. A partir de
esto, ano con ano se realizan wha amplia cantidad de trabajos usando redes neuronales
artificiales. En la medicina, por_ejemplo, se utilizan como herramienta para la detec-
cién y eleccion del tratamiento adecuado de la apendicitis en ninos, como modelo de
clasificacion para la enfermedad del alzheimer y el deterioro cognitivo leve mediante el
procesamiento de imagenes de resonantia magnética [14], entre otras aplicaciones.

Justificacion

El diagnéstico temprano y la prevencion de enfermedades es un problema de suma
importancia, pero a pesar de contar con el asesoramtiento médico oportuno, algunas
enfermedades requieren de cierta toma de¢ decisiones’sobre posibles tratamientos en
base a los tipos y/o niveles de avance de la“enfermedad ya que para un médico puede
ser dificil el tomar una decision ante tanta informacionglojanterior hace de las redes
neuronales una herramienta optima para la predicciéon confiable sobre el tratamien-
to o deteccién de enfermedades basdndose en la experienciayproporcionada para su
entrenamiento.

Pregunta de investigacion

1 Qué tan eficientes son las redes neuronales para predecir enfermedades gomparado a
otros modelos de aprendizaje automatico?

Hipétesis

Existen diversas aplicaciones en el area de la salud donde la efectividad de estos métodos
es relevante.



Objetivo general

El objetivo de esta tesis es estudiar el desarrollo de redes neuronales usando el lenguaje
de programacion Python, comprender el contexto en el que se relacionan con el cerebro
humano#@si»como proporcionar ejemplos de aplicaciones al area de la salud.

Objetivos especificos

I. Estudiar la teoria#detras de las redes neuronales.

ITI. Mostrar el uso deslas redes neuronales artificiales como analogo del proceso de
aprendizaje humano.

III. Construir algunos sistemas de redes neuronales usando el lenguaje de programa-
ciéon Python.

IV. Aplicar las redes neuronales‘a datos del area de la medicina.






Capitulo 1: El problema de clasificacion

1.1. ‘E} sistema nervioso y las neuronas

De acuerdo €on' [28], los centros nerviosos estan constituidos principalmente por cuer-
pos celulares y#fibras. Los estudios de Remak, en 1833, aportaron conocimiento sobre la
célula nerviosa; mientras que, tres anos después, Purkinje describié las prolongaciones
de las células, de lassenales, Wagner en 1851 demostréd que solo una de las prolongacio-
nes constitufa las fibeas,.hecho que seria confirmado cinco anos mas tarde por Deiters.

En general, la coleccién deselementos anatéomicos que rigen el funcionamiento del orga-
nismo es el sistema nervioso:_ESte se conforma por dos partes, no totalmente indepen-
dientes entre si, el sistema neryioso de la vida vegetativa y el sistema nervioso de la vida
de relacién. El sistema nerviosogvegetativo es el que gobierna el funcionamiento de los
organos interiores, por otro lado,‘elsSistema nervioso de la vida de relaciéon, en el cual
se halla nuestro objeto de estudio, seé‘encuentra formado por el sistema nervioso cere-
broespinal y el sistema nervioso periférice, el primero es una porcion central dividida
en dos segmentos principales: elL.encéfalo que es el segmento superior y esta dentro de
la cavidad craneana, y el segmento-inferior'que es la médula espinal ubicado dentro del
conducto vertebral. De este sistemarcerebraespinal, se desprenden cordones nerviosos
que conectan con el sistema nerviose periférico,46s cuales son también llamados nervios
craneales y raquideos, que se desprenden del enééfalo.y la médula, respectivamente. Al
conjunto de todos los cordones nerviosésgosimplemente “nervios”, se le llama sistema
nervioso periférico.

En el funcionamiento del sistema nervioso intervienenciertos elementos, una es la
“senal de entrada”, la cual es captada por la neurona sensitiva que recoge las impre-
siones del exterior o interior del cuerpo, y a su vez, las transmite en forma de influjo
nervioso (impulso eléctrico muy débil) a otra neurona o célula efectora (neurona mo-
tora), la cual envia dicho influjo por medio de sus prolongacionés al“6rgano encargado
de efectuar la accién. Cabe destacar que, con frecuencia, entre la ieurona sensitiva y
la neurona efectora, hay neuronas intercaladas en el trayecto del influjojzlo cual hace
que el funcionamiento del sistema nervioso sea altamente complejo.

La célula nerviosa estd caracterizada por un cuerpo celular que consta de_un ntcleo
y numerosas prolongaciones que forman un conjunto indivisible llamado neutona. Las
prolongaciones protoplasmaéticas destacan por desprenderse del cuerpo celular por una
base mas o menos amplia y después ramificarse de forma abundante, como si se tratana
de las ramas de un arbol, razén por la que se les dio el nombre de dendritas; otfo
tipo de prolongacion, son las prolongaciones cilindroaxil, que salen de un pequeno cono
del lado opuesto a las dendritas, aunque a veces también salen de una prolongacién
protoplasmica, tales prolongaciones, también llamadas cilindroeje o axén, son prolon-
gaciones de diametro uniforme y que contintian desde su origen hasta el elemento a



quien estd destinado, ver figura 1.1a. Se conoce como sinapsis a la conexion que se
presenta entre las dendritas de una neurona con el axén de otra, la cual permite el pa-
so del imflujo nervioso entre neuronas, transmitiéndose a través de sus prolongaciones
cilindreaxiles.
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Figura 1.1: Sistema nerviosg”yjestructura de la neurona.

1.2. El modelo de la neurona

La fascinacion por el funcionamiento del cerebro, en cuanto a realizar. tareas altamente
complejas en una cantidad de tiempo muy corta, ha llevado a la eréacién de diversos
modelos que buscan replicar el trabajo realizado por las neuronas, pues‘eada una de
éstas, son unidades autonomas que transmiten, procesan y almacenan la informacion
de tal forma que pueden responder a impulsos internos y externos de forma.satisfactoria.

Ya se hizo mencién de las partes de la neurona, sin embargo, cabe destacar suftuncio-
namiento. Basicamente ocurre lo siguiente: la neurona es estimulada a través'de ‘sus
entradas y cuando se alcanza cierto umbral, la neurona se activa, pasando una senal
hacia el axon, el cual se divide en miles de terminaciones y dependiendo del tamano (e
la senal hacen sinapsis con las dendritas de otras neuronas. Se estima que el cerebro
estd compuesto por alrededor de 10! neuronas que trabajan en paralelo, ya que el
procesamiento que realizan las neuronas y la memoria captada por la sinapsis se distri-
buyen juntos a través de la red. De esta manera, la cantidad de informacion procesada



y almacenada depende de los niveles del umbral de activacion y también del peso dado
por cada neurona a cada una de sus entradas.

La efi¢acia de las neuronas bioldgicas a la hora de ejecutar tareas altamente complejas
se debe, principalmente, a la multiconexién que existe entre ellas, es decir, cada neurona
se encuenttaseonectada con otras de tal forma que puede recibir estimulos de un evento
tal cual ocurfe, o bien recibir cientos de senales eléctricas con la informacion aprendida.
Cuando llega al cuerpo de la neurona, esta informaciéon afecta su comportamiento y
también puede afectar a neuronas vecinas o un musculo, el proceso de transportar la
informacion entre sieuronas es llevado a cabo por la sinapsis, la cual es un espacio que
es ocupado por quimieg6s llamados neurotransmisores. Estos neurotransmisores tienen
la funcién de bloquear, 0, permitir el paso de senales que provengan de otras neuronas.
Una vez que es recibida Ja informacion, las senales son acumuladas en el cuerpo de la
neurona y determina qué hacer. Si el total de seniales eléctricas recibidas por la neurona
es suficientemente grande, se-puede superar el potencial de accion, lo que lleva a que
la neurona se active o, por el_eéntrario, permanezca inactiva. Cuando una neurona
es activada, es capaz de enviar @mpulsos eléctricos a las neuronas con las cuales esta
en contacto y este nuevo impulso€léetrico puede a su vez funcionar como una nueva
entrada en las neuronas vecinas o camg un estimulo para algin musculo.

Histoéricamente, fue hasta 1943%en que WazremsMcCulloch, psiquiatra y neuroanatomis-
ta, junto al prodigioso matematico*Walter Pitts,dieron el primer modelo simplificado de
la neurona (véase figura 1.2). Diché modelo basasu funcionamiento en lo anteriormente
descrito y cuenta con los siguientes elementos:

= Entradas: Las senales externas que’entran adé meurona, denotadas por x;, donde
1=1,..., N eselindice de la senal engrante y N es el nimero de senales entrantes,
que puede pensarse como el nimero de"dendritag de la neurona. En analogia con
el modelo bioldgico, podemos pensar a las entradag”como los impulsos eléctricos
que entran (dendritas) y salen (axén) de la neurora por la sinapsis, asi en el
modelo las z;’s representan las senales recibidas por la m¢tirona que provienen ya
sea de los nervios o bien de otras neuronas vecinas y al ©btenerse una respuesta,
esta se convierte en una nueva z; saliente de la neurona § queé a su vez es una
entrada para sus vecinas.

» Los pesos: Los valores w;; describen la fuerza de cada conexiény, donde i =
1,2,..., N es el indice de la senal entrante, la cual es recibida por una neurona
vecina jJ y existe una cierta fuerza de conexién entre las neuronas,)es decir, la
sinapsis entre ambas neuronas.

= Suma de puntos: Son funciones simples que recolectan todas las senales de
entrada y la ponderan con su respectivo peso, es decir, son funciones de la forma

N
7’L€tj = E wijxi + Qj,
i=1

donde 6; es un sesgo. Tiene como objetivo determinar si la neurona j debe ser
activada o permanecer inactiva (en el sentido biolégico, ésta estd implicita en el



cuerpo de la neurona y es la parte encargada de determinar si se supera o no el
potencial de accién).

».Funcién de activacién: Esta funcién transforma la suma de puntos net;, f(net;)
én la salida de la neurona. En el sistema bioldgico, es la parte del cuerpo de la
neuwrona encargada de enviar el nuevo impulso eléctrico a las neuronas vecinas o
coma.estimulo a algin musculo.

= Capa eculta: En conjunto, lo elementos anteriores describen lo que es una neu-
rona, a un grupo de neuronas en un mismo nivel (esto es, estan conectados a los
mismos dabes.de entrada) se le conoce como capa oculta.

- -~ -

Funcion de
activacion

(o)

_______

Figura 1.2: Modelo elemental.de la neurona.

1.3. Las redes neuronales‘artificiales

Una red neuronal unicapa (considérese la figura 1.2 sin losw;x’s de la derecha) tiene un
nivel de utilidad bajo debido a su poca capacidad de procesar-informacion, esto porque
el poder de las redes neuronales radica en la conexién intefna de muchas de éstas,
tal como pasa en nuestro cerebro. Por otro lado una red neuronal/multicapa consiste
de varias unidades elementales de procesamiento, llamadas neuromas, las cuales estan
relacionadas a través de conexiones, son dirigidas y con cada conexionthay un peso
asociado. Lo anterior motiva el estudio de las redes neuronales multicapa y vuelve un
objetivo, la bisqueda de diferentes arquitecturas que consigan conectar neutonas entre
si. Hablaremos en este apartado acerca de las arquitecturas para conectarsheuronas,
pero antes necesitamos definir red neuronal artificial y deep learning.

Para las redes neuronales, Montesinos [24] nos presenta dos definiciones:

Definicién 1.3.1 (Francisco-Caicedo & Lépez-Sotelo [12]). Una red meuronal ar-
tificial es un sistema compuesto de varios elementos de procesamiento simples, los
cuales operan en paralelo y cuya funcion queda determinada por la estructura de la red
y los pesos de las conexiones, donde el procesamiento es llevado a cabo en cada uno de
los modos o elementos informdticos que tienen una baja capacidad de procesamiento.



Definicién 1.3.2 (Kohonen [18]). Una red neuronal artificial es una estructura
que consta de elementos simples interconectadas de muchas formas con una organiza-
cion jerdrquica, que intenta replicar el proceso de interaccion de los sistemas biolégicos
nerviosos, con objetos del mundo exterior.

Notemosque ambas definiciones son similares, pues coinciden en que una red neuronal
artificial comsta de elementos simples que se encuentran interconectados bajo cierta
jerarquia o peso; en este caso donde hay interconexiones, estamos pensando en que hay
mas capas, porfloscual es necesario hablar también del deep learning que vendra a ser
un modelo de entrenamiento de las redes.

En este sentido entehdemos al deep learning como una generalizacion de redes neuro-
nales artificiales donde.se,usa mas de una capa oculta, lo cual implica que se usan mas
neuronas para implementaz el modelo.

Definicién 1.3.3 (Montesinos Lépez, O. A., Montesinos Lépez, A. & Crossa, J. [24]).
Una red neuronal con multiplésscapas ocultas recibe el nombre de Deep Neural Net-
work (red neuronal profunda), y'la prdactica de entrenamiento de este tipo de redes se
llama deep learning, la cual es unarama del statistical machine learning, donde se usa
una topologia multicapa para repreSentar las relaciones entre las variables de entrada
(variables independientes) y la varidble) de respuesta (resultado).

1.4. Redes neuronales y elyproblema de clasificacién

En los inicios de las redes neuronales, alzededor del ano 1960, su precursor, el per-
ceptron, fue desarrollado con la intencién-de aplicarlo a problemas de reconocimiento
de patrones. De hecho, como se menciona.en-{10], la§ primeras aplicaciones industriales
no triviales de las redes neuronales, duranteles inicios dé'la década de los 80’s, estaban
relacionadas con el reconocimiento de patrones o senales.

Antes de continuar con los clasificadores por redes neuronales, queremos dejar en claro
lo que es un clasificador y las caracteristicas basicas de los preblemas de clasificacion.
Un clasificador es un algoritmo que asigna automaticamente una clase (o categoria) a
un patrén dado. Para entender las caracteristicas del problema ‘de elasificacién, consi-
deremos el ejemplo de aplicacién de clasificacién automatica dado per Dreyfus [10], en
el cual, un brazo robético debe capturar a solicitud, ya sea un capacitor‘o un circuito
integrado, primero debe distinguir entre éstos, en base a una imagensa blanco y ne-
gro proporcionada por una camara de video. A grandes rasgos, los objetes)se pueden
distinguir mediante su reflectividad y su area, esto porque los circuitos integrados tien-
den a ser mas grandes y oscuros en comparacion a los capacitores que suelefl_ser mas
pequenos y brillantes. De lo anterior resulta relevante considerar el area A y laréflecti-
vidad R como caracteristicas para la discriminacion de los objetos, esto es, asignar.un
objeto dado a la clase “capacitor” o bien, a la clase “circuito integrado”. Supongamos
que tenemos recolectada una muestra de capacitores y circuitos integrados en las que
tenemos mediciones sobre sus areas y reflectividades, éstas pueden representarse como
puntos sobre el plano, cuyas coordenadas corresponden a su area y reflectividad, tal
como se muestra en la figura 1.3.
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X <«———Capacitor

Circuito integrado

Reflectividad

v

Area

Figura 1.3: Las muestras soh-representadas por puntos en el plano area-reflectividad.

El ejemplo anterior permite ver log'¢lementos que integran un problema de clasificacion:
= Un conjunto de n patrones.

» d variables (o caracteristicas) que Caracterizan a los patrones y juegan un papel
relevante en la tarea de asignacién deda clase. Al conjunto de caracteristicas de
un patrén dado se le llama _wépresentagion del patrén.

» Un conjunto de clases C' que=colrespongdé€ arlas asignaciones de los patrones (a
veces resulta conveniente agregar una clas€ de<rechazo, en la cual estaran aquellos
patrones que no se puedan asignarga-las clases en C').

Tenemos asi que resolver un problema de ¢lasificacién” iavolucra encontrar una asigna-
cién de clases para los elementos del conjunto de patrones.

Algo a tener en cuenta es que las redes neuronales no sénjun clasificador infalible,
es decir, no son adecuados para resolver todos los problémds de clasificacién. Una
justificacién detallada de esto puede consultarse en la seccién 1.3.2 del libro de Dreyfus
[10], referencia en la que se ejemplifican de forma clara algunos ¢asps en los que el uso
de las redes neuronales no es conveniente y dan otros métodos altermativos.

Supongamos pues, que tenemos un problema de clasificacién en el cual, el uso de méto-
dos de clasificacion probabilista, como las redes neuronales, son apropiddos. Los méto-
dos de clasificacién probabilista estan basados en que tanto las caracteristicas como las
clases funcionan como variables aleatorias. En ese contexto, si seleccionames de forma
aleatoria uno de nuestros datos a clasificar, la clase a la que corresponde resulta, de la
realizacion de una variable aleatoria discreta, mientras que las caracteristicastpueden
considerarse como realizaciones de variables aleatorias continuas. De esta maneragen
el ejemplo mencionado anteriormente, la “clase ” para un capacitor puede ser tomada
como el valor 0 y la clase para los circuitos integrados puede ser tomada como el valor
1, siendo asi la variable aleatoria discreta “clase” la que toma valores 0 o 1. A su vez la
reflectividad R en el area A puede considerarse como una variable aleatoria continua.

Con todos estos elementos podemos resumir el problema de clasificacién como sigue:
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dado un dato nuevo cuya clase es desconocida, si su reflectividad es r y su drea es a,
scudlses la probabilidad de que la variable aleatoria discreta “clase” tome el valor 07
Esta prebabilidad es conocida como la probabilidad a posteriori de la clase “capacitor”
dada larreflectividad y el area medida, denotada por

P(clase = 0|{r,a}).
En la siguiefite’/seccién, empezamos a abordar el problema de clasificacién partiendo
desde esto ultimo:

A partir de aqui'y hasta terminar el capitulo estaremos analizando la teoria detras del
problema de clasificAciém binaria, para ello nos basaremos en el libro de Devroye [9].

1.5. El error de“Bayes

Para empezar la secciéon debemios, definir lo que es el problema de Bayes, para ello
consideremos un par de variablegialeatorias X, Y que toman valores en R? y {0, 1},
respectivamente. Este par de variables.aleatorias lo podemos describir de multiples for-
mas, una de ellas seria definirlas por‘el'par (i, ), donde p es la medida de probabilidad
para X y n es la regresiéon de Y sobre XDe forma mas precisa, para un conjunto Borel
medible A C R,

p(A) = P(X € A)

y para cualquier z € R9,

donde I4 denota a la funcién indicadora sébre el conjiinto A.

Asi, n(x) es la probabilidad condicional de que Y = 1"dado que X = z. Para que se
logre ver que en efecto, esto es suficiente para describir lasdistribucién de nuestro par
aleatorio, observemos que para cualquier C C R? x {0, 1} s€ tiene

C=(CNRx{0})U(CNR?x {1}) := (Cy x {0}) Uk x {1}),

PX,Y)€C)=P(X € Cp,Y =0)+ P(X € C1,Y = 1)
— [ (= n@)utan) + | alz)a(ds).
Co

Cy

Como lo anterior es valido para cualquier conjunto Borel medible C la distribigion de
nuestro par aleatorio (X,Y) queda determinada por (u,7n). En ocasiones la funciény
recibe el nombre de probabilidad a posteriori.

Cualquier funcién g : R? — {0, 1} genera un clasificador o una funcién de decision. La
probabilidad del error de decisién de la funcién g es definida como L(g) = P(g(X) #
Y'). Una funcién cuyo error es de particular interés, es la funcion de decision de Bayes
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0 en otro caso.

B(x):{ 1 sin(z)>1

Esta funeién de decision minimiza la probabilidad de error.
Teorema A.5.1 (Minimalidad del error de la funcién de Bayes, [9]). Para cualquier
funcion g : Ré=s {0,1},

P(B(X)#Y) < P(g(X) #Y).

Demostracion. Dado, X = z, la probabilidad del error condicional de cualquier fun-

cién de decision g puedesser expresada como

Plg(X) #Y|X =) = TP = g(X)|X = x)
=1-[P¥ =1, g(X) =1X =)+ P(Y =0, g(X) = 0[X = z)]
=1— Ry P(Y = 1|X = 2) + [y} P(Y = 0|X = 2)]
=1~ [Istyn(@) + Ligay=op(1 = n())] -

De este modo, para cada = € R?,

P(g(X) #Y|X =x) — (B(X)#Y|X_I)

= () [I{p@w-1 —f{g =t ( ) [{B()=0) —f{g =0}

= 0() [I{B@)=11 — Lg=1 )R = 1(@)) [(1 — I(pw=1y) — (1 — Iy@)=1y)]

= () [I{p@w)-1) —f{g< 1]+ DdT @)= —f{g 1]

= (2n(x) = 1) I (@)= 1}—f{g<x> 1}] (1.1)
> 0,

donde la no negatividad es consecuencia de la definicion dé.B. De este modo, el resul-
tado se sigue integrando ambos lados de (1.1) con respecto”ayu(dz). O

A L = P(B(X) #Y) se le conoce como la probabilidad delgerror de Bayes, el error
de Bayes o el riesgo de Bayes. De la demostracion del teorema 175y1L,se observa que

L(g) = 1= E [I1gx0)=1y0(X) + Lgx)=03 (1 — (X))

y en particular,

Finalmente, observemos que la probabilidad a posteriori minimiza el error cuadratico,
es decir, cuando Y es predicha por f(X) para alguna funcién f: R? — R, se tiene/que

E([n(X) - Y]?) < B([f(X) - YP).
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En efecto, obsérvese que por la definicién de 7, para cada z € R,

([ (X) = YPIX =)
E([f(X) = n(X) +n(X) = YP*|X = z)
( (z) = n(@))* +2(f(z) — n(2)) EO(X) - YV|X =)

) —
E([n(X) - YP|X = 2)
( () = n(2))* + B([n(X) = YP|X = 2).
De lo cual, el regsultado deseado se sigue después de integrar.

A menudo es conveniente considerar otras formas para el error de Bayes:

Lp= _inf P(g(X)#Y)

g:R?—{0,1}
= E(min(n(X),1 —n(X))) (1.2)

1 1

=5 — 5B(20(X) — 1))

En efecto, por el teorema 1.5.1 se tiene la igualdad

Lp= it P(g(X)#Y).

g:RI—{0,1}

Por otro lado vimos que

y de esta igualdad se sigue que

L =B |1 = (1= Iyneyy ) 10X = Iybegg (1 = n(X)]
=k [1 = 0(X) = Iy <y (1= 20(X
=E[1 = n(X) = (1 = n(X)] = n(X)

donde gt denota la parte positiva de g. De este modo las tltima$_dos igualdades en

: . _ h_ |f=h
(1.2) se siguen de observar que min(f,h) = f — (f — k)" y min(f, b= f;r I—Z,l

En casos especiales, otra expresién tutil que puede obtenerse dependesdesconocer la
densidad de X. En efecto, supongamos que X tiene densidad f, entonces



donde p = P(Y = 1), fi(x) es la densidad de X dado que Y =i y la tltima igualdad
se tieme debido a que

n@)f(x) = P(X = 2)P(Y = 1|X =2
—P(Y=1X=u1)
—P(Y = 1)P(X =2y =1)

y de forma similaf ¥ (z)(1 —n(z)) = (1 — p) fo(z). Cominmente p y 1 — p son llamadas
las probabilidades dée clase y fo, f1 son las densidades condicionales de la clase. Si fyy
f1 satisfacen [ fof1& O¢entonces se tiene que Lp = 0. Para ejemplificar, supongamos
que p = % Entonces

1 ,
Ly =, [ min(fala). fi(w))da
-3 / () + fol@) + |fi(@) = fola)|]da
1 1
—5 =3 [Th( - hw)d. (1.3)

De este modo, el error de Bayes estd directamente relacionado con la distancia entre
clases de densidad en el espacié Aormado L

A continuacion se presenta un ejémplo simplesacerca de lo mencionado anteriormente.

Ejemplo 1.5.2. Consideremos el caso=de predi€cion sobre el desempeno de un estu-
diante durante cierto curso (aprobar/repfobar) cuindo una serie importante de factores
se le presentan. Primero definamos Y = ¥ como aprebar y a Y = 0 como reprobar.
Aqui X es el numero de horas de estudio(por semanwt~Aunque ciertamente no es un
predictor infalible sobre el desempeno del estudiante, pues para ello necesitariamos mas
datos acerca del estudiante, por ejemplo la rapidez mental, salud y hdbitos sociales. La
funcién de regresion n(x) = P(Y = 1|X = z) es posiblemente_mondtona creciente en
T

x. Supongamos que la funcion de regresion es n(x) = —+. con o> 0, podemos entonces

resolver nuestro problema. Debido a que la funcion de decision de=Bayes es

, 1 ,
B(z) = { L sin(xz) > 5 (es decir, x > c)

0 en otro caso,

el correspondiente error de Bayes es

Ly = L(B) = E(min((X), 1 - (X))

)
X X
— F(min(=2—1—
(mln <X+c’ X+c))

-2("H%)

Aunque podemos deducir la funcion de decision de Bayes solamente de n, para el error
de Bayes, Lg, no se puede decir lo mismo, pues desconocemos en principio de cuentas
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la distribucion de X . Si por un lado, X = ¢ con probabilidad 1 (como es el caso de una
escuela militar donde todos los estudiantes son obligados a estudiar ¢ horas por sema-
na), entonces Lp = % Si consideramos que tenemos una poblacion bien distribuida,
supongdamos por ejemplo X uniforme sobre [0,4c|, entonces la situacion mejora:

min(c, x) 1 be
= ——dr = -1 — | = 0.305785.
i)y etz T4 ( 4 )

1 4c
Lg

1.6. Decisiones Plug-in

La mejor prediccion de Y dada la observacién X es proporcionada por la regla de
decision de Bayes

B(z) = 15gim(z) > 3 _J 1 osin(@) >1—n()
0 ensOtro. caso 0 en otro caso.
Aunque con frecuencia 7 es desconocida, si se tiene acceso a funciones no negativas
n(x), 1 —7n(x) que aproximan n(x) ¥ h+ n(z), respectivamente, resulta natural usar la
funcién de decision plug-in

1= 7j(z) > 3

g(x) p { 0 en.etro caso

para aproximar la funcién de decisiénide Bayes:

El siguiente teorema es bien conocido y/€stablece<que si 7(x) es cercana a la proba-
bilidad a posteriori real (en el sentido deédaydistancia’en el espacio L'), entonces la
probabilidad del error de decision de g es cefcano al efror de Bayes.

Teorema 1.6.1. Para la probabilidad del error de la funeion de decision plug-in g
definida anteriormente, se tiene que

Pg(X)#Y)—Lp= 2/ n(x) — %‘ Lig(2)£B(x)) P d) (1.4)

R4

Plg(X)#Y) - Lp < 2/Rd n(x) — ()| u(de) = 2E(In(X) — nE&)}).

Demostracién. Si para algin z € R?, g(z) = B(z), entonces claramente la difcrencia
entre las probabilidades condicionales del error de g y B es cero:

P(g(X)#£Y|X =) — P(B(X) £ Y|X =2) =0.

Por otro lado, si g(x) # B(z), entonces la ecuacién (1.1) del teorema 1.5.1 se puede
reescribir como

P(g(X) #Y|X =) - P(B(X) #Y|X = 2) = 2n(2) — 1 {g(0)£B()}-
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De este modo, dado que g(z) # B(z) implica que |n(z) — 1| < |n(x) — 7j(x)|, entonces

1
77(1’) - 5‘ () 2B (dT)

<2 / In(z) — i(z)|uldz).

P(g(X) #Y) ~ Ly =2

O
Observaciéon 1.6.2¢ Por la demostracion del teorema anterior, se tiene que la igualdad
(1.4) se cumple para cudlquier regla de decision g.
Cuando el clasificador'g(«) se puede expresar en la forma

g(a:) — { 0 si 771(17> S ﬁO(x)

1 en otro caso,

donde 7 (), 7o(x) son aproximaeiones de n(x) y 1 — n(x), respectivamente, entonces
si m1(z) 4 7o(z) no es necesariamenté-igual a 1, la situacién mencionada en el teorema
anterior cambia. Sin embargo, una desigualdad analoga a la que se menciona resulta
cierta.

Teorema 1.6.3. Dada la fun€ign g definida,anteriormente, la probabilidad de error
de decision y el error de Bayes satisfacen laysiguiente desigualdad

P(g(X) £Y) — Ly < /|1— < (o) + /m o)|u(de).

Demostracién. Dado que la igualdad (1+4)-del teotema 1.6.1 se cample para cualquier
funcién de decision, es suficiente demostrar-que para ¢ualquier z tal que g(x) # B(x)
se satisface

2n(z) — 1| < |1 = n(x) — no(z)| + [n(2)= i ()] .
En efecto, supongamos que B(z) =1y g(z) = 0, entonces

1

ww) > 5y o) 2 (@),

y asi [2n(z) —1| = 2n(z) —1y fo(x) —71(x) > 0. Por lo tanto al sumar ambas ecuaciones
obtenemos que

2n(x) =1 < 2n(x) = 1+ 7o(x) — ()
< U =n(x) = o(x)] + |n(z) — ()]

La demostracién para B(z) =0y g(z) =1 es analoga. OJ
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1.7. Discriminacién univariada y divisiones de Sto-
ller

Para comenzar esta seccion, debemos explicar la idea detras de lo que buscamos: dividi-
remos el espacio por un hiperplano asignandole una clase diferente a cada semiespacio.
Esta regla deddecision resulta facil de interpretar, lo anterior debido a que cada decisién
estd basada en el signo de W7z + b, donde = = [y, x9, ..., 24", W = [wy, wa, ..., wa)]T
son vectores en R%Yy b es un escalar, los w;’s son pesos y b es un sesgo. De este modo,
el vector W detérmina la importancia relativa de los componentes, haciendo que la
decision sea facilmentelimplementada.

A manera de ejemplo, cansidéremos X univariada. La regla de decisién mas simple es
la regla de discriminacién’lineal

! sixz <a
g(%)z{ Y _

1 —14 en otro caso,

donde 2’/ es un punto de divisién y/gy€ {0,1} es una clase. En general 2’ y ¢ son
funciones medibles del conjunto de“dates D, = {(X1,Y1),...(X,,Y,)}. Dentro de
esta clase de reglas simples, exist@® una‘mejor regla posible que puede ser determinada
si conocemos la distribucién.” Asumamos*por ejemplo que (X,Y) es descrito en la
forma estdndar: sea P(Y = 1) =piedado Yi=+1, X tiene una funcién de distribucién
Fi(z) = P(X < z]Y = 1), y dado)Y ="0¢X tiene una funcién de distribucién
Fy(x) = P(X < z|Y =0), donde Fyy yy Fison las clases condicionales de las funciones
de distribucion. Entonces tedricamenté, mma reglaéptima queda determinada por el
punto de division z* y la clase y* tales que

(a*,y") = argmin P(g(X) %)

(=",y")

(el minimo es siempre alcanzable si consideramos que 2’ € R)~S¢a L la correspondiente
probabilidad de error minima y note que

L= inf {IyeolpFi(a) + (1 - p)(1 - Fo(@))

(="y")

+ Iy—uy[p(1 = Fa(2")) + (1 = p) Fo(a")]} -

La justificacién de esto es como sigue: sea g(x) como se describié anteriorniente, enton-
ces g(x) corresponde a alguna de las dos funciones siguientes, dependiendo de’si.y’ = 0
oy =1,

(z) = 0 siz<ya o (z) = 1 stz <o
9O\ =9 1 en otro caso, I =90 en otro caso.
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Podemos calcular la probabilidad del error para go(x). En efecto,

Plgo(X) £Y) = P(go(X) =1,Y = 0) + P(go(X) = 0,Y = 1)
— P(Y = 0)P(go(X) = 1Y = 0) + P(Y = 1)P(gy(X) = 0]Y = 1)
=P(Y =0)P(X > 2|V =0)+ P(Y = )P(X < 2|V =1)
= (L =p)(1 = Fy(2)) + pFi(2).

De modo similar .podemos mostrar que P(g1(X) #Y) = p(1 — Fi(z)) 4+ (1 — p) Fp(2').
Entonces

L(g) = Liy—0y P(90(X) #Y) + Iy -1y P(91(X) #Y),
para cada g(z). Obgérvese que cada g(z) queda determinada por un unico par (z/,y’).

De este modo, si buSgamos la correspondiente probabilidad de error minima de este
tipo de clasificadores,

L= irglfL(g)
= it QpalpFia’) + (1= p)(1 = F@))

+ Iy [l Fi(2) + (1= p)Fo(2')]
que es como habiamos dicho.
Un divisor definido por (z*,y*) es'llamado un divisor tedrico de Stoller.

Lema 1.7.1. L < % con la igualdad si y sole si Lg = %

Demostracién. Tomemos (2/,y') =.[=00,0). Bdtonces la probabilidad del error es
1 —p= P(Y =0). Si ahora tomamos (" y') =" (#00;1). Entonces la probabilidad de
error es p. Claramente
1
Lp <L <min(p/1—p)<L 5
Esto prueba la primera parte del lema. Para la segunda parte, si L = %, entonces p =
y para cualquier z, debido a que

1
27

L= irglf L(g)
= i {TyalpFi () + (1= p)(1 = Fo(e )

+ Iy—y[p(1 = Fi(2")) + (1 = p) Fo(a")] }

se sigue que pFi(z) + (1 —p)(1 — Fo(x)) = 5 v p(1 — Fi(z)) + (1 = ply(z) = 5.
Usando que p = %, la primera desigualdad implica %Fl () — %Fo(x) > 0,'mientras que
la segunda implica %Fl (x) — %Fo(x) < 0. Asi que L = % significa que parascada z,

Fi(z) = Fy(z) y por lo tanto Lp = 1. O
Lema 1.7.2. . .
L= 5 ~Sup pFi(z) — (1 —p)Fo(z) —p+ 5l
En particular, si p = %, entonces
1 1
L= 5~ Sup |Fi(x) — Fo(z)]-

19



Demostracién. Sea p(z) = pFi(z) — (1 — p)Fy(x). Como por definicién L se obtiene
a parpir del infimo sobre las (2/, 1), entonces es equivalente tomar el infimo sobre los
(2'f0) y#(x', 1), es decir, para cada z’ tomar el minimo sobre las ¢’ y después el infimo
sobre lasa’, esto es

L = tnf min{p(z) + 1~ p.p— p(a)}.

Recordando (qué min{a,b} = 3(a+b — |a — b|) y —sup(A) = inf(—A), se sigue que

L —inf (1 _ ‘p(x) —p+1D

z \ 2 2
1 (z) +1
=3 sgppx Pts5|

0

Este tltimo resultado nos muéstra la calidad del divisor teérico de Stoller con la dis-
tancia de Kolmogorov-Smirnov (sup, |Fi(z) — Fy(z)|) entre la clase de funciones de
distribucion condicionales. Paraaver también algunas limitaciones acerca de los di-
visores tedricos de Stoller, consideremos dos clases con medias F[X|Y = 0] = my,
E[X]Y = 1] = my, y varianzas Var[XY\=0] = 02 y Var[X|Y = 1] = 0}, entonces se
cumple la siguiente desigualdad.

Teorema 1.7.3. 1

14 Lro

(coro1)?

L&A L <

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos.asumir que my < my. Claramen-
te, L es mas pequeno que la probabilidad del error para la regla que decide 0 cuando
x < mgy+ A, y 1 en otro caso, donde m; ~amg = Ao & A1 v Ay, A7 > 0.

La probabilidad de error de la iltima regla es

pFl(mo + Ao) + (1 —p)(l — Fo(m(] + Ao))
=pP(X >my — A ]Y = 1)+ (1 = p)P(X > mgG AglY =0)
2 2
1 1—p)—20
—pa%+A§+( p>a§+Ag
1 —
p 4 p

Al A2
l—l—g—% 1+U—3

(1.5)

donde la desigualdad en (1.5) se sigue de la desigualdad de Chebyshev-Cantelli{teorema

A.17 del apéndice de [9]). Asi, tomando Ag = [my —mo| 2%y A = ZLA( setiene lo

deseado. ]

Veremos ahora lo que se hace cuando un divisor debe estar basado en una muestra de
datos. Stoller sugirié tomar (z',y’) de manera que el error empirico sea minimo. Esto

es
n

1
(a;ny’) = argmin — [Xi<r,Yi +[Xi o Vil
(w,y)eRx{oJ}TL;({ = #y} {Xi> 4 y})
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Decidir clase 0 Decidir clase 1

JAYS Aq

A
Y
A
v

Figura 1.4: Representacion grafieayde la division proporcionada por el limite mencio-
nado en el teorema 1.7.3 [9].

(' y ¢ son variables aleatorias, pero pese a lo usual, convenimos en dejar la notacién
en minudsculas por ahora). Llamaremos a.esto la regla de Stoller y nos referiremos al
divisor como un divisor empiricosde.Stoller. /Definiendo

Clz,y) = {(—o0, s} {1 — yFU {(z, 00) x {y}}.
Entonces

(«',y") = argmin v, (C(z, ),
(z,y)

donde v, es la medida empirica para el conjunto de datos Dg’ =~ (X1, Y1), ..., (Xn, Yn)},
que se define para cada conjunto A C R x {0, 1} medible, com6

1 n
vn(A) = - Z I xi vieay
=1

No es dificil ver que v, es una medida. Analicemos la veracidad de Ia obtencién del
divisor empirico de Stoller a partir de la medida v, y los conjuntos C'(x,y)¥ En efecto,
debido a que C(z,y) es una unién disjunta de dos conjuntos, la indicadérasobre la
union se puede ver como la suma de las indicadoras sobre cada conjunto. Asiy) para
cadai=1,2,....,n

Iix:vecy)y = Tix,vyean + 1ix, viye s,

donde A; = {(—o0,x] x {1 —y}} y Ay = {(z,00) x {y}}. Considerando la definicién
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de v,, se obtiene que

1 n
u(Cle,y) =~ > Lixovoecty)

=1

1 n
~n Z (I{(Xi,Yi)eAl} + ]{(Xi,Yi)eAQ})
i=1

1 n
- n Z (I{Xiﬁw, Yi=1—y} + L{X; >, Yi:y})
=1

= % ; (Iixizo, vy + Iixisa, vir1-9y) -
De lo cual, la veracidad @dejla obtencion del divisor empirico de Stoller a partir de la
medida v, y los conjuntos”C'(x,y) es clara.
Denotando a la medida de (X4Y) € R x {0, 1} por v, se puede ver que
E(v,(C(z,y))) =v(Cl(z, D)= P(X <2,V #y)+ P(X >2,Y #1—y).

En efecto, dado que v,(C(z,y)) es umaysuma de indicadoras y (X;,Y;),i=1,...,nes
una muestra aleatoria de (X,Y"), enternces

E(v,(C(z,y))) = %Z LBl (x, <55 Any) + E(Iixi>z, vir1-4))]

i=1

:%Z[P(Xigx, Y 40 + P(X; >z, Y £ 1—y)]

1 n
= — P(X < zyY5 PX >z, YV#1-—
n;[ (X <3V y) LPX > 2, Y #1-y))
=PX <z, Y#y)+PX>aYF#1—-y).
Sea L, = P(g,(X) # Y|D,,) la probabilidad del error de la*tégla de clasificacién g,

con la eleccion (2/,y') dependiente de los datos dada anteriormente, condicionada a los
datos. Entonces

Ln =v(C(2',y))
=v(C(,y) —vn(C(=", ) + va(C (2" 1))
< sup [0(C(z,y)) = vn(Clz, )] + va(C(2", y7)) (1.6)
< 2?111; [0(C (2, y)) = va(Clz, )| + v(C(z7,y7))
=2 sup [0(C(2,y)) —oa(Clx, )| + L,

donde (z*,y*) minimiza a v(C(x,y)) sobre todo (x,y).

Del siguiente teorema se observa que el supremo anterior es pequeno aun para n mo-
deradamente grande y, por lo tanto, la regla de Stoller se acerca a la mejor division
independientemente de la distribucion de (X, Y).
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Teorema 1.7.4. Para la regla de Stoller, y € > 0 se tiene

P(L, — L >¢€) <4/

B(L, — L) < 210g(4e)'
n

Demostracion” Por la desigualdad (1.6) se tiene

(z,y)

P@M<L2@§P(prC@w»—%ﬂX%Wﬂz

[Nl e
N~

<P <sup [v(C(2,0)) — v,(C(x,0))] >

xT

NN NG
~

xT

+pr@w@J»—m@@JMZ

N ™
N———

< 46—2n(e/2)2‘

g

Nétese que la probabilidad desepror de laregla de Stoller es uniformemente cercana a
L sobre todas las posibles distribu€iones.

Dada una secuencia de datos de entrenamiente”Dy = {(X1, Y1), ..., (X,, Y,)}, la mejor
expectativa sobre una funcion de clasificacion és aleanzar la probabilidad del error de
Bayes Lg. Por lo general, no se espera ebtener una funcion que alcance exactamente
el error de Bayes, pero si es posible construiryuna sucesion de clasificadores {g, }, esto
es, una regla de clasificacién tal que la probabilidad dé etror

Ly, = L(gn) = P(9.(X, Dy,) # Y |Dy,)

se aproxime arbitrariamente a Lp con una alta probabilidad-(es decir, para “muchos”
D,,). La idea anterior se puede expresar formalmente en la definieién de consistencia.

Definicién 1.7.5 (Consistencia débil y fuerte). Una regla de clagificacion es consis-
tente para una distribucion determinada de (X,Y) si

EL, = P(g.(X,D,) #Y)— Lp, cuandon — oo,
y es fuertemente consistente si

lim L, = L casi sequramente.
n—oo

Observacién 1.7.6. La consistencia es definida como la convergencia del valor es-
perado de L, a Lg. Dado que L, es una variable aleatoria acotada por Lg y 1, esta
convergencia es equivalente a la convergencia en probabilidad. En consecuencia, da-
do que la convergencia casi sequra siempre implica convergencia en probabilidad, la
consistencia fuerte implica consistencia.
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Una regla consistente garantiza que al incrementarse la cantidad de datos, la proba-
bilidad de que la probabilidad de error se encuentre en un rango muy pequeno del
valor éptimo alcanzable se acerque a 1. Intuitivamente, la regla puede eventualmen-
te aprerder la decision optima de una gran cantidad de datos de entrenamiento con
probabilidad alta. La consistencia fuerte, por otro lado, significa que por usar mas
datos, la probabilidad de error se acerca al 6ptimo para cada secuencia de datos de
entrenamientepexcepto quizas para una secuencia de datos que tienen probabilidad 0.

Una regla de de€ision puede ser consistente solo para una cierta clase de distribuciones
de (X,Y). Por lo tanto es deseable tener una regla que sea consistente para una gran
clase de distribuciefies. Dado que en muchas situaciones no tenemos informacion previa
sobre la distribucién,_e§ fundamental tener una regla con buen comportamiento para
todas las distribucionés\l.o anterior motiva la definiciéon de consistencia universal que
se formula como sigue.

Definicién 1.7.7 (Consistencia universal). Una secuencia de reglas de decision es
llamada universalmente (fuertémente) consistente si es (fuertemente) consistente para
cualquier distribucion del par (X, ¥}

1.8. Discriminacion lineal

En esta seccién comenzaremos atratar el perceptron de Rosenblatt. Para ello hay que
generalizar lo tratado en la seccion’anterior.” El perceptron esta basado en una division
de R% en 2 partes por un hiperplano./La regld détdiscriminacién con vector de pesos
W = [wy, ws, ..., wg]” y sesgo b estd dadarpor

1 sl +b >0
g(z) =

| 0 en6tro caso,

donde x = |11, Ty, ..., 24)7.
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Figura 1.5:@jemplo de discriminacion lineal.

Su probabilidad de error sera denotada por L(W,b). Consideremos nuevamente a

L= inf\/L(W,b)

WeR?, bER

como la mejor probabilidad de errot;pesible déntro de esta clase. Denotamos a las
funciones de distribucién de W' X condicionadas a las clases, por Fyw y Fiw, depen-
diendo de siY =00 Y =1y donde X. = [X;, X5, 3., Xg]T es un vector aleatorio.
Para L(W,b), aplicando el lema 1.7.2 a Foy.y Fi w Seobtiene

1 1
L = 5 Sg/p sup [pFiw(x) — (1 — p)Fow (z)*=p + 3|

Cuando p = %, la ecuacién se reduce a

1 1
L=—— —supsup |FLw(x) — Fow(x)|.
2 2 w =z

Por lo tanto, L = % siy solo si p = % y para todo W, Fyw = Fow.

Lema 1.8.1 (Cramér & Wold [9]). Sean X yY wvariables aleatorias con valores en R.
Las variables son idénticamente distribuidas si y sélo si WTX y WTY tienen l@ misma
distribucion para cada vector W € R,

Demostracion. Sabemos que dos variables aleatorias tienen la misma distribucién
si v sOlo si tienen la misma funcién caracteristica. Asi, la funcién caracteristica de
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X = [Xl,XQ, ...,Xd]T €S

¢X(W) = ¢X(w1,w2, ---wd)
—FE [ei(lel—l-...—‘rded)]

=L [ei(wlyl+"'+wdyd)] (por hipdtesis)

:1/1Y(w1,w27-~7wd)

= Py (W).

De este modo, al ignal’que en la versién univariada, se tiene el siguiente resultado.

1

Teorema 1.8.2. L < % con la igualdad sy sdlo si Lp = 5.

Asi, como en la versién univariada, cuando Lg < %, una regla de clasificacién con
L < %, basada en la separaciénsdel espacio con un hiperplano, puede ser posible. Como
se menciona en [9], existen también_ejemplos para los cuales ninguna separaciéon por
hiperplanos mejora a una reglai.en’ la que g(x) = y para algin y y todo x, aunque

Lg=0.
Una forma general del teorema 1.7.3%se muestra a continuacién.

Teorema 1.8.3. Sean X, y X1/ variables aleatorias con distribuciones iguales a X
dadoY =0 y a X dado Y = ¥, Tespectivaniente. Sean mo = E(Xo) y m; = E(X7).
Definanse también las matrices defeovarianza >, = E [(Xl —my) (X1 — ml)T} y Yo =
E [(Xo — mg)(Xo — mg)T]. Entonces

1
LB S L S inf P 5
WeRd | 4 (W™ (mo—m1))

((WTz(]W)%Jr(WTElW)%)

2

Demostracién. Dado cualquier W € R¢ apliquese el teovéma 1.7.3 a W' X,y WTX;.
En efecto, la prueba se sigue al notar que

EWTXy) = WTE(Xy) = Whm,
EWTX,) = Whmy,
¥y que

Var(W'X,) = E [WT(Xo — mo)(Xo — mo)" W] = W SoW,
Var(WTX,) =Wrs,w.
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Capitulo 2: Redes neuronales

En el capitulo anterior se analiz6 la teoria de clasificacion binaria mediante discrimi-
nantes liieales. En este capitulo entramos de lleno a la teoria de redes neuronales,
empezando™por. la construccion y definicion de los perceptrones multicapa para luego
llegar a los teoremas de convergencia, también expondremos los procesos que deben
llevarse acabo tante para el entrenamiento como para la validacion del modelo construi-
do. Para llevar ascabo*este proceso requerimos del teorema de aproximacion universal,
tema importantes tratado en [9]. Para la seccién de redes multiclase nuestra principal
referencia es [10]. Por”otro lado, en la seccién del entrenamiento de la red, conside-
raremos la idea de la™uncion de costo, elemento que juega un papel importante en
la construccién de las rédes”y que nos permite buscar (al menos) numéricamente los
pardmetros que conforman nuestra red. Para esta seccién nos basamos en [5]. Para las
secciones siguientes, acerca del” gradiente descendente, el algoritmo backpropagation,
las funciones de costo y activaeibns utilizamos principalmente las referencias [24], [5] y
[13]. Finalmente para las iltimas'seécciones sobre los métodos de validacién, tratamiento
de datos y ejemplos computacionales usamos [24] y [5].

2.1. Perceptrones multicapa y el teorema de aproxi-
macion universal

Para el desarrollo de esta seccién, nos apoyamos (principalmente de [9].

En general, el discriminante lineal, tambiény llamade” perceptron, es una funciéon de
decision de la forma

o(a) = { 0 siun) <5 (2.1)

1 en otro caso,
basado en una combinacién lineal ¥ (z) de las entradas,

d
(x)=b+ Z wiz; = b+ Wha, (2.2)

i=1

donde los w;’s son pesos, b es un sesgo, T = [, T, ..., x|l v W = [wy, wo, L., wg]T. Al
discriminante lineal (2.1)-(2.2) se le llama red neuronal sin capas ocultas.

En una red neuronal (hacia adelante) con una capa oculta se tiene

(x) =bo + Z wio (Yi(x)), (2.3)

donde los w;’s son como antes y cada v; es de la forma dada en (2.2), es decir,
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d
@Z)Z(ZB) = bz + Z Clijl'j,
j=1

para algunas constantes b; y a;;. La funcién o es llamada sigmoide, la cual es una
funcién nogdecreciente con o(x) — —1 cuando x | —oo0 y o(x) — 1 cuando = 1 oco.

a \

b1

a1y O
1 \ bo
Ak w1
——
aild bk Wk
L . /

w1 X ) 0

\, 4

~ [——

Capa oculta

Figura 2.1: Red neuronal con una eapa oculta.

En el perceptron con una capa oculta, decimos que hay k neuronas ocultas. La salida
de la i-ésima neurona oculta es u; = o(¢;(x)). De este modo.(2:3) se reescribe como

k
¢($) = bo + Z W; Uy,
=1

que conserva la forma de (2.2), ver la figura 2.1 para la representa€ion’ gréafica. Si
continuamos con este proceso podemos crear una red neuronal multicapa htiera adelante.
Por ejemplo, un perceptron con dos capas ocultas usa

l
w(l’) = b[) -+ Zwizi,
i=1

donde

k
2i=0 <di0+zdijuj) , 1< <
=1
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d
U; =0 bj—i—Zaji:ci s 1§]§]€,
i=1

donde las d;;’s, b;’s y a;;’s son constantes. La primera capa oculta tiene £ neuronas
ocultas, mientfas que la segunda capa oculta tiene [ neuronas ocultas, ver la figura 2.2
para la representacion grafica.

O

Z1 bo
ak1 Primera Segunda w1 l
capa oculta capa oculta : I
21d w
Ld

WX ) O Ry

\ ':0

\, 7

Figura 2.2: Red neuronal con 2 capass6cultas.

El paso del perceptron a una red neuronal con una capa oculta'no es trivial. Es cono-
cido que los discriminantes lineales no pueden conducir a la consistencia universal. Por
otra parte, las redes neuronales con una capa oculta si producensdiscriminantes uni-
versalmente consistentes, siempre y cuando permitamos que k, el ntmero de neuronas
ocultas, crezca ilimitadamente con n, el nimero de datos disponibles, lo'cual hace de
la supuesta consistencia universal algo discutible. Lo ltimo se debe @ que el interés
por las redes neuronales artificiales radica en la posibilidad de que sean imiplementadas
computacionalmente, como el hardware debe ser fijado de antemano, no podémos dejar
que k se convierta en una funcién de n.

Consideremos primero la clase C*) de clasificadores del tipo (2.1) que contiene todos
los clasificadores de redes neuronales con la funcion sigmoide

-1 siz <0

o(x) =sign(z) = { | siz>0, (2.4)

y con k neuronas ocultas en dos capas ocultas. El conjunto de entrenamiento D,, es
usado para seleccionar un clasificador de C®). Para un buen funcionamiento de la regla
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de seleccién, es necesario que la mejor regla en C*) tenga probabilidad de error cercana
a Lpges decir, que
inf L(¢)— Lp
peC(k)

sea pequeénot Llamamos a esta cantidad el error de aprorimacion. Naturalmente, para
un numeéro/k de neuronas fijo, el error de aproximacion es positivo para la mayoria
de distribuciones. Sin embargo, conforme k va creciendo, lo esperado es que este valor
sea pequeno.~Je.aqui, la cuestion es si esto ultimo es cierto para cada distribucién de
(X,Y). Se puede mostrar (véase [9]) que la clase de los clasificadores de redes neuronales
de 2 capas ocultas’'conm neuronas en la primera capa y 2 en la segunda capa contiene
todos los clasificadorésyde arreglos con m hiperplanos. Por lo tanto, para k = m + 2™,
la clase de todos los#€lasificadores de arreglos con m hiperplanos es una subclase de
C®). De este hecho [9]-gstablece el siguiente resultado de aproximacion.

Teorema 2.1.1. Si C*)"€5 la clase de todos los clasificadores de redes neuronales con
la funcion sigmoide (2.4) y & neuronas en 2 capas ocultas, entonces

11 inf L — Lr=
pmy Il L(6) = Lp =0

para toda distribucion de (X,Y).

Mostraremos que la misma propiedadise cumple si C®) es la clase de las redes neu-
ronales con una capa oculta con’ k_neuronas”ocultas, en particular lo haremos con la
funcién sigmoide (2.4).

Nuevamente, consideremos a C'*) ¢omo la clasé de los clasificadores del tipo (2.1) con
¥ como en (2.3).

Por el teorema 1.6.1, tenemos que

L(¢) — Lp < 2E([9(X) — n(X9)]),

donde n(z) = P(Y = 1|X = x). De este modo inf et L(¢)=4p — 0 cuando k — oo
si

E([¢p(X) =n(X)]) = 0

para alguna secuencia {¢;,} con ¢, € C*® dada por ¢y(z) = Ity @f54y- Para la consis-
tencia universal, necesitamos solo probar que la familia de ’s puede aproximar cual-
quier 7 en el sentido de L'(u). En otras palabras, si la clase de funciories™) es densa
en L'(p) para cada ju, entonces el error de aproximacién inf e ow L(¢) =Lk — 0.

Del hecho de que la convergencia en L™ implica la convergencia en L' cuand® lamedida
es finita y de que toda funcion continua sobre un cerrado y acotado es acotada;'se tiene
que otra condicién suficiente para esto, es que la clase F de funciones ¢ sea dénsacon
la norma L* en el espacio de funciones continuas C|a,b]¢ sobre [a,b]¢, donde a7}
denota el hipercubo de R? definido por los vértices opuestos a y b, para a y b en R%

Lema 2.1.2. Supongamos que una sucesion {Fi}32, de clases de funciones se hace
densa con la norma de L™ en el espacio de funciones continuas Cla,b]? (donde [a,b]?
es el hipercubo en R definido por a,b). En otras palabras, supongamos que para cada
a,b € R? y cada funcién acotada g,
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lim inf — = 0.
k1—>I£lo flélfk x:[lig]d |f<x) g(x)l

Entorices/para cualquier distribucion de (X,Y),

i inf L — L=
kl—{god,ég(m () 5=0,

donde C® es ldiclasesde clasificadores ¢(z) = Iip(@y>1/2y con Y € Fy.

Demostracién. Sea¢> 0 fijo. Podemos encontrar a,b tales que u ([a, b]d) >1-5,
donde p es la medidafde probabilidad de X. Sea 7 una funcién continua que se anula
fuera de [a,b]? y tal que

£(In(X) —7(X)]) <

I

(=N e

lo cual se sigue del teorema de”Lusin (para ver una prueba de este teorema, recomen-
damos revisar el teorema 7.10 deg{11]).

Por hipoétesis, para un k lo suficientémente grande, podemos encontrar f € Fj, tal que

stp | f(z) — q(z)] <
z€|a,bld

(= N e

Sea ¢(r) = I{f(x)>%}, tenemos porlehteoremd 1.6.1 que

L(9) — Ln < 2B(f(X) = n(0lex cranh ) 5

< 2B(F(X) = (01 cghaey) +ZB(n(X) = (X)) + 5
<2 swp |f(@) = (@) + 2B (nXTEPON + 3
<e.

w

g

Demostraremos ahora que la clase de funciones C'®), es decir, la~clase,de todos los
clasificadores de redes neuronales con k£ neuronas y 1 capa oculta, es densa’en el espacio
de funciones continuas C|[a, b]<.

Teorema 2.1.3 (Teorema de aproximacién universal). Para cada funciéni gontinua
f:]a,b]* = R y para cada € > 0, existe una red neuronal con una capa ocCtUltay una
funcién ¥(x) como en (2.3) tal que

sup [f(x) = ¢(z)] <e

z€la,b]?

Demostracién. Probaremos el teorema para la funcién sigmoide (2.4). La demos-
tracion para una funcién sigmoide, o, arbitraria, se sigue de tomar ¢ suficientemente
grande y ver que o(tz) se aproxima a la funcién sigmoide (2.4).
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Fijemos ¢ > 0. Tomemos la aproximacién de f(z) por series de Fourier. El teorema de
StonesWeierstrass nos garantiza la existencia de un entero positivo M suficientemente
grande,asi como coeficientes reales ay, ..., aar, B, ..., B distintos de cero y enteros m;
para .=-1,.... M, 7 =1,....d, tales que

<

Z (ai cos (gmfx) + i sen <gm?x>> — f(z)

1=

sup E, (2.5)
zcla,bld 2

donde m; = (my1§ %.,miq), © = 1,..., M. Claramente, cada funcién continua sobre la
recta real que es Cer6 fuera de algin intervalo acotado puede ser aproximada, arbitra-
riamente, de manera umiforme sobre el intervalo por medio de redes neuronales, esto
es, por funciones de lasforma

k
Z cio(a;x +b;) + co.

i=1

Solo observe que la funcién inditeadora de un intervalo [b, | puede ser escrita como
—b — . . 1

W' Esto implica que funCiones acotadas como lo son sen y cos pueden ser

arbitrariamente aproximadas por redes neuronales. En particular, existen redes neuro-

nales u;(z), v;(x) con i = 1,..., M, (esdecir, mapeos de R? a R) tales que

sup |ugHL)> cos <zmTa:> ) <
z€la,d]d ' a s 4M|Oéz|
Y T €
sup |v;(z) —'sent (—m?x) ‘ < :
z€[a,d]d a 4M‘5z’

Por lo tanto, aplicando la desigualdad deltridngulo s€.ehtiene

sup
z€la,b]d

i (ai cos <§mZT:c> + i sen (gmlTa:» — i(alul(x) + Bivi(x))| < % (2.6)

1= 1=

Dado que las u;’s y las v;’s son redes neuronales, su combinaciénslineal

M

Y(z) = Z(%%(@ + Bivi())

i=1
también es una red neuronal.

Finalmente, de las ecuaciones (2.5) y (2.6) se sigue, por la desigualdad deltfidngulo,
que

sup |f(z) — ()] <e

x€[a,b]¢

]
Este teorema establece que cualquier funcién continua de complejidad arbitraria de-

finida en R? puede ser aproximada sobre un conjunto cerrado y acotado por una red
neuronal (hacia adelante) de una capa oculta y suficientes neuronas. Sin embargo la
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convergencia puede ser arbitrariamente lenta para algunas f, pero si se restringe la
clase.de funciones, es posible obtener limites superiores para la tasa de convergencia,
para esto, véase la pagina 520 de [9)].

El sigtuiente_corolario del teorema anterior es obtenido como consecuencia del lema
2.1.2.

Corolario 2.d+4. Sea C®) la clase que contiene todos los clasificadores de redes neu-
ronales de uma’capa oculta con k neuronas ocultas y una funcion sigmoide arbitraria.
Entonces para’ cuglquier distribucion de (X,Y),

lim inf L(¢) — Lp =0.

k—o00 peC(k)
La convergencia antefiop también se vale si el rango de los parametros a;j, b;, w; es
restringido a un intervalp [+Bk, Br|, donde limy_,o. B, = 0.

Observaciéon 2.1.5. Claramente el teorema de aproximacion universal es un teorema
de existencia, es decir, se nos@arantiza aproximacion de una funcion continua a través
de una red neuronal de una capa.culta con un alto numero de neuronas, aunque finito,
pero el teorema en ningun momewtomos habla de como obtener los valores apropiados
que determinan a la red neuronal. Lor lo tanto la importancia de este teorema es
puramente teorica.

2.2. Redes multiclaseé

Para esta seccién consideramos la refereficia [10]¢"Cuando el nimero de clases involu-
cradas en el problema de clasificacion es(s > 2, se puéden implementar 2 estrategias:

» Estrategia global: Seguir una ideasmty parecidajal caso binario, en donde se
estimaban las probabilidades a posteriori de cada.€lase, es decir, encontrar la
solucién global mediante la estimacién simultdnea de/P(Y = k|X = x) para cada
k=1,2,... s.

s Clasificacion por pares: Dividir el problema en subproblemas de dos clases,
construir un conjunto de clasificadores por pares que resuelvan los subproblemas
y combinar los resultados de este conjunto en una tinica probabilidad a posteriori
por clase.

2.2.1. Estrategia global

El enfoque de estrategia global resulta ser uno de los enfoques mas populares, pesé a,que
para tareas de clasificacion dificiles no es el mas eficiente. Para entenderlo consideremos
un problema en el que tenemos s clases, la red neuronal hacia adelante se disena,con
s salidas de modo que el resultado se codifica en un vector de s entradas en las dque
solo una entrada es distinta de cero, es decir, el evento “el patron estd en la clase 17
es senalado por el vector cuya i-ésima entrada es la unica distinta de cero. De forma
similar al caso binario, se puede probar que el valor esperado de las componentes del
vector anterior, son las probabilidades a posteriori de las clases.
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Ahora, es importante destacar dos importantes diferencias entre las redes neuronales
)
para_regresion y las redes neuronales para clasificacién:

s Jlas funciones de activacion de las capas de salida en una red neuronal para regre-
Sionson usualmente lineales, mientras que para el caso de clasificacién tenemos
funeiones de activacion no lineales como lo son las sigmoides, cuyas salidas tienen
interpretaciones probabilistas, por lo que deben estar entre 0 y 1.

» Para elcaso de clasificacion, en el entrenamiento empleamos como funcién de
costo la entropia cruzada (Cross-entropy) en lugar de minimos cuadrados (véase
la seccién 243.1).

Una vez realizado el _enitrenamiento, es posible corroborar con total seguridad que la
suma de las salidas sed igual a 1. El uso de la funciéon Softmax permite que la condicion
anterior se cumpla de formajautomatica. Por otra parte, veremos que éste no representa
un problema en la clasificacion por pares.

2.2.2. Clasificacion por\pares

Para casos donde el problema de clasificacion es complicado, a menudo suele ser mas
. . -1

frecuente tomar la decision de dividirqunsproblema de s clases en % problemas de

clasificacion binaria. Las razones’son las siguientes:

= Cuando se realiza la clasificaCién por pares, quien disena el modelo puede hacer
uso de diversos resultados teoxicos y algoritmos relacionados con la separacion
lineal de clases.

= Las redes que resultan después degesta metedologia son mucho méas compactas,
rapidas de entrenar y féciles de analizar; también la interpretacion probabilista
es sencilla pues la red cuenta con una=inica salida.

= Debido a que las caracteristicas relevantes para separat.entre la clase A y la clase
B no son necesariamente las mismas que separan a las_clases A y C'; por esta
misma razén cada clasificador solo tiene las entradas telévantes para su propia
tarea, a diferencia de la metodologia global en la que un perceptréon multicapa
debe tener las caracteristicas relevantes de todas las clases desmanera simultanea.

Al realizar los @ clasificadores por pares, entonces se calculan probabilidades a
posteriori (una por cada clasificador, pues recordemos que en el caso bimério la proba-
bilidad a posteriori de la otra clase se calcula en términos de la obtenida)jlas cuales,
posiblemente se han obtenido usando separadores lineales (perceptrones sircapas), una
vez obtenida esta informacion, la probabilidad a posteriori de la :—ésima clase’para un
vector de caracteristicas = se calcula como se enuncia en la siguiente proposieion.

Proposiciéon 2.2.1. Sea P una medida de probabilidad asociada a un problema~de

clasificacion de s clases ajenas por pares. Entonces para cada v = 1,2,...,s y cade
reX

P(Y =i|X =2) =
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donde P;; es la probabilidad a posteriori de la clase i o la clase j, es decir, la probabilidad
a posteriori obtenida al realizar la clasificacion binaria entre las clases i y j (P =

POY =Y € {i,j}, X =x)).

Demostracion. Definiendo F;; como se enuncia, se sigue de la definicién de probabi-
lidad condi¢ional que

p PV E(ij}X=0Y=i)
“ P(Y € {i,j}, X =)
P(Y =4i,Y € {i,j}|X =2)P(X = z)
P(Y €{i,j},X =x)

v P(Y =ilX =x)
~P(Y € {i,j}| X =)
P(Y =i|X =x)

CPE=ilX=2)+PY =jX=12)
Por comodidad, escribiremos py="P(Y = k| X = z).

. Para ello notemos que

Queremos probar que p; = =3 #

T
F=1, ji ﬁi;—(s—?)

I (5=2)pi+ D05 v

ey’ b

y como P es una medida de probabilidad, enton€es Z;Zl p; = 1. Asi, al separar y

despejar obtenemos
S

1 1
— (o)~
s2rzg T s

De aqui, el resultado deseado se sigue considerando los reéiptocos multiplicativos. [

De la proposicion anterior vemos que cualquier probabilidad aséciada a un problema de
clasificacion multiclase se puede estimar en base a las probabilidadessde los problemas
binarios.

2.3. Entrenamiento de la red

En las secciones anteriores hemos estudiado la teoria de clasificadores binarios+y)llega-
mos a la justificacién del uso de redes neuronales mediante la prueba del teorenia de
aproximaciéon universal, sin embargo, aun tenemos algunas preguntas de interés:

(1) ;Cudntas neuronas necesita la red?

(2) Dado un conjunto de datos de entrenamiento D,,, jcuéles son los parametros de
la red que mejor ajustan al problema?
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Anteriormente hablamos sobre un vector de pesos, el cual determinaba la importancia
de cada componente y en base a ello, se determina una red capaz de tomar una decision
adecuada acerca de la clase a la que un nuevo dato pertenece. Fue Rosenblatt (1962)
quien _déscubrié el maravilloso potencial de cada regla de decision lineal y las nombré
perceptrones: Cambiando uno o mas pesos conforme llegan nuevos datos, esto permite
una adaptacién facil y rapida de los pesos a nuevas situaciones. De este modo, un
primer acercamiento de entrenamiento o aprendizaje siguiendo el modelo del cerebro
humano estaba’ gonvirtiéndose en una realidad.

En este sentido, mecesitamos una forma de estimar numéricamente los pesos y con ellos
minimizar el errowfrelativo a nuestro conjunto de entrenamiento. En otras palabras,
buscamos una forma_dé medir nuestro error y que a su vez nos dé una idea de como
podemos estimar los pesos que componen nuestra red, para esto es necesario hablar de
funciones de error (tamhién)llamadas funciones de costo, funciones objetivo o funciones
de pérdida).

En el siguiente apartado explicaremos la obtencién de dichas funciones de costo. La
eleccién de ésta queda sujeto al_preblema que estemos abordando (regresién o clasifi-
cacién).

Observaciéon 2.3.1. El enfoque qué tratamos aqui es un enfoque de mdzima verosimi-
litud, para un enfoque bayesiano vedse=seecion 5.7 de [5].

2.3.1. Funciones de costo

El desarrollo de esta subseccién esta basado pringipalmente en [5].

Hasta ahora hemos construido a nuestras redes comoyfunciones de decisién multipa-
ramétricas de un vector de entrada z € R%{lag cualessevuelven un escalar (o vector en
el caso multicategorico) y. Una simple analogia del comoesdeterminamos los parametros
de nuestra red (pesos) es posible de hacer al comparar 1a biisqueda de los parametros
en el ajuste de curvas (véase seccién 1.1 en [5]) y por lo tanto minimizar una funcién
de error de suma de cuadrados.

En efecto, dado un conjunto de entrenamiento D,, = {(@y,, ym) € M= 1,... ,n} donde
2, € R? es el vector de caracteristicas y v,, es su correspondientesfector objetivo, se
busca minimizar la funcién de costo

BOV) = 5 3 [ W) — (2.7

donde el valor g(x,,, W) hace referencia al valor predicho por la red de pardmétros W
para el dato m-ésimo.

De este modo, el objetivo de una funcién de costo en el aprendizaje automatico és-
tadistico es cuantificar lo cercano de nuestras predicciones producidas por la red neus
ronal (o el modelo de deep learning que estemos empleando) de los valores reales. Esto
es, la funcién de costo mide la calidad de las predicciones de la red en base a una
distancia entre lo observado y lo predicho.
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Sin embargo, a como hemos comenzado en este trabajo con la visién probabilista de
los clasificadores, podemos también dar una interpretacion en el mismo sentido para el
enttenamiento de nuestra red y sus correspondientes salidas. Esto clarificara el porqué
de la eléecion de una funcién de activacion no lineal en la capa de salida, asi como la
elecciongde,la funcion de error.

Regresion

Comenzaremos planteando el problema de regresion y nos restringiremos al caso en el
que la respuesta €S wm escalar. Asumamos que nuestra variable de respuesta y tiene
una distribuciéon gaugsiana con una media dependiente de z, la cual esta dada por la
salida de la red neuronals esto es

- ) b
p(yle, W) =N (ylj(z, W).PB )—(27r5_1);e P =55

donde [ corresponde a la precisiénidel ruido gaussiano.

(y - Q(aja W))2 ) (2'8)

Para la distribucién condicional dada, por (2.8), es suficiente tomar en la capa de
salida la funcién de activacién identidad, esto como consecuencia del teorema de apro-
ximacién universal. Dado un conjuntd.dé n observaciones (independientes e idéntica-

mente distribuidas) X = {x1¢%3, ..., x,},.con sus correspondientes valores objetivo
y ={v1,Y2, .-, Un}, podemos construir la correspondiente funcién de verosimilitud
L(y|wi): Hp(ymlxmawvﬁ)' (29)
m=1

Tomando el negativo del logaritmo, obtenémos la fun€ién de error

5 [iam, W) =yl = S 1n(8) + 7 lnf2r), (2.10)
m=1

la cual puede ser utilizada para obtener los pardmetros W y [B«En la teoria de re-

des neuronales a menudo se busca minimizar una funciéon de‘gesto en lugar de la

maximizaciéon de la (log) verosimilitud, por lo que aqui seguiremoSyesta convencion.

Consideremos primero el caso de determinar WW. Maximizar la funcién de werosimilitud

equivale a minimizar la funcién de error suma de cuadrados dada por

n
BOV) = 2 3 190 W) —
m=1
en la cual se han descartado constantes aditivas y multiplicativas. Denotemos por<¥/s;,
al valor encontrado de W que minimiza E(WW), esto porque sera la solucién del métede
de maxima verosimilitud. Cabe mencionar que en la practica, el uso de funciones de
activacion en el calculo de y(z,,, W) provoca que la funcién de error no sea convexa y
entonces, en la practica eso hace que méximos locales de la funcién de verosimilitud

sean hallados y por tanto, minimos locales de la funcién de error.
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Un céalculo réapido, una vez que se ha encontrado Wy, nos permite mostrar que el
valor.de (3, que puede ser encontrado minimizando la log verosimilitud, corresponde a

5ML: Z xrmWML —ym]Q-

m=1

El caso en el que nuestras respuestas (variables objetivo) son vectores, asumiendo las
condiciones desindependencia, idénticamente distribuidas, condicionadas a x y W, asi
como misma précision de ruido [, la distribucién condicional estd dada entonces por

p(yle, W)EN (y]§(z, W), B71)

N m exp —%(y =Gz, W))BI(y — j(z, W)"

donde s hace referencia a la‘dimension del vector respuesta (el niimero de variables en
nuestros vectores objetivo).

Argumentos similares al del cas@ em, que tenemos valores escalares como respuesta,
nos sirven para ver que los pesos gue, maximizan la verosimilitud son aquellos que
minimizan la funcién de error de minimos cuadrados (2.7). Para este caso, la precisién
del ruido queda determinada porda expresion

1

2
5ML Z 9(2 s W) — Yml|” - (2.11)
Es realmente mucho pedir todas estas restricciones.a.nuestros datos, sin embargo es
posible extender esto a distribuciones condjCionales més generales (véase seccién 5.6 en
[5]). Por otra parte el supuesto de independéncia puede abandonarse con consecuencia
de tener un problema de optimizacién méas complejo.

Clasificacion

Para el caso de clasificaciéon comenzaremos con el mas simple que es™el de clasificacion
binaria, consideremos entonces que la variable objetivo y toma elvalor y = 1 para
denotar la clase C; y y = 0 para la clase Cy. Como ya se ha discutido previamente, en este
caso nuestro objetivo es aproximarnos a la regla de Bayes, para ello es necesario estimar
la decisién que queda determinada por la probabilidad a posteriori (véasegeeeion 1.5).
Por ello resulta conveniente considerar una red que tenga una tnica salida ¢om funcion
de activacion sigmoide logistica

1

g = oDz, W)) = 1+ exp(—o(z, W)’

donde ¥ (x, W) es una red neuronal con vector de pardmetros W, asi garantizamos
que 0 < y < 1. De este modo podemos interpretar § = g(x, W) como la probabilidad
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condicional p(Cy|x), con p(Cse|z) dada por 1 — p(Cy|x). La distribucién condicional de
la vaziable objetivo dada una entrada es una distribuciéon Bernoulli de la forma

plyle, W) = g, W)¥[1 — gz, W)Y

Si consideramos un conjunto de entrenamiento de observaciones independientes, enton-
ces la funcion'de error, la cual estd dada por el negativo de la log verosimilitud, recibe
el nombre de enfropia cruzada (cross-entropy) y es la funcién de error que corresponde
a la expresién

n

E(W) =23 [y (5 (@ W) + (1 = ) (L = (2, W))] -

m=1

Note que en este caso no#ay un analogo a la precision del ruido S porque los valores
objetivos se asumen que estan correctamente etiquetados. Sin embargo, el modelo se
puede ampliar facilmente para permitir errores en el etiquetado.

Si tenemos ahora s clasificaciones binarias independientes a realizar, entonces podemos
utilizar una red que tenga s salida$ en-la que cada una tenga una funcién de activacion
sigmoide logistica. Asociando con cada'salida una etiqueta de clase binaria y,y € {0,1}
donde 7 =1,2,...,5 (esto es y = [y, ., Y(s)]). Si asumimos que las etiquetas de clase
son independientes, dado el veétor de entrada, entonces la distribucién condicional de
nuestro vector objetivo es

p(yle, W) = [T gl ) L iy (2, W00,

r=1

Tomando de igual forma, el negativo de su cerrespondignte funcion de log verosimilitud,
obtenemos la funcién de error

E(W) = - Z Z [ymr ln(g(r) ($m7 W)) + (1 - ymr) ln(l - g(r)(zma W))] y

m=1 r=1

donde y,,, es la r-ésima entrada del vector y,, (esto es la entrada r-€sima de la etiqueta
asociada al m-ésimo dato).

Finalmente, para el caso multiclase, consideremos el problema de clasificaeidn en el que
cada entrada esta asignada a una de s clases mutuamente excluyentes. as#variables
objetivos binarias y(y € {0,1} tienen un esquema de codificacién 1 a s quesindica la
clase, y las salidas de la red son interpretadas como g,y (x, W) = p(y(y = 1|z)~La capa
de salida tiene por funcion de activacion, la funcién softmax, la cual esta dadalpor la
expresion

exp (Y, (z, W))

U (@, W) = > exp(¥y(z, W)’
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donde 1, (x,W) es una red neuronal con vector de pardmetros W, la cual satisface
0<9@) <1y >, 9s = 1. Lo anterior conduce a la funcién de costo

E(W) = — Z Z Ymr 1n(?j(r) (mma W))

m=1 r=1

2.3.2. FuntCiones de activacion

Tal y como se men€iona en Charau [1], las funciones de activacién juegan un papel muy
importante en el proceso de construccion de un modelo por redes neuronales. En el caso
del perceptrén para la clasificacién binaria consideramos la funcién de activacién o(x) =
sign(z), sin embargo condo sesmostré antes, las redes resultan ttiles para muy diversos
problemas, por lo que resulta mecesario tener presente la posibilidad de considerar
otras funciones de activaciéh=En efecto, en Montesinos [24] podemos ver un apartado
dedicado a una explicaciéon massdetallada de las funciones de activacion méas comunes.
A continuacién dedicamos un espacio para presentar algunas funciones de activacion
que tomardan relevancia en este trabajo.

Lineal

Esta funcién de activacién es la“ya~conocidasfuncion o(x) = az, donde la variable
dependiente esta en proporcién directa con lagfariable independiente. Si nosotros to-
mamos todas las funciones de activagion dineales,.sin importar la red que tomemos,
como se menciona en Bishop [5], siemptesse podra. encontrar una red sin capas ocultas
que sea equivalente, esto debido a que la_eemposicién de funciones lineales siempre
serd una funcién lineal. Debido a lo anterior, esta funCién de activacién no debe ser
considerada para problemas no lineales.

RelLU

La funcién ReLU (cuyas siglas son la abreviacion de rectifier linear unit) es una de las
funciones de activacién mas populares. Esta funcién es definida come

ReLU(z) = méx{0,x}.

De este modo, la ReLLU activa un nodo si y sélo si la entrada es mayor queQg€uando es
menor, indistintamente de cuan menor es, la salida sera 0, asi, cuando dicho=imbral se
alcanza, se tiene una relacion lineal con la variable dependiente. No hay que subestimar
la simplicidad de la funcién ReLU, puesto que proporciona una transformacion_no
lineal tal que al usar suficientes de éstos rectificadores lineales se puede aproximar
de manera arbitraria funciones no lineales. La funcion ReLLU ha mostrado ser eficaz
en muy diversas situaciones, por lo que es, hasta ahora, un notable avance. Debido
a que el gradiente de la funcién es cero o uno, no es facil controlar el problema de
desvanecimiento del gradiente, pese a ello, la funcién de activacién ReLLU, en la practica,
ha mostrado mejor comportamiento durante el entrenamiento, que las funciones de
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activacion sigmoides. Su uso es frecuente, mayormente, en las capas ocultas. Su uso en
la capa de salida es, mayormente, para variables de respuesta continuas y positivas.

Sigmoide logistico
La funcién

1
o(z) = 1+ exp(—x)

corresponde a la llamada funcién de activacion sigmoide. Esta funcién se asemeja a
una S y posee la propiedad de convertir variables independientes de rango casi infinito
en probabilidades (es deeir, valores entre 0 y 1) y en la mayoria de las ocasiones,
sus salidas correspondensa valores muy cercanos de 0 o 1. Los valores extremos o
atipicos pueden ser reducides-sin necesidad de removerlos, tal como pasa con todas
las transformaciones logisticas. Para la construccion de modelos de redes neuronales
artificiales y deep learning, estasfuncion de activacion es de las mas comunes cuando
buscamos que la respuesta sea binaria o bien una probabilidad. Hay que destacar que
esta funcién de activacién, aunque €0h una armonia entre lineal y no lineal, debido
a que los valores fuertemente negativos o positivos tienden a ser muy cercanos a 0 o
1, respectivamente, provocan querla funcion se “estanque”, esto es que el proceso de
aprendizaje no mejore debido ados-valorestde salida de esta funcién de activacién, ya
sean grandes o pequenos. En la<€eecién 2.4.2¢que trata sobre el Backpropagation se
puede observar lo que se mencionasen estas ultimas lineas.

Tanh (Tangente hiperbdlica)

La funcién tangente hiperbolica cuya expresion corresponde a

exp(x) — exp(—2)

R = o) T o)

es una funciéon de activacién de uso recurrente en redes neuronales: La tangente hi-
perbdlica trabaja bien en algunos casos, al igual que la funcién’sigmoide su imagen
corresponde a una forma de S suave, un poco mas amplia en altura ya que la funcién
mapea al intervalo (—1,1), razén por la que cuenta con la ventaja de_téner una me-
nor posibilidad de “estancarse”, lo cual justifica su aplicacién tan usual.en las capas
ocultas. Una caracteristica mas sobre esta funcion es que los valores fuertemente posi-
tivos tendran un valor positivo cercano a 1, mientras que si son fuertemente.négativos,
tendran valores cercanos a -1, lo cual recuerda al comportamiento de la funcién wmbral
que habiamos mencionado anteriormente en este trabajo.

Softmax

La funcién softmaz es una generalizacién de la funcién de activacién sigmoide logistica,
esta funcién es disenada especificamente para etiquetas multicategéricas. Generalmente
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la encontramos en la capa de salida de una red neuronal entrenada para clasificacion en
mas de dos clases. Esta funcién devuelve un vector donde las entradas corresponden a
la probabilidad de cada categoria, las cuales asumimos, son mutuamente excluyentes.
Sin embatgo, si tenemos un problema de modelacién donde sélo nos interesa la clase con
mayor probabilidad, usarfamos una capa de salida softmax con una funcién argmax()
para obtener la clase con dicha probabilidad mas alta. Es importante recalcar que si
queremos realizar clasificacion binaria, no usamos una funcién softmax sino una funcién
de activacionssigmoide. La expresién por entrada de la funciéon softmax es

Softmax(x,) = ﬂ, r=1,2,...,s.

Zj:l exp(;)

Observemos de la definigién _por entrada, que la suma es exactamente uno. De este
modo, una fuerte prediceiébn deberia tener una sola entrada muy cercana a 1 y el
resto de ellas cercanas a 0, por’otro lado una predicciéon débil puede presentar valores
igualmente probables para més de una categoria. Las funciones de activacion sigmoide
y softmax devuelven resultados probabilistas de las clases, lo que las vuelve adecuadas
para interpretaciones probabilistas.

2.4. Optimizacién aiimérica

En esta seccion explicaremos lo quevhay detrasesde la estimacién de los pesos en una
neurona con propagacion hacia adelamte. y. presenitaremos las operaciones que ocurren
en una red neuronal con una capa oculta, se presenta el proceso de optimizacién que
hay detras para determinar los pesos. La siguiente eXplicacién estd basada en [13].

Consideremos una funcién de costo, E(W ) -que es una funcién continuamente diferen-
ciable de algin vector de pesos (pardmetros) desconocido¥. La funcién E(W) mapea
los elementos W en nimeros reales. Buscamos encontrar«ina solucion éptima W* tal
que se satisfaga la condicién

E(W*) < E(W).

Esto es, necesitamos resolver un problema de optimizacién sin %estricciones, en otras
palabras, queremos minimizar la funcién de costo con respecto al(vegtor de pesos W.
De este modo la condicién necesaria para optimizar es

VE(W*) =0,
donde V es el operador gradiente
o 9 a1"
V= , ey
[8@01 Owy 8wd}

y VE(W) es el vector gradiente de la funcién de costo

o_ [0E OE oE 1"
| Owy Owy T dwy |
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Una clase de algoritmos bien designados para esta tarea se basan en la idea de descenso
iterativo localmente, estos a su vez consisten en considerar una solucién inicial W (0),
la dual se usa para genera una sucesion de vectores de pesos W (1), W (2), ..., tales que
la funcién de costo E(W) es reducida en cada iteracién del algoritmo, es decir,

E(W(n +1)) < E(W(n)), (2.12)

donde W (n)'es’el valor antiguo del vector de pesos y W (n + 1) es el valor actualizado.

Se espera que el lalgoritmo eventualmente converja a una solucién optima W*. Sin
embargo, esta la pesibilidad de que diverja, es decir, sea inestable a menos que precau-
ciones especiales sean témadas.

2.4.1. Gradiente ‘descendente

El desarrollo de esta subseccién estd basada principalmente en [13].

El método del paso descendente,4ambién conocido como método del gradiente descen-
dente (GD) es un método iterativo de primer orden, usado como mecanismo central
en aprendizaje estadistico para modelos de entrenamiento, como lo son las redes neu-
ronales.

En el método del gradiente deséendente, "€l ajuste sucesivo que se aplica al vector de
pesos W se hace en la direccién épuesta al weetor gradiente VE(W). De acuerdo a lo
mencionado, formalmente el algoritmolpara obt€ner la actualizacion es descrito por

W(n+1)=W{(n)—nVE(W(n)),

donde 7 es una constante positiva que recibe el nombre’de tamano de paso o pardmetro
de tasa de aprendizaje y VE(W (n)) es el véctor gradiénte evaluado en el punto W (n).
Al pasar de la iteracién n a la actualizacién n + 1, el algéritmo aplica la correccion

AW(n) =W(n+1) —W(n)

— _)VE(W(n)). (2.13)

Necesitamos mostrar que en efecto este algoritmo cumple con la#Condicion en (2.12),
la cual es deseada. Para mostrar esto, consideremos la expansion‘ery series de Taylor
de primer orden alrededor de W (n) para aproximar W (n + 1). Entonces

E(W(n+1)) ~ EW(n)) + VE' (W (n))AW (n).
Sustituyendo (2.13) en nuestra anterior aproximacién, obtenemos
EW(n+1))~

(W(n)) — nVE" (W (n)) VE(W (n))
(W (n)) = nl[ VEW (n))|I?,

E
E

lo anterior muestra que para un tamano de paso 7, la funcién de costo es decreciente
cuando el algoritmo se actualiza desde una iteraciéon anterior. Sin embargo, tengamos
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en cuenta que el razonamiento presentado es aproximado en el sentido de que este
resultado final solo es cierto para tasas de aprendizaje lo suficientemente pequenas.

El método del gradiente descendente converge lentamente a la soluciéon optima W*.
Maés aun, el parametro n tiene una profunda influencia en el comportamiento de la

convergen€ia.

» Cuandom,es pequeno, la respuesta temporal del algoritmo esta sobreamortiguada,
en estesséntido, la trayectoria trazada por W(n) sigue una trayectoria suave en
el plano W (véase figura 2.3a).

= Cuando 7 esfgrande, la respuesta temporal del algoritmo esta subamortiguada,
en este sentide, l& trayectoria trazada por W(n) sigue una trayectoria en zigzag
(oscilatoria) en €l'plano W (véase figura 2.3b).

» Cuando 71 excede un_giérto valor critico, el algoritmo se vuelve inestable (diverge).
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Figura 2.3: Comportamiento del gradiente descendente respecto a cambios en 17:
Existen otros métodos usados para la estimacién de los parametros de nuestra red

(como el método de Newton) que omitiremos, sin embargo, queremos justificar el uso
del gradiente descendente como la base de los algoritmos préacticos para entrenamiento
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de redes neuronales. En efecto, cada evaluacién del gradiente aporta d elementos de
informacién (dimension de W), entonces podriamos esperar encontrar el minimo de la
funcionen O(d) evaluaciones del gradiente. Como se verd mas adelante, con el uso del
algoritmie, backpropagation, cada una de esas evaluaciones requiere solo O(d) pasos vy,
por lo tafite} ahora el minimo se puede encontrar en O(d?) pasos.

2.4.2. Elalgoritmo Backpropagation

En esta seccién ‘teéndremos como objetivo presentar una manera eficiente en la que
podamos evaluar elgradiente de nuestra funcién de costo E(W) para nuestra red
neuronal. Para ello mog+basamos en la construccién presentada en Montesinos et al.
[24] y Bishop [5].

El proceso de entrenamiento de la red consume muchos recursos computacionales y
es por ello que durante muchessanos las aplicaciones reales de las redes neuronales se
vieron limitadas, hasta mediados<finales de la década de los 80’s, que fue el momento en
que el algoritmo backpropagatiofiNlegd. Comparado con otras técnicas de aprendizaje
automatico estadistico, el algoritme backpropagation es realmente lento, sin embargo
fue este quien provoco el resurgimiento)del interés en las redes neuronales en los 80’s.

Algunas de las ventajas del algoritmo backpropagation son:
(1) Puede aplicarse para la predigeion dewrgsultados categdricos o continuos.

(2) En su rubro, es uno de los nejores algéritmos para la captura de patrones com-
plejos.

(3) No es necesario suponer demasiadas)cosasssébre una relacién profunda en los
datos.

Sin embargo este algoritmo no esta libre de debilidadesgalgunas de las cuales son:

(1) El costo computacional va ligado a la forma de la ¥éd )entre mas compleja sea,
mayores recursos computacionales seran necesarios, €ste en general es cierto, no
solo para redes neuronales.

(2) Es muy susceptible al sobreajuste de los datos de entrenamiento.
(3) Es dificil interpretar los resultados.

La meta del algoritmo backpropagation es encontrar los pesos de uma red neuronal
multicapa. Sabemos por el teorema de aproximacién universal que es posible/aproximar
cualquier funcién con cualquier nivel de precision usando suficientes neuromwas)ocultas,
lo cual hace a las redes neuronales multicapa una poderosa herramienta del apreiidizaje
automatico.

Muchas funciones de costo que son de interés practico, por ejemplo la definidal por
la maxima verosimilitud para un conjunto de datos independientes e idénticamerte
distribuidos, estda compuesta por una suma de términos, un sumando por cada datq
tomado del conjunto de entrenamiento, es decir
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E(W) =Y E,(W). (2.14)

Para ejemplificar mejor las operaciones a realizar en el algoritmo backpropagation
haremos usg6 del caso de regresion lineal/no lineal, por lo que emplearemos la funcién
de costo congeida como minimos cuadrados.

Volviendo congfitiestra funcién de costo, aqui consideraremos el problema de evaluar
VE,,(W) para ¢ada uno de los términos que conforman la funcién de costo E. Esto
se puede utilizar para,la optimizacién secuencial o pueden acumularse a lo largo del
conjunto de entrenamiénto en el caso de métodos por bloques.

Consideremos primero €L.easo de un modelo lineal, razén por la cual las salidas g,
(estamos pensando en el.gaso multicategérico, por lo que dicha salida viene a ser la
prediccién de la r-ésima neurona de respuesta) resultan ser combinaciones lineales de
las variables de nuestros datos, esto es

dt1
IS D WipTmp, (2.15)
p=1
donde z,,, = [Tp1, ..., Tma|. Es iMportante destacar que hemos omitido el sesgo (bias)

debido a que éste se puede considerar anadiendo una dimension extra a nuestros datos
y fijando su valor en 1.

La forma en que calculamos la predieeién antérior tiene asociada una funcién de costo
que para el m-ésimo dato, tiene la forme

k
B, = o> i — ) (2.16)

Jj=1

N | —

donde §p; = () (Tm, W). Para cada coeficiente wjy,, el gradienté de la funcién de costo
respecto a éste es

0 E, .
ijp - Ow. = (ymj - ymj)xmpa (217)
Jp

lo cual puede entenderse como un calculo “local” que involucra una “senal de-error” (g,,;—
Ymj) que estd asociada con el valor de salida al operar con el peso w;, y p-ésima‘entrada
del dato z,,.

Ahora, para una red neuronal con una capa oculta, presentaremos primero @on~mas
detalle, cémo “fluye”’la informacion a través de la red. El primer paso es proveer. a
nuestra capa de entrada con los valores correspondientes (datos), ninguna operacién se
realiza con estos datos hasta el momento de que la informacion entra a las unidades
ocultas. Entonces es cuando la entrada ponderada en la r-ésima neurona oculta es
calculada como
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d+1

=> wPWan,, (2.18)
p=1

donde dses da dimension de nuestros datos (y por tanto el nimero de entradas en
cada dato)y w,ﬁ,’;) es el peso de la r-ésima neurona oculta en relaciéon con la p-ésima
entrada de nuestros datos, h se refiere a la capa oculta y z,,, es el valor de la p-ésima
entrada del datomtimero m. Recordemos que hemos omitido el sesgo (bias) como en el
caso anterior. Después que hemos hecho nuestra combinacion lineal de los datos en la
neurona r de la capasoculta, la funcién de activacion recibe dicho resultado y devuelve

la expresion

V) = R (R)) (2.19)

mnr mnr

donde o™ es la funcién de activacion que se aplica a la combinacién lineal de cualquier
neurona r de la capa oculta. Usa vez se han efectuado las evaluaciones por la funcion de
activacion en cada neurona de?la eapa oculta, tomamos estos nuevos valores pasando
a la capa de salida y tomamos*“}a combinacion lineal para la entrada de la j-ésima
neurona de salida como sigue

s+1

D=2 wv, (2.20)
r=1

. . ! -
rv u ubindice m Vser m-ésim r lo cual no hem
Obsérvese que el subindice m de zfn)] se refiere al,m-ésimo dato, por lo cual no hemos

perdido “nocién”del dato que estamosmanipulafido.en la red, ademés hay que destacar
que, en este caso, el superindice de la sdashace referencia al nimero de neuronas mas
1 (estamos considerando nuevamente questenemos @inayneurona més en la capa oculta
con valor fijo 1 para el sesgo, pero ahora desda neuron&de respuesta), la [ nos indica
que es la capa de salida/respuesta.

Una vez que se han calculado las combinaciones lineales para la capa de salida, éstas
entran dentro de la funcién de activacién ¢ (no necesariafhente debe ser la misma
que la empleada en la capa oculta) y se toman entonces las predicciones

~ l
imj = oV (z0)). (2.21)

Esta prediccion corresponde entonces a la j-ésima neurona de la capa‘de respuesta en
relaciéon al dato ntimero m. De este modo habran tantas respuestas por»dato como
categorias se tengan y tantos vectores respuesta como datos se tengan.

Hay que aclarar que como usamos la funcién de minimos cuadrados como fune¢ion de
costo para la ilustracién del algoritmo, la ecuacién (2.16) sigue manteniéndose para
cadam=1,2,...,n.

Con todos estos elementos estamos en posicion de atacar nuestro problema y plantear
el algorltmo back(propagation para ello recordemos que nuestro objetivo es encontrar
los pesos wrp ,w;) que nos ayuden a minimizar (2.14). Como ya se ha mencionado, la
metodologia usual es emplear el gradiente descendente, razén por la cual necesitamos
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calcular ciertas derivadas, por ejemplo, si queremos aplicar el gradiente para los pesos

J,, , buscamos calcular

8E
Auwll) = o5 = Z (2.22)

j?“

El algoritmol backpropagation nos permite calcular estas cantidades. En efecto, al sus-
tituir en (2.16)108 valores correspondientes por las ecuaciones (2.18)-(2.21), se obtiene

Z [yma (i w; Yo (dii wih ﬂ:mp>>] 2 : (2.23)

J=l

l\DI»—\

Esta expresion nos sirve para ver como expandir (2.22), haciendo uso de la regla de la
cadena, tenemos

Z OBy, aym] azm] (2.24)
8ymg 62 8w

y de las ecuaciones (2.16), (2.20)¢/(2.21) expresamos las derivadas necesarias

B, = — (Y] =0mj)
a@mj myj myj )

OUmi
Y lJ — 0.(1)/ (ZﬁrlL)> ’ (225)
827(,3] ’

0]
& = Vn([;)‘

owt

Jgr

Podemos sustituir estas derivadas parciales en (2 24) para obtener el cambio en los

pesos asociados con las unidades de salida, Aw'Y | los cuales terntinan expresados como

Jro

Awj) =1 > s = Gmg) (z%) Viw =1 Z Omi Vi (2:26)
m=1

(t)

donde 0, = (Ymj — g)mj)o(l)’ (zmj> Por lo tanto, la férmula usada para actualizar los

pesos para las unidades en la capa de salida es

j'r"

O+ _ (O o _ O h
w; wi Y+ Awg = w4 Z O VIV, (2.27)

Esta ecuacion refleja que los pesos ajustados son agregados a la estimacion actual,
(l)( ) (O (t+1)
para obtener la actualizacion estimada w,;’ .
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El siguiente paso consiste en actualizar los pesos que estén asociados con las unidades
ocultas. Siguiendo un proceso similar al de (2.26) obtenemos

OE "\ OE
Aw,(f‘) = —N—Fs =7 E . (2.28)
8 a'llh(«];;) m=1 8”UJ£=Z)

Usando la regla, de la cadena obtenemos

OE,, ij: 021 oV 9,0
A = —p E E ”” "” mr o 2.29
s 8ym] aZ 8‘/ aZmr 8wrp ( )

m=1 j=1

g s 2 . . .
donde 8;3’” y 8y(lf estanw’ determinadas en (2.25), mientras que el resto de derivadas se
Zm .

J
calculan, nuevamente, a partir de las ecuaciones (2.18), (2.19) y (2.20), dando como
resultado las siguientes expresiones

— = o (2 (2.30)

Obsérvese que el sumando es sobre el nfimero de salidas que genere nuestra neurona,
esto es necesario ya que cada neurona en la capa oqetilta estd conectada con todas las
neuronas en la capa de respuesta, por estoles necesarié considerar que todas las salidas
deben verse afectadas si los pesos en la capa,oculta cambian.

Sustituyendo nuevamente los cambios para los pesos relacienados con las unidades
h .
ocultas Awﬁp), se obtiene

Awrp =1 Z Z 5m]w h) .%'mp =n Z z/)mrxm[n (231)

m=1 j=1

donde v, = 2;21 5mjw](-i)a(h) <z,(m)> De este modo, una expresion similar a la ecua-

ci6én (2.27) se cumple para las unidades ocultas y se expresa como

wfﬂz)(tﬂ) + Aw(h = U} h) + n Z wmrxmp (232)

De forma parecida, esta ecuacién refleja como los pesos aJustados son a%regados ada

)(t+1
estimacion actual, wﬁp)( ), para obtener la actualizacién estimada w

Aqui hemos presentado, por simplicidad, el algoritmo para un caso de regresién con
una capa oculta. Sin embargo, el algoritmo puede llevarse a redes con mas capas,
asi como con otras funciones de costo. En efecto, como se menciona en [2], se puede
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Regresion no lineal

E(W) % Z;szl [@m — ym]Q
o Identidad
Awf’ 15 (g — G)o® (400)
h n - l n
Awl) | 0y — ) () 2y
Regresién (con multiples salidas)
E(W) 5D m Dot g =Yg
a® Identidad (multivariable)
l n ~ h
ML 7T — )™ ()

h n k ~ l h
Awr(‘p) 1 =1 Zj:l (Ymj — ymj)wg(‘r)a(h)/ (27(”m‘)> Lmp
Clasificacion binaria
E(W) _ Z;Lm:l [ym ln(.@m) + (1 _ ym) ln(l — Z}m)]

o® Sigmoide logistica
l n ~ h
ij(') N 2am—1(Ymj — ymj)U(h) <Z£n2>
h 0 N 1 h
Awﬁp) n Zm:l (ym - ym)w7(“ )U(h)/ <Z7(n12> Tmp
Clasificacion multiclase
E(W) — 221:1 Zj:l Ymr 111(er)
o® Softmax
l n ~ h
3l | B lonyim)o® ()

h n k A ! h
Awﬁp) N m=t Zj:l (Ymj — ymj)w§7?a(h)’ (27(717‘)> Lmp

Tabla 2.1: Funciones de costo y actualizaeienes en.el gradiente descendente por tipo de
problema.

migrar del caso de regresion al caso de clasificacion y las correspondientes ecuaciones
de actualizacion a usar en el gradiente descendente seran.dénticas, aunque eso no
significa que den lo mismo. En esta misma cita se dan las e€uaciones de actualizacion
para cada modelo manteniendo las ideas sobre funcién de costo y funcién de activacion
en la capa de salida, esto acorde a nuestro tipo de problema tal conio mencionamos en
la construccién de las funciones de costo, facilmente se puede llegat ‘a/estas ecuaciones
realizando los respectivos cambios en las primeras dos expresiones de (2.25). En la tabla
2.1 se presentan las funciones de costo y las actualizaciones en el gradiente descendente
por cada tipo de problema de interés.

Por otro lado, el proceso para aplicar backpropagation a una red neuronal.€on mas
capas es exactamente el mismo, aplicamos primero el proceso hacia adelante((forward
propagation) y después calculamos por la regla de la cadena las correspondientes|deri-
vadas, por ejemplo, para una red con dos capas ocultas, la capa de salida y la segunda
capa oculta preservan las estructuras de las ecuaciones ya presentadas y para la primefa
capa hacemos propagacion hacia atras una vez mas.

El siguiente ejemplo es un andlogo al presentado por Bishop [5] en la seccién 5.3.2.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos una red neuronal de una capa oculta para el caso de
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clasificacion binaria (funcion de costo dada por la entropia cruzada), en las unidades
de salida se usa por funcion de activacion o a la sigmoide logistica y en las unidades
ocultas.e™ a la tangente hiperbdlica, esto es,

|
oM(z) = 0=
o0 (z) = g

et + e~ "

Una caracteristica til de estas funciones de activacion es que se cumplen las siguientes
relaciones

W (2) =1 - [o™ ()],
oW (z) = [1 - oW (2)] oV (2).

Al usar la funcion de entropiaerazada como funcion de costo, tenemos que las expre-
siones de E,, son —[Ym In(9m) + (L2Ym) In(1 — 4,,,)] para cada m. Realizando de este
modo el “flujo” de la informacion @ través de la red, los andlogos de las ecuaciones
(2.18)-(2.21) son

d+1
(h)) _ (h)
Zmr ! B wrp CEmpa
p=1

Vi L

mr
s 1

0 = Yodove,
r=1

G = oV (20).

m

Recordemos que estamos en el caso de clasificacion binaria, por lo gue solo tenemos una
salida, por lo que se puede omitir el sequndo subindice en los elementos con superindice

().

Lo siguiente es calcular las derivadas parciales correspondientes, las que necesitamos
explicitamente son

O _ 50 (o 0) [1 = 0 (0],

gr(rlb) m m
(h)

Pl 1 o ()T
Zm"‘

Observemos que

8Em_ Ym 1_ym_ gm_ym

A~

agm B Ym 11— gm B @m(l - ?)m)

o1



De este modo, se ve facilmente, que

6-Em agm oA
Para simplificar las cuentas, hacemos
5m = (gm - ym)

Yy = (1= 0% (D7) e

de este modo las ecua€iones correspondientes quedan como

OE,,

m = wmrﬁmpa

oF,

7= ono ).
Wy

2.4.3. Representacion’vectorial., del algoritmo Backpropaga-

tion

Nos limitaremos aqui a representar~enm=forma yéctorial las operaciones del algoritmo

Backpropagation para una red neuronal’con 2 capas ocultas.

En efecto, supongamos que queremos congtTuir una red neuronal con 2 capas ocultas
para clasificacion binaria, en la primera capa oculta q@erémos k neuronas ocultas y en
la segunda queremos [ neuronas ocultas. Suponemos que ténemos n datos de dimension

d. Para apoyo visual consideremos la figura 2.4.

92



/- N
\
k@m"\\( %

Y %7 ) i
%%&"4M§"
”54”’"\}}'

S K
e it
N4
g

Figura 2.4: Representacion del flujo deda-<informacién a través de una red neuronal con
2 capas ocultas.

Las ecuaciones correspondientes a la propagacion hacia adelante ( Forward-propagation)
son las siguientes

d
1) — (1)
B = wrp Jl'mp,
p=0

V! = (z0)),

k
2= > WV, 23
r=0

Vi = o (:(2),

s =

l
2 =Y WV,

—0
Um = l)(z l)).

V)

Q

De aqui y en base a (2.14), estamos interesados en obtener

OFE OFE OFE
o owl) dwly)

para el calculo del gradiente.

Observacion 2.4.2. En el caso de clasificacion, asumiendo que la capa de salida tiene
una funcion de activacion sigmoide se tiene ~—

8E 83§m _ 7
Dim 9.0 Ym T Ym-
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Las ecuaciones del algoritmo backpropagation en base a (2.33) quedan como:

or OF 0y, 8zm
8wgl) Z 31/ 827(711 8w

dE Z OE aym azm Ve 0282
D« = 0im 920 9V 922 0w

(2.34)

n

=~ Gu) w0 ROV,

m=1

OF ZZ OF 09 0280 V2 0282 ovii 9284
dwly 09m 920 oV 922 oV, 0281 ow'h)

s=1 m=1
l [
=3 > iy ) w0 GRu@ oV ()2
s=1 m=1

Apoyados de los superindices y observando los cambios de la primera ecuacion a la
segunda y de la segunda a la tercerajse nota el patréon general de como serian las
ecuaciones del algoritmo backpropagationssi“Se tuviesen mas capas ocultas.

Para continuar, nos apoyaremos dé,la siguiente notacion para mejor comprension de
las cuentas.

Y =[Y,...,Y,], donde y; corresponde a laletiqueta del i-ésimo dato.
Zip
Ti1
X = [Xy,...,X,], donde X; = ., es decir; Xies una forma simplificada
Lid
de referirnos a las caracteristicas del i-ésimo dato.
W(l)
W, = : , donde V[/i(l) = [wl%),...,wl%)}, es decir, I/Vi(l) es una forma
W

simplificada de referirnos a los pesos de la i-ésima neurona de l& primera capa
oculta con las caracteristicas de los datos.
W(Q)
Wy = : , donde VV]@ = [ J(?)),...,wj(-?}, es decir, VVJ-(Q) es unayforma
I/Vl(l)
simplificada de referirnos a los pesos de la j-ésima neurona de la segunda capa
oculta con las neuronas de la primera capa oculta.

Wy = |wy, . ..,w], donde w,, € R, es decir, W, representa los pesos que conectan
la segunda capa oculta con la neurona de la capa de salida.

No perdamos de vista que
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» dim(Y) =1 xn,

o dim(X) = (d+ 1) x n,

» dim(W7) =k x (d+ 1),
(

Con la notacionpropuesta, tenemos que las ecuaciones en (2.33) se reescriben de forma
general como:

Zy = (z5) (W X,,) = Wi X,

[ Vi |
V= [vf”,...,vﬂ donde VO = | = |, vl =1, vy = 50, 0)
LV
Zy = (2%2) = W2V )=, V!
v ]
V2= [vl(?),...,vﬂ donde V& = | : |, v® =1 v = ;00,0)
R
Zy = (20)) = (wV,?) =W V2,
Y =oV(2),
con
» dim(Z;) =k x n,
» dim(V!') = (k+1) x n,
» dim(Z;) =1 x n,
» dim(V?) = (1+1) xn,
= dim(Y) =1 x n.
A partir de estas ecuaciones, tenemos que
OB _|oE 0B
W owd T dw
= 1D W = G Vit s D (o — )V,
Lm=1 m=1
= -V,

Para las otras matrices definimos la siguiente operacion, que es como un producto de
matrices pero entrada por entrada:

* . Man((C) X Man — men
(a;j) * (bij) = (aybij).
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Continuando con la construccién, tenemos que calcular

L)
OF Bw%) 8wﬁ)
oW, ol B
Loowiy T oy
r . 1) _(2y /(21 n " ) _(2) 1
S = Gt 0 (Vo 0 W — )l 0 (52 Vi
n ~ ' l 1 . n l /
| S 0 GEWVE o S 0 (2
Para determinar esta nfatfiz_definamos W, = [wy, ..., w;]. Asi, es facil observar que
. wi(yr — 1) - Wi(Yn — Un)
WY =Y : o :
wi(yr = 1) . wiYn — Gn)
y si consideramos la matriz
. 2 " 12
wiy = GV ) wnlun — )o@ (2]
T = : :
~ / 2 ~ ’ 2
wi(yn — 5oy Copwilyn — Gn)o® (27)

= WY =Y) 0P (Z3),;

cuya dimensién es [ X n, un calculo direeto nos permite ver que

o
v =
! oWy’
Nos resta determinar la matriz
0B 9B
6E (9w%) 8w§<1i)
oWy O ' O
8w,%) 8w(1)
l ’Y;f)) e W’Si)
= | ) is)
Yoo o0 Tkd
donde 15 = Y0 (o — )l 0@ (D)l oV (253)) 2.
e
Consideremos W? = : , donde V~Vj(2) = wﬁ), e ,w](i)
I/T/l(l)
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Observemos que fijados m y r, tenemos que la cantidad
Z(ym - gm)wgl)g( Y ( ,(sg)ng)

se puede ébténer a partir del producto punto de la columna r-ésima de W?2 con la
columna m-ésima de T}, esto es

! . 12 ! . 12N (2
) S sy — )o@ (@)l i wilyn = Ga)o® (202w
W2TT1 - : :
l 2 l . 2
23:1 W U1)0 @ (ZES))wék) e 23:1 wi (Y — yn)U( Y (ng))wik)

cuya dimensién es k X n.

Consideremos ahora

L[ el = )o@ D e ) ws<yn—gn>a<><z£2> Pl (2))
Ty=> : - :
=L wilyr — 90)0® DR eV ) wiyn — 9)0 @ (2 <’i?>w< Do ()
= WQTTl % O'(l),(Zl)

= WIWI(Y —Y) %0 (Z,)) %W (2))!

Continuando con lo obtenido previamente,juna simple multiplicaciéon de matrices nos
permite ver que

oE

ToXT = .
2 oW,

Por lo tanto, los pasos del gradiente descendente se pueden vér vectorialmente como

Wit +1) = Wile) — 0
= Wit) =n(Y =Y )V (1),
OE .1
Wa(t 4+ 1) = Wa(t) — "awg(t)v (t)
= Walt) = W (1) [Y =¥ (1)) x0® (2:(0)).
Wl(t+1):W1(t)—n%

= WA(t) = W5 () [ (1) [Y = V()] + 0@ (Za(0)] + oV (21(1) X
donde la evaluacién en ¢ representa la actualizacién al tiempo t¢.
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Observacién 2.4.3. El numero de sumandos que interfieren en cada una de las ecua-
ciones (2.34) puede ser obtenido a partir del nimero de coneziones (como se presentan
en la figura 2.4) multiplicado por el nimero de datos. En efecto, si tuviésemos 3 capas
ocultasy“con k, | y m meuronas ocultas en cada capa respectiva y n datos para entre-
namiendo, entonces tendriamos desde cada peso que conecta la 3ra capa con la capa
de salida en la ecuacion correspondiente, n sumandos, para pesos que conectan la 2da
capa con la Jrentendriamos ahora nm sumandos y para pesos que conectan la 1ra capa
con la 2da tendriamos nmk sumandos. Todo esto se deriwa del grafo formado por la
red neuronal, $1_cada arista corresponde a un peso, entonces el numero de conexiones
después del pesoNfapartir del vértice de llegada, es decir, la neurona correspondiente)
forma el numero de”operaciones en las que se ve involucrado el peso y por tanto, el
flujo de informacionde regreso viene de todas esas conexiones.

Observacion 2.4.4. BaSadoes en la observacion anterior, la necesidad de recortar las
matrices originales nace del hecho de que ningun peso de la capa actual influye en el
sesgo (bias) de la capa siguiéntes pues es el término independiente de cada combinacion
lineal en la capa que le sigue.

Observacién 2.4.5. En base a las operaciones presentadas, un patron es claro para las
operaciones vectoriales del algoritmosbackpropagation, conforme aumentamos el niume-
ro de capas, es necesario formar una=matriz auxiliar que constard de la multiplicacion
de dos matrices y luego operada emtrada por entrada con una matriz de deriwadas para
luego multiplicar por otra matrizd Por ejemploy si tuviéramos ahora 3 capas, tendriamos
Wy, Wy, W3 y W, como pesos a eptimizar, Y entonces tendriamos que

3—; ~(Y =T,
é%%%::lavﬂT,

donde

Ty =WEY - Y) % a®'(Zy),
TQ = W3TT1 *x 0'(2)/<ZQ),
T3 = VT/;TTQ * 0(1)/<Zl)

y las matrices V', Z; y W; para i = 1,2,3 son las extensiones correspondientestalas
que presentamos para el caso de dos capas.

2.4.4. Gradiente descendente con mini lotes (Mini-Batch)
Esta subseccion estd, principalmente, basada en [1].
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Hemos hasta ahora, hablado acerca del método del gradiente descendente que nos per-
mite _buscar actualizaciones de los pesos, asi como del método de backpropagation que
nos, ayueda a calcular las actualizaciones propuestas por el método del gradiente en
un problema determinado, ademas, ya hemos visto también que la actualizacién de
los parametros depende directamente de los datos de entrenamiento, asi que podemos
cuestionarnos acerca de aplicaciones a gran escala, en los que el nimero de pardmetros
llega a millones, y es necesario efectuar las evaluaciones simultaneas de todos los datos
hacia adelante*yshacia atras de la red para calcular las actualizaciones via bacpropa-
gation. Obsérvesegquie la ecuacion (2.14) determina a la funcién de pérdida como suma
de los errores puntuales, esto sucede en la mayoria de los procesos de optimizacién, con
esto obtenemos la egudcion (2.22), la cual muestra como la actualizacién del gradiente
completo, respecto a®todes los puntos, resume los efectos especificos de cada punto.

Sin embargo, como se méndiena en [1], no es practico realizar el calculo del gradiente
empleando todo el conjunto de.datos de una vez. Debe tenerse en cuenta que los re-
quisitos de memoria de todas4das predicciones intermedias y finales para cada instancia
de entrenamiento deberian mantenerse mediante el descenso del gradiente. Esto iltimo
puede ser excesivamente alto el gran parte de los entornos practicos. Por esta razén
y también, debido que al comienze del proceso de aprendizaje los pesos que confor-
man los parametros de la red suelen\estar muy alejados de lo éptimo, una pequena
muestra de datos puede utilizarse para=ecrear una buena estimacién de la direccién del
gradiente. Lo comentado proporGiona una base practica para el éxito del método del
gradiente estocdstico, el cual consiste en actualizaciones especificas usando un dato a
la vez en lugar de emplear todos logtdatos sitndltaneamente, este proceso suele ser més
eficiente debido a que los problemas de aprendizaje automatico presentan propiamente
un alto nivel de redundancia entre el conocimiente~capturado por los diferentes datos
del entrenamiento.

Cabe aclarar que a este tipo de descenso de gradienté se\le llama estocdstico debido a
que la forma en que se recorren los puntos es aleatoriasHay que destacar que el efecto
a largo plazo de las actualizaciones repetidas es aproximadamente el mismo, aunque
cada actualizacién en el descenso de gradiente estocastico sole puede considerarse como
una aproximacion probabilista. Cada gradiente local puede‘calcularse eficientemente,
lo que hace que el descenso de gradiente estocastico sea rapido,aunque a costa de la
precision en el calculo del gradiente, arrojando en ocasiones resultados muy deficientes
con ciertas ordenaciones de puntos de entrenamiento.

Por otro lado, el gradiente descendente estocdstico con mini lotes (Mini-Batch) con-
siste en usar un conjunto B tomado del conjunto de entrenamiento de salymodo que
la actualizacion de los pardametros se realice en base a esos puntos. En otrasspalabras,
el gradiente descendente estocéstico con mini lotes es un punto intermedie”entre el
gradiente estocdstico que usa un solo dato y el gradiente descendente usual\gue em-
plea todos los datos a la vez, proporcionando de este modo la mejor relacion entre
estabilidad, velocidad y requisitos de memoria.

Finalmente, se debe explicar el funcionamiento de los mini lotes en el proceso de en=
trenamiento de nuestra red. Para implementarlos, primero definimos una época [24], el
nimero de épocas es un hiperparametro que determina la cantidad de ocasiones en las
que funcionara el algoritmo de aprendizaje en todo el conjunto de entrenamiento. Una
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época significa que cada uno de los datos del conjunto de entrenamiento ha tenido la
oportunidad de contribuir en la actualizacién de los pesos de la red. Asi, una época
se ¢ompone de uno o mas lotes, por ejemplo, si tenemos una muestra con 600 datos
y deseamos construir lotes de 15 datos y 500 épocas, esto significa que el conjunto de
datos se“dividira en 40 lotes, cada uno con 15 muestras. Los pesos de la red se ac-
tualizardn tras efectuar las operaciones con cada lote y esto también significa que una
época implicard 40 lotes o 40 actualizaciones de 15 muestras para completarse. Como
estamos desearide efectuar 500 épocas, el modelo usara todo el conjunto de datos 500
veces. Es decir, seefectuaran un total de 40 x 500 = 20000 lotes durante todo el proceso
de entrenamientos

2.5. Tratamiente de los datos y validacion del mo-
delo

Para esta seccién, nuestras pringipales referencias fueron [24], [17], [10] y [5].

2.5.1. Escalamiento de los datos

Como se menciona en [24] y [17]{ es.conveniehite considerar formas de ajustar los datos
de entrada antes del proceso de ehtrenamientos ya que es muy usual que las entradas
se midan en escalas muy diferentesy.16 gual puedé, provocar que las de magnitudes més
pequenas no sean tomadas en cuenta diifante el €ntrenamiento [10]. El proceso de hacer
un tratamiento de los datos previo a ufi_proceso'de’entrenamiento o analisis se llama
escalamiento [17], preprocesamiento [10]'e nermalizacién [24] de los datos de entrada.
En general, en los algoritmos de aprendizajé automatico estadistico y en el analisis
de datos es una preocupacion comun el proceso de esealamiento, pues su realizacién
contribuye a mejorar la estabilidad numérica en el proceso de estimacion de algunos
algoritmos. A continuacién exponemos los procesos de escalamiento que se mencionan
en Montesinos [24] y Dreyfus [10].

Variables Booleanas
Cuando se utilizan valores de 0 y 1 para variables Booleanas, éstas pueden ser trans-
formadas en valores de -1 y 1 respectivamente. Lo anterior contribuye a €éntralizar las

variables y en el contexto de redes neuronales, que la contribucién de esa caracteristica
no sea nula para un cierto conjunto de nuestros datos.

Centrado

Este proceso de escalamiento, como su nombre lo dice, centra los datos, para ello, se cals
cula la media muestral y se le resta a cada uno de los datos, esto es, si Xi,...,X,, € R?
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son nuestros datos con X su media muestral, entonces nuestros nuevos datos escalados
se toman como
X' =X,—-X,m=1,2...,n.

m

Observemos_que este proceso coloca al vector 0 como eje central entre nuestros datos,

esto permite que tengamos datos tanto con entradas negativas como positivas (véase
la figura 246b).

Escalado

Este proceso consiste em dividir cada variable de nuestros datos entre su respectiva

desviacién estandar (véase la figura 2.5¢). De este modo, si X, Xs,..., X, € R? son
nuestros datos, donde Xyr= [T/1, - .., Tma] para cada m = 1,2, ..., n, nuestros nuevos
datos X}, = [z}, ...,z y#8on aquellos donde

l‘ .
T,p=—">J7=12,...,d
O'j

Normalizacion Max

Este proceso de escalamiento comSiste en dividir cada variable de la entrada por el valor

maximo que alcanza (véase la figuran2.5d); esto es, si X1, Xo, ..., X,, € R? son nuestros
datos, donde X,,, = [T, ..., TmafPara cada’im = 1,2,...,n, nuestros nuevos datos
Xy o=zt ..., x5 ] son aquellos dende
x .
* my s
iy =— e N, d

max {2y}’ J

Normalizacion Minimax

El método de normalizaciéon Minimax consiste en restar a cada.€aracteristica su respec-
tivo valor minimo y luego dividir dicho resultado entre la distaneia maxima existente

entre los valores de esa caracteristica (véase la figura 2.5¢). Es deciersi X1, Xo, ..., X, €
R? son nuestros datos, donde X,, = [Tyn1, - - ., Tma] Para cada m =1,2, ..., n, nuestros
nuevos datos X = [z},,,..., 2k ;] son aquellos donde

T — msin{a:sj}
*
xmj =

=1,2,...,d.
max{zs} — min{zs}’ TS

Una observacién que hace Montesinos [24] acerca de este método, es que hace queas
entradas con distribuciones uniformes dominen a las distribuciones con colas largas,‘este
es que el método no distingue muy bien entre valores atipicos. Para una comprensién.
més especifica y visual puede consultarse [8].

Hay que mencionar que tanto los procesos de escalado, el de normalizaciéon max (su-
poniendo que todas nuestras mediciones son positivas) y el de normalizaciéon minimax
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mantienen a nuestros datos positivos, en particular, normalizacién max coloca a todos
los datos en el intervalo [0, 1], (véase las figuras 2.5¢, 2.5d y 2.5e) lo cual, en palabras
de [zenman [17], no es requerido en redes neuronales y una mejor eleccién es centrar
los dateS-alrededor del 0.

Estandarizacion

Este proceso dé normalizacion consiste en centrar cada caracteristica respecto a su me-
dia muestral y dividir«con respecto a su desviacion estandar (véase la figura 2.5f). Esto

es, si X1, Xo, ..., X,.&R?son nuestros datos, X es la media muestral y s es el vector de
varianzas, donde X,= [Zm1, - - ., Tma) paracadam =1,2,...,n, X = [X1, Xo,..., X ]
y s = [s?,s%,..., 5], huestros datos transformados X}, = [x%,,..., 2} ] son aquellos
tales que
Tj — X
‘r:@d: o 7.]:]-)27 7d
s

Usaremos este método de escalamiente, para las aplicaciones que se presentaran en el
capitulo 3.

2.5.2. Meétodos de validacion

Este apartado se retoma de lo mencienado en”[17]'y [24].

En los problemas de aprendizaje supetvisado, unasvez que se ha obtenido un modelo
particular, resulta necesario evaluar la preeisién con‘la gue se ajusta a los datos. En este
caso, usamos el error de prediccion como niedida de précision de nuestras predicciones.
De forma genérica, el error de prediccién se calcula comod@media de las diferencias de
los errores al cuadrado de la prediccién para el caso de regresion, aqui los errores son
entre un valor de salida real y su correspondiente valor de salidaypredicho; mientras que
para el caso de clasificacion se calcula como la probabilidad de clasificar erroneamente
un dato.

En la préactica, puesto que solo contamos con una cantidad limitada de datos, en ambos
casos, lo primero es ajustar un modelo usando un conjunto de aprendizaje L. Para el
caso de regresion lo siguiente es, usando este modelo ajustado, predecit los valores de
salida de £ (los valores de entrada se toman en L) o predecir los valores dé'salida de un
conjunto de prueba 7T (los valores de entrada se toman en 7). El error de prédiccion es
la media (calculada solo sobre el conjunto correspondiente) de los errores de prediccion
al cuadrado (en este caso el error es el valor de salida real menos el valor de salida
predicho). Cuando la media se hace sobre L, el error de prediccién es llamado-epror
de aprendizaje de regresion, mientras que si lo realizamos sobre el conjunto 7 se le
llama error de prueba de regresion. Por otra parte, cuando realizamos un modelo ‘de
clasificacion, el error de prediccion es diferente, lo que se hace es predecir las clases dé
cada dato en £ o 7. Si la prediccién de la clase ha sido correcta, asignamos un 0 a ese
dato, mientras que si ha sido incorrecta, le asignamos un 1, de tal modo que el error de
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(a) Sin escalar (b) Centrado
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Figura 2.5: Métodos de escalamiento més comunes.

prediccién se define como el promedio de todos estos 0’s y 1’s (esto es, la proporcidn-de
datos mal clasificados). Si nuestro promedio se realizé sobre las predicciones de los datos
en L, el error de prediccién se denomina error de aprendizaje de clasificacion mientras
que si promediamos sobre los datos en T se le llama error de prueba de clasificacion.

La estrategia de validacion cruzada (CV por sus siglas en inglés) se usa para la seleccién
de un modelo o de algun algoritmo. La técnica CV consiste en dividir los datos (al
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menos una vez) para asi estimar el error de prediccién de cada algoritmo. Una vez
que se* han hecho las divisiones, parte de los datos son usados para el entrenamiento
(el lconjunto de entrenamiento L) y el resto son empleados para estimar el error de
predicgibn (los datos de prueba 7). Posteriormente, el CV elige el modelo con el menor
error desprediccion estimado. Por esta razoén, la utilidad del CV radica en evaluar la
prediccién de un modelo con datos fuera de la muestra de entrenamiento. La técnica
del CV garantiza que los datos utilizados para entrenar el modelo sean independientes
de los que sewiSaron para evaluarlo. El CV evalia la eficacia con la que el modelo ha
adquirido nuevos datos que no han sido utilizados previamente para el entrenamiento.

Los resultados del€€V.dependen de como se ha hecho la divisién entre los conjuntos de
entrenamiento y de prueba, en el caso particular de este trabajo estamos considerando
la validacién cruzada =Fold y la validacion cruzada aleatoria, las cuales presentamos
a continuacion.

K-Fold

En el proceso de validacion cruzadatK-Fold el conjunto de datos se divide en K sub-
conjuntos disjuntos (grupos) de apréximadamente el mismo tamano, la divisién es
aleatoria. Uno de los K subconjuntos sexd tomado como el subconjunto de prueba y
servird para estimar el error desprueba de clasificacién/regresién, por otro lado los
K — 1 subconjuntos restantes sé usaran para el entrenamiento del modelo. El proce-
so se repite por cada uno de los K subconjuntos, haciendo asi un total de K ajustes
utilizando, cada uno, una particion ‘distinta‘del’ subconjunto de prueba y los K — 1
restantes para el entrenamiento. Finaliiente se"promedian las K estimaciones y este
se considera como el rendimiento de l& predicciénsdel modelo. Este método, a coste
de un mayor gasto computacional, es muy.preciso®porque combina K mediciones de
los ajustes resultantes de los K subconjuntes de entreéftamiento y prueba en los que
fue dividido el conjunto de datos original. En la practicasla eleccion del ntimero de
divisiones depende del nimero de datos con los que contam©s, siendo 5 o 10 divisiones
las elecciones mas comunes.
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Validacién cruzada visualizada

[ Conjunto de prueba
g Il Conjunto de entrenamiento
Conjuntorde | a 1
datos ase
Clase 2
owisisfs» | I . Clase 3

20 40 60 80 100
Indicés de la muestra

o

Figura 2.6:\Representacion de un 5-Fold.

Validacién cruzada aleatoria

En este tipo de validacién cruzadaszel experimentador escoge el nimero de particiones
a realizar (las divisiones independientes déls€onjunto de datos de entrenamiento y
prueba), cuantas mds particiones,*mejor. Lasifea consiste en dividir aleatoriamente
el conjunto de datos en dos subconjuntos; el sitheenjunto de datos de entrenamiento
y el subconjunto de datos de prueba. Elporcentaje.de datos que seran usados para
entrenamiento y para prueba son definidos=previamente por el experimentador. Por
ejemplo, el experimentador puede decidir guic en cadd particién aleatoria, el 80 % de
los datos se usen para entrenar el modelo y el 20 % restante®Sean usados para prueba. La
gran diferencia con el K-Fold es el hecho de que las particion€s no deben ser mutuamente
excluyentes; esto es, en el enfoque de wvalidacion cruzada®al€atoria, una observacion
puede aparecer en mas de una particién. Esto conlleva a diie algunas muestras no
puedan evaluarse, mientras que otras puedan hacerlo mas de una vez, lo que significa
que los subconjuntos de prueba y entrenamiento se sobrepongan.Para garantizar la
aleatoriedad y garantizar la reproduccion del experimento, es recomendable usar una
semilla especifica en el generador de ntimeros aleatorios. Una sugerencia.€omun es usar
al menos diez particiones aleatorias para obtener suficiente precision en larestimacion
del rendimiento de la prediccion.
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Validacién cruzada visualizada

[ Conjunto de prueba
g Il Conjunto de entrenamiento
Conjuntorde | a 1
datos ase
Clase 2
owisisfs» R Clase 3

20 40 60 80 100
Indicés de la muestra

o

Figura 2.7: Representacion de 5 divisiones hechas por una validacion cruzada aleatoria.

2.6. Un ejemplo comptutacional del algoritmo Back-
propagation

En el repositorio se encuentra un codigg-elaborade con google colab (basado en python),
el cual creamos para entender mejor elsiso del algoritmo backpropagation en la cons-
truccion de una red neuronal con una capa oculta, nes§ basamos en las ideas presentadas
en la seccién 2.4.2 y aprovechamos las meficionadas €ndas secciones 1.5 y 2.1 para vi-
sualizar lo relacionado al teorema de aproximacion universal. Este ejercicio viene de
una muestra similar presentada en [5].

En efecto, la idea general de este ejemplo es considerar dos conjuntos de datos aleatorios
en R?, cada uno con su respectiva distribucién y con una clase preasignada, queremos
visualizar la regla de decisiéon con base en la probabilidad a postetiori de alguna de
ellas, en otras palabras construir el clasificador de la regla de Bayes. Decidimos usar
una mezcla de gaussianas para la clase 0 y una normal multivariada para la clase 1,
se generaron 10000 datos de entrenamiento (5000 para cada clase) y pesteriormente
generamos otros 10000 (de forma equitativa nuevamente) datos de pruebar

Tal como se comenta en la secciéon de la regla de Bayes, debido a que conogemos las
distribuciones de los datos de cada clase, podemos calcular explicitamente la probabi-
lidad a posteriori. La idea es comparar la regién de decision del clasificador reglarde
Bayes con la correspondiente a una red neuronal. Para esto, se dibuja la curva“que
corresponde a las probabilidades a posteriori iguales a % para ambas reglas de decisions
y se observa donde caen los datos de prueba en el plano.

Realizamos dos casos, en el primer caso usamos la misma matriz de covarianza y en
el segundo consideramos covarianzas distintas para las dos clases. En ambos casos, la
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red neuronal constd de una sola capa oculta y tuvo por funciones de activacion a la
te hiperbdlica en la capa oculta y el sigmoide logistico en la capa de salida. La
0_se generd en base a una mezcla de 3 gaussianas, asi que

A\

/L fi(z) = Zpifj\f,i(x)

donde p = (py 3 (0.4,0.2,0.4) es el vector de pesos, fui(z) es la densidad de
una variable leo‘tsgl con distribucién Na(p;, X) v se eligieron

" :( , = (25,5), 3 = (8,-0.5), ¥ = {0?5 0 }

Por otro lado, la clase 1 ; e generd a partir de una distribucién gaussiana, por lo que
fo(z) corresponde a la dens de una normal bivariada, en este caso tomamos dicha
normal como N5((0, —6),

‘

Datos d%enamiento y regla de Bayes
Clase 1l

101 © Clase0 : ® ®
5_
A
® %
®ob
3
-5 +—" D X _
3 @) @
1o ge%
T T T T ~ T
-10 -5 0 5 - 10

Figura 2.8: Conjuntos de datos y separacion por la regla de Bayes: Cas%l\atnces
de covarianza iguales.

Calculamos empiricamente el error de Bayes usando los datos de prueba ( recm%s\
la complejidad de calcular el error de Bayes usando lo obtenido en la seccién 1.5
esto mismo la necesidad de usar tantos datos). En este caso, el error empirico resu
en 0.029.

Variando el niimero de neuronas, ajustamos cada modelo y los resultados obtenidos se
presentan en la tabla 2.2. La curva negra soélida corresponde a la separacién de las clases
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por el clasificador regla de Bayes y la curva roja punteada corresponde a la regla de
decisién de la red neuronal. Se observa en la figura que conforme el nimero de neuronas
aurmenta, la proporcion de error de clasificacién de la red neuronal se aproxima al error
de Ba; mpirico.

68



Comparacion entre el clasificador de la regla de Bayes y el clasificador

generado por una red neuronal

‘C

10 4

-5

Clasificador por una red con 1 neuronas ocultas

Clasificador por una red con 5 neuronas ocultas

© Clase0

104

-10

-10

Error de clasificacién: 0.031.

10 4

-5

~10

Error de clasiﬁcacién'lvo/?492.

Clasificador por una red con 20 neuro

© Clase0
Clase 1

-10

Error de clasificacién: 0.0306.

MG

Clasificador por una red con 50 neuronas ocultas

© Clase0
Clase 1

10

o Errordeclasificacion: 0.0299.

Clasificador por una red con 100 neuronas ocultas

© Clase0
Clase 1

Error de clasificacién: 0.0299.

. \ > 4
Clasificad@‘ red con 200 neuronas ocultas

© Clase 0 /
€

Clase 1

-10

~10

Error de clasificacién: 0.029

0

2 \

Tabla 2.2: Clasificador de Bayes vs clasificador por RNA para diversas cantidade
neuronas ocultas y dispersién de los datos de prueba (ejemplo 1).

Para el segundo caso donde las matrices de covarianza difieren, consideramos nueva-
mente una mezcla de gaussianas para la clase 0 y una normal multivariada para la clase
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1. Repetimos nuevamente el ejercicio, pero usando ahora los siguientes parametros

C = (-5,0), o = (25.3), i = (,6),
6 0.3 5 05 4 05
O‘El_[os 5]’22_[0.5 2}’23_[0.5 2]’

/L p=(0.3,0.4,0.3).

Para la clase%imos ahora una normal bivariada con vector de medias u = (7, —1)

. 10
y matriz de cov&&aZ— {O 5 }

En la figura 2.9 se ta la dispersion de los datos de entrenamiento y la curva del
clasificador de la regl Bayes. Para los datos de prueba, el error empirico se estimo
en 0.0106.
Db@e entrenamiento y regla de Bayes
Clase 1 ~
101 ® Clase0 %
5 _
%
> 0
MY
_5 -
~10 A )
~10 -5 0 5 $ 10

Figura 2.9: Conjuntos de datos y separacién por la regla de BayeQas de matrices
de covarianza distintas. )

Los resultados se presentan en la tabla 2.3. 6

En esta tabla podemos observar claramente que logramos aproximarnos de f as-
tante cercana al error de Bayes atin sin tantas neuronas, esto pese a que no nos a ar-
nos completamente al clasificador de Bayes. Por lo que este ejemplo puede ayudarnos
a observar como es que el teorema de aproximacién universal funciona en la practi
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Comparacion entre el clasificador de la regla de Bayes y el clasificador
generado por una red neuronal

~10 10

Error de clasificacién: 0.0107.

-
V/\Clasificador por una red con 1 neuronas ocultas Clasificador por una red con 5 neuronas ocultas
1 ) ase Y ,‘, © Clase0 °
10 | ﬁ ,, ® 10
54 5
> 01 > 04
=54 -5 4
-10 -10
-0 -10 -5 5 5 10
X
Error de clasificacion; 0.4156. Error de clasificacién: 0.0112.
Clasificador por una red con 20 neuro Clasificador por una red con 50 neuronas ocultas
© Clase0 Y © Clase0 °
107 Clase 1 8 b 101 Clase 1 ©
o O CKY
e ° ‘ z@’
54 ° /&_ 54
° ox . : o
> 01 ° 4 , > 01
o b c
o o
54 Q ° ]
3 s ° ®o S o
° : ° RN (]
10 ° M ° o. ;‘ ~10 n‘
o 5 S : o cj N . 5 : T
X X
Error de clasificacién: 0.011. O Errordeclasificacion: 0.0108.
. \ > 4
Clasificador por una red con 100 neuronas ocultas Clasificador p red con 200 neuronas ocultas
0] ° Clase 0 ™ 0] © Clase 0 /
51 5
> 01 > 01
54 _5
-10 1 -10 4
— — 1

~10

R

\

Error de clasificacién: 0.010

Tabla 2.3: Clasificador de Bayes vs clasificador por RNA para diversas cantidade
neuronas ocultas y dispersién de los datos de prueba (ejemplo 2).
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2.7. Paqueterias en Python

Unarde las ventajas de la programacion en python la componen las diversas librerias
especializadas como lo son numpy, pandas, matplotlib, entre otras. En este trabajo
hemos censiderado las mencionadas anteriormente para realizar el tratamiento de las
bases de dates, A continuacién damos una breve descripcion de algunas librerias extras
que también{usamos en este trabajo.

2.7.1. Scikit<Learn

La biblioteca de scikit<légrn con documentacion oficial [31], es una paqueteria especiali-
zada en aprendizaje magiiinag haciendo el uso de herramientas simples y eficientes para
andlisis predictivo de datos. Scikit-Learn cuenta con herramientas para hacer clasifi-
cacion, regresion y clustering; asi como para hacer reduccién de dimensiéon y seleccién
de modelos. En este trabajo haeémos uso de esto ultimo, pues de aqui tomaremos las
herramientas de K-Fold y validacion cruzada aleatoria para la validacion del modelo,
usaremos también algunas de las métricas que esta libreria incluye como lo es la matriz
de confusion.

2.7.2. TensorFlow

TensorFlow es una libreria de cédigo abierto désarrollada por Google para la creacion
de modelos de aprendizaje profundo (Degep learnimg)+ La documentacién oficial de es-
ta libreria se puede consultar en [33]. Esta libreria’ puede ser usada en conjunto con
CUDA, paquetes creados por NVIDIA paraél aprovechamiento del uso de GPU y pro-
cesos en paralelo. Esta libreria puede trabajar con los(objetos generados por numpy y
pandas, sin embargo, es conveniente transformarlos a tensores. En parte de este tra-
bajo aprovechamos dicha capacidad para acelerar el proceéso,Jademas, la facilidad con
la que podemos crear manualmente redes méas versatiles, pueste que TensorFlow per-
mite editar con mayor libertad capa por capa sin mucha dificultad, siendo esta una
de las razones por la que decidimos hacer uso de esta libreria. abesdestacar que esta
paqueteria es la principal herramienta detras de la inteligencia”aftificial Gemini de
Google.
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Capitulo 3: Analisis de datos reales

3.1. Bases de datos médicos

En esta secciom presentamos las bases de datos médicos que se han recopilado para
cumplir con el®objetivo principal de esta tesis. Explicaremos brevemente en cada caso
la metodologia ‘aseguir y daremos una breve exposicion de los datos. Los codigos
generados para la‘sumulacion de cada caso se encuentran en el repositorio de GitHub
https://github.com/SaulDavid2025/Redes_Neuronales-Tesis Maestria.

Los codigos fueron genérades.en formato .ipynb para una mejor visualizacion. En este
trabajo hemos decidido enfocarnos en cuatro ejemplos de aplicacion, de los cuales los
ultimos dos corresponden aaw’mismo conjunto de datos:

(1) Deteccion de cancer de m@ma.- Winsconsin, Estados Unidos.

(2) Prediccion de supervivenci@ _eh, pacientes con insuficiencia cardiaca - Punjab,
Pakistan.

(3) Prediccion de patrones morfologicos con cardiotogramas fetales procesados au-
tomdticamente.

(4) Prediccion de estado fetal ebnseardiotocografia.

3.1.1. Datos del cancer de mama

En [17] se nos presenta un ejemplo del uso deelasificadores para la deteccién de tumores
malignos. Entre los tipos de cancer, en lo que respecta ‘al’género femenino, el de mama
es el segundo con mayor nimero de decesos. Los métodos desdeteccion actuales son tres:
mamografia, aspiraciéon con aguja fina (FNA por sus siglas er inglés) con interpretacién
visual; y biopsia quirirgica. Es conocido que las biopsias son lag'mas precisas, éstas son
invasivas, costosas y requieren de mucho tiempo. En la década de”19s,90’s se desarrollo
en la universidad de Winsconsin-Madison un sistema de iméagenes.computarizadas,
el cual tiene por objetivo desarrollar un procedimiento que diagnostique FNA’s con
alta precision. El procedimiento consiste en tomar una muestra de liquido del bulto
o masa mamaria (la cual ha sido detectada mediante autoexploraciéon o mamografia)
haciendo uso de una aguja de pequeno calibre (es decir, FNA). La FNA se coloca
sobre un portaobjetos de vidrio y se pigmenta con la finalidad de resaltarilos ntcleos
de las células constituyentes; la imagen de la FNA es transferida a una estacién de
trabajo usando una videocdmara montada en un microscopio; y se determinan)los
limites exactos de los nicleos.

A partir de la muestra del liquido, diez caracteristicas del nucleo de cada célula son
calculadas (véase la tabla 3.1). Las variables se construyen de tal forma que una mayor
probabilidad de malignidad sea representada por valores mas altos. En cada imagen,
la cual se compone de entre 10 y 40 ntcleos, se calculan el valor medio (mv), el valor
extremo (es decir, el valor més grande o peor, el tamano mas grande, la forma més
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Tabla 3.1: Variables para el estudio del cancer de mama de Wisconsin.

radius Radio de un ntcleo individual.
texture Varianza de los niveles de grises dentro del limite del niicleo.
peri Distancia alrededor del perimetro del nticleo.

area Area del nucleo.
smooth Suavidad del contorno de un ntcleo medido
por la variacién local de segmentos radiales.

comp Una medida de la compacidad de un ntcleo celular usando
la formula (peri)?/4rea.
scay Gravedad de las concavidades o hendiduras en un ntcleo

celular mediante una medicion de tamano que enfatiza
lashendiduras pequenas.

ncav Nuimero de puntos céncavos o hendiduras en un ntcleo
celular.

symt Simetriasde un nicleo celular.

fracd Dimensién fractal (del contorno) de una célula.

Tabla 3.2: Variables extraidas del estudio de cancer de mama.

Valor medio Desyiacién estandar | Forma maés irregular
(1) radiusmv | (d1) * radius.ev (21) radius.sd
(2) texture.mv | (12) \ texture.ev (22)  texture.sd
(3) perimv (13) " _peti.ev (23) peri.sd
(4) area.mv (14) “area.ev (24) area.sd
(5) smooth.mv |[/(15) smoethzev (25) smooth.sd
(6) comp.mv (16) compiev (26) comp.sd
(7)  scav.mv (I'7) ) scav.ey (27)  scav.sd
(8) ncav.mv (18) /mcav.ev (28) ncav.sd
(9)  symt.mv (19) / symt.ev (29) symt.sd
(10) fracd.mv (20) dfraed.ev (30) fracd.sd

irregular) (ev) y la desviacién estandar (sd)“de cada unalde estas caracteristicas celu-

lares, lo cual nos deja con 30 variables reales. Las 30 variables se enlistan en la tabla
3.2.

El conjunto de datos consta de 569 casos (imégenes), de los cuales 212 estan diagnostica-
dos como malignos (confirmados por biopsia) y los 357 restantes benignos (confirmados
por biopsia o por subsecuentes examinaciones médicas periddicas)

Los datos pueden ser obtenidos directamente del repositorio kaggle ensformato .csv
desde la liga https://www.kaggle.com/datasets/yasserh/breast-cancer-dataset.

Para el analisis de esta base de datos hemos construido un modelo a partir de una
red neuronal artificial con una capa oculta y 50 neuronas, para el entremamiento se
permitieron 20000 iteraciones del gradiente descendente con una tasa de aprendizaje
de n = 0.01. Se hicieron analisis comparando distintas funciones de activacion €n la
capa oculta y también analizando los datos con y sin estandarizacion. Los resultades
presentados en las tablas 3.3 y 3.4 constituyen las estadisticas obtenidas de 10 valida=
ciones cruzadas 5-Fold (50 modelos entrenados) y 50 validaciones cruzadas aleatorias
(50 modelos, divididos en 80 % para entrenamiento y 20 % para prueba), el total de
datos en las tablas se obtiene de multiplicar la cantidad de datos de prueba por la
cantidad de iteraciones del método.
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Antes de continuar debemos explicar que al usar los algoritmos K-Fold y la validacion
cruzada aleatoria (RCV) de scikit-learn, hay una pequena diferencia, el K-Fold divide
exactamente los datos en la cantidad de grupos sin necesidad de completar, al ir en
orden (#éase la imagen 2.6) no necesita anadir mas de los mismos datos para obtener
la divisién,.solo divide la cantidad total de la forma mas “exacta” posible, por ejemplo,
supongamo$ que tenemos 19 elementos y quiero hacer un 5-Fold, 4 de las divisiones
tendrian 4 elementos y la restante tendria 3; por otra parte, el RCV usa los mismos
datos para cemipletar y hacer la divisién aleatoria, en el caso de los 19 datos, hubiese
completado a 20 y~habria hecho la divisién equitativa de los datos.
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Tabla 3.3: Resultados obtenidos con datos estandarizados y 20,000 iteraciones del GD
usande redes neuronales.

K- Fold
Fungion de activacion | Tanh

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignes 2,040 80 2,120
Benignas 61 309 3,570
Total Fila 2,101 3,589 5,690
Proporcién'de ‘error de clasificacion: 0.025
Proporcion dé glasificacién correcta: 97.5 %
Funcién de activacién | ReLU

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 2,016 104 2,120
Benignos 92 3,478 3,570
Total Fila 27108 3,582 5,690
Proporcién de error de claSifieaciéon: 0.034
Proporcién de clasificacién cotrecta: 96.6 %
Funcién de activacion | Sigmoide

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 2,063 57 2,120
Benignos 58 3,012 3,570
Total Fila 2,127 3,569 5,690
Proporcién de error de clasificacion: 0.020
Proporcion de clasificacién correcta: 98 %
C'V aleatorio
Funcién de activacion | Tanh

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 2,050 91 2,141
Benignos 62 3,497 3,559
Total Fila 2,112 3,588 5,700
Proporcién de error de clasificacién: 0.027
Proporcion de clasificacién correcta: 97.3 %
Funcién de activacion | ReLU

Predicciones maligno | Predicciones benigne® Total
Malignos 2,021 120 2,141
Benignos 99 3,460 34559
Total Fila 2,120 3,580 5,700
Proporcién de error de clasificacién: 0.038
Proporcién de clasificacién correcta: 96.2 %
Funcién de activacion | Sigmoide

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 2,065 76 2,141
Benignos ol 3,008 3,559
Total Fila 2,116 3,584 5,700

Proporcién de error de clasificacion: 0.022
Proporcion de clasificacién correcta: 97.8 %
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Tabla 3.4: Resultados obtenidos con datos sin estandarizar y 20,000 iteraciones del
gradiente descendente usando redes neuronales.

K- Fold
Fungion de activacion | Tanh

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignes 1,794 326 2,120
Benignas 129 3,441 3,570
Total Fila 1,923 3,767 5,690
Proporcién'de ‘error de clasificacion: 0.080
Proporcion dé glasificacién correcta: 92 %
Funcién de activacién | ReLU

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 1,840 280 2,120
Benignos 175 3,395 3,570
Total Fila 27015 3,675 5,690
Proporcién de error de clasifieaeion: 0.080
Proporcion de clasificaciéon correcta: 92 %
Funcién de activacion | Sigmoide

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 1,834 289 2,120
Benignos 191 3,379 3,570
Total Fila 2,022 3,668 5,690
Proporcién de error de clasificacion: 0.084
Proporcion de clasificacién correcta: 91.6 %
CV aleatorio
Funcién de activacion | Tanh

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 1,799 342 2,141
Benignos 150 3,409 3,559
Total Fila 1,949 3,751 5,700
Proporcién de error de clasificacion: 0.086
Proporcién de clasificacién correcta: 91.4 %
Funcién de activacion | ReLU

Predicciones maligno | Predicciones benigne® Total
Malignos 1,590 551 2,141
Benignos 165 3,394 34559
Total Fila 1,755 3,945 5,700
Proporcién de error de clasificacién: 0.126
Proporcién de clasificacién correcta: 87.4 %
Funcién de activacion | Sigmoide

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos 1,823 318 2,141
Benignos 159 3,400 3,559
Total Fila 1,982 3,718 5,700

Proporcién de error de clasificacién: 0.084
Proporcion de clasificacién correcta: 91.6 %

78




En estas tablas se observa que existe diferencia entre el uso de datos estandarizados y
no estandarizados. La estandarizacion de los datos mejora la precision de los modelos.
Enfespegeial la red neuronal que tiene activacion sigmoide mostrd, con el uso de datos
estandatizados, los mejores resultados en las validaciones K-Fold y aleatoria.

Posteriotmiente hicimos un analisis comparativo entre el tratamiento de estandarizacion
y la no estandarizacién de los datos. Para observar las diferencias se realizo el proceso
de entrenamiento a un menor nimero de iteraciones del gradiente descendente pero
con el mismo mimero de neuronas y tamano de paso. Las pruebas se hicieron para
500, 1,000, 5,0001y 10,000 iteraciones. Los resultados de la precisién (porcentaje de
clasificacién correeta).obtenidos de las mismas validaciones cruzadas (mismos 5-Fold y
validaciones cruzadas_ aleatorias) del caso anterior, se presentan en las tablas 3.5 y 3.6
para los datos estandarizados y no estandarizados, respectivamente.

Tabla 3.5: Clasificacion cofrecta de una red en distintas épocas con datos estandariza-
dos.

K-Fold
Iteraciones del GD | Activa¢ion Porcentaje de clasificacion correcta
Tanh 97.6 %
500 ReLU 96.5 %
Sigmoide 95.7 %
Tanh 97.6 %
1,000 ReLU 96.6 %
Sigmoide 96.3 %
Tanh 97.6 %
5,000 ReLU 96.4 %
Sigmoide 97.5%
Tanh 97.7%
10,000 ReLU 96.4 %
Sigmoide 97.8%
C'V aleatorio
Iteraciones del GD | Activacion Porcentaje de clasifieacion correcta
Tanh 97.3%
500 ReLU 96.3 %
Sigmoide 95.2 %
Tanh 97.3%
1,000 ReLU 96.4 %
Sigmoide 96 %
Tanh 97.5%
5,000 ReLU 96.3 %
Sigmoide 97.4%
Tanh 97.4 %
10,000 ReLU 96.1 %
Sigmoide 97.7 %
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Tabla 3.6: Clasificaciéon correcta de una red en distintas épocas con datos no estanda-

rizados.
K-Fold
Iteraciones del GD | Activacion Porcentaje de clasificacion correcta
Tanh 87.2%
500 ReLU 79.2%
Sigmoide 8%
Tanh 91.1%
1,000 ReLU 79%
Sigmoide 87.9%
Tanh 91.8%
5,000 ReLU 87.1%
Sigmoide 90.8 %
Tanh 91.9%
10,000 ReliU 91.1%
Sigmoide 91.1%
C'V aleatorio
Iteraciones del GD | Activacion Porcentaje de clasificacion correcta
Tanh 87.1%
500 ReLUY 77.2%
Sigmoide 76.9%
Tanh 90.1%
1,000 ReLU 76.9%
Sigmoide 87.7%
Tanh 91 %
5,000 ReLU 82.7%
Sigmoide 90.9 %
Tanh 91.1%
10,000 ReLU 85.9 %
Sigmoide 91.2 %

De estas tablas se aprecia la mejora global que proporciona la estandasizacion de datos,
pues nétese que con un nimero pequeno de iteraciones se obtienen resultados altamente
confiables en comparacion a si usaramos datos no estandarizados.

Para comparar la efectividad de las redes neuronales se emplearon metddologias bien
conocidas para clasificacién. Las herramientas escogidas fueron mdaquina.deywectores
soporte (SVM) con kernel lineal y no lineal y el método de regresion logistica; métodos
que ya se encuentran implementados en la paqueteria Scikit-learn de python [25]#31].
De igual forma, presentamos en las tablas 3.7-3.10 los resultados obtenidos haeiendo
uso de datos estandarizados asi como datos sin estandarizar, evaluando los métedos
con las mismas validaciones cruzadas.

Para el caso del SVM no lineal hemos optado por tomar kernel sigmoide, gaussiano
y polinomial, para el caso del polinomial se decidi6 hacer uso de grados 3, 4 y 5,
término independiente 1, el mismo término independiente se us6 para el kernel sigmoide;
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en todos los casos el hiperparametro de escala fue v = m. Cabe mencionar que

para_el kernel polinomial no obtuvimos convergencia del método iterativo y por tanto
no lobservamos resultados, esto paso con cada uno de los grados con los datos sin
estandafizar. Sospechamos que dicho problema radica en el proceso interno del cédigo,
como elalgoritmo estd disenado para resolver un problema de optimizacién, al darle la
libertad desseguir iterando hasta que se rebase una cierta tolerancia, creemos que esta
no se rebaso_en un numero considerable de iteraciones y por tanto no recibimos una
respuesta delmétodo.

Tabla 3.7: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando métodos lineales.

K-Fold
Método SVM lineal

Predieciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,007 113 2,120
Benignos | 59 3,011 3,570
Total Fila | 2,066 3,624 5,690
Proporcién de error de elasificacion: 0.030
Proporcion de clasificacion_correcta: 97 %
Método Regresién logistica

Predicciones maligho | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,025 95 2,120
Benignos | 42 3,528 3,570
Total Fila | 2,067 34623 5,690
Proporcién de error de clasifieaciéon: 07024
Proporcién de clasificaciéon gotrecta: 97.6.%
C'V aleatorio
Método SVM lineal

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,028 113 2,141
Benignos | 56 3,503 3,559
Total Fila | 2,084 3,616 5,700
Proporcién de error de clasificacién: 0.030
Proporcién de clasificacién correcta: 97 %
Método Regresién logistica

Predicciones Benigno | Predicciones maligno | Total
Benignos | 2,040 101 2,141
Malignos | 37 3,522 3,559
Total Fila | 2,077 3,623 5,700

Proporcién de error de clasificaciéon: 0.024
Proporciéon de clasificacién correcta: 97.6 %
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Tabla 3.8: Resultados obtenidos con datos sin estandarizar usando métodos lineales.

K-Fold
Método SVM lineal

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 1,944 176 2,120
Betnignos | 91 3,479 3,570
Total Fila | 2,035 3,655 5,690
Proporcion de error de clasificacién: 0.047
Propor¢ionede clasificacién correcta: 95.3 %
Método Regresién logistica

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos [~14947 173 2,120
Benignos | 104 3,466 3,570
Total Fila | 2,051 3,639 5,690
Proporcién de error‘de clasificacién: 0.049
Proporcién de clasificacién correcta: 95.1 %
C'V aleatorio
Método SVM lineal

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 1,961 180 2,141
Benignos | 95 3,464 3,559
Total Fila | 2,056 3,644 5,700
Proporcién de error de clasificacion: 04048
Proporcion de clasificacién ‘coftecta: 95.2%
Método Regresién logistica

Predicciones Benigho | Predie€iones maligno | Total
Benignos | 1,965 176 2,141
Malignos | 106 3,453 3,559
Total Fila | 2,071 3,629 5,700

Proporcion de error de clasificacién: 0.049
Proporcién de clasificacién correcta: 95.1 %
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Tabla 3.9: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando SVM no lineal.

K-Fold
Kernel Polinomial
Grado 3

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,025 95 2,120
Benignos | 23 3,547 3,570
Total Fila | 2,048 3,642 5,690
Proporeiéntde error de clasificacién: 0.021
Proporéion~de clasificacién correcta: 97.9 %
Kernel Polinomial
Grado 4

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,026 94 2,120
Benignos | 35 3,535 3,570
Total Fila | 2,061 3,629 5,690
Proporcién de error derclasificacion: 0.023
Proporcion de clasificaciéngeorrecta: 97.7 %
Kernel Polinomial
Grado 5t

Predicciones.maligno™}’ Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,023 97 2,120
Benignos | 63 37507 3,570
Total Fila | 2,086 3,604 5,690
Proporcién de error de clasificaeiéon: 0:028
Proporcién de clasificacién correeta: 97.2°%
Kernel Gaussiano

Predicciones maligno | PrediccioneSbenigno | Total
Malignos | 2,032 88 2,120
Benignos | 54 3,516 3,570
Total Fila | 2,086 3,604 5,690
Proporcion de error de clasificaciéon: 0.025
Proporcién de clasificacién correcta: 97.5 %
Kernel Sigmoide

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Tétal
Malignos | 1,830 290 2,120
Benignos | 190 3,380 3,570
Total Fila | 2,020 3,670 5,690

Proporcién de error de clasificacién: 0.084
Proporcion de clasificacién correcta: 91.6 %
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CV aleatorio

Kernel Polinomial
Grado 3

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,033 108 2,141
Benignos | 21 3,538 3,559
Total Fila | 2,054 3,646 5,700
Preporcién de error de clasificacién: 0.023
Proporeion de clasificacién correcta: 97.7 %
Kernel Polinomial
Grado 4

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,037 104 2,141
Benignos | 33 3,526 3,559
Total Fila | 2,070 3,630 5,700
Proporcién de errot de clasificacién: 0.024
Proporcion de clasifigaieién correcta: 97.6 %
Kernel Polinomial
Grado D

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,033 108 2,141
Benignos | 59 3,500 3,559
Total Fila | 2,092 3,608 5,700
Proporcién de error de clasificaciéns(.029
Proporcién de clasificacién/corrécta: 971%
Kernel Gaussiano

Predicciones maligo | Prediceiones benigno | Total
Malignos | 2,041 100 2,141
Benignos | 48 3,011 3,559
Total Fila | 2,089 3,611 5,700
Proporcién de error de clasificacién: 0.026
Proporcién de clasificacién correcta: 97.4 %
Kernel Sigmoide

Predicciones maligno | Predicciones benigno ' Total
Malignos | 1,839 302 2,141
Benignos | 209 3,350 3,559
Total Fila | 2,048 3,652 5,700

Proporcién de error de clasificacién: 0.090
Proporcién de clasificacién correcta: 91 %
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Tabla 3.10: Resultados obtenidos con datos sin estandarizar usando SVM no lineal.

K-Fold
Kernel Gaussiano

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 0 2,120 2,120
Benignos | 0 3,570 3,570
Total Fila | 0 5,690 2,690
Proporcion de error de clasificaciéon: 0.373
Propor¢ionede clasificacién correcta: 62.7 %
Kernel Sigmoide

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos [0 2,120 2,120
Benignos | 0 3,570 3,570
Total Fila | 0 5,690 5,690
Proporcién de error‘de clasificacién: 0.373
Proporcion de clasificacién correcta: 62.7 %
C'V aleatorio
Kernel Gaussiano

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 0 2,141 2,141
Benignos | 0 3,559 3,559
Total Fila | 0 5,700 5,700
Proporcién de error de clasificacién: 06376
Proporcién de clasificacién‘coftecta: 62.4%0
Kernel Sigmoide

Predicciones maligno | Predie€iones benigno | Total
Malignos | 0 2,141 2,141
Benignos | 0 3,559 3,559
Total Fila | 0 5,700 2,700

Proporcion de error de clasificacién: 0.376
Proporcién de clasificacién correcta: 62.4 %

Al igual que en el caso de las redes, observamos en esta tabla la mejora proporcionada
por los datos estandarizados, dicha mejora es mas notoria con los métedos no lineales.
La mejora en lo que respecta a los métodos lineales no resulté tan significativa como
en la de las redes.

Finalmente, se ajusté un modelo con 2 capas ocultas y con funcion de activacion
tangente hiperbdlico en ambas capas ocultas, se utilizaron 40 neuronas en la primera
capa oculta y 30 neuronas en la segunda, se permitié un entrenamiento del madelo
haciendo 40000 iteraciones del gradiente descendente y se uso una tasa de aprendizaje
1 = 0.001. Los resultados se muestran en las tablas 3.11 para los datos estandarizados
y en las tablas 3.12 para los datos no estandarizados.
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Tabla 3.11: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando una red neuronal

con 2_capas ocultas.

K-Fold

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,030 90 2,120
Benignos | 48 3,522 3,570
Total Fila | 2,078 3,612 5,690
Proporcion de error de clasificacién: 0.024
Propor¢ionsde clasificacién correcta: 97.6 %
C'V aleatorio

Rredicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 2,042 99 2,141
Benignos | 40 3,519 3,559
Total Fila | 2,082 3,618 5,700

Proporcién de errox._de clasificacién: 0.024
Proporcion de clasificacién correcta: 97.6 %

Tabla 3.12: Resultados obtenidos con«datos sin estandarizar usando una red neuronal

con 2 capas ocultas.

K-Fold

Predicciones. maligno . Predicciones benigno | Total
Malignos | 1,806 314 2,120
Benignos | 112 3,458 3,570
Total Fila | 1,918 3,772 5,690
Proporcién de error de clasificacién: 0.076
Proporcién de clasificacién correcta: 92.4 %
CV aleatorio

Predicciones maligno | Predicciones benigno | Total
Malignos | 1,819 322 2,141
Benignos | 127 3,432 3,559
Total Fila | 1,946 3,754 5,700

Proporcién de error de clasificacién: 0.079
Proporcién de clasificacién correcta: 92.1 %

De esta tabla podemos concluir que aunque los resultados son buenos, se puéde no-
tar que no fueron muy superiores a los obtenidos con una sola capa oculta, éte\nos
muestra una consecuencia del teorema de aproximacion universal, el cual nos garantiga
la existencia de una red neuronal lo suficientemente confiable (aquella que alcanza el
error de Bayes).

Finalmente, presentamos en estas ultimas tablas, un resumen comparando los porcen-
tajes de clasificacién correcta de cada modelo con los datos estandarizados, los cuales
estaremos trabajando de ahora en adelante en los siguientes ejemplos.
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Tabla 3.13: Comparacion de los porcentajes de clasificacién correcta en los distintos
modelos presentados usando datos estandarizados.

K Fold
Modelo Porcentaje de clasificacion correcta
Red Neuronal 1 capa-Tanh 97.52 %

Red-Neuronal 1 capa-ReLU 96.55 %
Red Neuronal 1 capa-Sigmoide | 97.97 %
Red Neuronal 2 capas-Tanh 97.1%

SVM lineal 96.97 %

Regresiéon Logistica 97.59 %

SVM Polinomial-Grado 3 97.92%

SVM Polinomial-Grado 4 97.73%

SVM Polinomial-Grado 5 97.18%

SVM Gaussiano 97.5%

SVM Sigmoide 91.56 %

CV aleatorio

Modelo Porcentaje de clasificacién correcta
Red Neuronal 1 capa-Tanh 97.31%

Red Neuronal 1 capa-ReLU 96.15 %
Red Neuronal 1 capa<Sigmoide | 97.77 %
Red Neuronal 2 capas-Tanh 97.1%

SVM lineal 97.03 %
Regresién Logistica 97.57%
SVM Polinomial-Grado 3 97.73%
SVM Polinomial-Grado 4 97.59%
SVM Polinomial-Grado 5 97.07 %
SVM Gaussiano 97.4%

SVM Sigmoide 91.03 %

Concluimos de esta tabla que las redes neuronales tuvieron los mejores resultados con
respecto al uso de datos estandarizados, esto en cuanto a precision sefefiere, destacando
la eficiencia de la red neuronal con funciéon de activacién sigmoides
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Tabla 3.14: Comparacion de los porcentajes de clasificacién correcta en los distintos
modelos presentados usando datos no estandarizados.

K Fold
Modelo Porcentaje de clasificacion correcta
Red Neuronal 1 capa-Tanh 92 %

Red-Neuronal 1 capa-ReLU 92 %
Red Neuronal 1 capa-Sigmoide | 91.4%
Red Neuronal 2 capas-Tanh 86.22 %
SVM lineal 95.3%
Regresiéon ‘Loegistica 95.11 %
SVM Polinomial-Grado 3 - —
SVM Polinomial-Grado 4 - -
SVM Polinomial-Grado 5 - -

SVM Gaussiano 62.74 %

SVM Sigmoide 62.74 %

C'V aleatorio

Modelo Porcentaje de clasificacién correcta
Red Neuronal 1 capa-Tanh 91.36 %

Red Neuronal 1 capa-ReLU 87.43 %
Red Neuronal 1 capa<Sigmoide | 91.63 %
Red Neuronal 2 capas-Tanh 85.82 %
SVM lineal 95.17 %
Regresién Logistica 95.06%
SVM Polinomial-Grado 3 - -

SVM Polinomial-Grado 4 — -

SVM Polinomial-Grado 5 > =

SVM Gaussiano 62.43 %
SVM Sigmoide 62.43 %

Con respecto a esta tabla debemos destacar la estabilidad ‘de los métodos lineales,
como la regresion logistica y el SVM lineal, pues mantuvieron buenios resultados con
los datos no estandarizados. Esta tabla nos ayuda a notar el contraste entre el uso
de datos estandarizados y datos no estandarizados, ademas de resumir 14, informacion
obtenida acerca de la precisién de cada uno de los métodos revisados.

En resumen, podemos observar la efectividad de las redes neuronales, las cualestuvieron
buen desempeno en los casos con estandarizacion como no estandarizacion aunque en
este 1ltimo no fueron los mejores. Vemos ademas como el uso de datos estandarizados
mejora significativamente el desempenio del modelo y reduce el entrenamiente 'de la
red neuronal, pues desde las 500 iteraciones se observaron buenos resultados para 1as)3
funciones de activacion cuando se usaron datos estandarizados. Destacamos ademasda
eficiencia de la red neuronal con activacién sigmoide, la cual fue la que mejor resultados
mostrd para este caso.
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3.1.2. Datos de insuficiencia cardiaca

Cada ano las enfermedades cardiovasculares cobran la vida de aproximadamente 17 mi-
llones_de-personas en el mundo, manifestandose principalmente como infartos de mio-
cardio efnsuficiencia cardiaca. La insuficiencia cardiaca (IC) ocurre cuando el corazén
no consigu¢ bombear suficiente sangre para satisfacer las necesidades del organismo.
Debido a lo imprescindible que es el corazén humano, predecir la insuficiencia cardiaca
es un objetive prioritario para los médicos y especialistas, pero hasta la fecha, la pre-
diccién de esta clase de eventos no suelen alcanzar una alta precision en la practica
clinica. Sin embargogcomo se menciona en [7], los historiales médicos electrénicos de los
pacientes (las historias glinicas electrénicas) cuantifican los sintomas, las caracteristicas
corporales y los valores.de las pruebas clinicas, los cuales en conjunto pueden ser usados
en un analisis bioestadfstieo con el fin de lograr resaltar patrones y correlaciones que
de otra manera serian indetectables por los médicos.

Los métodos de aprendizaje~amtomatico, implementados con la informacién recolec-
tada en los historiales médicosresultan ser herramientas eficaces tanto para predecir
la supervivencia de pacientes conysintomas de insuficiencia cardiaca, asi como para
detectar las caracteristicas clinicag”mds importantes (o factores de riesgo) ligadas al
desarrollo de la insuficiencia cardiaca.\Para un contexto mas profundo de la aplicacién
del aprendizaje automético en esta clase-de enfermedades puede consultarse [7].

En este caso se realiza el andligis_de unasbase de datos que consta de los registros
médicos de 299 pacientes con insuficiencia gardiaca, estos han sido recolectados en el
Instituto de Cardiologia Faisalabadvy, en ell Hospital Allied en Faisalabad (Punjab,
Pakistén), durante abril a diciembréde=2015. Ii& base de datos se encuentra dividida
entre la informacién de 105 mujeres y#194 hombres, con edades variando entre 40 y
95 anos. Todos los pacientes registrados.en.la base’han padecido disfuncion sistolica
ventricular izquierda, asi como antecedentes.de insuficiencia cardiaca que, de acuerdo
a la clasificacién de la Asociacién del Corazén de NuevaYork (NYHA por sus siglas en
inglés), entran en clase 11T o IV. Este conjunto de datos censta de 12 caracteristicas,
las cuales reportan informacién clinica, del cuerpo y del estilo de vida de los pacientes,
éstas se describen brevemente en la tabla 3.15.
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Tabla 3.15: Variables consideradas para los reportes médicos.

Age Edad del paciente.

Anaemia Disminuciéon de glébulos rojos o hemoglobina.
High blood pressure Si un paciente padece de hipertension.
Creatinine phosphokinase (CPK) Nivel de creatinina fosfocinasa.

Diabetes Si el paciente tiene diabetes.

Porcentaje de sangre que abandona el corazén

Ejection fraction oy
en cada contraccién.

Sex Hombre o mujer.

Platelets Plaquetas en la sangre.

Serium creatinine Nivel de creatinina en la sangre.
Serium sodium Nivel de sodio en la sangre.
Smoking Si el paciente fuma.

Time Periodo de seguimiento.

Estas caracteristicas se usan pararpredecir con efectividad el deceso o supervivencia
de pacientes que han padecido inSuficiencia cardiaca. Los datos fueron tomados del
repositorio de machine learning UCL ‘\desde la siguiente liga: https://archive.ics.
uci.edu/dataset/519/heart+failuré*clinical+records

Se ajustaron redes neuronales cofielfin deféalizar un modelo de clasificacién adecuado
a este problema. De una forma similar al ejemplo anterior, analizamos el comporta-
miento de distintas funciones de aetivacion, ‘en’este trabajo presentamos los mejores
3 modelos obtenidos de forma empiriga tras anélizar.varias simulaciones con distintos
nimeros de neuronas e iteraciones del gradiente_descendente, asi como una prueba
mas general del modelo de redes neuronales, dondé no tenemos tanto control de los
hiperparametros y condiciones iniciales, algo/mas cerca ayla realidad.

Eleccién empirica de hiperparametros

Los resultados que se presentan se obtuvieron usando datos estamdarizados. Hacemos
una comparacion de nuestros resultados con los presentados en da_tabla 4 de la re-
ferencia [7], tabla donde registran ciertas métricas obtenidas de distintos métodos de
clasificacion binaria, dichas métricas son:

» Sensibilidad o recuperacion (TP rate)

» FEspecificidad (TN rate)

» Precision (Accuracy)

» Media armoénica de la precision y recuperacion (F; Score)

» Coeficiente de correlacion de Matthews (MCC)

» Area bajo la curva Caracteristica Operativa del Receptor (ROC AUC)

= Area bajo la curva Precision-Recuperacion (PR AUC)
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Para la funcion de activacion tangente hiperbélico el mejor resultado observado fue
con 50 neuronas, una tasa de aprendizaje de 0.005 y 1950 iteraciones del gradiente
descendente (entrenamiento sin batch). Las matrices de confusién después de 100 si-
mulaciefies de validacién cruzada aleatoria y 20 validaciones 5-Fold (100 modelos) son
presentadas ‘en la tabla 3.16.

Cabe mencienar, nuevamente que las tablas que resumen los resultados registran co-
mo total de(datos a la cantidad de validaciones cruzadas por la cantidad de datos
de validacion, sambién recalcamos que la validacion K-Fold hace una divisién exacta,
entonces por cada, validacion, estamos barriendo todos los datos, mientras que la vali-
daciéon cruzada aleatoria anade de los mismos datos para realizar la division exacta en

cada validacion, es porello que notamos mas datos en el CV aleatorio con respecto al
K-Fold.

Tabla 3.16: Matriz de confusién usando una red neuronal con funcién de activacion
tangente hiperbolica.

K-Fold

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,647 413 4,060
Muerte 612 1,308 1,920
Total Fila 4,259 1,721 5,980

Proporcién de error dé€ clasificacién=0r171
Proporcién de clasificacién’ correcta; 82.9 %

CV aleatorio

Prediccion supefvivencia”| Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,634 462 4,096
Muerte 607 14297 1,904
Total Fila 4,241 1,759 6,000

Proporcién de error de clasificacién: 0.178
Proporcién de clasificacién correcta: 82.2 %

Para la funcion de activaciéon ReLLU el mejor resultado observado fiie con 140 neuro-
nas, una tasa de aprendizaje de 0.0125 y 1,050 iteraciones del gradiente descendente
(entrenamiento sin batch). Las matrices de confusién después de 100 simulaciones de

validacion cruzada aleatoria y 20 validaciones 5-Fold (100 modelos) sonspresentadas en
la tabla 3.17.
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Tabla 3.17: Matriz de confusién usando una red neuronal con funcién de activacidén

ReL Uz

K-Fold

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,628 432 4,060
Mterte 652 1,268 1,920
Total Fila 4,280 1,700 5,980
Propor¢ion de error de clasificacién: 0.181
Proporcion ‘de clasificacién correcta: 81.9 %
C'V aleatorio

Prediccién supervivencia | Prediccién muerte | Total
Supervivencia | 3,622 474 4,096
Muerte 645 1,259 1,904
Total Fila 4,267 1,733 6,000

Proporcién de error de_elasificaciéon: 0.186
Proporcion de clasificacion/correcta: 81.4 %

Para la funcién de activacion sigmoide’elmejor resultado observado fue con 40 neuro-
nas, una tasa de aprendizaje de 0.1yy 500 iteraciones del gradiente descendente (entrena-
miento sin batch). Las matrice§ de confusién-después de 100 simulaciones de validacién

cruzada aleatoria y 20 validacione§_5-Fold (100 modelos) son presentadas en la tabla
3.18.

Tabla 3.18: Matriz de confusién usandosina redsneuronal con funcién de activacidén
sigmoide.

K-Fold

Prediccién supervivéncia | Prediceion muerte | Total
Supervivencia | 3,666 394 4,060
Muerte 659 1,261 1,920
Total Fila 4,325 1,655 5,980
Proporcién de error de clasificacién: 0.176
Proporcién de clasificacién correcta: 82.4 %
CV aleatorio

Prediccion supervivencia | Prediccion muerte?| Total
Supervivencia | 3,662 434 4,096
Muerte 656 1,248 1,904
Total Fila 4,318 1,682 6,000

Proporcién de error de clasificacién: 0.182
Proporcién de clasificacién correcta: 81.8 %

Con el propésito de comparar la efectividad, presentamos las matrices de confusion
de métodos lineales (maquinas de vectores soporte y regresiéon logistica), asi como
no lineales (maquinas de vectores soporte kernel). Las matrices de confusién para los
métodos lineales se presentan en la tabla 3.19.
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Tabla 3.19: Matrices de confusién usando métodos lineales.

K-Fold
Método SVM lineal

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,606 454 4,060
Muerte 637 1,283 1,920
Total Fila 4,243 1,737 5,980
Proporcion de error de clasificaciéon: 0.182
Proporcion 'de clasificacién correcta: 81.8 %
Método Regresion logistica

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia [* 39643 417 4,060
Muerte 636 1,284 1,920
Total Fila 4,279 1,701 5,980
Proporcion de error de clasificaciéon: 0.176
Proporciéon de clasificacién correcta: 82.4 %
CV aleatorio
Método SVM lineal

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,610 486 4,096
Muerte 626 1,278 1,904
Total Fila 4,236 1,764 6,000
Proporcién de error de clasifieaeién: 0.185
Proporcion de clasificacién corzecta: 81.5%
Método Regresion logistica

Prediccién supervivéncia | Prediecion muerte | Total
Supervivencia | 3,629 467 4,096
Muerte 621 1,283 1,904
Total Fila 4,250 1,750 6,000

Proporcién de error de clasificacién: 0.181
Proporcién de clasificacién correcta: 81.9 %

De igual forma, realizamos comparaciéon con el método no lineal usande diferentes
kernels. Los mejores resultados se obtuvieron con estos hiperparametros:.grado 3 para
el kernel polinomial asi como valor independiente 1; valor independiente 9:001 para el
kernel sigmoide, en todos los casos el parametro de escala fue v = m. Las/matrices
de confusion se presentan en la tabla 3.20.
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Tabla 3.20: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando SVM no lineal.

K-Fold
Kernel Polinomial grado 3

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,471 589 4,060
Muerte 814 1,106 1,920
Total Fila 4,285 1,695 5,980
Proporcion de error de clasificaciéon: 0.235
Proporcion ‘de clasificacién correcta: 76.5 %
Kernel Gaussiano

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia |- 3¢618 442 4,060
Muerte 764 1,156 1,920
Total Fila 4,382 1,598 5,980
Proporcion de error de clasificaciéon: 0.202
Proporciéon de clasificacién correcta: 79.8 %
Kernel Sigmoidé

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,628 432 4,060
Muerte 656 1,264 1,920
Total Fila 4,284 1,696 5,980
Proporcién de error de clasificacion: 0.182
Proporcion de clasificacién correcta: 81.8%
CV aleatorio
Kernel Polinomial grado 3

Prediccién supervivencia | Predi¢cion muerte | Total
Supervivencia | 3,485 611 4,096
Muerte 820 1,084 1,904
Total Fila 4,305 1,695 6,000
Proporcién de error de clasificacién: 0.239
Proporcién de clasificacién correcta: 76.1 %
Kernel Gaussiano

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Fotal
Supervivencia | 3,635 461 4,096
Muerte 752 1,152 15904
Total Fila 4,387 1,613 6,000
Proporcion de error de clasificaciéon: 0.202
Proporcion de clasificaciéon correcta: 79.8 %
Kernel Sigmoide

Prediccién supervivencia | Prediccion muerte | Total
Supervivencia | 3,633 463 4,096
Muerte 651 1,253 1,904
Total Fila 4,284 1,716 6,000

Proporcién de error de clasificacién: 0.186

Proporcién de clasificacion correctz}l: 81.4%




En conjunto con las matrices de confusion, el codigo realizado nos muestra la media de
las 100 simulaciones (tanto para los 20 5-Fold como las 100 simulaciones del CV aleato-
rio) de las métricas anteriormente mencionadas. Por tanto, se presenta a continuacién
un analégo a la tabla 4 de [7].

Tabla 3.21:/Resultados de la prediccion de supervivencia sobre todas las caracteristicas
clinicas usande,los datos estandarizados (eleccién empirica).

Media de los 5-Fold

Método MCC Fy Score | Accuracy | TP rate | TN rate | PR AUC | ROC AUC
NN ReLU +0°5719 | 0.8692 0.8187 0.8941 0.6581 0.7571 0.8626

NN tanh 440.597 | 0.8757 0.8286 | 0.8981 0.6802 | 0.7657 0.8671

NN sigmoide +0.584 0.8734 0.8239 0.9032 | 0.6573 0.7663 0.8708
Regresion log. +0.5859" | 0.8728 0.8239 0.8977 0.6674 0.7658 0.8677
SVM lineal +0.5723 08675 0.8175 0.8885 0.6667 0.7596 0.8646
SVM polinomial | +0.4492 < 0.8305 0.7654 0.8551 0.5789 0.6538 0.7965
SVM sigmoide +0.5739 0.8689 0.8184 0.8954 0.6582 0.7615 0.8691
SVM gaussiano | +0.5229 | 0.8561 0.7983 0.8918 0.6032 0.7283 0.8530

Media de los CV aleatorio

Método MCC Fy Scoré | Accuracy | TP rate | TN rate | PR AUC | ROC AUC
NN ReLU +0.5585 | 0.8655 0.8134 0.885 0.6591 0.7435 0.8547

NN tanh +0.5784 | 0.871 0.8218 0.8875 0.6784 | 0.7479 0.8585

NN sigmoide +0.5687 | 0.8697 08183 0.8947 | 0.6548 0.7547 0.8648
Regresion log. +0.5713 | 0.8691 0.8186 0.8867 0.6715 0.7552 0.8624
SVM lineal +0.5617 | 0.8659 0.8146 0.8819 0.6676 0.7444 0.8579
SVM polinomial | +0.434 0.8281 0.7615 0.8506 0.569 0.6407 0.7905
SVM sigmoide +0.5601 | 0.8663 0.8143 0:8876 0.6558 0.7498 0.8608
SVM gaussiano | +0.5149 | 0.8563 0.7978 0.8881 0.603 0.7081 0.8444

Podemos observar con facilidad en la tablauda’ supremagiade las redes sobre casi todas
las métricas (salvo PR AUC en el caso de validacion cruzada aleatoria) para este caso
de busqueda empirica, ademas, comparado a los resultadeS presentados en la tabla 4
de [7], nuestras mediciones han sido ampliamente mejores.

Eleccién por bisqueda en malla

En [7], en la seccién Aggregate feature rankings and prediction on the dop features,
hacen mencién acerca de la metodologia llevada a cabo para obtener la tabla 4. Cuando
realizamos la seleccién empirica de hiperparametros, solo seguimos las ideas acerca de
la reproduccién de los modelos y la divisién de los datos (aunque ignoramos la parte
de considerar los datos de validacién), esto puede considerarse una metodolegia muy
restrictiva pues estamos realizando entrenamientos “a prueba y error” buscando’cual
produce los mejores resultados, sin embargo, en la practica contamos con una cantidad
limitada de datos, lo cual hace que al recibir nuevos datos, no podamos garantizar
que nuestro modelo propuesto sea el mejor (ni siquiera nuestra metodologia) y que
la comparacion en la efectividad de los modelos (hablando de una forma general) sea
sesgada.

Por lo anterior, decidimos seguir una metodologia més general, no imponemos ahora
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los hiperparametros y asumimos no tener los datos de prueba en cada simulacion, la
elecciéon de los hiperparametros fue realizada por medio de una busqueda en malla
combinado con validacion cruzada K-Fold.

La meétodologia para encontrar hiperparametros que empleamos para redes neuronales
se elaboré”en un cédigo aparte y se realizo empleando la paqueteria TensorFlow, la
cual es una«de las librerias mas comunes para realizar el ajuste y entrenamiento de
redes neuronales, en particular trabajamos con la versién 2.10.0 de esta libreria, esto
nos conllevo aatsar la libreria numpy en una versién menor a la 2.0, razén por la cual
decidimos usar 1a'1126.4 de ésta.

La idea para llevar @ cabo la bisqueda en malla consistié en 3 pasos:

(1) Creamos un espacio de hiperparametros, en pocas palabras, tomamos unos con-
juntos predeterminadossy el espacio de hiperparametros resulta ser el producto
cartesiano de éstos.

(2) Una vez dado el orden en’el que fijamos los elementos del espacio de hiperpardme-
tros, lo siguiente fue crear unymodelo general de redes neuronales en base a esos
hiperparametros, para luege entrenarse.

(3) Por tltimo se crea la funcién de bisqueda en malla, la cual es simplemente un
ciclo donde, determinados los hiperparametros, se realiza una validacion cruzada
K-Fold, la cual busca dividir a los datos en entrenamiento y validacién, y con esto
ajusta el modelo usando las-datos de entrenamiento y con los datos de validacion,
calcula la precisién, nosotros 710§ fijamos#€n esta métrica para determinar el mejor
modelo y los mejores hiperpardmeétros. Uata simulacion (repeticién) consta de una
division en datos de ajuste y datos«de prueba:

Debemos destacar que el método de busqueda en mallares bastante exhaustivo, explica-
remos a que nos referimos con nuestro casq. Para est€ trabajo ocupamos los siguientes
hiperparametros, cuyos valores buscamos entre las listas de valores que también pre-
sentamos :

» Neuronas de capa oculta: [30, 50, 80, 100]

Funcién de activacién: [ReLU, Tanh, Sigmoide]
Tasa de aprendizaje: [0.1,0.01,0.001]

Batch: [32, 64, 128]

Epocas: 10, 30, 50, 100]

Es facil ver que el producto cartesiano de estos valores es un conjunto ¢on 432 ele-
mentos, debido a que quisimos replicar lo més cercano que se pudiese el experimento
presentado en el articulo [7], tenfamos que dividir en 60 % para entrenamientd y(20 %
para validacién, es decir, primero haciamos nuestra divisién 80 % para ajuste y*20:%
para prueba (este ultimo no se tocaba hasta el final de la biisqueda en malla). De Ja
divisién hecha para el ajuste tenfamos que realizar una divisién 75 %-25 % para que las
divisiones mencionadas en [7] coincidiesen, dicha divisién se corresponde con un 4-Fold;
es decir, realizabamos por cada eleccién de hiperparametros el ajuste de 4 modelos. De
este modo, por cada simulacién (es decir, por cada divisién 80 %-20 %) requerfamos
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entrenar 432 x 4 = 1,728 modelos de redes neuronales solo para escoger el mejor de
ellos..a cantidad total de modelos entrenados al final del experimento consistio de
172,800 va que se realizaron 100 simulaciones (repeticiones).

Debido a/que cada simulacion involucra una divisién distinta del conjunto de datos,
podemosgrealizar las 100 simulaciones en diferentes momentos, por lo que para evi-
tar conflictes=por causas externas al programa, decidimos ejecutar en bloques de 10,
estos bloque$ 'son independientes y la tinica consideracién al final del experimento es
tomar todos log™valores recabados y dividir. En efecto, por cada bloque calculamos los
promedios para cada una de las métricas enlistadas anteriormente, las cuales a su vez
son calculadas por‘cada simulacién. Como el promedio es una media aritmética (los
bloques son del mismo”tamano) y las simulaciones son independientes, al final solo
debemos promediar 10§ resultados de cada bloque y esto nos da el promedio de las 100
simulaciones.

Los resultados presentados se enlistan como en la tabla 3.21, solo que ahora compara-
mos el método de redes neuronéles en general con Regresion logistica, SVM lineal, SVM
polinomial, SVM gaussiano y SV.M-sigmoide, a los cuales se les realizo una busqueda
en malla usando la funciéon GridSearchC'V de la paqueteria Scikit-Learn.

Las mallas usadas para la buisqueda de\os hiperparametros fueron los espacios formados
por el producto cartesiano de las siguientes listas:

(1) SVM lineal y Regresién 1ogistica
» Pardmetro de regularizaciont [5,1,0.1,0.01]
(2) SVM polinomial

» Término independiente: [5771}0.1, 0:61]

» Coeficiente del kernel: [#d —+.1,0.1,0.00
» Grado: [3,4, 5]

(3) SVM gaussiano
» Coeficiente del kernel: [#d —,1,0.1,0.01]

(4) SVM sigmoide
» Término independiente: [5,1,0.1,0.01]

» Coeficiente del kernel: ,1,0.1,0.01]

[#d tos

Las 100 simulaciones fueron realizadas mediante validaciones cruzadas aleatorias. Los
resultados obtenidos se presentan en la tabla 3.22.
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Tabla 3.22: Resultados de la prediccién de supervivencia sobre todas las caracteristicas
clinicas usando los datos estandarizados (eleccion por busqueda en malla).

Media“de las 100 simulaciones

Método MCC Fy Score | Accuracy | TP rate | TN rate | PR AUC | ROC AUC
Redes meuronales | +0.5409 0.8624 0.8078 0.8884 0.6329 0.7332 0.8464
SVM lineal +0.5771 | 0.8697 0.8205 0.8821 0.6862 0.7545 0.8632
Regresion 16g. +0.5649 0.8684 0.8166 0.8912 0.6565 0.7565 0.8632
SVM polinomial’ | +0.5264 0.8585 0.8018 0.8877 0.6157 0.7338 0.8475
SVM sigmoide +0.538 0.861 0.8056 0.8856 0.63468 | 0.7351 0.8539
SVM gaussiano +0.504 0.8551 0.7943 0.8947 | 0.579 0.7144 0.8467

De lo obtenido, podemes destacar el buen trabajo en promedio que realizaron las redes
neuronales, en general podemos observar la significativa mejora obtenida con respecto
a los datos presentados enda tabla 4 de [7], dichas mejoras se deben a la estandarizacién
de los datos, es decir, la sola_eStandarizacion de los datos le otorga mejor estabilidad
a un modelo por redes neurofialgs, dicha diferencia es bastante clara con las métricas
presentadas en [7].

Como conclusion, podemos ver que la. estandarizacion de los datos puede mejorar de
manera significativa los resultados dée.un problema de clasificacion con redes neuronales,
esto en particular nos ayuda a tener miayor confianza en las predicciones hechas por el
modelo y permiten aumentar la'S¢guridad de los expertos a la hora de tomar decisiones.
Cabe destacar el trabajo realizado_por los métodos SVM, los cuales tuvieron en general
los mejores resultados.

Tenemos también que reconocer que niestros datos.son pocos, por lo que considerar
algunas otras técnicas para muestreo o’auwmentar.nuestra base de datos podrian hacer
mas precisos nuestros resultados.

3.1.3. Datos de cardiotocografia

Durante el embarazo, un niimero notable de mujeres experimentan dificultades, lo cual
puede ocasionar graves problemas de salud en el feto. Sin embargo, una deteccion
temprana de estos riesgos puede salvar la vida tanto del bebé como.de la madre.

Como se menciona en [26], una de las técnicas més usadas para registrar cambios en las
contracciones uterinas y la frecuencia cardiaca fetal (FHR por sus sigla§ en inglés) es
la cardiotocografia (CTG). Los datos proporcionados por una cardiotocografia otorgan
informacion valiosa mediante el monitoreo de la frecuencia cardiaca fetal Aa, presion
de las contracciones uterinas maternas, los movimientos fetales en el uteré_y, otros
parametros, dicha informacion es utilizada para predecir riesgos para el bienestar fetal
y para la toma de decisiones clinicas. La evaluacién cardiotocografica es muy impoctante
para identificar el bienestar de los fetos, pues observa si los tejidos reciben oxigeno, €s
decir monitorea la posibilidad de deficiencia de oxigeno (hipoxia) o acidosis.

El analisis de los datos de CTG permite conocer el estado de salud fetal y prevenir
posibles riesgos para el bebé. Este tipo de prueba es sencilla, accesible y se acostumbra
realizar después de la semana 28 (7mo mes) de embarazo. Hay que resaltar que la

98



deteccién precoz de cualquier anomalia presentada a través de la prueba permite al
equipe médico tomar las medidas adecuadas y, posiblemente, prevenir la mortalidad
materna y fetal.

Como”se menciona en [4], en el siglo XXI, los sistemas de salud avanzados emplean
con frecuengia diversos modelos de aprendizaje automatico para predecir diversos pro-
blemas dedsalud. En la mayoria de los casos, estos modelos robustos son mucho mas
fiables. Debido a lo crucial de los resultados clinicos, una errénea decision, por pequena
que sea, puedesdcarrear graves problemas de salud. En la prueba cardiotocografica, un
sistema de apoy® de decision proporciona valiosos datos clinicos en tiempo real en for-
ma de informes vistales, cuya interpretacion depende de la experiencia de los obstetras.
Si bien estos sistemas fan apoyado desde antano a la obstetricia para predecir el bien-
estar fetal, tienen men0s\probabilidades de gestionar situaciones inciertas. Por lo tanto,
los médicos o expertos en obstetricia analizan manualmente estos datos sensibles para
tomar las decisiones definitivas, Sin embargo, el riesgo de un error involuntario sigue
presente, haciendo esta practicasvulnerable y por tanto con posibilidad de diagnosticar
falsos negativos. Asi mismo, haysvarias investigaciones (véase las citas mencionadas en
[4]) con distintos enfoques de apténdizaje automético para desarrollar sistemas viables
que puedan realizar predicciones'dé manera eficaz, con menos errores y que mejoren
significativamente la precision, todo(esto analizando los datos de CTG.

En cuanto a la base de datos sobre cardiotocogramas, ésta es proporcionada en [6] y
consta de 2126 CTG fetales quesse procesaron automaticamente, y a los cuales se han
medido sus caracteristicas diagndsticas. Treg'obstetras expertos clasificaron los CTG y
se les asigné una etiqueta de clasificacion consensuada. La clasificacién se realizé con
respecto a un patrén morfologico (AyBsC,...) €omo al estado fetal (V, .S, P).

Las 21 caracteristicas consideradas paraslayclasifieacién, tanto del patrén morfolégico
como el estado fetal se muestran en la tabla™3.23.
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Tabla 3.23: Variables resultantes de los cardiotocogramas.

LB Base FHR.

AC No. de aceleraciones por segundo.

EM No. de movimientos fetales por segundo.

uc No. de contracciones del utero por segundo.

DL No. de desaceleraciones ligeras por segundo.

DS No. de desaceleraciones severas por segundo.

DP No. de desaceleraciones prolongadas por segundo.

ASTV Porcentaje de tiempo con variabilidad anormal a corto plazo.
MSTV Valor medio de la variabilidad a corto plazo.

ALTV Poréentaje de tiempo con variabilidad anormal a largo plazo.

MLTV Valon medio de la variabilidad a largo plazo.
Witdth Anchoe~del histograma del FHR.

Min Minimé del histograma del FHR.
Max Méximo del histograma del FHR.
Nmax No. de pi¢os del histograma.
Nzeros No. de ceros.del*histograma.
Mode Moda del histograma.

Mean Media del histograma.

Median Mediana del histegrama.
Variance  Varianza del histograma.
Tendency Tendencia«del histogramas

Para una mejor comprension de las métricas consideradas en el cardiotocograma, puede
consultarse [20].

Prediccion del patrén morfolégico

Para el analisis del patrén morfolégico usando la informaciénide esta base de datos he-
mos construido un modelo a partir de una red neuronal artificial con una capa oculta
y 150 neuronas, se permitieron 4,000 épocas para el entrenamiento con una tasa de
aprendizaje de n = 0.001, y como estamos usando el paso delggradiente estocastico,
permitimos un tamano de lote de 200. Hay que aclarar ademas qiedes modelos entre-
nados se hicieron usando el médulo NeuralNetworks que la libreria Scikit;Learn ofrece,
esto para facilitar el entrenamiento de modelos de redes neuronales aungae,con ciertas
limitaciones, como restringir el uso de una sola funcién de activacién para todas las
capas ocultas.

Se hicieron andlisis comparando distintas funciones de activacion en la capaeculta
usando datos estandarizados. Los resultados presentados en la tabla 3.24 constituyen
las estadisticas obtenidas de 10 validaciones cruzadas 5-Fold (50 modelos entrenades).
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Tabla 3.24: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando una red neuronal
con leapa oculta.

Fuaneion sigmoide

Patron predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,048 | 266 30 0 44 20 73 0 22 337 3,840
B 198 | 5298 | 0 42 | 61 143 30 0 0 18 5,790
C 374 67 74 0 0 0 15 0 0 0 530
D 0 300 0 | 484 | O 26 0 0 0 0 810
E 236 97 0 0 195 9 0 0 0 183 720
F 67 144 5 20 2 | 2,891 | 167 24 0 0 3,320
G 62 0 1 0 5 131 | 2,239 62 0 20 2,520
H 0 0 0 0 0 8 128 934 0 0 1,070
I 43 0 0 0 0 0 0 4 333 | 310 690
J 514 23 3 0 12 0 0 0 69 | 1,349 1,970

Tot. Col. | 4,542 | 6,195 | 113 |,546 | 319 | 3,228 | 2,652 | 1,024 | 424 | 2,217 21,260

Proporcién de error de clasificacitn: 0.208
Proporcién de clasificacién corrécta:#79.2 %

Funcién tangente hiperbdlica

Patron predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 2,953 | 254 | 112 | O 57 1\ 20 91 0 23 330 3,840
B 203 | 5,259 | 13 70 | 62 150 22 0 1 10 5,790
C 246 41 228 7 0 0 0 15 0 0 0 530
D 0 179 0 | 621 0 10 0 0 0 0 810
E 129 41 0 0 (\432 0 6 0 0 112 720
F 48 174 9 8 9 | 2,938 | 113 21 0 0 3,320
G 37 0 7 0 6 138 | 24270 43 5 14 2,520
H 0 0 0 0 0 6 99 965 0 0 1,070
I 17 0 0 0 0 0 0 1 400 | 272 690
J 459 19 4 0 39 0 0 0 86 | 1,363 1,970

Tot. Col. | 4,092 | 5,967 | 373 | 699 | 605 | 3,262 | 2,616 | 15030 | 515 | 2,101 21,260

Proporcién de error de clasificacién: 0.180
Proporcién de clasificacién correcta: 82 %

Funcion ReLU

Patrén predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,063 | 242 | 112 | 0 65 21 66 0 20 261 3,840
B 240 | 5,224 | 7 76 | 57 165 10 0 0 11 5,790
C 226 34 256 | O 0 0 14 0 0 0 530
D 0 182 0 [619] 0 9 0 0 0 810
E 151 33 0 0 | 446 0 1 0 0 89 720
F 39 152 19 4 10 | 2,977 97 22 0 0 3,320
G 44 0 6 0 0 138 | 2,278 42 0 12 2,520
H 0 0 0 0 0 7 96 967 0 0 1,070
I 20 0 0 0 0 0 0 0 411 | 259 690
J 413 24 0 0 30 0 7 0 79 | 1,417 1,970

Tot. Col. | 4,186 | 5,891 | 400 | 699 | 608 | 3,317 | 2,569 | 1,031 | 510 | 2,049 | 21,260

Proporcién de error de clasificacién: 0.170
Proporcién de clasificacién correcta: 83 %

Como comparacion a la metodologia de redes neuronales, implementamos también

101



el proceso de clasificacion usando otras metodologias, tal como se hizo en los casos
anteriores.

Se hae€ el uso de la metodologia uno contra el resto (OVR) [17, 5] para la implementa-

cion de métodos lineales y no lineales, los resultados obtenidos con estos se presentan
en las tablag 3.25, 3.26 y 3.27.

Tabla 3.25: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando métodos lineales
(OVR).

SVM lineal
Patrén predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,039 | 224\/ 121 | O 61 20 74 0 14 287 3,840
B 263 | 5,199¢1 2L | 94 | 31 145 19 0 4 14 5,790
C 247 42 2381 0 0 0 3 0 0 0 530
D 0 188 0 1609 | 0 13 0 0 0 0 810
E 138 59 0 0 | 452 1 0 0 0 70 720
F 58 159 0 6 0 | 2942 | 146 48 0 0 3,320
G 61 1 11 0 5 138 | 2,244 48 0 12 2,520
H 0 1 6 0 0 7 83 973 0 0 1,070
I 35 0 0 0 4 0 0 10 419 | 222 690
J 496 31 2 0 43 0 0 0 124 | 1,274 1,970

Tot. Col. | 4,337 | 5,904 | 399 | 709 | 596 | 3,266 | 2,569 | 1,040 | 561 | 1,879 21,260

Proporcién de error de clasificaciény0.182
Proporcién de clasificacién correcta: 3478 %

Regresion logistica

Patrén predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 2,955 | 346 51 0 46 15 89 0 22 316 3,840
B 260 | 5,292 | 9 30 | 58 120 19 0 0 2 5,790
C 317 90 85 0 9 0 29 0 0 0 530
D 0 307 0 | 452 0 51 0 0 0 0 810
E 183 45 0 0 | 372 0 16 0 0 104 720
F 77 353 0 5 10 | 2,589 | 252 34 0 0 3,320
G 146 0 2 0 2 143 2,161 47 0 19 2,520
H 0 0 10 0 0 15 119 926 0 0 1,070
I 65 3 0 0 0 0 0 7 341 7274 690
J 552 69 0 0 24 0 3 0 507 11,272 1,970

Tot. Col. | 4,555 | 6,505 | 157 | 487 | 521 | 2,933 | 2,688 | 1,014 | 413 [~1,987 21,260

Proporcién de error de clasificacién: 0.226
Proporcién de clasificacién correcta: 77.4 %

Los resultados presentados para los SVM kernel se obtuvieron con estos hipérparame-
tros: variamos el grado desde 3 hasta 5 para el kernel polinomial, con valor independien-
te 1, mismo valor independiente para el kernel sigmoide; en todos los casos el pardametro

de escala fue v = m.
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Tabla 3.26: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando SVM polinomial.

Polinomial Grado 3

Patron predicho
Patron A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,194 | 211 | 100 | O 50 17 49 0 4 215 3,840
B 255 | 5,252 | 13 | 50 | 12 176 8 3 0 21 5,790
C 237 31 260 | O 0 0 2 0 0 0 530
D 0 178 0 | 617 ] O 15 0 0 0 0 810
E 194 35 0 0 | 399 0 4 0 0 88 720
F 34 186 9 8 0 | 2974 90 19 0 0 3,320
G 70 2 16 0 3 150 | 2,220 47 0 12 2,520
H 0 0 0 0 0 6 81 983 0 0 1,070
I 29 0 0 0 9 0 0 2 422 | 228 690
J 440 21 0 0 32 0 7 0 65 | 1,405 1,970
Tot. Col. | 4,453 | 5,916(| 398 | 675 | 505 | 3,338 | 2,461 | 1,054 | 491 | 1,969 21,260
Proporcién de error de clasificacién: 0.166
Proporcién de clasificacién correeta: 83.4 %
Polinomial Grado 4
Patrén predicho
Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,206 | 211 | 112 | O 65 16 58 0 9 164 3,840
B 265 | 5,195 | 9 76 18 192 8 4 3 20 5,790
C 211 31 280 | O 0 1 7 0 0 0 530
D 0 132 0 661 | O 17 0 0 0 0 810
E 177 45 0 0 _~ 403 0 9 0 0 86 720
F 54 213 9 8 0 | 2918 | 101 17 0 0 3,320
G 59 2 22 0 6 18457 24187 48 0 12 2,520
H 0 0 3 0 0 5 102 960 0 0 1,070
I 25 0 0 0 12 0 0 5 515 | 133 690
J 382 26 0 0 40 1 7 0 63 | 1,451 1,970
Tot. Col. | 4,378 | 5,855 | 435 | 745 | 544 | 8,334 | 2,47971 1,034 | 590 | 1,866 21,260
Proporcién de error de clasificacién: 0.164
Proporcién de clasificacién correcta: 83.6 %
Polinomial Grado 5
Patrén predicho
Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,233 | 224 | 110 | O 68 15 55 0 14 121 3,840
B 271 | 5,219 | 11 75 16 162 6 9 5 16 5,790
C 195 33 286 | O 0 0 16 0 0 0 530
D 0 138 0 | 658 0O 14 0 0 0 0 810
E 161 61 0 0 | 410 0 9 0 0 79 720
F 62 229 12 11 0 | 2,865 | 127 14 0 0 3,320
G 61 8 26 0 3 179 | 2,179 55 0 9 2,520
H 0 0 8 0 0 12 94 956 0 0 1,070
I 21 0 0 0 12 0 0 10 530 | 117 690
J 314 28 0 0 54 1 7 0 67 | 1,499 1,970
Tot. Col. | 4,318 | 5,940 | 453 | 744 | 563 | 3,248 | 2,493 | 1,044 | 616 | 1,841 21,260

Proporcién de error de clasificacién: 0.161
Proporcién de clasificacién correcta: 83.9 %
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Tabla 3.27: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando SVM gaussiano y
sigmoide.

SVAM' gaussiano

Patron predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,203 | 252 38 0 24 26 36 0 1 260 3,840
B 289 | 5,220 | 9 33 | 23 174 14 0 0 28 5,790
C 315 40 169 | 0 0 0 6 0 0 0 530
D 0 258 0 | 538 O 14 0 0 0 0 810
E 270 58 0 0 | 231 0 4 0 0 150 720
F 42 203 6 0 0 | 2,819 | 212 38 0 0 3,320
G 90 2 16 0 1 158 | 2,202 44 0 7 2,520
H 0 0 0 0 0 17 71 982 0 0 1,070
I 41 0 0 0 0 0 0 6 344 | 299 690
J 500 17 0 0 3 0 18 0 22 | 1,410 1,970

Tot. Col. | 4,757 | 6,050 | 238 |,571 | 282 | 3,208 | 2,563 | 1,070 | 367 | 2,154 21,260

Proporcién de error de clasificacion: 0.195
Proporcién de clasificacién corrécta:80.5 %

SVM sigmoide

Patron predicho

Patrén A B C D E F G H 1 J Tot. Fila
A 3,194 | 211 | 100 | O 50 [\ 17 49 0 4 215 3,840
B 255 | 5,252 | 13 | 50 12 176 8 3 0 21 5,790
C 237 31 260 |7 0 0 0 2 0 0 0 530
D 0 178 0 | 6177 O 15 0 0 0 0 810
E 193 35 0 0 (1\399 0 4 0 0 0 720
F 34 186 9 8 0 | 2,974 90 19 0 0 3,320
G 70 2 16 0 3 150 | 24220 47 0 12 2,520
H 0 0 0 0 0 6 81 983 0 0 1,070
I 29 0 0 0 9 0 0 2 422 | 228 690
J 440 21 0 0 32 0 7 0 65 | 1,405 1,970

Tot. Col. | 4,453 | 5,916 | 398 | 675 | 505 | 3,338 | 2,461 |.14054 | 491 | 1,969 21,260

Proporcién de error de clasificacién: 0.166
Proporcién de clasificacién correcta: 83.4 %

Hasta ahora los resultados obtenidos con redes neuronales habian superado los obteni-
dos con otros métodos como los SVM y la regresion logistica. Sin®mbargo en este caso
de datos multiclase, una sola capa oculta no parecia ofrecer muchasniejoria pese a que
se estuviese aumentando la cantidad de neuronas ocultas (uno de los_mejores resul-
tados obtenidos empiricamente constaba de 150 neuronas), sin embargo, esto cambid
al agregar una capa oculta mas y pudimos reducir significativamente las'nétizonas. En
efecto, con el fin de también analizar resultados para redes multicapa, decidimos con-
siderar una red neuronal con dos capas ocultas, en la primera capa oculta incliiimos 60
neuronas y en la segunda agregamos 50 mas, nuevamente utilizamos las 3 funciones de
activaciéon mencionadas, nuestra tasa de aprendizaje fue de n = 0.01, permitimog un
tamano de lote de 200 y realizamos el proceso de entrenamiento durante 2500 épocas.
Los resultados obtenidos se presentan en la tabla 3.28.
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Tabla 3.28: Resultados obtenidos con datos estandarizados usando una red neuronal
con 2.capas ocultas.

Fuaneion sigmoide

Patron predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,049 | 206 | 141 | O 61 33 75 3 21 248 3,840
B 212 | 5,269 | 10 | 83 | 46 160 2 1 3 4 5,790
C 176 35 304 | 0 0 1 14 0 0 0 530
D 0 113 0 |68 | 0 12 0 0 0 0 810
E 112 34 0 4 | 482 0 0 0 0 88 720
F 37 152 20 4 6 | 2,967 | 113 21 0 0 3,320
G 33 0 7 0 3 159 | 2,264 42 0 12 2,520
H 0 0 0 0 0 3 89 978 0 0 1,070
I 30 0 0 0 5 0 0 5 433 | 217 690
J 344 30 0 0 55 0 2 0 106 | 1,433 1,970

Tot. Col. | 3,993 | 5,842 1482 |, 776 | 658 | 3,335 | 2,559 | 1,050 | 563 | 2,217 21,260

Proporcién de error de clasificaciton: 0.160
Proporcién de clasificacion corrécta: 84 %

Funcién tangente hiperbdlica

Patron predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,144 | 263 | 103 | O 70N 21 7 0 18 144 3,840
B 197 | 5270 | 8 69 | 43 166 17 3 5 12 5,790
C 170 22 322 1 0 2 0 14 0 0 0 530
D 0 101 0 | 6967 2 M 0 0 0 0 810
E 127 34 0 2 (N497 4 0 0 2 54 720
F 45 167 13 6 5 | 2,954 | 106 24 0 0 3,320
G 53 0 6 0 8 152 | 29248 38 0 15 2,520
H 0 1 8 0 0 8 75 977 1 0 1,070
I 8 0 0 0 12 0 0 1 546 | 123 690
J 232 14 0 0 55 0 8 0 85 | 1,576 1,970

Tot. Col. | 3,976 | 5,872 | 460 | 773 | 694 | 3,316 | 2,545 | 16043 | 657 | 1,924 21,260

Proporcién de error de clasificacién: 0.143
Proporcién de clasificacién correcta: 85.7 %

Funcion ReLU

Patrén predicho

Patrén A B C D E F G H I J Tot. Fila
A 3,074 | 272 | 129 | 0O 62 19 72 0 21 191 3,840
B 194 | 5216 | 17 | 73 | 48 208 8 0 4 22 5,790
C 184 26 3141 0 0 0 6 0 0 0 530
D 0 124 0 | 673 3 10 0 0 0 0 810
E 132 40 0 6 | 470 0 1 0 0 71 720
F 30 166 26 8 10 | 2,945 | 113 22 0 0 3,320
G 39 4 12 0 0 164 | 2,244 43 0 14 2,520
H 0 3 0 0 0 15 92 960 0 0 1,070
I 15 0 0 0 4 0 0 0 555 | 116 690
J 246 17 0 0 79 0 8 0 87 | 1,533 1,970

Tot. Col. | 3,914 | 5,868 | 498 | 760 | 676 | 3,361 | 2,544 | 1,025 | 667 | 1,947 | 21,260

Proporcién de error de clasificacién: 0.154
Proporcién de clasificacién correcta: 84.6 %

Vemos con estos resultados que las redes neuronales pueden mejorar significativamente
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con las capas ocultas sin necesidad de agregar tantas neuronas en ellas. Notemos que
los mejores resultados que se vieron con 1 capa correspondian a 150 neuronas ocul-
tas) mientras que con distribuir 110 neuronas en 2 capas (60-50) obtuvimos mejoras
significativas.

Tabla 8.29: Métricas obtenidas para redes neuronales - Media de 50 simulaciones.

Red neuronal\ con activacién sigmoide (1 capa)

Clases

Meétrica

A

B

C

D

E

F

G

F| Score

0.7262

078838

0.2279

0.7103

0.3701

0.883

0.8655

0.8911

0.5892

0.6423

Accuracy

0.8924

079346

0.9767

0.9817

0.9694

0.9639

0.9673

0.9893

0.9789

0.9299

TP rate

0.7937

09153

0.1513

0.6001

0.2773

0.8717

0.8889

0.8767

0.4921

0.6855

TN rate

0.9142

0.942

0.9981

0.9969

0.9939

0.9812

0.9779

0.9955

0.9955

0.955

Red neur

onal con activacién tangente hiperbdlica (1 capa)

Clases

Meétrica

A

B

©

D

E

F

Fy Score

0.7439

0.8942

0.5048

0.8185

0.6404

0.8928

0.8836

0.9175

0.6545

0.6673

Accuracy

0.9047

0.9417

0.9789

0.9874

0.9783

0.9667

0.9719

0.992

0.9809

0.9367

TP rate

0.7693

0.9085

0.4505

0.7682

0.5989

0.8857

0.9011

0.9049

0.5799

0.6924

TN rate

0.9346

0.9542

0.993

049961

0.9915

0.9819

0.9815

0.9967

0.9944

0.9617

Red neur

onal con activacién ReLU (1\capa)

Clases

Métrica

A

B

C

D

E

F

Fy Score

0.7604

0.894

0.5428

Q°8151

0.662

0.8966

0.895

0.9194

0.6805

0.7031

Accuracy

0.9096

0.942

0.9803

0.9872

0.9794

0.9678

0.9749

0.9921

0.9822

0.9442

TP rate

0.7959

0.9021

0.5001

0.7647

0.6196

0.8967

0.9043

0.9071

0.6011

0.7201

TN rate

0.9349

0.9568

0.993

0.996

0.9921

0.981

0.9844

0.9968

0.9951

0.9672

Red neur

onal con activacién sigmoide (2"capas)

Clases

Métrica

A

B

C

D

E

F

G

Fy Score

0.7777

0.9057

0.5965

0.8606

0.6934

0.8909

0:8910

0.9198

0.6866

0.7203

Accuracy

0.9183

0.9485

0.9809

0.9898

0.9805

0.9660

049740

0.9922

0.9817

0.9479

TP rate

0.7945

0.9102

0.5868

0.8437

0.6713

0.8934

0.8985

0.9146

0.6333

0.7282

TN rate

0.9458

0.9629

0.9914

0.9955

0.9914

0.9794

0.9842

0.9964

0.9936

0.9705

Red neur

onal con activacién tangente hiperbdlica (2 capas)

Clases

Meétrica

A

B

C

D

E

F

G

Fi Score

0.8033

0.9035

0.6433

0.8777

0.6934

0.8902

0.8871

0.9216

0.8057

0.8063

Accuracy

0.9281

0.9472

0.9837

0.9910

0.9802

0.9657

0.9732

0.9925

039880

0.9651

TP rate

0.8186

0.9104

0.6193

0.8599

0.6887

0.8905

0.8918

0.9146

0.7934

0.7991

TN rate

0.9522

0.9610

0.9933

0.9962

0.9904

0.9798

0.9841

0.9967

0.9946

0.9819

Red neur

onal con activacién ReLU (2 capas)

Clases

Meétrica

A

B

C

D

E

F

F Score

0.7926

0.8948

0.5998

0.8504

0.6682

0.8809

0.8859

0.9138

0.8150

0.7803

Accuracy

0.9244

0.9423

0.9811

0.9894

0.9785

0.9627

0.9729

0.9917

0.9883

0.9599

TP rate

0.8007

0.9011

0.5994

0.8265

0.6531

0.8871

0.8902

0.8991

0.8061

0.7775

TN rate

0.9517

0.9578

0.9911

0.9957

0.9899

0.9768

0.9839

0.9967

0.9945

0.9785
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Tabla 3.30: Métricas obtenidas para otros métodos - Media de 50 simulaciones.

SVM lineal

Clases

Métyica

A

B

E

F

Fy Scoré

07427

0.8888

0.5113

0.7982

0.6749

0.8933

0.8816

0.9204

0.6604

0.66

Accuracy

0.9012

0.939

0.9786

0.9858

0.9806

0.9669

0.9717

0.9922

0.9805

0.9388

TP Rate

0.7923

0.8982

0.4693

0.7563

0.6239

0.8866

0.8911

0.9113

0.6062

0.6481

TN Rate

0.9254

0.9544

0.9922

0.9951

0.9929

0.9819

0.9826

0.9966

0.9931

0.9686

Regresiéon logistica

Clases

Meétrica

A

B

E

F

Fy Score

0.7031

0:8604

0.2456

0.6941

0.5918

0.8280

0.8301

0.8879

0.6139

0.6409

Accuracy

0.8831

0.9195

0.9756

0.9815

0.9766

0.9494

0.9582

0.989

0.9801

0.9335

TP Rate

0.7704

0.9141

0.4723

0.5671

0.523

0.7814

0.8593

0.8686

0.5022

0.6466

TN Rate

0.9081

0.9215

0.9965

0.9982

0.9927

0.9808

0.9718

0.9956

0.9965

0.9629

SVM polinomial grado 3

Clases

Meétrica

A

B

E

F

F Score

0.7697

0.8972

0.5596

0.8264

0.6383

0.8923

0.8914

0.923

0.7091

0.7107

Accuracy

0.9103

0.9434

0.9808

049881

0.9799

0.9666

0.9745

0.9925

0.9841

0.9468

TP Rate

0.8323

0.9075

0.5134

0.7642

0.5539

0.8958

0.8815

0.9197

0.6153

0.7133

TN Rate

0.9277

0.957

0.9933

0.9971

0.9948

0.9797

0.9871

0.9964

0.9966

0.9707

SVM polinomial grado 4

Clases

Meétrica

A

B

E

F

F} Score

0.7796

0.8919

0.5775

0°8461

0.6269

0.8759

0.8751

0.9102

0.8029

0.7543

Accuracy

0.9149

0.9409

0.9809

0.9890

0.9784

09615

0.9706

0.9913

0.9882

0.9560

TP Rate

0.8354

0.8974

0.5515

0.8174

0.5604

0.8%87

0.8685

0.8997

0.7517

0.7368

TN Rate

0.9326

0.9573

0.9925

0.9958

0.9931

0.9768

0.9844

0.9963

0.9963

0.9785

SVM polinomial grado 5

Clases

Meétrica

A

B

E

F

F1 Score

0.7919

0.8899

0.5746

0.8408

0.6229

0.8713

0.8689

0.9025

0.8094

0.7850

Accuracy

0.9204

0.9392

0.9806

0.9888

0.9782

0.9605

0.9691

0.9904

0.9884

0.9617

TP Rate

0.8423

0.9018

0.553

0.8115

0.5695

0.863

0.8653

0.8953

0.7722

0.761

TN Rate

0.9377

0.9533

0.9919

0.9957

0.9925

0.9786

0.9832

09956

0.9958

0.9822

SVM gaussiano

Clases

Métrica

A

E

F

F Score

0.7445

0.8815

0.4393

0.7763

0.4493

0.8628

0.8658

0.9152

0.6368

0.6812

Accuracy

0.8969

0.9341

0.9797

0.9856

0.9746

0.9581

0.9680

0.9917

0.9826

0.9386

TP Rate

0.8347

0.9020

0.3419

0.6692

0.3211

0.8498

0.8741

0.9184

0.4967

0.7157

TN Rate

0.9107

0.9463

0.9966

0.9983

0.9975

0.9783

0.9807

0.9956

0.9988

0.9614

SVM sigmoide

Clases

Meétrica

A

E

F

F Score

0.7697

0.8972

0.5596

0.8264

0.63843

0.8923

0.8914

0.923

0.7091

0.7107

Accuracy

0.9103

0.9434

0.9808

0.9881

0.9799

0.9666

0.9745

0.9925

0.9841

0.9468

TP Rate

0.8323

0.9075

0.5134

0.7642

0.5539

0.8958

0.8815

0.9197

0.6153

0.7133

TN Rate

0.9277

0.957

0.9933

0.9971

0.9948

0.9797

0.9871

0.9964

0.9966

0.9707
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Por 1ltimo, en las tablas 3.29 y 3.30 anadimos algunas métricas de las presentadas en
el ejemplo de insuficiencia cardiaca. Para calcular los verdaderos positivos (TP), los
verdaderos negativos (TN), falsos positivos (FP) y falsos negativos (FN) nos basamos
en las explicaciones dadas en [21], donde se nos habla acerca de la idea de cémo calcular
estos valbres (los cuales son necesarios para determinar las métricas implementadas)
para el casg multiclase.

Las tultimas (tablas nos permiten visualizar de forma local que tan bueno estd siendo
nuestro modeles’es decir, al tomar medidas sobre una clase previamente fijada, estamos
estimando que tan eficiente es el modelo para predecir dicha clase. Esto puede ser de
utilidad si ciertosepatrones morfolégicos resultan de mayor relevancia y por tanto,
mayor confiabilidad\en"predecirlos.

Podemos ver que las redesaeuronales con 2 capas ocultas arrojan los mejores resultados
en cuanto a precision (accuracy) y Fj score en la mayoria de las clases, por otra parte
las mediciones obtenidas para la razén de verdaderos positivos (TP Rate) y verdaderos
negativos (TN Rate) varian més entre las clases.

De este ejemplo concluimos queNaunque el teorema de aproximacién universal nos
garantiza que podemos obtener restultados cercanas al error de Bayes, en la préctica
requerimos a veces mas capas, estd debido a la forma de los datos y también a la
aproximacién numeérica. Se requiere agis=buscar alternativas que generen un equilibrio
entre trabajo computacional y_tiempo.

Los resultados obtenidos con redes’neuronalés en este caso fueron los mas destacables.
En este ejemplo la mejora fue muchowmas sighifieativa en promedio que en los ejemplos
anteriores, donde las mejoras eran dejmenos del’T %; sin embargo, ahora alcanzamos
mejoras de hasta casi 3%, lo cual en atha_toma(de!decisiones critica juega un papel
importante.

Prediccion de estado fetal

Por otra parte, con la informacion del caso de clasificacion(del estado fetal quisimos
hacer un anélisis diferente. A continuacién realizamos una comparacién de tamanos
de lote, esto es, probamos con distintos tamanos de lote el entrénamiento de una red,
fijamos los hiperparametros como neuronas ocultas, capas, funciones de activaciéon y
los sometimos a la misma cantidad de épocas, nos encargamos de medix la precision
y el tiempo (en segundos) de ejecucion. Los resultados obtenidos se présentan en las
tablas 3.31-3.33, estos se obtienen después de realizar 20 simulaciones ¢de validacion
cruzada aleatoria.

La idea de comparar la relacion precisién-lote-tiempo es porque la eleccion del tamano
de lote es un método de regularizacion en el proceso de redes neuronales, como ‘se men-
cioné anteriormente, el descenso de gradiente estocdstico es una version del gradiénte
descendente en la que sélo usamos un dato para actualizar los pesos, pues es probahlé
que la contribucién de un solo dato sea necesaria para encaminar en la direccién del
gradiente general, sin embargo, hay probabilidad de que no sea asi, por ello, decidimos
comparar distintos tamanos de lotes ya que el mini lote es un paso intermedio entre
el descenso del gradiente y el descenso del gradiente estocastico, pues no es tan lento
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(debe tenerse en cuenta que el nimero de épocas define el niimero de veces que usamos
cada_dato en las actualizaciones del gradiente, es decir, entre mas pequeno el lote, mas
nimerosde actualizaciones por época) y tampoco requiere tanto uso de memoria (a me-
e los datos van aumentando en cantidad, los requerimientos de operaciones
matrici ara el algoritmo backpropagation se vuelven bastante grandes). Asi, el fin
de esta @racién es ver qué tanta eficiencia hay a razén del coste computacional.
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Tabla 3.31: Resultados obtenidos usando activacién sigmoide.

60 neuronas (1 capa) con 1,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9091 507.5418
16 0.9009 403.9377
32 0.8909 179.4439
64 0.8892 86.2072
128 0.8865 58.3359
256 0.8829 68.9876

60 neuronas (1 capa) con 2,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9102 589.0958
16 0.9123 681.3236
32 0.8909 183.3855
64 0.8892 85.7618
128 0.8865 57.5582
256 0.8829 68.7514
80 neuronas (1/capa) con 1,000 épocas
Tamano de lote”\Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 09017 438.0317
16 0.8973 363.9524
32 0.8929 191.4087
64 0.8902 99.3091
128 0.8886 65.1761
256 0.8816 77.0079

80 neuronas (1 capa) con 2,000 épocas

Tamano de lote | ‘Précisién (A¢curacy) | Tiempo
8 0.9018 467.8477
16 0.9008 472.4479
32 0.8929 188.7854

64 0.8902 99.6945

128 0.8886 671840

256 0.8816 7519819

60-40 neuronas (

2 capas) con 1,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9018 467.8477
16 0.9008 472.4479
32 0.8929 188.7854

64 0.8902 99.6945

128 0.8886 67.1840

256 0.8816 75.9819

60-40 neuronas (2 capas) con 2,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
3 0.9009 443.9641
16 0.8976 442.1566
32 0.8935 304.1436
64 0.8896 180.8482
128 0.8843 189.7946
256 0.8503 165.3432
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Tabla 3.32: Resultados obtenidos usando activacién tangente hiperbdlica.

60 neuronas (1 capa) con 1,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9279 419.5929
16 0.9266 340.5251
32 0.9274 231.5162
64 0.9188 144.9726
128 0.9043 86.7888
256 0.8946 52.2734

60 neuronas (1 capa) con 2,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9279 417.5351
16 0.9266 345.5307
32 0.9260 284.6504
64 0.9218 194.4075
128 0.9049 89.2810
256 0.8946 52.4986
80 neuronas (1/capa) con 1,000 épocas
Tamano de lote”\Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 019264 420.3386
16 0.9269 349.5904
32 0.9260 251.2481
64 0.9214 158.6260
128 0.9070 92.9163
256 0.897T7 55.4263

80 neuronas (1 capa) con 2,000 épocas

Tamano de lote | ‘Précisién (A¢curacy) | Tiempo
8 0.9264 420.5928
16 0.9272 369.4354
32 0.9261 323.5397
64 0.9235 208.3722

128 0.9070 91-9985

256 0.8977 55¢4053

60-40 neuronas (

2 capas) con 1,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9275 332.6351
16 0.9275 262.2571
32 0.9291 230.0259
64 0.9271 201.9434
128 0.9190 189.1427
256 0.8997 116.5998

60-40 neuronas (2 capas) con 2,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
3 0.9275 315.1826

16 0.9275 265.4274

32 0.9291 231.4031

64 0.9279 263.9731

128 0.9242 319.3551

256 0.8997 118.8669
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Tabla 3.33: Resultados obtenidos usando activacion ReLU.

60 neuronas (1 capa) con 1,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9261 257.2916
16 0.9281 194.1422
32 0.9279 184.4885
64 0.9235 123.3630

128 0.9124 70.4189

256 0.9030 50.5879

60 neuronas (1 capa) con 2,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9261 257.2045
16 0.9281 194.8559
32 0.9281 182.8400
64 0.9259 137.9942
128 0.9124 70.0756
256 0.9030 50.2526

80 neuronas (1/capa) con 1,000 épocas

Tamano de lote”\Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 M9277 263.7815
16 0.9282 198.9136
32 0.9274 200.0676
64 0.9244 132.5083

128 0.9147 82.7581

256 0.9031 60.8812

80 neuronas (1 capa) con 2,000 épocas

Tamano de lote | ‘Précisién (A¢curacy) | Tiempo
8 0.9277 263.1839
16 0.9282 197.8756
32 0.9274 205.2513
64 0.9250 148.2906
128 0.9149 81-9534
256 0.9031 6015229
60-40 neuronas (2 capas) con 1,000 épocas
Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
8 0.9239 225.4186
16 0.9264 188.5401
32 0.9269 150.6167
64 0.9275 174.0730
128 0.9237 169.6510
256 0.9104 115.5469

60-40 neuronas (2 capas) con 2,000 épocas

Tamano de lote | Precisién (Accuracy) | Tiempo
3 0.9239 225.1994
16 0.9264 187.1879
32 0.9269 147.5479
64 0.9281 178.6151
128 0.9262 244.0205
256 0.9113 117.7750
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Con el fin de analizar mejor las tablas, las figuras en 3.1 se hacen dos a dos por
activaeion, de tal forma que es més facil analizar la informacion.

(a) Sigmoide - batch vs tiempo (b) Sigmoide - batch vs precisién

Tiempo por tamafio de batch (activacién sigmoide) Accuracy por tamafio de batch (activacién sigmoide)
700 s —e— Neuronas: 60- Epochs: 1000 P —e— Neuronas: 60- Epochs: 1000
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(c) Tangente hiperbdlica - batch vs tiempo (d) Tangente hiperbdlica - batch vs precisién

Tiempo por tamafio de batch (activacién fanh) Accuracy por tamafio de batch (activacion tanh)
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(e) ReLU - batch vs tiempo (f)ReLU - batch vs precisién
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Figura 3.1: Graficas resultantes de la comparacién del tamano de lote.

Aqui es facil observar cémo reacciona cada funcién de activacion al uso de batchs,
vemos que en el caso de la funcién sigmoide tenemos una correspondencia dirécta (a
menor tiempo, menor precisién) hasta los lotes de tamano 32; para tamanos de 64
en adelante vemos como se parece nivelar el tiempo de ejecucién (alrededor de 100
segundos en 4 modelos y menos de 200 en los restantes), pero la precisién comienza a
decaer gradualmente. Por otra parte, con la funcion de activacion tangente hiperbélica
es facil identificar que las redes con 2 capas que fueron propuestas son beneficiadas por
el uso de lotes de tamano 32, pues presentaron menor tiempo de computo usando ese
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lote y atin asi, fueron mas eficaces. Finalmente, para la ReLLU, al considerar dos capas
ocultas, vemos que el tamano de lote no parece afectarle tanto en cuanto al tiempo y
devuelve una precision bastante alta.

En la*tabla 3.34 presentamos las matrices de confusion de las redes que mejores re-
sultados deyolvieron en cuanto a relacion de tiempo-precision. Agregamos también la
informacionedel tamano de lote y las caracteristicas de la red.

Tabla 3.34: Matrices de confusién de las mejores redes por funcién de activacion.

Sigmoide - Lote: 8, Neuronas: 60, Epocas: 1000

Estado predicho
Estado Normal | Sospechoso | Patolégico | Total Fila
Normal 6,369 246 36 6,651
Sospechoso 258 853 72 1,183
Patolégico 60 102 524 686
Total Columna | 6,687 1,021 632 8,520

Tiempo total de ejeciteién:

507.54 segundos
Proporcion de clasificacién correcta: 90.9 %

Tanh - Lote: 32, Neuronas: (60,40), Epocas: 1000

Estado predicho
Estado Normal, | Sospechoso | Patologico | Total Fila
Normal 6,433 185 33 6,651
Sospechoso 248 885 50 1,183
Patolégico 45 56 285 686
Total Columna | 6,726 1,126 668 8,520

Tiempo total de ejecucion:

ReLU - Lote: 16, Neuronas: 60, Epocas: 1000

230.02,segundos
Proporcién de clasificacién correcta: 92.9 %

Estado predicho
Estado Normal | Sospechoso | Patologieo”| Total Fila
Normal 6,432 186 33 65651
Sospechoso 243 898 42 17183
Patolégico 46 62 578 686
Total Columna | 6,721 1,146 653 8,520

Tiempo total de ejecuciéon: 194.1422 segundos
Proporcién de clasificacién correcta: 92.8 %

Como conclusion, podemos observar que el tamano de lote si afecta la efectividad y
que dependiendo de los hiperparametros, ciertos tamanos de lote pueden benefietar
al modelo. Asi mismo podemos observar la alta efectividad de las redes neuronales
para clasificar estos datos, lo cual es importante pues en una toma de decisiones se ve
involucrada una vida y por tanto una responsabilidad que requiere la mayor precision
posible, pero que esta misma sea realista.

Aunado a todo esto, podemos comparar la precision de nuestro modelo con la del
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modelo propuesto en [4] donde registran una efectividad del 96.05 %, teniendo en cuenta
que ellos realizaron una reduccion de caracteristicas y un proceso de bisqueda en malla
para lagseleccién de sus hiperparametros. Un posible trabajo futuro seria analizar los
proce ue ellos llevaron a cabo y replicar ese mismo proceso adaptandolo a redes
neuron })’ver si hay una mejora en los resultados presentados por ellos.
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Conclusiones y trabajos futuros

Aunque.en_este trabajo se presenté una cantidad considerable de informacién acerca
de las redeg’neuronales artificiales, hay ain muchos mas temas por estudiar; de ma-
nera que éste.trabajo representa solo una breve introduccion sobre redes neuronales
artificiales hacia_adelante (feed-forward), hemos partido de la interpretacién biol6gica
hacia al modelo matematico, el cual se justifica a través del teorema de aproximacion
universal. Consideranios asi, cumplido uno de los fines de este escrito, pues una de las
ideas fundamentales#€ra, presentar la conexién de las redes neuronales artificiales con
el cerebro humano yw#6mo este ltimo es de inspiraciéon para los modelos actuales.

Tenemos presente que nerSe han abarcado completamente todas las ideas de las redes
neuronales, pues requerirfainos mucho mas tiempo para poder hablar sobre métodos de
regularizacion (L1, Lo, dropout, early stopping), transferencia de aprendizaje (transfer
learning), asi como trabajar{com otros tipos de redes neuronales (redes neuronales
recurrentes y redes neuronales €onvolucionales). Pese a todo esto, hemos presentado
las ideas basicas con las cuales podemos entender como funciona una red neuronal.
Por el lado de las redes convolucionalés, debido a que hemos estado trabajando con
bases de datos del area de la salud,_creemos en el potencial de este tipo de redes
como herramientas de gran utilidad para la deteccién de enfermedades crénicas cuyo
diagnostico requiere un analisis/pregiso d€imagenes clinicas, este tipo de informacién
aun no se comparte tan abiertamente-debido.a temas de ética en el area de la salud,
por lo que el tipo de datos para experimentar” estd un poco limitado, sin embargo,
consideramos que una continuacion directa deleste-trabajo podria ser el estudio de
redes convolucionales y su uso para la deteecion de.enfermedades a través de imagenes
clinicas, las cuales podrian ser buscadas ensalgiin céntro de salud que esté dispuesto a
colaborar.

Queremos destacar que esta area del aprendizaje maquind sigue manteniéndose amplia-
mente activa, en gran parte a su utilidad en los sistemas de inteligencia artificial, razén
por la cual, parte de este trabajo se dirige a confirmar dichafutilidad en la actualidad.
Al conocer el funcionamiento de las redes, uno se quita el paradigma de complejidad
hacia los programas de clasificaciéon de hoy en dia, nos resulta mas intuitiva la forma
en que se estructuran las redes y también como estan disenadas, pot 1o cual concluimos
que el objetivo de estudiar el desarrollo de las redes neuronales y su aplicacién se ha
cumplido satisfactoriamente en este trabajo de tesis.

A lo largo de este escrito, no solo hemos considerado parte de la teoriaymatematica
y computacional, sino también hemos implementado la practica, con datossde libre
acceso, a través de la construccién de modelos de redes neuronales para clasificax/datos
del area médica. Cada uno de los ejemplos presentados en este trabajo fue llevado
a cabo de forma distinta, con el propdsito de lograr una mejor comprensién de la
metodologia de las redes neuronales. Cabe destacar también que dicho enfoque nés
permitio entender algunos conceptos estadisticos que son de comun utilidad en el area
de la salud, el ejemplo méas claro de lo descrito son las métricas mencionadas en el
ejemplo de los datos de insuficiencia cardiaca, donde dichas métricas nos permiten
evaluar la capacidad de prediccion de un modelo desde diferentes perspectivas. Es
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claro que el objetivo de proporcionar ejemplos para el area de la salud también se ha
cumplido satisfactoriamente.

Siguienido con lo anterior, tenemos que reconocer la importancia que han tomado los
métodos de aprendizaje automatico en la toma de decisiones para el area médica, esto lo
vemos claramente debido a los grandes volimenes de informacion que se manejan hoy;,
asi como eflaralta demanda de especialistas, esto provoca que la toma de decisiones por
unos cuantos expertos sea complicada y el tener estos modelos pueden ayudar a tener
una guia de lagtirgencia a la hora de decidir que caso tomar o prestar més atencion,
siendo una ayuda'en la carga médica ademas de contribuir en la reduccién del estrés y
la carga emocionalfque trabajar con pacientes delicados de salud pueda conllevar.

Finalmente, en lo personal, puedo afirmar que este trabajo ha servido ampliamente
para conocer el lenguaje de, programacion python, acercarse mas a la programacion en
general y también entender€l potencial de los ordenadores para construir herramientas
que sean ttiles en diferentes areas del conocimiento. Destaco esto, debido a que uno
de los objetivos de este proye¢to era explotar el potencial de las librerias del lenguaje
python para redes neuronales, 16 cualktambién hemos realizado de manera exitosa desde
mi parecer.
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