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Introduccion

La teoria de singularidades tiene una amplia gama de aplicaciones, por
ejemplo, su uso enfa teoria de sistemas dindmicos. Dentro de la matemati-
ca pura, se aprecia sw_interaccion con las geometrias algebraica y compleja;
algebra conmutativa; y{la/topologia algebraica. Una linea de interés en este
contexto, es la teoria degsingularidades de funciones suaves, que podemos
interpretar en cierto sentidé ‘¢omo una generalizacién del analisis de funcio-
nes cerca de sus maximos y minimos, lo que uno puede abordar asumiendo
una estructura de difereénciabilidad para la funcion o familia de funciones de
interés, [Arnol’d et al.-4985}, [Arnol’d et al.-2012]. Existe un enfoque de esta
teoria que se centra en aspéctos algébraicos y complejo-analiticos, con el cual,
en el presente proyecto, seanalizara el’comportamiento de deformaciones de
curvas elipticas bajo ciertas ¢ondiciones.

En la teoria de singularidades e funciones suaves, un objeto matemético
en el que se aprecia una amplia interaccion entre analisis complejo y geome-
tria algebraica clasica, es la reticula de Brieskotn asociada a un germen de
funcién analitica f definida sobre un dominio en”C2#*! cuyos puntos criticos
son aislados.

Existen multiples invariantes de interés asociados a_f=cerca de un punto
critico aislado. Supongamos que f tiene punto critico aislado en 0 € C"**!,
uno de estos invariantes es el algebra de Milnor dada por el Crespacio vectorial
Oy, formado al cocientar el anillo de series convergentes (gérmenes) alrededor
del 0 € C"™, Ocn+1, con el ideal J; que estd generado pof las derivadas
parciales de f, [Arnol'd et al.-2012]. La dimensiéon de O cormoyC-espacio
vectorial es llamada el niimero de Milnor, p := u(f,0). Otro invariante es la
reticula de Brieskorn H{/ la cual es un Ocn+1 o-médulo de formas diferenciales
holomorfas que permite recuperar, salvo un cociente, al dlgebra de Milfior,
[Kulikov-199§].

Via la reticula de Brieskorn se puede construir un invariante discrete
asociado a f con respecto al punto critico 0 € C"*!, el cual es llamado el

v
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Vi INTRODUCCION

espectro de la singularidad, sp(f), el cual consiste de p nimeros racionales
contando multiplicidades, las cuales miden la dimensiéon como C-espacio vec-
torial dé las piezas asociadas a una graduacion del algebra de Milnor usando
la Ve-filtracion, [Kulikov-1998], [Arnol'd et al.-2012]. A través de este inva-
riante, es posible describir el comportamiento de f dentro de una familia de
hipersuperficies { F), } parametrizada por un espacio M de pardmetros A tales
que p(Fy) = plgf),.es decir, el nimero de Milnor se mantiene constante bajo
deformacion. A estafamilia la llamaremos deformacion p-constante de f.

En este trabajé_de tesis, nos enfocaremos en el andlisis del mapeo de
periodos determinad¢ por la reticula de Brieskorn y que estd asociado a

una deformacién p-constante para el caso de curvas elipticas simples (ver
[Kulikov-1998], pag. 160}

Este trabajo se divide en“3”capitulos y 2 apéndices. En el capitulo 1 se
exponen algunos conceptos béasicos-que ayudaran al lector a entender el capi-
tulo 3, a decir: Superficies de Riemann, Curvas planas afines suaves, Curvas
planas proyectivas suaves (resultados importantes para que una curva sea
superficie de Riemann), Supetficies de Riemann hiperelipticas (construcién
de tales superficies), Cohomologia de de Rham para superficies de Riemann,
Fibracién de Milnor, Haces vedtoriales, Déformaciones pi( f)-constantes para
un germen de funcién holomorfa=f;-entre otras. Para una lectura amena, es
recomendable estar familiarizado comlas nociones siguientes: filtraciones de
modulos, espacios graduados, suma dire¢ta, prodacto tensorial y algunos co-
nocimientos de andlisis complejo que se{usan en elffranscurso de este escrito.

En el capitulo 2 se construye, para un germen f : (€2 0) — (C,0), la
reticula de Brieskorn H(®) como un médulo cociente de 2¢formas holomorfas;
una transformacion C-lineal llamada la conexién de Gauss-Manin definida
sobre el “médulo localizacién” M := H® @y C{t}[t7!], la cual es una ma-
nera de derivar 2-formas; la V' *-filtracion sobre M; la F*-filtraeion de Hodge
sobre un espacio C para construir el espectro de la singularidad'sp(f); el haz
homolégico y cohomolédgico de Milnor inducidos por la fibracion de Milnor;
el homomorfismo monodromia sobre los 1-grupo de cohomologia (hdmologia)
de las fibras del haz cohomolégico; residuos de Leray de 2-formas holomerfas
y sus seciones geométricas asociadas para describir la reticula de Brieskotn de
manera analitica, usando expansiones asintoticas de periodos de integrales,
enfoque de A. N. Varchenko.

Los objetos mencionados anteriormente que se desarrollan en este capitulo
2, son fundamentales para la descripcién del objeto principal de estudio de
este trabajo, el mapeo de periodos, a través de la estructura diferenciable
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VII

que induce la conexion de Gauss-Manin en la localizacion de la reticula de
Brieskorn y la V*-filtracién de Malgrange-Kashiwara.

En el capitulo 3, antes de describir el mapeo de periodos asociado a
una deformacion p-constante de un germen con singularidad aislada f :
(C%,0'— (C,0), daremos algunas definiciones y resultados necesarios. Vere-
mos tambiénda manera en que se pegan todos los objetos que se construyeron
en el capitile.2 pero ahora considerando cada elemento de una familia F) de
gérmenes (deformacién de f) y ensamblarlos para formar un solo objeto. Por
ultimo, se describe un algoritmo para determinar dicho mapeo de periodos y
se trabaja un ejemplo en especifico: el mapeo de periodos para una familia
de curvas elipticas simples.

Un hecho importante que debemos mencionar, es que en el proceso de
construccién del maped_de-periodos, se encuentra que las imagenes de éste
determinan soluciones de'la,ecuaciéon hipergeométrica de Gauss

2(z = 1)Pf(2) +(@+ p+ 1)z —7)9f(2) + 0p u(a) = 0,

para ciertos valores de”#, p,7 '€ C, la cual tiene una gran importancia en
varias dreas de las matemdticas (ver/[Saito & Takayama-2013], pag. 16).

El apéndice A se divide.en dos Seceiones. En la primera seccién se da
la construccién y definicion ‘deflos gruposjyde homologia singular sobre un
anillo R para un espacio topologico M."Em-la segunda seccion se definen
las fibraciones y fibraciones localimente trividles entre variedades suaves (o
espacios topoldgicos), con algunos resultados'sobre éstas.

Por tltimo, en el apéndice B se da un pequénosdesarrollo sobre la defini-
cién de gavillas y se concluye con unos ejemplos impaortantes.
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Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados necesarios para
desarrollar y entenderlos, €apitulos posteriores, en especifico el capitulo 3.
Trataremos temas taless¢omo: superficies de Riemann, curvas planas, curvas
proyectivas, superficies dé Riemann hiperelipticas, cohomologia de de Rham
sobre superficies de Riemanny fibracion de Milnor; haces vectoriales, defor-
maciones pu(f)-constantes para un germen f, entre otras. Es recomendable
para el lector estudiar” los temas _agui presentados, si no estda familiarizado
con alguno de ellos.

1.1. Superficies de Riemann

En esta seccion damos la definicion formal de una superficie de Rie-
mann. Los resultados dados son obtenidos de<Danilov & Shokurov-2013] y
[Miranda-1995].

Definicién 1.1.1. Sea M un espacio topologico.

1. Sean U y V' subconjuntos abiertos de M y de C", respectivamente. Una
carta compleja sobre M (o simplemente una carta) es un homeo-
morfismo ¢ : U — V.

2. Un atlas de M es una coleccion de cartas A = {¢ : Uy V,, C
Cre | Yael}, I CN, con la propiedad M = |JU,.

Dada ¢ : U — V una carta compleja sobre un espacio topolégico, M,
a cualquier punto p € U le corresponde una tnica n-tupla de nimeros cgm-

plejos o(p) = (z1(p),-- -, 2n(p))- A (21(p), ..., za(p)) se le llama coordenadas
complejas sobre U.
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2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicion 1.1.2. Dos cartas ¢o : Uy — Vo y 95 : Ug — Vj se dirdn
analiti€as compatibles siempre que U, N Uz = 0 ¢ si U, NUz # 0, el
mapeo

e qﬁ/gl : ¢5(Ua NUz) — ¢a(Ua NUs), (ver figura[1.1)

sea holomorfo, o, 5 € 1.

Figura 1.1: Composicion de cartas.

Definicién 1.1.3. Sea M un espacio topologico.

1. Decimos que un atlas A de M es analitico si cualesquiera dos cartas
de A son analiticas compatibles.

2. Un espacio topologico Hausdorff M, equipado con un atlag'analitico A,
es llamado variedad compleja.

Definicién 1.1.4. Dos atlas analiticos A y B son compatibles, si cualquier
carta de A es analitica compatible con cualquier carta de B.

Se tiene la siguiente equivalencia a la definicién anterior:

Proposicion 1.1.1. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pdg. 17) Sean A y B
atlas analiticos. Entonces, A y B son compatibles < AU B es un atlas ana-
litico.
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1.2. 2-VARIEDADES REALES 3

La union de todas las cartas analiticas compatibles sobre M es un atlas
maximal, es llamado estructura analitica compleja sobre M.

Flamaremos dimension de una carta ¢ : U, — V,, C C" al niimero n,,.
Para‘una variedad compleja conexa M la dimensién de las cartas de sus atlas
no cambia. Asi, para una variedad compleja conexa M, la dimension de una
de sus €artass(cualquiera) es llamada la dimension de M.

Definicion_1:1.5. Una superficie de Riemann es una variedad analitica
compleja con€ra)M de dimension 1.

1.2. 2-variedades reales

En esta seccién deseribimos las 2-variedades reales y su relacion con su-
perficies de Riemann. Adémads, se enuncia un resultado que clasifica las su-
perficies de Riemann a traves/del género topolégico. Los resultados pueden
ser consultados en [Miranda-1995].

Definicién 1.2.1. SeatX=un espacio topologico.

1. Una carta n dimesional real® sobre X es un homeomorfismo
p:U—V,conU C X gV CR¥abiertos.

2. Dos cartas ¢1 : Uy — Vi y @5 \Us — W5 se dicen ser C*°-compatibles
)

qbl o ng_l : ng(Ul N Uz) — ¢1(U1 N UQ)

es un C®-difeomorfismo, esto es, eriste sudnhversa y, tanto ¢, o ¢y
como su inversa, tienen derivadas parciales ‘de”todos los ordenes en
cualquier punto.

3. Un C*-atlas de X es una coleccion de cartas sobre' Xyque son compa-
tibles por pares y la union de sus dominios cubren el espacio X .

4. Dos atlas sobre X son equivalentes, si la union de(ellos es un
C>®-atlas.

5. Una estructura C*™-diferenciable sobre X es una clase de equivaléncia
de C*™-atlas.

6. Una C*®-variedad real es un espacio topolégico M Hausdorff sequndo
contable con una estructura C*-diferenciable.
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4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Dado que los mapeos holomorfos en una variable compleja z = = + iy
son C>4diferenciables en las variables x y y, se tiene que una superficie de
Riemanfies una C*-variedad real de dimension dos (2-variedad).

Proposicion M2.1. (ver [Miranda-1995], pig. 6) Cualquier superficie de
Riemann es unagC>*-variedad real 2-dimensional orientable y conexa por tra-
yectorias. Asi, chalquier superficie de Riemann compacta es difeomorfa a una
esfera con g asas, para algun entero no negativo g.

Asi, cuando g = 0,-#€nemos una esfera sin asas y la superficie es topologi-
camente una esfera. Si g =4, tenemos una esfera con 1 asa, es decir, un toro
o topolégicamente equivalénte.a St x S1. Para g > 2, la superficie se obtiene
uniendo g asas a la 2-esfera.

Definicion 1.2.2. El entero g es~llamado el género topolégico de una
superficie de Riemann compacta.

El género topolégico defuna superfigiedle Riemann compacta es un inva-
riante fundamental.

1.3. Ejemplos de superficies'de Riemann

Esta seccion se utiliza para dar algunos ejemplos) variados e importan-
tes de superficies de Riemann. Los resultados puéden, ser consultados en
[Miranda-1995].

1. Linea proyectiva

Sean z,w € C? — {0}, z = (20,21), w = (wp,w;) yN € C— {0}.
Decimos que z estd relacionado con w (z ~ w) siempre quevz = Aw.

Definicién 1.3.1. La linea proyectiva compleja se define’como el
espacio cociente (C* — {0})/ ~, el cual denotaremos como CP¥g)sus
clases de equivalencia como (zq : z1).

Entonces, un punto en CP* corresponde a una linea, sin el origen, gené-
rada por algiin z € C? — {0}. Los puntos (z : z;) de CP! son llamadas
coordenadas homogéneas.

Definimos Uy = {(20: 21) : 20 #0} y Uy = {(20: 21) : 21 #0}.
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1.3. EJEMPLOS DE SUPERFICIES DE RIEMANN 5

Notemos que cualquier punto (z : 21) del espacio proyectivo CP! cum-
ple que (2g : 21) # 0, esto es, existe 0 < k < 1 tal que 2, # 0, de lo cual
se tiene que (2g : z1) € Uy. Asi, los abiertos Uy y U; cubren al espacio
CP!.

Definamos los homeomorfismos ¢g : Uy — C y ¢1 : Uy — C dados
poL do(o : 21) = 2y ¢1(20 : z1) = 2. Los homeomorfismos ¢o y ¢1
estdn bien definidos, ya que si (zg : 21) = (2{, : 21) € Up, entonces existe
un complejo A # 0 tal que (2, 21) = Mz, 21) < 2{ = Az0 ¥y 2} = A2y
A o_da oz

=A== ®0(20 : 21). De manera anéloga

se tiene qued (2] : 21) = ¢1(20 @ 21), para toda (zg, 21) € Us.

Entoncesyhg(z) : 1) =

Las funciones ¢g.y ¢ son biyectivas, ya que sus inversas estan dadas
por ¢y (w) = (@ sav) v ¢ (w) = (w : 1), respectivamente.

Notemos que cualguier punto (z : w) € Uy N Uj es tal que z,w # 0.
Entonces, ¢p(Uy N'U;).C C — {0}. Asi, tenemos que la composiciéon
progyt 1 C—{0} —(C* {0} esta dada por ¢y 0h, ' (s) = é1(py ' (s)) =
¢1(1:s) =1, 50, la ual es holomorfa.

Proposicién 1.3.1=CP! €5 Hausdorff.

Dem. Uy y Uy son Hausdorff. Asigsitomamos p,q € Uy (o Uy), podemos
separar p y ¢ por abiertos, disjutites.Si p € Uy — Uy v q € Uy — U,
entonces p = (1 : 0) vy G,=,(0 : V) los cuales son separados por los
abiertos ¢y (D1(0)) v ¢7 ' (2¢(Q)), reSpectivamente. Por lo cual, CP! es
Hausdorft. m

Hasta ahora, tenemos que CP! es un espaciefopolégico conexo y Haus-
dorff de dimensién 1 con un atlas analitico dado™por las cartas ¢g y ¢1.
Por lo tanto, CP! es una superficie de Rieman:

2. Graficas de funciones holomorfas

Sea g : V — C una funcién holomorfa sobre un subconjunto V' C C
abierto y conexo. La gréafica de g esta dada por

X :={(2,9(2)): z€V}.

A X se le hereda la topologia de subespacio dada por C2%/ Sea
m: X — V, la proyeccién dada por 7(z,g(z)) = z, la cual es hemeo-
morfismo con inversa 7 1(2) = (z,g(z)). Asi, 7 es una carta complecja
sobre X, es decir, determina un atlas analitico de X dado por esta ini
ca carta compleja. Més atin, X es Hausdorff (porque C? es Hausdorff)

+ iThenticate Pagina 19 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



+ iThenticate Pégina 20 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

¥, como V es conexo y 7 es continua, 7~ (V) = X, también es conexo.
Pér 1o tanto, X tiene estructura de superficie de Riemann.

3. Curvas planas afines suaves

Sea f#€ C[z,w] un polinomio. El conjunto de puntos C' := {(z,w) €
C? : f(z)w) = 0} es llamado el lugar de ceros de f. Por el teorema
de la funéion.implicita se tiene que el lugar de ceros de un polinomio
f € Clz,wlprede ser descrito localmente como una gréfica, y por lo
tanto, localmente es una superficie de Riemann.

Teorema 1.3.1¥ (de [a funcion implicita) (ver [Miranda-1995)], pdg.
10) Sea C' el lugartde ceros del polinomio f € Clz,w]. Si (2, wp) € C
cumple que %(Zo,w()) # 0, entonces existe una funcion holomorfa g
definida en una vecind@d.V de zy, tal que C' es la grifica de gajgerca de

(z0,wp). Es decir, C ={(z,9(z)) : z € V}. Mds ain, ¢ = —g_—;, cerca

ow
de zp.

Notar que si g—i(zo, wo ) =0y %(zo, wy) # 0, entonces se puede aplicar
el teorema en la variable z para_ver a C' localmente como una
gréafica.

Definicion 1.3.2.

1) Una curva plana afin es el lugar de ¢éros C' de algin polinomio

f e Clz,w.
. . .0
2) é?ado p € C, decimos que [ es no singularen p, si a—’zc(p) #0 o0
5L(p) # 0.
3) Decimos que C' es no singular o suave si f ‘es no singular en
cualquier punto p € C.

Dada una curva plana afin suave C' definida por un polinomie, f €
Clz,w], se tiene que g—i(p) #0o0 %(p) # 0, para todo p = (zp,) € C.
Por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién holonorfa g,
en una vecindad U, de p tal que C' es la grafica de g,.

Analogamente como se hizo con graficas, podemos considerar las pto-
yecciones 7¥ : U — C o nf : U, — C que son homeomorfismos d¢
U, en su imagen, para todo p € C. Por lo que, los dominios U, de
las proyecciones cubren a la curva C. Asi, tenemos un atlas para C,
A= {n?, wP . pe C}. Veamos que A es analitico.
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1.4. CURVAS ALGEBRAICAS PROYECTIVAS 7

Si las dos cartas tomadas en A se obtienen usando la proyeccién en la
variable z, es decir, 72 y 7, y sus dominios U, U, se intercan, entonces
7o (7?)~! = Id, la cual es holomorfa. Un resultado andlogo se tiene si
ambas cartas se obtienen de la proyeccion en la varibale w.

Tomamos ahora dos cartas 7%, 74 y un punto p’ = (zp,wp) en la in-
terseccion de su dominios. Sabemos que cerca de p’, C es localmente
la gfafiea de una funcién holomorfa g. Entonces, (72)71(2) = (2, g(2)).
Por logeual, 74 o (72)71(2) = mu(2,9(2)) = g(2) es holomorfa. Por lo
tanto, el atlas de C' dado por las proyecciones es un atlas analitico.

Se puede demostrar que la curva C' es conexa, por lo cual se enuncia el
siguiente resultado:

Teorema 1.3.2+(ver [Miranda-1995], pdg. 11) Si f € Clz,w] es un
polinomio irreducible, entonces C' es conexa. Por lo tanto, si f es no
singular e irreduciblé, entonces C' es una superficie de Riemann.

En el caso de que f seagizreducible, decimos que C' es una curva plana
afin irreducible.

Ejemplo 1.3.1. (ver/Miranda-4995], pig. 12) Sea h € C|z] un polino-
mio que no es wnY cuadrado” perfecto. Entonces, el polinomio
f(z,w) = w? —h(2) esirreducible” Mds atn, si h tiene raices distintas,
f es no singular. Por lofcual, la curva plana afin irreducible asociada
a f es una superficie de Riemnann.

1.4. Curvas algebraicas proyeectivas

Las curvas algebraicas en el plano proyectivo dadas por polinomios homo-
géneos F'(z,y,z), bajo ciertas condiciones de suavidad ¢ itreducibilidad, son
superficies de Riemann con la propiedad de ser compactag=Esto es tratado
en la presente seccién y se dard un resultado importante-que nos permite
calcular el género topolégico de dichas superficies.

Los resultados dados en esta seccién son obtenidos de [Miranda-1995].

Sean (z,y,2), (z',y,2') € C° — {0}, decimos que (z,y,2) y @y, 2)
estan relacionados, y escribimos (z,y, z) ~ (2/,y/, '), si y solo si (2, 45 24, =
Mz, y, z), para alguin A € C — {0}.

Definicién 1.4.1. El plano proyectivo, denotado como CP2, es definido
como el espacio cociente (C* —{0})/ ~.
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Elplano proyectivo es dotado con la topologia cociente a través de la
funcign”proyeccién entre C3 — {0} y CP2

Losfelementos (z : y : z) de CP? son llamados coordenadas homogéneas.
Las coordenadas homogéneas dependen de los representantes, sin embargo,
siempre estédn bien definidas salvo representantes.

De la misma mianera a como se hizo para CP!, se definen los abiertos
Up=H(rsy:2) |x#0}, Ui={(z:y:2)|y#0}

yoUs ={(z:y:2) |z #0}

Los cuales forman una cubietta abierta para CP2?. También se tienen funcio-

nes:
bo: Uy — C* 7 geUy, — C? y ¢ : Uy — C2,
dadas por:
N ey (T2 ey (TY
nloyi2) = (22) . oty (L2 v aaloyin) = (44,

Cuyas inversas estan dadas pef;

¢ (a,0) = (1:a:b), ¢y (arb)=(a:1sb) v ¢5'(a,b) = (a:b:1).

Estas funciones definen cartas coordénadas paraCP?.

M4s atin, CP? es compacto.

Definicién 1.4.2. Sea f € Clzo,...,2,| un polinomios Se dird que f es
homogéneo de grado d si

FAzo, ., A20) = Mf (20, .., 20).

. ms .
Notemos que si h 1= zg" -+~ 2.7 - -2 € Clzo,..., 2, es un monomio

j
homogéneo de grado d, esto es,

J n

(/\Zo)ml o (/\Zj)mj . ()\Zn)mn — )\d(Z(T)nl C.. ij .. .,2;mn)7 d= ij;
=0

se tiene que:
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1.4. CURVAS ALGEBRAICAS PROYECTIVAS 9
Entonces,
I~ 0h 1 m mi-1  m
7 ngZEZijy(zol i)
j=0 J 3=0
1 - m m; m
:E mJ(ZOl Z]J 'Znn)
§=0
1 - m m m
:a ( mj) (ZO1 Zj] 'Znn)
7=0
=h
En general, cualquier polinomio f € C|z, ..., 2z,] homogéneo de grado d

(todos sus términos tiemens grado d) cumple la identidad
1<~ Of
J==3ant

la cual es llamada formmaula de Fuler.

Sea F(x,y,z) un polinomio homogéneo de grado d. No tiene sentido
pensar en evaluar F' en wivpunto (x sy : z) del plano proyectivo, ya que
(Az : Ay : A\z) es el mismo punte que (#*y : 2) en CP? y en general

F(\z, Ay, \2) EXF (2,9,2) # F(x,y, 2).

Sin embargo, esto cobra sentido siempre qué F(x,y, z) = 0. En esta manera,
definimos X := {(z : y : 2) € CP?: *F(z,y, 2) =0} el lugar de ceros de F.

Definicién 1.4.3. Una curva plana proyectivases el lugar de ceros de
algin polinomio F' homogéneo, no constante, en el glaho proyectivo CP2.

Notemos quesi (z : y : z) € Up (x # 0), se tiene que (& :Jy: z) = (1: £, 2).
Maés atn, si (z :y: 2) € X, F(x,y,z) = 0. Asi, a travégadel mapeo ¢y, se

tiene que:
Xo:=XNUy 2 {(a,b) € C*: F(1,a,b) =0},

la cual es una curva plana afin descrita por el polinomio f(a,b) &¥F(1,a,b).
De una manera analoga se tiene que:

X, =XNU ={(a,b) €C*: F(a,1,b) =0}

y
Xy :=XNU, 2 {(a,b) € C*: F(a,b,1) =0}

son curvas planas afines.
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Definicién 1.4.4. Un polinomio homogéneo F(x,y, z) es no singular, si el
sistéma’de ecuaciones:

o OF _OF _0F
Cor Oy 0z

no tiene solucion en CP2.

Lema 1.4.1. (ver [Miranda-1995], pdg. 15) Supongamos que F(x,y,z) es
un polinomio homogéneo de grado d. Entonces, F' es no singular si y solo si
Xo, X1 y X, son cufvas, planas afines suaves en C2.

Aceptaremos el hecho de’que cualquier polinomio homogéneo no singular
F' es irreducible, para notar que los conjuntos Xy, X; y X5 son curvas planas
afines suaves e irreducibles. Poro-tanto, segin el teorema son superfices
de Riemann.

Proposiciéon 1.4.1. (ver [Miranda-1995], pig. 16) Sea F(x,y,z) un poli-
nomio homogéneo no singular. Entemees, el lugar de ceros X de F' es una
superficie de Riemann compacta.

Definicién 1.4.5. Las curvaes deseritasi ew la proposicion anterior son lla-
madas curvas planas proyectivas suaves:

El siguiente resultado nos permite.calcular el género topoldgico de una
curva plana proyectiva suave a partic. del grade”del polonomio homogéneo
que la define.

Proposicién 1.4.2. (ver [Miranda-1995], pig. 69)7Sean F un polinomio
homogéneo no singular de grado d y X la curva proyectiva suave asociada a

F. Entonces, el género g de X estd dado por la ecuacion{g= W.

1.5. Superficies de Riemann hiperelipticas

Esta seccion estd basada en [Miranda-1995] y [Zoladek-2006].

Antes de dar la construccién de una superficie de Riemann hipereliptica,
necesitamos definir el pegado de superficies de Riemann.

Sean X y Y dos espacios topologicos. Supongamos que existe un homeo-
morfismo ¢ : U — V, donde U C X y V C Y son abiertos. Tomemos
Z ={{z} {y}.{u,0(u)} : e X -U, yeY -V, ue U}y definamos el
mapeo 7 : X UY — Z dado por:
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O N z si ze X —VU,
/L m(z) = }z{ s% z E Y -V,
® {z,0(2)} si zelU.

Deﬁﬁlijﬁ? 1.5.1. Z, con la topologia cociente, es llamado el pegado de X
conY )Pargo de U y V via ¢, el cual denotamos como Z = X UY/¢.

Tomemos X =Y =C, U=V =C—{0} y ¢(z) = L. El
¢ es Z ={{0}, {0} {z 1}}.

Ejemplo
pegado Z =

a)

Figura 1.2: Esfera de Riemann por pe@

En una manera mds explicita, hagamos U = Uy U Uz@l, onde Uy es

el exterior de S* y Uy es el interior de S* (sin el origen). gamente,
hacemos V.= Vi U Vy U SY, con Vi el interior de S* (sin el origen) y Vs el
exterior de S'. Asi, a través de ¢ estamos identificando Uy con con Va
y St consigo mismo. Por tiltimo, pegamos los ceros de cada copia para

obtener la esfera de Riemann Z (ver figura .
La siguiente proposicién nos dice que el pegado de superficies de Rie

mann nos da una superficie de Riemann. Ademaés, nos permite construir @
superficies de Riemann hiperelipticas. .
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Proposicién 1.5.1. (ver [Miranda-1995], pdg. 60) Sean X yY superficies de
Riemamn. Supongamos que existe un isomorfismo ¢ : U — V', con U C X
V' C Y/abiertos no vacios. Entonces, existe una estructura compleja sobre
el pegadofZ)y= X UY/¢ tal que las inclusiones naturales de X yY en Z
son holomorfas. En particular, si Z es Hausdorff, Z es una superficie de
Riemann.

Consideremo§ h(#) un polinomio de grado 2g+¢+1 (e = 0,1) y con raices
distintas. Tomemoga)curva plana afin X definida por la ecuacion y? = h(x)
y consideremos a U “={(z,y) € X : = # 0} subconjunto abierto de X.

Ahora bien, consideremes el polinomio homogenizado de h dado por
k(z) = 2%72h(1). Dado ‘ter h tiene raices distintas, k también tiene raices
distintas. Tomemos la curvaplana afin Y definida por la ecuacién w? = k(z)
y consideremos a V' := {(z,w)€ Y : z # 0} subconjunto abierto de Y.

Definamos el isomorfismo ¢ U.— V dado por ¢(z,y) = (2, -2).

Lema 1.5.1. (ver [Miranda-1995],pédg. 60) Sean X =Y = C? y ¢ dado como
en el pdrrafo anterior. Entonees, el pegado Z = X UY /¢ es una superficie
de Riemann compacta de género’y.

Definiciéon 1.5.2. Las superficies de Riemanin, compactas dadas por el lema
anterior son llamadas superficies de Riemann_hiperelipticas.

En el caso particular que h tenga tres raices ‘distintas, es decir ¢ = 0 y
g = 1, la superficie de Riemann (toro complejo) es Hamada eliptica.

Figura 1.3: Superficie de Riemann V.
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Ejemplo 1.5.2. Sea f(z,y) = y*+a*—x. Las fibras V; = {(z,y) : f(z,y) =
t¥ son superficies de Riemann de la funcidn y = vt +x — 23, la cual gene-
ralmente tienen tres puntos de ramificacion, digamos x1, xo y x3. La figura
muestra la superficie de Riemann que se obtiene.

1.6. Formas diferenciales sobre superficies de
Riemann

Los resultadés dados en esta seccibn son obtenidos de
[Danilov & Shokurev-2013].

En esta seccion daremos la definicion de 0, 1, 2-formas holomorfas sobre
superficies de Riemann{para poder definir los grupos de cohomologia de de
Rham.

Sea S una superficie de Riemann. Un mapeo diferenciable h : S — C
serd referido como una funcién=diferenciable sobre S E] El conjunto

9(S) :={h:S =€ | h eswna funcién diferenciable sobre S}

es una C-algebra. Una deérwacion sebreed(S) en un punto p € S es una
transformacion C-lineal D :[0(S) — C=que satisface la regla de Leibniz,
esto es:

D(f-g9) = D3 9(p) +41p) - D(9).

El conjunto T,(S) := {D : ¥(S) — C|_D-es una derivaciéon} es un
espacio vectorial complejo con las operaciones sumayy producto por escalar
usuales y es llamado el espacio tangente a S en p.

Sea z = x + 1y las coordenadas locales para el puntop &°5. Las derivadas

parciales %(p) y %(p) de la funciéon f € J(S) son derivaciones denotadas

como 2 (p) y a%(p). Definimos

T =5w =it

T =S+

LAqui, h se considera como un mapeo diferenciable con respecto a las estruturas de
variedades diferenciables de S y C.
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Letna)1.6.1. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pdg. 45) Los vectores 2(p) y

a%(p) (Fesp. %(p) Y %(p)) definen una base para el espacio tangente Tp(S).

Ast, dimed,(S) = 2.
Sea
A(S) = {w™ UTP(S) — C | wes lineal sobre cualquier espacio T,,(S5)}.

A(S) es llamado”el=conjunto de 1-formas diferenciales y sus elementos
w € A(S) son llamdes_ d=formas diferenciales.
Dado un vector tagente aa%(p) —I—ba%(p) (resp. a%(p) + b%(p)), definimos

los mapeos dzx y dy como'dz (a%(p) + %(p)b) =aydy (aa%(p) + a%(p)b) =

b (resp. dz = dx +idy y dz= da—idy). Estos mapeos nos permiten escribir
cualquier 1-forma en representacion local dadas por el siguiente lema.

Lema 1.6.2. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pag. 45) Cualquier 1-forma
diferencial w sobre S puede ser eserita localmente como

wly = fdz Hgdzp = (f% g)dx + (f — g)idy,

donde f y g son funciones complejas sobre_algun abierto U de S y z = x +1iy
sus coordenadas locales en U.

Ahora bien, una 1-forma diferencial w|y = fd€+gdz se dird diferenciable,
si f y g son funciones diferenciables pata_¢ualquief &5, Denotemos por Al el
conjunto de 1-formas diferenciables, el cual es un espacio vectorial sobre S.

Por otro lado, sean A0 = {w € A' : w = fdz} 4 A" = {w e A" :
w= fdz}. A%y A%! son subespacios vectoriales compléjos,de Al tales que
Al — Al,o o) AO,l‘

Andalogamente, para k > 1, definimos el conjunto de k-foxmassdiferencia-
les como las secciones w: S — A*(S), donde

k
AR(S) = {w: D Wyt HTP(S) — C | w, es multilineal Vp € S} :

/=1

El producto tensorial ® : A' x A} — C de 1-formas diferenciales esté
dado por @(wy,ws) = wi(t1) - wa(te), donde (t1,t2) € T,(S) x T,(S).

Tenemos que, localmente, cualquier forma diferencial w puede ser escrita
como una combinacién lineal de productos tensoriales de los elementos dz y
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dz.

St w; y we son 1-formas diferenciales, definimos el producto exterior de
éstas‘como la 2-forma diferencial

Wi A wy = §(w1®w2—wg®w1).
Observacién_1.6.1. Sean wy,wy 1-formas diferenciales. Se tiene que:
1. wi Awy ="—=w5h A wi.
2. wi ANwy; =0.
3. En particular, delanciso 2, se tiene que:

dzNdz==dzNdz y dzANdz=dzNdz=0O.

En nuestro caso, como_una superficie de Riemann es 2-dimensional como
variedad diferenciable, 4¥ =_0, para.k > 2. Ademds, por definicién A° =
Y(5). Ahora, dado que d2.='dx + idy y*dz = dx — idy, se tiene que

dz N dz = (dz +idy) N (dz —idy)
((dzx +idy) ® (dx —idy)— (dx #1dy) ® (dz + idy))

(drdxr — idxdy + idydx 4+ dydy — dadry— idrxdy + idydz — dydy)

1
2
1
2
1
5 (—2idzdy + 2idydz)

= —i (dzdy — dydz)

= —i(dx ® dy — dy ® dx)

= —idx N\ dy.
Entonces, cualquier 2-forma tiene una representacion en coordenadas locales
dada por w = fdz Adz = —ifdx A dy. De esta manera, se tienesqué dadas

dos 1-formas en coordenadas locales, w; = fidz + g1dz y wo = folzA4 godZ,
su producto exterior estd dado por

wi Awy = (fidz + g1dZ) A (fodz + g2dZ)

fi n
fa 92

dz Ndz.
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177, .Cohomologia de de Rham para una su-
perficie de Riemann

En esta_séccion se definird la derivada exterior de formas diferenciales
para poder cohistruir los grupos de cohomologia de de Rham sobre una su-
perficie de Riémann. Los resultados dados en esta seccién son obtenidos de
[Danilov & Shokurov=2013].

Sea S una supetficie de Riemann. Vamos a definir un mapeo C-lineal
d: A — A7 Nlamddoda derivada exterior y mapeos 9,0 : AL — AL
Para tal caso, primero’definimos d : A — A' como

df == 0f +0f,
donde 87 o/
af = adz y Of = %di

Ahora, definimos los mapéos 0,0 : A — A? como

99

ER dz NdZz

O(fdz+ gdz) == 0f NdaA0gNdz = 0g Ndz =

O(fdz + gdz) :== Of Ndz+ OgNdz = Of Ndz = g—de/\dz.
z
Asi, d: A — A? es tal que

d(fdz + gdz) := O(fdz + gdz) + O(fdzF giz)

_ 0Og _aof
—(%dz/\dz—iragdz/\dz
_0g _Of _
—azdz/\dz— azdz/\alz
_(0g Of _

= (82 82) dz Ndz.

Es posible definir d, 9,0 : AY — A" para [ > 2. Sin embargo, dado que‘en
una superficie de Riemann el conjunto AF =0, para k > 3, estos mapeos'son
triviales, es decir, d, 0,0 = 0.

Observacién 1.7.1. Si f € Y(s), entonces se tiene lo siguiente:

1. 9* =0, ya que 9(0(f)) = 0 (%Ldz) = %dz Ndz=0.
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1.7. COHOMOLOGIA DE DE RHAM PARA UNA SUPERFICIE 17
2. 9 =0, ya que JA(f)) = 0 (2Ldz) = L4dz ndz = 0.

3.000=—000, ya que

- of
a(0(f)) =0 ($d2>
_f
©020Z

_
020z

Pf
= _8282dZAdZ

__5(9f

dz Ndz

dz Ndz

Una k-forma diferencial w € A* es llamada cergada siempre que dw = 0.
Diremos que w es eracta siempre que w = dr, patayalguna (k — 1)-forma
diferencial 7.

Notacién 1.7.1. El conjunto de k-formas diferenciales cefradas es denotado
por ZX(S). Asi mismo, B%(S) denota el conjunto de k-formas diferenciales
exactas.

Notemos que si w € B%(S), entonces w = dr. Asi, dw = d(dry=4d*(1) =
0. Por lo cual, w € Z%(S). Tenemos entonces que B%(S) C Z¥(S).

Definicién 1.7.1. El k-ésimo grupo de cohomologia de de Rham ‘es

el cociente .

Z4(S)

Hpp(S) = H5(S,C) == =,
DR( ) d( ) Bs(s>

k=0,1,2.
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Para una superficie de Riemann compacta, la siguiente proposiciéon nos
permite” calcular la dimensién del 1-grupo de cohomologia de de Rham a
partir del.género de la superficie.

Proposicionel1.7.1. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pag. 51) Para una su-
perficie de Riemnann compacta S de género g se tiene que:

dime Hpp(S) = 2g.

1.8. Fibracion”de Milnor

La definiciéon del haz dé Milnor o fibracion de Milnor que damos en esta
seccion, es usando el enfoquesde;Arnold—Varchenko—Gusein-Zade en su libro
[Arnol’d et al.-2012]. Esta definieion tambien puede ser consultada en los
textos [Zoladek-2000], [Arnol’d etah-1998| y [Wall-2004]. Pues bien, tenemos
las siguientes definiciones:

Definicién 1.8.1. Sea m ¢« E — B_ung funcion suave entre variedades
suaves E y B, con dimFE =maj dimB =n,

1. Diremos que m es propia sipara todosompacto K C B se tiene que,
7 1K) es compacto en E.

2. Se dird que ™ es una sumersion en p € £ siempre que la matriz
de derivadas parciales Dr : T,E == T B{tenga rango n, es decir,
rank[Dn] = dimT,q) B = dimB.

El siguiente teorema (de la fibracion de Ehresman) Tauéstra condiciones
suficientes para que un mapeo entre variedades sea una fibracién suave lo-
calmente trivial (ver apéndice [A] seccién [A.1]). Este teorenfa hes ayuda a
construir la fibracion de Milnor asociada a un germen f.

Teorema 1.8.1. (ver [Wall-2004), pag. 132) (Teorema de la fibracién
de Ehresmann) Si E es una variedad y 7 : E — B es un mapeq tal
que E es compacta, mds generalmente, m es propio y tanto m como lap’ son
submersiones, entonces ™ es una fibracion suave localmente trivial.

A partir de esta seccién, una fibracién suave localmente trivial sera refé-
rida solamente como una fibracion.

Sea f: (C?,0) — (C,0) un germen de curva plana con singularidad ais-
lada en el origen. Para f se puede elegir un buen representante que consiste
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1.8. FIBRACION DE MILNOR 19

én restringir dominio y rango, lo cual permite obtener una fibracién suave lo-
calmente trivial que, como veremos mas adelante, sera la base para construir
ottos-objetos que son el objetivo del presente manuscrito.

Denotemos por B, la bola en C? centrada en el origen de radio € con
frontera 9B, = S.. De igual manera, D, denota la bola en C centrada en el
origen ¥ dé radio 1 con 9D, = S,. Ademas, sea Dy := D, — {0}.

Lema 1.8 . /fver [Wall-2004], pag. 109) Para € suficientemente pequenio, la
curva C = fT0) no es tangente a S..

Teorema 1.8.2u(ver [Wall-2004), pag. 134) Para € suficientemente pequeno
podemos encontrar mp-tal que ny > n y el mapeo

fi=4

Bonf-1(px) - BeN fﬁl(D;) — Dy
es la proyeccion de una fibraeion suave.

Dem. Sea K un conjuntg,compacto de Dy, esto es, dada una cubierta abierta

{Ui}ier de K, existe unasubcubiertafinita, digamos K = |JU; = | ( U {t})
s=1 s=1 \teUs

Ahora, las fibras f; 1(t), para todo_tc, D;, son cerradas y acotadas en

B. N f~Y(D,). Asi, por el teotema de Heine-Borel, f;'(¢) son compactas,

entonces

[ = gy (U (U{t})) 7)) (Uffl(t)> |

es compacto, por lo cual f; es propia.

Veamos que f; y su restricion a S, U f *(D;) son submersiones:

» Como f tiene singularidad aislada en el origen, dfi (&, w) = 0 si y solo
si (z,w) = (0,0). Por lo cual, dfy : T, (B. N f~1(D;)) — Ty D;; tiene
rango 1, para todo p € B.N f _I(D;). Entonces, f; es und submersién
enp € BN f1(D;).

» Para cualquier punto de S. N f~(0), f|s. es submersién siy/solo si
f710) no es tangente a S, lo cual se cumple para e suficientemente
pequetio, de acuerdo con el lema [[.8.1] Asi, la restriccién de f (sqbre
alguna vecindad V de S. U f71(0) en S, es también una submersibn!
Tomando 7, suficientemente pequeiio S, U f ’1(D;‘7‘0) esta contenida en
V. Por lo tanto, f]seufq(D%) es submersion.
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Hemos demostrado entonces que f; es propia y tanto f; como su res-
tricionsa,S. U f *1(D:‘7) son submersiones. Usando el teorema de la fibracién
de Ehresmann [1.8.1) se concluye que f; es una fibracién suave localmente
trivial. O

Ahora bien, \del teorema [1.8.2] se tiene que f; es una fibraciéon suave
localmente trividl, Entonces, para todo x € D; existe una vecindad U de x
y un difeomorfismo/® : A — F x U, A = f;*(U), el cual hace conmutativo
el siguiente digram@

[}
W) FxU
it proyz

Més atin, como D; es conexa, por la propgsicion , todas fibras de f; son
difeomorfas entre si. Por lo cual \F es tini€a salvo difeomorfismo.

F' es llamada la fibra de Milnor.

Ejemplo 1.8.1. Sea f = y?>—2>. Las{fibras de f sé-ven como en la figura[l.4)

Figura 1.4: Fibraciéon asociada a la caspide.

En el caso cuando f es un germen de polinomio tal que f se factoriza
como f = fi--- f, y no tiene factores repetidos, estos es, f; # f; para ¢ # j.
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Denotaremos como C' la curva plana afin generada por f y Ci,...,C, las
¢upvas generadas por fi, ..., f,, respectivamente. Notemos que C' = (J C}.
j=1
Definicion 1.8.2. Las ramas de la curva C son las curvas Cy,...,C,.. En

este casof€ tiene r ramas.

Para un gezmen de polinomio f, sean C'y F, su curva y fibra de Milnor
(fibra asociada.a su fibracién de Milnor). Sea r el nimero de ramas de C.

Proposicion 1.84. (ver [Wall-2004)], pdg. 139) F es una superficie com-
pacta, conexa, orientable y r componentes acotadas.

1.9. Haces vectoriales complejos y holomor-
fos

Los resultados de/ la presente seccion se pueden consultar en
[Griffiths & Harris-1978._pdg. 66].

Sea M una variedad diferenciable.

Definicién 1.9.1. Un C'*°-haz vectorial )complejo, de rango k sobre M,
es una familia {E,}.em de espacios vectoriales complejos parametrizada por

M, junto con una estructura de variedad C°=diferenciable sobre E = |J E,
xeEM
tal que:

1. El mapeo proyeccion 7 : E — M, dado por w(Ey) = x, es C.

2. Para cualquier xo € M, existe una vecindad U de £y y4in difeomorfismo
¢y : 7 H(U) — U x C*, induce un C-isomorfismosentre los espacios
vectoriales E, y {x} x CF, para cualquier x € U. &y es, llamada la
trivializacion de E sobre U.

Un C*°-haz vectorial complejo de rango k sobre M lo denotames simple-
mente por £ = M. El conjuto E, = n~(x) C E es llamado la fibrd de 7
sobre x y su dimension es llamada el rango de E.

Al conjunto de transformaciones lineales invertibles sobre C* (mattiees
invertibles de k x k) lo denotaremos por G L.

Notemos que:
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= Dado un haz vectorial complejo F, cualquier par de trivializaciones ¢y,
@7 ,determinan las llamadas funciones de transicion dadas por:

quv uvnv — GLk
v = (¢vody') lyxcr

Las funciones de transicion son C'*° y cumplen las siguientes propieda-
des:
gU\/(I) . gVU(I) =id, VeeUNYV, (11)

ng(.'IT) . ng(I) . gWU(ZL’) =id, YeeUNVNW. (12)

» Asi mismo, dada”una cubierta abierta {U,}qaes de M y funciones de
clase O, gop : Uy, OUg — G'Ly, que satisfacen las identidades dadas
anteriormente, entorcessexiste un tnico haz vectorial complejo £ — M

con funciones de transi€ién { g,z }: si el haz vectorial E es visto como un

conjunto de puntos E ="{@,}.cnr, dado que para todo z € M = |J U,
acJ

existe 3 tal que x € Uy y un-difeomorfismo ¢, : 71 (U,) — U, x C*
que toma p, = {x} x Ck; entonces E debe ser la unién

U (Uyx C¥)
acJ
con puntos (z,\) € U, x C*;
Definicién 1.9.2.

1. Un subhaz F C E de un haz Exes una coleccion {F, C E,}.cm de

subespacios de los espacios vectoridles E,, talessue F' = |J F, C E
zeM
es una subvariedad de E.

2. Una seccién de un haz vectorial E = M sobre U @ M es un mapeo
o:U — FE el cual es C* y satisface o(z) € E,, V¥V x© €U\

Consideremos ahora a M una variedad compleja.
Definicién 1.9.3.

1. Diremos que un C*®-haz vectorial complejo E = M es un haz ¥ee-
torial holomorfo, si F tiene estructura de variedad compleja, tal que
para cada x € M existe una vecindad U de x y una trivializacion

oy HU) — U x C*

que es un mapeo btholomorfo de variedades complejas. Estas trivializa-
ciones son llamadas trivializaciones holomorfas.
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2. Un subhaz holomorfo de un haz holomorfo E, es un subhaz FF C F
que tiene estructura de subvariedad compleja de E.

Notemos que si {¢y : 7(Us) —> U, x CF}aer son trivializaciones ho-
lomorfasy entonces las funciones de transicién para E relativas a {¢,} son
holomorfas. Asi mismo, dados mapeos holomorfos g, : Uy, N Ug — G Ly
que cumpleén_ las propiedades v [1.2] entonces podemos construir un haz
vectorial holomiorfo E > M con funciones de transiciéon gus.

1.10. Deformaciones p-constantes

Sea f : (C"*1 0) 5 +(C,0) un germen de funcién holomorfa con singu-
laridad aislada en 0. Censideremos el anillo de gérmenes en 0, Op, en la
bola de Milnor suficientemente pequena D, dada por la fibracion de Milnor
asociada a f, ver teorema [[.8+2).

Queremos considererpa f\como parte de una familia de gérmenes F),
parametrizada por ufi fonjuntoE=c C*, en la cual cada germen tiene el
mismo nimero de Milnor'que.el de'f.

Definicién 1.10.1.

1. Sea Jy := <g—zfj :7=0,.4 ,n> el vdeal*generado por las derivadas par-

ciales de f. Definimos el algebra de dVlilnor como el anillo cociente

OD,Z

Jy

Al cual denotaremos simplemente por Oy.

2. El nimero de Milnor de f en 0, denotado como fi(f), se define como
la dimension del dlgebra de Milnor como C-espacio wectorial, es decir,

Op,o
Jr

,u(f) = dzm@ Of = dlmc

Pedir que f tenga singularidad aislada en 0 es equivalente a pédir que
p(f) < oo (ver [Francisco-2021], pag. 30)

Definicién 1.10.2. Sean f,g : (C""0) — (C,0) gérmenes en 0. Se dirg
que f y g son R-equivalentes, f E g, st existe un biholomorfismo germen
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h #C™1 — C™ para el cual, el diagrama

(Cn+1
lh \
(Cn+1 f C

es conmutativosy h(0) = 0.

Ahora, si pedimog#que dos gérmenes f y g tengan singularidad aislada
en 0, entonces u(f) y'w(g) son finitos. Mas atn, si f y g son R-equivalentes,
Of = O, (ver [Francisco:2021], pag. 34). De donde se sigue que p(f) = p(g),
es decir, bajo R-equivalen¢ia_el niimero de Milnor es constante.

UxT
U
/ I' o[ T ” F)\_l(z/)
| | B F)\*l(z)
.................. | I
Z/
/ﬁz/

VccC V |

Figura 1.5: Deformaciéon para una hipersuperficie singular f.

Definicién 1.10.3.

1. Una deformacioén del germen f : (C*1 0) — (C,0) con baseemT C
C*, es un germen en 0 de una funcién F : (C"1 x CF 0) — (€, 0),
con la propiedad de que F(z,0) = f(z), donde z € C"*! 4 0 € T €*
(ver figura[1.5).

Una deformacion de f la denotaremos simplemente como F), com
ANeT cCh

2. Una deformacion F) se dice ser pu-constante siempre que
w(E\) = u(f), para toda N € T C CF.
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Definicién 1.10.4. Sea f € Clzg, -, 2,| un polinomio. Se dira que f es
casihomogéneo de tipo w = (wy, -+ ,w,) y grado d si

FOWozg, - A 2)) = A f (20, ,20), Y AEC.

Acontinuacion, siguiendo [Kulikov-1998|, pag. 148, se describe un método
para eneontrar una deformacién p-constante para f : C**! — C casihomo-
géneo de tipoyw = (wo, wy, - ,w,) € QU y grado d = 1:

Agoritmo 1.10.1. ,u(f)-deformacién: Kulikov

a) Sea 2t = 292" -zl un monomio. Consideremos el orden monomial

pesado v(z') =75 w;l;
j=0
b) Calculemos una basSesmonomial B = {m; : i = 1,--- ,u(f)} para el

dlgebra de Milnor Oy,

c) Supongamos que y(m)"< v(mg) < - < v(myy) y definamos
k= min{i = &4 u(f) smv(m;) > 1}. Entonces, una deforma-
cion p-constante para f estddada por

FlY(x) = +Z)\m], — (s du(py) € CHITE 1 (103)

Ahora, siguiendo [Hertling-2002-2], se désetribe otro método para encon-
trar una deformacién p-constante para f : C#le— C casihomogéneo de

tipo w = (wo, w1, - -+ ,wy,) y grado d = 1, con 0 <oy, < % Antes, definimos
w(f) n .
t— g
goitl .=
2=l
=1 =1
los nimeros espectrales de f, los cuales son tal que ay; € Q32 =1,..., u(f),

y o < <<y, ver [Hertling-2002-2], pags. 121 y 122,
Agoritmo 1.10.2. p(f)-deformacién: Hertling

a’) Sea xt = x02! - 2l un monomio. Consideremos el orden momemial

pesado v(z') = > w;l;
=0

b’) Calculemos una base monomial B = {m; : i = 1,--- ,u(f)} para €l
dlgebra de Milnor Oy, tales que v(m;) = o; — ;.
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¢’) Supongamos que v(my) < v(my) < - < v(myp). Definamos,
para A = (A,..., ), a v(N) = 1—v(m) y k= min{i =
Lfwr  pu(f) = wv(my) > 1}. Entonces, una deformacion p-constante

para\f) estd dada por

w(f)
Filw)es f(z) + ) Amy, A= (e ) €CHOF (14)
j=k

Ejemplo 1.10.1. ‘Usando algoritmo |1.10.1].

Consideremos al polinomio f = z® + y” + 2% casihomogéneo de tipo w =
(%, %, %) Una base para dlgebra de Milnor Oy estd dada por:

B={1,z,y, %, v*xy*, v*, 2y°, v*, vy, o, 2y}

Los ordenes para cada monomio,de B son:

) 2 2% .3 3 .4 4 .5 5
mi: |1z oy ay v wy\y® oy oyt oayt Y ay

3 T Wz B 3 8 1 193
v(my): ‘ 0 3 7 a1 4 ot 7 7 7

Notemos que casi todos los”elementos de B tienen orden menor que 1,
salvo el monomio xy°® que tierevorden 1+ % Ast, una u(f)-deformacion
para [ =23+ y" + 22 estd dada por:

Fy(2,y,2) = f4+ Aoy’ = 4° +y" + 22401y°, A eC.

Ejemplo 1.10.2. Usando algoritmo [1.10.3
Consideremos a f = x*+y* polinomio casihomogéned_de tipo w = (%1, i)
Notemos que % =423 y % = 493, Asi,

_ Ca,y}
Or= (23, 4%)

Una base para Of es B = {1, 2,2y, 9% xy, vy?, 22y, 2%9y*}. En’la siguiente
tabla presentamos los drdenes pesados para cada monomio de la base O :

m;: ‘ 1 =z y xy 22 > xy? 2%y 2P
. 1 1 2 2 2 3 3
vimg):- 10§ 5§ 3 3 1 1 1
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?e‘donde podemos observar que v(m;) =a; —aq, j=1,...,9, en efecto:

7 S

I
/\/‘\/T\/—\

N

—~

—

~—

I

o

Il

|

|
DO |

I
Q
©
w
|
=2

Qg56 — O,

I Il
Q
X

o0

|

2

“ (%) = 1

¢ (2] oo

Notemos que el unico 10 que tiene orden pesado mayor igual que uno
es 22y?. Por lo cual, una u(f)-deformacion para f = 2* + y* es

:X!}/\x%z =2t +yt + ¥y,

|

<
—

&

[\
N—

I

N
—~
N

[\
N—

Il

N|[W N — =

|

|

TN e R e B NN

|

[

N = N = N =

F(z,

con base T'=C — {2
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Capitulo 2

Reticula de Brieskorn y
conexion de Gauss-Manin en

(C*,0)

En este segundo capitulo, para un germen f : (C?,0) — (C,0) casiho-
mogéneo con singularidad aislada en 0, definimos la reticula de Brieskorn
H© | primero como @1/ cociente~demédulos de 2-formas holomorfas y so-
bre este espacio damos de.forma explicita la conexion de Gauss-Manin, 0
(una manera de “derivar®_segciones). Jsa conexién J; permite descomponer
HO @5 C{t}[t™!] en espacios=propios?y definir la V*-filtracién y la V>*-
filtracion que nos serviran para describit el'mapeo de periodos, ver capitulo
Definimos también el espectro.asociado@ fy sp(f), usando la filtracién de
Hodge F* inducida en el modulo 'de/Milnor:

Finalmente, se determinara la reticula de Brieskorn analiticamente, usan-
do secciones de residuos de Leray sobre 2-formas“helomorfas y el operador
monodromia sobre el primer grupo de cohomologia de\las fibras asociadas a
la fibracién de Milnor.

2.1. Conexién de Gauss-Manin en (C2,0)

Los resultados presentados en esta seccién son establecidos“siguiendo la
tesis [Francisco-2021], la cual estd basada en [Kulikov-1998].

Sea f : (C?,0) — (C,0) un germen de curva plana compleja, con ‘sin-
gularidad aislada en 0, casihomogéneo de grado d = 1 y consideremos’ su

fibracién de Milnor dada por el teorema [1.8.2] A través de los submoédulo$
df NdOcz2p, df NQs,, de Q2. ,, consideremos los cocientes:

29
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QZ
1. HO — %, la reticula de Brieskorn.

df AQL

/ 0) . c2,0

¢ o7 ) .

3. Qp = /7;[(%)) ~ deSézo’ el modulo Jacobiano.

Para f : (C*0) = (C,0) casihomogéneo con singularidad aislada, es
posible obtener una_base con representantes monomiales para el algebra de
Milnor Oy, digamos B :="{z52! + J; : (k,]) € A C N2, |A] = u(f)}. La
base B induce, usando el lema de Nakayama, una base para la reticula de
Brieskorn

B :={[{ldzo Nd2y) ¢ (k1) € ACNY, Al = p(f)},

donde [2f2}dzo A dz] = 2bzidz idzr + df A dOc2 .

Sean K := C{t}[t7'] y M := K€l ..., euy)), donde ey, ..., e, son los
basicos de B, como en el parrafo anterior.

Definicién 2.1.1. (ver [Kulikov-1998)], pdg.,20) Una conexién meromorfa
en el K-espacio wectorial \M es( wna transformacion C-lineal
D = Va: M — M que satisface-la~regla ‘de’Leibniz

t

D(gm) = %m + gD(m) =Yg € CH}[B'], m € M.

Sea B = Op = C{t}. Entonces, K = B[t!].

Observacién 2.1.1. Los elementos de K = (t]f[—ﬂl)? t €@B-— {0} son de la
forma: [g(s)] = g(s) + (ts — 1), donde

9(s) =go+ g5+ ... —I—glsl, leZ,,

es un polinomio en la variable s, es decir, g(s) € B[s], con”coeficientes
9o, g1, ---, g1 series de Taylor en t.

A continuacion, definimos qué es una conexion en un par de B-médulos
Ey F,con ECF.

Definicién 2.1.2. Sean E y F', con E C F, B-modulos. Una transformacion,
C-lineal
D:E—F

que cumple la regla de Leibniz, es llamada una conexién del par (E, F).
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2.1. CONEXION DE GAUSS-MANIN EN (C%0) 31

Sea D : E — F una conexién para el par de B-médulos (F, F). Consi-
deéremos los B-modulos E' y F' para obtener sus localizaciones respectivas:

STTE=E®sS™'B y S7'F=F®zS™'B,
donde S& {t":n=0,1,2,...} es un sistema multiplicativo. Esto es,
STE=FEesK vy ST'F =F @3 K.

Lema 2.1.1.0er [Kulikov-1998], pdg. 20) Sea D : E — F una conexidn
para el par de B-médulos (E, F'). Supongamos que dimg % < 00. FEntonces,
STE = S7YF. Mds ain, si definimos M := S™'E = S~'F, entonces el
operador D se extiende a M de tal manera queV s € E yV k € Z

1 1 k
D(S®t_k)_D<8)®t_k_S®W'

Esto es, D: M — M es un@=conexrion meromorfa.

Definicién 2.1.3. LaConexiénde Gauss-Manin en 'H© estd dada por
el mapeo:

O Y — HO)
[df A (Adzy ¥ Bdz)] — [d(Adzy + Bdz)],

donde d es la derivada exterior, és decir,

d(Adzy + Bdz) = (g—ZB — %) dzp N\ dz;.
0 1

Explicitamente, de la definicién anterior,

0B 0A
8t([df A (AdZQ + Ble)D = (a — 5) dZo A\ le -+ df N dO(cQ’o.
0 1

Sean E := '"H y F := #®. E y F son B-médulos. Comon2 ~ O, y
dim¢ Of = p(f) < oo, entonces por el lema se sigue que

0 ! HO — HO
se extiende a una conexién meromorfa en H® @ C{t}[t7']. Esto es,

0, : HO @ C{t}[t™'] — HO @ C{t}[t™"]
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esina conexion meromorfa llamada la conexion de Gauss-Manin para el
gerien’de curva plana f : (C?,0) — (C,0) con singularidad aislada en
0 e C?,

Tenerfi0s' definido el operador 9; en "H(®. La cuestién ahora es, jcémo
calcular d,#én*elementos de H(® usando 9; como estd definida en "H(0?
Veamos:

Sea v € H@ _HFuego,

v =a(z,z1)dz A\ dzy + df N dOcz2 o = adzy A dzy + df A dOcz .

Pero, Oc2 9 3 f (nuestrosgermen) cumple la identidad de Euler, es decir,
f = zowo fo + z1w1 f1, wo, w{ los exponentes de f. De lo cual,

frv=f-(adzy Adz + df NdOc2y)
= (zowo fo + z1w1 f1)adzo A dzat df A dOc2
= (zowo foa + 21w fra)dzg N'dzy % df N dOc2 g
R

—zZ1wia Zopwoa

dZO /X le + df A do(c270

=df An+df ANdOczp, dénde n = (Fwizia)dzo + (wozoa)dz1 € Qo .

Esto es,
frv=df An+df NdOg o = [dfhen] € "HO.

Podemos entonces aplicar 0, a [df A n] obgeniende:
Or([df Anl) = [d(n)] = [d((—wiz1a)dzo + (Wezba)dz1)]-
Como,

d(n) = d((—wyz1a)dzy + (wozoa)dzy)

8(1(]02066(20, 21))) a(wlzla(z(]?zl))
( 02 * 0z

) dZO A le.
Obtenemos que:

O,([df An)) = K@(WOZOSZO’Zl))) + a(wlzla“z(f“’zl))) dzo A d,zl} . (2

Ahora bien,

O(fv) =0t -v) =t -v+t-0(v) =v+1t-0v)
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:>6()——1 +1 Oy(t - ) :>(‘9()——1 +18(t )
V) = ; v ; t v t\V) = f v f t v

1 1

= O(v)=—=-v+=-[dn), YveHO.

f f

Pét tanto, definimos la conezion de Gauss-Manin 0, en H® como:
— d
By(v) = M7 Vo € HO.

Notemos qué.en especial, para los basicos de H©)
V= ["d2] = 252k dz A dzy + df A dOcz
se tiene que f-v =df An+df N dOc¢zp, con
n =((Sw1 21282 ) dzo + (woze2b 2t d2y.

Ademas,

AMwozozb2t) _ O(wi2z1282h)
_|_
820 821

k+1 1 k141
(3 (wozg™' =) +8(w12021 )>dzo/\d21

8Z0 821

dZO AN le

((k + Dwokh 24 + (I F w2521 dzo A dz
= ((k + )wo H(LA 1wy V2gzhdzo A dz
((k + Dwo + (I'+ 1wy ) 2™z

= d(n) = ((k+ Dwo + (I + 1)uw)2Vdz=. (2.2)
Por lo tanto, usando la ecuacion tenemos entonces,que:
—[z"dz] + [d(n)]
S
_ —[emdz] + [((B + Dwo + (I + w,) 2" d#]
f
(=14 (k+ Dwo + (I + D)wy) [z™dz]
7 :

o ([z"dz]) =

Esto es,
a(m)[z™dz]

f ?
donde a(m) = (k+ Lwo + (I + 1)w;, — 1.

O ([zMdz]) =
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Proposicion 2.1.1. Para un germen de singularidad aislada en 0,
f :9(C?,0) — (C,0) casihomogéneo de grado 1 1y exponentes wi,ws, el
operador.

tod : HO @ C{t}t7] — HO @ C{t}[t7],

tiene a B ={[zdz] : m € A} como base de eigenvectores con valores propios
asociados de‘aeuerdo a la siguiente relacion:

‘to0y([z"dz]) = a(m)[z™dz],

donde [z™dz] = &2 degNde1 +df NdOc2g , m = (k,1) y -t es solo multiplicar
port=f.
Notacién 2.1.1.

1. ey = [2"dz], con [z™dz]ye B = {[z"dz] : m € A}.

2. M :=HO @y C{t}[t7!]

Dado e,, = 2"dz + df NdOcz25 € By a(m) su valor propio asociado,
consideramos los espacios Ugmy-generados por e,,, los cuales nos permiten

definir nuevos espacios Cy () i=C - tF i eq, k € Z. Los espacios Ca(m)+k> &
su vez, permiten descomponer a. M, como

M =B uinfs
a(m) ‘kEZ
Por lo cual, cada elemento s € M se ve_ de la forma’s = > Sa(m)+k> CON
a(m),k
Sa(m)+k € Ca(m)—‘rk'
Definimos los subespacios de M:

V= @ Ca(m)+k7 kel

B<a(m)+k
V>/B = @ Ca(m)+k, k € Z.

B<a(m)+k

Los conjuntos V# y V># definen filtraciones

LCVAt Vi CcYAlc. y Lyt cylcyeitlc L

sobre M, llamadas V'*-filtracién y V=*-filtracidn, respectivamente.
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2.2. Espectro para un germen de curva plana

Otro de los invariantes asociados a un germen de funcién analitica f es
el espectro, sp(f). Esta seccion es entonces dedicada a definir sp(f), usando
la filtfacion de Hodge.

Tomande n = 1, sea A como en la proposicién 2.1.1} Para p = 0,1,
considérese

Ay ={meA:n—p—-1<alm)<n-—p}
={meA:—p<a(m)<1-p},
AZ()Z:A()UAl.

Ahora bien, definimos i 3= 0; 7 [em] , para cada m € A. Por lo tanto, por
definicién, se tiene el siguieite resultado.

Lema 2.2.1. Si m € Ay, entonces 1, € Comm) = 8,51_pCa(m), con
—1<a(m)<0ya(m)=alm)—(1—p).

Definicién 2.2.1. Définemos C == P C-n,, vy FPC:= P C-ny,.

meA meA>,
Los espacios FPC satisfacen FPTC @ IXC, y por lo tanto, determinan una
filtracion sobre C:
C = FCAOW'C D% = {0},

la cual es llamada la “F*-filtracién’'de Hodge,”

El siguiente lema nos da una relacion entre la_F*-filtraciéon de Hodge y la
V*-filtracion que nos ayuda a definir el espectro.

Lema 2.2.2.
~ m afm)+1—
P ctCum=PC "= P Gyt ro;,
—1<a(m)<0 me, —1<a(m)<0

Dem. Directamente, a partir de la definicion de la filtracion de Hodge y del

hecho
Q«2:20
O, — Oc2o Q<202,0 o YNdOc2 HO
f Jf - df A Q<1C2 0 - df/\QéQ’O 174(0)°
’ df AdO¢2

se puede obtener la demostracion, la cual se puede consultar en [Francisco-2021,
péag. 93] (cf. [Kulikov-1998|, pag. 116] para ver un resultado mas general). [J
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En) general, el espectro de f, se define con la filtracién de Hodge, ver
[Kulikev,1998, pag. 116]. La siguiente, es una forma alternativa para dicha
definiciéngeen la que se usa el lema[2.2.2] y consiste en basarse en el enfoque de
A.N. Varchenko a través de expansiones asintoticas de periodos de integrales

(ver [Arnol’d"et al.-2012]):

Definicién 2.2.2.° FEl espectro de f estd dado por:
sp(f) = {afm) + (1 —p) : Grit PO, 40, m e A, p=0, 1}.
Asimismo, la multipli¢idad de cada € sp(f) es dg := dim¢ (Gr60f> .

Una propiedad muy Gmportante del espectro es la siguiente, para una
demostracion, ver [Kulikov=1998, pag. 118] y [Hertling-2002, pag. 172].

Proposiciéon 2.2.1. Para unggermen casihomogéneo de singularidad aisla-
da de curva plana f: (C%0) = (€,0), los nimeros espectrales 3 € sp(f)
satisfacen las siquientes propiedades:

i) Sidg # 0 entonces —4"< [ < 1. Esto es, sp(f) C (—1,1).
it) Propiedad de simetria endas multipli€idades: d_p = dg.

i) Para cada i =1,...,u(f): Bi==L.11&i, con B; € sp(f).

2.3. Reticula de Brieskorn y-residuos de Le-
ray

Presentamos en esta seccién, la manera analitica de des¢ribir la reticula
de Brieskorn usando residuos de Leray y el operador monodromia.

2.3.1. Residuo de Leray

Para los resultados presentados en este apartado, seguiremos [Weber-1998)]
y [Weber-2005] (cf. [Zoladek-2006], pag. 123]). Sea W una hipersuperficié no
singular en C? dada por

W = {(Zo, 21) € C2 : h(Zo, 21) = O},

donde A es una funciéon holomorfa y su diferencial satisface la condicién
dh(z) # 0,V z € W. Por otra parte, consideremos una 2-forma holomor-
fa con un polo simple (a lo mas de orden 1) a lo largo de W, & € Q*(C*\ W).

+ iThenticate P4gina 50 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



+ iThenticate Pégina 51 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

2.3. RETICULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 37

Bsto es, la forma diferencial, que se obtiene al multiplicar w por h, h - w, es
hélomorfa en el germen (C?,0). Entonces, se tiene el siguiente resultado, que
es'una generalizacion del “lema de divisiéon de de Rham” para el caso de sin-
gularidades aisladas (ver |[de-Rham-1954], [KSaito-1976], y cf. [Kulikov-1998|

pag. 18]

Proposicion 2.3.1. Si @ es cerrada (esto es, dvo = 0), entonces existe una
representagion docal (en coordenadas locales) para & dada por

5= e
w_h Tl )

donde n y 6 son 1+forma y 2-forma holomorfas en V', repectivamente. Ade-
mds, la clase [n] estd bien definida en € H'(V,C).

Definicién 2.3.1. El residuo de Leray de la forma &, denotado Res @,
es la 1-forma n de la proposicion anterior.

Ejemplo 2.3.1. Sea f : (C? @)= (C,0) un germen de singularidad aislada
de curva plana. La diferencial’de F:= f —t, t € C, es

df = fmodfﬂo + fmdmla

donde f,, = g’—f 0<k<TI
Supongamos que f,, # 0. Entonces,
1 1

1
dxy = f_mfmdxl + T (faoto — fued0) = fu,

Consideremos la 2-forma w = l%dxo Adxy. Se tiénesentonces que

(df - fxode) .

1
W = Fdl’g N d&?l

= %dl’g A (fimz (df - fxodx(]))
1

= _F (fiaq (df - fzodx())) A dxg

= —% (idf) A dl’o + % (fixlfxodxo) A\ d[L‘O
_df (-
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Ast, el residuo de Leray de la 2-forma w es

1
Res w = ———dx,.
1

En una formagandloga, cuando f,, # 0 se tiene que

1
Res w = —dx;.
xo

Ejemplo 2.3.2. Sead f=y*—2>—t,t € C—{0} constante, yw = %daz‘/\dy.
Notemos que

df = —3¥%dt +2ydy =0 < (x,y) =0.
» Sixz#0, entonces f, = <3x° # 0. Entonces

1 1
—dr Ndy = ﬁ A <——> dy.

w =
1. [
Asi, Res w = —dy

3z2

n» Siy #0, entonces f, = 2y 7 0._Entontes

_1 A (C)D
w—?dx/\dy—f/\< 2y>d$.

Asi, Res w = —%dx.
Yy
2.3.2. Ciclos evanescentes

Sea f : U — C una funcién holomorfa en una vecindad U C C? de w,.

Definicién 2.3.2. El punto w, es un punto critico no degenerado s¢=y solo
st las derivadas parciales de f satisfacen

af('an Zl)

)=0,j=0,1
oz, (w.) J

y el determinante de la matriz Hessiana evaluada en w,, det (Hessf(w.)),
es distinto de cero.
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Teorema 2.3.1 (Lema de Morse, ver [Zoladek-2000], pag. 4). Si zy es un
punto critico no degenerado de la funcion f, entonces existe un cambio de
coordenadas holomorfas z = ¢p(w), w = (w1, ws) con ¢(0) = z, tal que f es
R-equivalente a un polinomio cuadrdtico:

F(@(w)) = f(z0) + wi + w3.

Usando el léma de Morse podemos investigar las superficies de nivel de
una funcién holomorfa en una vecindad del punto critico no degenerado. Sea
g(z1, 22) = 23 473 con superficies de nivel V; = {(21,22) : ¢g(21,22) = t}.
Notemos que g(5; 22) = 0 & 20 = /t — 22. Por lo cual, V; es la superficie
de Riemann de la fncion /t — 22, como se hizo en la seccién .

= Para t = 0, se tiéngszo = +iz;. Por lo cual, la superficie V; consta de
dos lineas complejas quie se intersectan en 0. Topoldgicamente, V| es
difeomorfa a un cono(ver figura [2.1)).

&2

/X =Y

Figura 2.1: Superficie Vj.

= Sit # 0, entonces la superficie tiene dos puntos de ramificaciényz, =
++/t. Cuando la variable z; varia, girando una vez alrededor de uii pun-
to de ramificacion, llegamos a la otra hoja de la superficie. En cambio
si z; varia girando una vez alrededor de ambos puntos de ramificacion,
entonces llegamos al mismo lugar. Para obtener la superficie, primero
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mamos dos copias del plano complejo cortando sobre el segmento que
ﬁ los puntos £+v/%, luego giramos la hoja superior alrededor de la li-
nzque une los puntos ++/¢ y finalmente pegamos los planos sobre la

lin corte (ver figura [2.2)).

L 2

Figur@ : Sup ie V;.
7. O,
Proposiciéon 2.3.2. (ver pag. ?@l ciclo cerrado 9, en la
ﬁgum inciso c), genera el 1-grupo omolo @ V.
* @
—
e — R %
—— Vo )
Vi) @
: X

Figura 2.3: Ciclo evanescente sobre V.

.
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Consideremos a U una vecindad de 0, 2/ € Uy ¢ : [0,1] — U una
trélyectoria que conecta a 0 con 2’ (¢(0) =0y ¢(1) = 2’). En Vj(, conside-

raimes la circunferencia S, := \/¢(r) — 0 S, S = {(21,22) € C : 27 + 22 =

1 y(dm 2 = Im 2, = 0}. Las circunferencias S, C V() degeneran al punto

t = 0 (¥er figura2.3).

Definicion 2.3.3. La clase de homologia 6 definida por la esfera Sy es lla-
mado cicld evanescente.

Proposicién 2.3+3 (Topologia de los conjuntos de nivel, ver [Zoladek-2006]).
Sit # 0, entonees’la superficie Vi es difeomorfa al haz tangente a la esfera
unidad en R?, TSY. Ademds, la seccién cero § de este haz genera el primer
grupo de homologia de V.

Dem. Sea t # 0. V; es el'cohjunto de puntos que cumplen 2? + 22 = . Sean
21 = Uy + U1, 2o = Us + W U)= (U1, u) ¥ U = (v1,02).

Sismt =0yt >0 se tiene-que 27 + 23 =t

= (u) Aivp)? + (T A ivs)?

uj + 2ifig vy — vf #Fus + 2iugvy —vs =t

u? + u =2 — v ¥ 2ifui v, + ugvy) =t

ui +ui =t 07 + v ¥ ugvg + ugvy =0
[l [P= t+ oy Aup) =0

lul=vi+7Zl* v (&u) =0.

L

v ¢ S es ortogonal

Asi, u y v son ortogonales. Por lo cual, ﬁ =

a v. Definimos el difeomorfismo y*
¢ Vi — TS
o0 = (o)
Supongamos ahora que ¢ = |t|e, con arg(t) = 6 # 0. Buyeste caso,
consideramos a
G2 : Vi — TS

i0 i
(z1,20) —> (ezz1,e229).
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Sea f: (C?,0) — (C,0) un germen de funcién holomorfa con singulari-
dad ‘aislada en 0.

Lema 2:3.1. (ver [Zoladek-2006], pdg. 58) Eriste una perturbaciéon de
Morse de.f,.f := f + €L, con L una transfomacion lineal, tal que f solo
tiene puntos criticos no degenerados con valores criticos distintos.

Por el lemafanterior, podemos considerar una perturbacion de Morse de
f, f = [+ €L, cuyos puntos criticos sean todos de Morse, los cuales los de-

notaremos por zi, L 3z,(s) ¥ sus valores criticos ¢y, ...,%,5). A continuaciéon
se elige t' # tq,..., (f) y consideramos trayectorias qﬁl : [1,0] — C, tales
que ¢;(0) =t;, ¢;(1) =t , cani = 1,...,u(f), y ¢; no intersecta a ¢y, para

i # k (ver figura [2.4).

Figura 2.4: Trayectorias ¢;.

Sea B, C C? la bola de Milnor como en el teoremafl.8.2|

Proposicion  2.3.4. (ver [Zoladek-2006], pdg. 62)pDenotemos por
V= f1t)N B y Vy = f~Y(t") N B,. Entonces, Hy(Vy,C)=\H,(Vy,C).

Usando el lema de Morse, existe una vecindad U; del punto_ceitico z; en
la cual f se puede ver como:

flx,y) =ti + 2% + %

Para r cercano a 0, definimos los ciclos S;(r) = /¢i(r) —t; S* C Ve,
donde S'={2?+¢y*=1y Imax=Imy= 0} Por la propledad cubriente

de homotopias (ver [Zoladek-2006], pag. 56), podemos prolongar las esferas
Si(r) C Vg sobre la trayectoria ¢;(t), de la cual en particular se tiene un

ciclo dado por S;(1) (ver [Zoladek-2006], pag. 62 y cf. [Arnol'd et al.-2012]
pag. 31).
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Definicién 2.3.4. Las clases de homologia 6; = 04, € Hy(Vy,C) definidas
por, las esferas S;(1) son llamadas sistema distinguido de ciclos evanes-

centes (ver figura[2.4)).
Proposicién 2.3.5 (Teorema de Milnor, ver [Zoladek-2006], pag. 63). El
sistema, distinguido de ciclos evanescentes forman una base de Hy(Vy,C).
2.3.3. Monodromia clasica

Consideremgs§ ahora una trayectoria cerrada « : [0,1] — Dy, con
7(0) = y(1) = t" para algtin t' € S, := dD; fijo, que recorre la circunferencia
de radio n en sentide“Gontrario a las manecillas del reloj. Consideremos:

1. La fibra ‘/;// = V"{(O) < V’y(l)-

2. T:Vyx[0,1] — Dy dada por I(20,5) = ().

3. Ty: Vy x [0,1] —4B. M ~1(D;;) dada por fo(zo,()) = 2p.

Vi x {0}=——¥B N f~1(D;) -

-
I -
~ lfl

- —~

V;t’ X [07 1] 3 D;;

~

Cuadro 2.1: Monodromia It

Las funciones I y fo son tales que:

3 (fo(zo, o)) — fi(2) = t' = 4(0) = [(20,0).

Por la propiedad cubriente de homotopia, 7 genera una familia de‘difeemofis-
mos I' : Vi — BN f~H(Dy) (ver cuadro: [0, 1]xVy — BfZHD;))
tal que:

1. FozidZW/—>%/,
2. Ty (Vy) C Vi),
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3. T|ov, es compatible con la estructura de producto cartesiano, es decir,
LA, 20) = (v(8), 20) € Df x OVyp.

Por laspropiedad 3 de los difeomorfismos I'; tenemos que

To(t20) = (7(0), 20) = (¥, 20) = (7(1), 20) = T1(t', 20)-

Asi, podemos eonsiderar que I'; es la identidad sobre la frontera de la fibra
|22

Definicion 2.3.5.

» El difeomorfismo h, = I'y : Vi — Vo es llamado el difeomorfismo
monodromia inducido por el ciclo 7.

= El homomorfismo h - H(Vi, C) — H'(Vy,C) es llamado la mono-
dromia clasica cohomélégica de la singularidad f.

» Similarmente, h.. : H' (V)€)\— H'(Vy,C) es llamado la mono-
dromia clasica homoldgica de la singularidad f.

2.3.4. Haz (co)-homolégico de”Milnor

Tomemos f con singularidad aisladaren el cexo y le asociamos su fibracion
de Milnor f : B.N f‘l(D;) — Dy, verseccion
Para cada t € Dy, denotamos por V;= f7X(¢) 14 fibra de f en t.

Proposicion 2.3.6. (ver [Lee-2007], pag. 182) Sea ¢ .#M — N un mapeo
suave entre variedades suaves. Si ¢ € N es un valor regular de ¢, entonces
V. :=¢7(c) es una subvariedad encajada y cerrada de M-g¢uya codimension
(codm(V.) = dim(M) — dim(V.)) es igual a la dimension dexN. Esto es,
codm(V,) = dim(M) — dim(V,) = dim(N).

Proposicién 2.3.7. (ver [Milnor-1968], pdg. 5) Sean f : C* —\C un
polinomio no constante con singularidad aislada en 0 y fi : Bsﬂffl(D;;) —
Dy su fibracién de Milnor asociada. Entonces, las fibras V; son delgmismo

wu(f)
tipo de homotopia que un ,u(f)-bouque \/ S} de 1-esferas.
i=1

1Una suma curia de espacios topologicos { X; }icr con puntos bases (p;)icr, estd definida
por \V X; := [[ X,/ ~, donde ~ es la relacién p; ~ p;, Vi,j € I.

il il
En particular, una suma cufia de n esferas de dimencién 1 es llamado n-bouquet de
1-esferas.
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Ahora bien, las curvas de nivel V; para f, son 1-variedades complejas
gon, frontera regular, para todo ¢t € Dy, con Dy suficientemente pequeno.
Pédemos tomar H(V;,C) y H,(V;,C), los 1-ésimos grupos de cohomologia
vy hgmologia para V;, respectivamente.

Censideremos los haces vectoriales holomorfos (ver seccion [1.9) H* =

L H'(W4.'C)y H= || Hi(V;,C).

teD}, teD;,

Definicién 2:3:6. (ver [Zoladek-2000], pags. 140-141) El haz H, con fibras
H, = H,(V;,CY, es llamado el haz homolégico de Milnor . Andlogamente,
el haz vectorial H¥, con fibras Hf = H*(V;,C), es llamado el haz cohomo-
légico de Milnor,

Proposiciéon 2.3.8 (Dualidad de Poincaré, ver [Danilov & Shokurov-2013],
pag. 44).
H,(V,,C)= Hom (H,(V;,C),C) = H*(V;,C).

La proposicién anterior nos dice que, el dual del 1-ésimo grupo de homo-
logia (grupo de homomérfismos ge=H;(V;, C) — C) es el 1-ésimo grupo de
cohomologia sobre la fibra V.

2.3.5. Secciones Elementales“y(Geométricas

Sean w € QZ, , una 2-forma holommorfa en unavecindad del 0y ¢t € C—{0}.

Denotemos por [1;] la clase de cohomologia deda 1-forma residuo de Leray
de w en H'(V;,C).

Definicién 2.3.7. (ver [Zoladek-2006], pdg. 144)

1. La familia de clases de cohomologia ;] definen una sécgion s[w] : t —
[m:] del haz de cohomologia de Milnor y es llamada“seccién geomé-
trica correspondiente a la forma w, la cual es denotada por s|w].

2. La seccion s|w] induce una funcion analitica multivaluada€onvalores
en ciclos evanescentes o(t) dada por:

El apareamiento (s[w],o(t)) tiene una expansién de la forma
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/Un = an t*, (2.3)

la cual, pard gada a, determina una clase de cohomologia A% (t) € H'(V;, C).
En efecto, notemos que el mapeo

(A% &% H\(V,,C) — C, o(t) — (A%, o(t)) = aq

es una funcional lingal, es decir, (A% o) € Hom (H.(V;,C),C) = H*(V;,C)
que se corresponde con una secciéon del haz cohomolégico de Milnor,

Ay Dy — H*, t—— (A7 0).
De esta manera, se tiene ‘gqieda expansion dada en (2.3) determina una

seccion
Ay Dy —HY  t— (A e).

Por lo tanto, se tiene qué Ja seccién_slw)| tiene la siguiente forma “asinté-
tica” explicita:
slwy= ZAg >3
(03

Denotemos por H3 el haz vectorialstal que, para t € A*, su fibra es el
eigenespacio propio para la transformacién de monodromia 7.

De forma general, para recuperar esta construccién, tenemos que dada
una seccién A, : Dy — H3 , definimos la seccion elefngntal asociada (mo-
novaluada)

s(Aa, ) 1t € Dy — tAL(t).

Teorema 2.3.2. (ver [Zoladek-2006], pdg. 125) Sean 61,0s, ..., 06,y 1iciclos
evanescentes en la superficie Vy, los cuales forman una base para Hy(V;, C).
Consideremos w una 2-forma holomorfa y n su residuo de Leray en Vs /En-
tonces,

(1) = (sl 6(1)) = / n= S a0t

5 a>—1

donde aj, € C y A\, := e 2™,

La serie converge para |[t| << 1 y arg(t) en algin sector circular fijo.
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Se tiene que, para cada t € Dj, las fibras del haz cohomoldgico son
H*(V;,C) = C*. Por otra parte, la monodromia h’ sobre H'(V;,C) es semi-

simple (diagonalizable) y sus valores propios asociados tienen la forma e 2™
donde v € sp(f) = {a1, 0, -, } C Q (ver [Hertling-2002-2], pag. 121).
Por ota6-lado, por el lema , para cada bésico 1, j = 1,...,u(f), del
espacio(C, dexiste un ntimero racional a(m;) € (—1,0] tal que e~ 2m@(m) =
e 2™ pafa.algin «; € sp(f). De esta manera, tenemos p(f)-nimeros ra-
cionales —L.<#By,-- -, Bup) <0, los cuales generan progresiones aritméticas:

Lj:{6j+k:kez}u J:177M(f)

‘ , w(f)
Ahora bien, dades\, = e 2™ = =2 con o, B € L := |J L;, se tiene
7=1

que H/{a = H}\B, con 5 &= € Z. Ademaés, para cada « € L:

Hl(‘/;h(c))\a = Hia
& {Aw: Dy — H", t—— (Au(t),0)}
e&Hom (Hy(V;,C),C)
=V, O

Es asi como llegamos a la definicion‘dedes-espacios de secciones elementa-
les. En efecto, sea C el espacio géneradoporelas secciones s(A,, «), variando
oy las secciones A € H}, .

2.3.6. Reticula de Brieskorn via seceiones geométricas

Asumimos que f es un germen de singularidad "aislada casihomogénea
como antes, con pesos w = (wo, wy). Sean B = {[zP] : 2R =02 felly
B = {[zPdz] : B € I} bases del algebra de Milnor y la ret{cula de Brieskorn,
respectivamente. Definimos v(z7dz) := wo(Bo + 1) + w1 (1 + 1), — 1 (para
cualquier monomio x” en general).

Lema 2.3.2. (ver [Varcenko-1982], pdg. 495) Sea wp = xPdrgAdi, una
2-forma monomial, con [x°] € B. Entonces, para todo t € Dy se tiene que

slwsl(t) = 11D A3 s (1),

07”1

Sean Cy(m) = 5,? “PCq(m), donde a(m) es el valor propio del operadof
t - Oy respecto al vector propio 2™ (bésico de Oy), —1 < a(m) <0, a(m) =
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a(m)+ (n—p),n =1y p=0,1. Usando el lema , si a € L;, entonces
cada (5., se puede ver como un subespacio de C* tomando secciones via el
mapeo dnyectivo:
sle] : Cp ce
wg,] > slwg,],

donde e~ ™)’ = ) = =2,

Recordemos queta(m) € Q.

Por lo tanto, si (ieWmos lo = {8 : -1 < B; <0, dg; = A}y
Co = @ Cjs,, entonces se tiene un isomorfismo de C-espacios vectoriales
Bj€la (
S 1= @ slelwCo — C°, [wg,] = swg,]. (2.4)
Bj€la

Ahora bien, se tienen C-isomorfisfios (ver [Hertling-2002-2], pag. 123)

Vo: C% = Hy, s(Ag, ) — A, (2.5)

En tal caso, escribiremos €@ haciendo referencia al espacio C'“.

Teorema 2.3.3. (ver [Hertling-2002-7])

HO = Hy = (sl =Q 1t 477y € HO),
donde s[w]y es el germen de s|w] en el cero.

Usando los isomorfismos en (2.4) y (2.5) se obtieneaina base para cada
espacio H }\a cuyos elementos se eligen de acuerdo con los sigtiientes criterios:

sea a(m) € sp(f),

a) sia(m) tiene multiplicidad d (aparece d veces), entonces existen A;,--- , Ay
los cuales forman parte de una base para H /{a (m)-

b) si a(m),a(m)+1,--- ,a(m) + (r — 1) € sp(f), entonces e~ 2" @H —
° Aamy (1 =0,---,r) y existen Ay, Ay--- , A, los cuales forman part€ de
una base para H;

a(m)’

n r ncuentra usan Asi inci

Una base aaH/{()seeceta sando los bésicos de los incisos a
a(m

b) anteriores.

Sea7: H" — D} el mapeo proyeccion del haz cohomolégico de Milnor.
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Lema 2.3.3. (ver [Zoladek-20006], pdg. 147) Las clases A,(t) € H'(V;,C)
definen secciones horizontales con respecto a la conexion de Gauss-Manin,
esto.es, pertenecen al kernel de 0;. Mds ain, las clases A.(t) € HY(V;, C)
perténecen a los espacios propios del operador monodromia, correspondientes
a los wdlaeres propios {\, 1= e 2™},

Dem. Primerg, recordemos que (A,,o(t)) = a, = const. Entonces,
0y An(0) =0+#De donde se sigue que A, (o) € ker ;.

Recordemos( también que la mondromia actia sobre las fibras del haz
homolégico y el haz cohomoldgico. Supongamos que M es la matriz asociada
a la monodromfa hom6logica h. . en una base {J;} de ciclos sobre H y sea
M.y, la matriz asociad& a.la monodromia cohomoldgica 1’ en la base dual
{(5}*} Dado que los ciclog”duales cumplen que <§;f, §j> = const, se sigue que
Mx-Mg,=1= M, = (M*)_l = (MT)_l.

Tenemos entonces que

(Mon (5J]), ) =) 7" (sl )
=S (M) Ao

=S @ EPT) (M) A,
= Yol ATy () A,

«
a 2mia
= E t% A,
«

= My, (Ay) = (e72™) A,

La regla de Leibniz para 0; también es valida en Hg, es deciry

O (g(t) - o) =g (t) o+ g(t) - Dso.

Dado que las secciones A% (t) son horizontales, es decir, A% (t) = 0, aplicando
la regla de Leibniz a secciones elementales t*A%(t) obtenemos la sigui€nte
formula:

Op (1% - A%(1)) = at® T A“(¢). (2.6)
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Notemos que
Oi(t(0)) = t(0(0)) = (' -0+ td(0)) —t(Dy(0)) =10 =0,
para todafseccién o € H'(V;, C). Por lo cual,
[0,t] ;= 0,0t —to 0, = id. (2.7)
Ejemplo 2.3.3.8ea. f(z,y) = 2? + y?, la cual es una funcién de Morse.

Notemos que
O€{x,y}

Of—m—(c(l) = w(f) =1

Entonces, tenemos un'ciclo evanescente (el cual vimos en la subseccion
figura[2.3). Ademds, eldnico nimero espectral estd dado por

1 1

a=—-0+1-(0+1)—1=0.
2 2

Ast, la monodromia tiene w valor propio_dado por Ay = e~ 2™ = 1. Esto

quiere decir, que la matriz asoCiada a laxmonodromia es la identidad. Por lo

cual, la accion de la monodromiug) h. . **H1(V;,C) — Hy(V;, C) estd dada

por h., . (6(t)) = 0(t).

Varios objetos asociados a f con §ingularidadsaislada, tales como nimero
de Milnor, niumeros espectrales y el operador monodremia, pueden ser calcu-
lados usando SINGULAR de la siguiente,manera:

$ singular;

SINGULAR / Developiient

A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  versioni4.0.2
o<

by: W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Feb 2015

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

> LIB "spectrum.lib";

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/spectrum.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
> LIB "mondromy.lib";

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/mondromy.lib (4.0.1.0,Sep_2014)
// *x loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/linalg.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/general.lib (4.0.0.1,Jan_2014)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/poly.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/inout.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/elim.lib (4.0.0.1,Jan_2014)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/matrix.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/nctools.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// *x loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/random.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/sing.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/primdec.lib (4.0.2.0,Apr_2015)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/absfact.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/triang.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
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// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/ring.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
> ring R=0, (x,y), ds;

> poly f=x2+y2;

> milnor (f);

1

> spectrumnd (f) ;

[1]:

_[11=0

[2]:

1

> matrix M=momodromyB(f) ;
> print(M);

1

>

Ejemplo 2.3.4.%Consideremos la curva eliptica cuspide f(x,y) = y? — 3.

Denotemos por“fida fibracion de Milnor asociada a f, cuyas fibras estan
dadas por C; := {(z, )" y*> — 23 =t, t #0}.

Notemos que las pareiales % = —322 y g—g = 2y se anulan al mismo
tiempo si y solo si x = Y ==0. Por lo cual, el unico punto singular de f
es (0,0) y asi f(0,0) = 0 esel\unico valor no reqular de fi. Por la propo-
sicion [2.3.6], las fibras Cy son, de codimension compleja 2 — 1 = 1, esto es,
dimc(Cy) = 2 — codimd(Cy) = Lbas fibras C; son 2-variedades reales con
frontera regular.

Por otro lado, el dalgebra”de~Milnondpara_f es

- Czyy Tyt o T =
0= Car o = S >z = w(f)=2

Usando la proposicion |2.3., obtenemos que lasffibras son del mismo tipo de
homotopia que un buqué S*V S1. Esto es, las fibras.son toros (sin un punto)

de género 1 (ver figura .

CP?2 > E,~—C, B Q.

- Ct
CP!l<—C

Figura 2.5: Curva Eliptica Cuspide.

Las fibras C, son curvas en el plano afin C2. Como f no es homogéned
)
para poder ver Cy — CP? en el plano proyectivo como una curva E;, hacemos
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qué elypolinomio f —t sea homogéneo para obtener un polinomio F' de grado

3 come’sigue:
Floa = (1 (5. 2) 1)
z' z

— 3 y_Q_x_3_t
7 22 23

= zy2 — 2% — 23t
Ey = {(z:y:2) | Blr:y:z) =0} es una variedad proyectiva (compleja)
1-dimensional.

Ahora, para recuperar Cy de Ey, recordemos que en la seccion con-
sideramos el abierto Uy =A(x : y : 2) € CP? : z # 0} de CP?, el cual
cumple

E,NU, 2 A{(2,y) € C°4 F(x,y,1) = f(z,y) —t =0} = C,.

Por otro lado, consideremos o= e¢*™, 0 € [0,1], la circunferencia
unitaria en C. Sea h., el homoemorfismo de monodromia asociado a f inducido

por la circunferencia v (ver figura @

21

Figura 2.6: Accion del difeomorfismo monodromia h en las fibras de f;.

Como p(f) =2, se sigue que H'(Cy,C) = C? = H,(C},C). Entonces,
HY(C,,C) = C([m], [m]) y Hi(C,,C) =C([d1],[5a]),
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donde 1y, 12 son 1-formas y 01, 02 son ciclos en la superficie V) (ver figura

).

Figura 2.7: Monodromfa comoholégica 1 y homoldgica h., de fi.

Podemos tomar 2-formasamonomiales wy = dx A dy y wy = xdx A dy los

cuales vienen de la basé€’{1,z} de Oy y son tales que: [Res wi] = [—53] ¥
[Res wy] = [—5.] formdn-una base\para H'(Cy, C) (ver [Zoladek-2006], pdg.
133).

Los niimeros espectrales de_f*son sp(f) = {—%, %}, por lo cual, los valores
propios de la monodromia son A\, = e~ 2 (5#) y Ao = e~2mi(35)

Por el lema[2.3.2:

en] = AT () =0 RAN 1)y sln SR AT (1) = 1 AT()

son las secciones elementales. Observemos que:
A“ilé(t) Hy(V,,C) — C gy AEQ(t) : H(V,Cy— C
son transformaciones lineales dadas por
<A“f%(t),6j> —a y <A§2(t),5j> —b;, a;b;€C, 1,2

Es decir, A*Y (t), A2 (t) € (H1(V;,C))".

Por el teoremal[2.3.3, cualquier 2-forma w con residuo de Leray RestwEs n
cumple que

(s[w], d;) = /w = ajt_% + bjt%, j=1,2.
6j
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En'particular:
(s[wl],éj) = /wl = ajt_é Yy <S[W2],5j> = /WQ = bjt%.
6j 6j
Usando SINGULAR:

$ singular;

SINGULAR / Development

A Computer Algebra System for Polynomial Computations / version 4.0.2
0<

by: W. Decker, G.-M.(Gpeuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Feb 2015

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \

> LIB "spectrum.lib";
// *x loaded /usr/bin/../shar€/singular/LIB/spectrum.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
> LIB "mondromy.lib";
// *x loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/mondromy.lib (4.0.1.0,Sep_2014)
// ** loaded /usr/bin/../share/singitar/LIB/linalg.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/general.lib (4.0.0.1,Jan_2014)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/poly.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/inout.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/elim.lib (4.0.0.1,Jan_2014)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/matrix.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/nctools.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/simgular/LIB/random.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/sing.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/primdec.lib (4.0.2.0,Apr_2015)

// ** loaded /usr/bin/../share/singuldr/LIB/absfact.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/triang.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/EIB/ring.lib (4.0.0.0,Jun_2013)

> ring R=0, (x,y), ds;

> poly f=y2-x3;

> milnor(f);

2

> spectrumnd(f) ;

[1]:

_[1]1=-1/6

_[2]=1/6

[2]:

1,1 // Multiplicidad de los nimeros espectrales.

> matrix M=monodromyB(f) ;

> print(M);

7/6, 0,

0, 5/6

>

Primero mandamos a llamar las librerias LIB “spectrum.lib” \para
calcular el espectro y LIB “mondromy.lib” para la monodromia.

Seguidamente declaramos: el anillo R (de caracteristica O como lo$ gom-
plejos) en las variables x, y; el orden monomial ds; y el polinomio [~de
interés.

Asi, los comandos milnor(f), spectrumnd(f) y monodromyB(f) nos
calculan el numero de Milnor, los nimeros espectrales y el operador mono-
dromia asociados a f, respectivamente.
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Capitulo 3
Mapeo de periodos

Recordemos qué para un germen de singularidad aislada casihomogéneo
de curva plana f: (C*0)«> (C,0) se tienen los siguientes objetos, como se
vieron en las secciones del capitulo anterior:

» La reticula de BrieskornH|.

» El espacio de localizacion M := H] ®p C{t}[t!].
» La conexién de Gatiss-Manin/ Oy

= El operador multiplicaeién por 7,

» Las filtraciones V* y V=%,

» El haz homolégico H = | |\H{(V;, C):

teD;;

» El haz cohomolégico H* = | | H'(V;, C).

teD;,

= Los espacios propios de la transformacién de Monedromia que son iso-
morfos al espacio de secciones elementales: H, =.0.,.

En este capitulo presentamos primero la manera de pegar lag\fibraciones
de Milnor para una deformaciéon p-constante F y, con esto, 40s objetos co-
rrespondientes que se desarrollaron en el capitulo anterior, tales coﬁo: M(N),
Ve(A), V=2 (XN), H(N), H*(\), H}_(A), Ca(X), HJ(X), etc. Una tare que nos
interesa es “pegar” dichos objetos para formar familias unificadas.

Despties de esto, describimos el algoritmo para el mapeo de periodos y
damos un ejemplo explicito.

El presente capitulo es basado en el cap. 111 de [Kulikov-1998].

95
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31. .Pegado de fibraciones de Milnor

Un “ptimer paso que es la base de los “pegados subsecuentes” y que a
continuacion se muestra, es como conseguir un buen representante de la de-
formacion F, de f y relacionarlo con la fibracién de Milnor.

Sea f: (C%0p=— (C,0) un germen de singularidad aislada en 0. Consi-
deremos F una@deformacion de f parametrizada por Y C CF.

Supongamos que

F: x — SxY
([E,)\) — (F)\<x)7/\)

es un buen representantes tle la deformacion para la hipersuperficie
(£740),0), donde S = {t €@ |t| < 6}, Y ={X € CF: |\ <&}y
x={(z,\) €eC*xY : |z] <e¢, |Flr)|<d} (ver [Looijenga-1984]).

Teorema 3.1.1. (VarchenkoA. N.\ver [Kulikov-1998], pag. 132) El espectro
es invariante bajo una deformacion dessingularidad aislada de hipersuperficie
con numero de Milnor constante~(deformagion p(f)-constante).

A continuacion, se muestra una manerade.conseguir un buen represen-
tante de una deformaciéon de f.

Se quiere considerar o analizar los objetos corréspondientes para las sin-
gularidades de una deformaciéon u(f)-constante F déf y “pegarlos” para
formar una familia unificada.

Ahora bien, sea F : (C? x C*,0) — (C,0), t = F(z,)) =: F\(x),
A = (A1,+-+, A) una deformacién p(f)-constante para la_singularidad
f:(C%*0) — (C,0) con espacio base Y = CF suave. Tenemos Dot lo tanto,
una familia k-paramétrica de gérmenes de singularidad aislada de funciones
holomorfas dadas por:

Fy: (C*x{)},00) — (C,0)
(x,\) —  F\(2),

con numero de Milnor p(F\) = p(f) constante para toda y en una vecindad
S C C* del 0, donde F(z,0) = Fy(x) = f(x) (esto es, tenemos a f inmersa
en una familia {F)}ecr)-
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Ahora bien, (0, \) es una singularidad aislada para F. Por lo tanto, por el
tebrema de la fibraciéon de Milnor, para cada A € S C CF existen n(\), e(\) >
0/los cuales se eligen por separado) tales que el germen de singularidad
aislada F\, A fija, tiene una fibracion de Milnor asociada

F)\ = F)\lX()\) : X()\) — D;,
en la bola de Milnor X (\) := By N Fy '(D;) v Be(A) € C* x {A}.

Sin pérdidande generalidad, podemos elegir el mismo disco agujereado Dj
independientemenite de A € S, esto es, para toda fibracion de Milnor.

Cada F) tiené’sus objetos correspondientes: M()), VA(X), V>E(X), H(N),
H*(X), Hy(X), Co(M) etc, en el disco Dy,

Una tarea fundamental.es pegar las variedades X () (y en general, los
espacios H, etc) para formar una fibracion (o bién, haces vectoriales) unifor-
me sobre D} x S C C x C*. Veamos lo que enmarca el pegado de fibraciones
de Milnor.

Bien, considérese la_fibracion de Milnor de cada germen F), eligiendo
n :=n(A) (por lo antérior, que searebmismo) y € := €(\), dependiente de A,
suficientemente pequenos” En_estos términos preservamos la siguiente nota-
cion:

» B.={z€C?: |z|] <€},

= Dy ={teC:|t|<n, t#0},

» T5={\eCF:|\ <6}

A continuacién, se precisa en qué sentido pegaremos las fibraciones de
Milnor de cada F), salvo homotopia (o bien desde un€nfoque cohomoldgico,

si se consideran los espacios H(\)). Para comenzar, segtienen las siguientes
observaciones:

» Las fibras de F) las denotemos por X;(\) := {z : F)\(z) =%}. Se elige
e > 0 tal que, para todo € € (0,¢), la frontera 0B, intefseca, transver-
salmente a la hipersuperficie Xy(A) y 0 es el tnico punto Singular de f
en Bel.

» Elegimos n > 0y ¢ > 0 tales que:

1. para cualquier \g € Ds, la funcion F), no tiene puntos criticos en
B, distintos del 0, lo cual es posible debido a que F), es un germefi
de singularidad aislada de curva plana.
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2. paracada A\ € Ds yt € Dj, laesfera S, interseca transversalmente
a la hipersuperficie X;(\o) = F}, 1(t), es decir, para cualquier punto
T € S, ﬂF)\_Ol (t) los vectores tangentes de S, y F)z)l (t) en z generan

C? (ver figura[3.1)).

Figura 31

Aqui, 0 < € << 1 no depenide de Ag{ ke, S, M F/\_Ol(t) para todo
Ao € Ts y para todo t € Dy

3. Definimos y = F~! (D;; X T(;) 0 (Be x Ts)./Tenemos que

B.xTs= | | Bex {AY.

\ET}
4. Para el mapeo holomorfo
F:x— D) xT;. (3.1)
tenemos una fibracién C*° localmente trivial sobre D;AO X Ty
F':x* — Dy x T,

Por lo tanto, tenemos la familia de fibraciones

Fuix(h) — Diy x (A, (3.2)
donde x(\) := F~Y(t,\) = || F'(t) (ver figura .
ANETs

+ iThenticate Pagina 72 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



+ iThenticate Pégina 73 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

3.1. PEGADO DE FIBRACIONES DE MILNOR 29

(Ck

A2 O
B, x {\s}
> /
B. x {\
0o
/BE x {0

(Ck

816l
A NN

L By x T

1
&

)\11

A

(Y*0),

=

F

oY

(0),

X9 D x ()

VAVAV

M9 Dy M} D; x Ty

S
=

0 Dy x {0}

~

=0

ot~

t£0

\

(a) Pegados de las bolag=desMilnor (b) Pegado de las fibras no sin-
gulares y singulares

Figura 3.2

Finalmente, para construir‘la fibracién de Milnor X(\) — Dj del
germen de singularidad aislada Fy: {C? x {\}) — (C,0), por el
teorema de la fibracién de Milnor, tomamos 0 < 6(A) << e(\) << 1y
consideramos la restricciéon de" F' a

F™H (D x {A}) 0 (Bey x {AF) Dx(A) € x(N),
esto es,
Fy . F! (D;;(/\) X {)\})ﬂ(Be(A) X {)\})ﬁx()\) — %{y} — D;(,\).

Asi, recuperamos un buen representante para el germen de)ugularidad
aislada F) : (C? x {\}) — (C,0), para todo \ € T.

Para cada t € Dy, A € Ts definimos

Xi(A) = Fy (1), xe(V) = F(t\).

Lo anterior se puede resumir en el siguiente resultado (cf. [Looijenga-1984]).
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Proposicion 3.1.1. Eziste un buen representante

F: x — DxT
(,\) — (Fi(x),)\)

de la deformacidn para la hipersuperficie (f~1(0),0), donde
D={teC:|t|<n}, T={NcC": |\ <},

XxS{lw,y) € C* x Y : |z| <¢, |F\(v)| <6},
con n,9,€ > 0 suficientemente pequenos.

Teorema 3.1.2. (ver [Kulikov-1998], pdg. 141) Se tienen encajes de fibras
Xi(A) C xe(N) que son equivalencias homotdpicas. En particular, se tiene
que los grupos de homologia~¢ohomologia de las fibras X, () y x:(A) son
isomorfos.

Observacion 3.1.1. La proposiéion [3.1.1) permite “pegar” las fibraciones de
Milnor de cada germen de singularidad aislada dado por los mapeos holo-
morfos Fy, ya que del teorema anterior se sigue que desde el punto de vista
homotdpico, y por ende, (co)-homolégicod se puede considerar a F', dado en
la ecuacz’én como una familia de fibndcignes de Milnor {X(\) — Dy}
(variando holomdrficamente) de las_ singul@ridades aisladas F.

3.2. Fibracién cohomolégica

Usando la fibracion C* localmente trivial I} : x**—— Dy x Tj construi-
da en la seccién anterior, podemos definir una fibracién_eohomologica sobre
Dy x Ts. En efecto,

ERRE=

= L
(t\)ED;, xTs

Hl (Xt,)w C)?
donde x;, = F~!(t,\) es la fibra del mapeo F', de acuerdo con el diagrama:

Xt(A) C X(A)

=
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Por el teorema como las fibras X;(A) y x¢(\) son homotédpicas equi-
valentes, se sigue que

H' (xta,C) = H' (X,()),C),

pard toda, A € T5, t € D; . Luego, H" D; % {\} = H (N).

Aqui, H*(\) = teg H'(X;(\),C) es la fibracién cohomoldgica para la
n(N)

singularidad .
Analogamente ge’construye el fibrado vectorial holomorfo en homologia

H = L H ,C),
> (t\)€D};, xT; 1(Xt’/\ )

tal que H D < {7} =~ H(N)s
De lo anterior, por la ohServacion [3.1.1] tenemos el “pegado” de los haces

vectoriales en (co)homologia de-Milnor asociados con cada germen F).

3.3. Mapeo de‘periodos

En esta seccién daremos algiinos resultados necesarios para poder presen-
tar el algoritmo que describe 1a_manera de“dar el objeto de estudio de este
trabajo, el mapeo de periodos pdrauna deformacion pu(f)-constante de un
germen de funcién holomorfa f conssingularidad aislada en el origen. Como
ejemplo en especifico, desarrollaremos el maped de.periodos para la familia
de curvas elipticas simples 2% — yz(y — z)(y — ax)(ver [Kulikov-1998] pag.
159-163).

Sea f : (C?,0) — (C,0) un germen de curva planas€asihomogénea con
singularidad aislada. Supongamos que F) es la deformacion. pi-constante para
f con base Y C C*, con buen representante como en la seccién

Ahora bien, se tiene el hecho de que existe una identificacién,canénica
t: M(A) = M()\), variando los puntos de A € Ty, y asumiendefque A,
es un punto “base” elegido, ver [Kulikov-1998, pag. 152]. Asimisme’ pode-
mos asumir que “los objetos Cpg, VB V>~1 son canénicamente isomotfos”
(ver [Hertling-2002-2]), lo que nos permite considerar espacios fijos,(salvo
isomorfismo:

Cp = C(h), VP :i=VP(N), V1= V771 (Ng) y M= M(No).
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Asi, sin perder generalidad, para cada A € T, consideramos la reticula
de Brieskorn inmersa en M:

HJ(A) € M(X) = tx(M(N) =M
asociada alsgermen F)\. De esta manera obtenemos una familia de reticulas
{H(,)/()‘) C M})\GT(;C(C’“'
Proposicién 3.831..07 t* = 2id y 0} t = 20, en C,.

Demostracion. Pora’ecuacion sabemos que Jit = id + t0;, entonces:

1. (04t)* = (id + t3)(id + ;). Aplicando esto a una seccién elemental
t*A,(t) € C, obteriemeos

(O1)% (t* An ()Y =id + 10,) ((id + t0,) (1* Au(2)))
it 10;) (id (1" Au(t)) + 10 (17 Aul(t)))
) (

(
(
(@ Dt0,) (1 Au(t) + at® Aa(t))
(
# (
g’

id #10;) ((a + 1)t* A, (1))
a + 1) (id=+ t0;) (t*Au(1))
Qe 1)2 %A ().

= (0it)? = (a+1)%d en.O.

2. Tenemos que,
0;/t* = 0, @:(#(1)))

=0, ((0 t) (t))
= 0y (t + tOst)
= 8tt + 8tt8tt
= 8tt I (t@t)2
Usando el inciso 1 y lo anterior en secciones elementales t*A,,(t) € C,
obtenemos

OH? (t* Ay (1)) = (Ot + (t0;)?) (t* A (1))
= Ot (t* AL (1)) + (0st)® (t*Au (1))
=y (t1*T" Au(t)) + (o + 1)%d (t*Aa(1))
= (a4 Dt%Au(t) + (o + 1)%t* A, (2)
= ((a+1) + (a+1)*) t* A (2).

Entonces, 02t> = ((a+ 1)+ (a+1)*)id en C,.
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3. Se tiene que, 92t = 0, (Ot) = Oy (id + ;). Aplicando esto a secciones
elementales t* A, (t) € C,,
OHt (t*An(t)) = 0, (id + t9,) (t*Au())
=0, (id (t“A ( ) + 10, (17 Aa(t)))
=0, (t*Aa(t) + t (a1 A4(1)))
=0 (1"A ( )+OétaA (1))
=0, (t"An(t)) + 0, (at* A, (1))
= ot AL () + Pt AL(L)
= (a+a”)t"  Au(t)
_@ J;O‘Z At LA, (t)
= (a+1)0 (t"Aa(t)) -

Entonces, 07t = (a #1)0; en C,.

]

Supongamos que f ‘es«€asihomogéneo de grado 1 con pesos w = (wg, wq).
Consideremos las 2-formas‘holomorfas

w = ¢ da'= 2@z dwg A do,
y definamos
v(w) = a(k) — 1 =wg(ko + 1) (ks +1) — 1.

Lema 3.3.1. (ver |[Kulikov-1998], pdg. 148) Las/Sesciones geométricas s[w]
son homogéneas, es decir, sjw| =: s (w, V(w)) € Cpu)s

Teorema 3.3.1. (ver [Kulikov-1998], pag. 147) Sea F(z\) una deformacion
p-constante de la singularidad f : (C?,0) — (C,0).X"€ T5; C CF, y
w = g(x, \)dzog Ndzy una 2-forma holomorfa. Siw no depénde de \, entonces

Dhsle] = —ys [g—fa}] (3.3)
: D 5(w, ) = —Oys (ff; w,a+ 1) (3.4)

Lema 3.3.2. (ver [Kulikov-1998], pdg. 148) Sea w = x¥dx y M = 2! = 292!
un monomio de grado v(M) = wolo + wily =: b(M) + 1. Entonces, s|Mw] #
s(Mw,v(Mw)), donde v(Mw) =v(M)+v(w) =b(M)+ 1+ v(w).
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Reeordemos que una deformacion p(f)-constante para f esta dada por

w(f)

Fy(x) = flz) + Z&wli,

donde {z" : %="1 .., u(f)} forman una base de Oy y v(z") > 1, para todo
1>k >1.

Podemos aplicar.el colorario a las formas monomiales w = x*dx y los
monomios 2" de lavdefermacion pu(f)-constante Fy obteniendo la ecuacion:

s(w, af(N) = —0;s (z"'w, a + 1) (N).
Iterando la ecuacion anteriof obhtenemos que:
P s(e0,)(3) = CCIOFs ((a¥w, @+ 5) (V). (3.5)

Proposicion 3.3.2. (ver [Kulikot-1998], pig. 149) Sea f un germen ca-
sthomogéneo. Consideremos”la deformacion p(f)-constante de f dada en la
ecuacz’o’n y las formas monemiales W= x*dx. Entonces, para las seccio-
nes geométricas slw] se tiene 4na descomiposicion en serie de Taylor de la
forma

J 1i\J N
s, )N = 3 (s (R w) 0) 5.

jeNy
donde |j| = jo + j1 y j! = Jjolsr!.
Lema 3.3.3. (ver [Kulikov-1998)], pdg. 153)

VO = VO(\) € HY(N) = Hi(\) Cc VL

) v
v C Ty

Del lema anterior se sigue que
Y>-1

En nuestro caso, trabajaremos sobre el espacio V := o

Lema 3.3.4. (ver [Kulikov-1998), pag. 153)

. HI (M) . HYON) 1., vt
dim¢ OVOO = dim¢ Vg()\) = §d1m(c i = §(M_M1>’

donde py = dime C,.
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 65
Por el lema [3.3.3] se tienen los encajamientos lineales (inducidos por los
H// )\ >—1
isomorfismos ¢, ): VO(( )> — VVO . Ademas, del lema|3.3.4] si ko = %(M_M1)7
Hy(\)

salve. Wn,isomorfismo, los cocientes de la forma permiten considerar la

Vo(A)
variedad Grassmaniana Il := Grass(ko, V) de ko-subespacios de V. En este
sentido IT#€s llamado el “espacio de periodos” para la familia de deformacion

(-constante Fi:

Definicién 3.3¢71. El mapeo de periodos asociado con la deformacion fy
con base Y C CF de”la singularidad f es definido como

. Y — I
L HO) H
Vo(y) V(M)

Es posible encontrar @in _espacio II C II' que también contiene todas las
reticulas. Para ello, consideremos ahora a sp(f) C (—1,1) el conjunto de
numeros espectrales asociado'@1a singularidad f. Sean

ay = min{d € sp(f)} v a, = maz{a € sp(f)}.
Lema 3.3.5. (ver [Kulikov-1998], pag: 163)

Vv gi(Xygve c vyl

H//()\O)
Por el lema anterior, si k; = dime ——>=%__ entonces podemos consi-
1 C V>’BO_1 (Ao) p
12
derar la Grassmaniana II := Grass (kl, W) & IT', que contiene todas

las reticulas.

Entonces, para calcular el mapeo de periodos & : C.— II seguimos el
siguiente proceso:

1. Calcular sp(f) y considerar oy := min{a € sp(f)},” a, = maz{a €
sp(f)}-
1

2. Considerar el C-espacio vectorial V := — = @ {Cg"
V>OLM_1 ay<a<a,—1
3. Dado A € Ty, considerar 2-formas wy (), wa(A), ..., w,(A) y susgegeio-
nes geométricas correspondientes s[wi(A)], s[w 2()\)] -, Slwu (V)] \vales

que
B _ (e (O] slnW). . sl ).
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4. Encontrar ecuaciones diferenciales tales que las funciones vectoriales
slt;](N) sean sus soluciones y, resolviendo dichas ecuaciones, obtener
la funciones vectoriales s|w;](A).

5. Si s¢ tiénen las formas diferenciales como en el punto 4), entonces las

coordenddas de Pliiker asociadas a los puntos que corresponden a los
HI()
V=)
funciones de A& Ty, lo cual determinara una férmula explicita para el
mapeo de periodes.

espacios €ogiente como puntos en II, se deben expresar como

Proposicion 3.3.3. (ver [Kulikov-1998], pdg. 120) Sea f : C* — C casiho-

mogéneo de tipo (wy, w:). Supongamos que {my := z®x + 1=1,... u(f)}
es una base para el dlgebra @e\Milnor, entonces {w; := mydzrodz, : 1 =
L...,u(f)} forman una basepara, H| y ademds, los nimeros espectrales de

f estdn dados por
v(w) =wollo+ g wi( +1) =1, 1=1,...,u(f). (3.6)

Observacion 3.3.1. Consideremos. una familia de gérmenes de singularidad
definida por

falw,y,2) = 2 = ya(y — o) = ax) £ 29— ga(z,y), a€C.

Los elementos de esta familia se conocencomo sihgularidades elipticas sim-
ples.

Notemos que si x = 1, entonces recuperamos la famgliayde curvas elipticas
en su forma normal de Legendre:

ha(w,y,2) =2 —y(y — 1)(y —a) = 2° — g, (z,y), a€@=40,1}.

Por otro lado, recordemos del ejemplo que una ‘deformacion
w(f)-constante para el germen f = x*+ y* estd dada por

Fy(z,y) = o' +y' + Ay’

Lema 3.3.6. (ver [Kulikov-1998], pdg. 160) f, es R-equivalente a Fy(x,¥)
para A = 4a — 2.

El mapeo de periodos para la familia de curvas elipticas simples f, serd
el mapeo de periodos para la deformacion u(f)-constante F.
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Ejemplo 3.3.1. Vimos también en el ejemplo [1.10.9 que una base para el
algebra de Milnor de F es

B={1,z,y,xy, 2% y*, xy’, 2y, 2*y*},
la cual o induce una base para la reticula de Brieskorn dada por:
B = {*y'da Ny : 0<k1<2}={aFy'wy : 0< K 1<2, wy:=dxAdy}.
Usando la ecuagion, (@), los nimeros espectrales de f son:

o) = {u<xkylwo> R RSN (R L B'}
{(k+1)+(l+1)—4

:OSI{:,ZSQ}

1 1 U 111
- _57_17_1)07070717175 .
Denotemos por aq = —%, Qo = Qi3 = —411, ay = a5 =ag = 0,07 = ag = %
Y g = % los numeros espectralesordenados de menor a mayor. Enton-
ces, el minimo y mdximo mimerq espeétral son: oy = —% y g = <. Sean

BFi=a;,—kyyFi=a;+k, eoni=1- 9 ykeN (verﬁgum.

C,, -
ﬂ ]
Qg
Cy, Ca, || Coa, Ch,
s T T
- |6i e as as as " i
o - — — — - 2
o fa%) oy a7 Qg
L 3 1 1 1 1 3 1
- 4 2 1 0 4 2 1

Figura 3.3: Numeros espectrales de f (Diagramas de C. Hertling, “efs
[Hertling-2002])
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Notemos que en este caso ag — 1 = —% = a1, es decir, a; Yy ag — 1

coincidén (y no hay algin otro nimero espectral entre ellos). Por lo cual,

Vel V3
V= mam =g =0y
= dimV:dimC’_% =2
) H!(\ 1
= dimc V0><—§) _ §dzm(c V=1
Del lema[3.3.3 tenemo's
V "2 C HI(\) C Ve, (3.7)

Como dim V =1 y usandoyla ecuacion anterior obtenemos que
H!(\) = C - sfwolfX)® V=72, wo =dx Ady.

Tenemos entonces que Grass(1,V) = 11 = CP'.

El mapeo de periodos panbfp= vy \x?y? es:

d: C—{-2,2}" IT
H//(A)
c- sl e 25
Como el numero espectral —% es de_multipli€idad d = 1 y es tal que

—% +1= % € sp(f), se tiene que H | = C( Ay, Ap)#Por lo cual,
C = <c< f%Al(t),f%Az(t)> (.

Sean e =172 A (t) y ey = t_%AQ(t). Dado que s[wo|(N) € Ga1, se tiene
que

S[u)o] = [1()\)61 + [2()\)62,
donde I, e Iy son funciones holomorfas multivaluadas sobre C — {=272}.
Por lo tanto, el mapeo de periodos estd dado por
¢: C—{-2,2} — CP!

Para determinar la funcidn vectorial s[wo](A\) debemos encontrar ecua-

ciones diferenciales tales que s[wo|(A) sean soluciones de éstas. Para esto,
notemos que:
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OF\ 9 4 4 2,2 2,2
9 _ 9 A — ,
B3 a)\($+y+xy) 7y
Notemos que s|wy| es homogénea, ya que por el lemam
slwo] = s(wo, ¥(wo)) € Cuiuy)-
En este ¢asoy v(wg) = v(dz ANdy) = 20+ 1)+ 3(0+1) —1 = —1.
slwol € C_x,

En generatypara una 2-forma monomial
W= (nyQ)i dr A dy = 2*y*'dx A dy
se tiene que

1 . 1 . 2 2+1 2 1

de donde se sigue que s [(xzyQ)i dx N dy} eC,_1.

2
Por otro lado, 0! #C4 — Cy_sEntonces,
i 272\ _
oy (s [(z Yy ) d.:E/\dyD € CZ-_%_Z- = C’_%,
para todo © > 0.
Por la proposicion las secciones_geométricas slwol(N) tienen una
expansion alrededor del cero de lafforma:

, , A

)\ — _8 1 2, 2\i 0 i

slwol (A) i;( )" sl(@7yYel0) o

donde (—0;)" s[(z%y?)'w](0) € C_y, para toda i > 0.-4fntonces, las secciones
geométricas s[wo] son homogéneas, esto es slwo](N) =s(we, v(dx A dy)) =

s(w, —%) € C_%. Podemos entonces aplicar la ecuacién para obtener:
Ms(wo, a) = s [2°y°wo] y ORs(wo, a) = I7s [(2°y?)*wg] « (3.8)
02,
Recordemos que H{j(\) = df,\CTSO' Entonces,

dfa Ndg = (faz - Gy — fry - gz)wo = 0 € Hy(N),
para toda funcion holomorfa g. En particular, apliqguemos esto para las fun-
ciones g = x°y y h = xy°. Veamos:
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1. Fhr, =42 + 2)ay? y Fy, = 49° + 2)2%y;
2. gf=5x"y y g, = 2°;
3. h, =Y°.y h, = bay*.

Asi,

(F)\,x * Gy _FA,y'gx)WO =0
& (4$8 Fo\x0y? — 2021yt — 10)\:E6y2) wo =0
& (4m8 —207%y* — 8/\:E6y2) wy =0

& (Fvrtyt — 2202%7) wy = 0. (3.9)

De igual manera,

(F)\,m . hy — F)\7y : hx)wg =0
& (202" AA0N2” — 4y® — 202%y%) wy = 0
& (20z'y* +8X2°y’ — 4% ) wo = 0

& (brty' 227y’ = :ES) wo = 0. (3.10)

Restdndole la ecuacion a[3.9 llegamos a:

(2 +y® — 102%y* — 2X2%y* (2" +Hy?)) wo. (3.11)
Dado que

2+ y8 . 10x4y4 — 28 + y8 + 2:E4y4 _ 12x4y4 _ (x4 4 y4)2 . 12x4y4,
la ecuacion[3.11 se convierte en
[(x‘l + y4)2 — 122%y* — 2 2%y (2 + y4)} wo =0,

o bien,

[((m4 + y4)2 + 22?y? (2 +yh) + )\2174y4> — ey (e oyt — (12 + )\2)r4y4] wo = 0. (312)

Ahora, usando

By = o*y? =2+t oy Ff= (2 +y")? + 20" + oyt + N2aty?
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en la ecuacion obtenemos
[F} — 4 2?y? (Fy — A2®y?) — (12 4+ X))y wo =0

& [FR — ANy Fy 4+ A2y — (124 X))ty wo =0
o [FR— (12 =3\)2'y* — Ay’ F) ] wo = 0
S FRwg — (12 = 30 a*y wy — 4\ y* Fawy = 0
F? ANF
4 4 A A 2,2
— =0
ALY T R Ty Tyt
F? ANFy,

o 44N e A _ 2,2 = 0.

TGN ((12 3T 12—yt Y

Esto es,
F? ANF
rtytwy = A A 2% wy (méd dfy AdO).  (3.13)

(12 — 332) *o (12 — 3)2)
Sustituyendo la ecuacion{3. 18 en[3.8 y por la linealidad de los mapeos Oy,

s[-] tenemos:

Oxslwol (N) = OF sl 'y ton)(N)

1
_ 92
= Ors {(12 —30E)

4N
d2 - 3)2)
{tomandd EX =t}
9
(12£3)2)

Ffwo — FszyQa)o] (A)

= e -

(12— %) Ot ol l)

3 3
{sustituyendo o} t? = Zid, QAt = 5@}

_ %Tlm%d (slwo](N)) — %%Amg@t (st®y*wol (V)

= el - ;ﬁ@swyww

_ iﬁs[wd()\) + (43—&2) (—Ohs[*y*wo] (M)
{sustituyendo  Bxslwo](\) = —Ohs[a’y’wol (V) }

Ll + sl

S (4= \)Pslwo] (V) = ;Ls[wo]()\) + 220 5lwo (V)
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£ (4= )25 () + 220xslwo] (V) + is[wo](x) —0. (3.14)

Recordemos.que A = 4a — 2, entonces
O=40, y =) =4— (4a—2)* =4 —16a* + 16a — 4 = —16a(a — 1).

Definiendo s[wo](N_% slwol(4a — 2) =: u(a), la ecuacion [3.14) se convierte
en:

~(~16a(a — 1))168%@) + 2(4a — 2)40,u(a) + Ju(a) = 0
1

= 2%(a — 1)0%u(@) +2*(2a — 1)d,u(a) + ﬁu(a) =0
= ala—1)0%u(a) + %(2& — 1)0,u(a) + %u(a) =0
= a(a—1)2u(a) + (2—13a L 21—4) ) + %u(a) —0. (3.15)

Por lo cual, las funciones vectoriatesss{wo|(X) =ls[wo|(4a — 2) = u(a) son
soluciones de la ecuacion diferencial [3. Lo anterior,

Observacion 3.3.2. Por la proposicion[3.3.1] sabemos_gue sobre C,, se cum-
plen las igualdades 02t = (o + 1)+ (a+1)})id y O} =(a+1)0,.

Como slwo] € C_1 y slay’wo] € O se tiene que:

0212 () = ((—% #2)+ (-5 + 3)) i (sl
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Observacion 3.3.3. La ecuacion diferencial lineal ordinaria de segundo
orden encontrada para determinar las funciones vectoriales s[wo](N),
es _un caso particular de la ecuaciéon hipergeométrica de Gauss
(verSaito & Takayama-2013], pdg. 16) dada por

@ 1DPf(2)+ (0 +p+1)2—7)0f(2) +0p f(2) = 0. (3.16)

En efecto, @l comparar nuestra ecuacion con la hipergeométrica de Gauss
general [3. 160 obtenemos el sistema de ecuaciones:

O+p+1 = %
T = %
Gp:%.

Resolviendo este sistem@ ebtenemos que en nuestro caso:

—14' 4 /195 —14 — —14 = v195 1

Q= ——4£ - E——
5 A7 T 3 YT T o
p
14— \/19 “ i1+ /195 1
0= p=%F— Y T=—.
TP 39 21
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Capitulo 4
Conclusiones

Se trabajé con un”germen f de singularidad aislada de hipersuperficie
casihomogéneo en dos”variables complejas, con algunos resultados que se
pueden generalizar a (1+4"1)-variables complejas.

A partir de una base comyrepresentantes monomiales de Oy, usando el
lema de Nakayama, se indujo tna base para la reticula de Brieskorn, con
representantes dados pomformas diferenciales.

Aprovechando que gfoewmple1a identidad de Euler (por ser casihomogé-
neo), usando un enfoqué algebraicé,se definié de manera explicita la cone-
xion de Gauss-Manin para ‘el caso de”dos variables complejas, la cual nos
permitié descomponer el espacig de localizacion de la reticula de Brieskorn
M = HO @cyyy C{t}[t™"] enespacios propios Cym) del operador td;. A su
vez, estos espacios nos permitieronsdefinir fa V*-filtracién (V=°-filtracién) de
submoédulos de M. Todo lo anterier de manéra, algebraica. Asi mismo, es-
tos espacios se pudieron describir analiticamentes®en el lenguaje de secciones
geométricas del haz cohomolégico de Milnor y el epérador monodromia, aso-
ciados a la fibracion de Milnor del germen f. Estos mismos objetos se tienen
para una deformacion u(f)-constante del germen f.

Se defini6 también el espectro sp(f) = {a1 < ay & < ayp)} para
el caso casihomogéneo, el cual es un invariante discreto @el germen f que
ayudé, via la reticula de Brieskorn, para considerar los espacios, Vo1, V=5
(on = min{a € sp(f)} y fir = max{a € sp(f)} — 1) y definirelsmapeo de

Vv

gy

periodos sobre el cociente oA

Se di6 un ejemplo de la definicién y construccion del mapeo de periodos
(comparar con el enfoque dado por la construcién de Brieskorn y Knorrsér en
[Brieskorn & Knorrer-2012] para el caso de curvas elipticas simples), para‘la
familia de curvas elipticas simples f,(z,y,2) = 22 — yz(y — z)(y — az) (4 #
0,1)) usando la R-equivalencia con la deformaciéon Fj(x,y) = z* +y* + \x?y?

5

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



+ iThenticate Pégina 90 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

76 CAPITULO 4. CONCLUSIONES

(A= 2a — 2) del germen f = 2% + y*. Concluimos que el mapeo de periodos
es ahalftico multivaluado, lo cual nos dice que bajo una deformacién pu(f)-
constante.del germen f, los objetos invariantes asociados a f (y por tanto, a
la familia’dé curvas elipticas simples) varian de manera analitica. M&s ain,
en el proceso~de construccion del mapeo de periodos, se resuelve un caso
particular de lalecuacion hipergeométrica de Gauss, la cual tiene una gran
importancia, yafque aparece en varias areas de las matematicas, tales como:
geometria algebraic#; teoria de ntimeros; combinatoria; y fisica matemaética,
ademas que cualquier) ecuacion con tres puntos singulares regulares puede
escribirse como una hipérgeométrica (ver [Saito & Takayama-2013|, pag. 16).
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Apéndice A
Topologia

A.1. Homologia singular

Sean vy, vy, -+ ,v; (I #71)*puntos de R™. Decimos que vy, vy, - -, v; estan
en posicion general siempregue no estén contenidos en un hiperplano de

dimension [ — 1.

Definicién A.1.1. Sednvg, vi, -~ -\, (l+1)-puntos de R™ en posicion gene-
ral. Un l-simplejo es el tonjunto conwéxo generado por los puntos vy, vy, - -+,

(ver figura[A.1), es decir,

[vo, v1, -+~

A1

Pagina 91 de 104 - Engrega de integridad

} !
U] = Zaivi caf> 0 vy Zaizl
=0 =0

q, P3

)

1 — Simplejo 2 — Simplejo

3 — Simplejo

Figura A.1: Simplejos.

7
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Las caras de un l-simplejo A; := [vg, vy, -+ ,v;] son los k-simplejos ge-
neradoes por k-puntos del cunjunto {vg, vy, -+, v}, k < I. Las fronteras de
A; son/las. caras dadas por los (I — 1)-simplejos de A;. Esto es, la i-ésima
frontera de, A\; es 0;A; := [vg, -+ ,0;, -+ ,uy], donde 9; significa que el punto

v; fue eliminddo.

Definicién All.2¢ La frontera del simplejo A; es el operador dado por

l

08 =) (~1)'0A.

=0

Los simplejos se puieden, generalizar a espacios topoldgicos en general,
como se muestra a contihuaeion.

Definiciéon A.1.3. Sean M umespacio topologico y A; un l-simplejo en R™.
Un l-simplejo singular es una funcion continua o : Ay — M (ver figura

'

S

0y : 0 — simplejosmgular

: 1 — simplejo singular 09402 simplejo singular

a 2

Figura A.2: Simplejos singulares.

Sea R un anillo conmutativo con unidad. El grupo de I-cadenas/de M con
coeficientes en R estd dado por

k
Ciy(M) :==Cy(M,R) = Z%‘Ui : a; € R y 07 es un l-complejo singular
i=1

Asi como definimos la frontera para un simplejo, para un l-simplejo sin-
gular o : A; — M definimos su frontera como

l

OJo = Z(—l)ia

1=0

[S2VANE}
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él cual es un (I — 1)-simplejo. El operador frontera se generaliza linealmente
al’grupo de l-cadenas C;(M).

Definicién A.1.4. Sea M wun espacio topoldogico. El operador frontera
para-l-cadenas estd dado por el homomorfismo

k k
0:=0F M) — 0,: C,_1(M), dado por 0, <Z%Uz’) = Zaiaai.
i=1

i=1
Una [-cadeha c\es llamada ciclo siempre que dc = 0, y se dira frontera si
¢ = 0d, con d un& (I + 1)-cadena.
Sean Z;(M) el ¢onjunto de [-ciclos y B;(M) el conjunto de I-fronteras.
Como el homomorfismoe-0 cumple que d o 9 = 0, si ¢ es una frontera, es

decir, ¢ = 0d, entonces 9¢'= 0(dd) = 0. Esto es B;(M) C Z,(M).

Definicién A.1.5. Ell-ésimae grupo de homologia singular de M es el grupo
cociente

Z (M) kerd

Las clases de homologfa“son denotadas como [c]. Diremos que dos ciclos
c1, o € Z1(M) son homdlogos sife; — é&] =0, es decir, si (¢; — ¢2) € Bi(M).

A.2. Fibraciones

Definicion A.2.1. Sean E, B dos espacios topologicos o variedades. Una
fibracion es una funcion continua 7w : E — B.

E es llamado el espacio total, B es llamado el espa€iolbase y 7' (b) son
llamadas las fibras sobre b ( V b € B).

Ejemplo A.2.1. Fibracion producto.

Sean X y Y cualesquiera dos espacios. La funcion proyeccion,
proy; : X xY — X, dada por (z,y) — x,

es continua. Por lo cual, proy; es wuna fibracion con ©/fibras
proy; H(z) = {z} x Y.

En una manera andloga, se tiene que proys : X xY — Y, dada por
(x,y) — y, es una fibracién con fibras proyy '(y) =Y x {y}.
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Definicion A.2.2. Sean @ : E — B y E f E
7' B B’ dos fibraciones. A un par de funcio-
nes f("\B — E' vy g : B — B’ las llamaremos
funciondfibra, siempre que el digrama de la dere-
cha sea conmutativo, esto es, ' o f = go.

B g . p

Por simplicidad, nna funcién fibra la denotaremos por (f,g) : # — 7.
En el caso de tener B.= B’ y g = idp, la funcién fibra sera denotada
simplemente como f @ — 7’.

Observacién A.2.1. Seagnar - E — B, n': B — B y«n": B/ — B”
tres fibraciones.

1. No es dificil ver que (idg,1dp) : @ — 7 es una funcion fibra.

2. Sean (f1,g1) : 1 — 7 4 (Jo,92) : @ — 7" dos funciones fibra.
Entonces, la composicion

(fl?gl) o (f27.92) = (fl of27gl 092) T — 7

es una funcion fibra. En efecto, eldiagrama

E fl E, f2 E,/

g1 g2
B Bl B//
es conmutativo en la izquierda y en la derecha, ésto-€s,g; om = 7' o fi
7 /
ym'ofa=goom

= gogiom=gomofi ya'ofyofi=glor fi

= (gaogi)om=7"0(fz0 f1).
Por lo cual, el diagrama

E faof1 ol
T -
B 920491 B//

es conmutativo.

Pagina 94 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



+ iThenticate Pégina 95 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

A.2. FIBRACIONES 81

Definiciéon A.2.3. Dos fibraciones # : E — B y n' : E' — B’ se dirdn
séer,equivalentes si existe un homeomorfismo fibra, esto es, una funcion
fibra=continua (f,g) : @ — 7 (f y g son continuas) con inversa (f,g)~ ' =
(f&gh) : © — 7 tambien continua (f~' y g~ continuas), las cuales
cumplen~que:

(f 9 o (fig)=(fof.g og) = (idg,idg) = id,

(farelfg™) = (fof Tl gog™) = (idp.idp) = idw.
Lema A.2.1. Seaw'n : E — B y 7' : E' — B’ fibraciones equivalentes
a través del homeomogfismo fibra (f,g) : m — «'. Entonces, [ mapea las
fibras sobre b en lasfibras sobre g(b), esto es, f(m1(b)) = (7)1 (g(b)), para
toda b € B. Por lo cugl] -2 (b) y (7')"1(g(b)) son fibras homeomorfas.

Demostracion. Demostremios por doble contension que
F&=H0)) = ()7 (g(b)).
C) Siz € f(r 1(b))sentonces existe e € 771(b) tal que = = f(e).
= v=fle) yale)=b Z,7'(z) =7 (f(e)) v g(n(e)) = g(b).
Por la conmutatividad del diagrania se sigue que
©(f(e)) = g(m(e))#Zn, (2] Fg(b) = x€(7)(9(b)).

D) Six e (7')71(g(b)), entoneds 7/ (z) =«(b). Ahora, dado que f~1, g7*
existen y x € E’ se tiene que
= dlecE > fle)=2 = g(b) =) =7'(f(e)) = g(n(x))
= b=m(e)= ecn t(b), v=f(e)= @= f(e) € f(m(b)).
Ahora, como (f, g) es homeomorfismo fibra, f es homegmorfismo. Entonces,

la restriccion de fl 1) : 771 (b) — (7)1 (g(b)) tambiért esthomeomorfismo.
O

Definicién A.2.4. Una fibracion m : E — B es llamadae”trivial si es
equivalente a una fibracion producto, esto es, el diagrama

E ! B xF
T proyg:
B g B’
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esconmutativo, con f y g homeomorfismos.

En el aso de que B = B’ y g = idp, diremos que 7 es equivalente sobre
B a la fibragién producto proyp:.

Proposicion-A.2.1. Sit: E — B es una fibracion trivial, todas sus fibras
son homeomorfas entre si.

Demostracion. Come” _m es trivial, existe un homeomorfismo fibra

(f,g9): ™ — proyp.Seant b, c € B. Por el lema ,
7 H(b) = (proyp =g (b)) = {9(0)} x F={d} x F, Vde B"
En particular, {g(b)} x F ¥ Yg(c)} x F = (proys)'(g(c)) = 7 (c). De

donde se tiene que
7 1(b) 2} (c), Vb,cc B.

Definiciéon A.2.5. Sea 7 F — B

. . >
una fibracion. Diremos que\x , es lo= /\
calmente trivial, si cualquier- pun- ()

—1
to b € B tiene una vecindad U" para N

FxU
la cual, existe un homeomorfismo_fibra
b:A—FxU, A=rYU), el éual =1 rous
hace conmutativo el diagrama de la de- B
recha. Dicho de otra manera, la fibra-

y , BOU>b
cion w4 es equivalente sobre U a una

fibracion producto proyy.

En una fibracion trivial o localmente trivial, el espacio F_{del producto
F x U) es llamado la fibra (o el espacio de fibras) de .

Proposiciéon A.2.2. Sea 7w : E — B una fibracion localmente trivial. \Si B
es coneza, entonces 7 1(b) = n=1(p), para toda b,p € B.
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Apéndice B
Geometria compleja

B.1. Gavillas

Esta seccién puede sep'consultada en [Eisenbud & Harris-2006].

Sea X un espacio topolégico:

Definicién B.1.1. Detimos quée”F £s una pregavilla sobre X si:

1. A cada abierto U de.X se le asigha, un conjunto F(U).
2. Para cada par de abiertosU C V" de X, existe un mapeo restriccion
resyg (V) — F(U),
el cual cumple las siguientes propiedades;
» resyy = dru),

» Para todo abierto U CV C W de X, resyp oreswy = reswu.

Los elementos f € F(U) son llamados secciones ‘de¢’ F sobre U y los
elementos de g € F(X) son llamados secciones globales.

Definiciéon B.1.2. Una pregavilla F (de conjuntos, grupos abeli@nos, anillos,
modulos, e.t.c) sobre X es llamada gavilla si cumple el axiomade gavilla,
esto es, para cualquier cubierta abierta {U,}aca de un conjunto abiefto U de
X y cualquier coleccion de elementos { fo, € F(Uy)taca que tiene la‘propiedad
de que para todo o, f € A TeSUU.nUs Ja = Te€SUULnU, [p, entonces existe un
tnico elemento f € F(U) tal que resyy, f =resuuy, fa, para todo a & A

Existe otra manera de describir una gavilla, la cual es a través de su§
fibras (tallos).

33
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Definicién B.1.3. Sea F cualquier pregavilla.

1. Sean U,V abiertos de X y f € F(U), g € F(V) secciones. Diremos
quesf~y g se relacionan, f ~ g, si y solo si existe un abierto W C X
tal quesW CUNV yresyw [ =resyw g.

2. Sea x €.2X ., Denotemos por U, cualquier vecindad abierta de x. Defi-
nimos lafibra _ (o tallo) de F en z, denotada por F,, como el limite
directo de gpdpes F(U,) sobre todas las vecindades abiertas U, C X de
x, esto es,

Foiz i F(U,) = ( || f@)) J~

U,CX U, CX

Las clases en el cociente Fg'= ( Ll FU )) / ~ son denotadas como

U, CX
U, f)-
Dado cualquier x € X seiene un mapeo que va de F(U) a F,, el cual
toma una seccién f € F(U) y le.asocia=utia clase de equivalencia (U, f); esta

clase es denotada por f,.

Consideremos a F = |J F,=F Jes un egpagio topoldgico, tomando como
zeX
base para los abiertos a los conjuntes’de la forma

v(U, f) = {feTw €U},
donde U C X es abierto y f es una seccién fija sobre U,

Se tiene que el mapeo w : F — X, dado por 7(s;))= x, es continuo.
Ademés, para cualquier abierto U C X y f € F(U) el mapeo o : U — F
dado por o(x) = f, es una seccion continua de m sobr@U, esto es, o es
continua y m o o = idy.

Definicién B.1.4. Sean F y G gavillas sobre X. Un morfismo_de gavillas
¢: F — G es una coleccion de mapeos ¢(U) : F(U) — G(U), con O, C X

abierto, tales que para cualquier inclusion V- C U el diagrama

Fu) 22 gw)
Fv) -2 gv)
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es conmutativo.

Un morfismo de gavillas ¢ : F — G induce un mapeo entre fibras
Oz AFp — G, para cualquier z € X.

Propesiciéon B.1.1. (ver [Eisenbud & Harris-2000], pdg. 15) Sea
¢ Fl=3 G un morfismo de gavillas. Entonces, ¢(U) es biyectivo para
todo abiertol] C X siy solo si ¢, es biyectivo para toda x € X .

Definiciéon B.I\5. Sea F una pregavilla. Definimos la gavillificacién de F
como la unica@awilla F' y un morfismo de pregavillas ¢ : F — F' tal que,

para todo x € Xel'mapeo ¢, : F,, — F. es un isomorfismo.

Proposicién B.120«(ver [Eisenbud & Harris-20006], pag. 16) Considere-

mos a F = |J F, eomo un espacio topoldgico, dado como antes. Enton-
zeX

ces, la gavillificacion F'Tde-F es la gavilla de secciones del mapeo natural

T F— X.

Ejemplos importantes:

s La gavilla de fungiones holomorfas, Op, sobre el disco D C C
(1-variedad compleja),cuyas fibras Op en x es el anillo de gérmenes de
funciones holomorfas-en .

» La gavilla mas sencilla“de™asociar.a” un espacio topolégico X, es la
gavilla de funciones localmemte constamte con valores en K, esto es,
una gavilla I que a cada subconjunt@ abierto U de X le asocia el
conjunto de funciones localmente constantes\/C(U), que van de U a K.
En especial:

dado un germen con singularidad aislada en{elicero f, le asociamos
su fibracion de Milnor f; : X' — Dy, X' := BN f~1(D}). fi, la

cual define un haz vectorial H* = | | H'(V;,C) &_bieh, una gavilla de
teD;;

funciones localmente constante R}*CX/, esto es,

teD;,

B.2. Grassmanianas

Esta seccion puede ser consultada en [Griffiths & Harris-1978].
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Definicion B.2.1. Sean V' un espacio vectorial complejo de dimension m y
k <‘mgDefinimos la k—Grassmaniana sobre V' como:

Grass(k,V):={W <V : dimW = k}.

Cualquiet éSpacio vectorial complejo de dimension n es isomorfo a C™. De-
notamos a Grass(k, C) por Grass(k,n). Cualquier elemento A € Grass(k,n)
es un hiperplanad de<dimension k, el cual es generado por k-vectores lineal-

mente independienteSw; = (vi1, -+ ,v;) € C" i =1,--- k. Asi, A puede ser
identificado con la matriz de rango k que tiene como fila las vectores v;, esto
es,
Vi1 - Vin
A =
Ukt "t Ukn

Asi mismo, dada una matriz Aede rango k, le asociamos el elemento
A € Grass(k,n) generado por loswk<vectores filas linealmente independientes
de A. Sin embargo, para que esta asociacion sea inyectiva, pedimos que dos

matrices A y A’ representen el mismo.espacio A € Grass(k,n) si y solo si
A= BA’, con B € GLy.

Para darle estructura de variédad compléja a Grass(k,n), necesitamos
definir abiertos U; que cubran a GTass(k,f)_y,.sobre estos, definir cartas

or : Ur — C™, m € N, que sean analiticas compatibles entre ellas. Para tal
caso:

n Sean [ = {iy,d9,--- i} C {1,2,--¢ ,n} y Vier=sespan{e; : j ¢ I} el
(n — k) plano de C™.

» Sea Uy = {A € Grass(k,n) : ANV ={0}}.

Proposicién B.2.1. (ver [Griffiths & Harris-1978], pag. 198) Cualquier hi-
perplano A € U; tiene una unica representacion matricial A™ etyo I-ésimo
menor de k X k es la matriz identidad. En especial, para I = {1,2,-4- , k},
se tiene una matriz de la forma:

1 0 0 *x =* *
Al 01 0 * = *
00 -+ 1 % % - x

Asi mismo, cualquier matriz de la forma anterior, representa un hiperplano
A eU.
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O Recordemos que si I = {iy,ia, -+ ,ix}, entonces [° = {j € {1,--- ,n} :
/¢ I}. Tomando las n(n — k) entradas del I%ésimo menor, de tamafio

n k) de la matriz A’, nos da una biyeccién

A ¢[ U — Cn(n—k).

Proposicién B.2.2. (ver [Griffiths & Harris-1978], pdg. 194) Grass(k, V')

es una var@ compleja.

Ejemplo B.2.¥. Tomamos V = C"™! y k = 1. En este caso,

: (/ Grass(1,C"*') = CP".

<

N\
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