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Introducción

La teoría de singularidades tiene una amplia gama de aplicaciones, por
ejemplo, su uso en la teoría de sistemas dinámicos. Dentro de la matemáti-
ca pura, se aprecia su interacción con las geometrías algebraica y compleja;
álgebra conmutativa; y la topología algebraica. Una línea de interés en este
contexto, es la teoría de singularidades de funciones suaves, que podemos
interpretar en cierto sentido como una generalización del análisis de funcio-
nes cerca de sus máximos y mínimos, lo que uno puede abordar asumiendo
una estructura de diferenciabilidad para la función o familia de funciones de
interés, [Arnol’d et al.-1985], [Arnol’d et al.-2012]. Existe un enfoque de esta
teoría que se centra en aspectos algebraicos y complejo-analíticos, con el cual,
en el presente proyecto, se analizará el comportamiento de deformaciones de
curvas elípticas bajo ciertas condiciones.

En la teoría de singularidades de funciones suaves, un objeto matemático
en el que se aprecia una amplia interacción entre análisis complejo y geome-
tría algebraica clásica, es la retícula de Brieskorn asociada a un germen de
función analítica f definida sobre un dominio en Cn+1 cuyos puntos críticos
son aislados.

Existen múltiples invariantes de interés asociados a f cerca de un punto
crítico aislado. Supongamos que f tiene punto crítico aislado en 0 ∈ Cn+1,
uno de estos invariantes es el álgebra de Milnor dada por el C-espacio vectorial
Of , formado al cocientar el anillo de series convergentes (gérmenes) alrededor
del 0 ∈ Cn+1, OCn+1,0, con el ideal Jf que está generado por las derivadas
parciales de f , [Arnol’d et al.-2012]. La dimensión de Of como C-espacio
vectorial es llamada el número de Milnor, µ := µ(f, 0). Otro invariante es la
retícula de Brieskorn H ′′0 la cual es un OCn+1,0-módulo de formas diferenciales
holomorfas que permite recuperar, salvo un cociente, al álgebra de Milnor,
[Kulikov-1998].

Vía la retícula de Brieskorn se puede construir un invariante discreto
asociado a f con respecto al punto crítico 0 ∈ Cn+1, el cual es llamado el
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vi INTRODUCCIÓN

espectro de la singularidad, sp(f), el cual consiste de µ números racionales
contando multiplicidades, las cuales miden la dimensión como C-espacio vec-
torial de las piezas asociadas a una graduación del álgebra de Milnor usando
la V •-filtración, [Kulikov-1998], [Arnol’d et al.-2012]. A través de este inva-
riante, es posible describir el comportamiento de f dentro de una familia de
hipersuperficies {Fλ} parametrizada por un espacioM de parámetros λ tales
que µ(Fλ) = µ(f), es decir, el número de Milnor se mantiene constante bajo
deformación. A esta familia la llamaremos deformación µ-constante de f .

En este trabajo de tesis, nos enfocaremos en el análisis del mapeo de
periodos determinado por la retícula de Brieskorn y que está asociado a
una deformación µ-constante para el caso de curvas elípticas simples (ver
[Kulikov-1998], pág. 160).

Este trabajo se divide en 3 capítulos y 2 apéndices. En el capítulo 1 se
exponen algunos conceptos básicos que ayudarán al lector a entender el capí-
tulo 3, a decir: Superficies de Riemann, Curvas planas afines suaves, Curvas
planas proyectivas suaves (resultados importantes para que una curva sea
superficie de Riemann), Superficies de Riemann hiperelípticas (construción
de tales superficies), Cohomología de de Rham para superficies de Riemann,
Fibración de Milnor, Haces vectoriales, Deformaciones µ(f)-constantes para
un germen de función holomorfa f , entre otras. Para una lectura amena, es
recomendable estar familiarizado con las nociones siguientes: filtraciones de
módulos, espacios graduados, suma directa, producto tensorial y algunos co-
nocimientos de análisis complejo que se usan en el transcurso de este escrito.

En el capítulo 2 se construye, para un germen f : (C2, 0) −→ (C, 0), la
retícula de Brieskorn H(0) como un módulo cociente de 2-formas holomorfas;
una transformación C-lineal llamada la conexión de Gauss-Manin definida
sobre el “módulo localización” M := H(0) ⊗B C{t}[t−1], la cual es una ma-
nera de derivar 2-formas; la V •-filtración sobreM; la F •-filtración de Hodge
sobre un espacio C para construir el espectro de la singularidad sp(f); el haz
homológico y cohomológico de Milnor inducidos por la fibración de Milnor;
el homomorfismo monodromía sobre los 1-grupo de cohomología (homología)
de las fibras del haz cohomológico; residuos de Leray de 2-formas holomorfas
y sus seciones geométricas asociadas para describir la retícula de Brieskorn de
manera analítica, usando expansiones asintóticas de periodos de integrales,
enfoque de A. N. Varchenko.

Los objetos mencionados anteriormente que se desarrollan en este capítulo
2, son fundamentales para la descripción del objeto principal de estudio de
este trabajo, el mapeo de periodos, a través de la estructura diferenciable
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vii

que induce la conexión de Gauss-Manin en la localización de la retícula de
Brieskorn y la V •-filtración de Malgrange-Kashiwara.

En el capítulo 3, antes de describir el mapeo de periodos asociado a
una deformación µ-constante de un germen con singularidad aislada f :
(C2, 0) −→ (C, 0), daremos algunas definiciones y resultados necesarios. Vere-
mos también la manera en que se pegan todos los objetos que se construyeron
en el capítulo 2 pero ahora considerando cada elemento de una familia Fλ de
gérmenes (deformación de f) y ensamblarlos para formar un solo objeto. Por
último, se describe un algoritmo para determinar dicho mapeo de periodos y
se trabaja un ejemplo en específico: el mapeo de periodos para una familia
de curvas elípticas simples.

Un hecho importante que debemos mencionar, es que en el proceso de
construcción del mapeo de periodos, se encuentra que las imágenes de éste
determinan soluciones de la ecuación hipergeométrica de Gauss

z(z − 1)∂2f(z) + ((θ + ρ+ 1)z − τ) ∂f(z) + θρ u(a) = 0,

para ciertos valores de θ, ρ, τ ∈ C, la cual tiene una gran importancia en
varias áreas de las matemáticas (ver [Saito & Takayama-2013], pág. 16).

El apéndice A se divide en dos secciones. En la primera sección se da
la construcción y definición de los grupos de homología singular sobre un
anillo R para un espacio topológico M . En la segunda sección se definen
las fibraciones y fibraciones localmente triviales entre variedades suaves (o
espacios topológicos), con algunos resultados sobre éstas.

Por último, en el apéndice B se da un pequeño desarrollo sobre la defini-
ción de gavillas y se concluye con unos ejemplos importantes.
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Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo presentamos las definiciones y resultados necesarios para
desarrollar y entender los capítulos posteriores, en específico el capítulo 3.
Trataremos temas tales como: superficies de Riemann, curvas planas, curvas
proyectivas, superficies de Riemann hiperelípticas, cohomología de de Rham
sobre superficies de Riemann, fibración de Milnor; haces vectoriales, defor-
maciones µ(f)-constantes para un germen f , entre otras. Es recomendable
para el lector estudiar los temas aquí presentados, si no está familiarizado
con alguno de ellos.

1.1. Superficies de Riemann

En esta sección damos la definición formal de una superficie de Rie-
mann. Los resultados dados son obtenidos de [Danilov & Shokurov-2013] y
[Miranda-1995].

Definición 1.1.1. Sea M un espacio topológico.

1. Sean U y V subconjuntos abiertos de M y de Cn, respectivamente. Una
carta compleja sobre M (o simplemente una carta) es un homeo-
morfismo φ : U −→ V .

2. Un atlas de M es una colección de cartas A := {φ : Uα −→ Vα ⊂
Cnα | ∀ α ∈ I}, I ⊂ N, con la propiedad M =

⋃
α

Uα.

Dada φ : U −→ V una carta compleja sobre un espacio topológico M ,
a cualquier punto p ∈ U le corresponde una única n-tupla de números com-
plejos φ(p) = (z1(p), . . . , zn(p)). A (z1(p), . . . , zn(p)) se le llama coordenadas
complejas sobre U .

1
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2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.1.2. Dos cartas φα : Uα −→ Vα y φβ : Uβ −→ Vβ se dirán
analíticas compatibles siempre que Uα ∩ Uβ = ∅ ó si Uα ∩ Uβ 6= ∅, el
mapeo

φα ◦ φ−1
β : φβ(Uα ∩ Uβ) −→ φα(Uα ∩ Uβ), (ver figura 1.1)

sea holomorfo, ∀ α, β ∈ I.

Figura 1.1: Composición de cartas.

Definición 1.1.3. Sea M un espacio topológico.

1. Decimos que un atlas A de M es analítico si cualesquiera dos cartas
de A son analíticas compatibles.

2. Un espacio topológico Hausdorff M , equipado con un atlas analítico A,
es llamado variedad compleja.

Definición 1.1.4. Dos atlas analíticos A y B son compatibles, si cualquier
carta de A es analítica compatible con cualquier carta de B.

Se tiene la siguiente equivalencia a la definición anterior:

Proposición 1.1.1. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pág. 17) Sean A y B
atlas analíticos. Entonces, A y B son compatibles ⇔ A∪B es un atlas ana-
lítico.
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1.2. 2-VARIEDADES REALES 3

La unión de todas las cartas analíticas compatibles sobre M es un atlas
maximal, es llamado estructura analítica compleja sobre M .

Llamaremos dimensión de una carta φ : Uα −→ Vα ⊂ Cnα al número nα.
Para una variedad compleja conexaM la dimensión de las cartas de sus atlas
no cambia. Así, para una variedad compleja conexa M , la dimensión de una
de sus cartas (cualquiera) es llamada la dimensión de M .

Definición 1.1.5. Una superficie de Riemann es una variedad analítica
compleja conexa M de dimensión 1.

1.2. 2-variedades reales

En esta sección describimos las 2-variedades reales y su relación con su-
perficies de Riemann. Además, se enuncia un resultado que clasifica las su-
perficies de Riemann a través del género topológico. Los resultados pueden
ser consultados en [Miranda-1995].

Definición 1.2.1. Sea X un espacio topológico.

1. Una carta nnn dimesional real sobre X es un homeomorfismo
φ : U −→ V , con U ⊂ X y V ⊂ Rn abiertos.

2. Dos cartas φ1 : U1 −→ V1 y φ2 : U2 −→ V2 se dicen ser C∞-compatibles
si

φ1 ◦ φ−1
2 : φ2(U1 ∩ U2) −→ φ1(U1 ∩ U2)

es un C∞-difeomorfismo, esto es, existe su inversa y, tanto φ1 ◦ φ−1
2

como su inversa, tienen derivadas parciales de todos los órdenes en
cualquier punto.

3. Un C∞-atlas de X es una colección de cartas sobre X que son compa-
tibles por pares y la unión de sus dominios cubren el espacio X.

4. Dos atlas sobre X son equivalentes, si la unión de ellos es un
C∞-atlas.

5. Una estructura C∞-diferenciable sobre X es una clase de equivalencia
de C∞-atlas.

6. Una C∞-variedad real es un espacio topológico M Hausdorff segundo
contable con una estructura C∞-diferenciable.
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4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Dado que los mapeos holomorfos en una variable compleja z = x + iy
son C∞-diferenciables en las variables x y y, se tiene que una superficie de
Riemann es una C∞-variedad real de dimensión dos (2-variedad).

Proposición 1.2.1. (ver [Miranda-1995], pág. 6) Cualquier superficie de
Riemann es una C∞-variedad real 2-dimensional orientable y conexa por tra-
yectorias. Así, cualquier superficie de Riemann compacta es difeomorfa a una
esfera con g asas, para algún entero no negativo g.

Así, cuando g = 0, tenemos una esfera sin asas y la superficie es topológi-
camente una esfera. Si g = 1, tenemos una esfera con 1 asa, es decir, un toro
o topológicamente equivalente a S1×S1. Para g ≥ 2, la superficie se obtiene
uniendo g asas a la 2-esfera.

Definición 1.2.2. El entero g es llamado el género topológico de una
superficie de Riemann compacta.

El género topológico de una superficie de Riemann compacta es un inva-
riante fundamental.

1.3. Ejemplos de superficies de Riemann

Esta sección se utiliza para dar algunos ejemplos variados e importan-
tes de superficies de Riemann. Los resultados pueden ser consultados en
[Miranda-1995].

1. Línea proyectiva

Sean z, w ∈ C2 − {0}, z = (z0, z1), w = (w0, w1) y λ ∈ C − {0}.
Decimos que z está relacionado con w (z ∼ w) siempre que z = λw.

Definición 1.3.1. La línea proyectiva compleja se define como el
espacio cociente (C2 − {0})/ ∼, el cual denotaremos como CP1 y sus
clases de equivalencia como (z0 : z1).

Entonces, un punto en CP1 corresponde a una línea, sin el origen, gene-
rada por algún z ∈ C2−{0}. Los puntos (z0 : z1) de CP1 son llamadas
coordenadas homogéneas.
Definimos U0 = {(z0 : z1) : z0 6= 0} y U1 = {(z0 : z1) : z1 6= 0}.
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1.3. EJEMPLOS DE SUPERFICIES DE RIEMANN 5

Notemos que cualquier punto (z0 : z1) del espacio proyectivo CP1 cum-
ple que (z0 : z1) 6= 0, esto es, existe 0 ≤ k ≤ 1 tal que zk 6= 0, de lo cual
se tiene que (z0 : z1) ∈ Uk. Así, los abiertos U0 y U1 cubren al espacio
CP1.
Definamos los homeomorfismos φ0 : U0 −→ C y φ1 : U1 −→ C dados
por φ0(z0 : z1) = z1

z0
y φ1(z0 : z1) = z0

z1
. Los homeomorfismos φ0 y φ1

están bien definidos, ya que si (z0 : z1) = (z′0 : z′1) ∈ U0, entonces existe
un complejo λ 6= 0 tal que (z′0, z′1) = λ(z0, z1) ⇔ z′0 = λz0 y z′1 = λz1.
Entonces, φ0(z′0 : z′1) = z′1

z′0
= λz1

λz0
= z1

z0
= φ0(z0 : z1). De manera análoga

se tiene que φ1(z′0 : z′1) = φ1(z0 : z1), para toda (z0, z1) ∈ U1.
Las funciones φ0 y φ1 son biyectivas, ya que sus inversas están dadas
por φ−1

0 (w) = (1 : w) y φ−1
1 (w) = (w : 1), respectivamente.

Notemos que cualquier punto (z : w) ∈ U0 ∩ U1 es tal que z, w 6= 0.
Entonces, φk(U0 ∩ U1) ⊂ C − {0}. Así, tenemos que la composición
φ1◦φ−1

0 : C−{0} −→ C−{0} está dada por φ1◦φ−1
0 (s) = φ1(φ−1

0 (s)) =
φ1(1 : s) = 1

s
, s 6= 0, la cual es holomorfa.

Proposición 1.3.1. CP1 es Hausdorff.

Dem. U0 y U1 son Hausdorff. Así, si tomamos p, q ∈ U0 (o U1), podemos
separar p y q por abiertos disjuntos. Si p ∈ U0 − U1 y q ∈ U1 − U0,
entonces p = (1 : 0) y q = (0 : 1), los cuales son separados por los
abiertos φ−1

0 (D1(0)) y φ−1
1 (D1(0)), respectivamente. Por lo cual, CP1 es

Hausdorff.

Hasta ahora, tenemos que CP1 es un espacio topológico conexo y Haus-
dorff de dimensión 1 con un atlas analítico dado por las cartas φ0 y φ1.
Por lo tanto, CP1 es una superficie de Riemann.

2. Gráficas de funciones holomorfas
Sea g : V −→ C una función holomorfa sobre un subconjunto V ⊂ C
abierto y conexo. La gráfica de g está dada por

X := {(z, g(z)) : z ∈ V }.

A X se le hereda la topología de subespacio dada por C2. Sea
π : X −→ V , la proyección dada por π(z, g(z)) = z, la cual es homeo-
morfismo con inversa π−1(z) = (z, g(z)). Así, π es una carta compleja
sobre X, es decir, determina un atlas analítico de X dado por esta úni-
ca carta compleja. Más aún, X es Hausdorff (porque C2 es Hausdorff)
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6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

y, como V es conexo y π es continua, π−1(V ) = X, también es conexo.
Por lo tanto, X tiene estructura de superficie de Riemann.

3. Curvas planas afines suaves
Sea f ∈ C[z, w] un polinomio. El conjunto de puntos C := {(z, w) ∈
C2 : f(z, w) = 0} es llamado el lugar de ceros de f . Por el teorema
de la función implícita se tiene que el lugar de ceros de un polinomio
f ∈ C[z, w] puede ser descrito localmente como una gráfica, y por lo
tanto, localmente es una superficie de Riemann.

Teorema 1.3.1. (de la función implícita) (ver [Miranda-1995], pág.
10) Sea C el lugar de ceros del polinomio f ∈ C[z, w]. Si (z0, w0) ∈ C
cumple que ∂f

∂w
(z0, w0) 6= 0, entonces existe una función holomorfa g

definida en una vecindad V de z0, tal que C es la gráfica de g cerca de

(z0, w0). Es decir, C = {(z, g(z)) : z ∈ V }. Más aún, g′ = −
∂f
∂z
∂f
∂w

, cerca

de z0.

Notar que si ∂f
∂w

(z0, w0) = 0 y ∂f
∂z

(z0, w0) 6= 0, entonces se puede aplicar
el teorema 1.3.1 en la variable z para ver a C localmente como una
gráfica.

Definición 1.3.2.
1) Una curva plana afín es el lugar de ceros C de algún polinomio

f ∈ C[z, w].
2) Dado p ∈ C, decimos que f es no singular en p, si ∂f

∂z
(p) 6= 0 o

∂f
∂w

(p) 6= 0.
3) Decimos que C es no singular o suave si f es no singular en

cualquier punto p ∈ C.

Dada una curva plana afín suave C definida por un polinomio f ∈
C[z, w], se tiene que ∂f

∂w
(p) 6= 0 o ∂f

∂z
(p) 6= 0, para todo p = (z0, w0) ∈ C.

Por el teorema de la función implícita, existe una función holomorfa gp
en una vecindad Up de p tal que C es la gráfica de gp.
Análogamente como se hizo con gráficas, podemos considerar las pro-
yecciones πpz : U −→ C o πpw : Up −→ C que son homeomorfismos de
Up en su imagen, para todo p ∈ C. Por lo que, los dominios Up de
las proyecciones cubren a la curva C. Así, tenemos un atlas para C,
A := {πpz , πpw : p ∈ C}. Veamos que A es analítico.
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1.4. CURVAS ALGEBRAICAS PROYECTIVAS 7

Si las dos cartas tomadas en A se obtienen usando la proyección en la
variable z, es decir, πpz y πqz , y sus dominios Up, Uq se intercan, entonces
πpz ◦ (πqz)−1 = Id, la cual es holomorfa. Un resultado análogo se tiene si
ambas cartas se obtienen de la proyección en la varibale w.
Tomamos ahora dos cartas πpz , πqw y un punto p′ = (z0, w0) en la in-
tersección de su dominios. Sabemos que cerca de p′, C es localmente
la gráfica de una función holomorfa g. Entonces, (πpz)−1(z) = (z, g(z)).
Por lo cual, πqw ◦ (πpz)−1(z) = πw(z, g(z)) = g(z) es holomorfa. Por lo
tanto, el atlas de C dado por las proyecciones es un atlas analítico.
Se puede demostrar que la curva C es conexa, por lo cual se enuncia el
siguiente resultado:

Teorema 1.3.2. (ver [Miranda-1995], pág. 11) Si f ∈ C[z, w] es un
polinomio irreducible, entonces C es conexa. Por lo tanto, si f es no
singular e irreducible, entonces C es una superficie de Riemann.

En el caso de que f sea irreducible, decimos que C es una curva plana
afín irreducible.

Ejemplo 1.3.1. (ver [Miranda-1995], pág. 12) Sea h ∈ C[z] un polino-
mio que no es un cuadrado perfecto. Entonces, el polinomio
f(z, w) = w2−h(z) es irreducible. Más aún, si h tiene raíces distintas,
f es no singular. Por lo cual, la curva plana afín irreducible asociada
a f es una superficie de Riemann.

1.4. Curvas algebraicas proyectivas

Las curvas algebraicas en el plano proyectivo dadas por polinomios homo-
géneos F (x, y, z), bajo ciertas condiciones de suavidad e irreducibilidad, son
superficies de Riemann con la propiedad de ser compactas. Esto es tratado
en la presente sección y se dará un resultado importante que nos permite
calcular el género topológico de dichas superficies.

Los resultados dados en esta sección son obtenidos de [Miranda-1995].

Sean (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ C3 − {0}, decimos que (x, y, z) y (x′, y′, z′)
están relacionados, y escribimos (x, y, z) ∼ (x′, y′, z′), si y solo si (x′, y′, z′) =
λ(x, y, z), para algún λ ∈ C− {0}.

Definición 1.4.1. El plano proyectivo, denotado como CP2, es definido
como el espacio cociente (C3 − {0})/ ∼.
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8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

El plano proyectivo es dotado con la topología cociente a través de la
función proyección entre C3 − {0} y CP2.

Los elementos (x : y : z) de CP2 son llamados coordenadas homogéneas.
Las coordenadas homogéneas dependen de los representantes, sin embargo,
siempre están bien definidas salvo representantes.

De la misma manera a como se hizo para CP1, se definen los abiertos

U0 = {(x : y : z) | x 6= 0}, U1 = {(x : y : z) | y 6= 0}

y U2 = {(x : y : z) | z 6= 0}.

Los cuales forman una cubierta abierta para CP2. También se tienen funcio-
nes:

φ0 : U0 −→ C2, φ1 : U1 −→ C2 y φ2 : U1 −→ C2,

dadas por:

φ0(x : y : z) =
(y
x
,
z

x

)
, φ1(x : y : z) =

(
x

y
,
z

y

)
y φ2(x : y : z) =

(x
z
,
y

z

)
.

Cuyas inversas están dadas por:

φ−1
0 (a, b) = (1 : a : b), φ−1

1 (a, b) = (a : 1 : b) y φ−1
2 (a, b) = (a : b : 1).

Éstas funciones definen cartas coordenadas para CP2.
Más aún, CP2 es compacto.

Definición 1.4.2. Sea f ∈ C[z0, . . . , zn] un polinomio. Se dirá que f es
homogéneo de grado d si

f(λz0, . . . , λzn) = λdf(z0, . . . , zn).

Notemos que si h := zm1
0 · · · z

mj
j · · · zmnn ∈ C[z0, . . . , zn] es un monomio

homogéneo de grado d, esto es,

(λz0)m1 · · · (λzj)mj · · · (λzn)mn = λd(zm1
0 · · · z

mj
j · · · zmnn ), d =

n∑
j=0

mj,

se tiene que:

∂h

∂zj
= mj(zm1

0 · · · z
mj−1
j · · · zmnn ), ∀ j = 0, . . . , n.
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1.4. CURVAS ALGEBRAICAS PROYECTIVAS 9

Entonces,

1
d

n∑
j=0

zj
∂h

∂zj
= 1
d

n∑
j=0

zjmj(zm1
0 · · · z

mj−1
j · · · zmnn )

= 1
d

n∑
j=0

mj(zm1
0 · · · z

mj
j · · · zmnn )

= 1
d

(
n∑
j=0

mj

)
(zm1

0 · · · z
mj
j · · · zmnn )

= h.

En general, cualquier polinomio f ∈ C[z0, . . . , zn] homogéneo de grado d
(todos sus términos tienen grado d) cumple la identidad

f = 1
d

n∑
i=0

zi
∂f

∂zi
,

la cual es llamada fórmula de Euler.
Sea F (x, y, z) un polinomio homogéneo de grado d. No tiene sentido

pensar en evaluar F en un punto (x : y : z) del plano proyectivo, ya que
(λx : λy : λz) es el mismo punto que (x : y : z) en CP2 y en general

F (λx, λy, λz) = λdF (x, y, z) 6= F (x, y, z).

Sin embargo, esto cobra sentido siempre que F (x, y, z) = 0. En esta manera,
definimos X := {(x : y : z) ∈ CP2 : F (x, y, z) = 0} el lugar de ceros de F .

Definición 1.4.3. Una curva plana proyectiva es el lugar de ceros de
algún polinomio F homogéneo, no constante, en el plano proyectivo CP2.

Notemos que si (x : y : z) ∈ U0 (x 6= 0), se tiene que (x : y : z) = (1 : y
x
, z
x
).

Más aún, si (x : y : z) ∈ X, F (x, y, z) = 0. Así, a través del mapeo φ0, se
tiene que:

X0 := X ∩ U0 ∼= {(a, b) ∈ C2 : F (1, a, b) = 0},
la cual es una curva plana afín descrita por el polinomio f(a, b) := F (1, a, b).
De una manera análoga se tiene que:

X1 := X ∩ U1 ∼= {(a, b) ∈ C2 : F (a, 1, b) = 0}

y
X2 := X ∩ U1 ∼= {(a, b) ∈ C2 : F (a, b, 1) = 0}

son curvas planas afines.
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10 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.4.4. Un polinomio homogéneo F (x, y, z) es no singular, si el
sistema de ecuaciones:

F = ∂F

∂x
= ∂F

∂y
= ∂F

∂z
= 0

no tiene solución en CP2.

Lema 1.4.1. (ver [Miranda-1995], pág. 15) Supongamos que F (x, y, z) es
un polinomio homogéneo de grado d. Entonces, F es no singular si y solo si
X0, X1 y X2 son curvas planas afines suaves en C2.

Aceptaremos el hecho de que cualquier polinomio homogéneo no singular
F es irreducible, para notar que los conjuntos X0, X1 y X2 son curvas planas
afines suaves e irreducibles. Por lo tanto, según el teorema 1.3.2, son superfices
de Riemann.

Proposición 1.4.1. (ver [Miranda-1995], pág. 16) Sea F (x, y, z) un poli-
nomio homogéneo no singular. Entonces, el lugar de ceros X de F es una
superficie de Riemann compacta.

Definición 1.4.5. Las curvas descritas en la proposición anterior son lla-
madas curvas planas proyectivas suaves.

El siguiente resultado nos permite calcular el género topológico de una
curva plana proyectiva suave a partir del grado del polonomio homogéneo
que la define.

Proposición 1.4.2. (ver [Miranda-1995], pág. 69) Sean F un polinomio
homogéneo no singular de grado d y X la curva proyectiva suave asociada a
F . Entonces, el género g de X está dado por la ecuación g = (d−1)(d−2)

2 .

1.5. Superficies de Riemann hiperelípticas

Esta sección está basada en [Miranda-1995] y [Zoladek-2006].
Antes de dar la construcción de una superficie de Riemann hiperelíptica,

necesitamos definir el pegado de superficies de Riemann.

Sean X y Y dos espacios topológicos. Supongamos que existe un homeo-
morfismo φ : U −→ V , donde U ⊂ X y V ⊂ Y son abiertos. Tomemos
Z = {{x}, {y}, {u, φ(u)} : x ∈ X − U, y ∈ Y − V, u ∈ U} y definamos el
mapeo π : X t Y −→ Z dado por:
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1.5. SUPERFICIES DE RIEMANN HIPERELÍPTICAS 11

π(z) =


{z} si z ∈ X − U,
{z} si z ∈ Y − V,
{z, φ(z)} si z ∈ U.

Definición 1.5.1. Z, con la topología cociente, es llamado el pegado de XXX
con YYY a lo largo de UUU y VVV vía φφφ, el cual denotamos como Z = X t Y/φ.

Ejemplo 1.5.1. Tomemos X = Y = C, U = V = C − {0} y φ(z) = 1
z
. El

pegado Z = C t C/φ es Z = {{0}, {0}, {z, 1
z
}}.

Figura 1.2: Esfera de Riemann por pegado.

En una manera más explícita, hagamos U = U1 ∪ U2 ∪ S1, donde U1 es
el exterior de S1 y U2 es el interior de S1 (sin el origen). Análogamente,
hacemos V = V1 ∪ V2 ∪ S1, con V1 el interior de S1 (sin el origen) y V2 el
exterior de S1. Así, a través de φ estamos identificando U1 con V1, U2 con V2
y S1 consigo mismo. Por último, pegamos los ceros de cada copia de C para
obtener la esfera de Riemann Z (ver figura 1.2).

La siguiente proposición nos dice que el pegado de superficies de Rie-
mann nos da una superficie de Riemann. Además, nos permite construir las
superficies de Riemann hiperelípticas.
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12 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposición 1.5.1. (ver [Miranda-1995], pág. 60) Sean X y Y superficies de
Riemann. Supongamos que existe un isomorfismo φ : U −→ V , con U ⊂ X
V ⊂ Y abiertos no vacíos. Entonces, existe una estructura compleja sobre
el pegado Z = X t Y/φ tal que las inclusiones naturales de X y Y en Z
son holomorfas. En particular, si Z es Hausdorff, Z es una superficie de
Riemann.

Consideremos h(x) un polinomio de grado 2g+ε+1 (ε = 0, 1) y con raíces
distintas. Tomemos la curva plana afín X definida por la ecuación y2 = h(x)
y consideremos a U := {(x, y) ∈ X : x 6= 0} subconjunto abierto de X.

Ahora bien, consideremos el polinomio homogenizado de h dado por
k(z) = z2g+2h(1

z
). Dado que h tiene raíces distintas, k también tiene raíces

distintas. Tomemos la curva plana afín Y definida por la ecuación w2 = k(z)
y consideremos a V := {(z, w) ∈ Y : z 6= 0} subconjunto abierto de Y .

Definamos el isomorfismo φ : U −→ V dado por φ(x, y) = ( 1
x
, y
xg+1 ).

Lema 1.5.1. (ver [Miranda-1995], pág. 60) Sean X = Y = C2 y φ dado como
en el párrafo anterior. Entonces, el pegado Z = X t Y/φ es una superficie
de Riemann compacta de género g.

Definición 1.5.2. Las superficies de Riemann compactas dadas por el lema
anterior son llamadas superficies de Riemann hiperelípticas.

En el caso particular que h tenga tres raíces distintas, es decir ε = 0 y
g = 1, la superficie de Riemann (toro complejo) es llamada elíptica.

Figura 1.3: Superficie de Riemann Vt.
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1.6. FORMAS DIFERENCIALES SOBRE SUPERFICIES 13

Ejemplo 1.5.2. Sea f(x, y) = y2 +x3−x. Las fibras Vt = {(x, y) : f(x, y) =
t} son superficies de Riemann de la función y =

√
t+ x− x3, la cual gene-

ralmente tienen tres puntos de ramificación, digamos x1, x2 y x3. La figura
1.3 muestra la superficie de Riemann que se obtiene.

1.6. Formas diferenciales sobre superficies de
Riemann

Los resultados dados en esta sección son obtenidos de
[Danilov & Shokurov-2013].

En esta sección daremos la definición de 0, 1, 2-formas holomorfas sobre
superficies de Riemann para poder definir los grupos de cohomología de de
Rham.

Sea S una superficie de Riemann. Un mapeo diferenciable h : S −→ C
será referido como una función diferenciable sobre S 1. El conjunto

ϑ(S) := {h : S −→ C | h es una función diferenciable sobre S}

es una C-álgebra. Una derivación sobre ϑ(S) en un punto p ∈ S es una
transformación C-lineal D : ϑ(S) −→ C que satisface la regla de Leibniz,
esto es:

D(f · g) = D(f) · g(p) + f(p) ·D(g).

El conjunto Tp(S) := {D : ϑ(S) −→ C | D es una derivación} es un
espacio vectorial complejo con las operaciones suma y producto por escalar
usuales y es llamado el espacio tangente a S en p.

Sea z = x+ iy las coordenadas locales para el punto p ∈ S. Las derivadas
parciales ∂f

∂x
(p) y ∂f

∂y
(p) de la función f ∈ ϑ(S) son derivaciones denotadas

como ∂
∂x

(p) y ∂
∂y

(p). Definimos

∂f

∂z
(p) = ∂f

∂x
(p)− i∂f

∂y
(p)

y
∂f

∂z̄
(p) = ∂f

∂x
(p) + i

∂f

∂y
(p).

1Aquí, h se considera como un mapeo diferenciable con respecto a las estruturas de
variedades diferenciables de S y C.
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14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Lema 1.6.1. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pág. 45) Los vectores ∂
∂x

(p) y
∂
∂y

(p)
(
resp. ∂

∂z
(p) y ∂

∂z̄
(p)
)
definen una base para el espacio tangente Tp(S).

Así, dimCTp(S) = 2.

Sea

Λ(S) := {ω :
⋃

Tp(S) −→ C | ω es lineal sobre cualquier espacio Tp(S)}.

Λ(S) es llamado el conjunto de 1-formas diferenciales y sus elementos
ω ∈ Λ(S) son llamdos 1-formas diferenciales.

Dado un vector tagente a ∂
∂x

(p)+ b ∂
∂y

(p) (resp. a ∂
∂z

(p)+ b ∂
∂z̄

(p)), definimos
los mapeos dx y dy como dx

(
a ∂
∂x

(p) + ∂
∂y

(p)b
)

= a y dy
(
a ∂
∂x

(p) + ∂
∂y

(p)b
)

=
b (resp. dz = dx+ idy y dz̄ = dx− idy). Estos mapeos nos permiten escribir
cualquier 1-forma en representación local dadas por el siguiente lema.

Lema 1.6.2. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pág. 45) Cualquier 1-forma
diferencial ω sobre S puede ser escrita localmente como

ω|U = fdz + gdz̄ = (f + g)dx+ (f − g)idy,

donde f y g son funciones complejas sobre algún abierto U de S y z = x+ iy
sus coordenadas locales en U .

Ahora bien, una 1-forma diferencial ω|U = fdz+gdz̄ se dirá diferenciable,
si f y g son funciones diferenciables para cualquier U . Denotemos por A1 el
conjunto de 1-formas diferenciables, el cual es un espacio vectorial sobre S.

Por otro lado, sean A1,0 = {ω ∈ A1 : ω = fdz} y A0,1 = {ω ∈ A1 :
ω = fdz̄}. A1,0 y A0,1 son subespacios vectoriales complejos de A1 tales que
A1 = A1,0 ⊕ A0,1.

Análogamente, para k > 1, definimos el conjunto de k-formas diferencia-
les como las secciones ω : S → Ak(S), donde

Ak(S) :=
{
ω : p 7→ ωp :

k∏
`=1

Tp(S) −→ C | ωp es multilineal ∀p ∈ S
}
.

El producto tensorial ⊗ : A1 × A1 −→ C de 1-formas diferenciales está
dado por ⊗(ω1, ω2) = ω1(t1) · ω2(t2), donde (t1, t2) ∈ Tp(S)× Tp(S).

Tenemos que, localmente, cualquier forma diferencial ω puede ser escrita
como una combinación lineal de productos tensoriales de los elementos dz y
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1.6. FORMAS DIFERENCIALES SOBRE SUPERFICIES 15

dz̄.

Si ω1 y ω2 son 1-formas diferenciales, definimos el producto exterior de
éstas como la 2-forma diferencial

ω1 ∧ ω2 := 1
2 (ω1 ⊗ ω2 − ω2 ⊗ ω1) .

Observación 1.6.1. Sean ω1, ω2 1-formas diferenciales. Se tiene que:

1. ω1 ∧ ω2 = −ω2 ∧ ω1.

2. ω1 ∧ ω1 = 0.

3. En particular, del inciso 2, se tiene que:

dz̄ ∧ dz = −dz ∧ dz̄ y dz ∧ dz = dz̄ ∧ dz̄ = 0.

En nuestro caso, como una superficie de Riemann es 2-dimensional como
variedad diferenciable, Ak = 0, para k > 2. Además, por definición A0 =
ϑ(S). Ahora, dado que dz = dx+ idy y dz̄ = dx− idy, se tiene que

dz ∧ dz̄ = (dx+ idy) ∧ (dx− idy)

= 1
2 ((dx+ idy)⊗ (dx− idy)− (dx− idy)⊗ (dx+ idy))

= 1
2 (dxdx− idxdy + idydx+ dydy − dxdx− idxdy + idydx− dydy)

= 1
2 (−2idxdy + 2idydx)

= −i (dxdy − dydx)
= −i (dx⊗ dy − dy ⊗ dx)
= −idx ∧ dy.

Entonces, cualquier 2-forma tiene una representación en coordenadas locales
dada por ω = fdz ∧ dz̄ = −ifdx ∧ dy. De esta manera, se tiene que dadas
dos 1-formas en coordenadas locales, ω1 = f1dz + g1dz̄ y ω2 = f2dz + g2dz̄,
su producto exterior está dado por

ω1 ∧ ω2 = (f1dz + g1dz̄) ∧ (f2dz + g2dz̄)

=
∣∣∣∣f1 g1
f2 g2

∣∣∣∣ dz ∧ dz̄.
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16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.7. Cohomología de de Rham para una su-
perficie de Riemann

En esta sección se definirá la derivada exterior de formas diferenciales
para poder construir los grupos de cohomología de de Rham sobre una su-
perficie de Riemann. Los resultados dados en esta sección son obtenidos de
[Danilov & Shokurov-2013].

Sea S una superficie de Riemann. Vamos a definir un mapeo C-lineal
d : Al −→ Al+1 llamado la derivada exterior y mapeos ∂, ∂̄ : Al −→ Al+1.
Para tal caso, primero definimos d : A0 −→ A1 como

df := ∂f + ∂̄f,

donde
∂f := ∂f

∂z
dz y ∂̄f := ∂f

∂z̄
dz̄.

Ahora, definimos los mapeos ∂, ∂̄ : A1 −→ A2 como

∂(fdz + gdz̄) := ∂f ∧ dz + ∂g ∧ dz̄ = ∂g ∧ dz̄ = ∂g

∂z
dz ∧ dz̄

y
∂̄(fdz + gdz̄) := ∂̄f ∧ dz + ∂̄g ∧ dz̄ = ∂̄f ∧ dz = ∂f

∂z̄
dz̄ ∧ dz.

Así, d : A1 −→ A2 es tal que

d(fdz + gdz̄) := ∂(fdz + gdz̄) + ∂̄(fdz + gdz̄)

= ∂g

∂z
dz ∧ dz̄ + ∂f

∂z̄
dz̄ ∧ dz

= ∂g

∂z
dz ∧ dz̄ − ∂f

∂z̄
dz ∧ dz̄

=
(
∂g

∂z
− ∂f

∂z̄

)
dz ∧ dz̄.

Es posible definir d, ∂, ∂̄ : Al −→ Al+1 para l ≥ 2. Sin embargo, dado que en
una superficie de Riemann el conjunto Ak = 0, para k ≥ 3, estos mapeos son
triviales, es decir, d, ∂, ∂̄ = 0.

Observación 1.7.1. Si f ∈ ϑ(s), entonces se tiene lo siguiente:

1. ∂2 = 0, ya que ∂(∂(f)) = ∂
(
∂f
∂z
dz
)

= ∂2f
∂z2 dz ∧ dz = 0.
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1.7. COHOMOLOGÍA DE DE RHAM PARA UNA SUPERFICIE 17

2. ∂̄2 = 0, ya que ∂̄(∂̄(f)) = ∂̄
(
∂f
∂z̄
dz̄
)

= ∂2f
∂z̄2 dz̄ ∧ dz̄ = 0.

3. ∂ ◦ ∂̄ = −∂̄ ◦ ∂, ya que

∂(∂̄(f)) = ∂

(
∂f

∂z̄
dz̄

)
= ∂2f

∂z∂z̄
dz ∧ dz̄

= ∂2f

∂z̄∂z
dz ∧ dz̄

= − ∂2f

∂z̄∂z
dz̄ ∧ dz

= −∂̄
(
∂f

∂z
dz

)
= −∂̄(∂(f)).

4. d2 = 0, ya que

d(d(f)) = d(∂(f) + ∂̄(f))
= ∂(∂(f) + ∂̄(f)) + ∂̄(∂(f) + ∂̄(f))
= ∂2(f) + ∂(∂̄(f)) + ∂̄(∂(f)) + ∂̄2(f)
= ∂(∂̄(f))− ∂(∂̄(f))
= 0.

Una k-forma diferencial ω ∈ Ak es llamada cerrada siempre que dω = 0.
Diremos que ω es exacta siempre que ω = dτ , para alguna (k − 1)-forma
diferencial τ .

Notación 1.7.1. El conjunto de k-formas diferenciales cerradas es denotado
por Zk

d (S). Así mismo, Bk
d (S) denota el conjunto de k-formas diferenciales

exactas.

Notemos que si ω ∈ Bk
d (S), entonces ω = dτ . Así, dω = d(dτ) = d2(τ) =

0. Por lo cual, ω ∈ Zk
d (S). Tenemos entonces que Bk

d (S) ⊂ Zk
d (S).

Definición 1.7.1. El k-ésimo grupo de cohomología de de Rham es
el cociente

Hk
DR(S) = Hk

d (S,C) := Zk
d (S)

Bk
d (S) , k = 0, 1, 2.
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18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Para una superficie de Riemann compacta, la siguiente proposición nos
permite calcular la dimensión del 1-grupo de cohomología de de Rham a
partir del género de la superficie.

Proposición 1.7.1. (ver [Danilov & Shokurov-2013], pág. 51) Para una su-
perficie de Riemann compacta S de género g se tiene que:

dimC H
1
DR(S) = 2g.

1.8. Fibración de Milnor

La definición del haz de Milnor o fibración de Milnor que damos en esta
sección, es usando el enfoque de Arnold–Varchenko–Gusein-Zade en su libro
[Arnol’d et al.-2012]. Esta definición tambien puede ser consultada en los
textos [Zoladek-2006], [Arnol’d et al.-1998] y [Wall-2004]. Pues bien, tenemos
las siguientes definiciones:

Definición 1.8.1. Sea π : E −→ B una función suave entre variedades
suaves E y B, con dimE = m y dimB = n.

1. Diremos que π es propia si para todo compacto K ⊂ B se tiene que,
π−1(K) es compacto en E.

2. Se dirá que π es una sumersión en p ∈ E siempre que la matríz
de derivadas parciales Dπ : TpE −→ Tπ(p)B tenga rango n, es decir,
rank[Dπ] = dimTπ(p)B = dimB.

El siguiente teorema (de la fibración de Ehresman) muestra condiciones
suficientes para que un mapeo entre variedades sea una fibración suave lo-
calmente trivial (ver apéndice A sección A.1). Este teorema nos ayuda a
construir la fibración de Milnor asociada a un germen f .

Teorema 1.8.1. (ver [Wall-2004], pág. 132) (Teorema de la fibración
de Ehresmann) Si E es una variedad y π : E −→ B es un mapeo tal
que E es compacta, más generalmente, π es propio y tanto π como π|∂E son
submersiones, entonces π es una fibración suave localmente trivial.

A partir de esta sección, una fibración suave localmente trivial será refe-
rida solamente como una fibración.

Sea f : (C2, 0) −→ (C, 0) un germen de curva plana con singularidad ais-
lada en el origen. Para f se puede elegir un buen representante que consiste
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1.8. FIBRACIÓN DE MILNOR 19

en restringir dominio y rango, lo cual permite obtener una fibración suave lo-
calmente trivial que, como veremos más adelante, será la base para construir
otros objetos que son el objetivo del presente manuscrito.

Denotemos por Bε la bola en C2 centrada en el origen de radio ε con
frontera ∂Bε = Sε. De igual manera, Dη denota la bola en C centrada en el
origen y de radio η con ∂Dη = Sη. Además, sea D∗η := Dη − {0}.

Lema 1.8.1. (ver [Wall-2004], pág. 109) Para ε suficientemente pequeño, la
curva C = f−1(0) no es tangente a Sε.

Teorema 1.8.2. (ver [Wall-2004], pág. 134) Para ε suficientemente pequeño
podemos encontrar η0 tal que η0 > η y el mapeo

f1 := f |Bε∩f−1(D∗η) : Bε ∩ f−1(D∗η) −→ D∗η

es la proyección de una fibración suave.

Dem. Sea K un conjunto compacto de D∗η, esto es, dada una cubierta abierta

{Ui}i∈I deK, existe una subcubierta finita, digamosK =
r⋃
s=1
Us =

r⋃
s=1

( ⋃
t∈Us
{t}
)
.

Ahora, las fibras f−1
1 (t), para todo t ∈ D∗η, son cerradas y acotadas en

Bε ∩ f−1(Dη). Así, por el teorema de Heine-Borel, f−1
1 (t) son compactas,

entonces

f−1
1 (K) = f−1

1

(
r⋃
s=1

(⋃
t∈Us

{t}

))
=

r⋃
s=1

(⋃
t∈Us

f−1
1 (t)

)
,

es compacto, por lo cual f1 es propia.
Veamos que f1 y su restrición a Sε ∪ f−1(D∗η) son submersiones:

Como f tiene singularidad aislada en el origen, df1(z, w) = 0 si y solo
si (z, w) = (0, 0). Por lo cual, df1 : Tp

(
Bε ∩ f−1(D∗η)

)
−→ Tπ(p)D

∗
η tiene

rango 1, para todo p ∈ Bε ∩ f−1(D∗η). Entonces, f1 es una submersión
en p ∈ Bε ∩ f−1(D∗η).

Para cualquier punto de Sε ∩ f−1(0), f |Sε es submersión si y solo si
f−1(0) no es tangente a Sε, lo cual se cumple para ε suficientemente
pequeño, de acuerdo con el lema 1.8.1. Así, la restricción de f sobre
alguna vecindad V de Sε ∪ f−1(0) en Sε es también una submersión.
Tomando η0 suficientemente pequeño Sε ∪ f−1(D∗η0) esta contenida en
V . Por lo tanto, f |Sε∪f−1(D∗η0 ) es submersión.
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20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Hemos demostrado entonces que f1 es propia y tanto f1 como su res-
trición a Sε ∪ f−1(D∗η) son submersiones. Usando el teorema de la fibración
de Ehresmann 1.8.1, se concluye que f1 es una fibración suave localmente
trivial.

Ahora bien, del teorema 1.8.2, se tiene que f1 es una fibración suave
localmente trivial. Entonces, para todo x ∈ D∗η existe una vecindad U de x
y un difeomorfismo Φ : A −→ F ×U , A = f−1

1 (U), el cual hace conmutativo
el siguiente digrama

f−1
1 (U)

Φ

##
F × U

proy2

��
U.

f−1
1

WW

Más aún, como D∗η es conexa, por la proposición A.2.2, todas fibras de f1 son
difeomorfas entre sí. Por lo cual, F es única salvo difeomorfismo.

F es llamada la fibra de Milnor.

Ejemplo 1.8.1. Sea f = y2−x3. Las fibras de f se ven como en la figura 1.4.

Figura 1.4: Fibración asociada a la cúspide.

En el caso cuando f es un germen de polinomio tal que f se factoriza
como f = f1 · · · fr y no tiene factores repetidos, estos es, fi 6= fj para i 6= j.
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1.9. HACES VECTORIALES COMPLEJOS Y HOLOMORFOS 21

Denotaremos como C la curva plana afín generada por f y C1, . . . , Cr las
curvas generadas por f1, . . . , fr, respectivamente. Notemos que C =

r⋃
j=1
Cj.

Definición 1.8.2. Las ramas de la curva C son las curvas C1, . . . , Cr. En
este caso C tiene r ramas.

Para un germen de polinomio f , sean C y F , su curva y fibra de Milnor
(fibra asociada a su fibración de Milnor). Sea r el número de ramas de C.

Proposición 1.8.1. (ver [Wall-2004], pág. 139) F es una superficie com-
pacta, conexa, orientable y r componentes acotadas.

1.9. Haces vectoriales complejos y holomor-
fos

Los resultados de la presente seccion se pueden consultar en
[Griffiths & Harris-1978, pág. 66].

Sea M una variedad diferenciable.

Definición 1.9.1. Un C∞-haz vectorial complejo, de rango k sobre M ,
es una familia {Ex}x∈M de espacios vectoriales complejos parametrizada por
M , junto con una estructura de variedad C∞-diferenciable sobre E =

⋃
x∈M

Ex

tal que:

1. El mapeo proyección π : E −→M , dado por π(Ex) = x, es C∞.

2. Para cualquier x0 ∈M , existe una vecindad U de x0 y un difeomorfismo
φU : π−1(U) −→ U × Ck, induce un C-isomorfismo entre los espacios
vectoriales Ex y {x} × Ck, para cualquier x ∈ U . φU es llamada la
trivialización de E sobre U .

Un C∞-haz vectorial complejo de rango k sobre M lo denotamos simple-
mente por E π→ M . El conjuto Ex = π−1(x) ⊂ E es llamado la fibra de π
sobre x y su dimensión es llamada el rango de E.

Al conjunto de transformaciones lineales invertibles sobre Ck (matrices
invertibles de k × k) lo denotaremos por GLk.

Notemos que:
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22 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Dado un haz vectorial complejo E, cualquier par de trivializaciones φU ,
φV determinan las llamadas funciones de transición dadas por:

gUV : U ∩ V −→ GLk
x −→

(
φU ◦ φ−1

V

)
|{x}×Ck .

Las funciones de transición son C∞ y cumplen las siguientes propieda-
des:

gUV (x) · gV U(x) = id, ∀ x ∈ U ∩ V, (1.1)
gUV (x) · gVW (x) · gWU(x) = id, ∀ x ∈ U ∩ V ∩W. (1.2)

Así mismo, dada una cubierta abierta {Uα}α∈J de M y funciones de
clase C∞, gαβ : Uα ∩ Uβ −→ GLk, que satisfacen las identidades dadas
anteriormente, entonces existe un único haz vectorial complejo E →M
con funciones de transición {gαβ}: si el haz vectorial E es visto como un
conjunto de puntos E = {px}x∈M , dado que para todo x ∈M =

⋃
α∈J

Uα

existe β tal que x ∈ Uβ y un difeomorfismo φUα : π−1(Uα) −→ Uα×Ck

que toma px ∼= {x} × Ck, entonces E debe ser la unión⋃
α∈J

(
Uα × Ck

)
con puntos (x, λ) ∈ Uα × Ck.

Definición 1.9.2.

1. Un subhaz F ⊂ E de un haz E es una colección {Fx ⊂ Ex}x∈M de
subespacios de los espacios vectoriales Ex, tales que F =

⋃
x∈M

Fx ⊂ E

es una subvariedad de E.

2. Una sección de un haz vectorial E π→ M sobre U ⊂ M es un mapeo
σ : U −→ E el cual es C∞ y satisface σ(x) ∈ Ex, ∀ x ∈ U .

Consideremos ahora a M una variedad compleja.

Definición 1.9.3.

1. Diremos que un C∞-haz vectorial complejo E π→ M es un haz vec-
torial holomorfo, si E tiene estructura de variedad compleja, tal que
para cada x ∈M existe una vecindad U de x y una trivialización

φU : π−1(U) −→ U × Ck

que es un mapeo biholomorfo de variedades complejas. Estas trivializa-
ciones son llamadas trivializaciones holomorfas.
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1.10. DEFORMACIONES µ-CONSTANTES 23

2. Un subhaz holomorfo de un haz holomorfo E, es un subhaz F ⊂ E
que tiene estructura de subvariedad compleja de E.

Notemos que si {φα : π(Uα) −→ Uα × Ck}α∈I son trivializaciones ho-
lomorfas, entonces las funciones de transición para E relativas a {φα} son
holomorfas. Así mismo, dados mapeos holomorfos gαβ : Uα ∩ Uβ −→ GLk
que cumplen las propiedades 1.1 y 1.2, entonces podemos construir un haz
vectorial holomorfo E π→M con funciones de transición gαβ.

1.10. Deformaciones µ-constantes

Sea f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) un germen de función holomorfa con singu-
laridad aislada en 0. Consideremos el anillo de gérmenes en 0, OD,0, en la
bola de Milnor suficientemente pequeña D, dada por la fibración de Milnor
asociada a f , ver teorema 1.8.2.

Queremos considerer a f como parte de una familia de gérmenes Fλ,
parametrizada por un conjunto T ⊂ Ck, en la cual cada germen tiene el
mismo número de Milnor que el de f .

Definición 1.10.1.

1. Sea Jf :=
〈
∂f
∂zj

: j = 0, . . . , n
〉
el ideal generado por las derivadas par-

ciales de f . Definimos el álgebra de Milnor como el anillo cociente

OD,z
Jf

.

Al cual denotaremos simplemente por Of .

2. El número de Milnor de f en 0, denotado como µ(f), se define como
la dimensión del álgebra de Milnor como C-espacio vectorial, es decir,

µ(f) = dimC Of = dimC
OD,0
Jf

.

Pedir que f tenga singularidad aislada en 0 es equivalente a pedir que
µ(f) <∞ (ver [Francisco-2021], pág. 30)

Definición 1.10.2. Sean f, g : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) gérmenes en 0. Se dirá
que f y g son R-equivalentes, f ∼

R
g, si existe un biholomorfismo germen
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24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

h : Cn+1 −→ Cn+1 para el cual, el diagrama

Cn+1

h
��

g

''Cn+1 f // C

es conmutativo y h(0) = 0.

Ahora, si pedimos que dos gérmenes f y g tengan singularidad aislada
en 0, entonces µ(f) y µ(g) son finitos. Más aún, si f y g son R-equivalentes,
Of ∼= Og (ver [Francisco-2021], pág. 34). De donde se sigue que µ(f) = µ(g),
es decir, bajo R-equivalencia el número de Milnor es constante.

Figura 1.5: Deformación para una hipersuperficie singular f .

Definición 1.10.3.

1. Una deformación del germen f : (Cn+1, 0) −→ (C, 0) con base en T ⊂
Ck, es un germen en 0 de una función F : (Cn+1 × Ck, 0) −→ (C, 0),
con la propiedad de que F (z, 0) = f(z), donde z ∈ Cn+1 y 0 ∈ T ⊂ Ck

(ver figura 1.5).
Una deformación de f la denotaremos simplemente como Fλ, con
λ ∈ T ⊂ Ck.

2. Una deformación Fλ se dice ser µ-constante siempre que
µ(Fλ) = µ(f), para toda λ ∈ T ⊂ Ck.
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1.10. DEFORMACIONES µ-CONSTANTES 25

Definición 1.10.4. Sea f ∈ C[z0, · · · , zn] un polinomio. Se dirá que f es
casihomogéneo de tipo w = (w0, · · · , wn) y grado d si

f(λw0z0, · · · , λwnzn) = λdf(z0, · · · , zn), ∀ λ ∈ C.

A continuación, siguiendo [Kulikov-1998], pág. 148, se describe un método
para encontrar una deformación µ-constante para f : Cn+1 −→ C casihomo-
géneo de tipo w = (w0, w1, · · · , wn) ∈ Qn+1

≥0 y grado d = 1:

Agoritmo 1.10.1. µ(f)µ(f)µ(f)-deformación: Kulikov

a) Sea xl = xl00 x
l1
1 · · · xlnn un monomio. Consideremos el orden monomial

pesado ν(xl) :=
n∑
j=0
wjlj.

b) Calculemos una base monomial B = {mmmi : i = 1, · · · , µ(f)} para el
álgebra de Milnor Of .

c) Supongamos que ν(m1) ≤ ν(m2) ≤ · · · ≤ ν(mµ(f)) y definamos
k := min{i = 1, · · · , µ(f) : ν(mi) > 1}. Entonces, una deforma-
ción µ-constante para f está dada por

F µ
λ (x) := f(x) +

µ(f)∑
j=k

λjmj, λ = (λk, · · · , λµ(f)) ∈ Cµ(f)−k. (1.3)

Ahora, siguiendo [Hertling-2002-2], se describe otro método para encon-
trar una deformación µ-constante para f : Cn+1 −→ C casihomogéneo de
tipo w = (w0, w1, · · · , wn) y grado d = 1, con 0 < wj ≤ 1

2 . Antes, definimos

µ(f)∑
i=1

tαi+1 :=
n∏
i=1

t− twi
twi − 1 ,

los números espectrales de f , los cuales son tal que αi ∈ Q, ∀ i = 1, . . . , µ(f),
y α1 ≤ α2 ≤ . . . ,≤ αµ(f), ver [Hertling-2002-2], págs. 121 y 122.

Agoritmo 1.10.2. µ(f)µ(f)µ(f)-deformación: Hertling

a’) Sea xl = xl00 x
l1
1 · · · xlnn un monomio. Consideremos el orden monomial

pesado ν(xl) :=
n∑
j=0
wjlj.

b’) Calculemos una base monomial B = {mmmi : i = 1, · · · , µ(f)} para el
álgebra de Milnor Of , tales que ν(mi) = αi − α1.
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26 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

c’) Supongamos que ν(m1) ≤ ν(m2) ≤ · · · ≤ ν(mµ(f)). Definamos,
para λ̃ = (λ1, . . . , λk), a ν(λi) = 1 − ν(mi) y k := min{i =
1, · · · , µ(f) : ν(mi) ≥ 1}. Entonces, una deformación µ-constante
para f está dada por

F µ
λ (x) := f(x) +

µ(f)∑
j=k

λjmj, λ = (λk, · · · , λµ(f)) ∈ Cµ(f)−k. (1.4)

Ejemplo 1.10.1. Usando algoritmo 1.10.1.
Consideremos al polinomio f = x3 + y7 + z2 casihomogéneo de tipo w =

(1
2 ,

1
7 ,

1
2). Una base para álgebra de Milnor Of está dada por:

B = {1, x, y, xy, y2, xy2, y3, xy3, y4, xy4, y5, xy5}.

Los órdenes para cada monomio de B son:
mj: 1 x y xy y2 xy2 y3 xy3 y4 xy4 y5 xy5

ν(mj): 0 1
3

1
7

10
21

2
7

13
21

3
7

16
21

4
7

19
21

5
7 1 + 1

21

Notemos que casi todos los elementos de B tienen orden menor que 1,
salvo el monomio xy5 que tiene orden 1 + 1

21 . Así, una µ(f)-deformación
para f = x3 + y7 + z2 está dada por:

Fλ(x, y, z) = f + λxy5 = x3 + y7 + z2 + λxy5, λ ∈ C.

Ejemplo 1.10.2. Usando algoritmo 1.10.2.
Consideremos a f = x4 + y4 polinomio casihomogéneo de tipo w = (1

4 ,
1
4).

Notemos que ∂f
∂x

= 4x3 y ∂f
∂x

= 4y3. Así,

Of = C{x, y}
〈x3, y3〉

.

Una base para Of es B = {1, x, x2, y, y2, xy, xy2, x2y, x2y2}. En la siguiente
tabla presentamos los órdenes pesados para cada monomio de la base Of :

mj: 1 x y xy x2 y2 xy2 x2y x2y2

ν(mj): 0 1
4

1
4

2
4

2
4

2
4

3
4

3
4 1

Los números espectrales para f son:

sp(f) =
{
α1 = −1

2 , α2 = −1
4 , α3 = −1

4 , α4 = 0,
α5 = 0, α6 = 0, α7 = 1

4 , α8 = 1
4 , α9 = 1

2

}
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1.10. DEFORMACIONES µ-CONSTANTES 27

De donde podemos observar que ν(mj) = αj − α1, j = 1, . . . , 9, en efecto:

ν(1) = 0 = −1
2 −

(
−1

2

)
= α1 − α1,

ν(x) = ν(y) = 1
4 = −1

4 −
(
−1

2

)
= α2,3 − α1,

ν(xy) = ν(x2) = ν(y2) = 1
2 = −1

2 −
(
−1

2

)
= α4,5,6 − α1,

ν(xy2) = ν(x2y) = 3
2 = 1

4 −
(
−1

2

)
= α7,8 − α1,

ν(x2y2) = 1 = 1
2 −

(
−1

2

)
= α9 − α1.

Notemos que el único monomio que tiene orden pesado mayor igual que uno
es x2y2. Por lo cual, una µ(f)-deformación para f = x4 + y4 es

F µ
λ (x, y) = f + λx2t2 = x4 + y4 + λx2y2,

con base T = C− {−2, 2}.
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Capítulo 2

Retícula de Brieskorn y
conexión de Gauss-Manin en

(C2, 0)

En este segundo capítulo, para un germen f : (C2, 0) −→ (C, 0) casiho-
mogéneo con singularidad aislada en 0, definimos la retícula de Brieskorn
H(0), primero como un cociente de módulos de 2-formas holomorfas y so-
bre este espacio damos de forma explícita la conexión de Gauss-Manin, ∂t
(una manera de “derivar” secciones). La conexión ∂t permite descomponer
H(0) ⊗B C{t}[t−1] en espacios propios y definir la V •-filtración y la V >•-
filtración que nos servirán para describir el mapeo de periodos, ver capítulo
3. Definimos también el espectro asociado a f , sp(f), usando la filtración de
Hodge F • inducida en el módulo de Milnor.

Finalmente, se determinará la retícula de Brieskorn analíticamente, usan-
do secciones de residuos de Leray sobre 2-formas holomorfas y el operador
monodromía sobre el primer grupo de cohomología de las fibras asociadas a
la fibración de Milnor.

2.1. Conexión de Gauss-Manin en (C2, 0)

Los resultados presentados en esta sección son establecidos siguiendo la
tesis [Francisco-2021], la cual está basada en [Kulikov-1998].

Sea f : (C2, 0) −→ (C, 0) un germen de curva plana compleja, con sin-
gularidad aislada en 0, casihomogéneo de grado d = 1 y consideremos su
fibración de Milnor dada por el teorema 1.8.2. A través de los submódulos
df ∧ dOC2,0, df ∧ Ω1

C2,0 de Ω2
C2,0, consideremos los cocientes:

29
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30 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

1. H(0) :=
Ω2

C2,0
df∧dOC2,0

, la retícula de Brieskorn.

2. ′H(0) :=
df∧Ω1

C2,0
df∧dOC2,0

.

3. Ωf := H(0)
′H(0) '

Ω2
C2,0

df∧Ω1
C2,0

, el módulo Jacobiano.

Para f : (C2, 0) −→ (C, 0) casihomogéneo con singularidad aislada, es
posible obtener una base con representantes monomiales para el álgebra de
Milnor Of , digamos B := {zk0zl1 + Jf : (k, l) ∈ Λ ⊂ N2

+, |Λ| = µ(f)}. La
base B induce, usando el lema de Nakayama, una base para la retícula de
Brieskorn

BBB := {
[
zk0z

l
1dz0 ∧ dz1

]
: (k, l) ∈ Λ ⊂ N2

+, |Λ| = µ(f)},

donde
[
zk0z

l
1dz0 ∧ dz1

]
= zk0z

l
1dz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0.

Sean K := C{t}[t−1] y M := K
〈
e1, . . . , eµ(f)

〉
, donde e1, . . . , eµ(f) son los

básicos de BBB, como en el párrafo anterior.

Definición 2.1.1. (ver [Kulikov-1998], pág. 20) Una conexión meromorfa
en el K-espacio vectorial M es una transformación C-lineal
D = O d

dt
: M −→M que satisface la regla de Leibniz

D(gm) = dg

dt
m+ gD(m), ∀ g ∈ C{t}[t−1], m ∈M.

Sea B = OD,0 = C{t}. Entonces, K = B[t−1].

Observación 2.1.1. Los elementos de K ∼= B[s]
(ts−1) , t ∈ B − {0} son de la

forma: [g(s)] = g(s) + (ts− 1), donde

g(s) = g0 + g1s+ ...+ gls
l, l ∈ Z+,

es un polinomio en la variable s, es decir, g(s) ∈ B[s], con coeficientes
g0, g1, ..., gl series de Taylor en t.

A continuación, definimos qué es una conexión en un par de B-módulos
E y F , con E ⊂ F .

Definición 2.1.2. Sean E y F , con E ⊂ F , B-módulos. Una transformación
C-lineal

D : E −→ F

que cumple la regla de Leibniz, es llamada una conexión del par (E,F).
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2.1. CONEXIÓN DE GAUSS-MANIN EN (C2, 0) 31

Sea D : E −→ F una conexión para el par de B-módulos (E,F ). Consi-
deremos los B-módulos E y F para obtener sus localizaciones respectivas:

S−1E = E ⊗B S
−1B y S−1F = F ⊗B S

−1B,

donde S = {tn : n = 0, 1, 2, ...} es un sistema multiplicativo. Esto es,

S−1E = E ⊗B K y S−1F = F ⊗B K.

Lema 2.1.1. (ver [Kulikov-1998], pág. 20) Sea D : E −→ F una conexión
para el par de B-módulos (E,F ). Supongamos que dimC

E
F
< ∞. Entonces,

S−1E = S−1F . Más aún, si definimos M := S−1E = S−1F , entonces el
operador D se extiende a M de tal manera que ∀ s ∈ E y ∀ k ∈ Z

D

(
s⊗ 1

tk

)
= D(s)⊗ 1

tk
− s⊗ k

tk+1 .

Esto es, D : M −→M es una conexión meromorfa.

Definición 2.1.3. La conexión de Gauss-Manin en ′H(0) está dada por
el mapeo:

∂t : ′H(0) −→ H(0)

[df ∧ (Adz0 +Bdz1)] −→ [d(Adz0 +Bdz1)],

donde d es la derivada exterior, es decir,

d(Adz0 +Bdz1) =
(
∂B

∂z0
− ∂A

∂z1

)
dz0 ∧ dz1.

Explícitamente, de la definición anterior,

∂t([df ∧ (Adz0 +Bdz1)]) =
(
∂B

∂z0
− ∂A

∂z1

)
dz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0.

Sean E := ′H(0) y F := H(0). E y F son B-módulos. Como F
E
' Of y

dimCOf = µ(f) <∞, entonces por el lema 2.1.1 se sigue que

∂t :′ H(0) −→ H(0)

se extiende a una conexión meromorfa en H(0) ⊗B C{t}[t−1]. Esto es,

∂t : H(0) ⊗B C{t}[t−1] −→ H(0) ⊗B C{t}[t−1]

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 45 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

Página 45 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



32 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

es una conexión meromorfa llamada la conexión de Gauss-Manin para el
germen de curva plana f : (C2, 0) −→ (C, 0) con singularidad aislada en
0 ∈ C2.

Tenemos definido el operador ∂t en ′H(0). La cuestión ahora es, ¿cómo
calcular ∂t en elementos de H(0) usando ∂t como está definida en ′H(0)?
Veamos:

Sea v ∈ H(0). Luego,

v = a(z0, z1)dz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0 = adz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0.

Pero, OC2,0 3 f (nuestro germen) cumple la identidad de Euler, es decir,
f = z0w0f0 + z1w1f1, w0, w1 los exponentes de f . De lo cual,

f · v = f · (adz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0)
= (z0w0f0 + z1w1f1)adz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0

= (z0w0f0a+ z1w1f1a)dz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0

=
∣∣∣∣ f0 f1
−z1w1a z0w0a

∣∣∣∣ dz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0

= df ∧ η + df ∧ dOC2,0, donde η = (−w1z1a)dz0 + (w0z0a)dz1 ∈ Ω1
C2,0.

Esto es,
f · v = df ∧ η + df ∧ dOC2,0 = [df ∧ η] ∈ ′H(0).

Podemos entonces aplicar ∂t a [df ∧ η] obteniendo:

∂t([df ∧ η]) = [d(η)] = [d((−w1z1a)dz0 + (w0z0a)dz1)].

Como,

d(η) = d((−w1z1a)dz0 + (w0z0a)dz1)

=
(
∂(w0z0a(z0, z1)))

∂z0
+ ∂(w1z1a(z0, z1))

∂z1

)
dz0 ∧ dz1.

Obtenemos que:

∂t([df ∧ η]) =
[(

∂(w0z0a(z0, z1)))
∂z0

+ ∂(w1z1a(z0, z1))
∂z1

)
dz0 ∧ dz1

]
. (2.1)

Ahora bien,

∂t(fv) = ∂t(t · v) = t′ · v + t · ∂t(v) = v + t · ∂t(v)
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2.1. CONEXIÓN DE GAUSS-MANIN EN (C2, 0) 33

⇒ ∂t(v) = −1
t
· v + 1

t
· ∂t(t · v) ⇒ ∂t(v) = − 1

f
· v + 1

f
· ∂t(t · v)

⇒ ∂t(v) = − 1
f
· v + 1

f
· [d(η)], ∀v ∈ H(0).

Por tanto, definimos la conexión de Gauss-Manin ∂t en H(0) como:

∂t(v) = −v + [d(η)]
f

, ∀v ∈ H(0).

Notemos que en especial, para los básicos de H(0)

v = [zmdz] = zk0z
l
1dz0 ∧ dz1 + df ∧ dOC2,0

se tiene que f · v = df ∧ η + df ∧ dOC2,0, con

η = (−w1z1z
k
0z

l
1)dz0 + (w0z0z

k
0z

l
1)dz1.

Además,

d(η) =
(
∂(w0z0z

k
0z

l
1)

∂z0
+ ∂(w1z1z

k
0z

l
1)

∂z1

)
dz0 ∧ dz1

=
(
∂
(
w0z

k+1
0 zl1

)
∂z0

+
∂
(
w1z

k
0z

l+1
1
)

∂z1

)
dz0 ∧ dz1

=
(
(k + 1)w0z

k
0z

l
1 + (l + 1)w1z

k
0z

l
1
)
dz0 ∧ dz1

= ((k + 1)w0 + (l + 1)w1) zk0zl1dz0 ∧ dz1

= ((k + 1)w0 + (l + 1)w1) zmdz,

⇒ d(η) = ((k + 1)w0 + (l + 1)w1) zmdz. (2.2)

Por lo tanto, usando la ecuación 2.2 tenemos entonces que:

∂t([zmdz]) = −[zmdz] + [d(η)]
f

= −[zmdz] + [((k + 1)w0 + (l + 1)w1) zmdz]
f

= (−1 + (k + 1)w0 + (l + 1)w1) [zmdz]
f

.

Esto es,
∂t([zmdz]) = a(m)[zmdz]

f
,

donde a(m) = (k + 1)w0 + (l + 1)w1 − 1.
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Proposición 2.1.1. Para un germen de singularidad aislada en 0,
f : (C2, 0) −→ (C, 0) casihomogéneo de grado 1 y exponentes w1, w2, el
operador

·t ◦ ∂t : H(0) ⊗B C{t}[t−1] −→ H(0) ⊗B C{t}[t−1],
tiene a BBB = {[zmdz] : m ∈ Λ} como base de eigenvectores con valores propios
asociados de acuerdo a la siguiente relación:

·t ◦ ∂t([zmdz]) = a(m)[zmdz],

donde [zmdz] = zk0z
l
1dz0∧dz1+df∧dOC2,0 , m = (k, l) y ·t es solo multiplicar

por t = f .

Notación 2.1.1.

1. em := [zmdz], con [zmdz] ∈ B = {[zmdz] : m ∈ Λ}.

2. M := H(0) ⊗B C{t}[t−1]

Dado em = zmdz + df ∧ dOC2,0 ∈ B y a(m) su valor propio asociado,
consideramos los espacios Ca(m) generados por em, los cuales nos permiten
definir nuevos espacios Ca(m)+k := C · tk · em, k ∈ Z. Los espacios Ca(m)+k, a
su vez, permiten descomponer aM como

M =
⊕
a(m)

⊕
k∈Z

Ca(m)+k.

Por lo cual, cada elemento s ∈ M se ve de la forma s =
∑

a(m),k
sa(m)+k, con

sa(m)+k ∈ Ca(m)+k.
Definimos los subespacios deM:

V β :=
⊕

β≤a(m)+k

Ca(m)+k, k ∈ Z

y
V >β :=

⊕
β<a(m)+k

Ca(m)+k, k ∈ Z.

Los conjuntos V β y V >β definen filtraciones

... ⊆ V β+1 ⊆ V β ⊆ V β−1 ⊆ ... y ... ⊆ V >β+1 ⊆ V >β ⊆ V >β−1 ⊆ ...

sobreM, llamadas V •-filtración y V >•-filtración, respectivamente.
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2.2. ESPECTRO PARA UN GERMEN DE CURVA PLANA 35

2.2. Espectro para un germen de curva plana

Otro de los invariantes asociados a un germen de función analítica f es
el espectro, sp(f). Esta sección es entonces dedicada a definir sp(f), usando
la filtración de Hodge.

Tomando n = 1, sea Λ como en la proposición 2.1.1. Para p = 0, 1,
considérese

Λp := {m ∈ Λ : n− p− 1 < a(m) 6 n− p}
= {m ∈ Λ : −p < a(m) 6 1− p},

Λ≥0 := Λ0 ∪ Λ1.

Ahora bien, definimos ηm := ∂1−p
t [em] , para cada m ∈ Λ. Por lo tanto, por

definición, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.2.1. Si m ∈ Λp, entonces ηm ∈ Cα(m) := ∂1−p
t Ca(m), con

−1 < α(m) ≤ 0 y α(m) = a(m)− (1− p).

Definición 2.2.1. Definimos C :=
⊕
m∈Λ

C · ηm y F pC :=
⊕

m∈Λ≥p
C · ηm.

Los espacios F pC satisfacen F p+1C ⊂ F pC, y por lo tanto, determinan una
filtración sobre C:

C = F 0C ⊃ F 1C ⊃ F 2C = {0},

la cual es llamada la “F •-filtración de Hodge”.

El siguiente lema nos da una relación entre la F •-filtración de Hodge y la
V •-filtración que nos ayuda a definir el espectro.

Lema 2.2.2.⊕
−1<α(m)≤0

GrpFCα(m) ∼=
⊕
m∈Λp

C · [zm] =
⊕

−1<α(m)≤0

Gr
α(m)+1−p
V Of .

Dem. Directamente, a partir de la definición de la filtración de Hodge y del
hecho

Of = OC2,0

Jf
'

Ω2
C2,0

df ∧ Ω1
C2,0
'

Ω2
C2,0

df∧dOC2,0

df∧Ω1
C2,0

df∧dOC2,0

= H
(0)

′H(0) ,

se puede obtener la demostración, la cual se puede consultar en [Francisco-2021,
pág. 93] (cf. [Kulikov-1998, pág. 116] para ver un resultado más general).
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36 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

En general, el espectro de f , se define con la filtración de Hodge, ver
[Kulikov-1998, pág. 116]. La siguiente, es una forma alternativa para dicha
definición, en la que se usa el lema 2.2.2, y consiste en basarse en el enfoque de
A.N. Varchenko a través de expansiones asintóticas de periodos de integrales
(ver [Arnol’d et al.-2012]):

Definición 2.2.2. El espectro de f está dado por:

sp(f) :=
{
α(m) + (1− p) : Grα+1−p

V Of 6= 0, m ∈ Λp, p = 0, 1
}
.

Asimismo, la multiplicidad de cada β ∈ sp(f) es dβ := dimC

(
GrβVOf

)
.

Una propiedad muy importante del espectro es la siguiente, para una
demostración, ver [Kulikov-1998, pág. 118] y [Hertling-2002, pág. 172].

Proposición 2.2.1. Para un germen casihomogéneo de singularidad aisla-
da de curva plana f : (C2, 0) → (C, 0), los números espectrales β ∈ sp(f)
satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si dβ 6= 0 entonces −1 < β < 1. Esto es, sp(f) ⊂ (−1, 1).

ii) Propiedad de simetría en las multiplicidades: d−β = dβ.

iii) Para cada i = 1, . . . , µ(f): βi = −βµ+1−i, con βi ∈ sp(f).

2.3. Retícula de Brieskorn y residuos de Le-
ray

Presentamos en esta sección, la manera analítica de describir la retícula
de Brieskorn usando residuos de Leray y el operador monodromía.

2.3.1. Residuo de Leray

Para los resultados presentados en este apartado, seguiremos [Weber-1998]
y [Weber-2005] (cf. [Zoladek-2006, pág. 123]). Sea W una hipersuperficie no
singular en C2 dada por

W = {(z0, z1) ∈ C2 : h(z0, z1) = 0},

donde h es una función holomorfa y su diferencial satisface la condición
dh(z) 6= 0, ∀ z ∈ W . Por otra parte, consideremos una 2-forma holomor-
fa con un polo simple (a lo más de orden 1) a lo largo de W , ω̃ ∈ Ω2(C2 \W ).
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2.3. RETÍCULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 37

Esto es, la forma diferencial, que se obtiene al multiplicar ω̃ por h, h · ω̃, es
holomorfa en el germen (C2, 0). Entonces, se tiene el siguiente resultado, que
es una generalización del “lema de división de de Rham” para el caso de sin-
gularidades aisladas (ver [de-Rham-1954], [KSaito-1976], y cf. [Kulikov-1998,
pág. 18]).

Proposición 2.3.1. Si ω̃ es cerrada (esto es, dω̃ = 0), entonces existe una
representación local (en coordenadas locales) para ω̃ dada por

ω̃ = dh

h
∧ η + θ,

donde η y θ son 1-forma y 2-forma holomorfas en V , repectivamente. Ade-
más, la clase [η] está bien definida en ∈ H1(V,C).

Definición 2.3.1. El residuo de Leray de la forma ω̃, denotado Res ω̃,
es la 1-forma η de la proposición anterior.

Ejemplo 2.3.1. Sea f : (C2, 0) −→ (C, 0) un germen de singularidad aislada
de curva plana. La diferencial de F := f − t, t ∈ C, es

df = fx0dx0 + fx1dx1,

donde fxk = ∂f
∂xk

, 0 ≤ k ≤ 1.
Supongamos que fx1 6= 0. Entonces,

dx1 = 1
fx1

fx1dx1 + 1
fx1

(fx0dx0 − fx0dx0) = 1
fx1

(df − fx0dx0) .

Consideremos la 2-forma ω = 1
F
dx0 ∧ dx1. Se tiene entonces que

ω = 1
F
dx0 ∧ dx1

= 1
F
dx0 ∧

(
1
fxi

(df − fx0dx0)
)

= − 1
F

(
1
fx1

(df − fx0dx0)
)
∧ dx0

= − 1
F

(
1
fx1

df

)
∧ dx0 + 1

F

(
1
fx1

fx0dx0

)
∧ dx0

= df

F

(−1)
fx1

∧ dx0

= df

F
∧
(
− 1
fx1

)
dx0.
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38 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

Así, el residuo de Leray de la 2-forma ω es

Res ω = − 1
fx1

dx0.

En una forma análoga, cuando fx0 6= 0 se tiene que

Res ω = 1
fx0

dx1.

Ejemplo 2.3.2. Sean f = y2−x3−t, t ∈ C−{0} constante, y ω = 1
f
dx∧dy.

Notemos que

df = −3x2dx+ 2ydy = 0 ⇔ (x, y) = 0.

Si x 6= 0, entonces fx = −3x2 6= 0. Entonces

ω = 1
f
dx ∧ dy = df

f
∧
(
− 1

3x2

)
dy.

Así, Res ω = − 1
3x2dy

Si y 6= 0, entonces fy = 2y 6= 0. Entonces

ω = 1
f
dx ∧ dy = df

f
∧
(
− 1

2y

)
dx.

Así, Res ω = − 1
2ydx.

2.3.2. Ciclos evanescentes

Sea f : U −→ C una función holomorfa en una vecindad U ⊂ C2 de w∗.

Definición 2.3.2. El punto w∗ es un punto crítico no degenerado si y solo
si las derivadas parciales de f satisfacen

∂f(z0, z1)
∂zj

(w∗) = 0, j = 0, 1

y el determinante de la matríz Hessiana evaluada en w∗, det (Hessf(w∗)) ,
es distinto de cero.
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2.3. RETÍCULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 39

Teorema 2.3.1 (Lema de Morse, ver [Zoladek-2006], pág. 4). Si z0 es un
punto crítico no degenerado de la función f , entonces existe un cambio de
coordenadas holomorfas z = φ(w), w = (w1, w2) con φ(0) = z0, tal que f es
R-equivalente a un polinomio cuadrático:

f(φ(w)) = f(z0) + w2
1 + w2

2.

Usando el lema de Morse podemos investigar las superficies de nivel de
una función holomorfa en una vecindad del punto crítico no degenerado. Sea
g(z1, z2) = z2

1 + z2
2 con superficies de nivel Vt = {(z1, z2) : g(z1, z2) = t}.

Notemos que g(z1, z2) = 0 ⇔ z2 =
√
t− z2

1 . Por lo cual, Vt es la superficie
de Riemann de la función

√
t− z2

1 , como se hizo en la sección 1.5.

Para t = 0, se tiene z2 = ±iz1. Por lo cual, la superficie V0 consta de
dos líneas complejas que se intersectan en 0. Topológicamente, V0 es
difeomorfa a un cono (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Superficie V0.

Si t 6= 0, entonces la superficie tiene dos puntos de ramificación, z2 =
±
√
t. Cuando la variable z1 varia, girando una vez alrededor de un pun-

to de ramificación, llegamos a la otra hoja de la superficie. En cambio,
si z1 varia girando una vez alrededor de ambos puntos de ramificación,
entonces llegamos al mismo lugar. Para obtener la superficie, primero

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 53 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

Página 53 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



40 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

tomamos dos copias del plano complejo cortando sobre el segmento que
une los puntos ±

√
t, luego giramos la hoja superior alrededor de la lí-

nea que une los puntos ±
√
t y finalmente pegamos los planos sobre la

línea de corte (ver figura 2.2).

Figura 2.2: Superficie Vt.

Proposición 2.3.2. (ver [Zoladek-2006], pág. 4) El ciclo cerrado δ, en la
figura 2.2 inciso c), genera el 1-grupo de homología de Vt.

Figura 2.3: Ciclo evanescente sobre Vt.
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2.3. RETÍCULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 41

Consideremos a U una vecindad de 0, z′ ∈ U y φ : [0, 1] −→ U una
trayectoria que conecta a 0 con z′ (φ(0) = 0 y φ(1) = z′). En Vφ(r) conside-
ramos la circunferencia Sr :=

√
φ(r)− 0 S1, S1 = {(z1, z2) ∈ C : z2

1 + z2
2 =

1 y Im z1 = Im z2 = 0}. Las circunferencias Sr ⊂ Vφ(r) degeneran al punto
t = 0 (ver figura 2.3).

Definición 2.3.3. La clase de homología δ definida por la esfera S1 es lla-
mado ciclo evanescente.

Proposición 2.3.3 (Topología de los conjuntos de nivel, ver [Zoladek-2006]).
Si t 6= 0, entonces la superficie Vt es difeomorfa al haz tangente a la esfera
unidad en R2, TS1. Además, la sección cero δ de este haz genera el primer
grupo de homología de Vt.

Dem. Sea t 6= 0. Vt es el conjunto de puntos que cumplen z2
1 + z2

2 = t. Sean
z1 = u1 + iv1, z2 = u2 + iv2, u = (u1, u2) y v = (v1, v2).

Si ım t = 0 y t > 0 se tiene que z2
1 + z2

2 = t

⇒ (u1 + iv1)2 + (u2 + iv2)2

⇒ u2
1 + 2iu1v1 − v2

1 + u2
2 + 2iu2v2 − v2

2 = t

⇒ u2
1 + u2

2 − v2
1 − v2

2 + 2i(u1v1 + u2v2) = t

⇒ u2
1 + u2

2 = t+ v2
1 + v2

2 y u1v1 + u2v2 = 0
⇒ ‖ u ‖2= t+ ‖ v ‖2 y 〈u, v〉 = 0
⇒ ‖ u ‖=

√
t+ ‖ v ‖2 y 〈u, v〉 = 0.

Así, u y v son ortogonales. Por lo cual, u
‖u‖ = u√

t+‖v‖2
∈ S1 es ortogonal

a v. Definimos el difeomorfismo

φ1 : Vt −→ TS1

(u, v) 7−→
(

u√
t+‖v‖2

, v

)
.

Supongamos ahora que t = |t|eiθ, con arg(t) = θ 6= 0. En este caso,
consideramos a

φ2 : Vt −→ TS1

(z1, z2) 7−→
(
e
iθ
2 z1, e

iθ
2 z2

)
.
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42 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

Sea f : (C2, 0) −→ (C, 0) un germen de función holomorfa con singulari-
dad aislada en 0.

Lema 2.3.1. (ver [Zoladek-2006], pág. 58) Existe una perturbación de
Morse de f , f̃ := f + εL, con L una transfomación lineal, tal que f̃ solo
tiene puntos críticos no degenerados con valores críticos distintos.

Por el lema anterior, podemos considerar una perturbación de Morse de
f , f̃ := f + εL, cuyos puntos críticos sean todos de Morse, los cuales los de-
notaremos por z1, . . . , zµ(f) y sus valores críticos t1, . . . , tµ(f). A continuación
se elige t′ 6= t1, . . . , tµ(f) y consideramos trayectorias φi : [1, 0] −→ C, tales
que φi(0) = ti, φi(1) = t′, con i = 1, . . . , µ(f), y φi no intersecta a φk, para
i 6= k (ver figura 2.4).

Figura 2.4: Trayectorias φi.

Sea Bε ⊂ C2 la bola de Milnor como en el teorema 1.8.2.

Proposición 2.3.4. (ver [Zoladek-2006], pág. 62) Denotemos por
Vt′ := f−1(t′) ∩Bε y Ṽt′ := f̃−1(t′) ∩Bε. Entonces, H1(Vt′ ,C) ' H1(Ṽt′ ,C).

Usando el lema de Morse, existe una vecindad Ui del punto crítico zi en
la cual f̃ se puede ver como:

f̃(x, y) = ti + x2 + y2.

Para r cercano a 0, definimos los ciclos Si(r) =
√
φi(r)− ti S1 ⊂ Vφ(r),

donde S1 = {x2 + y2 = 1 y Im x = Im y = 0}. Por la propiedad cubriente
de homotopías (ver [Zoladek-2006], pág. 56), podemos prolongar las esferas
Si(r) ⊂ Vφ(r) sobre la trayectoria φi(t), de la cual en particular se tiene un
ciclo dado por Si(1) (ver [Zoladek-2006], pág. 62 y cf. [Arnol’d et al.-2012]
pág. 31).
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Definición 2.3.4. Las clases de homología δi = δφi ∈ H1(Vt′ ,C) definidas
por las esferas Si(1) son llamadas sistema distinguido de ciclos evanes-
centes (ver figura 2.4).

Proposición 2.3.5 (Teorema de Milnor, ver [Zoladek-2006], pág. 63). El
sistema distinguido de ciclos evanescentes forman una base de H1(Ṽt′ ,C).

2.3.3. Monodromía clásica

Consideremos ahora una trayectoria cerrada γ : [0, 1] −→ D∗η, con
γ(0) = γ(1) = t′ para algún t′ ∈ Sη := ∂D∗η fijo, que recorre la circunferencia
de radio η en sentido contrario a las manecillas del reloj. Consideremos:

1. La fibra Vt′ = Vγ(0) = Vγ(1).

2. Γ̃ : Vt′ × [0, 1] −→ D∗η dada por Γ̃(z0, s) = γ(s).

3. Γ̃0 : Vt′ × [0, 1] −→ Bε ∩ f−1(D∗η) dada por Γ̃0(z0, 0) = z0.

Vt′ × {0}
Γ̃0 //

_�

��

Bε ∩ f−1(D∗η)
f1

��
Vt′ × [0, 1]

Γ
77

Γ̃ // D∗η

.

Cuadro 2.1: Monodromía Γ

Las funciones Γ̃ y Γ̃0 son tales que:

f1

(
Γ̃0(z0, 0)

)
= f1(z0) = t′ = γ(0) = Γ̃(z0, 0).

Por la propiedad cubriente de homotopía, γ genera una familia de difeomofis-
mos Γs : Vt′ −→ Bε∩f−1(D∗η) (ver cuadro 2.1: Γ : [0, 1]×Vt′ −→ Bε∩f−1(D∗η))
tal que:

1. Γ0 = id : Vt′ −→ Vt′ ,

2. Γs (Vt′) ⊂ Vγ(s),
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44 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

3. Γs|∂Vt′ es compatible con la estructura de producto cartesiano, es decir,
Γs(t′, z0) = (γ(s), z0) ∈ D∗ε × ∂Vt′ .

Por la propiedad 3 de los difeomorfismos Γt tenemos que

Γ0(t′, z0) = (γ(0), z0) = (t′, z0) = (γ(1), z0) = Γ1(t′, z0).

Así, podemos considerar que Γ1 es la identidad sobre la frontera de la fibra
Vt′ .

Definición 2.3.5.

El difeomorfismo hγ := Γ1 : Vt′ −→ Vt′ es llamado el difeomorfismo
monodromía inducido por el ciclo γ.

El homomorfismo h∗γ : H1(Vt′ ,C) −→ H1(Vt′ ,C) es llamado la mono-
dromía clásica cohomológica de la singularidad f .

Similarmente, h∗,γ : H1(Vt′ ,C) −→ H1(Vt′ ,C) es llamado la mono-
dromía clásica homológica de la singularidad f .

2.3.4. Haz (co)-homológico de Milnor

Tomemos f con singularidad aislada en el cero y le asociamos su fibración
de Milnor f : Bε ∩ f−1(D∗η) −→ D∗η, ver sección 1.8.

Para cada t ∈ D∗η, denotamos por Vt = f−1(t) la fibra de f en t.

Proposición 2.3.6. (ver [Lee-2007], pág. 182) Sea φ : M −→ N un mapeo
suave entre variedades suaves. Si c ∈ N es un valor regular de φ, entonces
Vc := φ−1(c) es una subvariedad encajada y cerrada de M cuya codimensión
(codm(Vc) := dim(M) − dim(Vc)) es igual a la dimensión de N . Esto es,
codm(Vc) = dim(M)− dim(Vc) = dim(N).

Proposición 2.3.7. (ver [Milnor-1968], pág. 5) Sean f : C2 −→ C un
polinomio no constante con singularidad aislada en 0 y f1 : Bε∩f−1(D∗η) −→
D∗η su fibración de Milnor asociada. Entonces, las fibras Vt son del mismo

tipo de homotopía que un µ(f)-bouquet1
µ(f)∨
i=1
S1
i de 1-esferas.

1Una suma cuña de espacios topológicos {Xi}i∈I con puntos bases (pi)i∈I , está definida
por

∨
i∈I

Xi :=
∐
i∈I

Xi/ ∼, donde ∼ es la relación pi ∼ pj , ∀ i, j ∈ I.

En particular, una suma cuña de n esferas de dimención 1 es llamado n-bouquet de
1-esferas.
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Ahora bien, las curvas de nivel Vt para f , son 1-variedades complejas
con frontera regular, para todo t ∈ D∗η, con D∗η suficientemente pequeño.
Podemos tomar H1(Vt,C) y H1(Vt,C), los 1-ésimos grupos de cohomología
y homología para Vt, respectivamente.

Consideremos los haces vectoriales holomorfos (ver sección 1.9) HHH∗ =⊔
t∈D∗η

H1(Vt,C) y HHH =
⊔
t∈D∗η

H1(Vt,C).

Definición 2.3.6. (ver [Zoladek-2006], págs. 140-141) El haz HHH, con fibras
HHH t = H1(Vt,C), es llamado el haz homológico de Milnor . Análogamente,
el haz vectorial HHH∗, con fibras H∗tH∗tH∗t = H1(Vt,C), es llamado el haz cohomo-
lógico de Milnor.

Proposición 2.3.8 (Dualidad de Poincaré, ver [Danilov & Shokurov-2013],
pág. 44).

H1(Vt,C) ∼= Hom (H1(Vt,C),C) = H1(Vt,C).

La proposición anterior nos dice que, el dual del 1-ésimo grupo de homo-
logía (grupo de homomorfismos σ : H1(Vt,C) −→ C) es el 1-ésimo grupo de
cohomología sobre la fibra Vt.

2.3.5. Secciones Elementales y Geométricas

Sean ω ∈ Ω2
C2,0 una 2-forma holomorfa en una vecindad del 0 y t ∈ C−{0}.

Denotemos por [ηt] la clase de cohomología de la 1-forma residuo de Leray
de ω en H1(Vt,C).

Definición 2.3.7. (ver [Zoladek-2006], pág. 144)

1. La familia de clases de cohomología [ηt] definen una sección s[ω] : t 7−→
[ηt] del haz de cohomología de Milnor y es llamada sección geomé-
trica correspondiente a la forma ωωω, la cual es denotada por s[ω].

2. La sección s[ω] induce una función analítica multivaluada con valores
en ciclos evanescentes σ(t) dada por:

〈s[ω], σ(t)〉 =
∫
σ

η.

El apareamiento 〈s[ω], σ(t)〉 tiene una expansión de la forma
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46 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

∫
σ

η =
∑
α

aα t
α, (2.3)

la cual, para cada α, determina una clase de cohomología Aωα(t) ∈ H1(Vt,C).
En efecto, notemos que el mapeo

〈Aωα, •〉 : H1(Vt,C) −→ C, σ(t) 7−→ 〈Aωα, σ(t)〉 = aα

es una funcional lineal, es decir, 〈Aωα, •〉 ∈ Hom (H1(Vt,C),C) ∼= H1(Vt,C)
que se corresponde con una sección del haz cohomológico de Milnor,

Aωα : D∗η −→HHH∗, t 7−→ 〈Aωα, •〉 .

De esta manera, se tiene que la expansión dada en (2.3) determina una
sección

Aωα : D∗η −→HHH∗, t 7−→ 〈Aωα, •〉 .

Por lo tanto, se tiene que la sección s[ω] tiene la siguiente forma “asintó-
tica” explícita:

s[ω] =
∑
α

Aωα t
α.

Denotemos por HHH∗λα el haz vectorial tal que, para t ∈ ∆∗, su fibra es el
eigenespacio propio para la transformación de monodromía T .

De forma general, para recuperar esta construcción, tenemos que dada
una sección Aα : D∗η −→ HHH∗λα , definimos la sección elemental asociada (mo-
novaluada)

s(Aα, α) : t ∈ D∗η 7−→ tαAα(t).

Teorema 2.3.2. (ver [Zoladek-2006], pág. 125) Sean δ1, δ2, . . . , δµ(f) 1-ciclos
evanescentes en la superficie Vt, los cuales forman una base para H1(Vt,C).
Consideremos ω una 2-forma holomorfa y η su residuo de Leray en Vt. En-
tonces,

Ij(t) := 〈s[ω], δj(t)〉 =
∫
δj

η =
∑
α>−1

aj,αt
α,

donde aj,α ∈ C y λα := e−2πiα.
La serie converge para |t| << 1 y arg(t) en algún sector circular fijo.
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2.3. RETÍCULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 47

Se tiene que, para cada t ∈ D∗η, las fibras del haz cohomológico son
H1(Vt,C) ∼= Cµ. Por otra parte, la monodromía h∗γ sobre H1(Vt,C) es semi-
simple (diagonalizable) y sus valores propios asociados tienen la forma e−2πiα,
donde α ∈ sp(f) = {α1, α2, · · · , αµ} ⊂ Q (ver [Hertling-2002-2], pág. 121).
Por otro lado, por el lema 2.2.1, para cada básico ηmj , j = 1, . . . , µ(f), del
espacio C, existe un número racional α(mj) ∈ (−1, 0] tal que e−2πiα(mj) =
e−2πiαj , para algún αj ∈ sp(f). De esta manera, tenemos µ(f)-números ra-
cionales −1 < β1, · · · , βµ(f) < 0, los cuales generan progresiones aritméticas:

LLLj = {βj + k : k ∈ Z}, j = 1, · · · , µ(f).

Ahora bien, dados λα = e−2πiα = e−2πiβ, con α, β ∈ LLL :=
µ(f)⋃
j=1
LLLj, se tiene

que H1
λα

= H1
λβ
, con β − α ∈ Z. Además, para cada α ∈ LLL:

H1(Vt,C)λα = H1
λα

∼= {Aα : D∗η −→HHH∗, t 7−→ 〈Aα(t), •〉}
⊂ Hom (H1(Vt,C),C)
= H1(Vt,C).

Es así como llegamos a la definición de los espacios de secciones elementa-
les. En efecto, sea Cα el espacio generado por las secciones s(Aα, α), variando
α y las secciones A ∈ H1

λα
.

2.3.6. Retícula de Brieskorn vía secciones geométricas

Asumimos que f es un germen de singularidad aislada casihomogénea
como antes, con pesos w = (w0, w1). Sean BBB = {[xβ] : xβ = xβ0

0 x
β1
1 , β ∈ I} y

B = {[xβdx] : β ∈ I} bases del álgebra de Milnor y la retícula de Brieskorn,
respectivamente. Definimos ν(xβdx) := w0(β0 + 1) + w1(β1 + 1) − 1 (para
cualquier monomio xβ en general).

Lema 2.3.2. (ver [Varčenko-1982], pág. 495) Sea ωβ := xβdx0 ∧ dx1 una
2-forma monomial, con [xβ] ∈ B. Entonces, para todo t ∈ D∗η se tiene que

s[ωβ](t) = tν1(xβ) A
ωβ
0,ν1(xβ)(t).

Sean Cα(m) := ∂̃n−pt Ca(m), donde a(m) es el valor propio del operador
t · ∂t respecto al vector propio zm (básico de Of ), −1 < α(m) ≤ 0, α(m) =
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48 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

a(m) − (n − p), n = 1 y p = 0, 1. Usando el lema 2.3.2, si α ∈ LLLj, entonces
cada Cβj se puede ver como un subespacio de Cα tomando secciones vía el
mapeo inyectivo:

s[•] : Cβj ↪→ Cα

[ωβj ] 7−→ s[ωβj ],

donde e−2πia(m) = λα := e−2πiα.

Recordemos que α(m) ∈ Q.
Por lo tanto, si definimos lα = {βj : −1 < βj ≤ 0, λβj = λα} y

Cα =
⊕
βj∈lα

Cβj , entonces se tiene un isomorfismo de C-espacios vectoriales

sα :=
⊕
βj∈lα

sj[•] : Cα −→ Cα, [ωβj ] 7→ s[ωβj ]. (2.4)

Ahora bien, se tienen C-isomorfismos (ver [Hertling-2002-2], pág. 123)

ψα : Cα −→ H1
λα , s(Aα, α) 7→ Aα. (2.5)

En tal caso, escribiremos Cα haciendo referencia al espacio Cα.

Teorema 2.3.3. (ver [Hertling-2002-2])

H(0) ∼= H
′′

0 :=
〈
s[ω]0 =

∑
tα Aωα : [ω] ∈ H(0)

〉
,

donde s[ω]0 es el germen de s[ω] en el cero.

Usando los isomorfismos en (2.4) y (2.5) se obtiene una base para cada
espacio H1

λα
cuyos elementos se eligen de acuerdo con los siguientes criterios:

sea a(m) ∈ sp(f),

a) si a(m) tiene multiplicidad d (aparece d veces), entonces existenA1, · · · , Ad
los cuales forman parte de una base para H1

λα(m).

b) si a(m), a(m) + 1, · · · , a(m) + (r − 1) ∈ sp(f), entonces e−2πi(a(m)+l) =
λa(m) (l = 0, · · · , r) y existen A1, A2 · · · , Ar los cuales forman parte de
una base para H1

λa(m)
.

Una base para H1
λa(m)

se encuentra usando los básicos de los incisos a) y
b) anteriores.

Sea π : H∗ −→ D∗η el mapeo proyección del haz cohomológico de Milnor.
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2.3. RETÍCULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 49

Lema 2.3.3. (ver [Zoladek-2006], pág. 147) Las clases Aα(t) ∈ H1(Vt,C)
definen secciones horizontales con respecto a la conexión de Gauss-Manin,
esto es, pertenecen al kernel de ∂t. Más aún, las clases Aα(t) ∈ H1(Vt,C)
pertenecen a los espacios propios del operador monodromía, correspondientes
a los valores propios {λα := e−2πiα}.

Dem. Primero, recordemos que 〈Aα, σ(t)〉 = aα ≡ const. Entonces,
∂t Aα(σ) = 0. De donde se sigue que Aα(σ) ∈ ker ∂t.

Recordemos también que la mondromía actúa sobre las fibras del haz
homológico y el haz cohomológico. Supongamos que M es la matríz asociada
a la monodromía homológica h∗,γ en una base {δj} de ciclos sobre H y sea
Mch la matríz asociada a la monodromía cohomológica h∗γ en la base dual
{δ∗j}. Dado que los ciclos duales cumplen que

〈
δ∗j , δj

〉
≡ const, se sigue que

M ∗ ·Mch = I ⇒ Mch = (M∗)−1 = (MT )−1.
Tenemos entonces que

〈Mch (s[ω]) , ·〉 =
〈
(MT )−1 (s[ω]) , ·

〉
=
∑
α

tα (MT )−1Aα,k

=
∑
α

(te2πi)α (MT )−1(MT )Aα

=
∑
α

(te2πi)α (MT )−1(MT )Aα

=
∑
α

tαe2πiα Aα

⇒ Mch (Aα) = (e−2πiα)−1 Aα.

La regla de Leibniz para ∂t también es válida en H ′′0 , es decir,

∂t (g(t) · σ) = g′(t) · σ + g(t) · ∂tσ.

Dado que las secciones Aωα(t) son horizontales, es decir, ∂Aωα(t) = 0, aplicando
la regla de Leibniz a secciones elementales tαAωα(t) obtenemos la siguiente
fórmula:

∂t (tα · Aωα(t)) = αtα−1Aωα(t). (2.6)
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50 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

Notemos que

∂t(t(σ))− t(∂t(σ)) = (t′ · σ + t∂t(σ))− t(∂t(σ)) = 1 · σ = σ,

para toda sección σ ∈ H1(Vt,C). Por lo cual,

[∂t, t] := ∂t ◦ t− t ◦ ∂t = id. (2.7)

Ejemplo 2.3.3. Sea f(x, y) = x2 + y2, la cual es una función de Morse.
Notemos que

Of = C{x, y}
〈x, y〉

' C 〈1〉 ⇒ µ(f) = 1.

Entonces, tenemos un ciclo evanescente (el cual vimos en la subsección
2.3.2, figura 2.2). Además, el único número espectral está dado por

α = 1
2(0 + 1) + 1

2(0 + 1)− 1 = 0.

Así, la monodromía tiene un valor propio dado por λ0 = e−2πi(0) = 1. Esto
quiere decir, que la matríz asociada a la monodromía es la identidad. Por lo
cual, la acción de la monodromía hγ,∗ : H1(Vt,C) −→ H1(Vt,C) está dada
por hγ,∗(δ(t)) = δ(t).

Varios objetos asociados a f con singularidad aislada, tales como número
de Milnor, números espectrales y el operador monodromía, pueden ser calcu-
lados usando SINGULAR de la siguiente manera:

$ singular;
SINGULAR / Development
A Computer Algebra System for Polynomial Computations / version 4.0.2

0<
by: W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Feb 2015
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> LIB "spectrum.lib";
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/spectrum.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
> LIB "mondromy.lib";
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/mondromy.lib (4.0.1.0,Sep_2014)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/linalg.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/general.lib (4.0.0.1,Jan_2014)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/poly.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/inout.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/elim.lib (4.0.0.1,Jan_2014)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/matrix.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/nctools.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/random.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/sing.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/primdec.lib (4.0.2.0,Apr_2015)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/absfact.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/triang.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
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2.3. RETÍCULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 51

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/ring.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
> ring R=0, (x,y), ds;
> poly f=x2+y2;
> milnor(f);
1
> spectrumnd(f);
[1]:
_[1]=0
[2]:
1
> matrix M=monodromyB(f);
> print(M);
1
>

Ejemplo 2.3.4. Consideremos la curva elíptica cúspide f(x, y) = y2 − x3.
Denotemos por f1 la fibración de Milnor asociada a f , cuyas fibras están

dadas por Ct := {(x, y) : y2 − x3 = t, t 6= 0}.
Notemos que las parciales ∂f

∂x
= −3x2 y ∂f

∂y
= 2y se anulan al mismo

tiempo si y solo si x = y = 0. Por lo cual, el único punto singular de f
es (0, 0) y así f(0, 0) = 0 es el único valor no regular de f1. Por la propo-
sición 2.3.6, las fibras Ct son de codimensión compleja 2 − 1 = 1, esto es,
dimC(Ct) = 2 − codimC(Ct) = 1. Las fibras Ct son 2-variedades reales con
frontera regular.

Por otro lado, el álgebra de Milnor para f es

Of = C{x, y}
〈−3x2, 2y〉 = C{x, y}

〈x2, y〉
∼= C 〈1, x〉 ⇒ µ(f) = 2.

Usando la proposición 2.3.7, obtenemos que las fibras son del mismo tipo de
homotopía que un buqué S1 ∨S1. Esto es, las fibras son toros (sin un punto)
de género 1 (ver figura 2.5).

CP2 ⊃ Et

πx

))

πx

uu

Ct?
_oo

CP1 C? _oo

Figura 2.5: Curva Elíptica Cúspide.

Las fibras Ct son curvas en el plano afín C2. Como f no es homogéneo,
para poder ver Ct ↪→ CP2 en el plano proyectivo como una curva Et, hacemos
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52 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

que el polinomio f − t sea homogéneo para obtener un polinomio F de grado
3 como sigue:

F (x, y, z) := z3
(
f
(x
z
,
y

z

)
− t
)

= z3
(
y2

z2 −
x3

z3 − t
)

= zy2 − x3 − z3t.

Et := {(x : y : z) | F (x : y : z) = 0} es una variedad proyectiva (compleja)
1-dimensional.

Ahora, para recuperar Ct de Et, recordemos que en la sección 1.4 con-
sideramos el abierto U2 = {(x : y : z) ∈ CP2 : z 6= 0} de CP2, el cual
cumple

Et ∩ U2 ∼= {(x, y) ∈ C2 : F (x, y, 1) = f(x, y)− t = 0} = Ct.

Por otro lado, consideremos a γ = e2πiθ, θ ∈ [0, 1], la circunferencia
unitaria en C. Sea hγ el homomorfismo de monodromía asociado a f inducido
por la circunferencia γ (ver figura 2.6).

Figura 2.6: Acción del difeomorfismo monodromía h en las fibras de f1.

Como µ(f) = 2, se sigue que H1(Ct,C) ∼= C2 ∼= H1(Ct,C). Entonces,

H1(Ct,C) = C 〈[η1], [η2]〉 y H1(Ct,C) = C 〈[δ1], [δ2]〉 ,
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2.3. RETÍCULA DE BRIESKORN Y RESIDUOS DE LERAY 53

donde η1, η2 son 1-formas y δ1, δ2 son ciclos en la superficie Vγ(s) (ver figura
2.7).

Figura 2.7: Monodromía comohológica h∗γ y homológica h∗,γ de f1.

Podemos tomar 2-formas monomiales ω1 = dx ∧ dy y ω2 = xdx ∧ dy los
cuales vienen de la base {1, x} de Of y son tales que: [Res ω1] = [− 1

3x2 ] y
[Res ω2] = [− x

2y ] forman una base para H1(Ct,C) (ver [Zoladek-2006], pág.
133).

Los números espectrales de f son sp(f) = {−1
6 ,

1
6}, por lo cual, los valores

propios de la monodromía son λ1 = e−2πi(− 1
6) y λ2 = e−2πi( 1

6).
Por el lema 2.3.2:

s[ω1] = tν(ω1)Aω1
ν(ω1)(t) = t−

1
6Aω1
− 1

6
(t) y s[ω2] = tν(ω2)Aω2

ν(ω2)(t) = t
1
6Aω2

1
6

(t)

son las secciones elementales. Observemos que:

Aω1
− 1

6
(t) : H1(Vt,C) −→ C y Aω2

1
6

(t) : H1(Vt,C) −→ C

son transformaciones lineales dadas por〈
Aω1
− 1

6
(t), δj

〉
= aj y

〈
Aω2

1
6

(t), δj
〉

= bj, aj, bj ∈ C, j = 1, 2.

Es decir, Aω1
− 1

6
(t), Aω2

1
6

(t) ∈ (H1(Vt,C))∗.
Por el teorema 2.3.2, cualquier 2-forma ω con residuo de Leray Res ω = η

cumple que
〈s[ω], δj〉 =

∫
δj

ω = ajt
− 1

6 + bjt
1
6 , j = 1, 2.
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54 CAPÍTULO 2. RETÍCULA DE BRIESKORN Y CONEXIÓN

En particular:

〈s[ω1], δj〉 =
∫
δj

ω1 = ajt
− 1

6 y 〈s[ω2], δj〉 =
∫
δj

ω2 = bjt
1
6 .

Usando SINGULAR:
$ singular;
SINGULAR / Development
A Computer Algebra System for Polynomial Computations / version 4.0.2

0<
by: W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Feb 2015
FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
> LIB "spectrum.lib";
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/spectrum.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
> LIB "mondromy.lib";
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/mondromy.lib (4.0.1.0,Sep_2014)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/linalg.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/general.lib (4.0.0.1,Jan_2014)

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/poly.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/inout.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/elim.lib (4.0.0.1,Jan_2014)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/matrix.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/nctools.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/random.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/sing.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/primdec.lib (4.0.2.0,Apr_2015)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/absfact.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/triang.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/ring.lib (4.0.0.0,Jun_2013)
> ring R=0, (x,y), ds;
> poly f=y2-x3;
> milnor(f);
2
> spectrumnd(f);
[1]:
_[1]=-1/6
_[2]=1/6
[2]:
1,1 // Multiplicidad de los números espectrales.
> matrix M=monodromyB(f);
> print(M);
7/6, 0,
0 , 5/6

>

Primero mandamos a llamar las librerias LIB “spectrum.lib” para
calcular el espectro y LIB “mondromy.lib” para la monodromía.

Seguidamente declaramos: el anillo R (de característica 0 como los com-
plejos) en las variables x, y; el orden monomial ds; y el polinomio f de
interés.

Así, los comandos milnor(f), spectrumnd(f) y monodromyB(f) nos
calculan el número de Milnor, los números espectrales y el operador mono-
dromía asociados a f , respectivamente.
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Capítulo 3

Mapeo de periodos

Recordemos que para un germen de singularidad aislada casihomogéneo
de curva plana f : (C2, 0) −→ (C, 0) se tienen los siguientes objetos, como se
vieron en las secciones del capítulo anterior:

La retícula de Brieskorn H ′′0 .

El espacio de localizaciónM := H ′′0 ⊗B C{t}[t−1].

La conexión de Gauss-Manin ∂t.

El operador multiplicación por t.

Las filtraciones V • y V >•.

El haz homológico HHH =
⊔
t∈D∗η

H1(Vt,C).

El haz cohomológico HHH∗ =
⊔
t∈D∗η

H1(Vt,C).

Los espacios propios de la transformación de Monodromía que son iso-
morfos al espacio de secciones elementales: H1

λα
∼= Cα.

En este capítulo presentamos primero la manera de pegar las fibraciones
de Milnor para una deformación µ-constante Fλ y, con esto, los objetos co-
rrespondientes que se desarrollaron en el capítulo anterior, tales como:M(λ),
V •(λ), V >•(λ), HHH(λ), HHH∗(λ), H1

λα
(λ), Cα(λ), H ′′0 (λ), etc. Una tarea que nos

interesa es “pegar” dichos objetos para formar familias unificadas.
Despúes de esto, describimos el algoritmo para el mapeo de periodos y

damos un ejemplo explícito.

El presente capítulo es basado en el cap. III de [Kulikov-1998].

55

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

1

1

1
7

Página 69 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

Página 69 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



56 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

3.1. Pegado de fibraciones de Milnor

Un primer paso que es la base de los “pegados subsecuentes” y que a
continuación se muestra, es cómo conseguir un buen representante de la de-
formación Fλ de f y relacionarlo con la fibración de Milnor.

Sea f : (C2, 0) −→ (C, 0) un germen de singularidad aislada en 0. Consi-
deremos Fλ una deformación de f parametrizada por Y ⊂ Ck.

Supongamos que

F̃ : χ −→ S × Y
(x, λ) 7−→ (Fλ(x), λ)

es un buen representante de la deformación para la hipersuperficie
(f−1(0), 0), donde S = {t ∈ C : |t| < δ}, Y = {λ ∈ Ck : |λ| < δ′} y
χ = {(x, λ) ∈ C2 × Y : |x| < ε, |Fλ(x)| < δ} (ver [Looijenga-1984]).

Teorema 3.1.1. (Varchenko A. N., ver [Kulikov-1998], pág. 132) El espectro
es invariante bajo una deformación de singularidad aislada de hipersuperficie
con número de Milnor constante (deformación µ(f)-constante).

A continuación, se muestra una manera de conseguir un buen represen-
tante de una deformación de f .

Se quiere considerar o analizar los objetos correspondientes para las sin-
gularidades de una deformación µ(f)-constante Fλ de f y “pegarlos” para
formar una familia unificada.

Ahora bien, sea F : (C2 × Ck, 0) −→ (C, 0), t = F (x, λ) =: Fλ(x),
λ = (λ1, · · · , λk) una deformación µ(f)-constante para la singularidad
f : (C2, 0) −→ (C, 0) con espacio base Y = Ck suave. Tenemos por lo tanto,
una familia k-paramétrica de gérmenes de singularidad aislada de funciones
holomorfas dadas por:

Fλ : (C2 × {λ}, 0) −→ (C, 0)
(x, λ) 7−→ Fλ(x),

con número de Milnor µ(Fλ) = µ(f) constante para toda y en una vecindad
S ⊂ Ck del 0, donde F (x, 0) = F0(x) = f(x) (esto es, tenemos a f inmersa
en una familia {Fλ}λ∈Ck).
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3.1. PEGADO DE FIBRACIONES DE MILNOR 57

Ahora bien, (0, λ) es una singularidad aislada para Fλ. Por lo tanto, por el
teorema de la fibración de Milnor, para cada λ ∈ S ⊂ Ck existen η(λ), ε(λ) >
0 (los cuales se eligen por separado) tales que el germen de singularidad
aislada Fλ, λ fija, tiene una fibración de Milnor asociada

Fλ := Fλ|X(λ) : X(λ) −→ D∗η,

en la bola de Milnor X(λ) := Bε(λ) ∩ F−1
λ (D∗η) y Bε(λ) ⊂ C2 × {λ}.

Sin pérdida de generalidad, podemos elegir el mismo disco agujereado D∗η
independientemente de λ ∈ S, esto es, para toda fibración de Milnor.

Cada Fλ tiene sus objetos correspondientes:M(λ), V β(λ), V >β(λ), H(λ),
H∗(λ), H1

α(λ), Cα(λ), etc, en el disco D∗η.
Una tarea fundamental es pegar las variedades X(λ) (y en general, los

espacios H, etc) para formar una fibración (o bién, haces vectoriales) unifor-
me sobre D∗η ×S ⊂ C×Ck. Veamos lo que enmarca el pegado de fibraciones
de Milnor.

Bien, considérese la fibración de Milnor de cada germen Fλ, eligiendo
η := η(λ) (por lo anterior, que sea el mismo) y ε := ε(λ), dependiente de λ,
suficientemente pequeños. En estos términos preservamos la siguiente nota-
ción:

Bε = {x ∈ C2 : |x| ≤ ε},

D∗η = {t ∈ C : |t| ≤ η, t 6= 0},

Tδ = {λ ∈ Ck : |λ| ≤ δ}.

A continuación, se precisa en qué sentido pegaremos las fibraciones de
Milnor de cada Fλ, salvo homotopía (o bien desde un enfoque cohomológico,
si se consideran los espacios H(λ)). Para comenzar, se tienen las siguientes
observaciones:

Las fibras de Fλ las denotemos por Xt(λ) := {x : Fλ(x) = t}. Se elige
ε > 0 tal que, para todo ε′ ∈ (0, ε), la frontera ∂Bε′ interseca transver-
salmente a la hipersuperficie X0(λ) y 0 es el único punto singular de f
en Bε′ .

Elegimos η > 0 y δ > 0 tales que:

1. para cualquier λ0 ∈ Dδ, la función Fλ0 no tiene puntos críticos en
Bε distintos del 0, lo cual es posible debido a que Fλ0 es un germen
de singularidad aislada de curva plana.
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58 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

2. para cada λ0 ∈ Dδ y t ∈ D∗η, la esfera Sε interseca transversalmente
a la hipersuperficieXt(λ0) = F−1

λ0
(t), es decir, para cualquier punto

x ∈ Sε∩F−1
λ0

(t) los vectores tangentes de Sε y F−1
λ0

(t) en x generan
C2 (ver figura 3.1).

Figura 3.1

Aquí, 0 < ε << 1 no depende de λ0, i.e, Sε t F−1
λ0

(t) para todo
λ0 ∈ Tδ y para todo t ∈ D∗η.

3. Definimos χ = F−1 (D∗η × Tδ) ∩ (Bε × Tδ). Tenemos que

Bε × Tδ =
⊔
λ∈Tδ

Bε × {λ}.

4. Para el mapeo holomorfo

F : χ −→ D∗η × Tδ. (3.1)

tenemos una fibración C∞ localmente trivial sobre D∗ηλ0
× Tδ

F ′ : χ∗ −→ D∗η × Tδ.

Por lo tanto, tenemos la familia de fibraciones

Fλ : χ(λ) −→ D∗ηλ0
× {λ}, (3.2)

donde χ(λ) := F−1(t, λ) =
⊔
λ∈Tδ

F−1
λ (t) (ver figura 3.2).
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3.1. PEGADO DE FIBRACIONES DE MILNOR 59

(a) Pegados de las bolas de Milnor (b) Pegado de las fibras no sin-
gulares y singulares

Figura 3.2

Finalmente, para construir la fibración de Milnor X(λ) −→ D∗η del
germen de singularidad aislada Fλ : (C2 × {λ}) −→ (C, 0), por el
teorema de la fibración de Milnor, tomamos 0 < δ(λ) << ε(λ) << 1 y
consideramos la restricción de F a

F−1 (D∗η(λ) × {λ}
)
∩
(
Bε(λ) × {λ}

)
∩ χ(λ) ⊂ χ(λ),

esto es,

F1 : F−1 (D∗η(λ) × {λ}
)
∩
(
Bε(λ) × {λ}

)
∩χ(λ) −→ D∗η(λ)×{y} −→ D∗η(λ).

Así, recuperamos un buen representante para el germen de singularidad
aislada Fλ : (C2 × {λ}) −→ (C, 0), para todo λ ∈ Tδ.

Para cada t ∈ D∗η, λ ∈ Tδ definimos

Xt(λ) = F−1
λ (t), χt(λ) = F−1(t, λ).

Lo anterior se puede resumir en el siguiente resultado (cf. [Looijenga-1984]).
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60 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

Proposición 3.1.1. Existe un buen representante

F̃ : χ −→ D ×T
(x, λ) 7−→ (Fλ(x), λ)

de la deformación para la hipersuperficie (f−1(0), 0), donde

D = {t ∈ C : |t| < η}, T = {λ ∈ Ck : |λ| < δ},

χ = {(x, y) ∈ C2 × Y : |x| < ε, |Fλ(x)| < δ},
con η, δ, ε > 0 suficientemente pequeños.

Teorema 3.1.2. (ver [Kulikov-1998], pág. 141) Se tienen encajes de fibras
Xt(λ) ⊂ χt(λ) que son equivalencias homotópicas. En particular, se tiene
que los grupos de homología y cohomología de las fibras Xt(λ) y χt(λ) son
isomorfos.

Observación 3.1.1. La proposición 3.1.1 permite “pegar” las fibraciones de
Milnor de cada germen de singularidad aislada dado por los mapeos holo-
morfos Fλ, ya que del teorema anterior se sigue que desde el punto de vista
homotópico, y por ende, (co)-homológico, se puede considerar a F , dado en
la ecuación 3.1, como una familia de fibraciones de Milnor {X(λ) −→ D∗η}
(variando holomórficamente) de las singularidades aisladas Fλ.

3.2. Fibración cohomológica

Usando la fibración C∞ localmente trivial F1 : χ∗ −→ D∗ηλ × Tδ construi-
da en la sección anterior, podemos definir una fibración cohomológica sobre
D∗ηλ × Tδ. En efecto,

H∗ := t
(t,λ)∈D∗ηλ×Tδ

H1(χt,λ,C),

donde χt,λ = F−1(t, λ) es la fibra del mapeo F , de acuerdo con el diagrama:

χt(λ)

��

⊂ χ(λ)

F
��

D∗η(λ) × {λ}

��
t ∈ D∗η(λ)
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 61

Por el teorema 3.1, como las fibras Xt(λ) y χt(λ) son homotópicas equi-
valentes, se sigue que

H1 (χt,λ,C) ∼= H1 (Xt(λ),C) ,

para toda λ ∈ Tδ, t ∈ D∗ηλ . Luego, H
∗|D∗ηλ×{λ}

∼= H∗(λ).
Aquí, H∗(λ) = t

t∈D∗
η(λ)

H1(Xt(λ),C) es la fibración cohomológica para la

singularidad Fλ.
Análogamente se construye el fibrado vectorial holomorfo en homología

H := t
(t,λ)∈D∗ηλ×Tδ

H1(χt,λ,C),

tal que H|D∗ηλ×{λ}
∼= H(λ).

De lo anterior, por la observación 3.1.1 tenemos el “pegado” de los haces
vectoriales en (co)homología de Milnor asociados con cada germen Fλ.

3.3. Mapeo de periodos

En esta sección daremos algunos resultados necesarios para poder presen-
tar el algoritmo que describe la manera de dar el objeto de estudio de este
trabajo, el mapeo de periodos para una deformación µ(f)-constante de un
germen de función holomorfa f con singularidad aislada en el origen. Como
ejemplo en específico, desarrollaremos el mapeo de periodos para la familia
de curvas elípticas simples z2 − yx(y − x)(y − ax) (ver [Kulikov-1998] pág.
159-163).

Sea f : (C2, 0) → (C, 0) un germen de curva plana casihomogénea con
singularidad aislada. Supongamos que Fλ es la deformación µ-constante para
f con base Y ⊂ Ck, con buen representante como en la sección 3.1.

Ahora bien, se tiene el hecho de que existe una identificación canónica
ιλ : M(λ) ≈ M(λ0), variando los puntos de λ ∈ Tδ, y asumiendo que λ0
es un punto “base” elegido, ver [Kulikov-1998, pág. 152]. Asimismo, pode-
mos asumir que “los objetos Cβ, Vβ, V>−1 son canónicamente isomorfos”
(ver [Hertling-2002-2]), lo que nos permite considerar espacios fijos, salvo
isomorfismo:

Cβ := Cβ(λ0), Vβ := Vβ(λ0), V>−1 := V>−1(λ0) yM :=M(λ0).
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62 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

Así, sin perder generalidad, para cada λ ∈ Tδ, consideramos la retícula
de Brieskorn inmersa enM:

H ′′0 (λ) ⊂M(λ) ≈ ιλ(M(λ)) =M

asociada al germen Fλ. De esta manera obtenemos una familia de retículas
{H ′′0 (λ) ⊂M}λ∈Tδ⊂Ck .

Proposición 3.3.1. ∂2
t t

2 = 3
4id y ∂2

t t = 3
2∂t en Cα.

Demostración. Por la ecuación 2.7 sabemos que ∂tt = id+ t∂t, entonces:

1. (∂tt)2 = (id + t∂t)(id + t∂t). Aplicando esto a una sección elemental
tαAα(t) ∈ Cα obtenemos

(∂tt)2 (tαAα(t)) = (id+ t∂t) ((id+ t∂t) (tαAα(t)))
= (id+ t∂t) (id (tαAα(t)) + t∂t (tαAα(t)))
= (id+ t∂t) (tαAα(t) + αtαAα(t))
= (id+ t∂t) ((α + 1)tαAα(t))
= (α + 1)(id+ t∂t) (tαAα(t))
= (α + 1)2tαAα(t).

⇒ (∂tt)2 = (α + 1)2id en Cα.

2. Tenemos que,

∂2
t t

2 = ∂t (∂t(t(t)))
= ∂t ((∂tt) (t))
= ∂t ((id+ t∂t) (t))
= ∂t (t+ t∂tt)
= ∂tt+ ∂tt∂tt

= ∂tt+ (t∂t)2.

Usando el inciso 1 y lo anterior en secciones elementales tαAα(t) ∈ Cα
obtenemos

∂2
t t

2 (tαAα(t)) = (∂tt+ (t∂t)2) (tαAα(t))
= ∂tt (tαAα(t)) + (∂tt)2 (tαAα(t))
= ∂t

(
tα+1Aα(t)

)
+ (α + 1)2id (tαAα(t))

= (α + 1)tαAα(t) + (α + 1)2tαAα(t)
=
(
(α + 1) + (α + 1)2) tαAα(t).

Entonces, ∂2
t t

2 = ((α + 1) + (α + 1)2) id en Cα.
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 63

3. Se tiene que, ∂2
t t = ∂t (∂tt) = ∂t (id+ t∂t). Aplicando esto a secciones

elementales tαAα(t) ∈ Cα,

∂2
t t (tαAα(t)) = ∂t (id+ t∂t) (tαAα(t))

= ∂t (id (tαAα(t)) + t∂t (tαAα(t)))
= ∂t

(
tαAα(t) + t

(
αtα−1Aα(t)

))
= ∂t (tαAα(t) + αtαAα(t))
= ∂t (tαAα(t)) + ∂t (αtαAα(t))
= αtα−1Aα(t) + α2tα−1Aα(t)
= (α + α2)tα−1Aα(t)

= α + α2

α
αtα−1Aα(t)

= (α + 1)∂t (tαAα(t)) .

Entonces, ∂2
t t = (α + 1)∂t en Cα.

Supongamos que f es casihomogéneo de grado 1 con pesos w = (w0, w1).
Consideremos las 2-formas holomorfas

ω = xkdx = xk0
0 x

k1
1 dx0 ∧ dx1

y definamos

ν(ω) = α(k)− 1 = w0(k0 + 1) + w1(k1 + 1)− 1.

Lema 3.3.1. (ver [Kulikov-1998], pág. 148) Las secciones geométricas s[ω]
son homogéneas, es decir, s[ω] =: s (ω, ν(ω)) ∈ Cν(ω).

Teorema 3.3.1. (ver [Kulikov-1998], pág. 147) Sea F (x, λ) una deformación
µ-constante de la singularidad f : (C2, 0) −→ (C, 0), λ ∈ Tδ ⊂ Ck, y
ω = g(x, λ)dx0∧dx1 una 2-forma holomorfa. Si ω no depende de λ, entonces

∂λs[ω] = −∂ts
[
∂F

∂λ
ω

]
(3.3)

y

∂λis(ω, α) = −∂ts
(
∂F

∂λ
ω, α + 1

)
. (3.4)

Lema 3.3.2. (ver [Kulikov-1998], pág. 148) Sea ω = xkdx y M = xl = xl00 x
l1
1

un monomio de grado ν(M) = w0l0 + w1l1 =: b(M) + 1. Entonces, s[Mω] =
s(Mω, ν(Mω)), donde ν(Mω) = ν(M) + ν(ω) = b(M) + 1 + ν(ω).
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64 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

Recordemos que una deformación µ(f)-constante para f está dada por

Fλ(x) = f(x) +
µ(f)∑
i=k

λix
li ,

donde {xli : i = 1, . . . , µ(f)} forman una base de Of y ν(xli) ≥ 1, para todo
i ≥ k ≥ 1.

Podemos aplicar el colorario 3.3.1 a las formas monomiales ω = xkdx y los
monomios xl,i de la deformación µ(f)-constante Fλ obteniendo la ecuación:

∂λs(ω, α)(λ) = −∂ts
(
xl,iω, α + 1

)
(λ).

Iterando la ecuación anterior obtenemos que:

∂jλs(ω, α)(λ) = (−1)j∂jt s
(
(xl,i)jω, α + j

)
(λ). (3.5)

Proposición 3.3.2. (ver [Kulikov-1998], pág. 149) Sea f un germen ca-
sihomogéneo. Consideremos la deformación µ(f)-constante de f dada en la
ecuación 1.3 y las formas monomiales ω = xkdx. Entonces, para las seccio-
nes geométricas s[ω] se tiene una descomposición en serie de Taylor de la
forma

s(ω, α)(λ) =
∑
j∈N2

+

(−∂t)|j| s
((
xl,i
)j
ω
)

(0) λ
j

j! ,

donde |j| = j0 + j1 y j! = j0!j1!.

Lema 3.3.3. (ver [Kulikov-1998], pág. 153)

V0 ≈ V0(λ) ⊂ H ′′0 (λ) ≈ H ′′0 (λ0) ⊂ V>−1.

Del lema anterior se sigue que H
′′
0 (λ)
V0 ⊂ V

>−1

V0 .

En nuestro caso, trabajaremos sobre el espacio V := V
>−1

V0 .

Lema 3.3.4. (ver [Kulikov-1998], pág. 153)

dimC
H ′′0 (λ0)
V0 = dimC

H ′′0 (λ)
V0(λ) = 1

2 dimC
V>−1

V0 = 1
2(µ− µ1),

donde µ1 = dimC Cn.
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 65

Por el lema 3.3.3 se tienen los encajamientos lineales (inducidos por los

isomorfismos ιλ):
H ′′0 (λ)
V0(λ) ↪→ V

>−1

V0 . Además, del lema 3.3.4, si k0 = 1
2(µ−µ1),

salvo un isomorfismo, los cocientes de la forma H
′′
0 (λ)
V0(λ) permiten considerar la

variedad Grassmaniana Π′ := Grass(k0,V) de k0-subespacios de V . En este
sentido Π′ es llamado el “espacio de periodos” para la familia de deformación
µ-constante Fλ.
Definición 3.3.1. El mapeo de periodos asociado con la deformación fλ
con base Y ⊂ Ck de la singularidad f es definido como

Φ : Y −→ Π′

λ 7−→ H ′′0 (λ)
V0(y) ≈

H ′′0 (λ0)
V0(λ0) .

Es posible encontrar un espacio Π ⊂ Π′ que también contiene todas las
retículas. Para ello, consideremos ahora a sp(f) ⊂ (−1, 1) el conjunto de
números espectrales asociado a la singularidad f . Sean

α1 := min{α ∈ sp(f)} y αµ := max{α ∈ sp(f)}.
Lema 3.3.5. (ver [Kulikov-1998], pág. 153)

V0 ⊂ V>αµ−1 ⊂ H ′′0 (λ) ⊂ Vα1 ⊂ V>−1.

Por el lema anterior, si k1 = dimC
H ′′0 (λ0)
V>β0−1(λ0) , entonces podemos consi-

derar la Grassmaniana Π := Grass

(
k1,

Vα1

V>β0−1

)
⊂ Π′, que contiene todas

las retículas.
Entonces, para calcular el mapeo de periodos Φ : C −→ Π seguimos el

siguiente proceso:

1. Calcular sp(f) y considerar α1 := min{α ∈ sp(f)}, αµ := max{α ∈
sp(f)}.

2. Considerar el C-espacio vectorial V := Vα1

V>αµ−1 =
⊕

α1≤α≤αµ−1
Cα.

3. Dado λ ∈ Tδ, considerar 2-formas ω1(λ), ω2(λ), . . . , ωµ(λ) y sus seccio-
nes geométricas correspondientes s[ω1(λ)], s[ω2(λ)], . . . , s[ωµ(λ)] tales
que

H ′′0 (λ)
V 0 = 〈s[ω1(λ)], s[ω2(λ)], . . . , s[ωµ(λ)]〉 .
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66 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

4. Encontrar ecuaciones diferenciales tales que las funciones vectoriales
s[ωj](λ) sean sus soluciones y, resolviendo dichas ecuaciones, obtener
las funciones vectoriales s[ωj](λ).

5. Si se tienen las formas diferenciales como en el punto 4), entonces las
coordenadas de Plüker asociadas a los puntos que corresponden a los
espacios cociente H ′′0 (λ)

V>β1(λ) como puntos en Π, se deben expresar como
funciones de λ ∈ Tδ, lo cual determinará una fórmula explícita para el
mapeo de periodos.

Proposición 3.3.3. (ver [Kulikov-1998], pág. 120) Sea f : C2 −→ C casiho-
mogéneo de tipo (w0, w1). Supongamos que {ml := xl00 x

l1
1 : l = 1, . . . , µ(f)}

es una base para el álgebra de Milnor, entonces {ωl := mldx0dx1 : l =
1, . . . , µ(f)} forman una base para H ′′0 y además, los números espectrales de
f están dados por

ν(ωl) = w0(l0 + 1) + w1(l1 + 1)− 1, l = 1, . . . , µ(f). (3.6)

Observación 3.3.1. Consideremos una familia de gérmenes de singularidad
definida por

fa(x, y, z) = z2 − yx(y − x)(y − ax) = z2 − ga(x, y), a ∈ C.

Los elementos de esta familia se conocen como singularidades elípticas sim-
ples.

Notemos que si x = 1, entonces recuperamos la familia de curvas elípticas
en su forma normal de Legendre:

ha(x, y, z) = z2 − y(y − 1)(y − a) = z2 − g′a(x, y), a ∈ C− {0, 1}.

Por otro lado, recordemos del ejemplo 1.10.2 que una deformación
µ(f)-constante para el germen f = x4 + y4 está dada por

Fλ(x, y) = x4 + y4 + λx2y2.

Lema 3.3.6. (ver [Kulikov-1998], pág. 160) fa es R-equivalente a Fλ(x, y)
para λ = 4a− 2.

El mapeo de periodos para la familia de curvas elípticas simples fa será
el mapeo de periodos para la deformación µ(f)-constante Fλ.
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 67

Ejemplo 3.3.1. Vimos también en el ejemplo 1.10.2 que una base para el
álgebra de Milnor de Fλ es

B = {1, x, y, xy, x2, y2, xy2, x2y, x2y2},

la cual nos induce una base para la retícula de Brieskorn dada por:

B′ = {xkyldx ∧ dy : 0 ≤ k, l ≤ 2} = {xkylω0 : 0 ≤ k, l ≤ 2, ω0 := dx ∧ dy}.

Usando la ecuación (3.6), los números espectrales de f son:

sp(f) =
{
ν(xkylω0) = 1

4(k + 1) + 1
4(l + 1)− 1 : xkylω0 ∈ B′

}
=
{

(k + 1) + (l + 1)− 4
4 : 0 ≤ k, l ≤ 2

}
=
{
−1

2 ,−
1
4 ,−

1
4 , 0, 0, 0,

1
4 ,

1
4 ,

1
2

}
.

Denotemos por α1 = −1
2 , α2 = α3 = −1

4 , α4 = α5 = α6 = 0,α7 = α8 = 1
4

y α9 = 1
2 los números espectrales ordenados de menor a mayor. Enton-

ces, el mínimo y máximo número espectral son: α1 := −1
2 y α9 = 1

2 . Sean
βki := αi − k y γki := αi + k, con i = 1, · · · , 9 y k ∈ N (ver figura 3.3).

Figura 3.3: Números espectrales de f (Diagramas de C. Hertling, cf.
[Hertling-2002])
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68 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

Notemos que en este caso α9 − 1 = −1
2 = α1, es decir, α1 y α9 − 1

coinciden (y no hay algún otro número espectral entre ellos). Por lo cual,

V = V α1

V >αµ−1 =
V − 1

2

V >− 1
2

= C− 1
2
.

⇒ dim V = dim C− 1
2

= 2

⇒ dimC
H ′′0 (λ)
V >− 1

2
= 1

2dimC V = 1.

Del lema 3.3.5 tenemos

V >− 1
2 ⊂ H ′′0 (λ) ⊂ V −

1
2 . (3.7)

Como dim V = 1 y usando la ecuación anterior 3.7 obtenemos que

H ′′0 (λ) = C · s[ω0](λ)⊕ V >− 1
2 , ω0 = dx ∧ dy.

Tenemos entonces que Grass(1, V ) = Π ∼= CP1.
El mapeo de periodos para fλ = x4 + y4λx2y2 es:

Φ : C− {−2, 2} −→ Π

λ 7−→ [C · s[ω0](λ)] ∈ H
′′
0 (λ)

V >− 1
2
.

Como el número espectral −1
2 es de multiplicidad d = 1 y es tal que

−1
2 + 1 = 1

2 ∈ sp(f), se tiene que H1
−1 = C 〈 A1, A2〉. Por lo cual,

C− 1
2

= C
〈
t−

1
2A1(t), t− 1

2A2(t)
〉

(λ).

Sean e1 := t−
1
2A1(t) y e2 := t−

1
2A2(t). Dado que s[ω0](λ) ∈ C− 1

2
, se tiene

que
s[ω0] = I1(λ)e1 + I2(λ)e2,

donde I1 e I2 son funciones holomorfas multivaluadas sobre C− {−2, 2}.
Por lo tanto, el mapeo de periodos está dado por

Φ : C− {−2, 2} −→ CP1

λ 7−→ (I1(λ) : I2(λ)) .

Para determinar la función vectorial s[ω0](λ) debemos encontrar ecua-
ciones diferenciales tales que s[ω0](λ) sean soluciones de éstas. Para esto,
notemos que:
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 69

∂Fλ
∂λ

= ∂

∂λ

(
x4 + y4 + λx2y2) = x2y2.

Notemos que s[ω0] es homogénea, ya que por el lema 3.3.1

s[ω0] = s(ω0, ν(ω0)) ∈ Cν(ω0).

En este caso, ν(ω0) = ν(dx ∧ dy) = 1
4(0 + 1) + 1

4(0 + 1) − 1 = −1
2 . Así

s[ω0] ∈ C− 1
2
.

En general, para una 2-forma monomial

ω =
(
x2y2)i dx ∧ dy = x2iy2idx ∧ dy

se tiene que

ν(ω) = 1
4(2i+ 1) + 1

4(2i+ 1)− 2
2 = 2i+ 1

2 − 2
2 = i− 1

2 ,

de donde se sigue que s
[
(x2y2)i dx ∧ dy

]
∈ Ci− 1

2
.

Por otro lado, ∂it : Cα −→ Cα−i. Entonces,

∂it

(
s
[(
x2y2)i dx ∧ dy]) ∈ Ci− 1

2−i
= C− 1

2
,

para todo i ≥ 0.
Por la proposición 3.3.2, las secciones geométricas s[ω0](λ) tienen una

expansión alrededor del cero de la forma:

s[ω0](λ) =
∑
i>0

(−∂t)i s[(x2y2)iω0](0) λ
i

i!,

donde (−∂t)i s[(x2y2)iω](0) ∈ C− 1
2
, para toda i ≥ 0. Entonces, las secciones

geométricas s[ω0] son homogéneas, esto es s[ω0](λ) = s(ω0, ν(dx ∧ dy)) =
s(ω,−1

2) ∈ C− 1
2
. Podemos entonces aplicar la ecuación 3.5 para obtener:

∂λs(ω0, α) = −∂ts
[
x2y2ω0

]
y ∂2

λs(ω0, α) = ∂2
t s
[
(x2y2)2ω0

]
. (3.8)

Recordemos que H ′′0 (λ) ≈
Ω2

C2,0

dfλ ∧ dO
. Entonces,

dfλ ∧ dg = (fλ,x · gy − fλ,y · gx)ω0 = 0 ∈ H ′′0 (λ),
para toda función holomorfa g. En particular, apliquemos esto para las fun-
ciones g = x5y y h = xy5. Veamos:
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70 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

1. Fλ,x = 4x3 + 2λxy2 y Fλ,y = 4y3 + 2λx2y;

2. gx = 5x4y y gy = x5;

3. hx = y5 y hy = 5xy4.

Así,

(Fλ,x · gy − Fλ,y · gx)ω0 = 0
⇔
(
4x8 + 2λx6y2 − 20x4y4 − 10λx6y2)ω0 = 0

⇔
(
4x8 − 20x4y4 − 8λx6y2)ω0 = 0

⇔
(
x8 − 5x4y4 − 2λx6y2)ω0 = 0. (3.9)

De igual manera,

(Fλ,x · hy − Fλ,y · hx)ω0 = 0
⇔
(
20x4y4 + 10λx2 − 4y8 − 2λx2y6)ω0 = 0

⇔
(
20x4y4 + 8λx2y6 − 4y8)ω0 = 0

⇔
(
5x4y4 + 2λx2y6 − x8)ω0 = 0. (3.10)

Restándole la ecuación 3.10 a 3.9 llegamos a:

(
x8 + y8 − 10x4y4 − 2λx2y2(x4 + y4)

)
ω0. (3.11)

Dado que

x8 + y8 − 10x4y4 = x8 + y8 + 2x4y4 − 12x4y4 =
(
x4 + y4)2 − 12x4y4,

la ecuación 3.11 se convierte en[(
x4 + y4)2 − 12x4y4 − 2λx2y2(x4 + y4)

]
ω0 = 0,

o bien,
[((

x4 + y4)2 + 2λx2y2(x4 + y4) + λ2x4y4
)
− 4λx2y2(x4 + y4)− (12 + λ2)x4y4

]
ω0 = 0. (3.12)

Ahora, usando

Fλ − λx2y2 = x4 + y4 y F 2
λ = (x4 + y4)2 + 2λ(x4 + y4)x2y2 + λ2x4y4
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 71

en la ecuación 3.12, obtenemos[
F 2
λ − 4λx2y2 (Fλ − λx2y2)− (12 + λ2)x4y4]ω0 = 0

⇔
[
F 2
λ − 4λx2y2Fλ + 4λ2x4y4 − (12 + λ2)x4y4]ω0 = 0

⇔
[
F 2
λ − (12− 3λ2)x4y4 − 4λx2y2Fλ

]
ω0 = 0

⇔ F 2
λω0 − (12− 3λ2)x4y4ω0 − 4λx2y2Fλω0 = 0

⇔ x4y4ω0 −
F 2
λ

(12− 3λ2)ω0 + 4λFλ
(12− 3λ2)x

2y2ω0 = 0

⇔ x4y4ω0 −
(

F 2
λ

(12− 3λ2)ω0 −
4λFλ

(12− 3λ2)x
2y2ω0

)
= 0.

Esto es,

x4y4ω0 = F 2
λ

(12− 3λ2)ω0 −
4λFλ

(12− 3λ2)x
2y2ω0 (mód dfλ ∧ dO). (3.13)

Sustituyendo la ecuación 3.13 en 3.8 y por la linealidad de los mapeos ∂t,
s[·] tenemos:

∂2
λs[ω0](λ) = ∂2

t s[x4y4ω0](λ)

= ∂2
t s

[
1

(12− 3λ2)F
2
λω0 −

4λ
(12− 3λ2)Fλx

2y2ω0

]
(λ)

{tomando Fλ = t}

= 1
(12− 3λ2)∂

2
t t

2s[ω0](λ)− 4λ
(12− 3λ2)∂

2
t t s[x2y2ω0](λ){

sustituyendo ∂2
t t

2 = 3
4id, ∂2

t t = 3
2∂t
}

= 1
3(4− λ2)

3
4id (s[ω0](λ))− 4λ

3(4− λ2)
3
2∂t
(
s[x2y2ω0](λ)

)
= 3

4
1

3(4− λ2)s[ω0](λ)− 3
2

4λ
3(4− λ2)∂ts[x

2y2ω0](λ)

= 1
4

1
(4− λ2)s[ω0](λ) + 2λ

(4− λ2)
(
−∂ts[x2y2ω0](λ)

)
{
sustituyendo ∂λs[ω0](λ) = −∂ts[x2y2ω0](λ)

}
= 1

4
1

(4− λ2)s[ω0](λ) + 2λ
(4− λ2)∂λs[ω0](λ)

⇒ (4− λ2)∂2
λs[ω0](λ) = 1

4s[ω0](λ) + 2λ∂λs[ω0](λ)
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72 CAPÍTULO 3. MAPEO DE PERIODOS

⇒ −(4− λ2)∂2
λs[ω0](λ) + 2λ∂λs[ω0](λ) + 1

4s[ω0](λ) = 0. (3.14)

Recordemos que λ = 4a− 2, entonces

∂λ = 4∂a y 4− λ2 = 4− (4a− 2)2 = 4− 16a2 + 16a− 4 = −16a(a− 1).

Definiendo s[ω0](λ) = s[ω0](4a − 2) =: u(a), la ecuación 3.14 se convierte
en:

−(−16a(a− 1))16∂2
au(a) + 2(4a− 2)4∂au(a) + 1

4u(a) = 0

⇒ 28a(a− 1)∂2
au(a) + 24(2a− 1)∂au(a) + 1

22u(a) = 0

⇒ a(a− 1)∂2
au(a) + 1

24 (2a− 1)∂au(a) + 1
210u(a) = 0

⇒ a(a− 1)∂2
au(a) +

(
1
23a−

1
24

)
∂au(a) + 1

210u(a) = 0. (3.15)

Por lo cual, las funciones vectoriales s[ω0](λ) = s[ω0](4a− 2) = u(a) son
soluciones de la ecuación diferencial 3.15 anterior.

Observación 3.3.2. Por la proposición 3.3.1 sabemos que sobre Cα se cum-
plen las igualdades ∂2

t t
2 = ((α + 1) + (α + 1)2) id y ∂2

t t = (α + 1)∂t.
Como s[ω0] ∈ C− 1

2
y s[x2y2ω0] ∈ C 1

2
se tiene que:

∂2
t t

2 (s[ω0]) =
((
−1

2 + 2
2

)
+
(
−1

2 + 2
2

)2
)
id (s[ω0])

=
(

1
2 + 1

4

)
s[ω0]

= 3
4s[ω0]

y

∂2
t t
(
s[x2y2ω0]

)
=
(

1
2 + 2

2

)
∂ts[x2y2ω0] = 3

2∂ts[x
2y2ω0].
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3.3. MAPEO DE PERIODOS 73

Observación 3.3.3. La ecuación diferencial lineal ordinaria de segundo
orden 3.15 encontrada para determinar las funciones vectoriales s[ω0](λ),
es un caso particular de la ecuación hipergeométrica de Gauss
(ver [Saito & Takayama-2013], pág. 16) dada por

z(z − 1)∂2f(z) + ((θ + ρ+ 1)z − τ) ∂f(z) + θρ f(z) = 0. (3.16)

En efecto, al comparar nuestra ecuación 3.15 con la hipergeométrica de Gauss
general 3.16 obtenemos el sistema de ecuaciones:

θ + ρ+ 1 = 1
23

τ = 1
24

θρ = 1
210 .

Resolviendo este sistema obtenemos que en nuestro caso:

θ = −14 +
√

195
32 , ρ = −14−

√
195

32 y τ = 1
24

ó
θ = −14−

√
195

32 , ρ = −14 +
√

195
32 y τ = 1

24 .
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Capítulo 4

Conclusiones

Se trabajó con un germen f de singularidad aislada de hipersuperficie
casihomogéneo en dos variables complejas, con algunos resultados que se
pueden generalizar a (n+ 1)-variables complejas.

A partir de una base con representantes monomiales de Of , usando el
lema de Nakayama, se indujo una base para la retícula de Brieskorn, con
representantes dados por formas diferenciales.

Aprovechando que f cumple la identidad de Euler (por ser casihomogé-
neo), usando un enfoque algebraico, se definió de manera explícita la cone-
xión de Gauss-Manin para el caso de dos variables complejas, la cual nos
permitió descomponer el espacio de localización de la retícula de Brieskorn
M = H(0) ⊗C{t} C{t}[t−1] en espacios propios Ca(m) del operador t∂t. A su
vez, estos espacios nos permitieron definir la V •-filtración (V >•-filtración) de
submódulos de M. Todo lo anterior de manera algebraica. Así mismo, es-
tos espacios se pudieron describir analíticamente, en el lenguaje de secciones
geométricas del haz cohomológico de Milnor y el operador monodromía, aso-
ciados a la fibración de Milnor del germen f . Estos mismos objetos se tienen
para una deformación µ(f)-constante del germen f .

Se definió también el espectro sp(f) = {α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αµ(f)} para
el caso casihomogéneo, el cual es un invariante discreto del germen f que
ayudó, vía la retícula de Brieskorn, para considerar los espacios V α1 , V >β1

( α1 = mín{α ∈ sp(f)} y β1 = máx{α ∈ sp(f)} − 1 ) y definir el mapeo de
periodos sobre el cociente V α1

V >β1
.

Se dió un ejemplo de la definición y construcción del mapeo de periodos
(comparar con el enfoque dado por la construción de Brieskorn y Knorrer en
[Brieskorn & Knörrer-2012] para el caso de curvas elípticas simples), para la
familia de curvas elípticas simples fa(x, y, z) = z2 − yx(y − x)(y − ax) (a 6=
0, 1)) usando la R-equivalencia con la deformación Fλ(x, y) = x4 +y4 +λx2y2
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76 CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES

(λ = 4a− 2) del germen f = x4 + y4. Concluimos que el mapeo de periodos
es analítico multivaluado, lo cual nos dice que bajo una deformación µ(f)-
constante del germen f , los objetos invariantes asociados a f (y por tanto, a
la familia de curvas elípticas simples) varían de manera analítica. Más aún,
en el proceso de construcción del mapeo de periodos, se resuelve un caso
particular de la ecuación hipergeométrica de Gauss, la cual tiene una gran
importancia, ya que aparece en varias áreas de las matemáticas, tales como:
geometría algebraica; teoría de números; combinatoria; y física matemática,
además que cualquier ecuación con tres puntos singulares regulares puede
escribirse como una hipergeométrica (ver [Saito & Takayama-2013], pág. 16).
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Apéndice A

Topología

A.1. Homología singular

Sean v0, v1, · · · , vl (l + 1)-puntos de Rn. Decimos que v0, v1, · · · , vl están
en posición general siempre que no estén contenidos en un hiperplano de
dimensión l − 1.

Definición A.1.1. Sean v0, v1, · · · , vl (l+1)-puntos de Rn en posición gene-
ral. Un l-simplejo es el conjunto convexo generado por los puntos v0, v1, · · · , vl
(ver figura A.1), es decir,

[v0, v1, · · · , vl] :=
{

l∑
i=0

aivi : ai ≥ 0 y
l∑

i=0

ai = 1
}
.

Figura A.1: Simplejos.
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78 APÉNDICE A. TOPOLOGÍA

Las caras de un l-simplejo ∆l := [v0, v1, · · · , vl] son los k-simplejos ge-
nerados por k-puntos del cunjunto {v0, v1, · · · , vl}, k < l. Las fronteras de
∆l son las caras dadas por los (l − 1)-simplejos de ∆l. Esto es, la i-ésima
frontera de ∆l es ∂i∆l := [v0, · · · , v̂i, · · · , vl], donde v̂i significa que el punto
vi fue eliminado.
Definición A.1.2. La frontera del simplejo ∆l es el operador dado por

∂∆l =
l∑

i=0

(−1)i∂i∆l.

Los simplejos se pueden generalizar a espacios topológicos en general,
como se muestra a continuación.
Definición A.1.3. Sean M un espacio topológico y ∆l un l-simplejo en Rn.
Un l-simplejo singular es una función continua σ : ∆l −→ M (ver figura
A.2).

Figura A.2: Simplejos singulares.

Sea R un anillo conmutativo con unidad. El grupo de l-cadenas deM con
coeficientes en R está dado por

Cl(M) := Cl(M,R) =
{

k∑
i=1

αiσi : αi ∈ R y σi es un l-complejo singular
}
.

Así como definimos la frontera para un simplejo, para un l-simplejo sin-
gular σ : ∆l −→M definimos su frontera como

∂σ =
l∑

i=0

(−1)iσ|∂i∆l
,
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A.2. FIBRACIONES 79

el cual es un (l − 1)-simplejo. El operador frontera se generaliza linealmente
al grupo de l-cadenas Cl(M).

Definición A.1.4. Sea M un espacio topológico. El operador frontera
para l-cadenas está dado por el homomorfismo

∂ := ∂l : Cl(M) −→ ∂l : Cl−1(M), dado por ∂l

(
k∑
i=1

αiσi

)
=

k∑
i=1

αi∂σi.

Una l-cadena c es llamada ciclo siempre que ∂c = 0, y se dirá frontera si
c = ∂d, con d una (l + 1)-cadena.

Sean Zl(M) el conjunto de l-ciclos y Bl(M) el conjunto de l-fronteras.
Como el homomorfismo ∂ cumple que ∂ ◦ ∂ = 0, si c es una frontera, es

decir, c = ∂d, entonces ∂c = ∂(∂d) = 0. Esto es Bl(M) ⊂ Zl(M).

Definición A.1.5. El l-ésimo grupo de homología singular de M es el grupo
cociente

Hl(M) = Hl(M,R) = Zl(M)
Bl(M) = ker∂

im∂
.

Las clases de homología son denotadas como [c]. Diremos que dos ciclos
c1, c2 ∈ Zl(M) son homólogos si [c1 − c2] = 0, es decir, si (c1 − c2) ∈ Bl(M).

A.2. Fibraciones

Definición A.2.1. Sean E, B dos espacios topológicos o variedades. Una
fibración es una función continua π : E −→ B.

E es llamado el espacio total, B es llamado el espacio base y π−1(b) son
llamadas las fibras sobre b ( ∀ b ∈ B).

Ejemplo A.2.1. Fibración producto.
Sean X y Y cualesquiera dos espacios. La función proyección

proy1 : X × Y −→ X, dada por (x, y) 7−→ x,

es continua. Por lo cual, proy1 es una fibración con fibras
proy−1

1 (x) = {x} × Y .
En una manera análoga, se tiene que proy2 : X × Y −→ Y , dada por

(x, y) 7−→ y, es una fibración con fibras proy−1
2 (y) = Y × {y}.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 93 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

Página 93 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



80 APÉNDICE A. TOPOLOGÍA

Definición A.2.2. Sean π : E −→ B y
π′ : E ′ −→ B′ dos fibraciones. A un par de funcio-
nes f : E −→ E ′ y g : B −→ B′ las llamaremos
función fibra, siempre que el digrama de la dere-
cha sea conmutativo, esto es, π′ ◦ f = g ◦ π.

E

π

��

f // E ′

π′

��
B

g // B′

Por simplicidad, una función fibra la denotaremos por (f, g) : π −→ π′.
En el caso de tener B = B′ y g = idB, la función fibra será denotada
simplemente como f : π −→ π′.
Observación A.2.1. Sean π : E −→ B, π′ : E ′ −→ B′ y π′′ : E ′′ −→ B′′

tres fibraciones.

1. No es difícil ver que (idE, idB) : π −→ π es una función fibra.

2. Sean (f1, g1) : π −→ π′ y (f2, g2) : π′ −→ π′′ dos funciones fibra.
Entonces, la composición

(f1, g1) ◦ (f2, g2) = (f1 ◦ f2, g1 ◦ g2) : π −→ π′

es una función fibra. En efecto, el diagrama

E

π

��

f1 // E ′

π′

��

f2 // E ′′

π′′

��
B

g1 // B′
g2 // B′′

es conmutativo en la izquierda y en la derecha, ésto es g1 ◦ π = π′ ◦ f1
y π′′ ◦ f2 = g2 ◦ π′

⇒ g2 ◦ g1 ◦ π = g2 ◦ π′ ◦ f1 y π′′ ◦ f2 ◦ f1 = g2 ◦ π′ ◦ f1

⇒ (g2 ◦ g1) ◦ π = π′′ ◦ (f2 ◦ f1).
Por lo cual, el diagrama

E

π

��

f2◦f1 // E ′′

π′′

��
B

g2◦g1 // B′′

es conmutativo.
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A.2. FIBRACIONES 81

Definición A.2.3. Dos fibraciones π : E −→ B y π′ : E ′ −→ B′ se dirán
ser equivalentes si existe un homeomorfismo fibra, esto es, una función
fibra continua (f, g) : π −→ π′ (f y g son continuas) con inversa (f, g)−1 =
(f−1, g−1) : π′ −→ π tambien continua (f−1 y g−1 continuas), las cuales
cumplen que:

(f−1, g−1) ◦ (f, g) = (f−1 ◦ f, g−1 ◦ g) = (idE, idB) = idπ

y
(f, g) ◦ (f−1, g−1) = (f ◦ f−1, g ◦ g−1) = (idE′ , idB′) = idπ′ .

Lema A.2.1. Sean π : E −→ B y π′ : E ′ −→ B′ fibraciones equivalentes
a través del homeomorfismo fibra (f, g) : π −→ π′. Entonces, f mapea las
fibras sobre b en las fibras sobre g(b), esto es, f(π−1(b)) = (π′)−1(g(b)), para
toda b ∈ B. Por lo cual, π−1(b) y (π′)−1(g(b)) son fibras homeomorfas.

Demostración. Demostremos por doble contensión que

f(π−1(b)) = (π′)−1(g(b)).

⊂) Si x ∈ f(π−1(b)), entonces existe e ∈ π−1(b) tal que x = f(e).

⇒ x = f(e) y π(e) = b ⇒ π′(x) = π′(f(e)) y g(π(e)) = g(b).

Por la conmutatividad del diagrama se sigue que

π′(f(e)) = g(π(e)) ⇒ π′(x) = g(b) ⇒ x ∈ (π′)−1(g(b)).

⊃) Si x ∈ (π′)−1(g(b)), entonces π′(x) = g(b). Ahora, dado que f−1, g−1

existen y x ∈ E ′ se tiene que

⇒ ∃! e ∈ E 3 f(e) = x ⇒ g(b) = π′(x) = π′(f(e)) = g(π(x))

⇒ b = π(e)⇒ e ∈ π−1(b), x = f(e)⇒ x = f(e) ∈ f(π−1(b)).

Ahora, como (f, g) es homeomorfismo fibra, f es homeomorfismo. Entonces,
la restricción de f |π−1(b) : π−1(b) −→ (π′)−1(g(b)) también es homeomorfismo.

Definición A.2.4. Una fibración π : E −→ B es llamada trivial si es
equivalente a una fibración producto, esto es, el diagrama

E

π

��

f // B′ × F

proyB′

��
B

g // B′
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82 APÉNDICE A. TOPOLOGÍA

es conmutativo, con f y g homeomorfismos.

En el caso de que B = B′ y g = idB, diremos que π es equivalente sobre
B a la fibración producto proyB′ .

Proposición A.2.1. Si π : E −→ B es una fibración trivial, todas sus fibras
son homeomorfas entre sí.

Demostración. Como π es trivial, existe un homeomorfismo fibra
(f, g) : π −→ proyB′ . Sean b, c ∈ B. Por el lema A.2.1,

π−1(b) ∼= (proyB′)−1(g(b)) = {g(b)} × F ∼= {d} × F, ∀ d ∈ B′.

En particular, {g(b)} × F ∼= {g(c)} × F = (proyB′)−1(g(c)) ∼= π−1(c). De
donde se tiene que

π−1(b) ∼= π−1(c), ∀ b, c ∈ B.

Definición A.2.5. Sea π : E −→ B
una fibración. Diremos que π es lo-
calmente trivial, si cualquier pun-
to b ∈ B tiene una vecindad U para
la cual, existe un homeomorfismo fibra
Φ : A −→ F × U , A = π−1(U), el cual
hace conmutativo el diagrama de la de-
recha. Dicho de otra manera, la fibra-
ción π|A es equivalente sobre U a una
fibración producto proyU .

E ⊃ π−1(U)

π|A
**

Φ

##
F × U

proy2

��
B ⊃ U 3 b

π−1

WW

En una fibración trivial o localmente trivial, el espacio F (del producto
F × U) es llamado la fibra (o el espacio de fibras) de π.

Proposición A.2.2. Sea π : E −→ B una fibración localmente trivial. Si B
es conexa, entonces π−1(b) ∼= π−1(p), para toda b, p ∈ B.
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Apéndice B

Geometría compleja

B.1. Gavillas

Esta sección puede ser consultada en [Eisenbud & Harris-2006].

Sea X un espacio topológico.

Definición B.1.1. Decimos que FFF es una pregavilla sobre X si:

1. A cada abierto U de X se le asigna un conjunto F(U).

2. Para cada par de abiertos U ⊂ V de X, existe un mapeo restricción

resV,U : F(V ) −→ F(U),

el cual cumple las siguientes propiedades;

resU,U = idF(U),
Para todo abierto U ⊂ V ⊂ W de X, resV,U ◦ resW,V = resW,U .

Los elementos f ∈ F(U) son llamados secciones de F sobre U y los
elementos de g ∈ F(X) son llamados secciones globales.

Definición B.1.2. Una pregavilla F (de conjuntos, grupos abelianos, anillos,
módulos, e.t.c) sobre X es llamada gavilla si cumple el axioma de gavilla,
esto es, para cualquier cubierta abierta {Uα}α∈A de un conjunto abierto U de
X y cualquier colección de elementos {fα ∈ F(Uα)}α∈A que tiene la propiedad
de que para todo α, β ∈ A resU,Uα∩Uβ fα = resU,Uα∩Uβ fβ, entonces existe un
único elemento f ∈ F(U) tal que resU,Uα f = resU,Uα fα, para todo α ∈ A.

Existe otra manera de describir una gavilla, la cual es a través de sus
fibras (tallos).

83
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84 APÉNDICE B. GEOMETRÍA COMPLEJA

Definición B.1.3. Sea F cualquier pregavilla.

1. Sean U, V abiertos de X y f ∈ F(U), g ∈ F(V ) secciones. Diremos
que f y g se relacionan, f ∼ g, si y solo si existe un abierto W ⊂ X
tal que: W ⊂ U ∩ V y resU,W f = resV,W g.

2. Sea x ∈ X. Denotemos por Ux cualquier vecindad abierta de x. Defi-
nimos la fibra (o tallo) de F en x, denotada por Fx, como el límite
directo de grupos F(Ux) sobre todas las vecindades abiertas Ux ⊂ X de
x, esto es,

Fx := lim−→
Ux⊂X

F(Ux) =
( ⊔
Ux⊂X

F(Ux)
)
/ ∼ .

Las clases en el cociente Fx =
( ⊔
Ux⊂X

F(U)
)
/ ∼ son denotadas como

(U, f).
Dado cualquier x ∈ X se tiene un mapeo que va de F(U) a Fx, el cual

toma una sección f ∈ F(U) y le asocia una clase de equivalencia (U, f); esta
clase es denotada por fx.

Consideremos a F̃ =
⋃
x∈X
Fx. F̃ es un espacio topológico, tomando como

base para los abiertos a los conjuntos de la forma

ν(U, f) := {fx : x ∈ U} ,

donde U ⊂ X es abierto y f es una sección fija sobre U .
Se tiene que el mapeo π : F̃ −→ X, dado por π(sx) = x, es continuo.

Además, para cualquier abierto U ⊂ X y f ∈ F(U) el mapeo σ : U −→ F̃
dado por σ(x) = fx es una sección continua de π sobre UUU , esto es, σ es
continua y π ◦ σ = idU .

Definición B.1.4. Sean F y G gavillas sobre X. Un morfismo de gavillas
φ : F −→ G es una colección de mapeos φ(U) : F(U) −→ G(U), con U ⊂ X
abierto, tales que para cualquier inclusión V ⊂ U el diagrama

F(U)

resU,V

��

φ(U) // G(U)

resU,V

��
F(V ) φ(V ) // G(V )
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B.2. GRASSMANIANAS 85

es conmutativo.

Un morfismo de gavillas φ : F −→ G induce un mapeo entre fibras
φx : Fx −→ Gx, para cualquier x ∈ X.

Proposición B.1.1. (ver [Eisenbud & Harris-2006], pág. 15) Sea
φ : F −→ G un morfismo de gavillas. Entonces, φ(U) es biyectivo para
todo abierto U ⊂ X si y solo si φx es biyectivo para toda x ∈ X.

Definición B.1.5. Sea F una pregavilla. Definimos la gavillificación de F
como la única gavilla F ′ y un morfismo de pregavillas φ : F −→ F ′ tal que,
para todo x ∈ X el mapeo φx : Fx −→ F ′x es un isomorfismo.

Proposición B.1.2. (ver [Eisenbud & Harris-2006], pág. 16) Considere-
mos a F̃ =

⋃
x∈X
Fx como un espacio topológico, dado como antes. Enton-

ces, la gavillificación F ′ de F es la gavilla de secciones del mapeo natural
π : F̃ −→ X.

Ejemplos importantes:

La gavilla de funciones holomorfas, OD, sobre el disco D ⊂ C
(1-variedad compleja), cuyas fibras OD en x es el anillo de gérmenes de
funciones holomorfas en x.

La gavilla más sencilla de asociar a un espacio topológico X, es la
gavilla de funciones localmente constante con valores en K, esto es,
una gavilla K que a cada subconjunto abierto U de X le asocia el
conjunto de funciones localmente constantes, K(U), que van de U a K.
En especial:
dado un germen con singularidad aislada en el cero f , le asociamos
su fibración de Milnor f1 : X ′ −→ D∗η, X ′ := Bε ∩ f−1(D∗η). f1, la
cual define un haz vectorial H∗H∗H∗ =

⊔
t∈D∗η

H1(Vt,C) o bien, una gavilla de

funciones localmente constante R1
f∗
CX′ , esto es,

H∗H∗H∗ =
⊔
t∈D∗η

H1(Vt,C) = R1
f∗CX′ .

B.2. Grassmanianas

Esta sección puede ser consultada en [Griffiths & Harris-1978].
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86 APÉNDICE B. GEOMETRÍA COMPLEJA

Definición B.2.1. Sean V un espacio vectorial complejo de dimensión m y
k ≤ m. Definimos la k−k−k−Grassmaniana sobre V como:

Grass(k, V ) := {W < V : dimW = k}.

Cualquier espacio vectorial complejo de dimensión n es isomorfo a Cn. De-
notamos a Grass(k,C) por Grass(k, n). Cualquier elemento Λ ∈ Grass(k, n)
es un hiperplano de dimensión k, el cual es generado por k-vectores lineal-
mente independientes vi = (vi1, · · · , vin) ∈ Cn, i = 1, · · · , k. Así, Λ puede ser
identificado con la matríz de rango k que tiene como fila las vectores vi, esto
es,

Λ 7−→

v11 · · · v1n
... ...
vk1 · · · vkn

 .

Así mismo, dada una matríz A de rango k, le asociamos el elemento
Λ ∈ Grass(k, n) generado por los k-vectores filas linealmente independientes
de A. Sin embargo, para que esta asociación sea inyectiva, pedimos que dos
matrices A y A′ representen el mismo espacio Λ ∈ Grass(k, n) si y solo si
A = BA′, con B ∈ GLk.

Para darle estructura de variedad compleja a Grass(k, n), necesitamos
definir abiertos UI que cubran a Grass(k, n) y, sobre estos, definir cartas
φI : UI −→ Cm, m ∈ N, que sean analíticas compatibles entre ellas. Para tal
caso:

Sean I = {i1, i2, · · · , ik} ⊂ {1, 2, · · · , n} y VI0 = span{ej : j /∈ I} el
(n− k) plano de Cn.

Sea UI = {Λ ∈ Grass(k, n) : Λ ∩ VI0 = {0}}.

Proposición B.2.1. (ver [Griffiths & Harris-1978], pág. 193) Cualquier hi-
perplano Λ ∈ UI tiene una única representación matricial ΛI cuyo I-ésimo
menor de k × k es la matríz identidad. En especial, para I = {1, 2, · · · , k},
se tiene una matríz de la forma:

ΛI :=


1 0 · · · 0 ∗ ∗ · · · ∗
0 1 · · · 0 ∗ ∗ · · · ∗
... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 1 ∗ ∗ · · · ∗

 .

Así mismo, cualquier matríz de la forma anterior, representa un hiperplano
Λ ∈ UI .

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

9

Página 100 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952

Página 100 de 104 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938952



B.2. GRASSMANIANAS 87

Recordemos que si I = {i1, i2, · · · , ik}, entonces I0 = {j ∈ {1, · · · , n} :
j /∈ I}. Tomando las n(n − k) entradas del I0-ésimo menor, de tamaño
n(n− k) de la matríz ΛI , nos da una biyección

φI : UI −→ Cn(n−k).

Proposición B.2.2. (ver [Griffiths & Harris-1978], pág. 194) Grass(k, V )
es una variedad compleja.

Ejemplo B.2.1. Tomamos V = Cn+1 y k = 1. En este caso,

Grass(1,Cn+1) = CPn.
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