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Introduccion

Uno de los problémas principales en sistemas dinamicos aparecié por primera vez en
la lista presentada por Hilb€rt en el Congreso Internacional de Matemaéticas en el ano de
1900. Actualmente se le conoee como el problema 16 de Hilbert y se tiene solo respuesta
parcial del mismo [12002]|. Bstesproblema se puede escribir de la siguiente manera: Dado
el sistema polinomial

&= P(z,y),
= Q(z,y),

donde P y @) son polinomios_ d¢'grado n. Las preguntas son:

(1)

1. ;Es acotado el namero de ¢i€los limiterdel sistema (1)?
2. (Existe una cota H(n) para elintumnero de eielos limite de (1)?
3. Cuanto vale la cota, H(n) =?

En 1923 H. Dulac afirmé tener resuelta la preguntast;, pero en 1981 se encontrd que
estaba incompleta la demostracion, |[D, 11991|. A mediados.de los 50, Petrovskii y Landis
publicaron una soluciéon al problema 3, H(n) < Ps(n), (esyacotado por un polinomio
de grado 3) (ver [PL1| [PL2| ) a la cual Novikov e Ilyashenke*le encontraron un error
en los 60. En 1991 Ilyashenko y Ecalle (1992) respondieron afirmativamente de manera
independientemente a la pregunta 1 (ver [I1991] [E]).

A méas de 100 anos de que se presentd este problema, ain no#Se cuenta con una
respuesta global. En 1998 Smale presentd una propuesta de sus problemag‘mas relevantes
para las matematicas y el propuso una lista de 16 donde el nimero 13\esfuna version

simplificada del problema 16 de Hilbert [S]|. El propone el siguiente sistema

T =y — F(x),
. (2)
Yy=—-1x,

donde F'(x) es un polinomio y F'(0) = 0. El problema es dar una cota para el nimero

de ciclos limite en términos del grado de F'(z). Consideremos la ecuacion diferencial de

5
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segtindo orden

Z+ f(z)t +g(z) =0, (3)

conocida como ecuacion de Liénard, la cual se puede llevar a un sistema en el plano
haciendo el tamibio de variables y = & + F(z) y f(z) = F'(z) donde F(z) = [; f(s)ds es

un polinomio de\grado 2n + 1, y g(x) un polinomio de grado m en la Varlable x,

o= y—Fa), (4)
gy = —g(@)
Li¢nard, en 1928 [L1928] dewtOstrd que si m = 1y F(x) = [ f(s)ds es una funcion

continua impar, la cual tiene unasiinica raiz en © = a, y es monétona creciente para
xr > a, entonces el sistema (4) tienie) un unico ciclo limite. En 1973 Rychkov [R2005]
demostré que sim =1y F fo 8)ds es un polinomio impar de grado 5, entonces
(4) tiene a lo mas dos ciclos hmlte.

Posteriormente un trabajo relévante fueiel de Lins, de Melo y Pugh en 1977 (ver [LMP])

quienes conjeturaron que cuandovg(r) = x ‘ens€l sistema (4) se tiene como maximo [%]

2
ciclos limite, donde [”T_l} significa el maximo.entero ”T_l También demostraron que la
conjetura es cierta para n = 3.

Después de la pregunta de Smale se han/tenidodos=siguientes avances:

1. En el 2007 Dumortier, Panazzolo y Roussarie [DPR};.demostraron que la conjetura
no es cierta para n = 7 y mencionaron que su demostraeion se puede extender para

n > 7 impar.

2. En 2011 De Maesschalck y Dumortier [DM2011|, demostraton que para n > 6 el

sistema (2) tiene al menos [“51] + 2 ciclos limite.

3. En el 2012 Chengzhi Li y Jaume Llibre [CJ2012|, probaron que la.écuacion (2) de
grado cuatro tiene a lo mas un ciclo limite, y el ciclo limite si existefesyhiperboélico.

Este resultado da una respuesta positiva a la conjetura de Lins, de Melo y Pugh
(1977).

Como se puede observar, falta dar la cota para n > 6 y probar la conjetura de Lins) de
Melo y Pugh [LMP]| para un polinomio F'(z) de grado 5.
En este trabajo mostraremos un teorema en el cual se prueba que n = 7 no se cumple

la conjetura de Lins, de Melo y Pugh [LMP], ya que la conjetura dice que a lo méas se
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deben presentar 3 ciclos limite, mientras que el teorema mensionado considera un sistema
quepresentan 4 ciclos limite (ver [DPR]).

Engéste*trabajo el material se organiza como sigue:

En el/Capitulo 1 se estudian los sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales en
el plano y(se)menciona la teoria local y global para estos sistemas que serd de gran
importancia é€n el desarrollo de los capitulos posteriores. En el Capitulo 2 trabajamos con
los teoremas que'nes ayudan a encontrar y determinar 6rbitas periddicas y en el Capitulo
3 enunciamos el tedrema que nos garantiza la existencia de 4 ciclos limite para un sistema
polinomial de grado T yse da la demostracion de este teorema. Al final del Capitulo 3 se

muestra el calculo numérice’de los ciclos limite para el sistema polinomial considerado.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estudiamos”los sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales en el
plano, enuncidndose para el teoréma de existencia y unicidad, el teorema de Hartman-
Grobman, formas normales, funciomes de Liapunov, sistemas gradiente, el teorema de
Poincaré-Bendixon y el Mapeo de Poinearé. El anélisis se hace local y globalmente. Las
definiciones y demostraciones.de los teoremas que se dan en este capitulo se encuentran
en [P].

1.1. Analisis Local

1.1.1. Teorema de existencia y“unicidad

En esta seccién, se establecen los principios fundamentales del teorema de existencia

y unicidad para un sistema no lineal autéonomo de ecuaciowes diferenciales ordinarias

& = f(z) (1.1)

bajo la hipotesis de que f € C''(E) donde FE es un subconjunto abierto_ de R™. El método
clasico de Picard de las aproximaciones sucesivas se utiliza para probar, este teorema.
El método de aproximaciones sucesivas, no s6lo nos permite establecer laeXistencia y la
unicidad de la soluciéon del problema de valor inicial asociado a (1.1), sin6.que también
nos permite establecer la continuidad y diferenciabilidad de la solucion con,réspecto a
las condiciones iniciales y parametros. El método de aproximaciones sucesivas dé Ricard
es una de las herramientas bésicas utilizadas en la teoria cualitativa de las ecudaciones

diferenciales ordinarias.

Definicion 1.1.1 Decimos que una funcion f : R — R es de clase C* si la funcion

8
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tiene derivada continua hasta de orden k para toda x € R. Una funcion f : R" — R es

de'elase C* si la funcion tiene todas sus derivadas parciales hasta de orden k, continuas.

Defini€ion 1.1.2 Supongamos que f € CY(E), donde E es un subconjunto abierto de
R™. Sea x(t)Cuna solucion de la ecuacion diferencial (1.1) sobre un intervalo I, si z(t) es

diferenciable en~l y si para todo t € I, z(t) € E, entonces
o' = f(a(t)). (1.2)
Donde xy € E, x(t) es'una solucion del problema de valor inicial

& = f(z) (1.3)

ZE(to) = X9
en un intervalo I, sity € I, x(ty) =p.

Lema 1.1.1 Sea E un subconjunto wbierto de R™ y sea f : E — R". Si f € CY(E),

entonces [ es localmente Lipschitzen EB=(Ver demostracion en [P]).

Ahora podemos enunciar el teorema fundamental de existencia y unicidad para sistemas

no lineales

Teorema 1.1.1 Teorema fundamental de existencia y unicidad. Sea E un sub-
conjunto abierto de R™ que contiene a xoy y supongamos.que f € C'(E). Entonces eriste

a > 0, tal que, el problema de valor inicial

b = f@
z(0) = o

tiene una unica solucion z(t) en el intervalo [—a, a).

Observacion 1.1.1 Ezactamente el mismo método de la prueba demuestra’ que el

problema de valor inicial

i = f(x)

.fC(to) = Xy

tiene una unica solucion en un intervalo [ty — a,ty + al.
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14a.2. Linealizacion

Sea el sistema no lineal

i = f(x). (1.4)

Nos interesa detexminar los puntos de equilibrio de (1.4) y describir el comportamiento
cerca de sus puntés _de equilibrio. Se demuestra que el comportamiento del sistema no
lineal (1.4) para el.panto de equilibrio hiperbolico xy se determina cualitativamente por

el comportamiento delsistema lineal

i = A(x), (1.5)

con la matriz A = D f(zg), cerca’del origen. Donde la funcion lineal Az = D f(xq)z se

llama la parte lineal de f en z.

Definicion 1.1.3 Un punto#g£y’'€ R" se llama un punto de equilibrio o punto critico de
(1.4) si f(xg) = 0. Un punto dé_equilibrio xo se llama punto de equilibrio hiperbdlico
de (1.4) si ninguno de los valores. propios ‘deda_matriz D f(xo) tiene parte real cero. El

sistema lineal (1.5) con la matriz A= DY (xo ) se<llama linealizacion de (1.4) en xq.

Si zp = 0 es un punto de equilibrio de (I4)sentonces f(0) = 0, y por el teorema de Taylor,

f(z) = Df(xo)x + H(z0),

de aqui se deduce que la funcion lineal D f(xy)x es una buena aproximacion lineal a la
funcion no lineal f(z) cerca de xo = 0 y es razonable esperar que el comportamiento del
sistema no lineal (1.4) cerca del punto z = 0, seré aproximadosel comportamiento de su

linealizacién en x = 0.

Definicion 1.1.4 El flujo de la ecuaciéon diferencial. Sea E un'subeonjunto abierto
de R" y sea f € CY(E). Para xy € E, sea ¢(t,xo) la solucion del problema de valor inicial
T = f(z), z(0) = xg en su intervalo mdzximal I(xy). Entonces para todot € I(xy), se

define a ¢; como

bi(20) = ¢(t, 7o)

y se llama el flujo de la ecuacion diferencial © = f(z).

Notese que si xy es un punto de equilibrio de (1.4) y ¢, : E — R™ es el flujo de la

ecuacion diferencial ordinaria (1.4), entonces ¢;(xg) = xy para toda t € R. Por lo tanto,
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zorSe llama un punto fijo del flujo ¢;; también se llama un cero, un punto critico o un
puntosingular del campo vectorial f : E — R"™.
Seddasdhora una clasificacion de los puntos de equilibrio de (1.4) de acuerdo a los

signos defla_parte real de los valores propios de la matriz D f(x).

Definicion..1.5 Un punto de equilibrio xo de (1.4) se llama un sumidero si todos los
valores propios @e la matriz de Df(xy) tiene parte real negativa, se le llama fuente si
todos los valores gropios de D f(xg) tienen parte real positiva y es un silla si es punto de
equilibrio hiperbolieod(ninguno de los valores propios de la matriz D f(xq) tiene parte real
cero) y D f(xo) tiene almenos un valor propio con una parte real positiva y por lo menos

un valor propio con unaparte real negativa.

Ejemplo 1.1.1 Vamos a ¢lasificar todos los puntos de equilibrio del sistema no lineal

(1.4) con

FlafS ( o). 16)

2%2

Es claro que f(z) =0 enz = (1,0)7 y w=="0-1,0)T.

Df<x>=<2§1 ‘Z) Df<1,0>:<§ g)

Df(~1,0)< ( _02 2)

T

Por lo tanto, x = (1,0)T es una fuente y x = (—1,0)T es un silla.

1.1.3. Teorema de Hartman-Grobman

El teorema de Hartman-Grobman es otro resultado muy importante en la teoria local
cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias. El teorema muestza que cerca de un

punto de equilibrio hiperbolico x, el sistema no lineal

=N, (1.7)

tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal
T = Ax, (1.8)
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co’ A = D f(x). Se supondra que el punto de equilibrio z ha sido trasladado al origen.

Definicion 1.1.6 Dos sistemas de ecuaciones diferenciales auténomas, tales como (1.7)
y (1.8)%sefdice que son topoldgicamente equivalentes en una zona del origen o de tener la
misma estractura cualitativa cerca del origen si hay un homeomorfismo H, mapeo de un
congunto abieptosU que contiene al origen en un conjunto abierto V' que contiene al origen
que asigna las trayectorias de (1.7) en U en las trayectorias de (1.8) en V' y conserva su
oritentacion en el ti€mpo, en el sentido de que si una trayectoria es dirigida desde x1 a xo
en U, entonces su imagen es dirigida a partir de H(z1) a H(xs) en V. Si el homeomorfismo
preserva la parametriza€idn.en el tiempo, se dice entonces que los sistemas (1.7) y (1.8)

son topolégicamente conjugados en un entorno del origen.

De modo intuitivo el concepto.de homeomorfismo refleja como dos espacios topologicos

son los "mismos" vistos de otragmanera: permitiendo estirar, doblar o cortar y pegar.

Teorema 1.1.2 Teorema de Hartman-Grobman. Sea E un subconjuntos abierto de
R™ que contiene al origen, seasf € OL(E), y sea ¢; el flujo del sistema no lineal (1.7).
Supongamos que f(0) =0 y queda matrizzA'= D f(xg) no tiene valores propios con parte
real cero. Entonces existe un homeomorfisino H, en algin entorno U de o € R" que
transforma orbitas del flujo no lineat=¢,, de (4.7) en drbitas del flujo lineal e!Pf(@0) de
(1.8):

H o ¢:(w6) 5 " H (a).

El homeomorfismo preserva el sentido de las orbitas I sé~puede elegir de forma que con-

serva la parametrizacion en el tiempo.

Hartman-Grobman afirma que es posible deformar de manera continua (alrededor del
punto de equilibrio) las trayectorias del sistema no lineal en lagrayectorias del sistema

linealizado (via el homeomorfismo).

1.1.4. Formas Normales

En esta seccion veremos una teoria que se utiliza para la simplificacion de”un, problema
de bifurcacion: la teoria de la forma normal. La idea bésica es realizar transformaciones
de coordenadas que hagan que la expresion analitica de una ecuaciéon sea tansSencilla
como sea posible; esta forma simplificada de la ecuacion se llama forma normal. En tér-
minos generales, la forma normal de un sistema de ecuaciones diferenciales es el elemento
més simple de una clase de equivalencia de sistemas diferenciales que poseen el mismo

comportamiento cualitativo.
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Sea

T =J(x)+ F(x),

en donde J es la jagobiana de f y F consta de los términos de orden n de f. La idea es
hacer un cambio de variable que permita ver al sistema (1.9) de forma mas sencillo. Si
zo es un punto de equilibrio hiperbolico de (1.9), el teorema de Hartman-Grobman nos
garantiza la existencia de uwhemeomorfismo h tal que conjuga a (1.9) con & = Jx en una

vecindad de zg.

El problema ahora es encontrar laexpresion "mas sencilla" de (1.9) alrededor de un punto

de equilibrio no hiperbdlico.

Tomemos

2 =y +#(y) (1.10)

con

h(y) = 0(|y|*) cuando y tiendéa 0,

Tt =Jr+ Fy(z)+ O(|:13|3),

donde F; consta de los términos de orden 2 de f.

De la ecuacion (1.10) tenemos

@ =19+ Dh-y=(I+Dh)y

sustituyendo en (1.9)

(I+Dh)y = Jly+hy)+ Fy+ hy) +0(yl)
= Jy+ Jh(y) + Fa(y) + 0(|y|*)
g = (I+Dh)'[Jy+ Jh(y) + Fs(y) + 0(y|*)]. (1.11)
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Coemo
(I +Dh)™Y = I—Dh(y)+0(y>
1 o
— —Dh)¥ =1—Dh %),
ripn = LPw FO(lyP)
Sustituyendo en (L)
¥ Jy + Jh(y) + Fa(y) — DhJy + 0(|y[*).
Ejemplo 1.1.2 Dado el sistema
T = x9+ax} (1.12)
Ty =t exiTy + 2,
donde la Jacobiana del sistem&(1712) estajdada como
0 a
J(0,0r= . 1.13
0.5 (O O) (113
Haciendo el cambio
r = y+h(y) (1.14)
_ (yl) n (aly% + a2y1Y2 +a3y%) P
Y2 biyi + bay1ys + bsys
Por otro lado
§ = Jy+ Jh(y) + Fa(y) — DhJy + 0(|y[*)
donde
<y1> (yz) (51?/% + bay1y2 + bS?J%) < ay% )
L) = + +(
Yo 0 0 Yi + eyiye
2 2
[ 2ay a2y 2a3y2 + azy: (?JQ) (1.15)
2b1yr + baya  2b3ya + Doy 0
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(%) _ (yz + (b1 + a)y% + (ba — 2a1)y1y2 + (b — aQ)y%) (1.16)
Yo y: + (e — 201)y1y2 — bays ' '
Si
bl = —a,
b2 = 2&1 = O,
by = ax =0,
entonces

(o) = (%)

esto nos lleva a la forma normal

Y1 =Y
vo = yi+(e+2a)yyo.

1.2. Analisis Global

1.2.1. Estabilidad y Funciones-de Liapunov

En esta seccion se discute la estabilidad de los puntos.de equilibrio del sistema lineal

&= f(x). (1.17)

La estabilidad de cualquier punto de equilibrio zy hiperbélico (de/(1.17) se determina
por los signos de los valores propios de \; de la matriz D f(z(). Un punto de equilibrio
hiperbolico x¢, es asintoticamente estable si Re()\;) < 0 para j = 1, ..., n'%es decir si xq es
un sumidero. Y un punto de equilibrio ¢ hiperbodlico es inestable si se trata‘de una fuente
o un silla. La estabilidad de un punto de equilibrio no hiperboélico suele ser” ms dificil de
determinar. Un método debido a Liapunov, que es muy tutil para decir la estabilidad de

los puntos de equilibrio no hiperbélicos se presenta en esta seccion.

Definicion 1.2.1 Sea ¢, el flujo de la ecuacion diferencial (1.17) definida para todat € R.
Un punto de equilibrio xo de (1.17) es estable si para toda € > 0 existe un 6 > 0 tal que
para todo x € Vs(xo) yt >0, se tiene que
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Jim o) = o,

Se considera que el limite se satisface para toda x en una vecindad de z, esto no implica
que xq es estable hay ejemplos de ello. Se puede observar que a partir de los diagramas de
fase que un'noda es estable o el foco de un sistema lineal en R? es un punto de equilibrio
asintoticamente estable; un nodo inestable o el foco o una silla de un sistema lineal en R?,
es un punto de equilibrio inestable, y un centro de un sistema lineal en R? es un punto de
equilibrio estable, (e no es asintéticamente estable.

De ello se desprende=el teorema de la variedad estable y el teorema de Hartman-
Grobman, que cualquiei”sumidero de (1.17) es asintéticamente estable y que cualquier
fuente o silla de (1.17) es ineStable. Por lo tanto, cualquier punto de equilibrio hiperbdlico

de (1.17) o es asintoticamente’estable o inestable.

Teorema 1.2.1 Si xy es un sumidero del sistema no lineal (1.17) y Re(\;) < —a < 0
para todos los valores propios \; deMa matriz D f(xy) entonces dado € > 0 eziste un 6 > 0
tal que para todo x € Vs(zo) elflujo ¢p(x) de (1.17) satisface

\pe(2) — &o| < ee™™
para toda t > 0.

Donde los puntos de equilibrio hiperbélicos son_asintéticamente estables o inestable,
el tnico momento en que un punto de equilibrio #g_.de (1.17) puede ser estable pero
no asintoticamente estable es cuando D f(zg) tiene un_walor propio cero o un par de
complejos conjugados, los valores propios imaginarios puro§ A»= +ib. De donde se deduce
el siguiente teorema, probado en [HS| que todos los valores”propios A; de D f(z,) debe

satisfacer Re(\; < 0) si g es estable.

Teorema 1.2.2 Si xy es un punto de equilibrio estable de (1.17) ningidu valor propio de

D f(xo) tiene parte real positiva.

Vemos que los puntos de equilibrio estables que no son asintéticamente)estable sélo
puede ocurrir en los puntos de equilibrio no hiperbdlicos. Pero la pregunta de queisi cuando
un punto de equilibrio no hiperbdlico es estable, asintéticamente estable o inéstable es
una cuestion delicada. El siguiente método, debido a Liapunov (1892 en su tesis doctoral),

es muy util para responder a esta pregunta.

Definicion 1.2.2 Si f € CY, V € CY(E), y ¢; es el flujo de la ecuacion diferencial (1.17)

para todo x € E la derivada de la funcion V(z) a lo largo de la solucion ¢(x)
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. d

V= £V(¢t(ﬂf))|t:0 = DV(¢4(2)) () |i=o0-

La dltima’igualdad se deduce de la regla de la cadena. Si V es negativa en E entonces
V(x) decreeé & lo largo de la solucion ¢;(zg) para zg € FE en t = (. Por otra parte, en R?
si V <0 condd fgualdad s6lo en x = 0, entonces para los C' pequenas positiva, la familia
de curvas V(x)'= C eonstituye una familia de curvas cerradas que encierran el origen y las
trayectorias de (147 ) eruzan estas curvas desde su exterior a su interior con el aumento
de ¢, es decir, el origende (1.17) es asintoticamente estable. Una funcion V' : R” — R

satisface las hipotesis dél siguiente teorema y se llama una funcién de Liapunov.

Teorema 1.2.3 Sea E un”subconjunto abierto de R™ conteniendo xy. Supongamos que
f € CYE) y que f(xo) = 0. Stpongamos, ademds, que existe una funcion real V€ C1(E)
que satisface V(zg) =0 y V(x) S 0850 x # xo.

Entonces

(a).- Si V(z) <0 para toda x € Exwy es estable.

(b).- Si V(x) <0 para todafr € V —Lae}, To es asintéticamente estable.

(c).- Si V(x) > 0 para toda & &V — {w0}s zo es inestable.

Observacion 1.2.1 Si V(z) = 0 para_toda w(cE entonces las trayectorias de (1.17) se

encuentran en las superficies de R™ o ¢urvas en'R%«definidas por

V(x) =c.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos el sistema

i = - (1.18)

.1:2 = l’?

El origen 2o = (0,0)T es un punto de equilibrio no hiperbolico de este sistema-\En efecto

0 —322
Df@ﬁ=:<3x2 (f2>,
1

Dﬂam=<88>,

donde
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V(z) = af + 3,

es una funcion de Liapunov y

V(z) = 42z, + a3,
Vie) = 4daf(—a3) + 4a3(a})
Viz) = 0.

Por lo tanto las curvas solucion se encuentran en las curvas cerradas x}+x3 = ¢ que dan
la vuelta al origen. El origenses por tanto un punto de equilibrio estable de este sistema
que no es asintdticamente estable.. Notese que Df(0) = 0 para este ejemplo, es decir,

Df(0) tiene dos valores propiosgcero.

Ejemplo 1.2.2 Considere el sistema

iL’.l = —2$2 + Tox3
13.2 = T1— X1T3
1:3 — . XL1T9.

El origen (0,0,0)T es un punto de equilibrio para esté€ Sistema y
0

Df(0,0,0)=1| 1

0

Asi Df(0) tiene valores propios Ay = 0, Aog = £2i, es decir kov= 0 es un punto de
equilibrio mo hiperbolico. Por lo tanto, se utiliza el método de Liapunov\Una funcion de

la forma

2 2 2
V(x) = 1o + con + c325

con las constantes positivas ci, co y c3 por lo general vale la pena intentarloyal-menos
cuando el sistema contiene algunos términos lineales. Calculando V(x) = DV (z)f(@), se

obtiene

1.
§V(m) = (c1 — ¢o + c3)T1T0w3 + (—201 + o)1 T2
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Pof tanto, si cy = 2¢1 y c3 = ¢; > 0 se tiene que V(z) > 0 para toda x # 0 y V(z) = 0
pard tedo x € R3 y por lo tanto, seqin el teorema 1.2.3, x = 0 es estable. Por otra parte,
la eleceionde c; = c3 =1 y co = 2, vemos que las trayectorias de este sistema radican en
los elipsogdes 2 +2x35+ 2 = ¢*. Hemos comentado anteriormente que todos los sumideros
son asintoticamente estable. Sin embargo, como muestra el siguiente ejemplo, no todos los
puntos de equilibrio asintoticamente estables son sumideros. Por supuesto, un punto de

equilibrio hiperbolieo” es asintoticamente estable si se trata de un sumidero.

Ejemplo 1.2.3 Consideremos la siguiente modificacion del sistema del ejemplo 1.2.2

fl = —2132 + Toxz — l’?
i _ 3
Lo "= T1 — T1T3 — Xg

: .~ 3

g = IT1T2 — T3

La funcion de Liapunov del ejemplo 22,

VH#) = o 42223 + xé,

satisface V(x) >0 y

Vi(z) = —2(a 225+ a%) < 0

para x # 0. Por lo tanto, por el teorema 1°2.3, el origen‘es asintoticamente estable, pero
no es un sumidero donde los valores propios A\; = 0, Ao 3h= £2i no tienen parte real

neqgativa.

1.2.2. Sistemas Gradiente y Sistemas Hamiltoniano

A continuacion se estudian los sistemas Hamiltoniano donde es faeil encontrar una

funcién de Liapunov

Definicion 1.2.3 Sea E un subconjunto abierto de R* y sea H € C*(E)wdonde
H = H(x,y) con z,y € R". Un sistema de la forma

0OH
A — 1.1
iz 2 t1o)
_ on
y - ax’
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donde
OH (0H  9H\' 0H [(0H  9H\'
or  \oxy 7 Ox, Y oy  \oy 0y, )

se llama un/Sistema hamiltoniano con n grados de libertad en E. Los grados de libertad

son el numerg“de coordenadas libres con que se describe un sistema.

Ejemplo 1.2.4 Ld funcion hamiltoniana
H(z,y) = (21 + 23 +yi +2)/2

es la funcion de energia pard.el péndulo esférico

T =
To = Yo
Yi = —11
Y= —@o,

este sistema es equivalente a el par de osciladores armonicos acoplados

I"1+I1 =0

CEQ + Ty = 0.

Todos los sistemas hamiltoniano son conservadores en el sefitido de que la funcién hamil-
toniana o la energia total H(z,y) permanece constante a lo lazge de las trayectorias del

sistema.

Teorema 1.2.4 (Conservacion de la energia). El total de energia H(x}y) del sistema

hamiltoniano (1.19) se mantiene constante a lo largo de las trayectorids’de (1.19).

Demostracion.

La derivada total de la funcion hamiltoniana H(x,y) a lo largo de las trayectorias<(t),

y(t) es
dH OH . 0H . 0H 0H 0H 0H

dt Oz $+8y Y= o y dy Ox
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Ast; H(x,y) es constante a lo largo de cualquier curva solucion de (1.19) y las trayectorias
de (1.19) se encuentran en la superficies de H(z,y)=constante.

A gontihuacion se establecen algunos resultados muy especificos acerca de la naturaleza
de los puntos criticos de los sistemas hamiltoniano con un grado de libertad. Tenga en

cuenta que(logipuntos de equilibrio o puntos criticos del sistema (1.19) corresponden a los

puntos critices de la funcion hamiltoniana H(z,y) donde %—H = %—H = (. Sin pérdida de
x Y

generalidad, supongamos que el punto critico en cuestion ha sido trasladado al origen.

Lema 1.2.1 Si el origen es un foco del sistema hamiltoniano

t = Hy(z,y) (1.20)
y = _Hz('r7y)

entonces el origen no es un mdxime local estricto o un minimo local de la funcion hamil-

toniana H(x,y).

Definicion 1.2.4 Un punto crftico del sistema

@ Sf(x)

en el que D f(xy) no tiene valores propios cero sefdenomina un punto critico no degenerado

del sistema, de lo contrario, se denomina ‘un punto critico degenerado del sistema.

Note que cualquier punto critico no degemerado de‘uf_sistema planar es punto critico

hiperbdlico del sistema o un centro del sistema linealizad®6.

Teorema 1.2.5 Cualquier punto critico no degenerado de wn sistema analitico hamailto-
niano (1.20) es silla (topoldgicamente) o un centro; ademds, (£y, yg) es un silla (topoldgi-
camente) para (1.20) si esto es una silla de la funcion hamiltoniaaH (z,y) y un mdzimo

local estricto o el minimo de la funcion H(z,y) es un centro para (1.20)

Ver demostracion en [P].

Sistema Newtoniano.

Un tipo particular de sistema hamiltoniano con un grado de libertad es el sistea de

Newton con un grado de libertad,

&= f(z)
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doride f € Cy(a,b). Esta ecuacion diferencial se puede escribir como un sistema en R? :

i o=y (1.21)
gy = f(z).

La energia total.para este sistema H(z,y) = T(y) + U(z), donde T'(y) = y*/2 es la

energia cinéticady
0
U) == [ f)ds
xo

es la energia potencial. Consesta definicion de H(z,y) vemos que el sistema newtoniano
(1.21) puede ser escrito comé@ un sistema hamiltoniano. Se pueden establecer los hechos

para el sistema newtoniano

T = Az,

donde
—H.,.(0, 0) —ny(O, 0)

La energia total H(z,y) para el sistéma Newtoniano (1.21) me da una buena funcion de

Liapunov para el sistema (1.21).

Teorema 1.2.6 Los puntos criticos del sistema newtofidano (1.21) se encuentran todos
en el eje x. El punto (z0,0) es un punto critico del sistema pewtoniano (1.21) si y sélo
si es un punto critico de la funcion U(z), es decir, un cero~dé la funcion f(z). Si (xq,0)
es un mdzimo local estricto de la funcion analitica U(z), estofes wm silla para (1.21). Si
(20,0) es el minimo local estricto de la funcion analitica U(z), (€sun centro de (1.21).
Si (x,0) es un punto de inflexion horizontal de la funcion U(z), es una cuspide para el
sistema (1.21). Y finalmente, el diagrama de fase de (1.21) es simétrico.con respecto al

eje .
Ver demostracion en [P].
Ejemplo 1.2.5 Se construird el diagrama de fase para el péndulo no amortiguado

I +senx = 0.
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Esta ecuacion diferencial se puede escribir como un sistema newtoniano

i o=y (1.22)

donde la enewgiar potencial es

U(x) = / sentdt = 1 — cosx.
0

Lo que se hace es encontrarles ceros del sistema (1.22) y linealizarlo para encontrar los
puntos de equilibrio hiperboli€os,s no hiperbdlicos. Los puntos criticos de este sistema

son de la forma x = 2nm y x = (2net 1), Yn = £0,1,2,. ... Donde el sistema linealizado

0 1
A:( )
—cosx O

Evaluando los puntos criticos enel.sistema linealizado para x,, = 2nmw :

0 1
A=

los valores propios para este caso son A\; o= 0 =+ i. Adqul)se obtienen centros.

01
A2n+1:<1 0)

los valores propios para este caso son A; 2 = =1 donde esto son puntos sillas.

€S

Y para xo,11 = (2n+ 1)7:

Entonces lo que se obtienen son puntos de equilibrio no hiperbéli€o, para el primer

caso e hiperbolico para el segundo caso.

La dindmica de los puntos de equilibrio hiperbélicos ya se conoce, lo que no se conoce
es la dindmica de los puntos de equilibrio no hiperbdlicos, entonces lo quésse hace a
continuacion es construir una funciéon de Liapunov para conocer la dindmica delos puntos

de equilibrio no hiperbdlicos y asi tener la dindmica global del sistema (1.22).
Una funcion de Liapunov para el sistema (1.22) es la siguiente

2
H(z,y) :T(y)+U(x):%+1—cosx.
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Defivando esta funcién

H(z,y) = (y)y+ (senz)d
H(z,y) = y(—senz) + (senz)(y)
H(z,y) = 0.

Se comprueba guescumple con los requisitos de una funciéon de Liapunov. Entonces se
concluye que las tfayeétorias de (1.22) se encuentran en las curvas de R? que se define
como

H(x,y) =c.

La grafica de la funcionfx) y el diagrama de fase para el péndulo no amortiguado,
que se sigue a partir del teorem@a 1.2.6 se muestra en la figura 1.1. Observe que el origen en
el diagrama de fase para el péndulo.no amortiguado se muestra en la figura 1.1 corresponde
a la posicion de equilibrio estable del'péndulo que cuelga hacia abajo. Los puntos criticos
en (£, 0) corresponden a la posicion-désequilibrio inestable en el que el péndulo es hacia
arriba. Las trayectorias cerca”del origen son casi circulos y se aproxima por las curvas
solucion del péndulo lineal

T + % =0.

Las trayectorias cerradas que rodeangel origen deseriben los movimientos habituales pe-
riddicos asociados con un péndulo donde.el péndtilolse balancea hacia adelante y hacia
atras. Las separatrices unen a las sillas en” (£, 0) €orresponden a movimientos con la
energia total H = 2, en el caso que el péndulo se acer€a a la posicion inestable vertical
cuando t — +o00. Y las trayectorias fuera de los lazos dedas separatrices, donde H > 2,

corresponde a movimientos donde el péndulo se dirige a la ‘parte superior.

Definicion 1.2.5 Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea V'&G?(E). Un sistema de

la forma
& = —gradV(x) (1.23)
donde 5 .
grade(a—Z,...,g—XL) ,

se llama un sistema gradiente en E.

Note que los puntos de equilibrio o los puntos criticos del sistema gradiente (1.23)

corresponde a los puntos criticos de la funcion V (z), donde el gradV (z) = 0. Los puntos
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Figura 1.1: Retrato fase parajel péndtle no amortiguado (1.22).

donde el gradV(z) # 0 se llaman puntossregulares\dé la funcion V(x). En los puntos
regulares de V(z) el vector gradV (x) es perpendicularala superficie de nivel V(z) =

constante a través del punto.

Teorema 1.2.7 En los puntos requlares de la funcion V(x), lasdrayectorias del sistema
gradiente (1.23) cruzan las superficies de nivel V() = constante_ortogonalmente. Y los

minimos locales estrictos de la funcion V(x) son los puntos de equilibrioNasintoticamente
estables de (1.25.)

Ver demostracion en [P].

Ya que la linealizacion de (1.23) en cualquier punto critico z, tiene una mafriz

A= |:62V(1170):|
i,0=1,...,n

8xi81:j i

que es simétrica, los valores propios de A son todos reales y A es diagonalizable con

respecto a una base ortonormal.
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Una vez més, para sistemas gradientes en el plano, podemos ser muy especificos sobre

la naturaleza de los puntos criticos del sistema.

Teorema''1.2.8 Cualquier punto critico no degenerado de un sistema gradiente analitico
(1.23) en R® s silla o nodo; ademds, si (xg,yo) es un silla de la funcion V(x,y) esto es
un silla de (1623) y si (xo,yo) es un mdzimo local estricto o minimo de la funcion V(z,y),

es entonces respectivamente un nodo estable o inestable para (1.23).
Ver demostracion en [Py,

Ejemplo 1.2.6 Sea V(#]y) = 2*(x — 1)*+y>. El sistema gradiente (1.23) entonces tiene

la forma

T =Cvda(r — 1) (z —1/2)
Yy =2y.
Hay puntos criticos en (0,0), (1/270) y (1,0). Se sigue del teorema 1.2.8 que (0,0) y (1,0)
son nodos estables y que (1/2, 0)°es,un stllaspara este sistema. Las curvas de nivel de
V(x,y) = constante y las trayectorias de>estelsistema se muestran en la figura 1.2
Un altimo asunto, que muestra que’hay una“relacion interesante entre el gradiente y

sistemas hamiltoniano, se considera a continuaciongSolo se dan los detalles para sistemas

planos.
Definiciéon 1.2.6 Considere el sistema en el plano

&t = P(z,y) (1.24)

El sistema ortogonal a (1.24) es definido como el sistema

T = Qz,y) (1.25)
y = _P(xay>'

Claramente (1.24) y (1.25) tienen los mismos puntos criticos y puntos regulares, lds tra-
yectorias de (1.24) son ortogonales a las trayectorias de (1.25). Ademés los centros de
(1.24) corresponden a los nodos de (1.25), Las sillas de (1.24) correspondes a los sillas de

(1.25) y los focos de (1.24) corresponden a los focos de (1.25). También, si (1.24) es un
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y
| 4
Vix,y)=C
0 [ .
4 i

Figura 1.2: Las curvas de nivel/V(a;y) =/constante (curvas cerradas) y las trayectorias
del sistema de gradiente en el ejemple 1.2.6.

sistema Hamiltoniano con

P = H,
Q = _H:m

entonces (1.25) es un sistema gradiente y viceversa.

Teorema 1.2.9 El sistema (1.24) es un sistema hamiltoniano si el sistema (1.25) orto-

gonal a (1.24) es un sistema gradiente.

Ver demostracion en [P].
En dimensiones mas altas, tenemos esto si (1.19) es un sistema hamilteniano con n

grados de libertad, entonces el sistema

oH
r = ——— 1.2
T e (1.26)
. - _od
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orfbgonal a (1.19) es un sistema gradiente en R?*" y las trayectorias del sistema gradiente
(1.26)eruzan las superficies H(z,y) = constante, ortogonalmente. En el ejemplo 1.2.6, si
tomamés H (z,y) = V(x,y), entonces la figura 1.2 ilustra la ortogonalidad de las trayec-
torias deos. flujos hamiltonino y el gradiente, el flujo hamiltoniano se arremolina en el

sentido contrario de las manecillas del reloj.

1.2.3. CicloesAimite
Considere el sistéma, autonomo
i = f(z) (1.27)

con f € C'(FE) donde F es uns$ubconjunto abierto de R™. Si ¢;(x) denota la solucién a

la ecuacion diferencial (1.27), que’al tiempo ¢ = 0 pasa por xy definimos
[y = {€ K|z = ¢y(xg), t € R},

y a esto le llamamos la trayectoriagde (¥27) que pasa por x.

Definicion 1.2.7 Definimos la trayectoria‘posttiva (véase la figura 1.3), a través del pun-
to xog como
Il ={z cE )z = ¢r(zg), t >0}

de forma similar se define la trayectoria megativa como
I, ={zecE|x=¢x), t<0}.
Donde cualquier trayectoria T =TT U™,

Definiciéon 1.2.8 Un puntop € E es un punto w-limite de la trayeetoria ¢, (x) del sistema

(1.27) si eziste una sucesion t, — oo de tal manera que
lim ¢y, (z) = p.
n—oo

De manera similar si existe una sucesion t, — —oo tal que

lim ¢, (z) = q,

n——0o0

y el punto q € E, entonces el punto q se llama punto a-limite de la trayectoria ¢.(x) de
(1.27).
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Figura 1.3: Una trayectoriatd€ 1" en (1.27) que se aproxima al punto w-limite p € E cuando
t — o0.

Definicion 1.2.9 El conjunto de'todos los puntos w-limite de una trayectoria I' se llama

el conjunto w-limite de I' y se denotaspor w(I).

Definicion 1.2.10 El conjunite de los puntes a-limite de una trayectoria I' se denomina

el conjunto a-limite de T y se dénota. por a(I).

Definiciéon 1.2.11 El conjunto de todosvos puntes-limite de I', a(T") Uw(I") se denomina

el conjunto limite de I'.

Definicién 1.2.12 (Orbita periédica).”Una drbita periddica T del sistema

i = f(x), (1.28)

es cualquier curva cerrada solucion del sistema (1.28) que noges, un punto de equilibrio
del sistema (1.28).

Definicién 1.2.13 Un subconjunto E € R? es llamado positivamente gfivariante (negati-
vamente invariante) bajo el flujo ¢ si, para todo p € E, la orbita positivels" (p) (la drbita

negativa '™ (p)) a través de p permanece en E, es decir T+ (p) C E.

Definiciéon 1.2.14 (Ciclo limite). Un ciclo limite I' de un sistema planar €s,dha orbita

periodica de (1.28) el cual es el a w w— limite de alguna trayectoria de (1.28) que no sea

r.

Definicion 1.2.15 Si un ciclo I' es el w— limite de cualquier trayectoria en alguna ve-

cindad de T', entonces I' es llamado un ciclo w— limite o un ciclo limite estable.
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Definicion 1.2.16 Si D es el a— ciclo limite de cualquier trayectoria en alguna vecindad

de T _entonces I' es llamado un a— ciclo limite o ciclo limite inestable.

Definicion 1.2.17 Si [ es el w— limite de una trayectoria que no es I' y el a— limite de

una trayectoria que no es ', entonces I' es llamado un ciclo limite semi-estable.

Véase la figura 4.

Ciclo Limite
c) Semi Estable

Ciclo Limite Ciclo Limite

a) Estable. b) Inestable.

Figura 1.4: Ciclos limite a) Estable b) Inestable c¢) Semi estable.

1.2.4. Teorema de Poincaré =Bendixon en el Plano.

El teorema de Poincaré-Bendixsen permite elasificar todos los posibles comportamien-
tos en R? para funciones de clase C* que tengén_un ntimero finito de puntos criticos, los
cuales se pueden clasificar a groso mode en convergencia (divergencia) a puntos criticos
u oOrbitas periddicas.

En la seccion anterior, se definieron los conjuntos o y'w#limite de una trayectoria I'. Para
sistemas analiticos en el plano, con x € R? y el w-limitesde una trayectoria son objetos
simples: el w-limite establecido de cualquier trayectoria de"deSydimensiones de un sistema
analitico es o bien un punto critico, una érbita periddica (ciclo) o un ciclo compuesto

separatriz.

Teorema 1.2.10 Supongamos que f € C'(E) donde E es un subconjuto abierto de R*
y que (1.27) tiene una trayectoria T' con T'T; contenido en un subconjunta.compacto F de

E. Entonces el w(T') es una de las siguientes:
1. un punto de equilibrio,
2. una orbita periddica,
3. 0 una grdfica.

Si w(I') no contiene ningin punto critico de (1.27), el w(I') es una drbita periddica de
(1.27).
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Ver demostracion en [P].

Ejemplo 1.2.7 Consideremos el sistema

i =y (1.29)
y = —z+y(l—a2"—2y)

observe que el origem, es el 1unico punto fijo del sistema. Para ello debemos construir una
region anular en la"cwal podamos aplicar el teorema de Poincaré-Bendizson. Para ello
calculamos la derivadd de\la funcion

3’]2 y2
Viz,y) = 5Ty

a lo largo de las soluciones del*sistema, asi
V(e 592 (1 -2 —2¢).

Por lo tanto V(x,y) > 0 pard-a’s > "< 5y V(z,y) < 0 para 2% + y* > 1, cualquier
solucion que inicie en la regionfanular % £ 7% + y? < 1 permanecerd en estd region
anular para t > 0. Ya que el origen=ne=estd comtenido en la cerradura de la region anular
entonces es posible aplicar el teorema de Roincaré-Bendizson. Por lo tanto existe al menos

una orbita periddica en la region anular(wer figufa 1.5).
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Figura 1.5: Regién anular del ejemplo 1.2.7.
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Orbitas peridodicas

En este capitulo se dan herramientas importantes para obtener érbitas periodicas en

el plano, asi como también la estabilidad y la bifurcacion de estas.

2.1. El Mapeo de Poincaré

Una de las herramientas basi€as.para el’estudio de la estabilidad y bifurcaciones de las
orbitas periodicas es la transformacién de Reinecaré o mapeo de primer retorno, defnida
por Henri Poincaré en 1881. La idea de la tramsformacion de Poincaré es: Si I' es una

orbita periddica del sistema

i = f(x) (2.1)

a través del punto de xp y X es un hiperplano perpendicular a I' en x4, entonces para
cualquier punto z € ¥ suficientemente cerca de xg, la solucion.deé”(2.1) a través de x en
t = 0, ¢¢(x), cruzard ¥ de nuevo en un punto P(z) cerca de #g,¥( ver figura 2.1). La
aplicacion x — P(x) se llama la transformacion de Poincaré.

El mapeo de Poincaré también se puede definir cuando X es una superficie lisa, a través
de un punto xg € I', que no es tangente a I' en zy. En este caso, la supesficie > como se
dice, cruza la curva I' transversalmente en x. El proximo teorema establecerla existencia

y continuidad de P(x) del mapeo de Poincaré y de su primera derivada DP(x):

Teorema 2.1.1 Sea E un subconjunto abierto de R™ y sea f € CY(E). Supongamiosque

o1(zo) es una solucion periddica de (2.1) de periodo T y que el ciclo

F'={z e Rz = ¢(xg), 0<t<T}

38

+ iThenticate Pagina 39 de 71 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:593596624



+ iThenticate Pégina 40 de 71 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:593596624

Capitulo 2. Orbitas periddicas 34

Figura 2.1 La aplicacion de Poincaré.

se encuentra en E. Sea X el hiperplano ortogonal a ' en xy; es decir, que
Y Z={zr e R"[(x = xg) - f(zg) =0}.

Eziste un § > 0 y una dnica funcion 7(x)§ definida y continuamente diferenciable para
x € Vs(xg), tal que 7(xo) =T y
o (x) € X%

para todo x € V(o) tal que U'(xg) =T y\@p#(x) € 3 para todo x € V(o).
La demostracion de este teorema se encuentra en [P].

Definicion 2.1.1 Sea T, X, § y 7(x) que se define como en elteorema 2.1.1. Entonces,
para x € Vs(xo) NY, la funcion
P($) = ¢T(z)($)

se llama la transformacion de Poincaré para I' en xg.

Ejemplo 2.1.1 FEl sistema

i = —y+a(l—1*—197) (2.2)
g o= v+y(l—-a" =y

tiene un ciclo limite que esta representado por v = (cos(t),sen(¢))T. Si hacemos la trans-

formacion a coordenadas polares al sistema (2.2), se tiene
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Po= r(l—1r?

0 = 1

cuando r = L#€nemos una 6rbita periddica que es representado por I' = (cos(t), sen(t))7.

El mapeo de-Poincaré para I' se puede encontrar por la solucién del sistema escrito en
coordenadas polarés ¢on la condicion inicial r(0) = r9 y p(0) = po. La primera ecuacion
puede resolverse ya §eajcomo un ecuaciéon diferencial separable o como una ecuaciéon de

Bernoulli. La solucion és prépuesta por

1 1/2
M) = [1 + (ﬁ - 1> 6_2t:|
0

Alt, 00) = t + 0y,

Si X es el rayo 6 = 6, a través.del origen, entonces X es perpendicular a I' y la trayectoria
a través del punto (ro, ) € X T7en t = Oyintersecta el rayo en 6 = 6, nuevamente en el

instante ¢t = 2, ( ver figura 2.2 ){ De ello sé desprende que la transformacion de Poincaré

P(ry) = {1 + (r_lg - 1) e—ﬂ 1/2.

Claramente P(1) =1 correspondiente al ciclo I y se ve gue

/ 1 23/2
P(rg) = e 3 [1 + (—2 - 1) 6_4”]

7o

es propuesta por

y que P'(1) = e 4" < 1.

A continuacién citamos algunas de los resultados concretos para l& transformacion de
Poincaré de los sistemas planos. Para los sistemas planos, si trasladamesreLorigen hasta
el punto zp € I' N X, la linea normal ¥ serd una linea a través del origen (ver figura 2.3).
El punto 0 € I' N ¥ divide la linea ¥ en dos segmentos abiertos Y7 y ¥~ ‘donde X1 se
encuentra totalmente en el exterior de I'. Sea s la distancia a lo largo de X con 's">( para

los puntos de X7 y s < 0 para los puntos en .

De acuerdo con el teorema 2.1.1, el mapeo de Poincaré P(s) se define por |s| <4y
tenemos P(0) = 0. Con el fin de ver como la estabilidad del ciclo I' esté determinado por

P’(0), vamos a introducir la funciéon de desplazamiento
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r P(l’o’

A

Figura 2.2: El mapéo/de Poincaré-para el sistema en el ejemplo 2.1.1.

Figura 2.3: La linea recta > normal a I' en 0.

d(s) = P(s) — s.

Entonces d(0) = 0y d'(s) = P'(s) — 1, y se sigue del teorema del valor medio que para
|s| < ¢

d(s) =d'(o)s
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para algunos o entre 0 y s. Como d(s) es continua, el signo de d(s) sera el mismo que el
sign6 de d'(0) para |s| suficientemente pequeno mientras d’'(0) # 0. Asi, si d'(0) < 0 se
sigue guesd(s) < 0 para s > 0y que d(s) > 0 para s < 0, es decir, el ciclo I' es un ciclo
limite estable o un ciclo w-limite (ver figura 2.3). Del mismo modo, si d’'(0) > 0, entonces
I' es un ciclo\limite inestable o un ciclo a-limite. Tenemos los resultados correspondientes
que si P(0) = 0.y P'(0) < 1, entonces I' es un ciclo limite estable y si P(0) = 0y
P'(0) > 1, entonces T es un ciclo limite inestable. Asi, la estabilidad de I' se determina
por la derivada de(la transformacion de Poincaré.

En cuanto a estofeliteorema siguiente que da una féormula para P’(0) en términos de
la f(x) de lado derecha de«2.1), es muy ttil (véase [A] p.118).

Teorema 2.1.2 Sea E unlstbconjunto abierto de R* y supongamos que f € C'(E). Sea
v(t) una solucion periddica des(2.1).de periodo T. Entonces la derivada del mapeo de Poin-
caré P(s) a lo largo de la linea re€ta Y. normal a T = {z € R*|z = ~(t) — v(0),0 <t < T}

en x =0 esta dada por
T
P(O) ey [ V- SG0)de
0
La demostracion de este teorefase encuentra en [P].

Corolario 2.1.1 Bajo las hipdtesis del teoremiay2. 1.2, la solucion periddica de v(t) es un

ciclo limite estable si

/ o)

y es un ciclo limite inestable si

/OTV - F(y(8)dt > .

Puede ser un ciclo limite estable, inestable o semi-estable o puedefpertenecer a una banda

continua de ciclos si esta cantidad es cero.
La demostracion de este corolario se encuentra en [P].

Ejemplo 2.1.2 Para el ejemplo 2.1.1 tenemos (t) = (cos(t),sen(t))¥ A - f(z,y) =
2 — da? — i y
2x o
V- f(y(t)dt = / (2 —4cos®t — 4sen®t)dt = —4r.
0 0

Por lo tanto, con s =r — 1, se sigue del teorema 2.1.2, que

P'(0) = e "
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qué concuerda con el resultado encontrado en el ejemplo 2.1.1 por cdlculo directo. Puesto

quePL0) < 1, el ciclo (t) es un ciclo limite estable en este ejemplo.

Defini¢ion 2.1.2 Sea P(s) la transformacion de Poincaré para una I' ciclo de un plano

del sistemag@nalitico (2.1) y sea

la funcion de desplazamiento. Entonces, si
dQ)Zd(0)=...=d*V(0) =0y d*0) #0,

I' se llama ciclo mailtiple dé multiplicidad k. St k = 1 entonces I' es llamado un ciclo

limite simple.

Tomamos nota de que I' = {x ER?|x = v(¢),0 <t < T} es un ciclo limite simple de
(2.1) si y solo si

/0 VEIG(0))dt 4 0.

Se puede demostrar que si k es par ¢ntoncesy 1 es un ciclo limite semi-estable y si k es
impar, entonces I' es un ciclo limite eéstable si @%0)< 0 y I es un ciclo limite inestable si
d(k)(0) > 0.

2.2. Determinacién de orbitas periddicas

En esta seccion trabajaremos con campos vectoriales quéprésentan bifurcaciones en las
cuales es posible observar o6rbitas periédicas. Para detectar el ntumere de érbitas periddicas
que pueden presentarse haremos uso del concepto de lento-rapidog€lcual definiremos con

precision en los siguientes apartados.

2.2.1. Campos vectoriales lentos rapidos

Sea M una dos variedad diferenciable, orientable y sin frontera. Sea X, . uttafamilia de
campos vectoriales diferenciables sobre M, definido para € € [0, ¢;] (para un déterminado

€1 > 0) y para A € A, donde A es un subconjunto compacto del plano.

Definicién 2.2.1 Un campo X, . es de tipo lento-rdpido con pardmetro singular e >4, si
existe una A\—familia de uno variedades diferenciables Sy, formada por puntos singulares

del campo X .
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Observemos que Sy en general puede ser un subconjunto de los puntos criticos del
campoeXy ) ¥ que no necesariamente Sy es conexo. De hecho el conjunto de puntos criticos
Xo,» puede estar formado por diferentes componentes (curvas criticas). A estas curvas
criticas s¢'les llama curvas lentas.

Sobre una/curva lenta la dinamica esta determinada por la direccion de la otra com-
ponente del éampo cuando € > 0, la cual induce una direccién de movimiento sobre la

curva critica; a‘este se le conoce como la dinamica lenta.

Definicién 2.2.2 Un punto p € Sy, punto critico de Xy, se denomina normalmente
hiperbdlico (que puede‘ser atractor o repulsor), si la parte lineal de Xy » en p tiene un valor
propio distinto de cero {respectivamente negativo o positivo). Si los dos valores propios
tienen parte real cero decimos que p es un punto de contacto. En ese caso, se distingue
entre un punto de contacto ‘nulpotente (si D(xo,\) en p es nilpotente) y un punto de

contacto degenerado (si D(xo, \)_efp es cero).

Ejemplo 2.2.1 En el sistema de Van=der Pol
(2.3)

se tiene una curva critica que contiene (do§ puntos”de contacto y los otros puntos son

normalmente hiperbdlicos, (véase la figura 2.4).

Cuando € = 0, el sistema presenta una A—familia de cufvas criticas, determinadas por
la ecuacion
1
y= -2 — .
3

La parte lineal del sistema para ¢ = 0, esta dada por

1—22 1
0o 0/

Por lo tanto si 1 — 22 # 0, estamos en los puntos normalmente hiperholicos y si
1 — 2% = 0, obtenemos los puntos de contacto. Resolviendo obtenemos que los Daffitos de

contacto son +1, donde —1 es un maximo y 1 es un minimo. Estos puntos son nilpgtentes
2
0 1 (00
00 00)
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Por otro lado, si € > 0 obtenemos que la componente vertical del campo sobre la curva
crititasapunta hacia abajo cuando x > 0 y hacia arriba cuando x < 0, por lo que el flujo

lento apunta hacia abajo a la derecha de cero y hacia arriba a la izquierda de cero (véase

la figura 2.5).

N Y= 11:3 —x
I R
“( \X\... 047
jx Xz\ Illlllfl
. . . N
% , ¥ _Mn__ \\ L f-f 2
Wl \ /
\\J’/
.'III -0-3-

Punto de contacto d
{

-

/

x

|
|
-05 4 I

7 Punto de contacto

Figura 2.5: Dindmica lenta en la ecuacion de Van der Pol.

Para el analisis de las dindmicas que se generan al variar el parametro €, es impottante
considerar la forma normal que presenta la ecuaciéon diferencial alrededor de un punto de

contacto nilpotente. Para ello citamos el siguiente resultado, el cual puede ser consultado
en [MDR].
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Proposicion 2.2.1 Sea X, un sistema lento rdpido diferenciable sobre una superficie
diferenciable M. Sip es un punto de contacto nilpotente para el pardmetro X\ = Ay, entonces
existe inscambio de coordenadas (x,y), tal que p = (0,0) y modulo la multiplicacion por
una funcion.diferenciable estrictamente positiva, el sistema X, es C™ equivalente a la

siguiente farmia normal

i = y— f(z,N) (2.4)
)= e(g(x,e,\) + (y — f(x, \)h(z,y,€,N)),

donde las funciones f, gy h son diferenciables en una vecindad de (0,0,0, X\o) y f(0,\g) =
50, 2) = 0.

En el caso de la ecuacion deVan der Pol (2.3), haciendo el cambio de coordenadas

(X,Y) = (z — 1,y + 2), el cual hog traslada el punto de contacto (1,—%) al origen,

obtenemos el sistema

L 3

2 )= Yy s 3% (2.5)
y' = —e(x£1).
En su forma normal corresponde a flz,) = %= 323, g(z,e,N) = —(z — 1) y

h(z,y,e, ) = 0.

Definicién 2.2.3 Un punto de contacto nilpotente de X, { es reqular si

g(O, 0, )\0) 7é 0

FEs de orden finito cuando existe unn > 2 (llamado el orden de la singulaxidad nilpotente)
tal que
flz,Xo) = ca™ + O(x")), parac+#0 yx cerca de cerd.

Un punto de contacto nilpotente se llama singular cuando g(0,0, Ag) = 0.

Definicion 2.2.4 Un punto de contacto nilpotente singular p tal que %(0,0, Neo).# O,

tiene indice +1, si

. 0Og
—(0,0, \g) = F1.
Slgnax( s Yy 0) +
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Por ejemplo en la ecuacion de Van der Pol (2.5) obtenemos que el punto de contacto

corréspondiente al (1, —%) es regular. De la misma manera se obtiene que (—1

punto.de_contacto regular.

2.2.2. Ciglos lentos-rapidos

Sea

2

,5) es un

[z, y) (2.6)
€g(,y),

un sistema que depende dévn parametro e. Cuando € = 0, la segunda ecuaciéon es igual

a cero por lo que el campo‘yeCtorial no tiene componente vertical. A esta ecuacion se

le llama ecuacion de capa. En ‘este_sistema las cero-clinas vienen dadas por las raices de

f(z,y) =0.

Definicion 2.2.5 Un ciclo lento-rdpido’ de una ecuacion de capa es una curva cerrada

simple, union de trayectorias’réqulares (aweos horizontales en el complemento de la curva

lenta) y arcos en la curva lenta (aregs. criticos). Ademds, la curva debe admitir una orien-

tacion compatible con la orientacion/naturat*dexdas orbitas rdpidas y con la orientacion

de la dindmica lenta (ver figura 2.6).

Cicloreomiin atractor

v
--...._“-

P R—
L L . —

A

Figura 2.6: Ciclo lento-rapido para la ecuacion de Van der Pol.

Definiciéon 2.2.6 Un ciclo lento-rdpido de una ecuacion de capa es comin, si todos los

arcos criticos son del mismo tipo. En particular, es atractor /repulsor, si puntos cerca

de los arcos criticos son atraidos/rechazados (ver figuras 2.6, 2.7).
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Ciclo comun repulsor
= <
= <
+ <
= <
> S
= = <<
— <
«— <
-1 A
- s
<=

Figura 2.7: Ciclo lento-rapido comun para la ecuacion & =y — F(z),y = 0.

Definicion 2.2.7 Un ciclo lento-rapido que contiene arcos criticos de diferentes tipos, se
denomina ciclo enganoso (ver figura 2.8).

Ciclo engafioso: > =

-
> = - <
= S S S . .H.........I =

]
L]
= S = & = oo
L
| . - b i
U RS > o
| 1 4
| -~ - - ‘) -
:;\r . P "' = D g, > _'l -~
k .
- % - &
L = U<
LY J.- b
. " 3
e = T e L & -
- - - < -
= < [ g

Figura 2.8: Ciclo enganoso para la ecuacion & =y — F(z),y = 0.

° Definicion 2.2.8 Un ciclo lento-rapido regular es un ciclo lento-rdapido sin singula-

ridades en los arcos lentos y tal que sus puntos de contacto son requlares.
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A los segmentos lento-rapido del tipo enganoso rapido-rapido (véase la figura 2.11)
y enganoso rapido-lento (véase la figura 2.10) se denominan segmentos lento-rapido de
tipo emgandso, a pesar de que estos segmentos pueden ser parte de un ciclo comin. A los
segmentos lento-rapido que no son del tipo enganoso se les llama segmentos lento-rapido

fuertementé ‘¢omun.

Fee—0—<-

Figura.2.9: Segmento enganoso rapido-rapido

Figura 2.10: Segmento engaitoso réapido-lento

Fr—eo—>

Figura 2.11: Segmento lento-rapido (salto) y rapido-rapido (embudo)

Definicion 2.2.9 Un ciclo lento-rapido fuertemente comiin es un cic¢lo.lento-rapido

comin regular que solo contiene segmentos lento-rdpido fuertemente comunt (§ por ello

carece de segmentos lento-rdpido de tipo enganoso.)

Para terminar esta seccion, enunciamos el siguiente teorema que nos garantiza la exis-
tencia de orbitas periddicas a partir de un ciclo lento rapido fuertemente comin. La

demostracion de este teorema puede ser consultada en [MDR].
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Teorema 2.2.1 Si existe \g € A y I' un ciclo lento rdpido fuertemente comin del campo
vectorial X. y,, entonces existe un €y € (0, €1], una vecindad Ag C A de Ao y una vecindad
T de P de tal manera que para € € (0,e0] y A € Ay el campo vectorial X, tiene un
unico ciclo limite hiperbolico en T . Ademds, este ciclo limite tiende a I' en la métrica de

Hausdorff, (cuando (e, \) tiende (0, \y).
Corolario 2.2.1 ‘Ehsistema de Van der Pol (2.3) tiene un unico ciclo limite hiperbdlico.

Demostraciéon (Cerolario 2.2.1). El ciclo lento rapido generado para la ecuacion de Van
der Pol del ejemplo 2:2.L.es un ciclo que contiene dos puntos de contacto regulares por lo
que es un ciclo lento rapido fuertemente comun (atractor). Del teorema 2.2.1 concluimos

que el sistema tiene un tnied_eiclo limite hiperbolico atractor (véase la figura 2.12).

e e i B - = Ll el el et
_%ﬁ—bd—pd—ﬁl'a#d—)d—}gﬁaﬁfﬁgfv*;_.ﬂ_ﬂé N _{;,‘__,q__ ; =
_9'_;’_;”‘_3"_1"_} e Tl e U T T T T Y T e TR
e g e e—
o e e e e
ot e e W
----- g e e e s g < —]
R L al al
: - AT e A
B »r— Ll ol 4.—~¢.;—— =
s o NS N e T ]
- o e T S i
— : e e e R i
A e o = G e e e e e b
e e ) e = e el P e e am a a e— — ——
w2 e ] L — P W e e e
Y g o v e T g e g
e i I Ll I S S P Rus. " S S U
D e R 2 I R e »— P S Y = ol
- e O B A AU T s UUC ot Sovrs. o0 e TPt et el el o i
R e e e s T T e e e e I o R
S = o v A F e o «.—Fn'ézfe-'%t—"{—"i——%——{——{——(r—
e I I S T i g e Tt P
T PPN R SRR, ) U S SR G
| ] | | | | ] | |
-5 -5 -4 -2 0] 2 4 5 g
X

Figura 2.12: Ciclo limite hiperbélico atractor para el sistema de VanderPol (2.3).
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Capitulo 3
Perturbaeion al sistema de Liénard

En este capitulo mostraremos el resultado principal de este trabajo el cual consiste en
demostrar que un sistema polinémial de grado 7 de la ecuacién de Liénard presenta al

menos 4 ciclos limite, contradiciendera la conjetura de Lins Neto, de Melo y Pugh, [LMP].

3.1. Definicion del sistema’ de Liénard

Sean f y g dos funciones polinomiales continuamente diferenciables en R. A la ecuacion

diferencial de segundo grado

Az dx

el + f(x)g + g(x) =0, (3.1)

se le conoce como la ecuacion de Liénard. Cuando g(x) =2y, es un polinomio de grado

2n, n € N, se tiene la ecuacion
Z+ f(z)d +2 =0, (3.2)

y se le conoce como la ecuacién de Liénard clasica.
Haciendo el cambio de variables y = i+ F(x) y f(x) = F'(x) donde F(z)= [ f(s)ds,
la ecuacion (3.2) se transforma en el siguiente sistema,
r = y— F(x) (3.3)
y = -,

donde F' es un polinomio de grado 2n + 1. Al sistema (3.3) se le conoce como sistema

clasico de Liénard [S]. El problema es dar una cota para el nimero de ciclos limites en

460
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términos del grado del polinomio F'(x) para el sistema (3.3).

Silies el campo vectorial definido por el sistema diferencial (3.3), observamos que para
cualquierpolinomio F’, el campo vectorial L tiene un tinico punto critico en el origen. Como
cada ciclg limite u orbita periddica del sistema debe contener un punto critico, tenemos
que todos los/ciclos limite deben encerrar al origen. Esto llevd a Lins, de Melo y Pugh

(ver [LMP]) & trabajar el sistema como una perturbacion del centro

T =y (3.4)

Yy = -

Asi, el sistema resulta ser gina, perturbaciéon de un campo vectorial hamiltoniano con
hamiltoniano H(z,y) = i(z*¢k¥?). Se puede probar que a lo mas n ciclos limite se
bifurcan del centro cuando se mueve el parametro. Esta cota para el namero de ciclos
limite en la vecindad del campo vectorial hamiltoniano, llevd a los autores suponer que
este numero era valido de manega global. Es decir que cuando F'(z) es de grado 2n + 1,
el nimero de ciclos limite estafacetado por n.

La conjetura es cierta para ng= 1y lo demostré Lins de Melo y Pugh [LMP], cuando
n = 2, aun no se conoce la respuesta..es decizg'para un polinomio de grado 5. También
se sabe que para n > 6 la conjetura ne es cierta. En este capitulo demostraremos que un
sistema de grado 7 puede tener al menos euatro ciclos limite, es decir que la conjetura es

falsa para n = 3.

3.2. Sistemas lento rapido

Antes de trabajar de manera general con los sistemas de Liénard-lento-rapido daremos

algunas definiciones que nos seran de importancia.

Definicion 3.2.1 Sea A C R" abierto y f : A — R wuna funcion'diferenciable. Un
punto critico py de f es no degenerado si det(H(f)(po)) # 0, donde H(f) es la matriz

Hessiana de f.

Definicion 3.2.2 Una funcion f: A — R es de Morse si todos sus puntos eFiticos

son no degenerados.

Consideremos de manera general el sistema de Liénard lento-rapido
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i = y-Fla), (3.5)
y = —e(x—N),

donde F' es uma funcion de Morse. Si p;, i = 1, ..., k, son los puntos criticos de F), los pun-
tos (pi, F'(p;)) eorresponden a puntos sobre la curva lenta de la ecuacion de capa. Estos
puntos, son puntog’finales de arcos criticos que normalmente son hiperbdlicos (atractor o
repulsor), ya que F"es\de Morse (dos-variedad). Ademaés a lo largo de cualquier subinter-
valo compacto de estosg@rcos se tiene una dos variedad central, transversa al plano € = 0.
Esta dos variedad aparece porque el segundo valor propio es cero y estamos sobre una
curva de puntos singulares.

Una condicién necesaria para (ue una curva cerrada sea un ciclo lento-rapido es que
pueda ser orientado de manera“gompatible con la direccion de las orbitas regulares del
campo, fuera de la curva lenta y ¢on'la direccion del movimiento de la dindmica lenta
sobre la curva lenta. En la figura 3.1,\se muestra un ciclo lento réapido correspondiente al

sistema (3.5).

> 0O) <
> - > 2 <
:'_&- ll'.: :IH—.—H*....—“—F.IMF".IH—.—.‘-*-III -ll:'::
> <k > A 1 <
> < > O>— 7 <
- - ﬂ - = 4 > -
L] L]
> <> -- TA <
[1 #
—p—t = --.m-hﬁ-ww" - -t'.”:
-1 A
| - < A\
}. -~

Figura 3.1: Ciclo lento rapido engafnioso para el sistema de Liénard lento-rapido (38.5)

Un sistema genérico lento-rapido (3.5) corresponde a una funcion de Morse consdis-
tintos valores criticos (F'(p;) # F(p;) si p; # p;) tal que A no es un punto critico de F. De

manera genérica, el polinomio F' de grado 2n + 1 tiene n maximos locales y n minimos
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logéles por lo que el sistema (3.5) presenta de manera genérica a lo mas n ciclos lento-
rapidocomin. En consecuencia, del teorema 2.2.1 tenemos que el sistema polinomial (3.5)
presentd_dé manera genérica a los mas n ciclos limite, cuando el grado de F'es 2n+ 1y
e > 0 es stficientemente pequeno.

Los ciclos enganosos aparecen, por ejemplo, cuando el punto singular estéa localizado
en un punto €ritico de la curva lenta o cuando dos valores extremos del mismo tipo de la
curva lenta sonviguales y estéan localizados en lados diferentes del punto singular. En el
primer caso se tiene un@ bifurcacion del tipo Van der Pol y puede producir miltiples ciclos
enganosos los cuales(generaran multiples ciclos limite, [DR2001]. En el segundo caso se
puede construir un ciclg enganoso el cual seré perturbado en multiples ciclos limite como
lo establece el teorema 3.2.1, el cual enunciaremos posteriormente. Antes de ello daremos

algunas definiciones y notacion.que seré necesaria.

3.2.1. La integral de la divergencia lenta

Supongamos que F'(z) en lasecuacion (3.5) es reemplazado por una familia de polino-

mios F,,(x) con (v,a) € RP xdR-gérca de\(vy,0). Asi, el sistema se convierte en

T y_Fv,a(x)v (36)
y = =e(r — ).

Llamamos a L, .. la familia correspondiente de sistémas lentos-rapidos. Supongamos

que F, o tiene dos minimos en el mismo nivel, es decir en #£1,.y que

a (FO,a(l) - FO,a(_l))
da

la=o0 # 0. (3.7)

Sea ;(v) el arco critico repulsor que comienza en (—1, F;, o(—1)) = (—=1,9) v 7-(v) el arco
critico atractor que llega en (1, F, 0(1)) = (1,0), siguiendo la direcciénde la dindmica lenta
(véase la figura 3.1.) El arco critico v,.(v) es parametrizado por x € (1, p4®)){ donde p/'(v)
es el siguiente punto critico de £,y a la derecha de 1 o es oo si no hay otre-punto critico.
Supongamos que existe un intervalo [m, M] C (1,p'(v)), tal que para cada @ e~(m, M),
y v cerca de vy la orbita regular R(v,z) de la ecuacion de capa Ly 0, comienzayen el
punto 7;(v) y termina en (z, F, o(x)) con x — coordenada &(v, x). Para cada x € [mygM| se
tiene un ciclo enganoso €2, (v) el cual contiene una orbita regular en el nivel {y = F, o(z)}
(véase la figura 3.1).

Una herramienta esencial para estudiar las bifurcaciones del ciclo enganoso 2, (v), es
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lajintegral de la divergencia lenta

-1 g (8)2 z |’ (8)2
I, \(x :/ Lals—l—/ Lds, 3.8
M) = [ s | (33)

(v,2)

definida parac em, M|y (v, \) cerca de (v, 0). Esto denota la integral de la divergencia
calculada en los'puattos criticos del ciclo enganoso, e integrada sobre el tiempo lento. 1, \(z)
representa el limité, cuéindo € tiende a 0, de e]NfU, re(77), donde f% re(7) representa la integral
de la divergencia a 10 largo de los ciclos limite v del sistema perturbado. Consideremos
T € [m, M]. Como & 1o s punto critico de F,o(z), existe una vecindad de Z, tal que
F,0(z) es un difeomorfismo y"puede ser usado para parametrizar un seccién transversa
> ala orbita regular R(v, &).

Con esta notacion estamos(lisfos para enunciar el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1 Si la condicidon

a (FO,a(l) _ FO,a(_1>)
a.

|a:0 # 07

se cumple y para alguna vy € RP fAayX—famalia 1, \(z), define una familia 1-paramétrica
con una bifurcacion en (T, o), entonces para’ e 0 lo suficientemente pequeno, existe una
funcion continua a(e) con a(0) = 0 de'tal manérasque la (X, a)—familia Ly, s q.c contiene
un ciclo limite de multiplicidad 3 cerca=de~{2z(vo) para a = a(e) y X\ = XAg. Tal ciclo se

desdobla genéricamente en funcion de los“pardmetro§ A=A — ) ya=a—ale).

Este teorema es un caso particular del teorema 2 de [DR2007], y es parte esencial de la
demostracion del teorema 3.3.1. Este resultado reduce el €studio de los ciclos limite que
se bifurcan de un ciclo engafioso Qz(vp) al estudio de la bifurcacién de los ceros de la
familia de las integrales I, \(z) = I(v, A, z), que simplemente llamémos la integral de la

divergencia lenta.

Proposicion 3.2.1 Sea Fyo(x) una funcion par, F,o(&(v,z)) = F,of {o%(x) = —x. En

particular tenemos la siguiente relacion que es vdlida para (v, \) en una®@ecindad de (0,0),

0*I o\
@(U, Av,x),z) =0 siy sdlo si Fr 0. (3.9)
Demostracion.
Utilizando el hecho de que %2;1)2 es una funcion par, se tiene que
o0l ! F(;,0<5)2 * F(I),o(5>2 * F(I),o(5>2
ﬁ(’lj, )\,ZE)l(U’)\):(()’()) = 52 ds + . S—st =2 . S—st >0 (3].0)
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para toda = > 1.

Para, calcular las derivadas parciales con respecto a x, observemos que derivando par-

cialmentercon respecto a z la relacion F, o(&(v,z)) = Fio, o.(2) = —z, tenemos que
0 0 0 0
o T00(@) = 5o Fool€(v,2)) = 5-Foo(§(v, ) 5-€(v, 2).

Despejando

/

ag Fv,0($)

%(v,x) = m. (3.11)

De la regla de la cadena ténemos que si una funcion F(x) estd definida mediante la

siguiente integral

entonces F'(x) esta dada por

h(z) !
F'(x):( o f(t)dt> = flh@)h(z) — f(g(x))g(x)".

Ya que

-1 F’ (8)2 T F’ (8)2
Iv _ v,0 d v,0 d
A(T) /g(v’x) P + /1 e’

tenemos que

oI Foo(=1)? o Folé(v, @)
%(U, AT) = —) <—§
1

)
Foo(@)*  [(Fo(v,2))? Fo(2)
T = A (v, ) = A Flo(&(v,z)) |
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Por lo tanto,

ol : Foo(x)  F,o(é(v,2))
%(Ua)‘a‘%‘) - Fv,O( ) ( T — \ - §(U,x) —\ : (313)
Si
od. o F, () F;,o(f(%w)) -
%(Ua)\ﬁ) Fu,0<='17) ( — N ¢(v,z) — A =0,
entonces / /
(Elusr) — A) Fip(e) = (2 = N F, o (€(v,2)) ) _ 0
(@ =) (§(v,2) = A) ’
(&(v,2) = N (@) = (& = A) Frg (E(v,2)) = 0
Asi que, si
E ~F
)\('U, $) & 0,0 (Sl(v’ l‘))ff ’U,O(/x)£<v7 LU) : (314)
Fv,(](g(v7 ZC)) - Fv,O(x)
entonces 9 (v, A(v, ), z) = 0. Derivande (3.13) €on respecto a z, tenemos que
%I I O\
@(v, ANv,z),x) = —M(v, )\(U,x)x)%(v,x),
donde %(v, A, ) estéa dada por
01 o F;70(9c) F;,o(f)
axa)\(v7>‘(vax)7x>_Fv,O(x) ((I—/\)Z - (5_)\)2 :
F 2
En consecuencia 8833—23&(0, 0,z) =2 (%@) > 0 para x > 1 (bajo la*hipotesis de que

Foo(z) es par).

En particular tenemos la siguiente relacién que es valida para (v, A) en una(vecindad

de (0,0)),

2
I
%(v, Av,x),x) =0 siy solo si % = 0. (3.15)
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3(3.» Teorema principal

Para_eonstruir un sistema que pueda tener mas de tres ciclos limite, usaremos una
familia dé sistemas de parametros lento-rapido y nos concentraremos en el anélisis de una
familia en pawticular.

En primer lugar, observemos que podemos introducir un coeficiente positivo € en el
término del ladd dérecho de la segunda ecuacion del sistema (3.3), haciendo el cambio de
variables (x,y) —% (#7+/€y) y un reescalamiento en el tiempo 7 = \/Lg

Supongamos ademas que el punto critico no esté fijo en el origen sino que depende
de un pardmetro A, y quepor lo tanto el punto critico esta en (A, F'())), donde A € R.
Ademés vamos a suponer qué. F' depende de otros parametros. Vamos a considerar una

familia a tres parametros Phe(#) + az, a € R, (¢, e) € R?, donde

P..(7) = (* ~1)%(cex + 1)(2* + ex + é) (3.16)

Para e muy cercano a cero obténdremos™el sistema de Liénard lento-réapido

&t = — P..() - az, (3.17)
Y = ‘=emt e,

como una funcion de los parametros (c,e, A\, a,€) € R¥ % RT x R x R x R, cerca de
(0,0,0,0,0).

Para e = 0, tenemos una familia de ecuaciones de capas euyas curvas criticas (también
llamado curvas lentas) estan dadas por y = F,.(x) + az, (véase lasfigura 3.2). Podemos
interpretar estas ecuaciones de capas limites como sistemas en la‘frontera del espacio de

sistemas de Liénard.

3.3.1. Analisis de los ciclos comunes y enganosos.

En esta seccion analizaremos los ciclos comunes y los ciclos enganosos duegaparecen
en el sistema de Liénard (3.17).

Notemos que como el polinomio P,..(z) es moénico y de grado siete, la curva €ritica
presentara a lo mas tres méximos locales y tres minimos locales por lo que la ecuacion de
capa (e = 0) presentara a lo més 3 ciclos comunes. En el caso que a # 0, el namero de

ciclos comunes es menor que tres. Mientras que para a = 0, se puede encontrar un ciclo
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Figura 3.2: Curva'lenta para el sistema de Liénard (3.17)

enganoso. Para construir este ciglo, observemos que P..(x), tiene un maximo global en el
intervalo [—1, 1], en el punto %, ewando ¢ > 0 y e > 0 son lo suficientemente pequenos. El
punto singular s(A) = (A, P..(\)){'que es €lginico punto critico del sistema cuando € > 0.
Este punto separa a la curva lenta=¢n.dos paztes; en el lado izquierdo, la direccion del
campo vectorial sobre la curva es haeia arriba y del lado derecho la direccion del campo
es hacia abajo. Esto nos permite construiz=el cicld lento rapido, ( véase la figura 3.2).

Como la funcion es estrictamente creciente en ellintervalo (1,00) tenemos que existe
mgo > 1, donde la funcién alcanza el valor maximo cérrespondiente a Pc,e(%), es decir,
P..(mg) = Pc,e(%). Si tomamos T > mg > 1, donde mg“es.la solucion de la ecuacion
Poo(x) = Pog(3) = 2L, esto es, T > mo = 11/22, entonces 1a ecuacion de capa de (3.17)
tiene un ciclo enganoso Qz(c,e), (véase la figura 3.3). Este ciclo/ehganoso contiene una
trayectoria regular en el nivel y = P,..(Z) y dos minimos locales ém\(£1, 0).

Para demostrar que se pueden generar tres ciclos limites hiperbolices, enunciamos el

siguiente teorema el cual es un resultado adicional al teorema 3.2.1 y puede,ser consultado
en [DPR].

Teorema 3.3.1 Sea my = @, la raiz mds grande de Pyo(x) — 12778. St m g M son
dos numeros reales tales que mg < m < M, entonces existen dos funcionés”analiti-
cas C(e,z), Ae,z) definidas en [0,e(m, M)] x [m, M], donde e(m, M) es pequefio,)tal
que si se toma cualquier valor fijo (e,x) € [0,e(m, M)] x [m, M], el sistema reducido
fl(mﬁe) = L(c(e,2),e0a6), dependiendo de los pardmetros (X, a,€), tiene las siguientes pro-
piedades
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Figura 3.3: Ecuacion de capa para a =0, ¢,e > 0.

1. Existe una funcion continwa a(e) tal que a(0) = 0 y para cualquier valor fijo € > 0
suficientemente pequeno fel-ecampo vectorial asociado al sistema reducido IZ()\,M), de-
finido para X = A(e, z) y a £.a(e), tiewe un ciclo limite T'(€) de orden tres. Ademds,
este ciclo limite T'(e) se desdobla genéricamente en tres ciclos limite hiperbdlicos,

para A=\ —A(e,Z) ya=a— d(e), suficientemente pequenos.

2. El ciclo I'(¢) tiende a Qz(C(e, T), e) cuando € tiende a 0 en la métrica de Hausdorff.
Este ciclo enganoso estd contenido en’el interiordesun anillo A que para € > 0 lo su-
ficientemente pequenio, el campo vectorial definido Poriel sistema reducido I~;()\, a,€)
es transversal a la frontera. Ademds, el campo apuntashacia adentro a lo largo de

una componente de la frontera y hacia afuera a lo largo de~la_otra componente.

Antes de dar la idea general de la demostracion del teorema 3.3.ls\enunciaremos y

demostraremos el resultado principal de este trabajo.

Teorema principal. FEuxiste un polinomio de grado 7 que asociado=al-sistema de
Liénard (3.17) tiene al menos 4 ciclos limite.

Demostraciéon: Aplicando el teorema 3.3.1 al sistema polinomial (3.17) ohténemos
que existen dos funciones analiticas ¢ = C'(e, z), y A = A(e, ) tal que el sistema” tiene
una region anular A donde se presentan 3 ciclos limite hiperbélicos. Ademas, el campo
atraviesa transversalmente la frontera de esta region, en una frontera entra y en la otra

sale, (véase la figura 3.5). Mas precisamente el inciso 1 del teorema 3.3.1 dice que para
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€ » 0 se tiene un ciclo limite de multiplicidad 3 el cual al perturbar valores de a y valores de
A se“obtienen 3 ciclos limites hiperbolicos. Por otro lado el inciso 2 nos dice que este ciclo
['(e) tiende*al ciclo enganoso 2;(C/(e, &), €) cuando € tiende a 0. Observemos que el sistema
(3.17) tiene.un tnico punto de equilibrio y se encuentra en x = Ay y = P..(\) + a\. Ya

que la matriz_jacobiana del sistema es

dP(z)

Jaey=| *

—a 1

dP s A
y dix) es positiva cuando la x esta cercana a cero, obtenemos que para valores de a > 0

cercanos a cero, el punte_eritico (A, P..(\) +a), es repulsor, porque la traza de la matriz

jacobiana % — a es mayorue cero, y el determinante es positivo, (véase la figura 3.4).

Q. (c,&)

— :';- -E:
= —-, - - <
S < ,..-..." ---------------._-------.-.-........I <

L ]

= = A s ¥ 4 <
' ]

" - . .

= << —\Y = —— =~ :’ <
[1 Iy :

- = '~‘ = j =

- b} S Il'. & -

> <—A>— A — A S

L] J.' b »

-t < ‘;_..--__."'-_'_'_""'m."-..'-.-_“‘ =

-1 A 1 X

W
1
.’I*'l

Figura 3.4: La parte sombreada de rojo, son valores que se debén témar para que el punto
critico (A, P.¢(\) 4+ a) sea repulsor.

Como la funcién P, .(x) es creciente y positiva en el intervalo (mg,00),.podemos elegir
la region anular que nos proporciona el inciso 2 del teorema 3.3.1, deptal’manera que
en la frontera exterior el campo vectorial atraviese transversalmente hacia“adentro y en
consecuencia en la frontera interior atraviesa transversalmente hacia afuerd, (veéase la
figura 3.5). Ya que el tnico punto de equilibrio (A, P..(A\) +a)) es una fuente patavalores
de a > 0 suficientemente cerca de cero, cualquier trayectoria que esta dentro de lafegion
acotada por el anillo A permanece en la region y por el teorema de Poincaré Bendixon
su w—limite es una orbita periédica. Generando asi una cuarta 6rbita periddica para el

sistema, obteniéndose la demostracion del teorema.
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Figura 3.5, .Region Anular con los 4 ciclos limite.

3.4. Demostracion delvteorema 3.3.1

La demostracion del teorema 3.3.1 se.basa en el teorema 3.2.1 por lo que nos concen-
traremos en verificar las hipotesis.delteorema 3.2.1.
Consideremos la familia F, ,(2) cén v =€, ep€ R?, F, ,(z) = P(c,e,x) + az, donde

P(c,e, x) es la familia biparamétrical de*polinomios

P(c,e,x) = (2* — 1)2(cex + 1) (@*\+ ex + %)

Observemos que F,, es de grado 7 con un coeficiente positivo principal, siempre que
c € Rt y e € RT. Para usar el teorema 3.2.1 debemos verificar la condicion (3.7).
Como,

1
F,o(7) = (2* — 1)*(cex + 1) (2* + ex + §) — a7,

Foo(l) = —ay Fyu(—1) =a.
Asi,

0 (Foa(1) — F07a(—1))’ _ d(—2a)
Oa a=0 Oa

lamo = —2 # 0, (3.18)

por lo que se cumple la condicion (3.7).

Observemos que

Foo(z) = P(c,e, x)

y para e = 0 se obtiene un polinomio de grado 6
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1
P(C,O,.Z') = (.23'2 — 1)2 (.CE2 + g) s
el cual €s par y por lo tanto simétrico con respecto al eje vertical; sus raices son:
1. 1.
z=1,xz=-1, =1, v = —1, m:Zz 2, :E:—sz/i.

Derivando este pelinomio de grado 6

15 3

DP(c,0,z) = 62° — —2° 4 =
(c,0,x) x 5T + 5%
obtenemos que sus puntosfcriticos son:
1 1
r=0 == r=— =1 z=-1
2 2

De aqui obtenemos que la_funcion P(c,0,z) tiene dos minimos locales en +1 con el
mismo valor critico igual a cerosdos maXimos locales en :I:% con un valor critico de % y
un minimo local en cero con valgr éritico %. Si tomamos a my como la rafz més grande
de la ecuacion P(0,0,z) = P(0,0,:i:%) = %, éntonces tomando x € (mg, 00) podemos
construir un ciclo enganoso €2, el cual gensiste'ensel arco lento que comienza en (—1,0)
y termina en P(0,0,—x) de alli se sigue~el segimento rapido que une P(0,0,—z) con
P(0,0, z) luego el arco lento que une P(0,0;x) con (1,0)'y se cierra en el segmento rapido

que une (1,0) y (—1,0), (véase la figura 3.6).

Para calcular la divergencia de este ciclo observamos qiew = (c,e) € R? y

F,o = Plcex)+ax
Fli(] = P,(CaewI)

1
= 4(z® — 1)(cex + 1)(2* + ex + g)x +

(2% — 1)%ce(z® + ex + %) + (2% — 1)*(cex + 1)(2z + e).

—1 F/ 2 T F/ 2
I\ (2) :/ —U’O(S; ds+/ —U’O(S)? ds.
&(v,x) §—= 1 s =
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Figura 3.6: Ciclo engafioso Q, para & =y — (22 — 1)*(2? + %), y=0.

Por la simetria de la funcion tenenos-que

—1 F! 5 2 z gt s 2

ya que solo difiere la primera integral de la segunda por um.signo menos.

Podemos perturbar el polinomio de tal manera que sefnantengan los dos minimos en
+1 y con valor critico en cero. Estas perturbaciones modificaran un poco la posicion de
los puntos criticos pi(c,e) = —3 4+ O(e) y pa(c,€) = 5 + O(e)._Ademas, entre estos dos
puntos se tendra un minimo cercano a cero (véase la figura 3.6).

Lo que el siguiente lema nos garantiza es que podemos mantenersla integral de la

divergencia lenta igual a cero en toda una familia de funciones.

Lema 3.4.1 St m,M € R con my < m < M, entonces existen dos funcienes,_analiticas
C(e,x), Ae,z) para (e,z) € [0,e(m, M)] x [m, M], donde e(m,M) > 0 espequena, en
funcion de (m, M), tal que:

1. C(e,x) es estrictamente positiva para toda e > 0 lo suficientemente pequenia y

A(0,z) =0.

2. La integral de la divergencia lenta I(c,e,x) estd definida en una vecindad de {0} X
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{0} x [m, M|, y las funciones C, A satisfacen las siguientes ecuaciones:

I(C(e,x),e,A(e,z),z) =0 y g—i (Cle,x),e,A(e,x),x) = 0.

3. Se puede _elegir a e(m, M) de tal manera que

o1
0x?

para toda (e, z) &(0)e(m, M)] x [m, M].

(Cle,z),e,A(e,x),z) >0

La demostracion de este resudtado se puede consultar en [DPR].

Del lema 3.4.1 tenemos que.f(e; A, z) =0y %(c, A,z) = 0 y en consecuencia cuando
calculamos el desarrollo en serie deFaylor de I, obtenemos que este comienza con términos
cuadraticos y tenemos el siguiente lema el cual nos muestra que la variacion del parametro
A en una vecindad de A = A(e, z), proporciona una bifurcacion genérica de I(c, e, A, x),

para todo e > 0 suficientementé pequeno.

Lema 3.4.2 Sea x > 1 fijo y consideremos lasfuncion
J(e, N z) = [(Clexg), e, N€.z) + \, T + &),

donde A(e, z) y C(e, ) son las funciones definidas enlellema 5.4.1. Entonces, mddulo una
reparametrizacion y una division por una funcion distiitade cero, la S\—familia J(e, 5\, )
es tqual a S\—i-:ig, para cada e > 0 fijo, lo suficientement pequeno, es decir que esta familia

produce una bifurcacion del doble cero de J(e,0,0).

La demostracion de este resultado se puede consultar en [DPR]

De estos dos lemas y el teorema 3.2.1 concluimos la primera parte de la demostracion
del teorema 3.3.1, la cual nos garantiza la existencia de 3 ciclos limites hiperbdlicos, los
cuales son bifurcados a partir de este ciclo enganoso.

Por tltimo como ce > 0, el infinito es repulsor (ver [LMP|) y uno puede_encontrar
un ciclo I'; € R? tan grande como se quiera, a lo largo del cual el camp6 vectorial
L(c,e, A\, a,€) esta transversalmente entrando y por otro lado escribiendo la‘expansion

C(e,z) = ¢(Z) + 0(e) se obtiene que

9 27

Pleseupalese)) = Plecesn(ec e = (1 + el ) e+ 063, (319
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Puésto que ¢(z) > 0, se concluye que para toda e > 0 lo suficientemente pequenia, el valor
del*polinomio P en el méximo derecho interno es estrictamente mayor que su valor en el

maximé letal izquierdo (véase la figura 3.7).

028

06

— I —> —_— +—
¥
‘ 04
-+
< | — —» 277128 > |
0
|
| ) <
-x -1 05 o 0.3 1
¢ Pils,e) p2(c,e) X
+— +— -+

0.2 4

Figura 3.7: Ciclo enganoso €0, para #= y — (¥ =1)%(cex + 1)(2® + ex + ), § = 0.

Como p1(C(e,7),e) < Ale,z) < pa(Cle, T),e), esto_significa que también podemos
encontrar una curva cerrada simple I's cerca del ciclo invariante de la ecuacion de capa
que pasa a través del punto critico (p1, F,(p1)), a lo large el cual el campo vectorial
transversalmente apunta hacia el centro del anillo. Sea A el dominio del anillo delimitado
por I'y UTy (véase la figura 3.5). Claramente contiene el ciclo enganoso 2z en su interior
y con esto se concluye la demostracion del teorema 3.3.1.

En la siguiente seciéon mostraremos algunos calculos numéricos péara obtener estos

ciclos limite.

3.5. Calculo numeérico de las 6rbitas periédicas

En esta secciéon mostraremos los retratos fases correspondiente a algunos valofes, de
los parametros. Para las imagenes nos apoyamos de la rutina DEplot de MAPLE.

La figura 3.8 muestra un foco estable para el sistema (3.17) cuando los parametros
c=7,e=051,A=04,a=0ye=0.5.
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metros ¢ = 8.1, e = 0.051, A = 0.65a = 0.00002 y ¢ = 0.5.

+ iThenticate
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Figura 3.8: Retrato fase ‘¢on un foco para el sistema (3.17).

La figura 3.9 muestra al méngs™2 ciclos limite para el sistema (3.17) cuando los para-
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Figura 3.9: Retrato fase con al menos 2 ciclos limite para el sistema (3.17),
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Capitido 4
Conclusion

En este trabajo se analizg-€l sistema de Liénard y en particular se trabajo el caso
polinomial de grado 7. Con respe¢to,al sistema de Liénard, un trabajo relevante por mucho

tiempo fue el de Lins, de Melo y Pugh~publicado en 1977 (ver [LMP]|) quienes conjeturaron

n—1 n—1
2 2

entero ”T_l Ellos se basaron ens$u conjetura, en los resultados que obtuvieron para el caso

que el sistema (4) tiene como méaximo [%5+] ciclos limite, donde [25=] significa el maximo
n=3.

Basado en el trabajo de Dumiortier, Palazzolo y Roussarie publicado en 2007, [DPR]
y utilizando como herramienta la teorfa de ciclos lentos-rapidos hemos podido mostrar en
este trabajo que la conjetura de Lins, Melo y Pugh no es cierta para el caso n = 7, ya
que se muestra un ejemplo de un polinomio de grade’7 para el cual el sistema de Liénard
tiene 4 ciclos limite, mientras que la conjentura establecia que un sistema polinomial de
grado 7 deberia tener a lo mas 3 ciclos limite.

A la fecha se han tenido importantes avances en el prébléma de determinar los ciclos
limite para la ecuacion de Liénard. En particular podemos mencionar que en 2011 De
Maesschalck y Dumortier [DM2011], demostraron que para n >.6"el sistema (2) tiene al
menos ["771] + 2 ciclos limite. Asi mismo, en el 2012 Chengzhi Li ynJaume Llibre [CJ2012],
probaron que la ecuacion (2) de grado cuatro tiene a lo mas un ciclo limiteyy el ciclo limite
si existe es hiperbdlico. Este resultado da una respuesta positiva a la geiijetura de Lins,
de Melo y Pugh (1977).

Por ultimo, es importante mencionar que aun falta dar la cota para n > @wy)probar la

conjetura de Lins, de Melo y Pugh [LMP] para un polinomio F'(x) de grado 5

63
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