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Resumen

Contar conjuntos independientes en grafos es un problema computacional dentro de la
teoria de grafos: incluso grafes-de grado maximo tres, se clasifican como #P-completo,
por lo que los enfoques clasicos suelen crecer de forma exponencial. En este contexto
se propone un algoritmo orientado<a calcular el indice de Merrifield-Simmons (MS) en
mallas poligonales, estructuras que modelan grafos moleculares asociados al grafeno
y a compuestos aromaticos bencénoides. La-idea central del método es construir una
trayectoria hamiltoniana que visite cada veértice de una cuadricula hexagonal isomorfica
exactamente una vez. El cémputo de los conjuntos.independientes se realiza aplicando
tres reglas: (1) una recurrencia tipo Fibonacci, cuando-la arista visitada pertenece al ar-
bol de busqueda; (2) una regla de sustraccién, al detéctar bordes o aristas frontales o
posteriores; y (3) una regla de camino de retroceso, que aprovecha las aristas implicadas
en retrocesos para recortar de manera importante el nimeré_de pasos. La metodologia
completa incluye generar listas de adyacencias, construir la matriz de’adyacencias y eje-
cutar DFS para localizar ciclos y bordes de retroceso. Aunque el problema sigue siendo
exponencial, el algoritmo reduce drasticamente las operaciones del eonteo del MS en
mallas poligonales, por lo que la estimacion del orden de complejidad en el peor caso
se expresa como O(2"n(r<)+2 x Polinomial(n,m)), mejorando frente a técnicascldsicas de

transferencia de matrices.

Palabras clave: indice de Merrifield-Simmons, conjuntos independientes, trayectoriaha-

miltoniana, grafos hexagonales, orden de complejidad.
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Abstract

Counting independent sets(in graphs is a computational problem within graph theory: even
graphs with a maximum degree”of three are classified as #P-complete, so classical ap-
proaches tend to grow exponentially~in this context, an algorithm is proposed to calculate
the Merrifield-Simmons (MS) index«h polygonal meshes, structures that model molecu-
lar graphs associated with graphene and\benzenoid aromatic compounds. The central
idea of the method is to construct’'a Hamiltenian trajectory that visits each vertex of an
isomorphic hexagonal grid exactly once. The gomputation of independent sets is perfor-
med by applying three rules: (1) a Fibonacei recurrence, when the visited edge belongs
to the search tree; (2) a subtraction rule, when front.oryrear edges are detected; and (3)
a backtracking path rule, that takes advantage of the edges involved in backtracking to
significantly reduce the number of steps. The complete methodology includes generating
adjacency lists, constructing the adjacency matrix, and exec¢uting DFS to locate cycles
and backtracking edges. Although the problem remains exponentialjthe algorithm drasti-
cally reduces MS counting operations in polygonal meshes, so the worst-case complexity
order estimate is expressed as O(2 A min, + 2 x Polinomial(n,m)), an improvement over

classical matrix transfer techniques.

Keywords: Merrifield-Simmons index, independent sets, Hamiltonian path, hexagonal

graphs, order of complexity.



Capitulo-1

Protocolo de tesis

1.1. Introduccion

El indice de Merrifield-Simmons, intreducido perMerrifield-Simmons en 1989, es un indi-
ce topoldgico utilizado en quimica matemética, segun/(R. E. Merrifield y Simmons, |1989a)
es el nimero de conjuntos independientes dé Un grafo.G . Este indice en teoria de grafos
es denominado numero Fibonacci de un grafo i(G) (HoSoya, 1973b). Este indice ha de-
mostrado tener propiedades matematicas aplicables en diversas cuestiones de quimica
molecular. El indice MS y el indice de Hosoya son algunos de los indices topolégicos mas
populares en quimica matematica (De Ita et al.,|[2023b). El indice de-Merrifield-Simmons
i(G) de un grafo G se define como el numero de subconjuntos del conjunto de vértices,
en el que dos vértices cualesquiera no son adyacentes, es decir, el numero de vértices
independientes del conjunto de G. Por otra parte, el indice de Hosoya z(G) de un grafo
G (Hosoya, 1971) , denotado por z(G), fue introducido por Hosoya en 1971; yrse~define
como el total de numero de subconjuntos de aristas, es decir, el nimero total de subcon-

juntos de clique del grafo tal que los vértices son vecinos 2 a 2 (Dai y Zhang, 2012).



Capitulo 1. Protocolo de tesis

1.2. .“Marco teorico

1.2.1. Grafos

El origen de la'teoria de grafos surge en el siglo XVII con el problema de los puentes de
Kdnigsberg, de tal manera que se recorrieran todos los puentes pasando una sola vez
por cada uno de ellosdBarrero et al., 2010). Los grafos representan una forma simple de
plantear y modelar diversos problemas que pueden resolverse computacionalmente, de

esta forma resolvemos el preblema del calculo de conjuntos independientes.

A (B) E

Figura 1.1. Grafo simple

Un grafo estd compuesto por dos conjuntes finitos=un.conjunto de /V/ vértices y un con-
junto de [E/ aristas. Un grafo, es un conjuntosde puntes (vértices o nodos), unidos por
lineas (aristas). Dos vértices son adyacentes si estan unidos por una misma arista, en la
Figura[1.1] se muestra un ejemplo de un grafo con 6 nodos{A;'B, C, D, E, F} y 9 aristas
(lineas) {AB, AC, BC, BD, BE, BF, CD, DF, EF}.

1.2.2. Conjuntos independientes

En teoria de grafos, un conjunto independiente es un conjunto de nodos delgrafo, tal que
ninguno de sus nodos es adyacente a otro (Bracho y Sanchez, 2000a). Los.conjuntos
independientes pueden ser de diferente tamario iniciando con el conjunto vacio, después

de tamario uno, dos, tres, etc. (Lopez-Ramirez et al., 2020).

En la Tabla [1.1] se muestran los conjuntos independientes que se generan del grafo de

2
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la Figura[l.1]. El total de conjuntos independientes es de 14, siendo el conjunto formado
por los nedos A, D, E el conjunto mas grande que se puede obtener ya que los nodos A,

D, E no se t6can entre ellos. La Figura[l.2) muestra un conjunto independiente A, D, E.

Figura 1.2. Conjunto independiente

Los conjuntos independientes son-una parte fundamental de la teoria de grafos y la com-
binatoria matematica. Los desafios de,¢ontar no solo capturan la atencién desde una
perspectiva matematica, sino que_también tienen numerosas aplicaciones practicas. En
particular, contar el nimero de conjuntos indéependientes en un grafo G, designado co-
mo I(G), es esencial para establecer-la distinciéon entre algoritmos de conteo eficientes y
aquellos que son intratables. En la actualidad, son escasos los problemas de conteo en
grafos que admiten soluciones en tiempo polindmico. S€ considera que la tarea de contar

conjuntos independientes en un grafo es un problema de dificil resolucién.

Tabla 1.1. Conjuntos independientes

Tamano Conjunto Independiente Total
0 {} 1
1 {A} {B}.{C} {D} {E},{F} 6
2 {A,D},{A,E},{A,F},{C,E},{C,F},{D,E} | 6
3 {A,D,E} 1
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1.2.3./ Matriz de adyacencia

Una matriz.de adyacencia es una representaciéon de un grafo mediante una matriz bidi-
mensional. Esta matriz es utilizada especialmente en grafos no dirigidos. La idea basica
es asignar a cada.fila y columna de la matriz un vértice del grafo y usar las entradas
de la matriz para representar si hay o no una arista entre los vértices correspondientes.
Si tienes un grafo con n)vértices, la matriz de adyacencia sera una matriz cuadrada de
tamano n x n. Cada fila'y-columna en la matriz representa un vértice, y la entrada en la
posicion (i,j) indica si hay una arista entre el vértice i y el vértice j. Si hay una arista entre
los vértices i y j, la entrada (i,j) ¥ (j,i) son marcadas como 1. Si no hay una arista entre i y

J, las entradas (i,j) y (j,i) son marcadas.como 0 (Perdomo Flandez et al., 2015).

1.2.4. Complejidad computacional

Es muy importante estudiar la calidad)de los algoritmos, ya no en busca de la solucién
a un problema, sino mas bien de la mejor solucion.posible. La calidad de un algoritmo
puede definirse segun diferentes criterios; como el tiempo y el tamafo o cualquier otra
métrica que implique economizar recursos. NOs interesa disefiar algoritmos que encuen-

tren la solucion en el menor y mejor tiempo posible (Mafiasy1997).

La complejidad temporal de un algoritmo es una medida que describe como aumenta el
tiempo de ejecucion de un algoritmo a medida que aumenta el tamafio de los datos de
entrada. Se expresa comunmente usando la notacion Big O, que nos permite analizar el
peor caso de un algoritmo en términos de su eficiencia. Se enfoca en elserecimiento del
tiempo de ejecucidn en relacion con el tamarfo de la entrada (n), ignorando'.constantes y
términos de menor orden. Esto se debe a que, para entradas suficientemente grandes,

los términos de mayor orden dominan el crecimiento.
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1.2.5. Ordenes de complejidad algoritmica

Desde una.perspectiva matematica, cuando el numero N tiende a infinito, su comporta-
miento se describe como asintético. A un conjunto de funciones que exhiben un com-
portamiento asintGtico similar se le conoce como un orden de complejidad, comunmente
representado por la hotacion O. Indican que el tiempo de ejecucién del algoritmo aumenta

de forma polinomial aimedida que aumenta el tamafo del problema.

» Cota superior O. Se @dopta una notacién especial llamada O-grande (big-Oh), por
ejemplo O(f(n)) para indicdr. que la cota superior del algoritmo es f(n). La cota su-
perior de un algoritmo, indica*una cota o la maxima razén de crecimiento que un

algoritmo puede tener.

= Cota inferior m . Existe una netacion similar para indicar la minima cantidad de re-
cursos que un algoritmo necesita para alguna clase de entrada. La cota inferior de

un algoritmo, denotada por el simbolo m, pronunciado “Gran Omega” u “Omega”.

= Notacion ®. Cuando las cotas superior € inferiorSon la misma, indicamos esto usan-

do la notacién ® (big-Theta).

1.2.6. SAT Satisfacibilidad booleana

Stephen Arthur Cook (Cook, [1971) presentd el problema que ha‘impulsado diversas in-
vestigaciones en el campo de la complejidad computacional. El desarrollo de técnicas
efectivas para resolver problemas computacionales que ha sido un desafie duradero pa-
ra los investigadores, y entre los problemas mas desafiantes desde el punto de vista
computacional se destaca la satisfactibilidad de restricciones.

Dentro del ambito de los problemas de satisfactibilidad SAT, involucra determinar.si‘una
formula booleana es capaz de satisfacerse o no (si al menos existe una asignacionque

la haga verdadera), estas asignaciones se denominan modelos de las férmulas.
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A partir'del desafio de decision SAT se origina el problema relacionado con el conteo:
este problema implica calcular la cantidad de modelos de una férmula booleana, el cual
es comunmente conocido como #SAT. Si se desea calcular el nUmero de conjuntos in-
dependientes de un grafo cadena seria equivalente a calcular el numero de modelos del

grafo (Perez Barrios-et al., 2015).

1.2.7. P, NP, NP Completo

El origen de los problemas P vs NP se encuentran en la l6gica en general, y mas exacta-
mente, el conjunto de problemas relativos a la computacién y la teoria de la informacién.
El tema fue formulado por tres investigadores: (Cook,[1971;Karp, 1972y Levin, 1973) . Es
tal la importancia del problema que ha‘sido identificado como uno de los problemas del
milenio (The milleniun problems) por el Instituto Clay (Jaffe,2006). La motivacién aqui es
la teoria de la informacién y mas lasteoria dejla_.computacién. Y lo que mas interesa son
temas y problemas de analisis combinatorios. Porlo que el Instituto Clay incluy6 a este
problema entre los mas importantes de nuestra época.P vs NP son la columna vertebral

para el estudio en la Teoria de la Complejidad.

= NP. Conjunto de problemas en los que podemos comprobar en un tiempo razonable
si una respuesta al problema es correcta o no. Problemas‘que se comprueban que

algo, es solucion en tiempo polinomial.

= P. Conjunto de problemas en los que podemos encontrar una respugsta al problema

en un tiempo razonable. Problemas qué se resuelven con algoritma polinomial.

= NP Completo. Reducir cualquier NP. Demostrar que esta en NP y luego transformar
a este, en tiempo polindmico, en un problema que ya esté en NP-completo."Algunos

NP Completos:

» Problema de satisfacibilidad booleana (SAT)
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Problema de la mochila (knapsack)

Problema del ciclo hamiltoniano

Problema del vendedor viajero

Problemaide {a clique . ..

1.2.8. Aplicaciones de los conjuntos independientes

Los conjuntos independientes-sesestudian principalmente en el campo de la informatica

porque los grafos son una potente-tierramienta para modelar problemas de la vida real.

La asignacién eficiente de aulas y recursos en entornos universitarios es un desafio que
implica coordinar horarios, cantidad de alumnos, profesores y requisitos especificos para
cada clase, garantizando que se cumplan criterios de calidad en la asignacién (Bracho

et al., 2003a) .

Esta necesidad de organizacion y asignacion.efectiva de recursos se extiende a diversas
areas, como la organizacién de equipos de trabajo, la conectividad en redes de compu-

tadoras, la planificacién de actividades; por mencionar algunaos.

En Fisica (Bonilla Garcia, 2019a) estudia la medicién de la entropia del gas, donde dos
particulas no pueden estar en la misma arista; y en Quimica los conjuntos independien-
tes pueden ser utilizados para modelar ciertos aspectos de la estructura del sistema

bencenoide (Gutman, |1982a).

Los conjuntos independientes tienen aplicaciones potenciales en diversas areas como
las industrias, desde las telecomunicaciones y la logistica hasta las finanzas y la planifi-
cacion estratégica (Wurtz et al., [2022a), ademas de mejorar la colaboracién y la gestion

de datos. En la Computacion Cudantica Adiabatica, resolver el problema de los conjun-
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tos independientes implica encontrar todos los estados basicos computacionales de un

Hamiltoniano de muchos cuerpos HG(V,E) (Yin et al.,[2023a).

Ademas, los conjuntos independientes mejoran la asignacion de recursos y la distribucion
de tareas en las-redes informaticas. Un algoritmo exacto, como branch-and-bound, puede
resolver grandes redes*con precision, como sefala (Lamm et al., [2017a). Por lo que
son elementos esenciales’de la teoria de grafos y combinatoria matematica, que ofrecen
soluciones desde la educacién hasta la ciencia y la nutricion, demostrando su importancia

en diferentes contextos.

1.2.9. Estrategias para calcular el indice Merrifield-Simmons
1.2.9.1. Busqueda en profundidad

DFS, o algoritmo de busqueda enprofundidad, es reconocido por proporcionar los pasos
para explorar todos los nodos de un grafo sinsfepetir ninguno. DFS (G,v) recorrido en

profundidad con origen v. La idea es:
= Se marca el nodo v.

= Si todos los nodos adyacentes a v estan marcados, entonces TERMINAR, sino se

elige un nodo w, adyacente a v que no esta marcado.

= Se ejecuta el proceso DFS(G, w). La Figura[l.3 muestra cual serfa el orden de visita

al aplicar el algoritmo DFS(G,v)

1.2.9.2. Recorrido hamiltoniano

Como paso inicial del método para calcular el nimero de conjuntos independientes de
un grafo, se lleva a cabo la construccion de un camino Hamiltoniano (Hc) sobre el grafo

de entrada. Este camino visita cada vértice del grafo exactamente una vez. En el ambito



Capitulo 1. Protocolo de tesis
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Figura 1.3. DFS (A, B, E,F, C, G, |, J, H, D)

matematico de la teoria de"grafos, un camino hamiltoniano se define como una secuencia
de aristas consecutivas en un'grafo, donde se visitan todos los vértices exactamente una
vez. En caso de que el ultimo-veértice visitado sea adyacente al primero, se denomina

ciclo hamiltoniano.

1.2.10. Conteo de conjuntos independientes en estructuras basicas
1.2.10.1. Grafo en cadena lineal

Sea G=(V,E) con A(G) =2 siendo G un-grafo cadena con n nodos, por tanto |V|=ny
|E| =m=n—1.0rdenemos los nodos en G como V={v},»,...,v,} de tal forma que se cum-
pla E={ {c1,....ch—t}= { (vi.vah(va,vahecsfvn—a.vimi}, (va—(Gva} } € decir |v(c;) Nv(cit1)|=1,
i=1,..n-2. G;, i={ 1, ... n } siendo G; el subgrafo inducido_de, G. La técnica basica para
contar el numero de conjuntos independientes 1(G;) sobre G{de G, es una estrategia in-
cremental (Morales Alcantara et al., 2019) que se basa en asociar un par de valores (o,

Bi) acada nodo v; € V,i={1,...n}.

= El recorrido inicia en uno de los extremos (del nodo v; al nodo v,)-Visitando a su

nodo adyacente en forma lineal.

= El primer par de valores inicia con (o, ;) = (1, 1). La relacion de recurrengia.con-

sidera que se conoce el valor (o, ;) asociado al subgrafo inducido G; de G tal'que

I(G;)=(cs, Bi).
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» El"huevo par de valores (0.1, Bii1) S€ construye en base a (o, ;) al aplicar la

recurrencia que genera a los numeros de Fibonacci o, 1=0; +8;, Bi+1=0,.

Q) ———(o—0—E—0

Figura 1.4. Cadena lineal

En la Tabla se muestra el conteo de los conjuntos independientes, aplicando la se-
cuencia Fibonacci en el grafe,de cadena de la Figura Por lo tanto : (o, Bi) = (Fit1,F)
entonces I(G;) = a;+ Bi = Fi11 + F; = Fi12,i = {0,...,n} es decir paran =6, I[(G) = I(Gg) =

Fr+Fs=Fg=21.

Tabla 1.2. Conjuntos.independientes del grafo-cadena

A B C D E F

(ar, B1) — | (a2, B2) — | (03y/B3) — |((a4s Ba) — | (s, Bs) — | (6, Bs)
(1,1) — (2,1)— (3,2) = (5,3).— (8,5) — (13,8)
(P, F)— | (B,B)— | (Fy,F3)=)| (F5,F4)# | (F6,F5)— | (F7,F)

1.2.10.2. Ciclo simple de un grafo

La Figura muestra un grafo que contiene un ciclo simple.Contando conjuntos inde-
pendientes se inicia un hilo principal (Lp); el par de valores comienza.con (¢, 3;) = (1,1),
y el hilo secundario (Ls) inicia la recurrencia de la secuencia con (o, ;) = (0, 1), donde i=
1,..., m. El altimo par (o, Bn) = (0, B, ) de modo que la serie (¢, Bi=(0s1h— (2, B2) =
(1,0) — (o3, B3)=(1,1)... — ((m, Bn) ) — (0, B) y donde el valor B,, nos da el valor de :
|Sel(G') : vieS Avi,eS| La serie anterior se corresponde a la siguiente serie considerando

los numeros de Fibonacci: (Fy,F1) — (F1,Fy) — (F2,F1) — ... = (Fy—1,Fn—2)-

(%m, Bn) = (0, Bm); i(Ge) = ((Om, Bn) — (0, Bm))-

10
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Figura 1.5. Ciclo simple

Tabla 1.3. Conjuntos independientes del grafo ciclo

Hilo A B C D E F
(ou, B1) # | (e, Bo) — | (a3, B3) = | (ou, Bs) = | (a5, Bs) = | (o, PBo)

Lp 1,1) = 2,1)— (3,2) — (5,3) — (8,5) — (13,8)

Ls (0,1) — (1,0)— (1,1) — 2,1) — (3,2) — (5,3)

F0=0, F1=1 | (F2, F1)— | (E8/F2)— | (F4, F3)— | (F5, F4) — | (F6, F5)— | (F7, F6)

De acuerdo con De lta et al., |2020a.para calcular el cierre del ciclo aplicamos la regla
(2) de sustraccion ; el dltimo par (o,..B ). del hilo secundario (Ly) es (04, Bn) = (0, Bm),
donde vy, vo € E(G) representa la-arista ‘de retroceso que cierra el ciclo de G y se resta
del dltimo par del hilo primario (Lp).-Por tantos (o, Bn) — (0,Bx) = ((as, Bs) — (0,B6)) =
(13,8) —(0,3) = (13,5), obtenemos que./i(G.) =137 5, es decir, 18 es el nimero total de
conjuntos independientes. Este computo se, muestra.en detalle en la Tabla [1.3, donde

podemos ver el conteo de conjuntos independientes de.G.

1.2.10.3. Ciclo y cadena lineal de un grafo

En la Figura se presenta un grafo con 9 nodos, donde los fiodes (A,B,C,D,E,F,A)
forman un ciclo, para calcular los conjuntos independientes en un.ciclo, se realizan los
mismos pasos que en un grafo de ciclo simple, el célculo se muestra en detalle en la Tabla
[1.4] El nodo F cierra el ciclo, obteniendo como resultado el par (13,5) y centintiando con
el calculo de la secuencia Fibonacci hasta terminar el recorrido del grafo. Entotal los
conjuntos independientes I(G) es igual a la suma del ultimo par (49,31) =49 +31L.= 80

conjuntos independientes.

11
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; GROYO=0

Figura 1.6. Ciclo simple y cadena lineal

Tabla 1.4. Conjuntos independientes del ciclo y cadena

Hilo A B C D E F G H I

(a1, B1) | (02,B2) | L3, B3) | (04, Bs) | (os5,Bs) | (o6,B6) | (o7,B7) (og,Bg) | (09,P0)

Lp | (1,1)— | 2,1)— [(32)— | (5,3)— | (8,5)— | (13,8)—
Ls | (0,1)— | (1,0)— | (1, 9= | 2,1)— | 38,2)— | (5,3)—

(13,5 — | (18,13)— | (31,18)— | (49,31)

1.2.10.4. Hexagonos unidos por aristas

La Figura muestra el caso de un grafo con dos ciclos conectados por una arista
puente. Aqui se realiza el mismo/proceso-para los ciclos simples y, una vez encontrada
una arista de retroceso, se cierra el primer ci¢lo,.se aplica la ecuacion (2) y se continda

calculando los conjuntos independientes segun la regla de Fibonacci.

Figura 1.7. Dos hexagonos unidos por una arista

Las tablas [1.5]y [1.6| muestran los célculos del total de los conjuntos independi€ntes i(G)

que es igual a la suma del ultimo par (209,90) =209+ 90 = 299 conjuntos independientes.

12
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Tabla 1.5. Ciclo 1

Hile A B C D E F

(0, Br) — | (02, B2) — | (03, B3) — | (04, Ba) — | (05, Bs) — | (0, Bo)
Lp H,1) — 2,1)— (3,2) — (5,3) — (8,5) — (13,8)
Ls (041, — (1,00— 1,1) — (2,1) — (3,2) — (5,3)

Tabla 1.6. Ciclo 2

Hilo G H I J K L

(a1, B1) = | (o, Ba)— | (a5, B3) — | (o, Bs) = | (a5, Bs) = | (a6, Po)
Lo | (18,13) = | (31,18)—| (49,31) — | (80,49) — | (129,80) — | (209,129))
Ls | (0,13)— | (13,005 b (13,13) — | (26,13) — | (39,26) — | (65,39)
(209,129)
-(0,39)
(209,90)

1.2.10.5. Hexagonos unidos por vértices

Se han desarrollado algoritmos para €l recuentorde-conjuntos independientes en es-
tructuras reticulares planas que facilitan ‘el _recuento, aplicando el recorrido por filas y
columnas o viceversa (De Ita Luna et al., 2023a). Nuestra‘propuesta algoritmica procesa
las aristas frond en dos fases. Sea v,w una arista frond<deJun grafo G. En la primera
fase, cuando un hilo principal de paseo (L,) visita el primer vértice v de la arista frond,
el numero de hilos activos y de hilos de célculo (Ls) debe duplicarse. Supongamos que
(ay, By)i es la carga asociada al hilo activo Li cuando visita el vértice'v. Se crea un nuevo
hilo L,,,; , subordinado al hilo maestro L;, y con un par inicial asociado (0,p,),, . Por lo
tanto, la etiqueta vwi de L,,; es también un puntero a su hilo maestro L; #La segunda
fase en el procesamiento del borde frond (v,w) es cuando el paseo visita el vértice w, y
v ya ha sido etiquetado como vértice visitado. Asi, el control se mantiene en el vértice w.
Supongamos que (a,,, By )i es la carga del vértice w en el hilo maestro L; . Mientras tanto,

(04w, Bow)ww €8 la carga de w en el hilo subordinado L,,,; . A continuacioén, la regla de sus-

13
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traccién’de la ecuacioén (2) actualiza la carga de w en L;. Tras la aplicacidén de esta regla,
el hilo suberdinado L,,,; queda cerrado. De este modo, cualquier hilo en el que aparezca

la particulaswwydebe cerrarse, lo que disminuye el nimero de hilos activos.

Q

(=)

Figura 1.9. Cuadricula“de<res hexagonos unidos por vértices

Calcular el numero de conjuntos independientes de una.malla es posible tomando como
guia la trayectoria hamiltoniana H,, aunque la complejidad-temporal es de orden expo-
nencial sobre el niumero maximo de aristas de frond en cualquier fila de la malla, dado
el numero de ciclos que se mantienen abiertos durante la trayectoria H.. Las reglas de
Fibonacci y de sustraccién son suficientes para procesar una fila,de, mosaicos de una

cuadricula hexagonal, como se muestra en las Figuras y en la Tabla[1.7]

1.3. Justificacion

El indice de Merrifield-Simmons que en la teoria de grafos es conocido como el numero
de Fibonacci de un grafo i(G), es un indice topoldgico utilizado en quimica matematica, el

cual facilita la visualizaciéon y comprension del problema de los conjuntos independientes

14
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(CI). Contar los conjuntos independientes, con la estrategia de calculo basada en la serie

de Fibonacci simplifica su implementacidn al explorar grafos.

Este indice abarca un amplio campo de investigacién con numerosas aplicaciones prac-
ticas en diversos ambitos, como en el area médica, nutricion, logistica empresarial, pla-
neacion de tareas.y horarios, organizacion de actividades académicas en las universi-
dades, entre otros. Las eonjuntos independientes nos permiten crear combinaciones de
diferentes tamanos y disponer de multiples opciones para elegir, lo cual resulta de gran

utilidad.

Los algoritmos exactos son fundamentales para el conteo preciso de conjuntos inde-
pendientes i(G), un problema #P-completo para grafos con grado maximo A(G) >3, ya
que garantizan resultados absolutos sin-errores, esenciales en aplicaciones donde las
aproximaciones fallan (ej. grados 2.6), en-donde la precision es no negociable como en

aplicaciones cientificas, como en laquimica matematica (De Ita Luna et al., 2026).

1.4. Preguntas de investigacion

1.4.1. General

m ;Como disenar un algoritmo eficiente para contar el indicesde Merrifield-Simmons

(MS) en una cuadricula hexagonal isomérfica en una estructura'de malla poligonal?.

1.4.2. Especificas

» ;Como disefnar un algoritmo eficiente para contar los conjuntos independiéntes en

una estructura basada en grafos?

m ;Cual es la metodologia mas eficiente para contar los conjuntos independientes?

16
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m ;06mo calcular el tiempo de ejecucion y el orden de complejidad del algoritmo?

1.5. Hipotesis

Al Disenar un algoritmo exacto para contar el indice Merrifield-Simmons (MS) en una
cuadricula hexagonal isomoérfica de malla poligonal, modelada como una estructura de
grafos,se establecera el analisis de la complejidad temporal de los algoritmos propuestos,
en contraste con un problema que originalmente tenia una complejidad exponencial en

tiempo.

1.6. Objetivos

1.6.1. Objetivo general

Disefar un algoritmo para contar el indice Merrifield-Simmons (MS) en cuadricula hexa-

gonal de una estructura de malla poligonal modelada.con grafos.

1.6.2. Objetivos especificos

= Disefar un algoritmo exacto para contar los conjuntos independientes en grafos de

malla hexagonal.

» Realizar pruebas exhaustivas en estructuras poligonales para el conteo de conjun-

tos independientes.

17
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1.7. ~Metodologia

1.7.1. Calculo de fibonacci en grafos

Para calcular el indice Merrifield-Simmons, se utiliza un método que involucra un recorrido
hamiltoniano en una cuadricula hexagonal isomorfica, aplicada a sistemas bencenoides
(ver Figura ). Lad€écnica a utilizar es la serie de numeros Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8. ..

que nos permite contar los‘conjuntos independientes para ciertas estructuras en grafos.

| | |

15/14\13/12\11/10\9/8

16 18 20 22
I e A T Y

30 28 26 24
T V) TR T

Figura 1.10. Sistema bencenoide H,; en malla hexagonal

Contar el numero de conjuntos independientes i(G) €énun grafo G implica recorrer el
camino hamiltoniano Hc de G segun (El-Basil, 1988a). Durante este recorrido, el primer
par de valores comienza con (o;, ;) = (1,1). Para las siguientes aristas identificadas,
se aplica una de dos reglas. La regla de recurrencia de Fibonacci (1.1) cuando la arista
visitada es una arista de arbol o una regla de sustraccién (1.2) ‘ciando se reconoce
una arista frond (o arista de retroceso si nos referimos a busquedas”en_profundidad).
Si consideramos que v; pertenece al camino B,, y v;,; €s el siguiente vérticeque visitara
una arista del arbol (v;,v;;1), entonces se aplica la siguiente ecuacion de recurrencia para

calcular la carga (o,+1,Byv,+1) en funcion de la carga (o, By,):

18



Capitulo 1. Protocolo de tesis

(avi+1’Bvi+l) : a"i+1 = a"i +BVi; ﬁViH = avi (1 '1)

Llamamos al anterior par de recurrencias, recurrencia de la regla de Fibonacci, porque
cuando se aplican sobre un camino P, obtenemos la identidad de conocimiento i(P,) =

Oy +1+ By+1 = Fo+ Fop1 ©\8F,42, donde F, es el enésimo numero de Fibonacci.

(O‘Wﬁw)i = (amﬁw) N (07BVW) = ((XW7BW - ﬁv,W) (1 2)

llustremos nuestra propuesta con“ufi‘ejemployen la Figura[1.11], mostramos cémo calcu-
lar el M — S del grafo. EI camino hamiliohiano utilizado para recorrer GesA—B—C—D—E.
Se abre un hilo primario L, y se aplica laftincion de recurrencia (1) al inicio del calculo de
I1(Gs): L, : (1,1) — (2,1) = (3,2) — (5,3) —¢(8,5). Obsérvese que las cargas temporales
(a,;, By;) pueden almacenarse en el vértice v; 'y marcarse_eomo visitadas. Para cualquier
par de vértices (v,w) € S, donde S es un conjunto independignte v y w son adyacentes, y
si la arista (v,w) se identifica como arista frond, en este caso (E,B) es la arista frond, se
abre un hilo secundario L, paralelo a L,; es decir, L, : L;: (0,1) = (#0) — (1,1) — (2,1)
cuando la caminata visita el vértice v y w ya ha sido visitado, entonces se,aplica la regla
de resta (2), que permite calcular la carga del vértice v a partir de una catga del vértice
u; y para cada arista frond que se encuentre. El apartado 3.2.5 lo explica con detalle. Por
lo tanto, /(G)= {0}, {A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {A,C}, {B,D}, {C,E}, {E,A}, {D,A}, {A,CIE}} = 12.
S C V(G) es un conjunto independiente. Si Ax,y € S,{x,y} ¢ E. I(G) = S/S. En |a Tabla[{.§|

se puede ver el calculo de los conjuntos independientes respecto a la Figura
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Figura 1.11. Grafo G con 5 vértices

Tabla 1.8. Conteo de Conjuntos independientes por la secuencia fibonacci

Hilo A B C D E i(G)
(a1, B1) | (oayB3) | (03, B3) | (o, Ba) | (05, Bs)
o | (d1)= | @15 | 32 — | (63)— | (85) | (85)
Ls 0,1) > F1L0)= | (1) = | @1) |-0.1) | (84)=8+4=12

Siguiendo con nuestra sistematica, <€l arbol binario de la Figura presenta todas las

combinaciones posibles formadas con'los\cinco vértices del grafo G, considerando que

ninguno de sus vértices es adyacente a.otroy(Bracho y Sanchez, 2000a). El simbolo

negativo indica que el vértice no puede formar parte de la combinacion. Al final de la

construccion del arbol binario, podemos ver quethay, 12 conjuntos independientes (y eli-

minamos los vértices B y E (vértices en rojo), que ferman la arista frond. Ademas, apli-

cando el recuento de la secuencia de Fibonacci de |a Tabla [1.8] confirmamos que los

resultados, que tienen una importancia significativa, coinciden,

N
/\

//\

-C C
/ \ \ / \ | / \
D D D D D
\ / \ / \ N I\ \ N
E E -EE E E-E E-E -E E -E

Figura 1.12. Arbol binario de conjuntos independientes
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1.8. ~Cronograma de actividades

Tabla 1.9. Lista de Actividades

2023 2024 2025

No | Actividad ier 2do | 1er 2do | 1er 2do
1 | Recopilaciéon y revision de la Informacion | X X - - - -
2 | Estado del arte X X - - - -
3 | Desarrollo del protocolo de tesis X X - - - -
4 | Diseno del Algoritmo - X X - - -
5 | Analisis de complejidad - X X - - -
6 | Construccion del prototipe - - X X - -
7 | Validacién exhaustiva dél algoritmo - - - - X X
8 | Presentacion de avances X X X X X X
8 | Entrega de proyecto final - - - - - X
9 | Actividad de retribucion’social X X - - - -
10 | Redaccidn de articulos X - X - X -
12 | Estudio de Cursos alternos - X X X X X
13 | Presentacion final de la tesis de‘grado - - - - - X
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Resumen: En este articulo, presentamos la estructura molecular del benceno como un
anillo hexagonal regular y una malla hexagonal isomorfica, una estructura molecular intro-
ducida por Merrifield-Simmons (MS) en 1989, El indice MS, un indice topoldgico utilizado
en quimica matematica, es el numerode conjuntos independientes de un grafo G. Este
indice desempefia un papel crucial ennuestra gomprension de las estructuras molecu-
lares complejas. La estrategia para calcular el indiceS implica la construccion de una
trayectoria hamiltoniana en el grafo de entrada” Estas estructuras se discuten en campos
como la quimica teédrica y computacional. Por lo tanto, propenemos un nuevo método de
ramificacion y limite para contar conjuntos independientes en\mallas bencenoides poli-
gonales, destacando su importancia en el estudio del analisis de gstructuras moleculares

complejas y su aplicabilidad en campos cientificos interdisciplinarios:
Palabras clave: Benzenoid, Independent Sets, Hamiltonian Path.
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2.1. “Introduccion

La forma molecular del benceno se representa como un anillo hexagonal regular, tal y
como se mueéstra en la figura[2.1] en el que cada vértice contiene un &tomo de carbono.
Estos atomos de.carbono estan unidos entre si por enlaces simples y dobles alternos.
Como resultado, la-melécula de benceno es plana y presenta simetria hexagonal (Gut-
man, [1982b). Una rejilla"hexagonal isomérfica es una estructura de rejilla formada por
hexagonos regulares coneetados entre si. En una red cuadrada o rectangular, donde los
elementos de la red son cuadrados o rectangulos, en una red hexagonal isomoérfica, los
hexagonos son las unidades basicas de la red, formando una red poligonal, donde cada
poligono comparte un borde con los#poligonos adyacentes, lo que crea una estructura
regular y simétrica, como se muestra.enla figura Por lo tanto, si consideramos la
estructura molecular como un esqueleto, podemos representarla como un grafo G, don-
de los atomos de carbono representan-los vértices y las adyacencias atomicas son los

bordes del grafo o aristas (R. E. Merrifield. y Simmons, 1980).

Figura 2.1. Forma molecular del benceno

Figura 2.2. Malla hexagonal

El indice Merrifield-Simmons (MS) (Simmons y Merrifield, [1977), que en teoria de grafos
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se conece como el numero de Fibonacci de un grafo i(G), es un indice topoldgico utilizado
en quimica-matematica (Hosoya, 1971}, Vesel, 2013) que representa el numero de conjun-
tos en el grafo'G. Los conjuntos independientes se estudian principalmente en el campo
de la informatiea,\ya que los grafos son una herramienta poderosa para modelar proble-
mas de la vida real. El objetivo es contar los conjuntos independientes en un conjunto de
bencenos que forman_una malla poligonal. Los conjuntos independientes tienen aplica-
ciones potenciales en diversas areas, como la industria, desde las telecomunicaciones y
la logistica hasta las finanzas'y la planificacién estratégica (Wurtz et al., 2022b), ademas
de mejorar la colaboracién yda gestion de datos. En la computacion cuantica adiabati-
ca, resolver el problema del conjunta independiente implica encontrar todos los estados
fundamentales computacionales de un-hamiltoniano de muchos cuerpos HG(V,E) (Yin
et al., [2023b). Ademas, los conjuntos independientes mejoran la asignacion de recursos
y la distribucion de tareas en las/redes infarmaticas. Un algoritmo exacto, como el de
ramificacion y limite, puede resolver ‘con precision redes grandes, como sefiala (Lamm

et al., 2017b).

2.2. Notacion

Sea G = (V,E) un grafo simple no dirigido con un conjunto-de veértices V y aristas E.
I(G) = {S/S es un conjunto independiente en G}, entonces I(G)"es'el conjunto de todos
los conjuntos independientes de G. i(G) = |I(G)|, entonces i(G) es el'nimero de conjuntos
independientes de G. La conexidn entre los vértices u y v se representa como uv. También
utilizamos la notacién {u,v} para denotar el borde uv. Definimos N(x) ={ y EN"3{x, y} € E}

como el vecindario de x € V.

Definamos algunas notaciones. Nfx] = N(x) U {x} representa el vecindario cerrade-de. x.
Usamos |A| para denotar la cardinalidad de un conjunto A. De manera similar, el grado.de

un vértice x se denota como 6(x) = |[N(x)|, mientras que el grado del grafo G es A(G) =
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max{8/x) : x € V}. Un conjunto S C V(G) de vértices de G es un conjunto independiente
en G si, para cualquier par de vértices (u,v) € S, entonces (u,v) no son adyacentes en
G.SeaveV(G). ILG)={SellG):veS} [,(G)={SeclG):v¢gS]) Parael
calculo del indice, MS, se han desarrollado diferentes algoritmos para contar conjuntos
independientes en estructuras de cuadricula plana que facilitan el conteo aplicando el

recorrido por filas y edlumnas o viceversa (De Ita Luna et al., [2023b).

En nuestra propuesta, el'elemento principal consiste en asignar una carga («,, ;) a cada
vértice v del grafo. Esta carga (o, 3f3,) se calculara al visitar v durante un recorrido de G, lo
que garantiza un proceso sencillowy eficiente. (a,, B,) = (|I-,(G)|,|I,(G)|) denota la carga
del vértice v € V(G). Para procesarelsnumero de conjuntos independientes en cualquier
camino P,, utilizaremos un hilo de calculo, o, simplemente, un hilo. Un hilo de calculo es
una secuencia de pares (a,,,B,,),4= 1,.%,n, que se utiliza durante el célculo incremental
de i(B,), i = 1,...,n, donde los n bordes.de P, son bordes de arbol, y cada par (a,,,By,)

indica la carga del vértice v;.

Simbolizamos con — cuando se aplica la regla de Fibonacci (2.1). En la ruta hamiltoniana

de un grafo, simbolizamos el inicio del recorrido con |-,y el final con >|.

En el campo matematico de la teoria de grafos, una ruta hamiltoniana se define como
una secuencia de aristas consecutivas en un grafo en la que se visitan todos los vértices
exactamente una vez. Si el Ultimo vértice visitado es adyacente al ptimero, se denomina

ciclo hamiltoniano.
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2.3. ~Topologia poligonal para contar conjuntos indepen-

dientes

Proponemos cfear un algoritmo innovador disefiado para calcular el indice de Merrifield-
Simmons en sistemas bencenoides regulares H,,, que consisten en cuadriculas hexago-
nales con r filas y  columnas, como se muestra en la figura[2.3] Este algoritmo comienza
con un recorrido hamiltoniano de tiempo lineal en una cuadricula hexagonal isomérfica de
H,;, mientras que simultaneamente calcula de forma incremental el nimero de conjuntos
independientes. La complejidadstemporal de este enfoque es menor que la del método
de la matriz de transferencia cuande. se aplica al calculo del indice MS en grafos de rejilla

(Euler, 2005a).

| | |

15/14\13/12\11/10\9/8

16 18 20 22
T~ 19T ) o o3

| | | |

30 28 26 24

Figura 2.3. Sistema bencenoide H,,

2.3.1. Estrategias para calcular el indice Merrifield-Simmons
2.3.1.1. Busqueda en profundidad

El algoritmo DF' S, o algoritmo de busqueda en profundidad, es conocido por preporcionar
los pasos necesarios para explorar todos los nodos del grafo sin repetir ninguno de ellos.
La figura [2.4) muestra la ruta DFS(G,v) en profundidad con el nodo de origen A. La‘idéa

es
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= Se'marca el nodo v.

= Si todos dos nodos adyacentes a v estan marcados, entonces TERMINAR; de lo

contrario,se elige un nodo w adyacente a v que no esté marcado.

= Se ejecuta‘el proceso DFS(G,w).

B/A\D
N\ C
E F / O\

G H
Ny

Figura 2.4.0FS Ruta (A, B, E, F, C, G, |, J, H, D)

2.3.1.2. Camino hamiltoniano

El primer paso de nuestro método-para contar conjuntos independientes en un grafo
consiste en construir una ruta hamiltoniana (H¢) sobre el grafo de entrada G. Durante
este recorrido, H, visita cada vértice del‘grafo exactamente una vez, identificando cada
arista del grafo como una arista de arbol o unajarista de frond. Aunque encontrar un ciclo
hamiltoniano en cualquier grafo es un problema clasico NP~ completo, en este caso las
restricciones se relajan al considerar caminos en lugar de.giclos, lo que evita volver al
mismo punto de partida. Esta relajacion es méas evidente cuando se examinan topologias
de grafos como las mallas, donde la busqueda de un H. se convierte en un problema
de complejidad temporal lineal. Un ejemplo es el caso de las mallas regulares, donde H,

puede seguir una ruta a traves de filas, alternando direcciones en filas pares e impares.

2.3.1.3. Calculo de Fibonacci en grafos

Contar el numero de conjuntos independientes i(G) en un grafo G implica recorreriasuta
hamiltoniana H, de G (El-Basil, 1988b). Durante este recorrido, el primer par de valores

comienza con (a;, B;) = (1,1). Para los siguientes bordes identificados, se aplica una
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de dossfeglas. La regla de recurrencia de Fibonacci: (2.1) cuando el borde visitado es
un bordesde arbol o una regla de sustraccion, (2.2) cuando se reconoce un borde de
frond (o borde posterior si se refiere a busquedas en profundidad). Si consideramos que
vi pertenece aslayruta P, y v;r1 es el siguiente vértice que visitara un borde del arbol
(vi,vi+1), entonceés se aplica la siguiente ecuacion de recurrencia para calcular la carga

(@11, beta, 1) en fungion de la carga (o, By,):

(O‘Vm aﬁvm) ‘o Oy = Oy + By;; ﬁvm =y, (2.1)

Llamamos al anterior par de recurfencias "la recurrencia de la regla de Fibonacci"porque
cuando se aplican a una ruta P, +~0btenemeos la identidad de conocimiento i(B,) =

Oy +1+ By+1 = Fy+ Fyy1 = F,42, donde-Fi-es el numero de Fibonacci n-ésimo.

(aW7ﬁW>i = (OCW,BW) - (07ﬁVW) = (O‘mﬁw - ﬁvw) (2.2)

llustremos nuestra propuesta con un ejemplo; en la figura mostramos cémo cal-
cular el indice M — S del grafo. La ruta hamiltoniana utilizada para recerrer G es A —
B—C—D—E. Se abre un hilo principal L, y se aplica la funcion de recurrencia (2.1)
al comienzo del calculo de i(Gs) : L, : (1,1) = (2,1) = (3,2) — (5,3) — (8,5).¢Tenga en
cuenta que las cargas temporales (o, B,;) se pueden almacenar en el vértice v,y mar-
car como visitadas. Para cualquier par de vértices (v,w) € S, donde S es un conjunto

independiente y v,w son adyacentes, y si el borde (v,w) se identifica como un borde
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de frond, en este caso (E,B) es el borde de frond, se abre un hilo secundario Ls pa-
ralelo a_Lp; es decir, L, : (0,1) — (1,0) — (1,1) — (2,1) cuando el recorrido visita el
vértice v y#w sya han sido visitados, se aplica la regla de sustraccion (2.2), que per-
mite calcular latcarga del vértice v basandose en la carga del vértice u; y para cada
arista de frond quesse encuentra. La seccidén 3.2.5 explica esto en detalle. Por lo tan-
to, i(G) = {0}, {A}, {B}{C}. {D}.{E}.{A,C}.{B.D}.{C,E},{E.A},{D,A} {A,C.E}}| = 12.
S C V(G) es un conjuntorindependiente. Si Ax,y € S, {x,y} ¢ E. i(G) = §/S.

Figura 2.5. Grafo G con 5 vertices

Tabla 2.1. Contando conjuntos independienies mediante la secuencia de Fibonacci

Thread | A B c D E i(G)
(01, B1) | (a2, B2) | (o, B3) | (ou,"Bayy (os, Bs)
Lp l-(1,1) — | 2,1)— | (8,2) = | (5,3) — (8,5) (8,5)
Ls O0,1)—| (1,00—» | (1,1) — (2,1) -(071), | (8,4) — i(G) =8+4=12 >|

Continuando con nuestro enfoque sistematico, el arbol binario de la figura presenta
todas las combinaciones posibles formadas con los cinco veértices del grafo G, conside-
rando que ninguno de sus vértices es adyacente a otro (Bracho y Sanchez, 2000b). El
signo negativo indica que el vértice no puede formar parte de la combinacién: Al final de
la construccion del arbol binario, podemos ver que hay 12 conjuntos independientes (y
eliminamos los vértices By E, que forman el borde frontal). Ademas, aplicando ef eonteo
de la secuencia de Fibonacci de la tabla 2.1 confirmamos que los resultados, qué_son

de gran importancia, coinciden.
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Figura 2.6. Arbol binario de conjuntos independientes
2.3.2. Conteo de conjuntos independientes en topologias basicas
2.3.2.1. Grafo de cadena lineal

Sea G = (V,E) con A(G) =2, siendo G'un/grafo en cadena con n nodos, por lo tanto |V|=n
Yy |E| =m =n—1. Ordenemos los.nodos en G como V = v,v,,...,v, de tal manera que se
cumpla E = ¢y, ...,Cn1 = V1,V2,V2, V3% cens V2, Vi—b Vn—1,Vn €S decir, [v(c;))Nv(cit1)| =1,i=
l,...n—2.G;,i=1,...,n siendo G; el subgrafo inducido de G. La técnica basica para contar
el numero de conjuntos independientes’i(G;) en G,«de G es una estrategia incremental
(Samotij, 2015; Okamoto et al., [2005) que se basa ensaseciar un par de valores («;, 3;) a
cada nodo v; €V, i=1,...,n. La ruta comienza en uno de-os extremos del nodo v; o del
nodo v, visitando su nodo adyacente de forma lineal. El primerpar de valores comienza
con (o4, B;) = (1,1). La relacién de recurrencia considera que se.eonoce el valor (o, 3;)
asociado al subgrafo inducido G; de G tal que i(G;) = («;, B;). El nuevo par de valores
(a;11,Bi+1) se construye basandose en (o, B;) aplicando la recurrencia que genera a los

numeros de Fibonacci o1 = o; + i, Bir1 = o.

OmOmOmOmOmnG

Figura 2.7. Cadena lineal

(o1, B1) = (g, B2) = (03, B3) = (o4, Ba) = (05,B5) = (a6, Bo)
1,1) — 2,1)— (3,2) — 5,3) — (8,5) — (13,8)

La tabla [2.2 muestra el conteo de conjuntos independientes obtenidos al aplicar la se-
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cuencia‘de Fibonacci en el grafo en cadena que se muestra en la figura 2.7} Por lo tan-
to, (oy,B:)=(E;11,F;) entonces i(G;)=0;+Pi=F;+1+F=F;1», i = {0,...,n} es decir, para n =6,
Z(G) = i<G6) =F7+F6=Fg =21.

Tabla 2.2. Conjuntos independientes del grafo de cadena lineal

A B C D E F

(ar, Br) — {(a07 B2) — | (a3, B3) — | (a4, Ba) — | (s, Bs) — | (@, Bs)
(1,1) — (2y1) — (3,2) — (5,3) — (8,5) — (13,8)
(Fz,Fl) — (Fg,Fz) — (F4,F3) — (F5,F4) — (F6,F5) — (F7,F6)a

2.3.2.2. Ciclo simple de un grafoe

La figura muestra un grafo que contiene un ciclo simple. El conteo de conjuntos in-
dependientes inicia un hilo principal (L,); el.par de valores comienza con (¢;, ;) = (1,1),
y el hilo secundario (Ly) inicia la reetrréncia’de la secuencia con (o, ;) = (0,1), donde
i=1,...,m. El Gltimo par es (o, Bn) = (0;Bw), d€ modo que la serie ((oy,B;1) = (0,1) —
(,B2) =(1,0) = (a3,B3) = (1,1)... = (i Bw) — (0, Ba)).nos da el valorde [S € i(G') : v, €
SAvy € S|. La serie anterior corresponde a la“siguiente serie considerando los numeros

de Fibonacci: [ =0y F, =1, (Fy,F1) — (F1,Fy) = (F2, F1) 2% 5— (Fp—1,Fn-2)-

(G, Bn) = (0, Bm); i(Ge) = (G, Bm) — (0, Bawm))

Para calcular el cierre del ciclo (De Ita et al., 2020b), aplicamos la regla (2.2); el ultimo par
(am, Bm) del hilo secundario (Ls) es (&, Bn) = (0, Bw), donde {v,,,vo} € E(G) representa el
borde hacia atras que cierra el ciclo de G y se resta del ultimo par del hilorprimario (Lp).
Por lo tanto, ((04, Bm) — (0,Bm)) = ((o%, Bs) — (0,Bs))=(13,8) — (0,3) = (13,5), obtenemos
que i(Gc) = 13 + 5, es decir, 18 es el numero total de conjuntos independientes..Este
conteo se muestra en detalle en la Tabla[2.3, donde podemos ver el conteo de conjuntos

independientes de G.
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A F
B @ @ E
Figura 2.8. Ciclo simple
Tabla 2.3. Conjuntos independientes de grafos de ciclo simple

Hilo A B C D E F

(ou, By’ (0, B2) — | (a3, B3) — | (a4, Bs) — | (ats, Bs) — | (0t6, o)
Lp (1,1) > ~2,1)— | 32— | 653)— | (85 — | (13,8) |(13,8)
Ls o1 — |["(1,0=— | A, )—= | 21)— | B2 — | (53) |-(0,3)*

Fo=0,F =1|(B,FR)—= | (F#) = | (Fi,F3) — | (F5,Fs) = | (F,F5) — | (F7,F) | (13,5)

2.3.2.3. Ciclo y cadena lineal de uncgrafo

La figura [2.9 muestra un grafo con’hueve nodos, donde los nodos A,B,C,D,E,F y A for-
man un ciclo. Se sigue el procesa-€xacto para.contar los conjuntos independientes en
un ciclo para un grafo de ciclo simplé,.estudiado_anteriormente en la seccion [2.3.2.2] el
célculo se muestra en detalle en la tabla[2:4] Cuando el nodo F cierra el ciclo, se aplica
la regla de arista inversa o sustraccién (2.2), obteniéndese como resultado el par (13,5)
— y continuando con el calculo de la secuencia lineal aplicando la regla de Fibonacci
(2.1) en los nodos G, H,I hasta terminar el recorrido del gréafico, El nimero total de con-
juntos independientes i(G) es igual a la suma del ultimo par (49,31)= 49+31, es decir, 80

conjuntos independientes.

(c)—4(D)
(0@

Figura 2.9. Ciclo simple y cadena lineal

E
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Tabla 2.4. Conjuntos independientes del ciclo simple y la cadena lineal del grafo

Hilo |« A B C D E F G H I

(a1, B1) | (2, Ba2) | (0, B3) | (a4, Ba) | (s, Bs) | (@, Bo) | (o7, B7) | (as, Bs) | (0o, Bo)
Lp | (1,1) +}\(2,1)— [(3,2) — |(5,3) —|(8,5) —|(13,8)—
Ls [(0,1) — |11,0)— |(1,1) —=|(2,1) —|(3,2) — | (5,3)—
(13,5 —1(18,13)— | (31,18)— | (49,31)*

Figura 2.10. Dos hexagonos unidos por una arista

Tabla 2.5-Ciclo 1

Hilo A B C B E F

(a1, Br) — | (@2, Bo) — | (a5, Bs) i (ou, Pd) 2| (s, Bs) — | (a6, fs)
Lp | (1,1)—= | 21)= | (32 —=|53) — |85 — | (138) | (13,8)
Ls | 0,1) = | (1,0— | (1,) = | (21)— |32~ | (53) |-(03)
(13,5)

Tabla 2.6. Ciclo 2

Hilo G H I J K L

(ou, 1) — [ (0, B2) — | (a3, B3) = | (a4, Bs) = | (s, Bs) = | (ts"Be)
Lp |(18,13) — | (31,18)— | (49,31) — | (80,49) — | (129,80) — | (209¢129))
Ls | (0,13) — | (13,0)— |(13,13) —|(26,13) — | (39,26) — | (65,39)
(209,129
-(0,39)*
(209,90)
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2.3.2.4+ Hexagonos connecteados por aristas

La figurd 2,10 muestra el caso de un grafo con dos ciclos conectados por un borde puen-
te. Aqui se realiza el mismo proceso para los ciclos simples y, una vez encontrado un
borde posterior,. se cierra el primer ciclo, se aplica la ecuacion (2.2) y se continta cal-
culando los conjuntes independientes segun la regla de Fibonacci. Las tablas [2.5]y
muestran que los calculos’del total de los conjuntos independientes i(G) son iguales a la

suma del ultimo par (209;/90)= 209+90=299 conjuntos independientes.

2.3.2.5. Hexagonos conectados por vertices

Se han desarrollado algoritmos paras€ontar conjuntos independientes en estructuras de
cuadricula plana que facilitan el conteo, aplicando el recorrido por filas y columnas o
viceversa (De Ita Luna et al., 2023b). Nuestra propuesta algoritmica procesa las aristas
frond en dos fases. Sea v,w un arista,frond/de-un grafo G. En la primera fase, cuando
un hilo principal del recorrido (L,) visita-el primer vertice v de la arista frond, se debe

duplicar el nimero de hilos activos y de hilos de céleulo (Ly).

Figura 2.11. Tres hexagonos unidos por vertices

O OO OS O

Figura 2.12. Malla de tres hexagonos unidos por vertices

ONC

Supongamos que (a,,f,); es la carga asociada al hilo activo L; al visitar el vértice v. Se
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crea un”nuevo hilo L,,,, que esta subordinado al hilo maestro L;, y con un par inicial
asociado«®, B,),,. Por lo tanto, la etiqueta vwi de L,,,; es también un puntero a su hilo
maestro L;«#La segunda fase en el procesamiento de la arista frond (v,w) es cuando el

recorrido visitasel'vértice w, y v ya ha sido etiquetado como un vértice visitado.

Por lo tanto, el control se mantiene en el vértice w. Supongamos que (a,,, B,); €s la carga
del vértice w en el hilo_maestro L;. Mientras tanto, (a,., Bww)yw €S la carga de w en el hilo
subordinado L,,,. Entonces,la regla de sustraccion de la ecuacion (2.2) actualiza la carga
de w en L;. Tras la aplicacion de esta conteo, el hilo subordinado L,,, se cierra. De esta
forma, cualquier hilo en el que ‘@parezca la particula vw debe cerrarse, lo que disminuye

el nUmero de hilos activos.

Es posible calcular el numero de conjuntes independientes de una cuadricula tomando
como guia la ruta hamiltoniana H_ 4 aunqueda:complejidad temporal es de orden exponen-
cial sobre el numero maximo de aristas frond’en,cualquier fila de la cuadricula, dado el
nuamero de ciclos que se mantienen abiertos'durante-la-ruta Hc. Las conteos de Fibonacci

y de sustraccion son suficientes para procesar, una fila de fichas de una rejilla hexagonal,

como los de las las figuras y2.12

2.4. Algoritmo de ramificacion y poda

2.4.1. Sistema bencenoide

La primera etapa de nuestro método para calcular el indice de MerrifieldSimmons en
bencenoides I(H,,;) consiste en insertar el sistema bencenoide H,; de la figura en
una malla hexagonal regular HG como se muestra en la figura [2.13| donde en lugar de

cuadrados convencionales, consideramos hexagonos.
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1 2 3 4 5 6 7
15 14 13 12 11 10 9 8
16 17 18 19 20 21 22 23

30 29 28 27 26 25 24

Figura 2.13. Malla hexagonal regular HG,, ,,

Ambos grafos, el sistema-bencenoide H,, y la malla hexagonal regular HG, son isomorfos
y poseen el mismo numero de’hexagonos. Designamos el numero de filas en HG como

m 'y el nUmero de columnas efadasprimera fila como n.

Por lo tanto, HG,,, representa unasmalla hexagonal con m filas, donde cada fila tiene n
o n+ 1 columnas. La primera fila en HG,,, tiene n vértices, mientras que las filas 2 y 3
tienen n+ 1 vértices. La fila 4 vuelye a tener n vértices, y las dos filas siguientes tienen
n—+ 1 vértices, y asi sucesivamente..El numero de hexagonos es el mismo en cada fila de
HG,, ,, por lo que los hexagonos de H,, estan relagionados uno a uno con los hexagonos

de HG, ;.

La insercion de un sistema bencenoide H,, en una malla_hexagonal regular HG,,, se
puede realizar en tiempo lineal en r-¢, gracias a la existeneia'de algoritmos de tiempo li-
neal que crean la insercidén de un grafo plano en una malla (Vadhan, |2001a). Por lo tanto,
podemos representar las aristas de HG,,, como segmentos de. linea recta. HG,,, solo
tiene vertices de grado dos o tres. Las aristas se dividen en dos tipes: aristas horizonta-
les con vértices {(i,)),(i,j+ 1)}, donde i=1,....m,y j=1,...,n; y aristas verticales con
vertices {(i,j),(i+1,j)} o {(i,j),(i+1,j+1)},0{(,J),(i+1,j—1)} dependiendo de la fila

considerada.
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2.4.2.7 Ramificacion y poda

1. Camino hamiltoniano
La ruta‘hamiltoniana Se puede formar basandose en una ruta a través de las fi-
las de la ‘euadricula cambiando la direccidén de la ruta de izquierda a derecha en
las filas impares_y» de derecha a izquierda en las filas pares. Comenzamos cons-
truyendo una ruta_hamiltoniana I ,(G) que recorre cada vértice de HG,,, una vez.
Para los vértices dergrado 2, 6(v) = 2, el caminante visita ambos bordes y continta
la ruta; para los vértices de grado 3, 6(v) = 3, el caminante visita los tres aristas
y comprueba si el grado ‘dessus vecinos es igual a tres. Si 6(N(v)) = 3,N(v) =3,

entonces v es el vértice seleeCionado para aplicar la poda, como se muestra en la

2.14] subseccion (a).

2. conteos de conteo
Conjunto de conteos de conteo\que se aplicaran a los aristas (o vértices) durante
el camino (Morrison et al., 2016). Laruta hamilioniana Se puede formar basandose
en una ruta a través de las filas de la cuadricula cambiando la direccion de la ruta
de izquierda a derecha en las filas impares y de _derecha a izquierda en las filas
pares. Comenzamos construyendo una ruta hamiltoniana 7 ,(G) que recorre cada
vértice de HG,,, una vez. Para los vértices de grado-2; 6(v) = 2, el caminante
visita ambas aristas y continda la ruta; para los vértices de./grado 3, o6(v) = 3, el
caminante visita los tres aristas y comprueba si el grado de sus vecinos es igual a
tres. Si §(N(v)) =3,N(v) = 3, entonces v es el vértice seleccionado para aplicar la

poda, como se muestra en la figura[2.14], subseccion (a).

3. conteos de conteo
Conjunto de conteos de conteo que se aplicaran a los aristas (o vértices) durante

el recorrido. (Morrison et al., [2016).
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a) conteo de ramificacién:

b) El vértice a seleecionar debe ser de grado 3, es decir, 6(v)=3; por ejemplo, en

la figura[2.14], seccidn{a), se muestra el vértice que se ha seleccionado.

c) Sus vecinos también deben ser de grado 3, es decir, (N(v))=3; en la figura
2.14] parte (b), se pueden yer, cudles son los vecinos de v, en este caso, son

{12,10,20}.

Al implementar la regla de ramificacion/(2.3) en elwvértice v, se generan dos nodos, v; Yy v,
a partir del nodo actual en el arbol de ¢éleulo. El subgrafo asociado con v, se establece
como G; = (G —v), mientras que el subgrafe~asociado’con v, se establece como G, =
(G — N[v]). Tenemos un problema similar para cada subgrafo G;,i = 1,2 que teniamos
con la cuadricula original HG. Si resolvemos el problema“de/forma recursiva y r; es su
solucion, entonces la solucién completa para r = i(HG) es r= r; + rp. El procedimiento
anterior determina un arbol enumerativo cuyas hojas corresponden.a las instancias de
subgrafos denominadas casos base del arbol enumerativo. El proceso de‘ramificacion se
repite hasta que se completa la ruta de todo el grafo y el caminante de la rutashamiltoniana
no encuentra otro vértice que satisfaga las conteos. Es el momento de aplicar el conteo
de conjuntos independientes a los casos basicos resultantes, que se muesiran en la

subseccién (d) de la figura|2.14} utilizando la serie de Fibonacci.

Una vez definidos los casos base, aplicamos las estrategias computacionales para contar
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1 2 3 4 5 6 T
| | |
15 14 13 12 11 10 9 8
| | | |
16 17 18 19 20 21 22
(a) Vértice seleccionado (v=11) en HG,,
1 2 3 4 5 6 T
| | |
15 14 13 12 11 10——9—38
| | |
16 17 18 19 20 21 22
(b) Vecinos N(v)
N(v) ={(12/411,12}),(10/{11,10}),(20/{11,20}) € E}
1 2 3 4 5 6 T
|
15— 14— 13 ™ 11 10 9—38
| | |
16 17 18 19 20 21 — 22

(c)-Vecindad cerrada
N{V}=412,10,20} U {11}

12— 3°"#4—5—6—7
| | | |

15— 14 —13(—H2 — {{~40 —9—8

16 —17 — 18 — 19 — 20 —2¥ - 22

/ Graph G

1—2—397% 5 67
| | | |
15— 14—-13—12 11 10—9—8
| | |
16 —17 — 18 —19 — 20 — 21 — 22 G-N}]
1— 2345 gty

| |
BASIC CASE 15—14 — 13 12 11 10 9 —8
|

16 —17—18—19 20 21 —22
BASIC CASE
(d) Caso base
Figura 2.14. Ramificacion y poda
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conjuntos independientes en estructuras basicas simples y estructuras de malla, como la
cadena lineal, el ciclo simple, el ciclo simple y la cadena lineal, los hexdgonos conectados
por aristas ylos hexagonos conectados por vértices, tal y como se presentd en la seccidon
La complejidad temporal del algoritmo de ramificacion y poda viene determinada
por la recurrencia i(6) = i(G —v) +i(G — N[v]). Nuestra propuesta sigue presentando una
complejidad temporal exponencial, pero no muestra el caracter combinatorio explosivo

que tiene el método clasieo de la matriz de transferencia para calcular i(HG ).

2.5. Conclusion y trabajo futuro

Hemos presentado una propuesta ‘desramificacion y poda para calcular el numero de
conjuntos independientes en mallas hexagonales, denotadas como HG,,,, donde m re-
presenta el numero de filas y n ‘el numero-de columnas. En nuestro enfoque, utilizamos
la conteo de ramificacién para dividir el'grafo eén subgrafos méas simples. Nuestra estrate-
gia consiste en descomponer el grafo ariginal en subgrafos planos externos, tratdndolos
como casos basicos. La complejidad temporal de ndestro enfoque para este calculo es
significativamente menor que la requerida por el método.Clasico de la matriz de transfe-

rencia para lograr el mismo resultado.

En el futuro, tenemos previsto investigar técnicas de optimizacidén-combinatoria para re-
ducir la complejidad del algoritmo de ramificacién y poda para calCular conjuntos inde-
pendientes en mallas hexagonales, y mejorar ain mas nuestra comprensioén y capacidad
para abordar este reto computacional de forma mas eficaz. Esto nos permitira tratar de
forma mas eficiente grafos mas grandes. Por lo tanto, esta propuesta podria-.aplicarse
como una solucion eficaz para procesar BIG DATA y otras redes complejas mediante la

optimizacién de la seleccion de nodos y la reduccién de redes.
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Resumen: En este trabajo de investigacion se propone un algoritmo para el calculo del
indice Merrifield-Simmons (MS) sebre.mallas de caras hexagonales. Este tipo de mallas
se usan para modelar grafos moleculares de grafenos, 0 de compuestos bencenoides
aromaticos, entre otros. El algoritmo utiliza una trayectoria hamiltoniana que recorre ca-
da vértice una sola vez en una cuadricula héxagonal isomorfica. El proceso incluye la
creacion de una lista de adyacencia, la constrdceion del grafo, su matriz de adyacen-
cia, y la realizacion de una busqueda en profundidad para identificar ciclos y aristas de
retroceso. De esta manera, se calcula de manera inefemental el numero de conjuntos
independientes existentes en las mallas hexagonales, obiehiéndose, ademas una reduc-
cidén de la complejidad temporal en tiempo del recorrido DFS.que es de orden lineal sobre
el nimero de aristas que tiene el grafo en el proceso de conteo en_.comparacién con los

métodos tradicionales usados para este fin.
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Capitulo 3. Algoritmo de deteccién de caras en grafos hexagonales: un enfoque para el
conteo de conjuntos independientes

3.1. ~Introduccion

La teoria de_grafos tiene su origen en el siglo XVIII con el problema de los puentes de
Kénigsberg. Este problema consistia en encontrar un recorrido que atraviese los siete
puentes sobre elrio Pregel, pasando por cada uno de ellos una Unica vez. Este dilema
se puede representar.mediante grafos, o que permite modelar de forma simple diversos
problemas que puedensresolverse computacionalmente. De manera anéloga, el célculo
de conjuntos independientes,(Cl) puede abordarse utilizando la teoria de grafos. El in-
dice Merrifeld-Simmons i(G) de un grafo G introducido por Merrifeld-Simmons en 1989,
es un indice topoldgico utilizados€n _quimica matematica (R. E. Merrifield y Simmons,
1989a); se define como el numero de~subconjuntos del conjunto de vértices, en el que
dos vértices cualesquiera no son adyacentes entre si, es decir, el nimero de vértices
independientes del conjunto de @&/ Sin embargo, éste indice en el &rea de la teoria de

grafos es denominado como el numere-de Fibonacci de un grafo i(G) ( Hosoya, [1973a).

El presente trabajo introduce algoritmos que buscan mejorar la complejidad de conteo de
conjuntos independientes (Cl). Estas técnicas, incluyen el recorrido de filas y columnas
(De lta Luna et al., |2023c) y transformaciones que pueden.ser similares a problemas de
recorridos sobre un tablero de ajedrez (Deng et al., 2017),"o_cual sugiere una aplicacién
de métodos combinatorios y geométricos sobre mallas hexagonales para identificar y
enumerar ciclos, lo cual es fundamental para analizar y optimizarredes, mejorar el reco-
rrido de grafos, seleccionar nodos estratégicos y reducir redes complejasiEstas técnicas
son valiosas para el analisis de grafos, ya que ayudan a simplificar estructuras complejas,
mejorar la eficiencia del procesamiento de datos y resolver problemas de eonectividad y
flujo. La tarea de contar conjuntos independientes es relevante porque esta, asociada
a aplicaciones en problemas de optimizacién, como la planificacion y la asignagion de
recursos, ademas de permitir conocer la temperatura a la cual los enlaces de compues-

tos quimicos se rompen y se determinan los puntos de ebullicién de dichos compuestos
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(indicesMerrifeld-Simmons del compuesto). Esta tarea es esencial para reconocer propie-
dades fisicoquimicas de compuestos formados por mallas hexagonales, como las placas

de grafenoy’les compuestos aromaticos, tales como los bencenos.

3.2. Preliminares

Sea G=(V, E) un grafo simple no dirigido con un conjunto de vértices V y aristas E. La
conexion entre los vértices.uy v se representa como uv. También usamos la notacién {u,
v} para denotar la arista uv. Deswértices son adyacentes si estan unidos por una misma

arista, y no son adyacentes cuande no lo estan.

Definamos N(x) =y €V :x,y € E comoa.vecindad de x € V. N[x] = N(x) Ux representa
la vecindad cerrada de x. Usamoe$ A/ para denotar la cardinalidad de un conjunto A.
Del mismo modo, el grado de un vértice x se denota como §(x) = |[N(x)|, mientras que
el grado del grafo G es A(G) = maxd{x)..x € VZUnconjunto S C V(G) de vértices de G
es un conjunto independiente en G, si para~cualquier par de vértices u,v € S, se cumple
que {u,v} no esta en E. Se denota por /(G)={S/S es un conjunto independiente en G
- el conjunto de todos los conjuntos independientes de @, mientras que i(G)=/I(G)] - es
el nimero de conjuntos independientes de G. Sea v € V(G);_se\denota por Iv(G) = {S €

I(G):veS}HI—v(G)={S€I(G):vno esta en S}.

Para el cémputo de conjuntos independientes se han desarrollado diferentes algoritmos
en estructuras reticulares planas que facilitan el conteo, aplicando el fecaorrido por filas
y columnas o viceversa (De lta Luna et al., [2023c) . Deng et al., 2017|transforman el
problema de formar los conjuntos independientes de un grafo en un problema’ equiva-
lente al movimiento de las piezas en un tablero de ajedrez. Proponemos un algeritmo
para calcular el indice Merrifield-Simmons (MS) R. E. Merrifield y Simmons, 1981al.en

sistemas bencenoides regulares Hr,t , que consisten en mallas hexagonales con r filas y
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| | | | |

18 16 14 12 10
19 °/ T TUi5— T3 41—

20 22 24 26 28
oA o3 Tho5 Thor— o

38 36 34 32 30
A e S

| | | | |

40 42 44 46 48
T g T4y Tas e Tar

Figura 3.1. Sistema bencenoide H,,

t columnas, como se muestra en la Figura [3.] El algoritmo inicia realizando un recorrido
hamiltoniano (lo que consume un tiempo-lineal sobre una rejilla hexagonal isomérfica de
Hr,t) mientras se va calculando de-ferma-simultdnea el numero de conjuntos indepen-
dientes que hay en la malla. La complejidad temporal de este enfoque es menor que la
del método de la matriz de transferencia(Euler,'2005b) cuando se aplica al calculo del

indice MS en grafos reticulares (De Ita et al.,2023a).

1 2 3 4 5 6 7 8 9
19 18 17 16 15 14 13 1‘2 11 10
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
39 38 37 36 35 34 33 32 31 30
40 41 42 43 44 45 46 47 418

Figura 3.2. Malla hexagonal regular HG,,

La primera fase de nuestro método para calcular el indice de MS en bencenoides-/(Hr,t)
consiste en redibujar el sistema bencenoide Hr,t que se muestra en la Figura 3.1 como

malla hexagonal regular HG como se ilustra en la Figura[3.2l En HG se dibujan hexago-

33



Capitulo 3. Algoritmo de deteccién de caras en grafos hexagonales: un enfoque para el
conteo de conjuntos independientes

nos endugar de cuadrados convencionales de las mallas cuadriculadas. Ambos grafos, el
sistema bencenoide Hr,t y la malla hexagonal regular HG, son grafos isomorfos y contie-
nen el mismo numero de hexagonos. Definimos como m el numero de filas de HGy como
n el numero de/€olumnas de la primera fila. Asi, HGm,n representa una malla hexagonal
con m filas, donde cada fila tiene n o n + 1 columnas. La primera fila de HGm,n tiene n
vértices, mientras que las filas 2y 3 tienen n + 1 vértices cada una. La fila 4 vuelve a tener
n vértices, y las dos filas-siguientes tienen n+1 vértices, y asi sucesivamente. El numero
de hexagonos es constante en cada fila de HGm,n, por lo que hay una correspondencia
uno a uno entre los hexdgonosde Hr,t y los de HGm,n. La insercidén de un sistema ben-
cenoide Hr,t en una malla hexagenal regular HGm,n se puede realizar en tiempo lineal
O(r*t), gracias a la existencia de algoritmos de tiempo lineal que permiten reducir un grafo
plano en una malla (Vadhan, |2001b). Perlo tanto, podemos representar las aristas del
HGm,n como segmentos de lineasrecta. HGat,n sélo tendré vértices de grado dos o tres.
Las aristas se dividen en dos tipos: aristas horizontales con vértices (i, j), (i, j+ 1), donde
i=1,...my j=1,...n;y aristas verticales,con vertiees (i, j),(i+1,j) o (i,j),(i+1,j+1),

o bien (i, j),(i+1,j—1) segun la fila considerada (De'lta et al., [2020c).

3.3. Meétodos para determinar el indice‘Merrifield-Simmons

Como paso inicial del método para calcular el indice Merrifield“Sinimons en una malla
hexagonal del grafo G, primero debemos identificar las caras construyendo un camino
Hamiltoniano (Hc) sobre el grafo de entrada, para luego seguir con“el conteo de los
conjuntos independientes aplicando el calculo de Fibonacci en grafos, que’se explica a
detalles en el apartado[3.3.3] Iniciamos identificando las caras con los datos dé-€ntrada,
luego se representan usando una lista de adyacencia y una matriz de adyacencia."Elgrafo
se construye a partir de la lista de adyacencia, y se aplica el algoritmo de busqueda.en

profundidad (DFS, por sus siglas en inglés) para recorrer el grafo. A lo largo del recorrido
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DFS, se rastrean los vértices visitados y se marcan en la matriz de adyacencia como
visitados.(con el valor 0); los vértices que quedaron marcados (con el valor 1) son los no
visitados y representan las aristas de retrocesos en el grafo. En base al recorrido DFS se
crea una lista enlazada e inicia la ejecucién del Algoritmo conteo de caras y aqui se van
anadiendo y enlazando las aristas de retroceso encontradas en la matriz de adyacencia,
que luego es utilizada_para identificar las caras (ciclos) del grafo. Finalmente, se grafica

el recorrido DFS como’las aristas de retroceso y los ciclos encontrados.

Por otro lado, la complejidad enstiempo del recorrido DFS es de orden lineal sobre el
numero de aristas que tiene el.grafo en HGm,n que es un factor constante del nimero
de hexagonos en Hr,t, que es defrorden O(r*t) (De Ita et al., [2023a). Mientras que la
parte de mayor complejidad es el procesamiento de las aristas de retroceso que existen
en el grafo, ya que lleva a aplicarse la regla de sustraccion (3.2) lo que puede llevar a
una complejidad exponencial en terminos del' numero de aristas de retroceso que sean

encontradas.

3.3.1. Trayectoria hamiltoniana

En el campo matematico de la teoria de grafos, un camine*hamiltoniano se define como
una secuencia de aristas consecutivas en un grafo en el que todos los vértices se visitan
exactamente una vez. Si el ultimo vértice visitado es adyacente al primero, se denomina
ciclo hamiltoniano (Vegi Kalamar, |2023). El primer paso de nuestro-métedo para contar
conjuntos independientes en un grafo consiste en construir un camino hamiltoniano (Hc)
sobre el grafo de entrada G. Este recorrido visita cada vértice del grafo'una sola vez,
clasificando cada arista como arista de arbol o arista de retroceso. Aunqué ‘encontrar
un ciclo hamiltoniano en cualquier grafo es un problema NP-completo, en este*caso, la
restriccidn se relaja al considerar caminos en lugar de ciclos, evitando la necesidad de

regresar al punto de partida. Esta relajacion es mas evidente en topologias de grafos
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como las mallas, donde la construccion del camino Hamiltoniano Hc¢ se convierte en un
problemasde complejidad lineal en tiempo. Por ejemplo, en mallas regulares, Hc puede

seguir unasuta a través de las filas, alternando direcciones entre filas pares e impares.

3.3.2. Busqueda en profundidad

El algoritmo de busqueda en profundidad (DFS, por sus siglas en inglés) es conocido
por ofrecer una metodolagia.para explorar todos los vértices de un grafo sin pasar dos
veces por un mismo vértice. LaFigura ilustra el recorrido DFS(G, v) comenzando
desde el nodo 1. La estrategia consiste en: 1) Marcar el nodo v. 2) Si todos los nodos
adyacentes a v ya estan marcados; se finaliza el proceso; de lo contrario, se selecciona
un nodo adyacente w a v que no esté ‘marcado. 3) Se aplica el algoritmo DFS(G, w) al

nodo seleccionado.

Nétese que en la Figura[3.3las aristas verticaleés no marcadas corresponden a las aristas
de retroceso que la busqueda DFS va/detectando~y,que a su vez, indican la formacion

de un ciclo hexagonal.

Figura 3.3. Recorrido DFS, el camino (Hc) queda como sigue (1,2,3,4,5,6,7,8,9,...,47,48)

La funcion DFS inicializa listas para los nodos_visitados y 1as aristas_de_retroceso, asi co-
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mo un.diccionario para la tabla de ruteo, que registra la relacién entre los nodos hijos
y nodos _padres, es decir, tabla_de_ruteonodo| = padre. Seguidamente, realiza la bus-
queda recurSiva, marcando los nodos visitados y agregandolos a una lista enlazada. Al
encontrar un veCino no visitado; se busca la arista (nodo_actual,vecino) en la matriz de
adyacencia M(m”n)+1 donde, m es el numero de filas, n el nUmero de columnas y el +1
indica que se afaderuna fila y una columna mas para asignar las etiquetas de los vérti-
ces; y se actualiza la matriz de adyacencia, siendo i la posicion de la fila 'y j la posicion
de la columna, estableciendo”M[i][j]=0 y M[j][i]=0 para indicar que la arista ha sido visi-
tada. Luego, se llama la funciér_recursivamente para continuar la busqueda. Al finalizar,
la funciéon DFS retorna las listas d€ yiodos visitados y aristas de retroceso, junto con la

matriz de adyacencia actualizada.

3.3.3. Calculo de fibonacci-en grafos

Contar el numero de conjuntos indepéndientes ifHGm,n) sobre la malla hexagonal HGm,n
implica construir el camino hamiltoniano”He.de HGm,n segun El-Basil (El-Basil, [1988c).
Para llevar un conteo parcial del nimero de(Conjuntosdhdependientes mientras se visitan
los vértices de la malla HGm,n se asigna la carga computagional o de procesamiento a
ese vértice especifico dentro de la malla. La carga para el primer vértice que se visita se
inicializa como: (o, ;) = (1,1). Para las siguientes aristas identificadas, se aplica una de
dos reglas. La regla de recurrencia de Fibonacci (3.1) que es aplieada cuando la arista
visitada corresponde a una arista de arbol. En otro caso, se aplicara la regla de sustrac-
cidén (3.2) cuando se reconoce que la arista corresponde a una arista frond (o arista de
retroceso, si nos referimos a busquedas en profundidad). Si consideramos‘gue.v; perte-
nece alaruta P, y v, €s el siguiente vértice que visitara a través de una arista de arbol
(vi,vit1), entonces se aplica la siguiente ecuacidn de recurrencia para calcular la.carga

(ow,,,,Bv;,,) en funcion de la carga (a,, By,):
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(O‘VHUBWH) : Oy = Oy +BVi; ﬁvm = Qy, (3'1)

Llamamos al anterior par,de ecuaciones, la recurrencia Fibonacci, porque cuando se apli-
can a un camino Pn, obténemos la identidad reconocida como los nimeros de Fibonacci:
i(Pn)=avi+1+B vi+1=Fn+Fn+1=Fn+2, donde Fn es el n-€simo numero de Fibonacci. Por
otro lado, la regla que se aplica«Cuando se reconoce una arista frond en el recorrido es

la llamada regla de sustraccion, que se expresa como:

(aW7ﬁW)i = (aw;ﬁw) - (Oaﬁvw) = (aw)ﬁw (32)

llustremos con un ejemplo en la Figura [3.4/eémo calcylan el indice MS del grafo G, que
es lo mismo que el conteo de los conjuntos independientes«€l). El camino hamiltoniano
utilizado para recorrer Ges A— B - C — D — E. Al inicio del conteo de Cl se abre un hilo
primario Lp (un hilo es una secuencia de cargas formadas al visitar los vértices en un
camino), y se aplica la regla (1) de Fibonacci a i(G5):Lp:(1,1)—(2,1)=+3,2)—(5,3)—(8,5).
Obsérvese que las cargas temporales (o, i, B,i) pueden almacenarse.en el vértice vi y
marcarse como visitadas. Para cualquier par de vértices (v,w) € S, donde S<€s un con-
junto independiente y v,w son adyacentes, y si la arista (v,w) se identifica gomo arista
frond (en este caso (E,B) es la arista frond), se abre un hilo secundario Ls\paralelo
a Lp; es decir, Ls : (0,1) — (1,0) — (1,1) — (2,1). Cuando la caminata visita el’vér-

tice v y w ya ha sido visitado, entonces se aplica la regla (3.2) de sustraccidén, que
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permite“calcular la carga del vértice v a partir de una carga del vértice u; y esto se
hace para“cada arista frond que se encuentre. En el caso del grafo G representado
por la Figura [3.4] que consiste en un ciclo de longitud 4 y una arista adicional a uno

de los vértices/del cuadrado, se tiene que su numero de conjuntos independientes es:

i(G) = {{}.{A} {B}AC} {D},{E},{A,C}, {B, D}, {C,E} {E,A},{D,A},{A,C,E} }| = 12}.

a) Grafo con 5 vértices b) Conteo de conjuntos independientes
(o —s) Hilo[ A B C D E [i(G)
(a1, Bi)|(@a Ba)|(s, Bs)|(ca, Ba)|(as, Bs)
o Lpi(1.1) —={(2.1)—(3.2) —={(5.3) —=| (8.5) |(85)
o o Ls (0,1) ={(1,0)={(1,1) =| (2.1) |-(0,1)|(8,4)=8+4=12

Figura 3.4. Conteo.de,los conjuntos independientes de G

jes)

3.4. Algoritmo conteo-de caras en un grafo hexagonal

En teoria de grafos, las caras y los Ciclos .estan  relacionados, pero no son conceptos
equivalentes. Las caras en un grafo se fefieren a’las, regiones encerradas por ciclos,
que son trayectorias cerradas del grafo. La-relacion entre caras y ciclos es crucial en
problemas de incrustacién de grafo (Teimoori Faal, 2023; Lozzo y Rutter, 2016). Segun
Bonsma y Breuer, 2012, los hexdgonos en un grafo planoestan formados por caras
internas que miden 6 unidades. Los vértices internos tienen grado.3, mientras que los
vértices del borde pueden tener grado 2 o 3. Ellos abordan el prablema del conteo de

conjuntos independientes en grafos circulares.
A continuacion, presentamos el algoritmo general para el conteo de caras €n una malla:
1. Crear la lista de adyacencia a partir de los datos de entrada.

2. Se crea el grafo Gy la matriz de adyacencia M(m*n)+1 a partir de la lista de adya-

cencia, marcando con 1 los vértices adyacentes. Las etiquetas de los vértices (k)
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se“asignan en las filas y columnas, respectivamente, como M[0][i]=k y M[i][0]=k.

3. Aplicar el algoritmo DFS(G) desde un nodo inicial. A partir del recorrido en profun-
didad, se.erea una lista enlazada de nodos visitados y se marca el nodo visitado en

la matriz de adyacencia con el valor 0.

4. A continuaciény se, realiza un recorrido en la matriz de adyacencia. Un par (u, v)
de vértices adyacentes marcado con el valor 1 indica la presencia de una arista de
retroceso. Por lo tanto, s€ busca el par de vértices (u, v) en la lista enlazada simple

de nodos visitados y se enlazan en la lista.

5. Finalmente, se recorre la lista_enlazada simple buscando ciclos. Al encontrar un
ciclo, todos los vértices que forman parte de él se afiaden a una lista de caras
para conocer el total de caras de*G. Durante el proceso DFS, se crea un arbol
de expansion T que nos permitird_identificar las aristas de retroceso (e) o también
conocido como frond edge , cuando se realiceda revision de la matriz de adyacencia
se marca como visitada. Supongamos-que elgrafo G contiene ciclos. Una arista e €
E(G)—E(TG) se conoce como arista de retroceso.econ respecto al DFS - busqueda
en profundidad. El camino en T entre los extremos“de la arista ¢ forman un ciclo
simple Ce; este ciclo se denomina ciclo basico de G*Con, respecto a T, como se

muestra en la Figura[3.5] (De Ita Luna et al.,[2024a).

En base, al camino hamiltoniano Hc el Algoritmo 1 (conteo de caras-en grafo hexagonal),
busca identificar aristas de retroceso (e), iterando a través de la matfiz de adyacencia
M, es decir, esto implica buscar las conexiones (representada por un 1) entre,los nodos
adyacentes u 'y v de la arista u,v, donde uv es igual a e en E(TG) del grafo G{Si/la cone-
xibn encontrada, no ha sido registrada previamente en la lista de aristas de retroceso, se
afnade el par (u,v) y se establece una enlace auxiliar (aux) entre los nodos para mantener

la estructura de E(G). Este proceso se repite recursivamente hasta completar el recorrido
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de Hc obteniendo finalmente el total de caras en el grafo y los vértices que lo conforman.
Una vez identificadas todas las caras y los nodos que la forman, iniciamos el célculo de

i(G) para contar los conjuntos independientes.

LISTA PARES DE ARISTAS

[(1, 18), (3, 16), (5, 14)/(Fs=22), (11, 28)4 (13, 26), (15, 24), (17, 22), (21, 38),
(23, 36), (25, 34), (27, 32),4(31, 48), (33,46), (35, 44), (37, 42)]

Figura 3.5. Conteo de caras, el ciclo simple lo.forman los'hodos 1,2,3,16,17,18 y la flecha de color azul es
la frond edge (aristas de retroceso)
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Algoritmo 1: Caras

Input:lista_arista

Output. lista_caras Funcion caras (lista_arista)
if CABEZA == NULL then

t return-fJ;

lista_caras.«{];

for ini, fin € lista® arista do

par_arista_setreceso « [J;

ini_nodo « buscar(ini);

fin_nodo « buseafr(fin);

actual « ini_nodo;

while actual # NULL do

par_arista_retroceso.agregar(actual.dato);

if actual # ini_nodo y@etual.aux # NULL then

if actual.siguiente ==#in> nodo y actual.aux # NULL then
‘ actual + actual.siguiente;

else
t actual + actualaux;

else
if actual == fin_nodo then
| actual « NULL;
else
L actual < actual.siguiente;

lista_caras.agregar(par_arista_retroceso);

return lista_caras;

Para el cierre de una cara aplicamos la regla de sustraccion (3.2)«Con el par (o, ) =
(0,B,,) de modo que la serie ((a,B1) = (0,1) — (o, B2) = (1,0) = (a3,83) = (1,1)... —
(Cm, Bm) — (0, B)) calcula el valor para i(Cs) =[S € i(G') : vl € S Avm € S]. La-serie anterior
corresponde a la serie que inicia considerando los numeros de Fibonacci: Fg=0y F; =1,
(Fo.F1) = (Fi,Fo) = (F2,F1) = ... = (Fn—1,Fn-2), (0, Bm) = (0, Bm); i(Gc) ="((@n, Bn) —
(0, Ba))m.

Por lo que, el dltimo par (o, ) del hilo secundario (Cy+1) €s (0, Bn) = (0, B,), donde
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vm,v0 &E(G) representa la arista hacia atras que cierra la cara C,;; de G y se resta al
ualtimo par“del hilo primario de (Cy). Y asi, de forma recursiva se van cerrando cada una
de las caras’conforme se van encontrando las aristas de retroceso de C, hasta terminar
el recorrido de/G; En la Tabla [8.1], se muestra el célculo de i(G) hasta el nodo (18). Al
mismo tiempo, se observa que al encontrar la arista (11, 28), la cual indica el inicio de

una nueva cara, se abren hilos, duplicando asi el numero de hilos activos.

Lp|

s
Calp,]
€.C4f
Cslpy|
C5Cyf
C3Calpy|
C:C2Cy)
Calpy]

C.4Cy|
C4Calpy|
€4C1Cy
€aCslpy
€.4C:C,
C4C3Calp,|
C4CsC2C|
CsLp,|
C5Cy)
CsCalpy|
XA
CsCslp|
C5C3Cy)
CsCsCaLp,)
C5C3CoC|
C=Calp|
C5C.Cy)
CsCaCalp)
C5C4C2Cyf
€.C4Calpy|
C5C4C:Cy|
CsC4CsCalpy|
C5C4C3C2C]

LISTA PARES DE ARISTAS

[(1, 18), (3, 16), (5, 14), (7, 12), (11, 28), (13, 26), (15, 24), (17, 22), (21, 38),
(23, 36), (25, 34), (27, 32), (31, 48), (33, 46), (35, 44), (37, 42)]

Figura 3.6. Recorrido para el conteo de los conjuntos independientes

63



Capitulo 3. Algoritmo de deteccién de caras en grafos hexagonales: un enfoque para el
conteo de conjuntos independientes

Tabla 3.1. Calculo del conteo de los conjuntos independientes

’FilaY1‘2‘3‘4‘5‘ 6 ‘7‘8‘9‘10‘11‘12‘13‘14‘
Lpfiad, 21 |32 53 [85| 13,8 |21,13|34,21|55,34(89,55 | 144,89 | 233,144 | 0,39 | 233,105
¢ oy 1,0 |1,1b| 21 32| 53 8,5 | 13,8 |21,13(34,21| 55,34 | 89,55 |0,15| 89,40
@Lpyl020] 2,0 |22 42 6,4 | 10,6 | 16,10(26,16| 42,26 | 68,42 |0,12| 68,30
G b| 10 [1,1| 21 32| 53|85 | 13,8 21,13 | 3421 | 0,6 | 34,15
GiLpy |0,5| 5,0 55 | 10,5 |15,10(25,15 | 40,25 | 65,40 |0,15| 65,25
Ge 102] 2,0 22 | 42 | 6,4 | 10,6 | 16,10 | 26,16 | 0,6 | 26,10
C6sLp; 10,2 2,0 22 | 42 | 6,4 | 10,6 | 16,10 | 26,16 | 0,6 | 26,10
GG | 0,1 1,0 1| 213253 85 | 138 [03]| 135

CiLpy | 0,13 | 13,0 | 13,13 26,13 39,26 | 65,39 | X

C4Cy 0,5 | 50551051510 2515 | X

CiCLpy | 0,4 | 40 | 44 | 8,4 | 12,8 | 20,12 | X

CCC | 02 ] 20| 22|42 | 64 | 10,6 | X

CCIp; | 0,5 | 50 | 55 1051510 25,15 | X

a@Ge, | 02 120 | 22|42 64 | 106 | X

CiGOIpN, 02 | 2,0 | 22 | 42| 64 | 106 | X

G067 01 | 1,0 | 1,1 | 2,1 | 3.2 53 | X

Tabla 3.2. ... Continuaciépgdel~conteo_de los conjuntos independientes

‘ Fila ‘ 15 ‘ 16 ‘17‘ 18 ‘ 19 ‘ 20 ‘ 21 I 22 ‘ 23 ‘ 24 ‘ 25 ‘ 26 ‘

Lpi  |338,233|571,338 | 0,90 | 571,248 | 819,571 | 13907819 | 0,228 |M3904591 | 1981,1390 | 3371,1981 | 0,726 | 3371,1255
e 129,89 | 218,129 0,36 | 218,93 |311,218 | 529,310,114 | 529,197 | 726,529 | 1255,726 | X |CI=4626
CoLp; | 98,68 | 166,98 |0,36| 166,62 | 228,166 | 394,228+ X
CCy | 49,34 | 83,49 |0,18| 83,31 | 114,83 | 197,114 | X
CsLpy | 90,65 | 155,90 | X
GCy | 36,26 | 62,36 | X
CsCoLpy | 36,26 | 62,36 | X
GGy | 18,13 | 31,18 | X

Calcular el numero de conjuntos independientes de una malla es posibletomando como
guia la trayectoria hamiltoniana Hc, aunque la complejidad temporal es de orden expo-
nencial sobre el nimero maximo de aristas de frond en cualquier fila de la malla, dado
el numero de ciclos que se mantienen abiertos durante la trayectoria Hc. Las reglas de
Fibonacci (3.1) y de sustraccion (3.2) son suficientes para procesar una fila de mosaicos

de una cuadricula hexagonal.
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3.5. ~Conclusion y trabajo futuro

En este articulo, se presenta un algoritmo para el célculo del nimero de conjuntos in-
dependientes-sobre mallas hexagonales. El algoritmo se basa en la construccién de un
camino Hamiltoniano sobre los vértices de la malla, al mismo tiempo que se calcula de
forma incremental el nimero de conjuntos independientes existentes en las mallas hexa-
gonales. Nuestra propuesta para calcular i(HGm,n) sigue teniendo una complejidad tem-
poral exponencial, pero no muestra el caracter combinatorio explosivo que tiene métodos
clasicos como el método de la matriz de transferencia. Conocer el nimero de conjuntos
independientes de un grafo moleceular (como en el caso de compuestos aromaticos co-
mo los bencenos) permite determinarias temperaturas de ebullicién de los compuestos,
lo que permite modelar mas y mejores’compuestos, 0 generar nuevas moléculas con

diferentes propiedades quimicas:
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Resumen: Este trabajo presenta.una comparacion entre dos enfoques con diferentes
complejidades temporales para el.conteo de conjuntos independientes en arreglos de
estructuras poligonales. Por un lado, se analiza un método con complejidad exponencial
0(2,), basado en un array de hexagonos en donde por cada ciclo que se abre y por
cada arista de retroceso encontradasse duplican las lineas de cémputo para el conteo de
los conjuntos independientes. Por otro lado, sesprepone un enfoque optimizado basado
en la trayectoria hamiltoniana Hc, que combina las reglas de Fibonacci y de camino de
retroceso, logrando una complejidad temporal de ordenlineal O(4xn). Este nuevo método
no solo reduce drasticamente la complejidad computacional;sino que también demuestra
su aplicabilidad practica en el modelado y analisis de estructdras hexagonales, como los
compuestos bencenoides, facilitando estimaciones precisas de propiedades moleculares

y posibilitando el disefio de materiales innovadores.
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4.1. “Introduccion

El indice Merrifeld-Simmons i(G) de un grafo G introducido por (R. E. Merrifield y Sim-
mons, 1989b);"€s un indice topoldgico utilizado en quimica matematica. La quimica ma-
tematica utiliza lasteoria de grafos para modelar estructuras quimicas, donde las molé-
culas se representan.como grafos, asignando a los vértices los atomos y a las aristas
los enlaces. Este enfoque, facilita el analisis de propiedades moleculares mediante indi-
ces topoldgicos, como i(G)yque funcionan como descriptores numeéricos al correlacionar
las estructuras quimicas con sus’propiedades fisicas y quimicas. En una publicacién de
American Journal of Mathematics; (Sylvester, [1878) introdujo el término chemicograph

(graph = grafo) para referirse a la notacion grafica empleada en Quimica.

Asi, i(G) representa el nUmero de subconjuntos dentro del conjunto de vértices donde no
existe adyacencia entre dos vérticesyes deciry el numero de vértices independientes en
el conjunto G. En el &mbito de la teoria,de grafos, este indice también se conoce como

el numero de Fibonacci de un grafo, i(G) (Sylvester, 1878; Yurttas Gunes et al., 2020).

El conteo de conjuntos independientes es importante debido a su relacién con problemas
de optimizacién, como la planificacidén y asignacion de recursos. Ademas, permite deter-
minar la temperatura a la cual los enlaces de ciertos compuestos quimicos se rompen,
asi como sus puntos de ebullicion (indice Merrifield-Simmons). Este proceso es esencial
para identificar propiedades fisicoquimicas de compuestos con estructuras hexagonales,

como las placas de grafeno y compuestos aromaticos, tales como los