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Introdticcion

El cédncer no es una‘emfermedad nueva. Papiros egipcios que datan de aproximada-
mente el ano 1600 a. €. & la describian |1, 22]|. Se cree que fue el médico griego
Hipocrates la primera personasen utilizar la palabra “carcinos” (cangrejo) para deno-
minar el cancer |1, 13, 44], pero fue hasta que la primera autopsia fuera realizada por
el anatomista italiano Giovanfi Morgagni en 1761 que se sentaron las bases para el
estudio cientifico del cancer, también conocido como “la oncologia”. Sin embargo, fue
hasta la invencion del microcospio en.el siglo XIX que comenzo el “estudio patologico
moderno de cancer” [1, 15].

El céncer se ha vuelto un problema global de salud publica. Segtn estimaciones de la
Organizacion Mundial de la Salud (OMS).en2015, el cancer es la primera o la segunda
causa de muerte antes de los 70.an0s en 91 de 172 paises, y ocupa el tercer o cuarto
lugar en 22 paises adicionales |65 19|, La incidencia de céncer y la mortalidad estan
creciendo rapidamente en todo elmundo. Las"razones son complejas pero reflejan
tanto el envejecimiento como el crecimiento de la poblaciéon, asi como los cambios en
la prevalencia y distribucién de los principales factores de riesgo para el cancer.

Algunos factores de riesgo de cancer se pueden vincularestrechamente con la herencia,
los productos quimicos, las radiaciones ionizantes, las infegciones o virus y los traumas.
Los investigadores estudian como estos diferentes factores®pueden interactuar de una
manera multifactorial y secuencial para producir tumoressnalignos |1, 15].

Los tumores pueden ser benignos o malignos. La células de oS tumores malignos pre-
sentan dos caracteristicas que la distinguen de las normales: se geproeducen de manera
descontrolada, y son capaces de invadir y colonizar tejidos y 6rganes, distantes, en lu-
gares donde normalmente no pueden crecer |15, 23|. La combinacion‘desafortunada de
estas caracteristicas es la que hace tan peligrosa y mortal a la mayoriasde las formas
del céncer. Afortunadamente, gracias a los avances de la medicina y matematicas,
existen muchos modelos mateméticos que permiten describir (bajo ciertas condicio-
nes) la evolucion de las células cancerigenas y el efecto que sobre ellas produce una
terapia elegida con la intencién de eliminar o, al menos, contener el crecimiiento de
un tumor [15, 61].

La forma de abordar el estudio del “cancer” es muy variada. Durante algtin tiempo se
penso6 que los tumores se definian por un crecimiento incontrolado sélo de las células
cancerigenas, pero la biologia moderna del cancer ahora incluye el papel de la angio-
génesis en el crecimiento tumoral [17, 50].
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En la présente tesis estudiaremos un modelo matemético para el cdncer, que consiste
en un siStema de ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s) no lineales planteado por
Anderson y' Chaplain [2|. El modelo se basa en el proceso de angiogénesis inducida por
un tumor, y dite esta formulado al final del Capitulo 1 por el sistema (1.10). A pesar
de que hay divessas literaturas que muestran soluciones numeéricas del modelo |2, 7, 8,
38, 53], no encontfamos literatura que muestre la existencia, unicidad y dependencia
continua de la solueion del sistema (1.10) con respecto a los datos y parametros del
problema, salvo el articilo que publicamos en 2020 [15]. Dicho articulo se derivo de
este trabajo, donde nes.propusimos investigar la existencia, unicidad y dependencia
continua de la solucion,~euando existe, con respecto a los datos y pardmetros del
problema, aplicando el método variacional.

En el Capitulo 1, se introducen-as bases biologicas de manera resumida del proceso de
angiogénesis para llegar a la justificacion del modelo matematico, el cual se centrara en
tres variables mas importantes‘involicradas en la angiogénesis inducida por tumores;
a saber, células endoteliales, factor angiogénico del tumor (TAF) y fibronectina; cada
una de las cuales tiene un papel crugial en el desarrollo de un tumor.

En el Capitulo 2, se presenta una breve introducciéon a uno de los métodos modernos
mas usados en la resolucion de EDP’s:\el método variacional. A su vez, este método
constituye la base tedrica de unodeles métodos numéricos més populares en ingenieria
y ciencias: el método de los elementos-finitoss Elrmaterial que aqui se presenta se puede
consultar en [41, 42].

En el Capitulo 3, se aplica el método variacional para demostrar, via el teorema
de Lax-Milgram, la existencia, unicidad_ y~dependencia continua de la solucién con
respecto a datos y parametros del problema, Se estudia el problema tipo Dirichlet
homogéneno y el problema mixto no homegéneo, ¥ 8is respectivas formulaciones
variacionales. Es importante senalar que los résultados que.se reportan en este capitulo
fueron publicados por Esteban-Lopez y Alavez-Ramirez {2620) [15] como requisito
para presentar esta tesis.

Finalmente en el Capitulo 4, se presentan las conclusionesydel trabajo y posibles
proyectos para desarrollar en el futuro.
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Capitulo 1

Modelacion de la anglogénesis
inducida per tumor

El cancer es, en esencia, un procese genético [44]. En un individuo sano, las células
regulan su ciclo vital por el procesorde apoptosis o muerte celular programada [51].
Durante los primeros anos de vidaywlas\células se multiplican con rapidez, hasta al-
canzar la edad adulta, en ese memento la divisiéon celular se produce no para crecer,
sino para reparar los tejidos que se van.deteriorando o paliar determinadas lesiones.
A diferencia de las células sanas’_las cangerosas contintian multiplicAndose, por un
cumulo de causas atin desconocidas; en las(que pueden influir factores genéticos, es-
tilo de vida, medio ambiente, infeceiones virigas, etc. Esta continua division celular
produce acumulaciones de células o baultos anomaloes, que son los tumores [11].

Los tumores pueden ser benignos o malignos. Si€l tumor es benigno, las células se
multiplican de forma descontrolada, pero mo se extienden a otras partes del orga-
nismo. Generalmente, los tumores benignos no ponensen peligro la vida, aunque si
contindan creciendo, la presion puede terminar afectando.a-los 6érganos cercanos, por
lo que suele ser necesario extirparlos. En cambio, si el tumer es maligno (cancer), las
células que lo forman tienen capacidad para extenderse a ‘etras areas del organismo
y también pueden crecer en estos Organos. Esta propagacion es=lo que se denomina
metéstasis [11]. El crecimiento de las neoplasias solidas siempre,sé acompana de neo-
vascularizacion. Este nuevo crecimiento capilar es atin mas vigoroso 'y continuo que un
crecimiento similar de brotes capilares observados en heridas frescas o endinflamacion.
Muchos han descrito la asociacion entre el crecimiento de tumores malignos solidos y
el crecimiento de nuevos vasos: angiogénesis [16, 18, 19, 50].
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1.1._~ Conceptos basicos en angiogénesis tumoral

El términgrangiogénesis significa literalmente formacion de nuevos vasos sanguineos
a partir defuna vasculatura existente. En donde las células endoteliales (CEs) migran
y proliferan, afganizandose hasta formar estructuras tubulares que eventualmente se
uniran, para finalmente madurar en vasos sanguineos estables [15, 33]. Empecemos con
el hecho de que lag eélulas del tumor estimulan la proliferaciéon de células endoteliales,
y las células endoteliales pueden tener un efecto indirecto sobre la tasa de crecimiento
tumoral [18].

1.1.1. Células endoteliales

A principios del siglo XIX{~Ven Reckingausen describié que los vasos sanguineos
estaban recubiertos por una capa de células. Esta capa de una célula de espesor esta
formada por las células endoteliales (CEs), que constituyen la superficie interna de
los vasos del sistema cardiovascular y'linfatico [34]. Las células endoteliales son muy
aplanadas, tanto que el ntcleo puede ser la estructura mas alta de la célula, incluso
siendo el nicleo una estructura también* aplanada. La forma celular se adapta al
diametro del conducto que recubre (ver figura.1.1). Asi, en los capilares mas finos una
célula endotelial puede extendersé-a toda lafcircunferencia del conducto de manera
que seria la sucesion de células endoteliales las que formarian el capilar, mientras que
en vasos mas anchos como arterias y xenas se nécesitan varias células endoteliales para
cubrir internamente el perimetro del vasof34|. Las€élulas endoteliales estén separadas
del tejido conectivo por una lamina baSal} a cuya_sintesis contribuyen las propias
células endoteliales. Asi, son capaces de sintetizar y Jiberar fibronectina, laminina y
colageno tipo II, IV v V [34, 44].

e W O
¥ e ey
v . ' -
- A - - N

Figura 1.1: Imagen de microscopia electronica donde se observa una célula endotélial
formando todo el perimetro del capilar y un eritrocito dentro [34].

Las funciones del endotelio son variadas y trascendentes para el organismo. Por ejem-
plo, forman una capa muy cohesionad que hace de barrera entre la sangre y los tejidos,

4

+ iThenticate Pagina 15 de 87 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932



+ iThenticate Pagina 16 de 87 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932

partigipan en la presiéon sanguinea, coagulacion, la migracion de los leucocitos, y otras
[34].

La formaeion de células endoteliales nuevas, es decir, en lugares donde no hay vasos
sanguinegs_previos, sélo ocurre en el embrion y se llama vasculogénesis. Los nue-
vos vasos entanimales adultos, y también muchos en los embriones, se producen por
ramificacion” de“yasos preexistentes por un proceso denominado angiogénesis, o por
division de un,vaso sanguineo en dos. La angiogénesis, la mas frecuente, puede ser
normal (crecimiént6 de tejidos, ciclos menstruales del ttero de las hembras) o patolo-
gica (heridas, tuméregginflamacion) [34]. La angiogénsis se produce cuando una senal
angiogénica es liberada por tejido circundante. La célula endotelial del vaso mas pro-
ximo, normalmente unagénula, que recibe la maxima concentracién empieza a migrar
hacia la fuente de la senal] arrastrando a su células endoteliales adyacentes, las cuales
proliferan para alargar el nuevo vaso. Para ello, las células endoteliales inicialmente se
separan entre si dejando la membrana basal al descubierto y es rapidamente digerida
enzimaticamente por proteasagrliberadas por las propias células endoteliales. Por ese
hueco se cuelan las células endotelidles, mientras algunas proliferan. Entre ambas po-
blaciones crean el vaso nuevo que va _generando membrana basal alrededor a medida
que crece. Normalmente este proceso se da en diferentes vasos proximos a la senal.
Este tubo seguird creciendo y ramificindose hasta que la senal estimuladora cesa. Los
extremos de estos vasos se fusionan formatido circuitos cerrados y permitiendo que la
sangre fluya [34].

Inicialmente, las células endoteliales wasculares deben adquirir un fenotipo angiogé-
nico para migrar hacia un estimulo angiogénico.y.diferenciarse para formar tubos
endoteliales y estructuras similares a€apilares. Las células endoteliales son el princi-
pal blanco de la estrategia anti-angiogénicasporqueé, en teoria, su estabilidad genémica
no les permitirfa adquirir resistencia a las.dntervencigniés anti-angiogénicas |33].

1.1.2. Matriz extracelular

Todos los tejidos y 6rganos contienen una mezcla de células y componentes no ce-
lulares, que forman redes bien organizadas llamadas matrices €xtracelulares (MEC).
Las MEC proporcionan no sblo estructuras fisicas en la que se in€rustan las células,
sino que también regulan muchos procesos celulares, incluidos el ‘erecimiento, la mi-
gracion, la diferenciacion, la supervivencia, la homeostasis y la morfogénesis [15, 59.
Su presencia en los diferentes 6rganos es muy variable; asi, en la piel, cartilago, ten-
don y hueso es un componente muy abundante, mientras que en el cerehrosf médula
espinal es mas escaso. La matriz extracelular estd conformada por una gransvariedad
de moléculas, las cuales interaccionan entre si, generando una estructura tridimen-
sional a la cual las células se adhieren ya sea por receptores especificos o ligandos.
Las macromoléculas que constituyen la matriz incluyen, entre otras, a la familia de
las coldgenas, que son las responsables de la resistencia mecanica de los tejidos con-
juntivos, la elastina que le confiere cualidades de flexibilidad y elasticidad, proteinas
de adhesién como fibronectinas y lamininas y los proteoglicanos que son esenciales
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para la”adhesividad [24]. En condiciones fisiologicas, existe un equilibrio dindmico
entre la sintesis y la degradacion de los componentes de la matriz, lo cual ocurre de
una manesa finamente programada y equilibrada. Por el contrario, una remodelacion
desequilibrada de la matriz extracelulares se ha asociado con diferentes procesos pa-
tologicos [58€omo proposito del trabajo, a continuacion solo se hablara de de la
gluproteina fibrehectina, para mas informaciéon acerca de los demas componentes de
la matriz extracelular, véase [4, 24, 59].

1.1.3. Fibronectina

Las fibronectinas constituyen una familia de glucoproteinas multifuncionales, que se
pueden encontrar tanto engforma insoluble, formando parte de la MEC, como en forma
soluble circulando en el plasma’ |15, 24|. La fibronectina consta de dos subunidades,
cada uno con tamano de 23Q y_250 kDa, respectivamente; conectadas con enlaces
disulfuro en sus extremos (ver figira 1.2).

g . R+GD —LDV; +REDV
inergia
C A X DG %g:p\/( D] i (€
35 K 30 K/s
30 K 40 K 20 K 75K 60 K g’
C r X r~ 7/ ) % ) SL
Heparina I Colagena Fibrina lT Heparina 11 Fibrina II

Fibrina I
Figura 1.2: Estructura_dé un dimerorde fibronectina [24].

En funcion de su solubilidad, la fibrone€tina se ‘ptiede clasificar en fibronectina de
plasma soluble y moléculas de fibronectinas€elular, siendo esta tultima una poblaciéon
mucho méas heterogénea debido al tipo de ¢élulas especificas y al empalme especifico
de la especie. La forma funcional de la fibronectina in vivo esta en su estado fibrilar.
Por lo tanto, las moléculas de fibronectina deben ensamblarse en fibras supermole-
culares que varfan en diametro de 10 nm a micrémetros destamano, con longitudes
de decenas de micrometros. Estas fibras forman una red interconectada que atraviesa
largas longitudes, por ejemplo, abarca tejidos en desarrollo e incluso'todo el embriéon
en desarrollo. Las células pueden ensamblar fibronectina solublé derivado de fibro-
nectina en plasma en fibras. Alternativamente, las células pueden produecir su propia
fibronectina que es secretado y formado en fibras [15, 59|. La fibronectind desempena
un papel fisiolégico importante no sélo en la formacion de la matriz extrae€lular, sino
ademas en la adhesion y migracion celular, en la coagulacion de la sangre<y en la
cicatrizacion de las heridas, entre otras [15, 28|.

1.1.4. Sustancias TAF

Casi todos los tumores humanos y los tumores trasplantados en animales pasan pof
una etapa temprana de evolucion (avascular) en la que la colonia de tumores de una
pinta crece en tres dimensiones. Un tumor en la etapa de crecimiento prevascular
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carece”de su propia red de vasos sanguineos para suministrar nutrientes y eliminar
deseghos. Por lo tanto, la transferencia de nutrientes y desechos debe realizarse por
difusién_simple a través de su huésped. Se ha encontrado que los modelos de creci-
miento prevascular son validos hasta la fase latente de los nédulos avasculares que
tienen 1 a 2mm de diametro y pueden durar varios meses. Cuando el crecimiento
del tumor estaserca de su estado latente, las células cancerosas liberan una sustancia
quimica difusiblé\llamada factor de angiogénesis tumoral (TAF). La concentracion
de TAF aumentasd medida que crece la colonia latente de células malignas. Esto
significa que a medida’que aumenta el tamano del tumor, se produce mas TAF y,
por lo tanto, existe ‘unajymayor probabilidad de que la concentraciéon de TAF alcance
el valor critico necesatigrpara su liberacion en el tejido circundante. Una vez que se
ha alcanzado este valor‘eritico, el TAF se libera en el medio ambiente y comienza la
estimulacion de los capilaresCercanos. Una secuencia de eventos tiene lugar a partir
de que el TAF se libera del fumor sélido en el instante en que se produce la vascula-
rizacion. Las células endoteliales dé los capilares vecinos liberan enzimas a través de
las cuales deben moverse. Se alargan y se alinean entre si para formar brotes sélidos,
y luego emigran hacia el tumor solide. La anastomosis se produce entre los brotes
para formar bucles que se conectamn con la circulacion sanguinea. Los brotes recién
formados crecen a partir de los) bucles, lo que permite que el proceso angiogénico
continde hasta que las células/endotelialeS” penetren en el tumor y, por lo tanto, el
tumor se vascularice. El tumor”ahera ya mostiene que depender tnicamente de los
procesos de difusion. Para el transporte de oxigeno, nutrientes y residuos, se produce
un rapido crecimiento porque los nuttientes fréscos fluyen y los desechos se eliminan
rapidamente, y el tumor ya no se limita-a un estado latente. El tumor vascularizado
destruye el tejido vecino y puede diseminar célulasique son capaces de establecer
tumores secundarios en otras partes del cuerpo (métastasis). El crecimiento anormal
de los vasos sanguineos también puede desempenar un papel en el desarrollo de muchas
enfermedades distintas de los canceres solidos, por ejempléyla degeneracion articular
que se produce en la artritis reumatoide y el dano ocular gde sufren con frecuencia los
pacientes con diabetes y los bebés prematuros, que estan expuestos a niveles elevados
de concentraciones de oxigeno debido a sus pulmones inmadures.

Estudios experimentales recientes han descubierto que los tumorés-en crecimiento no
solo producen sustancias, como el TAF, que estimulan el crecimientd’de los vasos san-
guineos, sino que también producen cantidades méas pequenas de inhibidores (TIF),
como la angiostatina, que pueden regular la formacién de nuevos vasos-sanguineos
(més detalles en la seccion (1.1.5)). Al igual que los estimuladores, los inhibidores se
liberan en el torrente sanguineo, pero mientras que los estimuladores mueren rapi-
damente, los inhibidores se acumulan en altas concentraciones (parrafos tomados de

[14]).
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1.1.5.” Inhibidores de angiogénesis

La posible“existencia de inhibidores de la angiogénesis fue sugerida por primera vez
al inicio de_la década de los anos setenta, pero no fue hasta diez anos mas tarde
cuando se identifico la primera célula antiangiogénica. La protamina y el factor 4
de las plaquetasfueron los primeros inhibidores de la angiogénesis en ser estudiados
a principios de los anos ochenta, seguidos por los esteroides angiostaticos, y poste-
riormente el descubrimiento en 1985 de que la fumagilina y sus analogos sintéticos
eran inhibidores de la_angiogénesis, y consecuentemente que el interferéon a-2a era un
inhibidor de la angiogénesis.

En la época actual, se han descrito méas de 40 inhibidores de la angiogénesis. Al menos
28 companfas farmacéuticas y de bio-tecnologia estan desarrollando inhibidores de la
angiogénesis (no todos ellos-pata tratamiento del cancer). Aunque algunos de estos
inhibidores han alcanzado ensayo6s.clinicos fase II, la mayoria permanecen aiin en es-
tudios preclinicos. Mientras que.estudios de la cornea de ratén permite comparar la
potencia antiangiogénica relativa de diferentes inhibidores, no siempre es posible pre-
decir la eficacia de un determinado inhibidor de la angiogénesis frente al crecimiento
tumoral sin conocer la intensidad de laactividad angiogénica de dicho tumor.

La terapia antiangiogénica contenzo6 en humamnos en 1988 con el uso por vez primera de
interferon a-2a para el tratamiente’de hemangiomas con riesgo vital en ninos. Existen
al menos 10 inhibidores de la angiogéngesis en ensayos clinicos en los Estados Unidos,
Reino Unido y otros paises europeos;que con medelos de tumores de animales, en los
que un tumor es implantado permitiéndose_que crez¢a hasta un tamano determinado
(por ejemplo, 1 0 2% del peso corporal), son utilizddes para comparar la actividad
antitumoral de diferentes inhibidores de la_angiogénesis=La tabla 1.1 compara cinco
inhibidores de la angiogénesis en fase de ensayos clinicos-actualmente y dos inhibidores
(angiostatina y endostatina) que se encuentran en fase preglinica contra el carcinoma
de pulmoén de Lewis (parrafos tomados de [14]).

Anos Inhibidor Tratamiento/control “P.de inhibicion
1980 Interferon-a/ 3 >0.75 25

1982 Factor 4 plaquetario 0.50 20

1990 TNP-470 0.35 65

1995 Interleuquina-12 0.15 85

1994 Angiostatina (humanos) 0.23 87

1996 Angiostatina (ratones) 0.01 99

Sin publicar Endostatina (ratones) 0.001 > 99

Tabla 1.1: Terapia antiangiogénica (carcinoma de pulmon de Lewis) [14].
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1:1.67 Principios de terapia antiangiogénica para el desarrollo
de ensayos clinicos

Cuando la.experiencia con terapia antiangiogénica en modelos animales de tumores
se considera ‘conjuntamente con los datos de ensayos clinicos sobre el empleo de inhi-
bidores de la_ afigiogénesis en pacientes de cancer avanzado, surgen unas ciertas guias
generales que pueden ser de ayuda en el diseno de ensayos clinicos. En primer lugar,
el motivo de la $érapia antiangiogénica es devolver un foco de células endoteliales
en proliferacion y migracion a su estado quiesciente normal. De ésta manera, cuanto
més selectivos sean 10s inhibidores de la angiogénesis sobre las células endoteliales,
menor seria la probabilidads de aparicion de mielosupresion, sintomas gastrointesti-
nales o pérdida de pelo.#Esto no quiere decir que algunos farmacos no tengan otras
acciones ni produzcan efectos secundarios. Por ejemplo, TNP-470, presenta toxicidad
neurologica limitante de dosis..Sin embargo, la angiostatina es un inhibidor especifico
de la proliferacion de las células'endoteliales y no presenta ningun efecto en otros ti-
pos celulares [44]. Esta estrecha ‘especificidad puede contribuir a la ausencia completa
de toxicidad observada en animal¢s\hasta la fecha. En segundo lugar, una terapia
antiangiogénica Optima parece requesirsun tratamiento de mes a un ano, o incluso
mas tiempo, de forma ininterrumpida.'La regresion o involucion de la proliferacion de
un lecho capilar es un procesofmés'lento que la destruccion de las células tumorales.
Por ello, en el diseno de ensayo§ glinicos la terapia antiangiogénica requiere periodos
ininterrumpidos de tiempo mayores que los gue precisan agentes citostaticos conven-
cionales. Por lo tanto, el objetivo para la’ evaluaeion de la eficacia desde el inicio del
estudio debe ser necesariamente la estapilizacion.deda enfermedad y se debe tener en
cuenta el hecho de que, durante el tratamiento antiangiogénico, el crecimiento tumoral
se puede enlentecer antes de lograr un efeeto citostafico. De no ser asi, un inhibidor
de la angiogénesis podria ser prematuramente retirado déun ensayo clinico y el efecto
acumulativo o a largo plazo se perderia. Las respuestaspareiales y completas, como
las observadas con el tratamiento citostatico, pueden no daese,con los inhibidores de
la angiogénesis disponibles actualmente (por ejemplo, TNP-470 o interferon-a/), espe-
cialmente cuando son probados en monoterapia. De ocurrir estés respuestas, podrian
ser necesarios muchos meses de tratamiento. En contraste, la angiostatina puede indu-
cir la regresion de grandes tumores en animales, lo que permite especular con que la
angiostatina u otros inhibidores de similar potencia podrian ser capaces de inducir
respuestas parciales o completas en tumores humanos. En tercer lugar, no'se ha visto
hasta la fecha en los estudios animales a largo plazo en ensayos clinices_gue la re-
sistencia a los inhibidores angiogénicos pueda representar un problema setio. Recién
nacidos con grandes hemangiomas hepaticos o mediastinicos, tratados diariamente
con interferon a-2a durante mas de un ano, no desarrollaron resistencia al fatmaco.
A consecuencia de esto, la terapia antiangiogénica ha sido propuesta como una f@grma
de eludir la resistencia adquirida a los agentes anticancerosos. La combinacion de @in
tratamiento antiangiogénico y citotoxico puede ser mas eficaz que cada uno de ellos
por separado. En modelos animales de tumores, algunas combinaciones pueden ser
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curativas, mientras que cada agente separado solo produce inhibiciéon. Un inhibidor
de la afigiogénesis como el AGM-1470 (TNP-470) puede disminuir significativamente
la sintesis.de ADN en las células endoteliales del lecho tumoral, mientras que agentes
citostaticog' como la adriamicina o ciplastino no son capaces. Estos resultados sugie-
ren que un tratamiento dirigido tanto contra el comportamiento de células tumorales
como frente al cemportamiento de células endoteliales del tumor, es mas eficaz que la
terapia dirigida sadlg hacia las células tumorales. La radioterapia también se potencia
con el tratamiento_afitiangiogénico en modelos animales de tumores, en parte por dis-
minuir la hepoxia dél tumor. Finalmente, ciertos conceptos erréneos habituales como
los siguientes, pueden gmapedir el correcto diseno de un ensayo clinico:

= Se asume con frecueneia que solo los tumores “altamente vascularizados” pueden
tratarse mediante un ,inhibidor de la angiogénesis. Este error se basa en la
apariencia macroscopica’de, los tumores tras su extirpacion. Algunos tumores
grandes (de 2 0 3 cm) presentan un aspecto blanquecino y otros rojizo. Se asume
que los tumores blanquecines son avasculares, pero de hecho es su alta presiéon
intersticial la que origina comptesion de los vasos. Al microscopio, practicamente
todos los tumores presentan una‘red de neovascularizaciéon capilar similar, con
solo pequenas diferencias en la distancia intercapilar y el nimero de “shunts”
arteriovenosos.

= Otra asuncion habitual es que los tumores grandes y “establecidos” no se pueden
tratar mediante terapia antiamgiogénica. IDe hecho, los nuevos vasos capilares
que se forman dentro del tumor tiéhen un @lte indice de recambio y cualquier
interferencia con el estimulo angiogénico que_mantiene esa elevada replicacion
del endotelio conducird a una dismiducion gradtial de la microcirculacion. Los
vasos nutricios pueden estar “establecidos” pero lased microvascular no.

= Frecuentemente se pretende que solo los tumores malignos y no los benignos
se pueden tratar mediante terapia antiangiogénica. Simembargo, la presencia
de angiogénesis no distingue entre tumores benignos y malignos. Los adenomas
adrenales son benignos, aunque altamente vascularizados, paretiendo incapaces
de beneficiarse de la neovascularizacion que inducen. Se puéde especular que
ciertos tumores “benignos” de crecimiento lento como el tumor 6seo de célu-
las gigantes, fibromas e incluso la hipertrofia prostatica benigna”podrian ser
candidatos para terapia antiangiogénica (péarrafos tomados de [14]):

Como se mencion6 al principio, la hipotesis de que el crecimiento tumoralsdepen-
de de la angiogénesis fue introducida por primera vez en 1971 |15, 18|, durante la
pasada década, este principio ha sido formalmente validado en el laboratorio. En 1a
literatura existe una serie de modelos matematicos que describen las primeras etapas
del crecimiento del tumor. Estos modelos son algo limitados. Sin embargo, son muy
utiles porque, en comparacion con los datos experimentales, pueden proporcionarnos
conocimientos que se pueden utilizar para comprender mejor la fase mas peligrosa
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del crecimiento del tumor, es decir, la fase vascular. Todavia hay partes del proceso
de angiogénesis que no se comprenden completamente a pesar de los muchos estudios
tedricos_yrexperimentales que se han realizado. Los modelos matematicos que descri-
ben la etapa vascular del crecimiento tumoral también existen en la literatura pero
es necesarioffealizar una investigacion adicional del factor de angiogénesis del tumor,
los factores inhibidores del tumor y las causas de la angiogénesis.

1.2. Formulacién matematica de la angiogénesis in-
ducida por tumor

En un conjunto de parti€ulas, por ejemplo, células, bacterias, productos quimicos,
animales, etc., cada particulargeneralmente se mueve de forma aleatoria. Las particu-
las se extienden como resultado.del movimiento de esta particula individual irregular.
Cuando este movimiento irregulat microscopico produce un movimiento regular ma-
croscopico del grupo, podemos considerarlo como un proceso de difusion. Sin embargo,
obtener el comportamiento macrosgépico a partir del conocimiento del comportamien-
to microscopico individual es demasiadowdificil, por lo que derivamos una ecuacion de
modelo continuo para el compeftamiento global en términos de densidad o concen-
tracion de particulas. Para simplificar, consideramos inicialmente solo el movimiento
unidimensional y el proceso de caminata aleatoria mas simple. La generalizacion a las
dimensiones superiores es entonces intuitivamente clara a partir de la ecuacién unidi-
mensional. Ahora, consideremos el enfoque cldsice de la difusion, a saber, la difusion
de Fick. Esto dice que el flujo, J, dél_material,_gue puede ser células, cantidad de
producto quimico, nimero de animalesyete,, es proporcional al gradiente de la con-
centracion del material. Es decir, en una.dimension @& ‘e —g—;‘ implica J = —Dug—g,
donde u(x,t) es la concentracion de la espetie y D, esSuddifusividad. El signo menos
simplemente indica que la difusién transporta la materiasdeyuna concentracion alta a

una baja (parrafo tomado de [35]).

1.2.1. Ecuacion de reaccidon-difusion

La base para el desarrollo de las ecuaciones que se veran en el sistema, es la ecuaciéon
de reaccion-difusion, por lo que se considera adecuado hacer un paréntesis para su
deduccion [35, 44].

Sea u(x, t) la densidad volumétrica de un material dado en el punto x altiempo ¢, y
sea S una superficie arbitraria que encierra a un volumen V', entonces el cambio de la
cantidad de materia que hay dentro de V' es igual al flujo J,, del material wa través
de S en la componente en direcciéon de la normal exterior n més el material genérado
(destruido) en V' por unidad de tiempo, es decir, una fuente g de material que pu€de
ser funcion de u, x y ¢ (véase [44]):

4 u(zx, t)dv = —/Ju : nds+/ g(u, z, t)dv. (1.1)
dt Jv s v
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Por.elL#€orema de divergencia [32],

/Ju-nds:/divJudv:/V~Judv.
s 1% 1%
ou

Ademas, observe.que asumiendo que u(x,t) es continua en V' tal que ! existe y es
continua en todo ¥:

d
—/u(a:,t)dv— %dv,
dt J,, L Ot

tras haber aplicado laRegla de Leibniz [10, 44], la ecuacion (1.1) se escribe como

/ [%+V-Ju—g(u,w,t)} dv = 0.
v

Como esta relacion es valida para todo volumen compacto V, el integrando tiene que
ser igual a cero, es decir,

@—FV-Ju—g(u,w,t) =0. (1.2)
ot
A esta ultima ecuacion se le conoce,comela ecuacion de conservacion para u(x,t),
donde J, es el flujo del material#y.g representa la fuente de material que puede ser
una funciéon de u,  y t. Esta ecuaeibn es valida para un transporte de flujo general
J.., ya sea por difusion o por algin otro procesd [44,.60].

1.2.2. EDP de la angiogénesis(inducida por tumor

Partimos del modelo matematico de Anderson y Chaplain/1998) |2, 15]. Este modelo
describe como las células endoteliales que emergen de un”vaso padre, responden y
migran a través de

a) motilidad aleatoria (o difusion de la Ley de Fick),

b) quimiotaxis a través de gradientes del factor angiogénico tumoral{TAF) liberado
por el tumor, y

¢) haptotaxis a través de gradientes de fibronectina en la matriz extracelular.

En este modelo, la densidad de la células endoteliales (en o cerca de una punta.de brote
capilar) por unidad de area se denota por n, que esta influenciada por la metilidad
aleatoria, la quimiotaxis y la haptotaxis. La concentracion de TAF y la concentracién
de fibronectina estan representadas por ¢ y f, en consecuencia. La quimiotaxis esta
en respuesta a los gradientes de TAF y la haptotaxis es en respuesta a los gradientes
de fibronectina [15]. Para deducir la ecuacién diferencial parcial no lineal (EDP) que
gobierna el movimiento de células endoteliales, se considera el flujo celular total y se
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usa lasécuacion (1.2) de conservacion para la densidad celular. Las tres contribuciones
al flujo de células endoteliales J,,, estdn dadas por

Jn = Jaleatario + Jquimiataxix + Jhaptotaxis . (]- . 3)

donde Jyiedioviv representa el flujo de las células endoteliales (CE) generado por la
motilidad aleatoria, J,yimiotaziz indica el flujo de las CE por quimiotaxis y Juaptotazis
se refiere al flujo, de las CE por haptotaxis, respectivamente.

Para describir lagnotilidad aleatoria de las células endoteliales, se supone que el flujo
de las CE es propor¢ional al gradiente de concentracion de las CE, n [40]. Asi, el
primer término de lagecnacion (1.3) es Jueatorio = —Dn Vn donde D, es el coeficiente
de motilidad aleatoria ¢€lular (constante positiva), y el signo menos representa que
la direccion de difusion es opuesta a la concentracion de las CE.

Considerando el segundo térmiino de la ecuacion (1.3), Juimiotaziz, €l flujo quimiotéacti-
co se supone proporcional a la goncentracion de CE n y al gradiente de concentracion
de TAF Ve [35]; esta expresion™es) muy acertada para modelar el movimiento celular
en presencia de alguna sustanciaquimica, por lo cual ha sido ampliamente usada
para describir este fenomeno quimicoibiologico [44]. El flujo quimiotéactico se puede
describir como Jgyimiotaziz = X(¢)nVeneste término describe la presencia de gradiente
de concentracion de algtn atraetor ¢ originando un aumento en el movimiento de las
células hacia él |26, 44|. El flujo~de las Células incrementar& con el nimero de éstas
presentes ,n, y x(c) es la funcion gquimiotécildel atractor, la cual puede tomar varias
formas [36, 44]. En modelos anteriores de angiégénesis inducida por tumor, a menudo
se supone que x(c) es constante, lo que,significasque las células endoteliales siempre
responden a un estimulo quimiosensdrialy(por ejemplo, TAF) de la misma manera,
independientemente de la concentracidngdel estimulo. Elegimos la ley de receptor
cinética de la forma

Ky

k‘l + C7
reflejando el supuesto mas realista de que la sensibilidad_guimiotactica disminuye
con mayor concentraciéon de TAF, donde xo v ki, son comstantes positivas. xo es
el coeficiente quimiotactico y kp la intensidad de la desensibilizacion de las células
endoteliales al TAF [44].

El simbolo %—? representa la tasa de cambio de las células endoteliales. L.a migracion
de las puntas, n, también puede estar influenciada por el factor haptotaetico. Para el
tercer término de la ecuacion (1.3), el flujo haptotactico se supone propoxcional a la
concentracion de CE n y al gradiente de concentracion de fibronectina VAf] por lo que
la influencia de la fibronectina en las CE se modela mediante el flujo haptotactico,
Jhaptotazis = pon'V f, donde py es el coeficiente haptotactico (constante positiva). Asi,

por (1.3), se tiene

x(¢) = xo (1.4)

J., = —=D,Vn+ x(c)nVec+ ponV f.

De (1.2) y, puesto que estamos centrando la atencion en las células endoteliales en
las puntas de los brotes (donde no hay proliferacion) y dado que las células endote-
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lialeg tiehen una vida media larga, en el orden de meses |39, 44|, omitimos cualquier
nacimiénto y términos de muerte asociados con las células endoteliales. Entonces

on

Por consiguiente,
on
=/ -V - (=D, Vn+ x(c)nVc+ ponV f)
=D, V?n =V - (x(c)nVe) = V- (ponV f).
Por lo tanto,
08_7; = D,V*TV - (x(c)nVe) — V - (ponV f). (1.5)

De ahi la ecuacion diferencial parcial@iie rige el movimiento de las células endoteliales
(en la ausencia de proliferacion celular) és,

68_7; = D, V*w =N - (x()iVe) — V- (ponV f), (1.6)
donde n denota la densidad de CE=(eén.o cercasde una punta de brote capilar) por
unidad de area, ¢ denota la concentracién de TAF)y f denota la concentracion de
fibronectina [15].

Para derivar la ecuacion del TAF, se debe considerar el procedimiento de angiogénesis
inducida por tumor. Este procedimiento se inicia a partiz’de la secrecion de TAF por
las células tumorales. Luego, el TAF se difunde hacia €l tejido corneal circundante
y la matriz extracelular y establece un gradiente de concentracion entre el tumor
y cualquier vasculatura preexistente [15]. A medida que las.CE migran a través de
la matriz extracelular en respuesta a este gradiente de estado estacionario, hay una
cierta captacion y union de TAF por parte de las células. Durantes€sta etapa inicial,
donde el TAF se difunde en el tejido circundante (con un poco de\descomposicion
natural), asumimos que la concentracion de TAF ¢ satisface una ecuacion de la forma:

% = D ,V?c — b, (1.7)
donde D, es el coeficiente de difusion TAF (constante positivo) y 6 es la tasa de decai-
miento. Supondremos que el estado estable de esta ecuacion establece el gradiente de
TAF entre el tumor y los vasos cercanos que nos proporciona las condiciones inicidles
para el perfil de concentraciéon de TAF. A medida que las células endoteliales migran
a través de la matriz extracelular en respuesta a este gradiente de estado estacionario,
hay una cierta captacion y union de TAF por parte de las células [44]. Modelamos

14

+ iThenticate Pagina 25 de 87 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932



+ iThenticate Pagina 26 de 87 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932

este proceso a través de una funcién de retroalimentaciéon simple, que resulta en la
siguiente ecuacion para la concentracion de TAF:

Oc

i —Anc, (1.8)

donde X\ es upd constante positiva y representa la tasa de consumo de TAF.

Se sabe que la(fibronectina esti presente en la mayoria de los tejidos de los mamife-
ros y ha sido identificado como un componente del tejido de la cornea. Ademaés de
esta fibronectina preeXistente, se sabe que las propias células endoteliales producen
y secretan fibronectifia,) que luego se une a la matriz extracelular y no se difunde.
Por lo tanto, la ecuacion para la fibronectina no contiene ningtn término de difusion.
También hay cierta captacion,y uniéon de la fibronectina a las células endoteliales a
medida que migran hacia éltumor. La tasa de producciéon de fibronectina por CE es
proporcional a la densidad de €E n y el coeficiente w es una constante positiva. La
degradacion de la fibronectina(f\es proporcional a la densidad de la enzima degrada-
dora de la matriz (MDE) y a la.densidad de la fibronectina f, el coeficiente es una
constante positiva u. El MDE es producido por cada CE individual n a una tasa a.
Estos procesos de producciéon y captacion se modelan mediante la siguiente ecuacion:

% = wh/— unf. (1.9)

Por lo tanto, el sistema completo.de ecuaciones que describe las interacciones de
las células endoteliales (1.6), TAF (1.8) y fibroségtina (1.9); como se detalla en los
parrafos anteriores es

on 2 Xokt )

E_D”V n—V (k1+chc) — VA ponV f)

of _ (1.10)
ETi wn — pnf

dc

o - e )

Se considera que el sistema (1.10) se mantiene en un dominio espacial cuadrado de
lado L, con el vaso principal (por ejemplo, el vaso del limbo) ubicado alé\largo de un
borde y el tumor ubicado en el borde opuesto. Detallaremos méas esto en«el Capitulo
3, donde retomaremos el sistema (1.10), formularemos las condiciones‘iniciales y de
contorno que se requieren para resolverlo, y formularemos el problema“variacional
correspondiente para probar la existencia y unicidad de su solucion.

15
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Capitulo 2

Introduccion al método variacional

La exposicion que se presentaen este capitulo sobre el método variacional esta basado
en el articulo de Periago (2003) |41}y de sus notas de un curso de maestria [42]. Se
inicia por motivar la necesidad ‘de¢ un nuevo concepto de soluciéon de una ecuaciéon
diferencial que conducird de un mode\natural al concepto de distribucion y de los
espacios de Sobolev. El método variacional lo aplicaremos en el Capitulo 3 al modelo
(1.10) planteado en el Capitulo 1,que‘es el objeto principal de estudio de esta tesis.

2.1. El concepto désoluciéon de una ecuacién dife-
rencial
Consideremos el problema de estudiar la'flexion de whaycuerda elastica de longitud L,

sujeta en los extremos, y sobre la que actiauna determinada fuerza que representamos
por medio de la funcion f (ver figura 2.1) [44, 42].

f

Figura 2.1: Cuerda eléstica sujeta en los extremos [42].

La ley de Hooke de la elasticidad lineal y el principio de conservaciéon de la cantidad
de movimiento nos conducen a la ecuacion diferencial —(ku’)’ = f en (0, L), donde
k = k(z) > ko > 0 depende de las propiedades fisicas de la cuerda. Si ademaés,

16
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este experimento ocurre en un medio elastico, entonces dicho medio ejerce una fuerza
(congraria a f) y que viene dada por —Au, donde A = A(z) > Ao > 0 [41, 42].
De est@a _forma obtenemos la ecuacion [41, 42]:

— (kv + XM= f en (0,L) (2.1)
y por tanto, el,modelo matematico para este problema es

—(ku')Y + M = f en(0,L)
u(0) = 0 (2.2)
w(l) = 0

Supongamos ahora que la fuerza que actia sobre la cuerda esta localizada en un tnico
punto x = % Despreciando da fuerza que ejerce el medio elastico, entonces la cuerda
adopta la forma dada en la figura2.2 [41, 42].

@~

v(x)

Figura 2.2: Cuerda eléstica sujeta en los extremo$ yJsobre la cual actta la fuerza f
en un tnico punto z = £ [42].

Pero una funcion como la dada en la figura 2.2 no es diferenciable en x = é Por
tanto, una funcion u(z) no puede ser solucion de la ecuacion — (k') = f en (0, L),
al menos en sentido clasico, es decir, en el sentido de ser # dos veces derivable en
cada punto del intervalo abierto (0, L) y verificando la ecuacién diferencial en dicho
intervalo. Este sencillo ejemplo muestra que es necesario entendertinejor el concepto
de solucioén de una ecuacion diferencial [41, 42].

Consideremos de nuevo el problema de la cuerda. Si la fuerza f produeé un desplaza-
miento v(z) en el punto z, entonces el trabajo producido por f(z) es fZ) v(x), con
lo cual el trabajo ejercido por f a lo largo de toda la cuerda esta dado pors|42]:

/o f(z)v(x) dx.
Multiplicando (2.1) por v(z):
—(kd'(z))'v(z) + Au(z)v(z) = flz)v(z)

17
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e integrando en [0, L], tenemos

—/OL(ku'(m))’v(x) dm+/0L)\u($)v($) da::/OLf(w)v(a:) dr. (2.3)

Integrando pox/partes la primera expresion del término de la izquierda se tiene

_/0 (k(x)uh(x)) v(z)dx = —kv'(x)v(x)|g+/ ku'(x)v' (x) de

_ /0 () () () i

puesto que v(0) = v(L) =0. Sustituyendo en (2.3) resulta la ecuacion integral

/0 k(z) ' (z) o' () d:c+/0 Ax) u(z) v(z) dx:/o f(x)v(z) d. (2.4)

Por tanto, podemos pensar en unas§olucion de (2.2) como una funciéon u : [0, L] — R,
con u(0) = u(L) = 0, la cual satisface(2.4) para todos los posibles desplazamientos
v tales que v(0) = v(L) =0 [41, 42].

Una de las principales ventajas«de este procedimiento es que de esta forma reducimos
el nimero de requerimientos qué-ha de satisfacer u(x). Sin embargo, ain quedan dos
puntos importantes que no son taw'eyidentés |11, 42]:

a) u debe ser al menos una vez derivabley per@ este.no es el caso cuando f es una
carga concentrada en un punto [44]¢

b) Si la carga esté localizada en x = L/2((es) decir, (&) = 0 para todo 0 < z < L,

x # L/2), entonces fOL f(z)v(x)dz = 0 con lo cual & = 0 satisface (2.4), en
contradiccion con la experiencia fisica (ver figura 2.2) [44].

Estos dos hechos muestran que es preciso entender mejor da Yorma de tratar ma-
tematicamente con el concepto de carga localizada en un punto. En una primera
aproximacion, supongamos que la carga estd distribuida en una{pegtiena proporciéon
alrededor del punto x = L/2, esto es [41, 42],

1 L L
— ——5§x§§—|—g

fo(z) = 2¢ 2

0 en caso contrario.

El trabajo producido por esta carga produciendo un desplazamiento v viene dado por

/OL fe(x)v(x)de = /é+€ v(z) dx ! éJrsv(x) dx

5_5 2¢ :2_5 é—e
1 L L
- L [(5 +g> . (5 —)} v(€) = vlE),
18
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donde”¢,. € [% — &, % +5] cuya existencia es garantizada por el teorema de valor
medio para integrales. Tomando ahora limite cuando ¢ — 0 y suponiendo que v es
contintiageoncluimos que el trabajo producido por una carga concentrada en el punto
L y prodiiciendo un desplazamiento v = v(z) vale v(%). Por lo tanto, una forma
de tratar m@ateméaticamente con el concepto de carga localizada en el punto z( es
por medio de_uha aplicaciéon, llamémosla d,,, la cual actiia sobre una cierta clase de

funciones V' y ptoduce niimeros siguiendo la regla

R

Ozo V.
v <59607U> = U(xﬂ)'

—>
'_>

Este fue el origen de la téoria de distribuciones descubierta por el matemaéatico francés
Laurent Schwartz en 1946 {41, 12].

2.2. Introduccion a“la.teoria de distribuciones

En esta secciéon introduciremos las nociones minimas sobre la teoria de distribucio-
nes, siguiendo las referenciasdd, 42|, que.son necesarias para definir los espacios de
Sobolev, los cuales juegan un papel esencial en el método variacional.

2.2.1. Definicién de distribucion

El conjunto €2 designard siempre un conjunto abierto y no vacio de R, n > 1,
x = (71,29,...,7,) denotard un punto gefierico de Q y | z|| = /23 + 23 +--- + 22
a la norma euclidiana de x. Llamaremos multi-indice a"todo elemento a € N", esto
es, @ = (ay,qy,...,a,) donde o; € N para todo 1 <i <ndSip e C*Q)yaeN®
tal que |a| = a3 + as + -+ - + a,, < k, denotaremos por

= 00
Ozt -+ - Ozl

a la derivada parcial de orden « de ¢ sobre €2.

Convenimos que cuando a = (0,0,...,0), entonces 0% = ¢, o que cuando alguna

componente «; = 0, entonces

olely olely

(6%
(10 = al Qi—1 0 Qi1 = a1 Qj—1 Qi1 *
Oz -+ - 0xy ' 0 0wyt - - - Oxgm Ot - -+ O, O [y - - - Olm

0

Ejemplo 2.2.1. Sea Q = R? — {(0,0)} y ¢ : Q@ = R como ¢(z,y) = In(z?* + y?),
Como ¢ € C*(Q) para a = (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,2),(2,0) tenemos que |a| < 2,

19
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ast
P p(z,y)
(0,0) _ Y) _ 2, .2
0" p(z,y) 900040 e(z,y) = In(z” + y°),
'w(x,y)  Op(r,y) 2y
(071) _ 9 _ 9 _
d'o(z,y)  Jdp(z,y) 2z
(170) o ) . ) .
I (y) = oxtoy Ox a2+ y?’
Po(x,y)  Po(x,y) 4y
(1,1) A Y ’ — ’ - _
a SO([E, y) axlayl amay (x2 + y2)27
2 2 2
0D (1)) Po(r,y)  Polry) 0 2y  2(2? v)
Q29012 Oy? oy x2 +y2 (22 +y?)
2 2 2
929 (2. y) = Peley)  Polry) 0 20 2(y w2
0x2ayo or2 Oz a4 y? (xQ + 12)

Definicién 2.2.1 (|41, 42|). Dadasuna funcion continua ¢ : Q — R, llamaremos
soporte de ¢ al conjunto

sop .= {ZEQ: p(x) # 0}.

Se puede pensar al sop ¢ como ‘el Gonjunto'donde ¢ tiene informaciéon. Esta manera
intuitiva de pensar puede ser utilpara calcular el soporte de funciones conocidas.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.2. Sea ¢ : R — R definidacomo

senz'_si |z] <7
pz) =
0 én otro caso.

El soporte de ¢ es
Sop p = {LE ceR: QO(.T) # O} = (—71'70) U (077'(') = [_7-(-,77].

Ejemplo 2.2.3. Sea ¢ : R — R definida como

exp (—115) sifz|<1
p(z) =
0 en otro caso.

El soporte de ¢ es

sopp={ze€R:p(x)#0}=(-1,1)=[-1,1].

Notemos que por definicién sop ¢ es un conjunto cerrado en R™, nos interesa el casé
cuando el sop ¢ es compacto. Recordemos que por el teorema de Heine-Borel, un
conjunto en R™ es compacto si y sélo si, es cerrado y acotado.

20
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Definicion 2.2.2 (|11, 42]). Sea Q un conjunto abierto y no vacio en R™. Una funcion
continug @ : 2 — R se llama de soporte compacto si sop ¢ es compacto.

Notemos gue ¢ dada en los ejemplos 2.2.2 y 2.2.3 son de soporte compacto.

Recordemos.que C(€) es el espacio vectorial de funciones reales continuas en 2. Si
k>1,
Q) = {p € C(Q)|30% € C(Q),Ya € N", |a| < k},

C>(Q) = () ().
k>1
Los espacios anteriores son espacios vectoriales reales con las operaciones usuales
f+ g € C*Q) para todo ‘fg'e C*(Q) y cf € C*() para todo ¢ € R y para todo
feC*(Q),1<k< .
En el lema que sigue presentamosin ejemplo muy importante de una funcion de clase

C>*(R).
Lema 2.2.1 (Kesavan (1989) [27]). Seanf : R — R por

exp (=4 iz
e Sy

0 six <O0.

Entonces f € C*(R).

Es suficiente con mostrar que f tiene derivada de todos.]os 6rdenes en x = 0. Es claro
que cuando x tiende a 0 por la izquierda:

Cuando x > 0, notemos que

fl(z) = Q%GXP (—é) , f(r) = (—% + %) exp (—%) :

d" f ()
. dak . . .
m > 3. Aplicando la regla de L’Hopital, estos términos convergen a 0 cuandé.az"tiende

a 0 por la derecha, por lo que

d* f(x)
dxk

En general, es combinacion lineal finita de términos de la forma 77" exp (—%),

=0 Vk>1.

z—0t

Asi que f tiene derivada de todos los érdenes en 0, por consiguiente, f € C*°(R).
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Definicion 2.2.3 (|11, 42]). Una funcion ¢ : Q — R se llama funcidn de prueba si
p € CG2(Q) y tiene soporte compacto contenido en €.

Sea F(Q) 2 {f|f : @ — R}. Notar que F(2) es un espacio vectorial real con las
operacionés isuales de suma de funciones y producto por un escalar definidas ante-
riormente. Denotemos por D(2) al conjunto de todas las funciones de prueba sobre
2. Es claro qué D)) C F(£2). Veamos a continuacion que se trata de un subespacio

vectorial de F'(€).

Proposicion 2.2.1._a)"D(Q2) # 0.

b) o+ € D(Q) Yoo, reD(Q).

c) cp € D(Q) Yo € D(Q)'y Vee R.

d) hp € D(Q) Yo € D(Q) y Yhe C(Q).

Demostracion. Es claro que 0 € D(Q) ya que su soporte es el conjunto vacio que es
compacto por vacuidad, por lo que D(RQ) # 0.

Veamos ahora que ¢ + ¢ € D(Q) para‘todo ¢ € D(Q) y ¥ € D(Q).

Notemos que

peD) v veD) ="2€CQ)yy ¢YvelCQ) = p+1ecCQ).

Por otro lado, puesto que ¢ y v tienen soporte’compacto contenido en €2, se sigue de
las propiedades de la adherencia, véase [3]; que

sop (¢ +1) = {x € Q[p@)+ (x) £}
C {z € Qlp(x)7 0t U {2 € |(z) # 0}
= {z € Qlp(x) # 0} U {z ey (z) # 0}
= sopp Usopy C (L

Como unién finita de conjuntos compactos es compacto se sigie que sop ¢ U sop ¥ es
compacto, y siendo sop (¢+1) un conjunto cerrado en R"; se conicluyé que sop (p+1))
es compacto. Por lo tanto, ¢ + ¢ € D(Q).

Veamos ahora que cp € D(Q2) para todo ¢ € D(Q) vy ¢ € R.

Una vez més, ¢ € D(Q) implica ¢ € C*(Q) y esto implica c € C°UQN)s Por otro
lado, si ¢ = 0, c = 0, lo que implica que sop(cy) = ) que es compacto. i ¢ # 0,
notemos que

te{xecQlcp(x)#0} <= pt) #0 <=t e {xecQ|p(x) #0}.
Asi,

sop(cp) ={x € Qfcp(x) # 0} = {z € Qfp(x) # 0} = sop(p),
por lo que sop cp es compacto y estd contenido en (). Finalmente, se concluye que
cp € D(Q).
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Veames ahora que hp € D(Q2) para toda ¢ € D(Q) y para toda h € C*(2). Hay que
probar primero que hp € C*(£2), es decir,

ho € CH(Q), Vk>1.
Notemos quie
PeD) = pcC®0) = pecCh) Vi>1

De igual manera,

heC®(Q)=hecC"Q) Vk>1

Por lo que, se sigue de-Ja formula de Leibniz!, que si a € N* y |a| < k, entonces
existe 0%(hy) y

(hp) =Y ( ‘;‘ ) "ho* v € C(Q), Ya€eN,|a| <k
0<v<a

Esto justifica que he € C*(Q), paratodo k > 1, por consiguiente hp € C(1).
Verificaremos ahora que hy es.de soperte compacto contenido en ). Notemos que

{z € Q| (hp) () # 0} ={z-€ | h@)e(x) # 0} C {z € Q| p(x) # 0},

de donde

sop () = {@ € W hip(a) £0) C (@ &0 p(@) £ 0} = sop .

Como sop ¢ es compacto y esta contenidoen €2 y el Sop/(hyp) es cerrado, se sigue que
sop (hy) también es compacto y estd contenido en Q#Finalmente, concluimos que
he € D(Q). O

Usando el lema 2.2.1 construimos los siguientes ejemplos dedunciones de prueba que
son elementos de D(12).

Ejemplo 2.2.4. Sea Q un conjunto abierto y no vacio en R, tal\que [—a,a] C ,
a>0y

exp (—ﬁ) si ‘x’ < a
p(z) =
0 en otro caso.

Muestra que ¢ € D(2).

Aplicando el procedimiento del lema 2.2.1, se muestra que p € C°(Q) y

sopo = {7 € R: 9(a) 70} = (—a,a) = [~a,a] C 2,
que es compacto por ser cerrado y acotado. Por lo tanto, ¢ € D().
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0&r

07r
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05+

= 0.4

03p

0z2r

01k

Figura 2.3: Graficas de la funcion ¢ cuando a =1, 1.5y 2.

En la figura 2.3, se muestran graficas de ¢ del ejemplo 2.2.4 cuando a =1,1.5 y 2.
Ejemplo 2.2.5. Sea Q abierto no vacio en R tal que [a,b] C Q y
exp(—W) sia<x<b

0 en otro caso.

p(r) =

Muestra que ¢ € D(2).

Una vez maés, aplicando el procedimientg’del lema*2.2¢1, se observa que p € C*(2) y

sopp ={z € R: p(x) # 0} = (a,b) = Ju, 0] C €,
que es compacto por ser cerrado y acotado.

Ejemplo 2.2.6. Sea a € Q2 C R" tal que la bola cerrada de €entro a y radio R > 0
estd contenida en € y sea

o) = exp (——R2_||;_a”2> si|lz—all <R
0 en otro caso.

Muestra que ¢ € D(2).

'En la féormula de Leibniz, se requiere el coeficiente binomial para multi-indices, que se”define

como: <3>(ii><j§>(j’t)

para todo o = (a1, aa,...,an) EN"yv = (v1,v9,...,v,) € N*U{(0,0,...,0)} tales que 0 < v < q,
véase capitulo 1.1 de [49]. Aqui, 0 < v < a significa 0 < v, < ag, k=1,2,...,n.
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Aplicanido de nuevo el procedimiento del lema 2.2.1, se muestra que ¢ € C*(Q2) y

sopp = {xeR:p(x)#0}
= {zeR":|x—al <R}
= {zeR":|x—al <R}
c €,

que es compacto porser cerrado y acotado en R™.
En la figura 2.4 se muestra una grafica representativa de la funcion de prueba del
ejemplo 2.2.6 en R3.

f’/JIf’, o MY

T

SN
S SRS

Figura 2.4: Grafica de ¢ del ejemplo 2.2.6 en R*cuando a = (0,0) y R = 1.

Otro concepto importante que es necesario conocer pard definir a las funciones gene-
ralizadas es el de convergencia en D(€2). Las funciones generalizadas son funcionales
lineales continuos que acttian sobre un espacio de funciones™dé prueba. Linealidad es
un concepto familiar pues sabemos por ejemplo, que la detfivaciéon y la integracion
son operaciones lineales. Sin embargo, la continuidad es un aspect6 mas delicado de
tratar. Recordemos que, a groso modo, una funciéon f es continudi\en un punto g si
lim, ., f(x) = f(xo). En esta definicion zy es un punto interior de deminio de f.
De manera equivalente podemos escribir que si x, — xy cuando n = co, entonces
f(zn) = f(xo). En Ry en C es claro lo que significa z, — zo y f(z,) —=¢f(%0) cuando
n — oo, pero si el dominio de la funcién en cuestion es un espacio de funcienes, como
D(Q2), entonces no es claro el significado de “¢,, — ¢ cuando n — oo0”,\para todo
©n € D(Q) v para todo ¢ € D(Q). Asi, en nuestro contexto la definicion“es” como
sigue:

Definicion 2.2.4 ([41, 42]). Dada una sucesion {om}tmen C D(R), diremos dqle
dicha sucesion converge en el sentido del espacio D(Q) a una funcion ¢ € D(Q) si se
verifican las siguientes propiedades:
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a) Eziste un compacto K C ) tal que sop ¢,, C K para todo m € N.

b) La sueesion 0%p,, converge uniformemente sobre Q0 a 0%p para todo multi-indice
a e N7

Ejemplo 2.2.7. Sean a > 0 y {om}men donde

Lexp (—=15) silz|<a
90m<x) =
0 en otro caso.

Muestre que {@m }men(eonverge en D(R).

Es claro que ¢, € C*°(R)4 sop ¢, = [—a,a] es compacto, por lo que ¢, € D(R)
para todo m € N. Notemos que’si |z| < a, entonces

1 1
lim ¢, (z) =\fm — exp (— ) = 0.

m—00 ) a? — a2

Por lo que la sucesion {¢,, }men conyerge puntualmente a ¢ = 0 en R.
Veamos ahora que {¢], }men converge uniformemente a ¢'. Sea

My, = supgeglen(v) =@ ()]

= sup,cpl@mie)|

2x 1
m(a?'— 22y P a2 — 12

2 || 1
- ESUp\wKa (a® — xz)z eXp Fa2— 2 )

= Sup|x\<a

Notemos que lim,, ., M,, = 0, por lo que {Lp;n}meN conyérge uniformemente a ¢'.
k

Anéalogamente, se verifica que {d_SOkm} converge uniformemente a d—f = 0 para
z meN z
todo k > 2. Asi, se concluye que la sucesion {¢p, }men converge @@ = 0 en D(Q).

Para definir las distribuciones se debe tomar el concepto de funciehalklineal continuo.
Los funcionales lineales continuos son una regla que se le asigna a una funciéon sobre un
espacio vectorial cuyo resultado es un nimero real. Estos funcionales lineales,continuos
son los que se convertirdn en una distribucion o funciéon generalizada.

Definicion 2.2.5 ([41, 42]). Se llama una distribucion sobre Q a todo funcignal lineal
u:D(2) — R
o= (u9)

tal que si {©m}men C D() converge a p € D(N) en el sentido del espacio D(2);
entonces

lim (u, om) = (u, ).

m—ro0
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La notacion (u, ) se usa frecuentemente para denotar a u(p) [41, 42].

Se denota por D’(Q2) al conjunto de todas las distribuciones sobre €2, el cual resulta
ser el €spacio dual topologico de D(Q2), por lo que D’'(£2) es un espacio vectorial real
o complejo [29].

Para constriix ejemplos de distribuciones, recordemos el concepto de una funciéon
localmente integrable.

Definicion 2.2.6: Una funcion f: Q — R (o C) es localmente integrable sobre ) si

[ i(@)ide <

para todo compacto KTGA).

Al conjunto de todas las funciones localmente integrable sobre Q se denota por L}, .(Q)
y no es dificil verificar queltambién es un espacio vectorial real o complejo.

Ejemplo 2.2.8. Sea f € L #Q)y
UfD(Q) — R
N <Uf>90>:/9f90-

Muestra que uy € D'(R2), es de€ir, es una distribucion sobre €.

En efecto, sea {¢,, }men una sucesion en D)) que converge a ¢ € D() en el sentido
del espacio D(2). Entonces existe N C  ¢ompacto tal que sop p,, C K, Vm € Ny

0%pm — 0%p uniformemente paratodo o € N2 En particular, para a = (0,0,...,0)
tenemos que ¢,,— uniformemente, es*decir, dddajc > 0 existe un entero N > 0, tal
que

[P (@) — p(x) 1 Vi 2N y Va € O

< —3 2
1+ [ 1]

/chpmd:c—/ﬂfgpda:

/Qf(wm—sO)dw
< /Qlf(som—@ldw

donde K* = K Usop ¢.
Asi,

|<uf’90m> - <uf>§0>| =

_ / 1l lom — olda
Q
- / llom — olda
K*
E
<« — < | |fldz<e ¥Ym>N.
1+fK* f‘ K*’|

Lo cual prueba que lim,, ,o(uy, pm) = (uy, ¢). Por lo tanto, uy € D'(Q).
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Ejemplo 2.2.9. Sea xy € €, la aplicacion

0z : D(2) — R
Y = <(5wo>90> :90(330)’

es una distribucién. Esta distribucion se llama delta de Dirac centrada en x.

En efecto, sea {@n,4men una sucesion en D(2) que converge a ¢ € D() en el sentido
del espacio D(2). Entonces existe K C {2 compacto tal que sop ¢, C K para todo
m € Ny 0%,, = d%puniformemente para todo o € N”. En particular, para a =
(0,0,...,0) tenemos ques@y, - uniformemente, es decir, dada £ > 0 existe N > 0,
tal que

lom(2)~gp(x)] <e, Vm > NyVx e

En particular, para x = xy € Qpse)tiene
| om(20) —@(®0)| <&, Ym > N.

Lo que muestra que 1im,;, o (0ag#®Pm) = (0x, ). Por lo tanto, d,, es una distribucion.
Esta distribucion no coincide coh=ninguna distribucion inducida por una funcion del
espacio L, (Q), véase Periago (2003)\[42].
En [41, 42, 44] se da una interpretacién fisicasderda delta de Dirac, suponiendo que
) = R y considerando, para ¢ > 0, la/familia de funciones

fe =

QL Sif—e <z <€
1>
0 otro.caso.

+oo
Notese que / fo(x)dz = 1. Ademas, dado que f. € L} (R);sé puede considerar es-

loc

—00
tas funciones como distribuciones. Denotando también por f. la distribucion asociada
(segtn el ejemplo 2.2.8) a la funcion f.. Para ¢ € D(R) se tiene 'gie

c 1 1 [¢ 1
<faa 90> = /a %¢($) dr = 2_6 . gO(QL") dr = 2_825@(56) = 90(55), -FK¥: <g,

donde en la tercera igualdad se ha aplicado el primer teorema del valor medio para
integrales. Si se toma ahora limite cuando € — 0, se obtiene que

lim(fer ) = 9(0) = (50, )

Notese que la funciéon delta de Dirac dy es una buena forma de representar matemaéa-
ticamente el concepto de carga concentrada en el punto 0.
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2.2.2¢ La derivada de una distribucion

Siguiendo, las referencias [41, 42, 44] hemos visto que toda funcion de Lj .(Q) es una

distribucigh. En esta seccion veremos que la derivacion es una operacion valida para
cualquier~distribucién. Ello nos permitird poder calcular la derivada de cualquier
funcion de 'L}y, (£2), en particular, la derivada de funciones no continuas. Obviamente,
esta operacidn de derivacion no puede ser entendida en sentido clasico, sino en un
sentido débil o\distribucional que es el que pasamos a estudiar a continuaciéon. Para
motivar la definiciginde derivada de una distribucion, supongamos que f € C'(a,b)
y que ¢ € D(a,b), podemos considerar f’ como distribucion y por tanto, integrando

por partes se tiene

(up, @)= | f(@)e(x)da

va que ¢(a) = ¢(b) = 0.
La identidad (us,¢) = —(uys,¢') sigue teniéndo sentido si se sustituye f por una
distribucion cualquiera v € D'(a, b). Este hechoeselque inspira la siguiente definicion.

Definicién 2.2.7 (|41, 42]). Dado un ‘malti-indice.@ € N" y una distribucion u €
D'(Q2), se define la derivada 0*u como la distribucion

0u:D() — R
o = (0%u, @) = (1)l (FEy).

Probaremos que 0%u es efectivamente una distribucion. Para elloysea {¢on, }men una
sucesion en D(2) que converge a ¢ € D(QQ) en el sentido del espaeio, D(2). Entonces
existe K C {2 compacto tal que sop ¢, C K, Vm € N, y 0%p,, — 0%p uniformemente
sobre €2 para todo a € N™. Veamos que {(0%u, o) }men converge a (0%ug@). En efecto,
notemos que 0%p,, € D() y sop 0%¢,, C K Vm > 1. Ademas 0%p € D((?). Puesto
que 0°(0%p,,) = 0°T%p,, también converge uniformemente a 9°F*p = OH(9%p) V3 €
N™ por lo que {0%p;, }men converge a 0%p,, en el sentido de D(Q2). Ruesto que
u € D(R), entonces

lm (u, 0%pm) = (u, 0%p),

m—00

de donde

lim (0%, @) = lim (—1)|O‘|<u,8o‘gpm> = (—1)'0“<u,0“‘gp) = (0%, p).

m—r0o0 m—ro0
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Lo ‘cual”prueba que la sucesion {(0%u, ¢.,) }men converge a (0%u, ). Por lo tanto,
0%u &/DQ2).

En el que £aso de que f € C*(Q) y |a|] < k, entonces la derivada distribucional y
funcional degf ¢oinciden (en el sentido de distribuciones) [41, 42]. Veamos ahora dos
ejemplos interesantes.

Ejemplo 2.2.10.([4d3 42]). La derivada distribucional de la funcion de Heaviside

Hz) 1 sixz>0
€Tr) =
0 en otro caso,

es la delta de Dirac centrada e 0.

En efecto, para cada ¢ € D(R)gtenemos que

(war ) = () == | Mg —— [ ¢ @rdr = 0) = (i),

Por lo tanto, ug = do.

Ejemplo 2.2.11 ([41, 42|). Caléular la derivada distribucional de la funcion

Lt si —A<x<0
u(z) = .
1l—w si 0<e<1.

Es claro que u € L?(—1,1), por lo tantd, w es una”distribucion. Calcularemos su
derivada distribucional. Sea ¢ € D(—1,1):

Ou,0) = —(u, @) = — / u(a)g(z) de

1

- -/ [ieeE s i 1 -G do

-1

- /ilcp(x)dm—i-/ol—l@(x)dx
_ /_ 11u/(:v)g0(33) da

= <u/’u> Vo € D(] -1, 1[)7

donde

u'(z) =

1 si —1<zxz<0
-1 s1i 0<x<l,

es la derivada distribucional de w.
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Eigura 2.5: Gréaficas de u y u/'.

En la figura 2.5 se muestran lasigpdficas de u y su derivada distribucional Ou.
Notemos que tanto u como su derivad@distribucional u’ pertenecen al espacio L*(—1,1).
Ademas, u se anula en los extremos de dicho intervalo. Se dice entonces que u pertene-
ce al espacio de Sobolev H} (—1g1). Notemos también que la funcion u no es derivable
en sentido clasico en el punto £ =-0; 41542, 14].

La filosofia general para definir opetaciones.en’el espacio D'(2) de las distribuciones
es la siguiente: supongamos que

T : D) - DY)

es un operador lineal y continuo (respecto«de la nociényde convergencia introducida
en el espacio D(2)). Se dice que

T*: D(Q) — D(Q)

es el operador dual de 7', y lo representaremos por 7, siempre que 7™ es lineal y
continuo y si ademés satisface que

/Q (To)(@)(@) d = / (@) T ) @) dz Vi, D), (2.5)

Notemos que, desde el punto de vista de las distribuciones, (2.5) puéde escribirse en
la forma

(To,¢) = (0, T"P) Vo, € D(Q).
Por lo tanto, generalizando el caso de distribuciones, se tiene

(Tu, ) = (u, T*Y) YueD(Q) y Ve D).

De la linealidad y la continuidad del operador T* se deduce que Tu € D'(Q2). De esta
forma se pueden definir las transformadas de Laplace y Fourier de distribuciones y,
otras muchas operaciones, como se puede ver en las referencias [9, 41, 42, 44].
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2.2.3.~ Espacios de Sobolev y desigualdad de Poincaré

Una vezsque tenemos a nuestra disposicion las distribuciones, volvamos al problema
(2.2) o ert’ particular a la ecuacion integral (2.4). Para que el término de la derecha en
(2.4) tengaséntido, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, todo lo que necesitamos
es que f,v €L?(). Para el término de la izquierda en (2.4), si suponemos que k y
son acotadas, éntonces hemos de exigir que u, v, u’,v" € L*(Q), es decir, que u,v y sus
derivadas (en el sentido de las distribuciones) estén en L?(€2). Esto nos conduce de un
modo natural a intreducir una clase de espacios que juegan un papel esencial en la
teoria moderna de EPP’s y que se denominan espacios de Sobolev. Es lo que hemos
anticipado en el ejemplo2.2.11; [41, 42, 44]. Comenzamos definiendo los siguientes
espacios.

Definicion 2.2.8. Un espdeioseuclideano es un espacio vectorial complejo H junto
con una funcion que asocia a cad@ par de vectores x,y € H un nimero complejo (x,y),
que se llama producto interno de w,y, de tal manera que se satisfacen las siquientes
propiedades:

a) (z,y) = (y,x) Va,ye H.

b) (x +y,2) = (x,2) + (y, 2) L.Na, y, 27 H.

c) (cx,y) = c({x,y) Va,ye H \YegC.

d) (z,z) >0 VzeH.

e) (x,x) =0z =0.
En virtud de la propiedad d) el producto interno induce ufiaynorma sobre H mediante
la formula

lell = \/{w,a), VaeH.

Dos propiedades importantes de esta norma son

a) Desigualdad de Schwarz:

[z o) < llzllllyll, Vz,y € H.

b) Desigualdad triangular:

[z +yll < llzll +lyll,  Vo,y e H.

Todo espacio euclideano H es un espacio métrico con la métrica inducida por la norma
como sigue:
d($7y): ||I’—y||, Vi’»’ayeH
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Definiciéon 2.2.9. Un espacio euclideano H se llama espacio de Hilbert si toda suce-
siongddeCauchy en H converge a un elemento de H, es decir, si H es completo con
la metrica inducida por el producto interno.

Aunque efi la.definicion de espacio de Hilbert consideramos espacios vectoriales com-
plejos, en adelante, solamente consideraremos espacios de Hilbert reales.

Definicién 2.2.10 (|15, 27, 41, 42, 44]). Sea LP(Q), 1 < p < oo, el espacio de las
clases de todas a8 funciones ¢ : Q@ — R medibles y tales que ||P es integrable sobre
Q. Sipe LP(Q) se_define la norma de ¢ como

1
P
||so||mm=( / |so|pda:) Cl<p<oco

L>(9) es el espacio de todas las clases de funciones ¢ : Q) — R medibles y esencial-
mente acotadas sobre ), véasegiB/]. Si p € L=(Q2) se define la norma de ¢ como

161 gy = sup” |o()]-
IS

Donde sup® denota el supremosésencial de p sobre Q).

Por lo que LP(f2) es un espaciovectorial normado sobre R. En particular, L*() es
un espacio de Hilbert con el produeto interfio

(01 6) oy = /Q & de, D € LA(Q).

Definicion 2.2.11 (|15, 27, 41, 42, 44])..S¢ llamd eSpacio de Sobolev H'(Q) al es-
pacio de las funciones u € L*(Q) cuyas derivadas “papeiales (en el sentido de las
distribuciones) pertenecen a L*(Q), esto es,

ou

HY(Q) = {u € LX) 5

€ L*(9), 1§i§n}.

El espacio H'(Q) dotado del producto interno

ou Ov
<U7U>H1(Q) (u,v) 2(Q) T Z <(95E, axl>L2(Q) Vu,v € HI(Q)

el cual induce la norma

w0 = <

es un espacio de Hilbert.

1/2
) Vu € H'(Q)
()

33

+ iThenticate Pagina 44 de 87 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932



+ iThenticate Pagina 45 de 87 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932

Notemo§ que D(Q) C H'(Q). En la resolucion de problemas de EDP’s nos sera
especialmente 1til el espacio
Hy(Q) = D(9),

es decir, la“ddherencia respecto de la norma de H'(f), del espacio de las funciones de
prueba D(Q)..0 dicho de otro modo, toda funcion de H} () es, o bien una funcion de
prueba, o bien‘es limite (respecto de la norma de H'(€2)) de una sucesion de funciones
de prueba. Dicho.espacio, con la norma que hereda de H'(), es también un espacio
de Hilbert. Dicho defth modo un tanto impreciso, el espacio Hj () es el formado por
las funciones de H'(€) que se anulan sobre la frontera de Q. Decimos de un modo
un tanto impreciso dade’que la frontera de €2 tiene medida nula, y dos funciones de
L%(Q) que son iguales salve”en un conjunto de medida cero son, como funciones de
L?(Q), iguales. Para eliminar esta ambigiiedad se introduce el concepto de traza de
una funcion de H'(Q), véase per ejemplo |15, 27, 41, 42]. Un ejemplo tipico de funciéon
en H}(Q) es la considerada en#l ejemplo 2.2.11.

Se extiende la definicion del espagi6 de Sobolev para funciones en LP(£2), p > 1, como
sigue:

Definicion 2.2.12 (|15, 27, 60]). Seqm > 1 entero y 1 < p < oco. El espacio de
Sobolev WP (Q) se define comd

WmP(Q) = {u e LP(Qu 0 € FP(Q) Vo <m, a e N"}.
W™P(Q) es un espacio vectorial. De heclio es un gSpacio normado con la norma:

lullmpe = D 0%l ¥ w€V™ () (2.6)

la|<m

o equivalentemente, para 1 < p < oo,

[illpe = [ 3 / | = S 0l | v dEWmr©). (27)

laj<m la|<m

Un caso de especial importancia ocurre cuando p = 2. Este espacio se”denota por
H™(§). Asi

H™(Q) =W™*(Q) = {ue L*Q): 0°u e L*(Q) V|| <m, a e N"}. (2.8)

Para u € H™(12), se denota su norma como ||u/,.q, es decir,

D=

ltllme = iz = [ 3 / o2 | (2.9)

la|<m
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Elespéacio H™(2) posee un producto interno natural definido por

(U, V)0 = Z /0O‘u80‘v, Vu,ve H™(N). (2.10)
0

laj<m

Este produetodnterno induce la norma definida en (2.9) cuando p = 2. El espacio
H™(Q) resulta, sex, un espacio de Hilbert.

Como antes, introdu¢imos un importante subespacio de W™P(Q). Si 1 < p < oo,
entonces D() es densoyen LP(Q2). También, si ¢ € D(2), entonces 0% € D(Q2) para
todo o € N", por loquesD(2) C W™P(Q) para cualquier m y p. Si 1 < p < o0,
se define el espacio Wy"2(€2) como la adherencia de D(2) en W™P(Q). Asi W;""(Q)
es un subespacio cerrado de W"P({2) y sus elementos pueden ser aproximados en la
norma de W"P(2) por funciones de clase C*° con soporte compacto contenido en ).
Cuando p = 2, los espacios Wi=(€2) se denotan como H}*(Q2). En general, W;""(2)
es un subespacio estricto de W#2((), salvo cuando 2 = R"™ (véase |15, 27, 60]), es
decir,
WmER™Y = WyP(R").

Para enunciar los teoremas de esta seccion, requeriremos que €2 sea un conjunto abierto

en R" y de clase C* (k > 1 enterg). Citamo$ la siguiente definicion:

Definicion 2.2.13 (Kesavan (1989) [27]). "Unconjunto abierto Q) es de clase C* (k
entero > 1) si para cualquier x € 09, existe upa_vecindad U de & en R™ y un mapeo
T:0Q — U tales que

i) T es una biyeccion
ii) T € C*(Q), T~' € C*(U)
i) T(Qy) =UNQ, T(Qy) =UNOY,

donde Q@ = {x € R" : |2/| < 1,|z,| < 1}, @ = (&', ), |2'| es_la norma Euclideana
dex' enR" Q,={zeR":|2'|<1,0<2, <1} yQo={z€Q:x, =0}

En la figura 2.6 se ilustra geométricamente esta definicion.

Se dice que €2 es de clase O™ si es de clase C* para cualquier entero kZ>\1.

Como ejemplo tenemos que las bolas abiertas en R™ son de clase C*°. También lo son
los complementos de las bolas cerradas en R”. Un poligono en R? no &g nitde clase
C! ya que los requisitos del lema 2.2.13 no se cumplen en los vértices.

Esencialmente, el concepto de clase C* se refiere a que dado un punto x en la ffontera
de €, existen cambios de coordenadas alrededor de = que son de clase C* (es decit,
mapeos C* con inversa C*). Para més detalles sobre este concepto, véase pag. 67 del
libro de Kesavan (1989) [27].
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Figura 2.6: Ilustracion-géométrica del significado de conjuntos de clase C* [27].

Consideramos ahora un conjuaté_abierto acotado de clase C'. Sea {Uj,Tj}f:l una
carta local asociada para la frontera I' y sea {v; ?:1 una particion de la unidad
subordinada a la cubierta {Uj}i o de T. Si u € H'(Q), entonce (¢;uly,ne) o T, €
H'(R%) y asi podemos definir su traza’como un elemento de H'/?(R"~!). Volviendo
de Tj’1 podemos definir la traza sobre®UyM I'. Juntando todo obtenemos la traza yyu
en L?(T) y la imagen (por defirfi¢ion de los espacios) serd precisamente H'/2(T) [27].
Similarmente, si la frontera es mas suave podemos definir trazas de orden alto ;.
En particular, enunciamos el siguienge teorema del libro de Kesavan (1989) [27] que
también se cita en [15]:

Teorema 2.2.1 (de la traza, Kesavan (#989) [27) Sea 2 C R™ un conjunto abier-
to y acotado de clase O™ con frontera ™ Entonces existe un mapeo traza vy =
(Y0, Y15+ -+ > Ym—1) de H™(Q) en (L2(Q))™ tal que

, — v oty
a) Siv e C®(Q), entonces y(v) = vlp,11(v) = 0_n' sy Ym—1(V) = pre I
r r

donde n es el vector normal exterior unitario sobre la frontera T.

m—1

b) El rango de 7y es el espacio H H™I=V2(T).
=0

¢) El nicleo de v es el espacio HJ'(2).

El teorema de la traza ayuda a obtener el teorema de Green (o formula®dé Green)
para funciones en H'(Q2), Q abierto y acotado en R™ de clase C' con frontera.I® Sea

n(x) = (ny(x), na(x), ..., n,(x))

el vector normal exterior unitario sobre la frontera I' (definida c.t.p sobre I'), pof
ejemplo, si Q = {x € R" : ||x| < 1}, entonces n(x) = x para todo ||z| = 1. Asi
n;(x) = x; en este caso. Si 1 = {x € R" : ||z|| < r}, entonces n(x) = x/r. Si () tiene
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una parte de su frontera, digamos x,, = 0, entonces el vector normal exterior unitario
correspondiente es te,, donde e, = (0,0,...,0,1), dependiendo del lado sobre la
cual yace«).

Enunciamos, a continuacion el teorema de Green o formula de Green del libro de
Kesavan (1989) [27], también conocido como formula de integracion por partes en
H'(Q) y que también se cita en [15, 41, 42].

Teorema 2.2.2)(de*Green, Kesavan (1989) [27]). Sea Q@ C R™ un conjunto abierto y
acotado de clase Clrque yace sobre el mismo lado de su frontera T. Sean u,v € H'(Q).
Entonces para 1 <'9<.,

ov ou
U = | ulrvirn; — v 2.11
o 0 /r ol 0 0; ( )
Donde n(x) = (ni(x), n2(x)?. .., nu(x)) es el vector normal exterior unitario sobre

la frontera T'.

Otra importante propiedad de les éspacios Wol’p(Q) es la siguiente desigualdad |15,
27, 41, 42|

Teorema 2.2.3 (Desigualdad de Poincaré, Kesavan (1989) [27]). Sea 2 un conjunto
abierto y acotado en R™. Entonces,eristesgrin constante positiva C = C(,p) tal que

n
ou
lull o) < C D 15— Y u e WiP(Q). (2.12)
i=1 ¢l LP(Q)
. a ou 1,p .
En particular, u — define”una norma sobre Wy (Q), la cual es equi-
i=1 Oz; Lr(Q)
valente a la norma || - ||1p.0. Sobre Hy(Q), la forma bilimeqgl
"L Ou v
(o) = | > oron
define un producto interno que induce una norma equivalente asdanorma || - ||1.0-

2.3. Formulacion variacional abstracta y el teorema
de Lax-Milgram

Recordaremos definiciones clasicas sobre un funcional lineal y una forma bilinieal que
se pueden consultar por ejemplo en [15, 29, 45].

Definicién 2.3.1. Sea (H,| - ||) un espacio normado y f : H — R un funcional
lineal. Decimos que f es continua (en H) si existe M > 0 tal que

[f(w)] < Mull, VueH.
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Definieion 2.3.2. Sea (H,|| - ||) un espacio normado y B : H x H — R. Decimos
que Bsesywuna forma bilineal si satisface las dos condiciones siguientes:

a) B(gtuA v, w) = vB(u,w)+ B(v,w) Yu,v,w e H, Vy e C.
b) B(w, fu+v) = fB(w,u) + B(w,v) Yw,u,v € H, V5 € C.
Definiciéon 2.373%(|15]). Sea B una forma bilineal sobre un espacio normado (H, ||-||).

a) B se dice ‘queses continua si existe M > 0 tal que |B(u,v)| < M||u||||v] para
todo u,v € H,

b) B se dice que es(cogrciva o H-eliptica si existe m > 0 tal que |B(u,u)| > m)||ul/?
para todo v € H.

c) B se dice que es simélrica si B(u,v) = B(v,u) para todo u,v € H.

Aunque no es sencillo de probazsse puede demostrar que la delta de Dirac definida
en principio sobre el espacio de(funciones de prueba D((2), se puede extender a un
funcional lineal y continuo definide/Sobre HJ(€2) [42], esto es,

Sep MHL(Q) = R

definida como
(00, (x5 ) 8 Nu € Hy(9).

Una funcion f de L*(Q) vista comi®, una diStibucion sobre D(Q), también se puede
extender a una forma lineal y continua sobre #H(Q) [42], por medio de la aplicacion

fHQ) =R
definida por 5
(f,u) :/o f(@)u(z)dx Vu SHal). (2.13)

Estas ideas conducen a una nueva formulacion del probléma’(2.2). Consideremos la
ecuacion diferencial dada por (2.2), sea f € L*()) que se @xfiende a un funcional
lineal y continuo f : H}(0, L) — R definida en (2.13) y una forma.bilineal

B:Hj(0,L) x Hy(0,L) = R
definida por

B(u,v) :/0 k(x)u'(z)v'(z) dx—i—/o Mz u(z)v(z)dz, VY (u,v) € Hy (0, X H,(0, L)

y k(z) > ko > 0, \(z) > \g > 0 como en (2.2).
Se sigue de (2.4) que una funcion u € H}(0, L) se dice que es una solucion débil de
(2.2) si satisface la identidad [42]:

B(u,v) = (f,v), Vv € Hy(0,L).
Todo lo anterior puede ser escrito de una forma mas general como se enuncia en la

siguiente definicion [15, 41, 42].
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Definicion 2.3.4 (Problema variacional, [15, 41, 42]). Sea (H, || - ||) un espacio de
Hilbert,yf - H — R una forma lineal y continua y B : H x H — R una forma bilineal.
Por problema variacional entendemos el problema de determinar w € H tal que

B(u,v) = (f,v) paratodov € H. (2.14)
A este elemento,u € H se le llama solucion de (2.14).

La existencia, unicidad y dependencia continua respecto de los datos iniciales de la
solucién débil pafa-(2.14), se obtiene a través de uno de los teoremas méas bonitos
y tutiles de la Matemaética Aplicada: el Teorema de Lax-Milgram; [41, 42]. La
demostracion de esté resultado puede encontrarse en [12, 27, 43|. Enunciamos ahora
el teorema de Lax-Milgrarns

Teorema 2.3.1 (de Lax-Milgram, Kesavan (1989) [27] y Periago (2003) [42]). Si
(H,|| - ||) un espacio de Hilbert, f : H — R una forma lineal y continua, y B :
H x H — R una forma bilineal_continua y coerciva, entonces el problema variacional
(2.14) tiene una tnica soluciona en H. Ademds,

1
< — *7
ol < — 1151

donde || f|l, = sup{[(f,v)| - v&Hy |v|| <1}.

St B es también simétrica, entonges la funcional J : H — R dada por

J(v) = %B(v,v) 2w vocH

alcanza su minimo en u.

En la referencia [42] se menciona que conrrespecto de las hipotesis del Teorema de Lax-
Milgram, la continuidad de B se suele obtenér como consecuencia de la desigualdad de
Schwarz. La coercividad suele ser la parte méas dificil de_ptebar (desigualdades de tipo
de la de Poincaré son las que normalmente se necesitanpara probar la coercividad).
No obstante, en unos pocos casos la coercividad se obtiehe.de manera sencilla. Por
ejemplo, para el caso del problema (2.2) facilmente se obtiele que

B(u,u):/o k(w)(u')Q(x)der/o )\(x)u2(m)dxZmin{ko,)\o}|]u||%[6(o’m (2.15)

para todo u € H}(0, L), donde kg > 0 y Ao > 0 son los que se mencionatien el inicio
de la seccion 2.1.

2.4. Aplicacién a problemas de contorno de tipo-elip-
tico

En esta seccién se aplica la teoria variacional abstracta desarrollada en la seccion an-
terior para resolver problemas concretos de ecuaciones diferenciales, tanto ordinarias
como en derivadas parciales, véase [412].
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2.4.1.~ El caso unidimensional

Este cago'sesretoma de las referencias |41, 42|, donde se considera el problema plan-
teado en?{242), con k € CY([0, L], R), k(z) > ko > 0, A € C([0,L],R), \(z) > 0y
f € C([0, B;R). La forma de proceder en el método variacional es esencialmente la
siguiente: supongamos que u es una solucién clasica de (2.2). Si multiplicamos la
ecuacion diferenicial (2.2) por una funcion v, que sea por ejemplo de clase C?(0, L),

entonces
—(ku')'v + duv = fo

e integrando ahora porpartes en [0, L]:

L L L L
+/ ku’v’+/ )\uv:/ fo.
o Jo 0 0

Si la funcion v satisface que v(0).=v(L) = 0, entonces obtenemos

L L L
/ ku’v'—l—/ Auv :/ fu.
0 0 0

Notemos que para que la exprésién anterior tenga sentido, por la desigualdad de
Schwarz, es suficiente con pedir-gite u, v’ wiv, f € L*(0,L). Las derivadas de las
funciones u y v no se analizan en sentido clasie6 sino en el sentido de las distribuciones
(recuerde que las funciones de L?(0, ) ho tienéfl par qué ser continuas, y por tanto, no
tiene por qué existir su derivada en sentido clasigo)yRecuerde también que en lugar
de una funcion f € L?*(0, L), podriamg§ poner d€ forma general una forma lineal
y continua sobre H} (0, L). En cualquier ¢&So y parassimplificar ideas, supongamos
que f € L*(0,L). Se dice que u : (0,L) =% R es ufia_solucién débil de (2.2) si
u € Hg(0, L) y si satisface que

L L L
/ ku’v'—l—/ )\uvz/ fv, Vv e Hy(0p).
0 0 0

A esta formulacion del problema (2.2) se le llama formulacion varfaeional o débil.
Nos ocuparemos ahora de probar la existencia y unicidad de la solu¢ion, débil. Para
ello, consideremos la forma bilineal

— k(2)t' (z)v(x)

B:HN0,I) x H:0,L) — R
L L
(u,v) +— B(u,v):/ ku'v'dx+/ Auw dx
0 0

y el funcional lineal
f:HN}O,L) - R
L
v o= (f,v) :/ fvdz.
0
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La continuidad de B como forma bilineal y la continuidad de f como forma lineal sobre
H; (0¢T), se siguen de la desigualdad de Schwarz. La coercividad de B es consecuencia
de la désigualdad de Poincaré en el caso de ser A = 0, y en el caso de ser A(z) > A9 > 0
para toda/0 < x < L, se obtiene de un modo trivial (véase (2.15)). Asi que el teorema
de Lax-Milgtam 2.3.1 nos garantiza la existencia y unicidad de la solucion débil v €
H}(0,1) del*problema (2.2). Finalmente, y precisamente gracias a la coercividad con
constante de coergividad m, se obtiene la dependencia continua de u respecto a f, ya
que
mllullZ, < |B(u, u)l

(0,1)

L
fudx
0
[(f, )

< W fllezon)llwl L2,

< |[fllzz0.0) 1wl 3 0,29
de donde se obtiene

Nl 22 0,L)-

1
lufl 2 00y < o

2.4.2. El caso en dimensiones 2y 3

Este caso también se retoma de 1asreferencia$ |41, 42|, aunque las cuentas que se
reportan en las pruebas de los problemas 2.4.1(y 2.4.2 y de la proposicion 2.4.1 son
aportaciones de esta tesis. Sea 2 C RZ, para n<<= 2,3. Si n = 2, Q es un abierto
acotado con frontera una curva de clase 'C¥a trozésy~si n = 3, Q es una superficie
regular a trozos y orientable. Consideremos el siguiente problema.

Problema 2.4.1 (Formulacion clésica). Sean k : ﬁ_—) R gontinua y de clase C1(Q),
AN Q= Ry f: Q=R continuas. Determinar u: Q — R €ontinua y de clase C*(£2)

tal que
—div(kVu) + A u = f enQ
u = 0 sobrel } (2.16)
donde I' es la frontera de 2, Vu = (g—;‘l,...,%) y V2u = % + - A g%‘. Una tal

funcion u cuando eziste se llama solucion cldsica del problema (2.2)detallado en
el apartado 2.4.1.

Una forma de garantizar la existencia y unicidad de la solucién del problema2.4.1,
es mediante su formulaciéon variacional y aplicando el teorema de Lax-Milgram 2.3.1.
Para ello, sean u,v € H}(Q2) y supongamos que f € L*(€2). Multiplicando por {a la
ecuacion diferencial en (2.16), tenemos

—div(kVu)v + Auv = fo.
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Integrando sobre §2:
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— / div(kVu)v + / Auv = / fo. (2.17)
Q Q Q
Puesto qué
div(kVu) = kdiv(Vu)+ VEk-Vu
= kV?u+Vk-Vu
0%u Pu  Okou Okou
= k:— k:— — ==
0x? oy?  Oxdx Oy dy
A 2 0? ok 0 ok 0
) U u k Ou k Ou
le(k’VU)'U = ]{77}@ + kva_yQ + U%% + Ua—ya—y (218)

Ahora, bajo el supuesto que 2 satisface las hipotesis del teorema de Green 2.2.2 y
recordando que v se anula fuéra.de un compacto contenido en €2, y por lo tanto, se

anula en la frontera I' de €2,

62

]CU@

De donde

J
J

Integrando (2.18) sobre Q y

/Q div (V)

Similarmente,

+ iThenticate P4gina 53 de 87 - Engrega de integridad

se sigue que

Ju d(kv) Ou
/F( e Ox pn] /Q Ox Ox
_/ 0(kv) du
q O O
— _/ ]{@@4_ %%
B o+ O0x Jx " 91 O
du Ou Ok Ou
= — | F— 1 o——.
Or0x 6 O0rox
0%u v Ou ok Ju
0%u ov Ou Ok Ou
kv—:—/k‘———/v——. 2.20
Oy? o Oydy Jo Oyoy (220)
sustituyendo (2.19) y (2.20), tenemos
kvi—i- /{:v——i— 81{:@ U%%
0x? 8:}0(% q Oy 0y
k@@_ oo
Ox Ox dy Oy
_/k@@+@@
q |0xdx 0Oydy
—/k:Vu-Vv.
Q
42
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Asi, (2°17) se reduce a

/k:Vu-Vv—i—/)\uv:/fv.
Q Q Q

La formulacién_variacional o débil del problema 2.4.1 es el siguiente:

Problema 2.4.2 (Formulacion variacional). Sean f, k y A en L*(Q), encontrar u en
H; () tal que

/ ENVu - Vv + / Auv = / fv, VYveHQ). (2.21)

Q Q Q

Una funcion u € Hg(2)7que sea solucion del problema variacional 2.4.2, se llama
solucién débil del problema™2.4.1.
La existencia, unicidad y dependencia continua de la solucion débil u con respecto al
dato f del problema variacionalh2i4.2, se obtienen como consecuencia del teorema de
Lax-Milgram 2.3.1. Sin embargo, eS-conveniente suponer que las funciones k£ y A son

acotadas, es decir, existen K > 0, kg0, A > 0y Ag > 0 tales que K > k(x) > ko > 0
yA>Axz)>00A>ANx) > N\ >0para todo = € .

Proposicion 2.4.1. El problema._variaetonal 2.4.2 tiene una tnica solucion u en
H}(Q). Ademds, existe una constante C' >)0 tal que

C
[l < k—0|’f||L2(Q)- (2.22)

Mds aun, la funcional

J(v) :%/Qk|Vv|2+%/Q)\v2—/va, Yo € HI(Q) (2.23)

alcanza su minimo en u.
Demostracion. Consideramos las aplicaciones:
B:H}(Q) x H}() — R
(u,v) +— B(u,v) = /

Q

kVu - Vo + / ANuv

Q

f:H () — R
v o ()= [ o
Q
El proposito es encontrar w € H} () tal que
B(u,v) = (f,v) Vv e Hi(Q).
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a) La fuhcional f es lineal, pues si u,v € Hj(Q2) y a € R, entonces

(f,ou+v) = /Qf(ozu—l—v)
= [(atutro)

= / afu+ / fo
- / fut / fo
= alfu)+
b) La funcional f es continuafend7}(Q). En efecto, aplicando primero la desigualdad

de Schwarz para integrales (véase'pagina 63 de [47]), luego la desigualdad de Poincaré
2.2.3, obtenemos:

(f0)] < /Qmm

() ()

=l Il 2 )2l 22 ()
W llez ) Cl )l - (2.24)

AN

IA

La desigualdad de Poincaré¢ dada por el tedrema 2.2.37 garantiza que la norma ||v||, =
2 ||88;’ | 22() es equivalente a la norma ||« || 51 (o) enadg(Q). Asi, existe o > 0 tal
que ||vl, < oz|]v||H1 para todo v € Hj (). Por otro ladogla misma desigualdad de
Poincaré (2.12), 1mphca que las normas || - || g1y ¥ || - ||mafemson equivalentes, por
lo que también existe 3 > 0 tal que [[v|| g (@) < Bllvll gz y-para todo v € Hy(S).
Concluimos de (2.24) que

[(f,0)] < BaCpllfllr2@ vl i) = Mlvllmye) Vv € HolQ), (2.25)

donde M = BaCp||f||z2@) > 0, Cp > 0 es la constante de Poincaré. Pof consiguiente,
f es continua en H} ().
c) B es simétrica, pues

B(u,v) = /kVu-Vv+/)\uv
Q

Q

= /kVU-Vu+/)\vu
Q Q

= Bv,u) Y(u,v) € HY(Q) x HY(Q).
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d)\Como B es simétrica, entonces para mostrar que es bilineal, es suficiente ver que
es linéalyen la primera entrada. Sean u,w,v € H}(Q) y a € R,

Bau+4 w,v) = /kV(au+w)-Vv+/>\(ocu+w)v
Q Q

= / k(aVu+ Vw) - Vv + /(&Au + Aw)v
0

Q

= /(akVu + kVw) - Vo + /(a)\uv + Awv)
Q

Q

£ /(akVu -Vv+ kVw - Vo) + / (aAuv + Awv)
v Q

= /akVu-Vv—l—/ka-Vv—ir/oz)\uv—ir/)\wv
Q Q Q Q

= a/kVu-Vv+a/)\uv+/ka-Vv+/>\wv
Q Q Q Q

= a{/kVu-Vv%—/)\uv}+/ka-VU+/)\wv
@ Q Q Q

= aB(tyu)+ Bwyw).

Esto prueba que B es lineal en la primera entrada.
e) Veamos que B es continua. Notem@8§ primerd que

/k:Vu - Vo /)\uv
Q Q

Trabajemos con la primera integral. Aplicamos la desigualdadyde Schwarz para inte-
grales (véase pagina 63 de [47]), luego la desigualdad de Séhwarz? para n pares de
nimeros reales o complejos, tenemos:

|B(u,v)| < +

. (2.26)

1 1 ou 0 1 ou 0
—/kVu~Vv < | R | R
/\kz\ ou| | v +/ |k| [Ou] | Ov
~ Jo K |0z||0x o K |0y| |0y
/ ou| |Ov +/ Jul|0v
q |0z | |0x q |0y | |0y
2Si ay,a9,...,an, ¥ bi,by,...,b, son nameros complejos, entonces ‘Z;”Zlaﬂjr <
doin lag? 220 [bj]?, vease pag. 16 de [46].
45
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1
2

+

MR RO
< (L&-16) (G -16))

< ||U||Hg(sz)||v||Hg(Q),

de donde

/kVu-Vv
Q

Aplicando de nuevo la desigudldad de Schwarz para integrales y luego la desigualdad
de Poincaré (2.12), a la segundasifitegral de (2.26), resulta

/ A\uv
Q

< Kljllmyo 1ol gay, ¥ (u,0) € Hy(Q) x Hy(Q). (2.27)

1

i <2 | | Auy|

[/\
:>\
=
<

ulhzz o) 0]} zoge
Callal vl
P CRI | a1 (o) oz ()

B2 O3 |ull gy o) Wollag o)

INIA A CIA

donde || - ||+, Cp >0, >0y > 0, son como en (2.25). Por'lo que

/ Auv
Q

Sustituyendo (2.28) y (2.27) en (2.26), se sigue que

< AP Chullmyoyllelmyey ¥ (n0) € HYQ) pHy@).  (2:28)

|B<u>v)| < (K+ A520426%) ||uHH6(Q)HUHHé(Q)7 V(U,U) S H&(Q) X H&(Q),

lo que prueba que B es continua.
f) La forma bilineal B es coerciva, ya que

B(w,v) = [ KVl + [ MW > [ ko|Vo|* = kolvl| 1) Vv € Hy(Q).
Q Q Q 0

Como se satisfacen todas la hipotesis del teorema de Lax-Milgram 2.3.1, concluimos
que el problema variacional 2.4.2; tiene una tnica solucion u en H}(Q).
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g)\Notemos que la constante de coercividad es kg > 0, por lo que se sigue también
del tebrema de Lax-Milgram 2.3.1 y de la desigualdad (2.25) que

1

Juldigmy, < 5o {100 20 € B, lollye <1

1
< osw {800e | Fle oo v € HYQ), vlluye <1}

1
<L ) (BaCp|fllz2))
0

C
= k_OHfHLQ(Q)>

donde C' = faCp > 0. Estormuestra la dependencia continua de la solucion u con
respecto al dato f del problema yariacional. También con esto se prueba la desigualdad
(2.22).

h) Finalmente, como B es simétrita en H}(Q) x H}(Q), se sigue una vez mas del
teorema de Lax-Milgram 2.3.1 qued@\funcional J : H}(Q)) — R por

J(v):%B(v,v)—(f,v)=%/Qk|Vv]2+%/Q)\v2—/va, Yo e H(Q)

alcanza su minimo en u, lo que prueba la eaacion (2.23) y concluye la demostracion.

O

Una de las ventajas del método variacienal en‘relacion a otros métodos es que nos
permite resolver EDP’s en recintos muy-generales {41,42]. En el Capitulo 3 que sigue,
aplicaremos la teoria vista en este capitule¢ para estiddiar la formulacién variacional
de nuestro problema de estudio formulado en el sisterma#(1.10) del Capitulo 1.
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Capitulo 3

Discretizacion y formulacion
variacional‘del modelo de estudio

En este capitulo presentamos lag’cendiciones iniciales y de frontera del modelo de
estudio formulado en (1.10) del Capitulo 1. En particular, presentamos en la seccion
3.4 resultados originales sobre la discretizacion y formulacion variacional de dicho
modelo, garantizando con ello lagexistencia, unicidad y dependencia continua de la
solucion con respecto a los datos y_parametros del problema. Estos resultados fue-
ron publicados por Esteban-Lopez’y. Alavez:Ramirez (2020) [15] como requisito para
presentar esta tesis.

3.1. Modelo adimensionalizado

El sistema (1.10) formulado en el Capitulo 1 es el siguiente:

on 2 Xok1

pri D,V°n —V (lﬁ +CnVc> — V- (pa?NLf)
of

5 = Wn— unf

oc

a = —)\TLC,

donde

» n=n(zx,y,t) es la densidad de células endoteliales por unidad de areasal tiempo
t> 0.

s ¢ =c(x,y,t) es la concentracion de una sustancia quimica difusible que liberan
las células cancerosas cuando estan cerca de su estado latente al tiempo t >.0,
llamada factor de angiogénesis tumoral (TAF).

» f= f(x,y,t) es la concentracion de la fibronectina al tiempo ¢ > 0.

48
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Considerando una geometria bidimensional en la que las ecuaciones del modelo se
mantiénen en el dominio espacial cuadrado de lado L (un cuadrado de tejido corneal),
[0, L] X [0, L] (ver figura 3.1(a)), se reescala la distancia del vaso parental al tumor
con T = y § = ¥, con lo cual el vaso parental permanece en el limite z = 0 y el
tumor en eldimite © = 1 (ver figura 3.1, (b)) [15].

‘ Tumor ‘ Tumor

Vaso parental
Vaso parental

Figura 3.1: (a) Dominio espacial’cuadrado de lado L. (b) Dominio espacial del sistema
(3.2) adimensionalizado.

Adimensionalizando el tiempo con

donde D, es el coeficiente de difusion del TAF; la densidad de células endoteliales con
ng vy la concentracion de TAF y fibronectina con cq y fg, respectivamente, donde ny,
co ¥ fo son variables de referencia apropiadas. Haciendo®el ¢ambio de variables

c - f n -t
c=—, = n=—, t=- 3.1
Co d Jo L T (3.1)
se obtiene el siguiente sistema adimensionalizado:
on X -\ )
2 DV -V iVe) = V- (Vi)
Y Vin -V (1 n aEnVc) V- (pnVf
of ~
a—{; = Bi — yif > (3.2)
oc .
—= = —1nc,
o ~ " )
donde
D, XoCo Co pofo 3 wL?ng ML27”60 ALng
Dc Y X DC Y kl ) p DC Y foDc Y f)/ DC Y 17 DC
49
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El modelo adimensionalizado (3.2) con condiciones iniciales, pardmetros y condiciones
de contorno apropiadas, que se describen en la secciones 3.2 y 3.3, es el que usaremos
para simular la migracién (evolucion) de las células endoteliales hacia la fuente de
la senal twmoral. Es muy importante notar que solamente la primera ecuacion del
sistema (3.2)5es la que contiene derivadas parciales espaciales de segundo orden,
mientras quelagegunda y tercera ecuacion solo contienen la primera derivada en el
tiempo. Asi que al discretizar dicho sistema con respecto al tiempo ¢, dara lugar a un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales algebraicas, [15].

3.2. Condiciones iniciales y parametros

Siempre que sea posible, usaremos valores para casi todos los pardmetros los cuales ya
han sido estimados a partir desdatos experimentales reportados en la literatura. Pre-
sentamos a continuacion una tabla.que describe el rango de valores de los pardmetros
de acuerdo a dicha literatura. Como, se vera mas adelante, estos datos los usaremos
para generar simulaciones numéricas.

Parametros Rango de valeres Unidades Referencias
L i1, 2] mm |20, 37]
2 mm [54]
D, [2 x 1079, 107%] cm?s™! [48, 55]
1071 cm?s™! 5]
X0 2600 em?s'mol™  [55]
o 10710 mol [55]
o 2600 em?sAmol™! 2]
fo 10719 mol [57]
D, [5x 1077,5.9 x 1079 cm?s ™ [52, 5]
2.9 x 1077 cm?g™! [2]
ky 0.6 x 1072 mol [30]
W, [y A No disponibles - -

Tabla 3.1: Rango de valores para parametros usados en la ditératura.

Los valores adimensionales usados por Anderson y Chaplain (1998) [2]¢Sevmuestran
en la tabla 3.2. Los valores de la tabla 3.2 son los que se usarian para~fealizar la
simulaciones numéricas del sistema (3.2).

Veamos a continuacion las condiciones iniciales, para ello, sea Q = (0,1) x«(0,1) el
dominio espacial del sistema (3.2) y I" la frontera de €.

3.2.1. Condicidon inicial de sustancias TAF

El primer evento de angiogénesis inducida por tumor es la secreciéon de TAF por las
células tumorales. El TAF luego se difunde en la matriz extracelular y se establece

20
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Parametros Valores \ Parametros Valores

D 0.00035 p 0.34
X 0.38 T 1.5
n 0.1 g 0.05
7y 0.1 Q 0.6

Tabla 3¢2; Valores de parametros adimensionalizados usados en [2].

un gradiente de congentracion entre el tumor y el vaso progenitor (|2] citado en [15]).
Para aproximar unalfila de células tumorales (o un implante circular grande) los

autores Anderson y Chaplain (1998) |2] consideran un campo de concentracion inicial
de TAF de la forma:

_ (1—1‘)2

C(x7 y7 O) =€ 1 Y (:'U7 y) e Q?

donde €; es una constante positivas En particular, se considerd €; = 0.45, para generar
la grafica que se muestra en la figura 3.2.

g y

e x

_(1—=)2
Figura 3.2: Concentracion inicial ¢(x,y,0) = e < de TAF,({la ¢ual tiene una con-

centracion inicial alta en el lado del tumor (z = 1) y una concentracion baja en el
vaso parental (z = 0); ¢, = 0.45, [2].

3.2.2. Condicién inicial de la fibronectina

Una vez que las células endoteliales han sido activadas por el TAF, degradan la
lamina basal del vaso principal. Este dano inicial resulta en una mayor capac¢idad
de permeabilidad del vaso que permite que la fibronectina plasmética de la sahgre
se escape del vaso parental y se difunda en el tejido corneal. Posteriormente, esta
fibronectina plasmatica se une a la matriz extracelular del tejido corneal, creando una,
alta concentracion inicial de fibronectina en y alrededor del buque matriz ([2| citado

ol
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en [L5])¢Los autores Anderson y Chaplain (1998) 2], toman el perfil de concentracion
inicial/de\fibronectina en la matriz extracelular de la forma:

2

f(z,y,0) = ke_%z, (x,y) € 0,

donde k < 1(y\é, son constantes positivas.
En este caso, también se consider6 eo = 0.45 y k = 0.75, para generar la grafica que
se muestra en lalfigura 3.3.

22
Figura 3.3: Concentracion inicial f(zyys0) = ke de la fibronectina, la cual muestra
una concentracion inicial alta el alta en_el ladg del vaso parental (z = 0) y una
concentracion baja en el lado del tumor((z'= 1), doride e, = 0.45 y k£ = 0.75 |2].

3.2.3. Condicién inicial de las células endeteliales

Una vez que el TAF ha alcanzado el vaso sanguineo principal, las células endoteliales
dentro del vaso se forman en grupos de células que finalmente se convierten en brotes.
Para simplificar, supondremos que inicialmente se forman tres grupos a lo largo del
ejey (0 <y <1)enaz~ 0, con el tumor localizado en (1, 3) y €\yaso progenitor
de las células endoteliales también en el eje y (0 < y < 1, x = 0) ([2] citado en
[15]). La grafica de la condicién inicial de las células endoteliales dadosspor ‘Anderson
y Chaplain (1998) [2], es similar a la grafica que se muestra en la figura 8.4. Esta
grafica tiene tres picos discretos y se gener6 con la funcién:

22

e s sen?(Try) si 0.15 <y <028, 043 <y <0.58,
n(z,y,0) = 0.72 < y < 0.85 (3.3)
0 en otro caso.

Con el parametro €3 > 0, en particular, e3 = 0.001 para generar la grafica que se
muestra en la figura 3.4.

22
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Figura 3.4: Condicion inicialldedas células endoteliales n(z,y,0) dado en (3.3), repre-
sentando las tres regiones iniciales de crecimiento de brotes capilares, [2].

3.3. Condiciones de frontera

Veamos ahora las condiciones“de contorno que se deben satisfacer en la frontera I
de €2, para que se pueda plantearzel problema de existencia, unicidad y dependencia
continua de los datos del problema de la s6lucion del sistema (1.10) o (3.2) [15].
Recordemos que

Q:{(x,y)€R2:0<x<1, O<y<1} y T'=09Q.
Descomponemos la frontera I' como I' = Uim:l I',,,dende

I'={(z,y) el:0<z <1, y=0}
Io={(z,y)el':z=1,0<y<t4
Is={(z,y)eT:0<x<1, y=1}
Iy={(z,y) el :2=0,0<y<1},

como se observa en la figura 3.5.

Se supone que el tumor esta implantado en la region (z — 1)? + (y — 3) < 0.1y el
vaso parental estd localizado en la frontera x = 0, como también sé muestra en la
figura 3.5. Algunos autores como Anderson y Chaplain (1998) [2], propgmen para el
sistema (1.10) una condicién de no flujo en la frontera I" de la forma

¢ (=DnVn+nlx(c)Ve+pV ) =0,

donde ( es el vector normal unitario exterior a la frontera I' y x(c) = xok1/ (k1 + ¢):
En otras referencias como la de Orme y Chaplain (1997) [38], consideran condicionfes
de frontera mixta. Por ejemplo, una vez que el proceso de angiogénesis ha comenza-
do, es decir, la membrana basal del vaso parental se rompe para formar brotes (en

23
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Y
I3
=
g
&
&
S Q Tumor
3 B O
S T
I
0 1 X

Figura 3.5: Dominio Q.ysus fronteras I';, 1 < i < 4.

este caso se consideran tres brotes; ver figura 3.4), y como se concentra la atencion
exclusivamente en las células endoteliales qué estan cerca del brote, ya que éstas son
las que emigran hacia el tumor, entonges se puede'suponer que la densidad inicial de
las células endoteliales es n(0,y,t) = 1 en I'y y condiciones de flujo cero en las demés

0 0, 0
fronteras, es decir, —n(l,y,t) =0 en I's; —n(x,O,t) =0enl;y a—n(x, 1,t) =0 en
Yy

ox oy
'3, ya que como lo indican Paweletz y Knierim (1989)39], las células endoteliales no
cruzan la membrana basal en ninguna otra parte [15].

Por otro lado, ya que el TAF esta siendo secretado por el fimior, su concentracion
permanece constante en ese punto y decae en cero en el vaso'parental, por lo tanto,

se consideran las condiciones de frontera: ¢(1,y,t) = 1 en I'y,"¢c(0{y,t) = 0 en Iy,
oc

0
a—y(x,O,t) =0enlyy a—;(x, 1,t) =0en '3, [15].
Analogamente, para la concentraciéon de fibronectina, ya que las céliilas.endotelia-
les liberan fibronectina, por lo que las condiciones de frontera para este.casosseran:
0 0 0
f@0,y,t) =1 en 'y, —f(l,y,t) = 0en Iy, —f(x,O,t) =0enl;y a—f(x,l,t) =.0 en
Y

ox Jy
L3, [15].

o4
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3.4.» Discretizacion en el tiempo y formulacion varia-
cional del modelo adimensionalizado

Discretizameos las derivadas parciales que aparecen en el lado izquierdo del sistema
adimension@alizado (3.2), usando un esquema progresivo para aproximar las derivadas
parciales congfespecto al tiempo t. Para simplificar notaciones, escribiremos n, f y ¢
en lugar de n, f ¥ ¢, respectivamente, teniendo siempre en cuenta las relaciones dadas
en (3.1) [15]. Asiftenemos por ejemplo,

TL(JI, yst + At) _ TL(CC? Y, t) an(ac, Y, t)

o At # 0.
At ot 7
Consideramos un interval6é de tiempo [0,7], N entero positivo, At = T'/N y puntos
ty = kAt, k= 0,1,..., N;zv.denotemos por n* = n(x,y,t), la primera ecuacion del

sistema (3.2) se puede discrétizar en el tiempo como
nk = k-1

» — D2k _ Vs < X nklvckl) V. (pnkqvfkq) ’

1+ ekt

1+ &k

n* —AtDVn* = n*"' — AtV (Ln’“vc’“) — ALY (pn* V) L (3.4)
Si hacemos r = AtD, u = nF, &
F=nfF1—-AtV. <Lnk_1V0k_l) — AtV - (pnk_1ka_1) ,

la ecuacion (3.4) toma la forma
—rVutu=F, (3.5)

que es un caso especial de (2.16) con la condicion de-frentera tipo Dirichlet. En tal
caso, el problema de EDP’s asociado a nuestro problemasde, estudio se plantea como
sigue:

Problema 3.4.1 (Problema de Dirichlet, [15]). Sea F : Q% R continua y r > 0,
determinar u € C?(2) y continua en Q tal que

—V2u+u = F en
u = 0 sobre T.

La formulacién variacional o débil correspondiente, se formula como sigue:

Problema 3.4.2 (Problema variacional, [15]). Sea F' € L*(Q) y r > 0;.déterminar

u € H(Q) tal que
r/Vu-Vv+/uv:/Fv, Yove Hj(Q).
Q Q Q

Como ya se dijo al final de la seccion 2.4 del Capitulo 2, la existencia, unicidad(y
dependencia continua de la solucién débil u con respecto a F' del problema variacional
3.4.2, se obtienen como consecuencia del teorema de Lax-Milgram 2.3.1.

25
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3.4.1 Formulacién variacional del problema mixto

Lo observade en la seccion 3.3, sugiere estudiar un problema mixto en lugar de solo
estudiar <€l pproblema de Dirichlet. Para ello, dividimos la frontera I' de € en dos
partes disjutitas, es decir, ' = Tp UT'y con I'p N T = 0 [15]. El problema mixto lo
formulamos como sigue:

Problema 3.4.8 (Problema mixto, [15]). Sean F : Q — R, g: I'p—>Ryh:Ty =R
continuas y r > 0#determinar u € C*(Q) y continua en S tal que

—rVu+u = F en

u = g sobre I'p
9 , (3.6)
— = h sobre I'y
on

donde n es el vector normal exterior-unitario sobre la frontera I'y.

Una forma de estudiar el problemasmixto no homogéneo 3.4.3 es transforméndolo en
un problema equivalente que sea d¢ ‘tipo Dirichlet homogéneo sobre I'p, mediante
un cambio de variable apropiado (véase.[27, 45| citados en [15]). Para ello, notemos
que si u € H'(Q), el teorema dé'la traza 2.2.1 garantiza que existe un mapeo 7 :
HY(Q) — L?(Q) tal que vo(u) =fujgg. M4&S explicitamente, el rango de v es el espacio
H'Y2(T'p). Asi, podemos suponer‘queng € H/2(T'p). Asi que de nuevo por el teorema
de la traza 2.2.1, existe § € H*(Q2)tal que

glrp, =0(9) =g
Proponemos el cambio de variable
w=u-—7g. (3.7)
Transformemos ahora la primera y tercera ecuacion de (3.6)'en/términos de w:

F=—rVu+u=—rVw—rV3§+w+g

de donde
—Vw4+w=F, F=F+rV%j—3. (3.8)
¥ 0 0 ag
_ % Gu)ne (Va) nt(Ve).ne 204 %
h = n (Vu) -n=(Vw) -n+(Vg)-n on T o’
de donde 5 o
Y_3 pm-p_9Y
e h, h= o (3.9)

Asi, bajo el cambio de variable (3.7) y teniendo en cuenta (3.8) y (3.9), el problema
3.4.3 sera equivalente al problema:

26
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Probléma 3.4.4 (Problema mixto homogéneo, [15]). Sean F:Q5Ryh:Ty >R
contituas y r > 0, determinar w € C?*(Q) y continua en Q tal que

—N2w+w = F en 0

w = 0 sobre I'p 1
S " (3.10)
— = h sobre I'y.
on

Para realizar la férmulacion variacional del problema mixto homogéneo, las condicio-
nes de frontera sugieren de manera natural buscar soluciones débiles en el espacio de
Sobolev

V=Hp7(Q)={ve H(Q):v=0 sobre I'p}.

Puesto que se satisface la¢deSigualdad de Poincaré (teorema 2.2.3) en V, V es un
espacio de Hilbert con la notma

ol = (/Q|W|2>% X (i‘/ﬂ (32)3;’ vevV. (3.11)

Multiplicando ambos lados deda/primera ecuacion de (3.10) por una funcion de prueba
veV:

—f (Vzw)v-l—wv:ﬁv

—T/Q(VZw)v—l—/Qwv:/ﬂﬁv. (3.12)

Pw  *w
(VPw)v = Voar + Ua—yQ. (3.13)

Entonces, bajo el supuesto que () satisface las hipotesis del teorema de Green 2.2.2,

se sigue que
/ Ov Qw
n —_— — —
r ! q Oz Ox

[o2 [
QvﬁxQ B erax

Integrando sobre €):

Puesto que

= / vl 8_w n +/ v| O_w ny — @8—w
- Tp I'p afL‘ Tp ! Tn Ty 637 Tn ! Q a’L' 6277
de donde 52 5 .
w w v Ow
—_— = - ——. 14
/QU(?JUQ /FN U@(nl, 0) o Ox Ox (8:14)
Similarmente,
2
0w ow ov Ow (3.15)

Ve = v — | —=.
o 0y  Jry 0(0,ng) Jo Oy Oy
57
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Tomando n = (ny,ns2) que es el vector normal exterior unitario a la frontera I'y e
integrafido (3.13) sobre 2, y teniendo en cuenta (3.14) y (3.15), obtenemos

/(VQ) _ / ow + ow _/ @a—w—l—@a—w
Q A FNU d(n1,0)  9(0,n2) o |0x 0 Oy Oy
= v——/Vw Vo
Iy
= / vh—/Vw-Vv. (3.16)
I'n Q

Sustituyendo (3.16) en (3¢12),y agrupando términos, resulta

r/Vw-Vv+/wv:T/ ﬁv—i—/ﬁv.
Q Q Cn Q

Por lo tanto, la formulaciéon variacional o débil del problema mixto homogéneo se
formula como sigue [15]:

Problema 3.4.5 (Problema variacional’mixto homogéneo, [15]). Sean F € L*(),
he L*(Ty) yr >0, determingraw € V" tal que

r/Vw-Vv—l—/wv:r/ /ﬁv+/ﬁv, VoeV. (3.17)
Q Q 'y Q

La existencia, unicidad y dependencia gontinua d¢ la’soluciéon con respecto a los datos
y parametros del problema variacional ‘mixto homegéneo, lo damos en el siguiente
teorema via el teorema de Lax-Milgram 2.3.1/[15].

Teorema 3.4.1 (Existencia y unicidad, [15]). Sea Q un ednjunto abierto y acotado de
clase C? en R? con frontera T =Tp Uy, Ip N TN = 0.75i Fc L3(9), he L*(Ty)
y r > 0, entonces el problema variacional mixto homogénéoN3.4.5 tiene una inica
solucion w € V. Ademds, existe una constante C' > 0 tal que

ol < & (1Pl + Bllan)- (3.18)

Mas ain, el funcional

1 ~ ~
J(v):C Vo += [ v*—r | hv— [ Fv, YveV (3.19)
2 Ja 2 Ja Ty 0

alcanza su minimo en w.

Demostracion. Con el propoésito de aplicar el teorema de Lax-Milgram 2.3.1, defini-
mos:

B(w,v)=r/Vw-Vv+/wv, V(w,v) eV x W
Q Q

o8
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<}",v>:r/ ﬁv—i—/ﬁv, VoelV.
I'n Q

El objetivo es . determinar w € V' tal que
B(w,v) = (F,v), YveW

a) Es claro que F s un funcional lineal en V.

b) Veamos que F es continua en V. Aplicando primero la desigualdad de Schwarz para
integrales (véase pagina 63«e [47]), luego el teorema de la traza 2.2.1 y finalmente la
desigualdad de Poincaré 2.2.35obtenemos:

L) =0 ()

= [[hllZ@ vl 2@t 1Fll2@)llvllzz @)
< Rl FpCrilv || m@p+ | F |l 2@ Crllv]]+ (3.20)

[(Fo)l < r +

IN

A

La desigualdad de Poincaré en el feorema 2.2.3,-garantiza que la norma |jv|. =
S22 Hg—;HLz(Q) es equivalente a la nérma || - || gagyeen V. Asi, existe o > 0 tal que
|v]l« < allv]| g () para todo v € V. Por-otre lado; lanisma desigualdad de Poincaré
(2.12), nos dice que las normas || - ||y y || 1 () son equivalentes, por lo que también
existe 3 > 0 tal que [|v||g1 ) < B]|v||v para todo v € Ve€oncluimos de (3.20) que

[(F0)l < BCrlIhll2wpllvllv + BaCr| Fifnziey l[vllv (3.21)
= Mjplly Vvevy,

donde M = 6CTH/};HL2(FN) + ﬁanHﬁHLz(Q) > 0, Cp > 0 es la congtante de la traza y
Cp > 0 es la constante de Poincaré. Por consiguiente, F es continua en V.

c) También es directo verificar que B es una forma bilineal y simétrica gobre V' x V.
d) Veamos que B es continua. Notemos primero que

/Vw-VU /wv
Q Q

Trabajemos con la primera integral. Aplicamos la desigualdad de Schwarz para inte-
grales (véase péagina 63 de [47]), luego la desigualdad de Schwarz para n pares de

|B(w,v)| <r + : (3.22)

29
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ntmeros reales o complejos (véase pag. 16 de [16]), tenemos:

de

ow Ov ow Ov
: < Zzz" -z
/va Ju| < /Q&L'&C + /Qayay
[120] 2] [ [2et 2
~ Jal|Ox| |0x qlOy| |0y
/ ow 27 2 / o 27 2
< - -

AL

s
- 0 (9:1;

= |wllvlvii,
donde

‘/VM-VU
Q

ow
dy

;

< llwlhAellv,

[un

2

_|_

J
[/

(

@
ox

V(w,v) €V x V.

ow
dy

)
) U

ov

y

)

(3.23)

Aplicando de nuevo la desigualdad de Schwarz para integrales y luego la desigualdad
de Poincaré 2.2.3, a la segunda intégral de (3.22), resulta

/wv
Q

IN

<
<
<

llwibrz ) v |jezey

Collwlfs| o]
azCIQJHwHHl(Q)”U”Hl(Q)
B2’ Chllwllv||v[lvs

donde || - ||«, Cp >0, @« > 0y > 0, son como en (3.21).
Sustituyendo (3.24) y (3.23) en (3.22), se sigue que

|B(w,v)| < (r + 5**C3) [[wlvllv]lv,

lo que prueba que B es continua.

e) La forma bilineal B es coerciva ya que

(3.24)

V(w,v) € VN,

B(v,v) :7’/ |Vv|2—|—/v2 Zr/ Vo> = r|jv||}, VveV.
Q Q Q

Como se satisfacen todas la hipotesis del teorema de Lax-Milgram 2.3.1, concluimo$
que el problema variacional mixto homogéneo 3.4.5, tiene una tinica solucién w € V,
[15].
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f)\Notémos que la constante de coercividad es r > 0, por lo que se sigue también del
teoremayde Lax-Milgram 2.3.1 y (3.21) que

1
lolly &= —sup {[(F,v)| :v eV, [lv]lv < 1}

IN

1 ~ ~
~sup {BCTHhHm(rN)HvHv + BaCpl|Fl2@llvllv : v eV, vllv < 1}

IN

1 ~ ~

= (Fer|Bllzzy) + BaCrl Fllixo))
C /-~ ~

< - <Hh”L2(FN) + HFHLQ(Q)> ;

donde C' = fmax {Cr,aCp}™> 0. Esto muestra la dependencia continua de la solu-

cibn w con respecto a los ddtos F h y r del problema. También con esto se prueba
la desigualdad (3.18).

g) Finalmente, como B es simétrica’en V' x V., se sigue una vez méas del teorema de
Lax-Milgram 2.3.1 que la funcional J: V' — R por

1 1 ~ ~
1) = 5Bl0) = (Foo) G L1vokeg [ v [ Fo- [Fo voew

alcanza su minimo en w, lo que prueba (3.19).

3.4.2. Discretizacion en el tiempo de f7y c

Ahora, discretizaremos con respecto al tiempo la segunda y-tercera ecuacion de (3.2).
Las notaciones que usamos son similares a las que se utilizan en |25, 31, 62]. Consi-
deramos dos casos:

Caso 1

Si discretizamos la segunda ecuacion de (3.2) como

f fk ! kel _ k1 gkl
entonces
ff=Anf 4+ (1= Aty 271 k=12, N (3.25)

Similarmente, obtenemos

= (1= At Y)Y k=1,2,...,N. (3.26)
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3.26) que el sistema discretizado en el tiempo del

F
Atﬂnk_l 4 (1 _ At’ynk_l) fk—l
(1 — Atnnkil) kL

(3.27)

para todo k= 1,2, /7. ) V.

Bajo el supuesto de?queyson conocidos las condiciones iniciales n°, f° v °, y que
también son conocidosglossparametros D, x, a, p, B, v y n; el sistema (3.27) nos

facilita el calculo de n*,\f&%y c* para k = 1,2,..., N. Es importante notar que n

k

es la tnica incoégnita cuyo valor se obtendra, resolviendo por el método de elemento

finito, la primera ecuacion deg(3.27) que es de la forma (3.5).

Caso 2

Ahora, si discretizamos la segunda eeuacion de (3.2) como

F —A{k_l =BaF — ¥
entonces
f’“:% kE<£1)2,...,N. (3.28)
Similarmente, obtenemos
P RSP (3.29)
1+ Atnnk’ Y

Ahora, se sigue de (3.4), (3.28) y (3.29) que el sistema discretizado en el tiempo del

sistema adimensionalizado (3.2) sera:

AtDV*nF +nF = F )
f* A1 4 AtBnk
1+ Atynk (3.30)
k-1
E c
¢ 1+ Atngnk’ )

para todo k=1,2,..., N.

En este caso, para calcular los valores de f* y ¢* se requerira calcular primero el valof
de n*. Como en el caso 1, el valor de n* se obtendra resolviendo por el método de
elemento finito, la primera ecuacion de (3.30).
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3!4.3¢ Evaluacion de F

Usandoshotaciones similares a las de |25, 31, 62|, evaluamos

F(x,y, thae=n""1 — AtV - (#nk—lvc’“—l) — AtV - (pn* 'V A1) | (3.31)

ack—1
donde

nkil = n(x, yftkfl)a Ckil = C<33'73/7tk—1) y fkil = f(x7y7tkfl)-

Notemos que

V- -(nVf) = Vn-Vf+nV3f

ondf onof o0 f o0 f
= LTt L 32
8x8x+8y8y+n8x2+n8y2 (3:32)

nVe n="d¢ n Oc
v.(l—l—ac) B V.(1+ac%’1+aca_y)

0 o7 (n

Oz \ I #&£acox Oy \ 1+ acdy

o 820+820 o 1 @@ij)_n@ B
14 ac \0r2 Oy? 1+ ac \Oxdx 0Jydy

an dc N\ Y’
(G0l e S 559
De (3.32) y (3.33) se sigue que I se puede escribir comao:

(XAt)n('rvy7 tk—l) (820(1',:(/, tk—l) + 820<x)y7tk—1))

F(xayatk—l) = n(xayatk—l)_

1+ ac(z,y, ty_1) Ox? 0y?
XAt I’ y7tk 1 aC(l’ yatk 1) + 8n($ay>tk—1) ac<m7yvtk—1)
1—i-ozcx Y, tr_1) ox Jy dy

N (axAt)n(z,y, tr_1) <80(m, Y, te_1) ) . N (80(:3, Y, tp_1) ) .
(14 ac(z,y,tp1))? oz dy
—pAt {871(%, Y, tk—l) 8f($7 Y, tk—l) + an(x, Y, tk—l) Bf(:v, Y, tk—l):|

Ox Ox dy dy
a2f<x7yatk—l) 82f($7y7tk—1>
—(pAt)n(z,y, te-1) { 507 + % } : (8734)

Asi que para evaluar F' en el punto (z,y,tx_1), hay necesidad de aproximar todas
las derivadas parciales que aparecen en (3.34). Esto plantea la necesidad de usar el
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mismosfhallado que se use para calcular n* = n(z,y,t;) por el método de elemento
finitopara evaluar dichas derivadas parciales en el punto (z,y,t;_1). Como estamos
interesados’en analizar como afecta el tumor en un cuadrado de tejido corneal de lado
L > 0, consel vaso principal ubicado a lo largo del lado izquierdo y el tumor ubicado
en borde opuésto del cuadrado, como se muestra en la figura 3.5, al adimensionalizar
las variables,*sefreduce a trabajar sobre el cuadrado unitario 2 U I', donde Q =
(0,1) x (0,1). Primero cubriremos la region 2 U con una malla cuadrada €, U T,
(véase figura 3.6) cemo sigue:

Q, = {leiyy,)|i,j=12,...,M},
Fh = {(l’z, 0)7 (xia ]-)7 (07%)7 (17%) | 1) = 07 17 ey M + 1} ’
donde
x; =1th, ijjh, 1,7=0,1,... M+1,
1
h:= , M > 1 entero.
M +-1

YM+1
Nno,4 n1,4 n2 4 n3,4 44

Ym
10,3 n1,3 n23 n3,3 n4.3

Yj
n0,2 4’5 n2,2 n3,2 n4,2
Y2 no1 M1, B2,1 (P31 M4

Y1

Yo
To T1 T2 -+ Ty v TMTM41 10,0 n1,0 ngo n3.0 n4,0

(A) (B)

Figura 3.6: (A) malla cuadrangular Q, UT',. (B) valores de n conoeides en I'j, y valores
de n desconocidos en €2, para N = 3.

Aproximaremos la primera y segunda derivada por las formulas de diferen¢iastentral
de segundo orden, dadas por

_glet+h)—glz—h)

g(w) = = + o)
y
g"(x) _ g(x + h) B 29h(2$) +g(1’ _ h) + O(hQ)
64
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Asi,
8_20 + 6_26 o C(I’ + h7y7tk—1) - 2C(x7y7tk—1) + C(l’ - hayatk—l)
02" poy? h?
+c(x, Y+ h,tr_1) — QC(x,lgi; tk—1) +c(z,y — h,tg_1) oM

1
— ﬁ [C(.CIZ' - h7 Y, tkfl) + C('I + h’a Y, tkfl) + C(fE, y— h7 tkfl)

Fe(x,y + h,ty_1) — 4c(x,y, tp_1)] + O(h?).

Si se abrevia
uk_l ‘= u(xiaijtk—l)a 'l.,jZO,l,...,M—f—]_,

1]

2c 2c
resulta que la segunda derivada 922 + 92 puede ser reemplazado en cada punto

L Y

(xi,y;) € , por el operador en-diferencias:
k—1 k—1 k—1 1 k—1
S S A S A G — 47 o
S tey, 4 =12 M (3.35)

con un error de truncamiento iy
Por otro lado, siguiendo la notacion de 3%

C

@@ — n(x + h7 Y, tk*l) — n(az R h7 Y, tkfl) C(x + h7 Y, tkfl) — C(x — h; Y, tkfl) + O(h2)
Ox Oz o 5
1
= 2 (n(z+ h,y, ty_1)c(z vy, tr_ )= n(x+ h,y,tg_1)c(z — h,y, tp_1)

—n(:v - h7 Y, tk—l)c(z + h> Y, tk—l) + n(x ' h'7 Y, tk—l)c(x - h7 Y, tk—l)] + O(hQ) )

también se puede aproximar en cada punto (z;,y;) € 2, 0% el operador en diferencias:

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k—1
Ni1,Ci1,; — Wit1,3Ci—15 — Mi—1,C+1; T i viCma
+&ij, (3.36)
4h2 J

i j=1,2,... M.
Similarmente, siguiendo la notacion de [62], tenemos que

2h
1
= 1z [,y + h,te1) — 2c(z,y + h, t_1)c(x,y — h, tg1)
+c2(x,y — h,tg_1)] + O(h?),

que también puede ser aproximado en cada punto (z;,y;) € €, por el operador én
diferencias:

(cbt)” —2ek ek + ()’

4h?

tey, ij=1,2... M. (3.37)
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Si hacemos Fk V= F(zy,y5,t,_1), se sigue de (3.34)—(3.37) que

k—1 k—1 k—1
F-k~_1 y TLI-C_-l _ (XAt)nz,] ) Ci— 1,5 +c H—l] +Czj 1 +ng+1 4C 1,J
/Lv] 7”.7 1 _i_aci’v';l h2
k—1 k—1 k-1 k-1 k-1 k-1 k—1 k—1
= AXAL Mit1,iCit1y ~ Mit1,iCi—1,5 ~ Mim1,5Ci41,5 + Mim1,;Ci-1,5
L€t 4h?
k-1 k-1 k—1 k-1 k—1 k-1 k-1
+n13+1czg+1 n,]+ICZ] 1_n2j 1czj+1+nz] lcz] 1
4h?
k=1 k k=1 k=1 k—1 \2
(aXAt)ni,j (Ci+ ) —2¢54,6 1, + (Czel,j)
k—1)2 4h?
(1+act)
k—1 k—1 2
(Ci,J+ ) 262J+1C’LJ 1 +( 6J— 1)
+ 2
4h
k=1 ph—1 _ ke gh—1 k-1 pk—1 k—1 pk—1
—pAL Niv1jtivty — Mg pli-1; = Mie1gtiv1y T o1 gfio1
4h?
k—1 gh"d k-1 pk—1 f L
g tig T g1 — ,g 1 ,]+1 N i-1Jij—1
4h?
k 1
;T + f — 4f
k—1 l+1] z]+1
—(,OAt)TLZ j + 5ij' (338)

h2
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Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo presentaremos,las conclusiones més relevantes de la tesis, asi como
posibles proyectos que se pueden desarrollar en el futuro.

4.1. Conclusiones

El objetivo oncologico futuro és-que la“angiogénesis sea el blanco de farmacos para
combatir el crecimiento de los Vasos=sangtiiméos, para que estos no lleguen hasta el
tumor y asi, proporcionarles los nutriéntes nee€sarios para crecer. Es asi que este tra-
bajo tuvo el proposito de analizar la/consideradcion bioldgica y deduccion matemaética
del modelo de estudio, propuesto pof Amderson.y/Chaplain (1998) [2], que esta for-
mulado en (1.10) del Capitulo 1. Cuandgsmu problema de valor inicial y condiciones
de frontera modela matematicamente unassituacion fisica, la existencia y unicidad de
la solucion es de suma importancia, pues, con seguridadsSe espera tener una solucién
debido a que fisicamente algo debe suceder, el hecho de“que en nuestro modelo las
células endoteliales migren hacia el tumor. Por otra parte; s¢supone que la solucién
sea tnica, pues si repetimos el experimento en condiciones 1dénticas, cabe esperar los
mismos resultados. Es por ello, que el principal proposito defester trabajo fue cen-
trarnos en la existencia, unicidad y dependencia continua de dasselucion débil del
problema mixto no homogéneo 3.4.3 [15]. Para ello, se reviso el método variacional
en el Capitulo 2, dando énfasis al teorema de la traza, teorema de Green,\teorema de
Poincaré y el teorema de Lax-Milgram. Dichos teoremas nos sirvieron derayuda para
aplicar el método variacional al problema de contorno de tipo eliptico ende$s dimen-
siones, formulado en (2.16), con condiciones de frontera tipo Dirichlet, w_probar la
proposiciéon 2.4.1, donde se garantiza la existencia, unicidad y dependencia‘continua
de la solucion débil de (2.16) con respecto a los datos del problema.

Sin embargo, para analizar el modelo de estudio (3.2) se realizo la discretizacioh en
el tiempo mediante el método de diferencias finitas, que nos permiti6é transformar
el problema de estudio, formado por tres ecuaciones en una sola ecuacion diferencial
parcial dada por (3.5). Posteriormente, se aplicé el método variacional al problema de
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Dirichlet no homogéneo 3.4.1 de la ecuacion (3.5), obteniendo la existencia, unicidad
y depefidencia continua de la solucion débil con respecto a datos del problema, [15].
Finalmente; la aportacion relevante de la tesis consistio en la aplicacion del método
variacional/para demostrar, en el teorema 3.4.1, la existencia, unicidad y dependencia
continua de Ja solucion débil del problema mixto no homogéneo 3.4.3 con respecto
a los datos y=patametros del problema [15]. Asi, dadas las ecuaciones del modelo,
su solucion puede permitir simular en una computadora la evolucién de las células
endoteliales que vam"hacia el tumor en el tiempo y en el espacio, lo que proporciona
informacion sobre el creéimiento del tumor dando referencia clinica de gran utilidad
para el diagnostico, tratamiento y seguimiento de la enfermedad.

4.2. Trabajos a futuro

1. Programar y generar solu€iones numéricas del sistema (3.27), mediante el mé-
todo de elementos finitos.

2. Programar y generar soluciongs\numéricas del sistema (3.30), mediante el mé-
todo de elementos finitos.

3. Comparar los resultados” numéricos=de”ambos sistemas (3.27) y (3.30) con los
resultados numéricos que se‘teportan enda literatura.

4. Desarrollar un modelo en el que<se considére la inhibicion de la angiogénesis
mediante algtin inhibidor que se menciona ¢én la tabla 1.1.

68
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Anexos

Codigos en MATLAB(de/las condiciones iniciales del modelo (1.10).

+ iThenticate

1.

Codigo de la graficarde la_funcién de condicion inicial del TAF.
1 % Este programa geéfica la funcién
2 % c(x,y,t), condicig@ _inicial TAF del Modelo
3 % Angiogénesis Indu€ida por Tumor.
4
5 figure (1)
6 k=0.75;
7 el=0.45;
s [x,y]=meshgrid (0:0.,07:1);
o C=exp(—((1—x).72)./&l)3
10 surf(x,y,C)
1 xlabel('eje x');
12 ylabel('eje y');
13 colormap hsv;
14 colorbar;
15
. Codigo de la grafica de la funcion de condicion inicialide la fibronectina.
1 % Este programa grafica la funcién
2 % f(x,y,t), condicién inicial de fibronectin'
3 % del Modelo Angiogénesis Inducida por Tumor.
4
5 figure(2)
6 k=0.75;
7 e€2=0.45;
s [x,y]=meshgrid (0:0.01:1);
9
10 f=kxexp(—(x.72)./e2);
1 surf(x,y,f)
12 axis([0 1 01 0 1])
13 xlabel('eje x');
14 ylabel('eje y');
15 colormap hsv;
16 colorbar;
17
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3. LCodigo de la grafica de la funcién de condicion inicial de las células endoteliales

(CEs).

19 clc

2 oBste programa grafica dos figuras, la primera
3 %fes)la funcion de células endoteliales

1+ % Yegtringidas a tres brotes, y la segunda
5 % es l@\funcion de células endoteliales sin
6 % restrigdon .

7

s a=0.15; ©=0.28,;

9 ¢=0.43; d=0.58;

1w e=0.72; f=0.85y

1 D=0.01;

12 X=0:D:1;

13 Y=0:D:1;

1w N=(X(end)-X(1)) /B

15 Z=zeros (N+1,N+1);

16 U=zeros (N+1,N+1);

17 V=zeros (N+1,N+1);

18

19 for i=1:N+1

20 X(1i)

21 for j=1:N+1

» Y(j)

23 1f ( Y(j) >= a)&&(Y(§)v<=b)

22 & (0.45 <=Y <=0.55) S&alf0.75 T <=0.85))
25 Z(i,j)=exp(—(X(1).72)./0.001) . (sin(7+pi.xY(j)))."2;
26 elseif (Y(j) >= ¢ )&&Y () ==d)

27 Z(1,j)=exp(—(X(1).72)./0.00 L= (sin(76pi.*xY(j)))."2;
28 elseif (Y(j) >:e)&&(Y(j) <=f)

20 Z(i,j)=exp(—(X(i).72)./0.001)e.*(sin(7%pi.*xY(j)))."2;
30 else

a1 Z(i,j)=0;

32 end

s UG, 1)=X(1) 5

wo V(L)Y (i)

35 end

36

37 end

3 figure (1)

39 U;

w V;

a7,

2 surf(U,V,Z);

a3 xlabel('eje x');

aa  ylabel('eje y');

45 colormap hsv;

46 colorbar;

47

as  figure (2)

19 [x,y]=meshgrid (0:0.01:1);
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C/n—exp((x) .72/0.001) .x(sin (7.xpi.xy)). 2;

ﬁ(urf(x,y,n)
52 abel ('eje x');
/S

53 bel('eje y');
54 map hsv;
55 €O ar;

CP%
O

.

76

+ iThenticate Pagina 87 de 87 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932



+ iThenticate P4gina 1 de 87 - Portada

Ana Kristhel Esteban Lopez.pdf

€ Universidad Judrez Auténoma de Tabasco

Detalles del documento

Identificador de la entrega

trn:oid:::3117:579938932

Fecha de entrega

17 abr 2026, 3:40 p.m. GMT-6

Fecha de descarga

17 abr 2026, 3:55 p.m. GMT-6

Nombre del archivo

Ana Kristhel Esteban Lépez.pdf

Tamaiio del archivo

3.6 MB

+ iThenticate Pagina 1 de 87 - Portada

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932

83 paginas

20.652 palabras

111.675 caracteres

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932



+ iThenticate

Pagina 2 de 87 - Descripcion general de integridad

16% Similitud general

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932

El total combinado de todas las coincidencias, incluidas las fuentes superpuestas, para ca...

Filtrado desde el informe
» Bibliografia
» Texto citado

» Coincidencias menores (menos de 15 palabras)

» Abstract

Fuentes principales

16% @ Fuentes de Internet
1%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Marcas de integridad
N.° de alertas de integridad para revision

[ Caracteres reemplazados
978 caracteres sospechosos en N.° de paginas

Las letras son intercambiadas por caracteres similares de otro alfabeto.

[a Texto oculto
13 caracteres sospechosos en N.° de paginas

El texto es alterado para mezclarse con el fondo blanco del documento.

+ iThenticate

Pagina 2 de 87 - Descripcion general de integridad

Los algoritmos de nuestro sistema analizan un documento en profundidad para
buscar inconsistencias que permitirian distinguirlo de una entrega normal. Si
advertimos algo extrafio, lo marcamos como una alerta para que pueda revisarlo.

Una marca de alerta no es necesariamente un indicador de problemas. Sin embargo,
recomendamos que preste atencién y la revise.

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932



+ iThenticate Pégina 3 de 87 - Descripcién general de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932

Fuentes principales

16% @ Fuentes de Internet
1%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Fuentes principales

Las fuentes con el mayor nimero de coincidencias dentro de la entrega. Las fuentes superpuestas no se mostraran.

o Internet

www.scipedia.com 4%
o Internet

1library.co 4%
Internet

smcca.org.mx 2%
Internet

ocw.bib.upct.es <1%
o Internet

mmegias.webs.uvigo.es <1%
° Internet

www.yumpu.com <1%
Internet

gecoush.com.ve <1%
° Internet

mym.iimas.unam.mx <1%
o Internet

www.docsity.com <1%
“ Publicacién

Kaladze, T.. "First- and second-order accurate implicit difference schemes for the ... <1%
Internet

es.slideshare.net <1%

+ iThenticate Pagina 3 de 87 - Descripcion general de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932


https://www.scipedia.com/public/Lopez_Alavez_2021a
https://1library.co/document/zlg47nrr-introducci%C3%B3n-al-m%C3%A9todo-variacional.html
http://smcca.org.mx/documentos/boletines/Boletin-SMCCA-No-6_2020.pdf
https://ocw.bib.upct.es/pluginfile.php/7530/mod_resource/content/1/tema10.pdf
http://mmegias.webs.uvigo.es/8-tipos-celulares/endotelial.php
https://www.yumpu.com/es/document/view/64266712/biologia-celular-y-molecular
https://gecousb.com.ve/guias/GECO/Matema%CC%81ticas%207%20%28MA-3111%29/Gui%CC%81as%20%28MA-3111%29/MA-3111%20Gui%CC%81a%20Javier%20Villamizar%20Primer%20Parcial.pdf
https://mym.iimas.unam.mx/ramon/docs/Tesis-MonicaRomero-VersionFinal.pdf
https://www.docsity.com/es/abdomen-agudo-quirurgico-1/4616707/
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2004.05.057
https://es.slideshare.net/edvinogo/2-tematica-de-ecuaciones-diferenciales

+ iThenticate Pégina 4 de 87 - Descripcién general de integridad

Internet

docplayer.es

Internet

www.coursehero.com

° Internet

dspace.unitru.edu.pe

o Internet

www.dmae.upct.es

e Internet

www.revfinlay.sld.cu

Internet

www.scribd.com

a Internet

math.ntnu.edu.tw

o Internet

hdl.handle.net

Internet

static.s123-cdn-static-c.com

Publicacién

Haixiang Zhang, Xuehua Yang. "The BDF orthogonal spline collocation method fo...

Internet

mafiadoc.com

Internet

tesis.ipn.mx

+ iThenticate Pagina 4 de 87 - Descripcion general de integridad

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579938932


https://docplayer.es/5573781-Estudio-de-un-modelo-matematico-para-la-inhibicion-de-angiogenesis-en-tumores-secundarios-monica-romero-lopez.html
https://www.coursehero.com/tutors-problems/Computer-Science/47832294-I-am-programming-in-C-and-need-a-program-that-can-box-blur-using/
http://dspace.unitru.edu.pe/bitstream/handle/UNITRU/5846/Carrera%20Gamboa%20Thamar%20Pamela%202016.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://www.dmae.upct.es/~fperiago/libros/resumen_comunicacion_periago.pdf
http://www.revfinlay.sld.cu/index.php/finlay/announcement/view/47
https://www.scribd.com/document/134368234/manual-de-enfermeria-oncologica-pdf
https://math.ntnu.edu.tw/~min/matlab/pdf/project_2009_LS.pdf
https://hdl.handle.net/1969.1/157947
https://static.s123-cdn-static-c.com/uploads/1460418/normal_5b98f44c16132.pdf
https://doi.org/10.1080/00207160.2017.1347259
https://mafiadoc.com/a-first-step-towards-variational-methods-in-_5b95078f097c47f4778b467b.html
https://tesis.ipn.mx/xmlui/bitstream/handle/123456789/19447/G%c3%b3mez%20Ruiz%2c%20Adri%c3%a1n%20Enrique_DP.pdf

	Introducción
	Modelación de la angiogénesis inducida por tumor
	Conceptos básicos en angiogénesis tumoral
	Células endoteliales
	Matriz extracelular
	Fibronectina
	Sustancias TAF
	Inhibidores de angiogénesis
	Principios de terapia antiangiogénica para el desarrollo de ensayos clínicos

	Formulación matemática de la angiogénesis inducida por tumor
	Ecuación de reacción-difusión
	EDP de la angiogénesis inducida por tumor


	Introducción al método variacional
	El concepto de solución de una ecuación diferencial
	Introducción a la teoría de distribuciones
	Definición de distribución
	La derivada de una distribución
	Espacios de Sobolev y desigualdad de Poincaré

	Formulación variacional abstracta y el teorema de Lax-Milgram
	Aplicación a problemas de contorno de tipo elíptico
	El caso unidimensional
	El caso en dimensiones 2 y 3


	Discretización y formulación variacional del modelo de estudio
	Modelo adimensionalizado
	Condiciones iniciales y parámetros
	Condición inicial de sustancias TAF
	Condición inicial de la fibronectina
	Condición inicial de las células endoteliales

	Condiciones de frontera
	Discretización en el tiempo y formulación variacional del modelo adimensionalizado
	Formulación variacional del problema mixto
	Discretización en el tiempo de f y c
	Evaluación de F


	Conclusiones
	Conclusiones
	Trabajos a futuro

	Bibliografía
	Anexos



