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Introduccion

El problema del colécgionista de cupones (PCC) es un problema cldsico de la proba-
bilidad, especificamente delsdrea de combinatoria. Este problema consiste en lo siguiente:
existen NN tipos diferentes de, cupones, tales como tarjetas de béisbol, de lucha libre, etc. y
se desea recolectarlos todos; los”cupones se adquieren uno por uno en secuencia. Por sim-
plicidad, denotaremos a la coleceion,de cupones distintos por H = {1,2,..., N}, y por pg
denotaremos a la probabilidad de‘adquirir un cupén de tipo k, k = 1,2, ..., N; obviamente,
debe tenerse que pr > 0y fovzl pr = 1._Suponiendo independencia entre las adquisiciones
(compras) de los cupones, este problemasse modela por una sucesién {X,,} de variables alea-
torias independientes, tales que para cada<kne {1,2,..., N}, P(X,, =k)=p,n=1,2,....

El interés en este trabajo consiStg en determinar la distribucién y los momentos de algu-
nas variables aleatorias relacionadas” con el PCC, asi como analizar algunos ejemplos de
aplicacion. Para esto, nuestras variables aleatorias de interés seran las siguientes:

1) La variable aleatoria Y, que representa el niiero de cupones distintos adquiridos
después de n adquisiciones.

2) La variable aleatoria T}, n, que representa.el nimefosde adquisiciones requeridas para
garantizar que k tipos distintos de cupomes de un eonjunto H; C H de tamaiio V;
sean adquiridos. En el caso en que Ny = N denotaremos a1} n, por Tj.

Se obtendrin expresiones para el r-ésimo momento y la funcién géneradora de momentos de
Y,,. Para la variable aleatoria T}, n, se presenta una expresion para su esperanza. En el caso
particular en el que N; = N se obtienen expresiones para el r-ésima momento y la funcién
generadora de momentos de Ty. Cabe destacar que la férmula obtenida, para el r-ésimo
momento de Y,, estd en términos de sumas finitas, faciles de calcular comiputacionalmente;
mientras que la féormula para el r-ésimo momento de 7T}, estd en términos de‘expresiones
recursivas, por lo que se puede implementar computacionalmente y calcular los,momentos
de cualquier orden.

El problema del coleccionista de cupones tiene aplicaciones en varias areas de la cien€ia, tales
como ingenierfa, computacién, problemas de control de calidad, ecologia, etc., ver[1], [6],
[9] v [15]. En este trabajo estudiaremos un ejemplo de aplicacién del PCC correspondiente
al drea de ecologia, el cual consiste en el estudio de los sistemas huéspedes-parasitos.(En
especifico consideraremos la parasitacién de orugas (huéspedes) que se desarrolla medianté
visitas sucesivas de avispas (parésitos). En cada visita una avispa ataca a una oruga en
la que pone un huevo (parasitacién), esto con el propdsito de ampliar su capacidad de
supervivencia. En el contexto del coleccionista de cupones, estas orugas representan a los

\%



VI Introduccién

distintos\tipos de cupones, y es de interés conocer, por ejemplo, el nimero esperado de
visitas fegueridas para que todas las orugas sean parasitadas; asi como también el niimero
esperado dé orugas parasitadas después de n visitas de las avispas.

Este trabajoide tesis se distribuye en tres capitulos. En el capitulo 1, se presentan algunas
definiciones, céneeptos y resultados de la teoria de probabilidad, tales como espacio de
probabilidad, tearemasde extensién, variables aleatorias, funcion generadora de momentos
y el r-ésimo momente~de una variable aleatoria. En el capitulo 2 se presentan la funcién
masa de probabilidad_y"la funcién de distribucién de Y,,, a partir de las cuales se obtienen
expresiones para su r-ésimo momento y su funciéon generadora de momentos. Se presenta
una expresion para la espetanza de Tj n, y para el caso en que N; = N se dan expresiones
para el r-ésimo momento yla funcién generadora de momentos de Ty. En el capitulo 3 se
presenta el problema de aplicaeion; primero bajo el supuesto de que las orugas tienen la
misma probabilidad de ser pafasitadas y después bajo el supuesto de que las orugas no
necesariamente tienen la misma‘probabilidad de ser parasitadas.

Cabe mencionar que, como parte dedés requisitos para la obtencién del grado, los resultados
que se obtuvieron durante la elaboracion de esta tesis fueron publicados en una revista
cientifica (ver [§]).



Capitulo 1

Preliminares sobre la probabilidad

El propdsito de este capitulo es proporeionar algunos conceptos y resultados de la teoria de
probabilidad que seran utilizados en el\désarrollo de esta tesis. Las definiciones y resultados
que se presentan a continuacién se_basan, principalmente en [2] y [5].

1.1. Espacios de probabilidad

Iniciamos presentando los tres objetos matematicas necesarios para construir un espacio de
probabilidad. El primer objeto requeridofpara la defini¢ion de probabilidad es un conjunto
no vacio €2, donde a cada elemento de este conjunto se d€ conoce como resultado. El segundo
objeto es una o-algebra cuya definicion se menciona a céntimuacion.

Definicién 1.1.1. Una o-dlgebra de un conjunto Q # 0 es wfa'coleccion F de subconjuntos
de  que satisface

i) 0 e F.
it) Si A € F, entonces A® € F.
iii) Si Ay, As, ... € F, entonces | J;=, A; € F.

Observacion 1.1.2. A los elementos de F se les llama eventos, y se dice gie un evento A
ocurre si el resultado del experimento pertenece a A.

Una coleccién S de subconjuntos, se dice ser disjunta por pares si AN B = (f para cada
par de conjuntos distintos A y B de S. Esta terminologia es usada en la defini€ion del
tercer y ultimo objeto requerido en la definicién de espacio de probabilidad que se presénta
enseguida.

Definicién 1.1.3. Una medida de probabilidad P sobre una o-dlgebra F de subconjuntds
de un conjunto Q) es una funcion P: F — [0,1] tal que

i) P(Q) = 1.



1.1. Espacios de probabilidad

W) P An) = > P(Ay) para cada coleccion disjunta por pares { Ay, m = 1,2,...}

m=1
deé elementos de F.

Observacién' 1.1.4. Debido a la propiedad ii) de la definicion anterior, se dice que P es
contablemente\aditiva.

Ahora bien, comogyia conocemos todos los objetos, podemos construir el espacio de proba-
bilidad que se define.a“continuacién.

Definicién 1.1.5. Un_espacio de probabilidad es una tripleta (0, F, P), donde ) es
un congunto no vacio,@k Jes una o-dlgebra de subconjuntos de ), y P es una medida de
probabilidad en F. A Qlsele llama espacio muestral y a los elementos de F se les llama
eventos.

Enseguida, presentamos un éjetuplo en el cual modelamos un experimento que consiste en
realizar lanzamientos independientes de una moneda legal, los elementos del modelo seran
precisamente los elementos del espacio de probabilidad anteriormente definidos.

Ejemplo 1.1.6. Consideremos el eZperimento que consiste en n lanzamientos sucesivos de
una moneda legal. Entonces

Q= {(w1,...40,) : wy € {dguila, sol},i=1,...,n}.
Por conveniencia, podemos identificar a daguilafpor 0 y sol por 1. Asi
Q={(w1,...;w,): w; €40 i = 1,...,n}.

Notemos que la cardinalidad de este espacio muestralles 2™. En este caso, F consiste de
todos los subconguntos de 2, y la medida de probabilidad R : F — [0, 1] se define como

A4

P(a) =22

AeF,

donde #A denota a la cardinalidad de A. Es facil demostra? que F es efectivamente una
o-dlgebra de subconjuntos de 0 y que P es una medida de probebilidad en F. En general,
se dice que el nimero P(A) es la probabilidad de A.

Si 0 < k < n, entonces para obtener y . w; =k, es necesario y suficiente que exactamente

k de los wis sean 1. Existen
n\ n!
k) kl(n—k)

resultados con esta propiedad. Por tanto

P ({(wl,...,wn) : iwi:kb = <Z>2—", 0<k<n.

En la terminologia de los lanzamientos de una moneda, este numero es la probabildad”de
obtener k soles en n lanzamientos.

El siguiente ejemplo aborda el ejemplo 1.1.6 de manera mas amplia y general; da también
una descripcién de P(A) para ciertos subconjuntos A del espacio muestral.
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Ejemplo, 1.1.7. Consideramos ahora el experimento que consiste en realizar un nimero
infinito”deslanzamientos de una moneda legal. Entonces

Q= {(w,ws,...) w; € {0,1},i=1,2,...}.

En este caso; Qftiene un numero infinito de elementos, por lo que no se puede utilizar
el mismo procedimiiento del ejemplo anterior para definir a P. Sin embargo, sabemos lo
que queremos que*sed P(A) para ciertos subconjuntos A de ), para tener consistencia con
el ejemplo anteriorfPare cualquier conjunto A de vectores k-dimensionales de 0's y 1's
qUETEMOS que

P (A) € PE(wy,wg,...) : (wy,...,wg) € Ag}) = #2—12}“
Es frecuente que en un modeld_probabilistico, los eventos de interés formen una coleccién
& de subconjuntos de €2 que no essuna o-algebra. Como se requiere que se trabaje con o-
algebras, en tales casos se reemplaza & por la coleccién mas pequena de subconjuntos que
formen una o-algebra y que contengas@ila coleccion &, cuya existencia se presenta en la
siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.8. Sea £ una eoleccion®de subconjuntos de un conjunto no vacio 2. En-
tonces existe una unica o-dlgebratF=2 £ tal'que si G O & y G es una o-dlgebra, entonces
G D F; es decir F es la o-dlgebra mds\pequena _guie contiene a E.

Demostracién. La unicidad es clara..Para demostrar la existencia definimos

F=9

donde la interseccion es sobre todas las o-algebras G tales.que G O £. La prueba estara
completa si se demuestra que F es una o-dlgebra. Claramente () € F. Fijemos A € F y sea
G una o-algebra que contiene a £. Como A € Gy G es una@—algebra, A° € G. Como G es
una o-algebra arbitraria que contiene a &£, se tiene que A° € F. Ahora si A1, As,... € Fy
de nuevo G es una o-dlgebra que contiene a &, entonces Ay, Asgn )€ G, y como G es una
o-dlgebra, |J,~, A, € G. Como de nuevo G es una o-dlgebra arbitfaria que contiene a &, se
tiene que | J°7 | A, € F. Tenemos asi demostrado que F es cerrada’baje complementos y
bajo uniones numerables, y es, asi, una o-algebra. |

Definicién 1.1.9. A la o-dlgebra de la proposicion anterior se le llama o-dlgebra generada
por & y escribiremos F = o ().

En general, si 2 es un espacio muestral, £ es una familia de subconjuntos deiinterés de €2,
y queremos construir un espacio de probabilidad (€2, F, P), es natural tomar F =)c(€) y
comenzar por construir P especificando sus valores sobre £.

1.2. Teorema de extension

En esta seccidon mencionaremos algunas definiciones importantes que deben verificarse para
que una medida pueda extenderse, como también el teorema que nos detalla de qué manera
se realiza la extensién, y un ejemplo que describe este proceso.



1.2. Teorema de extension

Definicién 1.2.1. Un dlgebra de subconjuntos de 2 es una coleccion de subconjuntos de )
que tiefie @l ) como elemento y que es cerrada bajo complementos y bajo uniones por pares.

Definicién™1.2.2. Una funcion R con valores reales, definida sobre un dlgebra £ de subcon-
guntos de uni comjunto 2, se dice ser finitamente aditiva si R(AUB) = R(A)+ R(B) para
cualquier par de conjuntos disjuntos A, B € £. La funcion R se dice ser contablemente

aditiva si
R (U An> => R(A,)
n=1 n=1

cuando Ai, Ag, ... es uma_sucesion disjunta por pares de elementos de £, cuya union es
también un elemento de &.

La siguiente proposicion establece una condicién necesaria y suficiente para que una
funcion con valores reales, R, sea gontablemente aditiva sobre un algebra £. Una prueba de
esto se encuentra en [5, Proposicién 9, pag. 90].

Proposicién 1.2.3. Sea R una funcion.no negativa y finitamente aditiva definida en un
dlgebra € de subconjuntos de un conjuntod, tal que R(Q2) = 1. Entonces R es contablemente
aditiva si y solo si R(A,) — 0 para cualgurer sucesion decreciente Ay, Ao, ... de elementos
de € para la cual lim A,, = 0.

La proposicion anterior tiene utilidad-para la prueba del siguiente teorema.

Teorema 1.2.4. Sea £ un dlgebra de.subconjuntossde un espacio @ y R una funcion no
negativa y contablemente aditiva definida em € tal qué R(Y) = 1. Entonces existe una inica
medida de probabilidad P definida en o(E)ftal que P(A)= R(A) para todo A € E.

Una prueba de este teorema puede ser consultada en [5, Megrema 14, pag. 94]. Enseguida
veamos el siguiente ejemplo que muestra como aplicar el teeréma de extensién a una genera-
lizacién del ejemplo 1.1.7 en la que se consideran monedas “sesgadas.” Para el caso especial
de una moneda legal, establece que realmente existe un espacio dé probabilidad como el que
se describié anteriormente en el ejemplo 1.1.7 para el experimenteo’de lanzar una moneda
legal un numero infinito de veces.

Ejemplo 1.2.5. Sea Q el conjunto de sucesiones infinitas w = (wf, wsy, ..), donde cada
w; € {0,1}. Asi Q es el producto contable de copias del conjunto {0, 1} Dotamos a 2 con
la topologia producto, donde a cada copia de {0,1} se le da la topologia discreta. Como la
topologia producto de espacios compactos es compacta, 2 es un espacio topologica compacto.
Sea &€ la coleccion de todos los conjuntos de la forma

{w : (w1, wy,...,w,) € C, para C,, C{0,1}"}. (1.1)

Es facil ver que £ es un dlgebra, y que todo conjunto en £ es un conjunto cerrado.(Como
Q es un conjunto compacto, se sigue que todos los elementos de £ son compactos. Por la
propiedad de la interseccion finita de conjuntos compactos, si A1, Ao, ... es cualquier sucesion
de elementos de £ que decrecen al (), entonces A, = () para todo n suficientemente grande:
Si R es una funcion no negativa y finitamente aditiva definida en £, tal que R()) = 1, se
sigue de la proposicion 1.2.8 que R es contablemente aditiva. Por el teorema de extension,
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cualesquiera de tales R puede ser extendida a una medida de probabilidad sobre la o-dlgebra
o(&). Gonstruyamos pues, una funcion R definida en &€, no negativa y finitamente aditiva, tal
que R(SY) # 1. El modelo de repetidos lanzamientos de una moneda legal es un caso especial.
Sea p1, pa, . . swpa sucesion de nimeros reales en el intervalo [0, 1]. Para C,, C {0,1}", sea

R({wwr,we, ..., w,) € Cp}) = Z H pEm (1 — po) i,

(W1 yeeeywn ) ECH M=1

(En esta férmula, 0%="1.) Eziste una aparente ambigiiedad en esta definicion, que surge
del hecho de que cualquier conjunto que pueda expresarse en la forma (1.1) puede también
escribirse en la forma

{w : (w1, ws, ..., wyy1) € Dypi1},

donde D, ;1 es el conjunto dé-€lementos de {0,1}" ! cuyas primeras n coordenadas forman
una sucesion de 0's y 1's que estdn_en C,. Sin embargo, se puede ver mediante un cdlculo
directo que tal ambigiiedad no existe.

Si A y B son dos elementos disjuntos de-£, entonces pueden ser escritos en la forma (1.1)
usando un valor comun de n. La suma. énsla definicion de R hace ahora que la aditividad
finita de R sea clara.

El caso particular en que p, =A/2 para cada_n, da el espacio de probabilidad de infinitos
lanzamientos de una moneda legal=Para el casofgeneral, podemos pensar en un experimento
en el que se lanza una moneda diferente en cadafetapa, con p, siendo la probabilidad de que
el resultado del n—ésimo lanzamiento sea sol.

1.3. Variables aleatorias

A continuacion presentamos algunas definiciones relacionadas, con las variables aleatorias,
asi como algunos ejemplos, para lo cual nos basamos en [4] y)[5]. En las aplicaciones las
variables aleatorias representan lo que interesa medir en un eXperimento aleatorio.

Definicién 1.3.1. Un espacio medible es un par (2, F) , dondeQ%s un conjunto no vacio
y F es una o-dlgebra de subconjuntos de €.

Notemos que si (2, F, P) es un espacio de probabilidad, entonces () es un espacio
medible

Definicién 1.3.2. Sean (2, F) y (¥, G) espacios medibles. Una funcién medible de (2, F)
a (¥,G) es una funcion X: Q — ¥ tal que

X1 (B)={weQ: X (w) € B} € F para cualquier B € G.

Cuando se adjunta una medida de probabilidad P al espacio medible (2, F) , de maneraque
(Q, F, P) es un espacio de probabilidad, a X se le llama variable aleatoria de (Q,\F. P)

a (¥, G).

Veremos ahora que si X es una variable aleatoria, entonces es posible trasladar P (medida
de probabilidad definida sobre (€2, F)) a un espacio medible (¥, G) , como se puede observar
en la siguiente proposicion.
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Propésieién 1.3.3. Sea X una variable aleatoria de un espacio de probabilidad (2, F, P) a
un espdcigemedible (¥, G) . Para B € G sea

Q(B)=P(X7(B)).
Entonces (¥, G, Q)es un espacio de probabilidad.

Demostracién. @mo X (V) = Q, entonces Q(¥) = 1. Sea By, By, ... una sucesién
disjunta por pares de_elémentos de G. Entonces

XABpn) N X1 (By) = X (BN B,) =0,

cuando m # n. Por tanto,

Q) L () - (Qren)

PIXNB.)) = > Q(B,).

I
hE

L

3
Il

Definicién 1.3.4. A la medida de‘probabilidad @ de la proposicion 1.3.3 se le llama la
distribucion de la variable aleatoria X,y sedice_ser inducida por X.

Observaciéon 1.3.5. Notemos que toda distribucion es”upa medida de probabilidad y que
toda medida de probabilidad es una distribdcion (indueida. por la funcion identidad), de
manera que distribucion y medida de probabilidad son t€rminos esencialmente sinonimos
que tienden a usarse en contextos algo diferentes.

Enseguida presentamos el concepto de funcién de distribucion; asi“¢omo su relacién con la
distribucién de la variable aleatoria X.

Definicién 1.3.6. Una funcion F: R — R es una funcion de distribucion para R si
cumple con las siguientes condiciones

i) F es creciente.
ii) F' es continua por la derecha.

iii) lim F(z) =0y lim F(z)=1.

T——0Q T—00

Denotemos por B a la g-dlgebra de Borel en R, es decir, a la o-dlgebra generada pot la
coleccién de conjuntos abiertos en R.

Proposicién 1.3.7. Sea Q una medida de probabilidad sobre (R, B). Entonces la funcion
F(z) = Q((—o0,z]) es una funcion de distribucion.
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La prdeba de esta proposicién puede ser consultada en [5, Proposicién 3, pag. 26].

En parti€uldr, si X es una variable aleatoria de un espacio de probabilidad (€2, F, P) a (R, B)
con distribueién inducida @), entonces a la funcién de distribucion F': R — R definida por

se le llama la funciéon de distribucién de la variable aleatoria X.

De aqui en adelante nos restringiremos solo a variables aleatorias con valores reales, es decir,
a variables aleatorias d€ um espacio de probabilidad (2, F, P) al espacio medible (B, R). Més
especificamente, nos enfodarémos a solamente dos tipos de variables aleatorias con valores
reales, a saber, las variables aleatorias discretas y las variables aleatorias absolutamente
continuas.

Definicién 1.3.8. Sea X una vagigble aleatoria en (2, F, P), con funcién de distribucion
F. Se dice que X es una variable’aleatoria discreta (v.a.d), si existe una funcion no
negativa f que es cero casi en todas‘partes excepto en un numero finito o infinito numerable
de puntos, tal que

FER=)  f(u).

UL

La funcion f, si existe, se llama fumcion masSa_de probabilidad de X.

Definicién 1.3.9. Sea X una variable_aleatoria®en(§), F, P), con funcién de distribucion
F. Se dice que X es una variable aleateria absolutamente continua, si existe una
funcion no negativa f, tal que

Fz) = /_ OO ¥ (u)da

Notemos que la f anterior no es unica, ya que si la modificamos en un nimero finito o
mfinito numerable de puntos, las integrales anteriores no s€ alteran. Sin embargo, en la
prdctica, la eleccion de f estd determinada por condiciones de continuidad. La funcion f se
llama funcion de densidad de probabilidad de X.

Consideramos importante para este trabajo recordar algunos ejemplés.de distribuciones
discretas, como la distribucion de Bernoulli, geométrica, binomial y multinomial, las cuales
se presentan a continuacion.

Ejemplo 1.3.10. Una wvariable aleatoria X tiene una distribucion de Bernoulli con
pardmetro p, si su funcion masa de probabilidad es

fl@)=p"1=p'*, a=01, (1.2)
con 0 <p<1.

La variable aleatoria X, que solo toma los valores 0 y 1 puede interpretarse de la siguiente
manera: f(1) representa la probabilidad de un éxito; f(0) representa la probabilidad de un
fallo. Evidentemente, f(0) =q=1—p; f(1) =p.



1.4. Esperanza y varianza de una variable aleatoria

Ejemplo, 1.3.11. Una variable aleatoria X tiene una distribuciéon binomial con pardme-
tros n 4 pgosi X tiene una distribucion discreta para la cual la funcion masa de probabilidad
es de la forma

f(a) = <n)px(1 ) z=0,1,...,m, (1.3)

T

donde n es un entexo positivo y 0 < p < 1.

Notemos que paradéualquier ordenamiento de k éxitos y n — k fracasos, la probabilidad es
k n—k _ ‘ : .
p"(1 —p)"~*. Ahoralpu€sto que > x; =k si y solo si hay k unos y n —k ceros, y el nimero
total de formas posibles”deordenar k unos y n—k ceros es (Z), entonces la probabilidad de k
éxitos es exactamente (Z)pk(l—p)"_k, k=0,1,...,n. Tenemos asi que (1.3) representa la
probabilidad de obtener x €xitos en una repeticion independiente de n copias independientes

de una variable aleatoria con,distribucion de Bernoulli.

Ejemplo 1.3.12. Una variable ateatoria X tiene una distribucion geométrica con pardme-
tro p, si su funcion masa de probabilidad es

flx)=p(1 —@)&"' parax=1,2,3,..., (1.4)

donde p es un numero real 0 < p < 1.

Ejemplo 1.3.13. See dice que lasivariables aleatorias X1, Xo, ..., X tienen una distribu-
cion multinomaial si su funcion degprobabilidad’ conjunta estd dada por
N! €T T €T
f(x1, 29, . i) E mpllpf e pr (1.5)

donde Y"1 2 =Ny > pi=1.

La funcion de probabilidad (1.5) puede obtenerse de la nfangra siguiente: supongamos que
se asignan pelotas al azar a I cajas, con probabilidades py, psi=. ., pr, respectivamente. Sea
x; el numero de pelotas asignado a la i-ésima caja. La probabilidad de asignar x1 pelotas a
la caja 1, luego xo pelotas a la caja 2, y asi sucesivamente hasta w; pelotas a la caja I es
xr1 X2

pi'ps? - - py'. Este no es el unico orden posible de asignar las pelotas. El nimero de maneras
de asignar las pelotas es

N N—fEl N—xl—--'—z[_l . N1
1 To Ty oxlag! eyl

N!
f(xl,xg,... ,xl) =

1'1!3}2! ..

Entonces

L1122 LT
.Z‘]!pl p2 pk

1.4. Esperanza y varianza de una variable aletoria

Pasemos ahora a estudiar ciertas definiciones y ejemplos correspondientes a la esperanza y
varianza de una variable aleatoria, ya que en general son una herramienta ttil para obtenef
informacion de la variable aleatoria estudiada y su distribucién. En este trabajo nos res®
tringiremos unicamente a las variables aleatorias discretas y absolutamente continuas; y las
definiciones que daremos fueron tomadas de [2], [4] y [13].
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Definicién 1.4.1. Sea X wuna variable aleatoria.

i) Si*X/es una variable aleatoria discreta con funcion masa de probabilidad f(x), su
valor esperado es

E(X)=) af(z)=> xP(X =x), (1.6)

x

cuando la sum@ exista.

it) Si X es una varmable aleatoria absolutamente continua con funcién de densidad de
probabilidad f(x), st valor esperado es

E(X)= /OO zf(x)d, (1.7)

cuando la integral exista.

Ejemplo 1.4.2. Sea X wuna variablefaleatoria con distribucion geométrica. Entonces su
funcion masa de probabilidad es

fx) = pld=2p)™",

dondex =1,2,3,... yp es un nimefoeal con 0'< p < 1. Del inciso i) de la definicion 1.4.1
tenemos que su valor esperado estd dado por

B(X) =) af(x)=> atplL—p)" #Ep> z(1-p)" " (1.8)

De lo anterior, es claro que el valor esperado de X es cero_ewando p toma el valor 0 ¢ 1.
Consideremos por tanto que 0 < p < 1 y hagamos ¢ = 1 — p. Lenemos asi que 0 < g <1, y
ademds (¢*) = x - ¢*~ es la derivada de g% con respecto de q. £n consecuencia,

dx(l-p)™ =D 2" =D (¢")
x=1 x=1 x=1

Ahora bien, como Y2 q* es una serie de potencias con radio de convergencidyigual a 1, el
inciso i) del [10, Teorema 2.40, pdg. 75] garantiza que

(Z qz) =Y (¢") =D wg " (1.9)

En vista de que Y~ , q* es una serie geométrica que converge a flq, deducimos de lo anterior
que

ixqzl _ (ng) _ (1;), _ (1_1q)2_ (1.10)
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Finalmente, por (1.8) y el hecho que ¢ = 1 — p, obtenemos que

BX) =p Yo -0 =0 (g =) = 5= (111)

1-(1-p)*) »p

Por lo tanto,

E(X) = (1.12)

Ejemplo 1.4.3. §i X tiene una distribucion binomial, su funcion masa de probabilidad estd
dada por (1.83), entonces su velor esperado estd dado por

BE(X) = i . <Z> Pl — p) e i x <Z> p*(1—p)"*, (el primer sumando es 0).

=0 =1

Usando la identidad :z:(Z) = n(”fl), tenemos

z—1
- n—1 T n—x = n 1 y+1 n—(y+1)
E(X)=> n( _ |pl=p" > n (1 -p)
=1 y=0 Y
n—1 n—1 , S,
=np) y PSS

La altima igualdad se debe al hecho de que enla peniltima igualdad la suma es 1, ya que es
la suma de todos los valores de la funcion masa®de probabilidadede una distribucion binomial
con pardmetros n — 1 y p.

La siguiente definicion se presenta debido a que en ocasiones, el interés es conocer el valor
esperado de una funcién de una variable aleatoria (composicién dg”una funcién con una
variable aleatoria).

Definicién 1.4.4. Sean X una variable aleatoria discreta o absolutamente continua y u una
funcion tal que u(X) es una variable aleatoria. Si fx denota a su funcidn masa de probabi-
lidad (caso discreto) o funcion de densidad de probabilidad (caso absolutamemte ontinuo),
entonces el valor esperado (o media) de u(X), denotado por E(u(X)), es

Eu(X)] = Z w(z) fx(z) si X es discreta

zeX

Elu(X)] :/ u(z) fx(z)dx si X es absolutamente continua,

o0

siempre que exista la suma (caso discreto) o la integral (caso absolutamente continuo).
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A continuacién enlistamos algunas propiedades basicas del valor esperado. En todos los ca-
sos se aSume que las composiciones de las funciones involucradas con la variable aleatoria X
son, a su vez, variables aleatorias cuyo valor esperado existe. Se asume también que 0-0o = 0.

1) E(k) = kst kses una constante.
2) Si k es una constante y u(X) es una funcién de X, entonces E[ku(X)] = kE[u(X)].

3) Si ki, ko, ...k, senconstantes y ui(X),us(X),...,u,(X) son funciones de X, enton-
ces

Elkyun(X) + Eyus(X) + 597+ kyn(X)] = ky Eluy (X)] + ko E[uz(X)] + - - + ki Eun (X))].

Definicién 1.4.5. Sea X una variable aleatoria con media finita u. Si E (X?) eziste, en-
tonces la varianza de X es

Var(X) = E[(X — ).
Por las propiedades de la esperanza vistas.anteriormente se sigue que
Var(X) =-B(X?) — 1°. (1.13)

Ejemplo 1.4.6. Retomando el ejemiple’ 1.4.2, previamente vimos que E(X) = %. Para cal-
cular Var(X) primero calculamos E(X2)=Por lo quie

= Yoz (1-pf ). (1.14)

Notemos que el valor esperado de X? es cero si p toma el valor 0 6 1. Asumamos por tanto
que 0 <p<1.

Observemos que

p(1- p)zil = [z(z —1)+2]p(1 —p)* !
=pa(z —1)(1 —p)* " +ap(l —p)*"
= p(l - p)as(as — 1)(1 —p)a”*2 + l‘p(l _p)z—l.

De lo anterior y (1.14) se sigue que
B(X?) =>"[p( (=11 =p)"?+ap(l —p)* ']

Z z(r —1)(1—p)* 2+ Z rp(1l —p)™t (1815)
=1 =1

Ahora bien, si consideramos ¢ = 1 — p tenemos que (vq® 1) = x(x — 1)¢" 2 es la primera
derivada de xq®~' con respecto de q. Ademds, al ser 0 < p < 1, resulta que también 0 < ¢ <
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1. Coamohicimos ver en (1.10), la serie de potencias Y ., xq“ "' es convergente, por lo que
el inciso i de [10, Teorema 2.40, pdg. 75] garantiza que

) ! )
(qux—1> _ (qu—l)”
x=1

es decir, por (1.10),

Yy entonces,

2 > x(x— 1) (1.16)

=1
Luego, por (1.15) y (1.11) obtenemae$
oo} ! oo
BE(X?) =p(1 —p) (Z qu1> + Y ap(l—p)*!
=1 =1

iy

y como ¢ =1 — p, resulta

2p(1 — T ) 2(1— 1 2-
E(XQ):M_F_:(—Q@_’_,:T?
p p p P p

Ast que la varianza para X cuando 0 < p < 1 estd dada por

2—p 1 l—p
_ 2 2 _ _
Var(X) = BE(X?) — [E(X)]* = = — ]? - <2 (1.17)
Por lo tanto,
0, st p=20,1.
Var(X)=4¢ 1_ (1.18)

p2p, st 0<p<l1.

Ejemplo 1.4.7. Retomando el ejemplo 1.4.3, previamente vimos que E(X)“<=)np. Para
calcular Var(X), primero calculamos E(X?). Tenemos que

B(X?) = zn: o’ <Z>pm(1 —p) (1.19)

=0

Para realizar esta suma, primero debemos manipular el coeficiente binomial de manerassi-
milar a lo hecho para E(X). Escribimos

v <Z> T 1)7(!n T ‘”“(Z . 1)
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Sustittiyéndo esto en (1.19) tenemos que
) - nzx(x_ )
n—1 n—1
T ”Z(y + 1)< )Py+1(1 —p)" 'Y (tomando y = x — 1)
Y
y=0

n—1 n—1
n—1 i n—1 el
—np2y< )py(l—p)" ! y+npz< )py(l—p) .
y=0 Y y=0 Y

Ahora, es fdcil ver que la'primera suma de la parte derecha de la iltima igualdad es (n—1)p
(ya que es la media de una binomial con parametros n — 1 y p), mientras que la sequnda
suma es igual a 1 (por ser Td_stima de todos los valores posibles de la funcién masa de
probabilidad de una binomial conspardmetros n — 1 y p). Por lo tanto

E@X?)=n(n — 1)p* + np.
En consecuencia, la varianza de la variable aleatoria X estd dada por

Var(X) = n(n — 1)pt + np— (np)* = —np® + np = np(1 — p).

1.5. Funcién generadorayde momentos y momento r-ésimo

Consideraremos ahora las esperanzas de poténciasienteras y positivas de una variable alea-
toria X, a saber, los momentos de X.

Definicién 1.5.1. Sea X wuna variable aleatoria discreta_o absolutamente continua, con
funcion de probabilidad o densidad f(x). El n-€simo momento de X suele designarse por

i,y es
ty, = E(X");

mas especificamente, el n-ésimo momento se calcula mediante ld_férmula

E(X™) = Zx"f(:z), si X es discreta (1.20)

y con la formula
E(X") = / 2" f(x)dx, si X es absolutamente continua.

Definicién 1.5.2. El n-ésimo momento central con respecto a la mediasde una
variable aleatoria X, estd definido por

pn = E[(X — py)"] = Z(m — )" f(z)dz, si X es discreta

x

Yy por

fin = E[(X — 1i))"] = / (x — p)"f(x)dz,  si X es absolutamente continua.
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Observacion 1.5.3. Cada momento es una medida de cierta caracteristica de los datos.
Por ejemplo, se conoce (ver [12]) que el primer momento es la esperanza (o media), este
momento €s una medida de localizacion o centralizacion de los datos. El sequndo momento
central es lawarianza, este momento es una medida de dispersion de los datos. El tercer
momento centralsestd relacionado con la asimetria de los datos, por lo que este momento
es llamado médida~de asimetria. FEl cuarto momento central estd relacionado con la forma
de las colas de lagrafiea de frecuencias de los datos, es decir es una medida de curtosis. Es
conocido también (verteorema 2.3.11 de [2]) que si el soporte de la distribucion es acotado,
entonces el conjuntosde todos los momentos determinan completamente a la distribucion.

Ejemplo 1.5.4. Las distribiiciones simétricas, como las que se muestran en la figura 1.1,
tienen g = 0.

n x

Figura 1.1: Distribuciénes consasimetria nula.

Una curva cuya representacion sea como la de<fy(x) de ld figura 1.2 (ver [7]) se dice que es
sesgada a la izquierda y puede verse que tiene el tercer momente central respecto a la media
negativo; otra cuyo aspecto sea como el de la fo(x), se dice gieyes sesgada a la derecha y
puede verse que tiene el tercer momento central respecto a la medie, positivo. La funcion de
densidad f5(x) de la figura 1.2 tiene pu3 = 0 y dista mucho de ser simétrica, por lo que cuando
el tercer momento central es cero no tenemos mucha informacion agerea_de la forma de la
densidad. Mediante un pequeno cambio de forma podria consequirse qué su tercer momento
central fuese como quisiéramos, positivo o negativo.

fl(x) fz(x) ,-3“’

Figura 1.2: Funciones de densidad sesgadas y asimétricas.

Ahora bien, una forma alternativa de calcular los momentos de una variable aleatoria es
usando su funcién generadora de momentos, la cual se define de la siguiente manera.
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Definicién 1.5.5. Sea X una variable aleatoria con funcion de probabilidad o densidad f(x).
La funeign generadora de momentos (f.g.m.) de X estd dada por

MX(t) = E (etX) s

siempre que lagesperanza exista para toda t en alguna vecindad de 0, es decir, si existe h > 0
tal que para todd t,€ (+h,h), E(e'X) eziste.

Mas especificamentes podemos escribir la funcion generadora de momentos de X como

Mx(t) = Zetxf(z), st X es discreta

x

Mx(t) = / €™ f(x)dx, si X es absolutamente continua.

oo

El siguiente teorema es muy importaunte para el cdlculo de los momentos de una variable
aleatoria X y serd de utilidad en el sigutente capitulo.

Teorema 1.5.6. Si X es una variable alegtoria con funcion generadora de momentos Mx(t),
entonces

BX =M 0),
donde definimos

n d"

M) = 2 Ml

Es decir, el n-ésimo momento de X es ig@ialla la n-ésung derivada de Mx(t) evaluada en
t =0 (o su limite cuando t — 0).

Demostracién. Notemos que

EM (t) = 4" e fx(x)dr = h iet’” fx(x)dx = Oo(xe“”)f (z)dz = E [ Xe™]
dt X at | o \at X - X '
Para la validez de la segunda igualdad, ver por ejemplo, [10, pag. 114]. Entonces

d

7 Mx (B0 = B [Xe™] |1y = B[X].

Procediendo de manera analoga puede demostrarse que

dn
%Mx(t)ytzo = E[X" ] |img = E[X"].

Ejemplo 1.5.7. Usando el teorema 1.5.6 para el cilculo de momentos, calculemos la medig,
y varianza de la distribucion de Poisson de pardmetro a > 0,

flx) = , +=0,1,2,....
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v

Tene@/ .

tr ,—a T

- ere a —a - (aet)cc —a _aet
L@Mx(t)—E(etX)—Z g =¢ Z =
=0 ’ =0 )

Las dos primeras derivadas son

de donde

.
) t) = e acte™ y M)(?) (t) = e %ac’e™ (1 + ae'),

Ve

m 0)=a, y ph=M0)=a(l+a)

En consecuencia se tiene quf(/

o = X) =a(l +a)—a® =a.
®
‘-\

Z -y



Capitulo 2

Problema del coleccionista de cupones

El problema del coleccionista de cupores (PCC) es un problema clésico de la probabilidad,
especificamente, del area de combinatotia. \Este problema consiste en lo siguiente: existen
N tipos diferentes de cupones, tale$ como tarjetas de béisbol, de lucha libre, etc. y se desea
recolectarlos todos; los cupones sé _adquieremgiio por uno en secuencia. Por simplicidad,
denotaremos a la coleccién de cupenies distintgs gomo H = {1,2,..., N}, y por p, denota-
remos a la probabilidad de adquirirfun/cupén de tipo k, kK = 1,2, ..., N; obviamente, debe
tenerse que pp > 0y Zszl pr = 1. Supeniendo independencia entre las adquisiciones (com-
pras) de los cupones, este problema se modéla por uga sucesiéon {X,,} de variables aleatorias
independientes, tales que para cada k € {1;2,L.. N}  P(X, =k)=p,,n=1,2,....

En este capitulo nuestro interés consiste en determinar_ la distribucion y los momentos de
algunas variables aleatorias relacionadas con“€l PCC, para lo cual nos apoyaremos en su
mayoria en [15]. Ademds, proporcionaremos férmulas propias para el célculo de la funcién
generadora de momentos y el r-ésimo momento de la variable aleatoria Y;,, que representa el
numero de cupones distintos obtenidos después de n adquisicionesy de T}, que representa
el nimero de adquisiciones necesarias para obtener k cupones distintos de toda la coleccion
de cupones.

2.1. Modelacion

En esta seccién, iniciamos describiendo los elementos del espacio de probabilidad gue mo-
dela el experimento del problema del coleccionista de cupones (PCC), como se’observa a
continuacién.

El espacio de probabilidad subyacente para el experimento aleatorio que se desarrolla en’el
PCC es (2, F, P), donde los elementos de €2 son todas las posibles secuencias de cupaones
adquiridos, es decir, 2 = HY, equipado con su o-dlgebra producto F (véase el ejemplo 1.25
con {0, 1} reemplazado por H). Para iy, is,...,i, € H dados, P es tal que

P({w =102 IpJnt1Jnt2 " Jk € H,]f > n}) = PiyPiy =" Pip -

17
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La extensién de P a una medida de probabilidad definida en F se sigue por el teorema de
extensién(teorema 1.2.4), en forma andloga al ejemplo 1.2.5.

Ahora biefip"podemos describir esta situacién mediante la sucesion de variables aleatorias

Sp=(Sn1,---San), n=12,..., (2.1)
donde S,,; denota el nimero de cupones de tipo i conseguidos en n adquisiciones. De esta
manera, si en n adguisiciones el cupén ¢ se obtuvo s; veces, i = 1,2,..., N, entonces S,
toma el valor (sq, sof.. Jy8n).

La variable aleatoria Sy, tiene una distribucién multinomial con pardmetros n, p1, po, . .., Pn,
es decir, para cualesquiera enteros si, Ss,...,sy, 0<s; <n, s+ S+ -+ sy =n,
n! S S S
— — — — 1 2 N
P(Sm = 51,5025, ..., SaN = SN) = e e b PN (2'2)
§1:82: SN
La distribucién marginal de S, parajelementos distintos i1, s, ...,7, € H, estd dada por
n!
P(S’ml :Silvsnig :3i27~~~7snih :Sih) ) o | | | h |
Siy-Sig: e Sih'(n - Zj:l Sij)'
h
Siy  Sig Sip, M™2.5=15i;
"Piy Diy”  Piy, Qigig. iy, ) (2.3)

. h
con 0 < s, <m, j=1,2,....h, sj# si, &+ F i, <, qili%,’hzl—zjzlpij.

Esta es la probabilidad de que en n adquisicionés sétha conseguido s;; veces un cupén del
tipo i;, 7 = 1,2,..., h, sin considerar aliresto de los etupones.

En particular la componente S,,; de S, tiéne una distribucion binomial con pardmetros n,
Ph,

n!

P(Sun = s) = D" s =012, n,

sl(n — s)
donde ¢, =1 —pp =), 4, Pi- La variable S, representa el numero de cupones de tipo h
conseguidos en n adquisiciones, entonces P(S,, = s) es la probahilidad que en n adquisi-
ciones se consiga s veces el cupén de tipo h. El valor esperado y la varianza de esta variable
aleatoria son

E(Sun) = npn, Var(S,n) = npp(1 — pp).
Sea (e1, ea, ..., exn) la base candnica del espacio RY. Enfatizamos que el proceso (S,),>1 es
la caminata aleatoria en Z% con incrementos independientes que obedecen la'siguiente ley:

Sn+1 - Sn = €k,
con probabilidad py.

Ejemplo 2.1.1. Supongamos que la coleccion consiste de N = 3 tipos distintos de ‘cupones,
y que en 5 adquisiciones el coleccionista obtuvo 2 cupones de tipo 1, 2 cupones de tipol2; y 1
cupdn de tipo 3, entonces S5 = (2,2,1). Ahora, si en una adquisicion mds, el coleccionista
obtuvo un cupon de tipo 1, entonces Sg = (3,2,1) y asi S¢ — S5 = (1,0,0) = e; com
probabilidad py. Si el coleccionista obtuvo un cupén de tipo 2, entonces Sg = (2,3,1) y ast
Se — S5 = (0,1,0) = ey con probabilidad p,. Finalmente, si el coleccionista consiguid un
cupon de tipo 3, entonces Sg = (2,2,2) y asi S¢ — S5 = (0,0,1) = e3 con probabilidad ps.
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Observacién 2.1.2. En este modelo la sucesion (Sy)n>1 es una cadena de Markov, y no
es difidil_dar una descripcion precisa de sus probabilidades de transicion, sin embargo no
estudiaremps esta cadena de Markov directamente.

2.2. Nuamero de cupones distintos después de n adquisi-
ciones_(Y},)

Denotaremos por Y,, @ la~variable aleatoria que representa el niimero de cupones distintos

obtenidos después de n*adgquisiciones. Con el propdsito de conocer el comportamiento y las

propiedades de Y,,, presentam®s su funciéon masa de probabilidad, funcién de distribucién y
su funcién generadora de momentos.

En principio recordemos que, ¢ome el conjunto H es la coleccién de tipos de cupones dis-
tintos, entonces |H| = N. Ahora bien, para cualesquiera enteros no negativos m y n, con

m < n escribimos
n n(n—1-%n—-—m+1) n
m w 0

Para cualesquiera elementos distiitess, jo; -\ ,Jx € H, definimos a

Djv.gasein =01 T Pigg¥ o0+ Djy.s
que representa la probabilidad de que enaina adquiSicién se obtenga un cupén del tipo jy,
o jg, ... 0 jk-

Enseguida presentamos el teorema que correspénde a la funcién masa de probabilidad de
la variable aleatoria Y,,. Este teorema serd de‘gran utilidad_en el desarrollo de esta tesis,
ya que nos permite conocer todas las probabilidades de la vartable Y,,, asi como diversas
propiedades.

Teorema 2.2.1. La funcion masa de probabilidad de la variable dleatoria Y, es

N-k+1
P(Y,=Fk) = Z p?le---jk - ( N —k ) Z p.?lj?---jkfl
{jlaj?7"'7jk}c{1727"'7N} {jl7j27~~~ajk71}C{1’2""7N}

N-—-k+2 n w1 (N -1 .
+< N —k > Z pjljZ---jlc72_"'+<_1) (N—k) Z pj,

{jl7j27"'7jk72}c{1)27"'7N} {]}C{11277N}

para 0 < k < min{N,n}. Usando la notacion py = ) .., pi para cualquier A CyH, la
expresion anterior se puede escribir de forma mds compacta como

N—|A
P(Y,=k) = Z (—1)k—1Al <k B ’|A||>pz, para 0 < k < min{N,n}, (2.4)
ACH,|A|<k

donde |A| denota la cardinalidad del conjunto A.
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Demestracion. De la férmula (2.3) y el principio general de inclusién y exclusién tenemos
que

P (el conjuato de cupones distintos conseguidos en n adquisiciones es {ji,j2, ..., jr})

= Z P(Snjl :Sj178nj2 :Sjw"'vsnjk :Sjk)
Sjy T8, . LS5, =N
8]121\71:1,,]&‘

n! Sj1, 85 85
- 2 el s 1P PP
Sj18jac "t Sk
Sj; + S, + ...+ 85, =M
s, >1Vi=1,...,k
n! 571 5972 Sk
= > sils s 1P Kis " Pi
Jr:=J2° JE*

8jy F8jgF A5, =n

n! Si. 8; Si
_ s B L,
Z s ls 1...5 1P Pi Piy_y
. . . 3 . . 112" 1k—1"
{217227 .. ‘7216—1} @ {]17]27 o 7]16}
Si1+812+...+8ik71:n

n' Siq  S4 Si
1,702 k—2
+ > PRI T op S I O
o _ . . . Siq+Sig Sikfz'
{Zla 12,. .., Zk—?} C {]17]27 oo 7]k}
Sip TS, + ...+ S5, =N

7_”+(71)/€*1 Z p?

i€{j1,d2,-Jk

= (pjl TPt +pjk)n - Z pZiQ...i,ﬁl

{i1582, 58k —1 3 C{I1,025 00k }

+ Z pZiZ"'ikfz — (_1)k_1 Z p?v

{i1yiz,yip—2}C{i1.2, 0k} 1€{j1,925 Tk}
de lo cual se deduce que

. N—k+1 .
P (Yn = k) = Z Djrjojr — < 1 > Z Py o 1,1

{71,925 9k 1 C{1,2,..,N} {71,925+ Jk—1}C{1,2,...,N'}

N—k+2 .
+ ( 9 ) > e

{71,925 2dk—2}1C{1,2,...,N}

+(—1)’“(]kv__11) > . (25)

je{1,2,...,N}

Como py = ), 4 pi para cualquier A C H, la expresién (2.5) se puede reescribir en la forma
(2.4). [ |
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Ahora” ptesentamos el siguiente teorema relacionado con la funcién de distribucién de la
variablée aleatoria Y,,. Este teorema serd muy relevante en el siguiente capitulo ya que nos
permite establecer vinculos entre la variable Y,, y otra variable involucrada en el PCC que
se estudiara emla seccion 2.3.

Teorema 2.2.2., Lo, funcion de distribucion del nimero de cupones distintos después de n
adquisiciones, es

N —|A] -1
P(Y, <k €Y (—1)k|A( k_',LH >p;3, k=1,2,...,N. (2.6)
ACH)| A<k

Demostracién. A continuacign, veamos que la expresién (2.6) es en efecto la funcién de
distribucién de Y,,, para lograrlopisaremos la expresion de la funcién masa de probabilidad
(2.4). Tenemos que

j— 4]

: ) N - A
PYusk) =3 P(Ya=j)=3 3 (»1)]‘/”( ||>pz
, , j
LN (Y AN
- 'Z(_l)] lA(j—|A|> 2

R s (Al
= _ (—1)l< , ) Ph- (2.7)

?

Finalmente, usando la proposicién A.0.1 en (2.7) se obtiene®qug

P(Y,<k)= > (-1FM (N 1A= 1) ., K=1,2,...,N. (2.8)

ACH,|A|<k k— |A|

por lo que se cumple lo deseado. |

Una prueba alternativa para el teorema 2.2.2 se realiza usando induccién matematica, como
se presenta a continuacion.

Demostracién. (Usando induccién matematica). Primero veamos que la expresion (2.6)
se cumple para k = 1. Tenemos que

(N -4 -1\, N-1\ , N -9\ -
) DRNCR] (M T DI I G T R SIS G 7
ACH,|A|<1 ACH,|A|=0 ACH,|A|=1
N

N
=0+ (H(W)pf =D f-
=1

i=1
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Usando Ja funcién masa de probabilidad de Y, en su forma compacta (2.4), se tiene que

P(Y#€ 1) = P(Y, =0) + P(Y, = 1)

N it i )

ACH,|A|I<0 ACH,|A|<1
N N N-—1
= Z <O)p8+ Z (—1)1<1>p8—|— Z (_1)0< 0 )pﬁ
AE Hy#A1=0 ACH,|A|=0 ACH,|Al=1
=0+0%)  (H(1)p!
ACH

N
=>
i=1

Por lo que la expresién (2.6) segwinple para k = 1.

Ahora, supongamos que la funciéngdedistribucion de Y,, se cumple para k, veamos que se
cumple para k + 1, es decir que

(N —A -1\ ,
PY,<k+1)= > (—1)k+D) A|<k+1‘_"A|>pA.
ACH,|A|I<k+1

De nuevo, usando (2.4) y por propiedades de ntmmeros combinatorios tenemos que

P(Y, <k+1)=PY,<k)+P(Y,=k+1)
B _ia (N = AT 1) N —|A] "
- 3 e (I e (T

ACH,|A|I<k ACH,|A|Lk+1
k k
—s N-s5-1 n —s N-—s n n
=3 > (=1 R C S DD o
k—s k+1—s
5=0 |A|=s 5=0 |A|=s |A|=k+1
k
N—-s—1 N — s
— -1 k—s -1 k+1—s n n
DIl (G (i PR el (s v T Sl
5=0|A|=s |Al=k+1
k
N-s—1 N —s
—_ -1 k—s o n n
>y [(YT () T
5=0|A|=s |Al=k+1
k
N—-s—1
_ —1 k—s | _ n n
ZO (-1) { (k+1—s>}“+ >k
5=0 |A|=s |A|=k+1
k
. (N —s—1
= (*1)"'“"’( )le > i
5=0 | A|=s kal=s |Al=k+1
k
N-—-s—1 N-s—-1
_ -1 k+1—s n 1 k+1—s n
Sy e (U T e X e (T
s=0|A|=s s=k+1,|A|=s

es decir,

k+1
L (N-s—1 (N 1A -1
— k+1-s n o __ k+1)—|A n
P ke =3 S0 (T = 3 (A
5=0 |A|=s |A|<k+1
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Por 16 tanto, la férmula de la funcién de distribucién de Y,, dada por la expresion (2.6) se
cumple’para toda k. |

2.2.1. Esperanza y varianza de Y,

A continuacién, damos una manera alternativa a las encontradas en la literatura para el
calculo de la esperanza y varianza de Y,,.

Sea A,; el evento degque hasta el n-ésimo tiempo el cupén i no ha sido obtenido. Definamos
entonces las variablesaleatorias siguientes

m[ﬁ] k - Z 1Ani1mAnizm“'mAnik’ k = ]‘? 27 MR N?
{i1,49,...,ik }C{1,2,...,N}
donde 15 denota la funcién indi€adora del evento B.

Notemos que m[ﬁ}_l = vazl 14, #s el'nimero de cupones que, hasta el tiempo n, no han
sido obtenidos, es decir, m[ﬁ]_l =N_%, yque P(A;)=(1—-p)", 1=1,2,...,N.

Luego, si M][\?Lk =F (m%]fk), k= 1,25.).,N, entonces la esperanza de Y,, estd dada por
la siguiente expresion

N
E(Y,)=N-M{, =N-SE{,)=V-> PA)=N-> (1-p)". (29)

También, debido a que
m\? ] m \®
V2= (N —mll)) S - 2Nl + (i)

obtenemos que

2
E(Y2) =N?—2NMY + B [(m[gl_l) }

N
=N oNMYL + B (Y 1, +2 0 Y Lanoa,

i=1 {i,j}c{1,2,...,N}
= N2 —oNMI 4+ M oMt
—oMW, — 2N — )MW |+ N?
N
=2 Y (I-pi—p)"—@N-1)Y (1—p)"+N=
1<i<j<N i=1

Por lo que

N
EW))=2 Y (Il-pi—p)"—@2N-1)) (1-p)"+N> (2.10)
=1

1<i<j<N
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Finalmente, como consecuencia de (2.9) y (2.10) se sigue que

Var(Y,) = E (Y2) — [E (V)

—<2 > <1—pi—pj>"—<2N—1>Z<1—pi>"+N2>

1<i<j<N

1<i< <INV i=1 i=1

+ N2 — N?2N D (1-p)" - (Z(l—pi)”>

=1 =1
N N
=2 Z 1_pz (Z 1_pz ) (1_2(1_]91')”)'
1<i<j<N i=1 j
Por lo tanto la varianza de Y,, es
N N
Var (V) =2 > (1-pi~ (Z L—p;) ) <1 -y a —Pi)n> . (211)
1<i<j<N i=1 i

2.2.2. Funcién generadora de' momentas de Y,

A continuacién proporcionamos una expresién=para la’funeién generadora de momentos de
la variable aleatoria Y,,, ya que mediante ésta.sé pueden gbtener todos los momentos de la
variable aleatoria de Y,,, en particular nos interesa obtener<Susprimer y segundo momento.

Proposicién 2.2.3. La funcidn generadora de momentos dé lavariable aleatoria Y, estd
dada por

N
My, (t) = Zetk (1 — et)ka Z Divig.ipy —OOSA< 00 (2.12)

k=1 {i1si2,0 ik }C{1,2,...,N}

Demostracién. De la definicién de funcién generadora de momentos y usando (2.4), se
sigue que

I
)=
a

B
e
T

S
VRS
= =
I
S
~__
PN
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Ahora] siyhacemos i = k — |A| y aplicamos el teorema del binomio, tenemos entonces que

N—|A|

M= Y Y g@ﬂAnc_Di<A7;L40 "

ACH |AIKN \ i=0

N— |A|
A

= Y e < |\> 7

ACH,|A|<N i=0

N—|A

5 > M=)y

ACH\A|<N
= Z (1) ph

CH,|A

tk AN—k 5,
(1 —-€ ) pi1i2--~ik
{i1,i2. 45t J€{1,2,...,N}

et (1= N > Py

1 {i1,i2, i }C{1,2,...N}

I
WE EMZ i M

o~
Il

[ |
Ahora bien, para calcular la esperanga y varianza de Y, de acuerdo al teorema 1.5.6 calcu-
laremos la primera y segunda derivada de la funeionsgeneradora de momentos de Y,,. Para
este fin, definimos a hy(t) = e (1 — ')} "y calcfilemes.la primera y segunda derivada de
hi, como se muestra enseguida

R (t) = ke (1 — et)N — () k)ettotlg — e )N—k_l

h%(t) = k;2€t1f (1 — et)ka . (2k’ + 1)(N N k)et(kJrl) (1 _ et)kafl
FO¥ BV — = D (1 )V

Luego, se tiene que

N sik=N,
limhj(t) =< =1 sik=N—-1,
t—0
0 sik=12..  N—2
y
N? sik=N,
1-2N sik=N-1,
lim hy(t) =
e 2 sik=N-2,
0 sik=12... N-3
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Por le"tanto, el primer momento de Y,, esta dado por

E(Y,) = limM(t)

t—0
= N Z Piyigewing — Z Pivinwin
{i1,.in}C{1,..,N} {i1,sin—1}C{1,...,N}
> N_Z(]-_pz)na

y el segundo momento dé ¥, estd dado por

E(Y?) = lmM"(1)

n t—0

= N2 Z pZi2---iN - (2N - 1) Z pzlli?“iNfl

{ilwwiN}C{l""vN} {il 7777 Z‘Nfl}C{L"'»N}

+2 Z p’?li2“‘iN—2

{il ..... 'L‘N72}C{1 ..... N}

= N =N > (1=p)"+2 >  (1-p—p)".

=1 1<i<j<N

Observacién 2.2.4. Notemos que ‘estas expresiones, obtenidas para el primer y sequndo
momento de Y, son las mismas que (2.9)7%y (2.10)vistas_en la subseccion anterior.

2.2.3. Calculo del r-ésimo momento de Y/,

A continuacién proporcionamos el siguiente resultado que nesda una férmula general para
obtener los momentos de la variable aleatoria Y,,.

Proposicién 2.2.5. Para cualquier entero positivo r, el r-ésimgrmomento de la variable
aleatoria Y, estd dado por

N N—k

(N =K\ .

Y => <Z(—1)l ( Z, ) (i + k:)r> 3 Pl (2.13)
k=1 =0 {7;1,7;2,...,7;k}c{1,2 ..... N}

Demostracion. Por la definicién de esperanza de una variable aleatoria discret@a,atilizando
la funcién masa de probabilidad de Y;, (véase (2.4)) se sigue que

B =Y KPYa=k) =k Y (-1 (],f_}’j‘)pz

k=1 k=1  ACH,|A|<k

5. B

ACH,JA|XN  k=|A|
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Tomando,i = k — |A| tenemos que

N—|A]

by - > S o (Y

ACH||AIXN =0
N-|A|

> 3 cvtrar (Y

AGH |A|<N i=0

N —k
S ¥ e (Y

k=1 {11,7,2 ..... lk}C{:[Q ..... N} 1=0

—é(%—w(jv;k)mw) > Phoea

i=0 {i1,i2,ip }C{1,2,...,N}

En el siguiente corolario damos una expresion simplificada de (2.13), valida para r entre 1
y N —1.

Corolario 2.2.6. Si1 <r < N 1 se tiene que el r— ésimo momento de Y, estd dada por

> (Z<—1>i(N;k)<z‘+k>f) S b 219

k=N— {in iz,oonyin }C{1,2,..,N}

A continuacién presentamos un lema que sera’de utilidad~para demostrar el corolario 2.2.6.

Definamos Nk
- AN -k .
R = ) (V) v

Lema 2.2.7. Sean k, N,r nimeros enteros no negativos. St k < N5 —1, entonces Ry, = 0.
Demostracion. Del teorema del binomio se sigue que

Ry, = g(_l)i (N Ny k) Z (7;) R

m=0

_ _< )kmm“ <N k) | (2.15)

Por (A.2) del apéndice tenemos que

Nk
<N k> =0,siN—k—1>m.

1:0

Notemos que si k < N —r — 1, entonces N —k—1>r > m, paratodam=0,1,...,7. Asi
por (2.15), Ry, = 0 para toda k < N —r — 1. |
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De este modo, de la proposicién 2.2.5 y el lema 2.2.7 se sigue que una expresion para E(Y,),
con 1 <7 &N — 1, esta dada por (2.14).

A manera/de-ejemplo, calculemos ahora E(Y;) y F(Y,?) utilizando la expresién (2.14).

Para r =\1,

Si k= N — 1, entonees

Raas = QL) N = 1) = [V = 1) 4 (-D0N] = -1

=0

Si k = N, entonces

Ry = EO:(—l)’(N R N) (i+N) = N.

- A
=0

Por tanto, el primer momento-de?¥,, esta dado por

E(Y,) = - > pp, SN > Prin

{it,in_1 }C{1,2, N ¥ {ityin }C{1,2,...,N}

==Y (L—p)"+ N =N (Tp)"

i=1 i=1

Para r = 2,

N N—-k N—k‘
BV =3 R Y coan:Z(—l)l( | )<i+k>2.
=N—

]
k 2 {i1 ..... ik}C{l,Z ..... N} =0

Si k= N — 2, entonces

Ry 9o = Z(—w’(?) (i+N—-2?=[(N-2?2-2(1+N-2)*+ N7
= Z[;VQ—4N+4—2(N—1)2+N2} = [N? —4N + 4 — 2(N* — 2N F1L)& N?]

= [N? —4N 4+4—-2N?+4N -2+ N?] =2.

Si k=N — 1, entonces

1

Rn-12 = Z(—ni C) (i+N-1)2=[(N-1)?- N7

1=0

=(N*-2N+1-N%=—(2N-1).
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St = N,

Ry = 20:(_1)1'(N R N) N? = N2,

: ?
=0
Por lo tanto,iel segundo momento de Y,, esta dado por

E(YnQ) =2 Z p?l,...,iN,Q - (2N 1) Z PZ,...,z‘N,l

{itein_o YE€{1L, 20, N} {i1,0in—1}C{1,2,...,N}
+N? Z p?l,..-’izv
{i1,in}C{1,2,...N}
N
=2 Y (I—pi—p)» 2N -1 (1—p)"+N° (2.16)
1<i<j<N i=1

2.3. Adquisiciones para(abtener &k cupones distintos de un
subconjunto (7}, )

En esta seccién nuestro interés e§“eéstudiar a lasvariable aleatoria que representa el nimero
de adquisiciones requeridas para obtener k tipes distintos de cupones de un subconjunto
de interés de la coleccién completa dé cupones. Tanibién describimos la relacion entre esta
variable y la variable Y,, definida en la seccién anterior:

Iniciamos considerando que, en una etapa, dada del proceso, hay un conjunto K C H de
tipos distintos de cupones no adquiridos. ESte es nuestro.conjunto de interés, y los tipos
distintos de cupones restantes H — K podrian_haber sido,omo adquiridos. Denotamos por
X al namero de cupones en el conjunto H — K adquiridos per el coleccionistas antes de que
uno de los cupones de algun tipo en K sea adquirido.

Como este proceso involucra la repeticion de ensayos independientes, la variable aleato-
ria X sigue una distribucién geométrica con parametro p = ). . pyy(o, una distribucién
degenerada si K = H). Entonces,

E(X) = 1 =2 ek i _ ZieH—Kpi. (2.17)

D ick Pi > ik Di
Ahora, sean k y N7 enteros tales que 1 < k < N; < N. Sea H; un subconjunto.del genjunto
de tipos distintos de cupones H, y Hy = H — Hy, |H;| = N;. Podemos asumir, €in_pérdida
de generalidad, que H; = {1,2,..., N1 }.
Si consideramos que los cupones distintos del conjunto H; no han sido adquiridos, entonces
podemos definir 7}, n, como el nimero aleatorio de adquisiciones requeridas para garanfizar
que k tipos distintos de cupones del conjunto H; sean coleccionados.

A continuacién estudiaremos el caso en que la cardinalidad de H; es distinta a la cardinalidad
de H, es decir, Ny # N, en particular daremos una expresién para la esperanza de Tj n,

que denotaremos por E(Tj n,). Sean iy, 1o, . ..,7; elementos distintos de Hy. Sea D;, 4, i,
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el eventoydefinido por el hecho de que los primeros k tipos distintos de cupones adquiridos
del conjunto Hi son iq,19,...,%; y se adquieren en este preciso orden. En otras palabras,
algunos deflos tipos distintos de cupones del conjunto Hs pueden ser adquiridos primero,
seguidos porelcupén de tipo i;. Enseguida, algunos tipos distintos de cupones de Hy U {i1}
pueden ser adquiridos, seguidos del cupdn de tipo io, etc. Sean

p=>_p ¢=1-p=> p;

i€Hy i€Ho
y sea m el conjunto de'todas las permutaciones de k elementos del conjunto {1,2,..., N;}.
Tenemos que los eventds D;, ;. ;, con (iq,19,...,1) € 7, constituyen una particion de €2, es
q 1,225k Y Y Y y p Y

decir, Dil7127---7ikmD117j27~~~7jk = Psi (ih U2, .. 72k) 7é (j17j27 s 7jk) y Z(h,w,.”,ik)Eﬂk P(Dilvi%---vik)
= 1. Entonces podemos eséribir E(T} n,) como sigue

E(TkJVl) = Z E(Tk;Nl|Di17i27---,ik)P(Di17i27---7ik)' (218>
(’il,’iz,...,ik)eﬂ'k

Veremos que la probabilidad del evento,D
dadas por las siguientes expresiones

i1sia,..i, ¥ 1a esperanza condicional de T}, y, estan

k
Hj:l pij
k—1 )
b —pi) (Repiy — Pi) - (0 — 2252 i)

P(Dil,i2,~~~,ik) = (219)

1 1 1 1
+ + e

ETen|Diva i) = ot
1 11,8250yl p D — Diy P — Diy s4Pi5 p—Z?:llpij

(2.20)

Veamos primeramente que en efecto se cumplé la expresion (2.19), para lo cual, definimos a
Bj;; como el evento de que el j-ésimo tipo de ¢upén adquitidede H; esij, donde j =1,...,k
e ij S {1,2,...,N1}.

Notemos que

P(Dil,iz,...,ik) = P(Bh'1 n B2i2 N....N Bk'lk)
= P(Bui,) P(Bai,| Bii, ) P(Bsiy | Bui, N Bag,) - - - P(Bwy| 051 Bji,).-

Entonces, claramente es necesario conocer estas probabilidades. Iniciamos @alculando la
probabilidad de que el primer tipo de cupén adquirido de H; es i;, come”sedmuestra a
continuacién:

P(By;,) = P(el tipo de cupén adquirido i € {i1 }|el tipo de cupén adquirido ¢ €-Hy)
P(el tipo de cupén adquirido i € {i1} e i € Hy)
P(el tipo de cupén adquirido i € Hy)

P(el tipo de cupén adquirido es 1)

P(el tipo de cupén adquirido pertenece a H)
l—q p
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En general, para el resto de las probabilidades, calculamos la probabilidad de que el h—ésimo
tipo defcupén adquirido de H; es de tipo 5, dado que los primeros tipos distintos de cupones
adquiridos/de H; fueron iy,1o,...,7,_1, para toda h = 1,2, ..., k. Esta probabilidad es

( P(el tipo de cupoén adquirido @ € {i,},7 € Hy,1 T1,09, .oy dp_
P(B, | 015 B = 2 e

P(el tipo de cupén adquirido i € Hy, i ¢ {i1,i2,...,in-1})
P(el tipo de cupén adquirido es ip,)

P(el tipo de cupén adquirido ¢ ¢ Ha,i & {i1,42,...,in-1})
pih plh

= h—1 :
1 —q— Zj:l pij p Z] 1sz

Por lo tanto, tenemos que

Piy Diy Dis Diy,
P(Dl et ) T ( ) ( > o ( )
etk P \P— P\ — (Pi; + Dis) p— (piy +pis + - +Dip_,)

15 p;.
= s=1Pi) —. (2.21)
p(p —pi) (P — Py i)+ (P — 22521 i)

Por lo que se cumple que la probabilidad.del evento D;

ivia...ip €S la expresion (2.19).

Enseguida, veamos que la esperanza-eondicionial’de T} y, esta dada por la expresion (2.20).
Primero es necesario calcular las esperanzas condicionales E(Ty n, |D;, 4,4, ), Para lo cual
denotamos por X; a la variable aleatotria que représenta el nimero de adquisiciones reali-
zadas antes de obtener un nuevo tipo'de-eupon dedHy, después de que h — 1 tipos distintos
de cupones del conjunto H; han sido coleécionados,(1 < h < k. Podemos entonces escribir

Tiny =X +1+ X+ 1 FH 1 =X F X0+ + Xp + k

y por lo tanto

k
(Tk Nl‘D7/177/27 ,Zk = Z E (Xh’Di]7i27--~7ik> # K, (2.22)
h=1
pero

E (X4|Diy iy....ir.) = E(Xp|los tipos de cupones adquiridos son de Had€ iy, is, ..., ip_1).
(2.23)
De manera que por una aplicacién directa de (2.17), obtenemos

h—1
1_( _Zjilplﬁ) q+Z] 1sz

p=" s, p= b,

E(Xh|Di1,i2,...,ik) = para h= 1, 2, Ceey k1 (224)

Sustituyendo (2.24) en (2.22) tenemos que
b q+Zj 1sz ul q+ZJ lpzj b
E(Tin, | Divin.oi) = Y =y Z
h=1 z_] 1p’L] h=1 Z] 1 pl; h=1 Z] lpU
+

1 1 1 1
— + + P J'_ 7’
p P —Diy D — DPiy — Pio p— Z] 1sz




32 2.3. Adquisiciones para obtener k cupones distintos de un subconjunto (T}, y,)

de esta manera obtenemos que se cumple la expresion (2.20).

En consecuéncia ya podemos calcular la esperanza de T}, y, usando (2.18). Sustituyendo las
expresionds=(2.19) y (2.20) en (2.18) se obtiene

11 1 1
B =0y 2 <p+p—p'+ +m+kal>
i1 —

(i1,i2" . ip ) ETE P =P — Pi» J=1 Di

) H?lei_i
k—1 :
p(p—pi) (P — piy —Piz) -+ (P — 22520 Piy)

De esta manera tenemos la expresién deseada. La siguiente proposicion se sigue de lo visto
anteriormente.

Proposiciéon 2.3.1. El valor esperado de Tj, n, es

1 4 1 1
E(Tin) = ~ 4 v +o
(i) 2 <p D= Piy oD — Py — i p—Zf_llpi)

(41,8250 050k ) €T

Ik p;.
: =1l __ (2.25)
p(p —pi)(p — piy —Piz) -+ (P — 2252 Piy)
donde my es el conjunto de todas las k. _permutacienes del conjunto {1,2,... N1}, es decir,

los arreglos de longitud k de los diférentes elemientos de {1,2,..., N1}.

Observacién 2.3.2. E(T} n,), el nimero esperad@ deadquisiciones requeridas para que k
tipos distintos de cupones del conjunto & H contardinalidad Ny sean coleccionados,
generalmente es dificil de obtener, porque el.numero dé€ términos requeridos para su cdlculo
es el numero de k permutaciones de 1,2, ... N4 esto es Nl(k) =Ny (Ny—1)...(Ny—k+1).
Este valor es grande cuando Ny y k son grandes. Por lostanto es importante obtener los
limites superior e inferior para este valor.

Proposicién 2.3.3. Sean k dado y p1,pe,...pn, numeros reale§ que satisfacen py > py >

-+ > pn,. Entonces el mdzimo de E(Ty ny| Dy iy...ip) dada en (2.20) sobre todas las posibles

elecciones de k— subconjuntos {iy, iz, ... i} de Hy es
E(Tyn| Do, k) = A} + 1\} 4+ -+ N;, (2.26)
Do Di D il Di D i Di
y el minimo es
E(Te Ny | DNy Ny =1, N —kt1) = Nl + Nl_l + -4 %k“ (2.27)
2P 2ty Di Dt D
Demostracion. Por las hipdtesis, sabemos que p; > py > --- > pn,. Se sigue asig’dé

manera directa, que

1—h+1

Ny Ny N
<Y py< Y p k=12 Ny (2.28)
i=h j=h i=1
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Entontes
1 1 1 1
E@ye, | D1 o, ) = — + +ot
E P opP—m p=3.p p— Zl | i
1 1
P PPy PP~ Pi p ZJ 1D,
1 1 1 1

+ N N
p pP=pPv p— Zi:lqu bi p— Zi:lNrkm Di

b~ E(Tk,Nl ’DNl,lel,...,lekhkl)'
Esto concluye la prueba. |

Proposicién 2.3.4. Sean pi, pay” ., DN, numeros reales que satisfacen 0 < p; < 1, para
1=1,2,...,Ny yp1 > ps > --- >pyny. Entonces

E(Tiny|Dia,..k) = E(Twn,) = E(Tie Ny | DNy Ny—1,.. Ny—kt1)- (2.29)

En otras palabras, E(Tyn,|D1gf %) ¥ E(TenJ DN, Ny—1,...Ni—k+1) SO cotas superiores e
inferiores, respectivamente, parael*iiimero espérado de adquisiciones requeridas para que
k tipos distintos de cupones del conjiito H; sean coleccionados.

Demostracion. De la prueba de la propesicion 2¢3.3 sabemos que

1 1 1
k) > =+ +
p pp P> p

E(Tj,ny | D12

3Ly

Si multiplicamos esta expresién por la probabilidad del evento D;,  ; y tomamos la suma
sobre todas las permutaciones (i1, s, ...,1;) € T obtenemos entonces

1 1 1
> BTk |Dia. k)P(Di. i) > > ( + + - fF *ﬁ) P(Di,.....ir)

(11,92,..,1K) EmE (i1 02,y yin) ETR PP~ P Zj:l Di;
—  E(Tem|Dia.x) >,  P(Di )= > E(TemIRi, i) P(Diyis, i)
(4158250001 ) ETE (41,82, 0s0k ) ETR

< E(Twn,|D12,..k) = E(Tkn,)-

,,,,,

Asi, se cumple la primera parte de la desigualdad (2.29). De manera similar probaremos la
segunda parte de la desigualdad (2.29).

De la proposicién 2.3.3 se sigue que

1+ 1 n 1
p P — Py p Z] 1Pz]

E(Tk’,Nl ‘DNl,lel,...,N17k+l)-

Si multiplicamos esta expresién por la probabilidad del evento D;, _; y tomamos la suma
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sobrestodas las permutaciones (i1, s, ..., i) € T obtenemos entonces

1 1 1
Z (P P =Dy p— Zf:ll pij) o

(il,iz,...,ik)Eﬂ'k
Z E(Tk,Nl|DN17N1—1,4“,N1—k)+1)P(D’L‘1,...7’le)

(11,82, i) €T

& Z BT, | Diy i....ix )P (Diy iy, i) =

(11,82,...y0k ) ETL

E(Tk},Nl|DN17N1—174“,N1—]€+1) Z P(Dlh,lk)

(11,582,001 ) €T,

= E(Tin,) > E(Tin, | DieNg—1,.. . Ni—k+1)-

De este modo se cumple lo deseade; |

Las proposiciones 2.3.3 y 2.3.4 pruéban que si p; > ps > --- > pp,, entonces el orden
mas probable de adquisicion de k tipas'distintos de cupones en H; es el orden preferencial
1,2,..., k. Ademsds, el escenario més réapido.fen términos de la esperanza) para la adquisicién
de k tipos distintos de cupones desH; es la secuencia que se extiende desde el tipo de cupon
menos probable, Ny, al tipo de clipém mas*probable, N; — k + 1, en el orden correcto. El
escenario més lento (en términos de'lasesperanza)spara la adquisicién de k tipos distintos de
cupones de H; se extiende desde el tipo de cupénsmas probable, 1, hasta el tipo de cupdén
menos probable, k, en el correcto ordé;

Estos resultados pueden ser explicados intuitiyamentesdesla siguiente manera. Supongamos
que el cupén de tipo 1 es el primero en ser 6hténido. La probabilidad de que un nuevo tipo
de cupén del conjunto Hy — {1} sea adquirideés entonces§ p— p;. Este valor es menor que
cualquier otro valor p — p; con j # 1. Por lo tanto es mas difiéil para un tipo de cupén del
conjunto H; — {1} ser adquirido que para un tipo de cupén dels€onjunto H; —{j}, j # 1. La
aplicacion repetida de este razonamiento explica la primera desigualdad de la proposicién.
La segunda desigualdad se puede explicar de manera similar.

2.4. Adquisiciones para obtener £ cupones distintos de la
coleccion completa (7})

Ahora estudiaremos el caso en que la cardinalidad de H; es igual a la cardinalidad de H,
es decir, Ny = N. Por simplicidad denotaremos a Ty y por Tj. Asi que T} es elqnumero de
adquisiciones para obtener k£ cupones distintos de toda la coleccién de cupones.

Considerando la relacién entre Y, y T}, podemos escribir
P(Y,<k—-1)=P(Ty >n), (2.30)

en consecuencia
P(Y, <k—1)=1- P(T, <n), (2.31)
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por lo"que usando las dos igualdades anteriores tenemos que la funcién masa de T} estd
dada pér

P(Tk:n):P(Tk>n—1)—P(Tk>n)
=P, 1<k—-1)—PY,<k—-1). (2.32)
Por (2.32) y (2.6) gebtenemos que la funcién masa de probabilidad de la variable T, es

P(L€m= S (-1 <ZZ—_|‘AAH__11>1711

ACH,|A|<k—1

D e (A

ACH,|A|<k—1
a1 (N = A -1\ ,_
_ —1)k-1AI-1 n—l 1 _ 2.
ACH%;Sk_I( ) b Al —1 )P (1—pa), (2.33)
paran=kk+1,....

Ademas de (2.30), (2.31) y usando la@xpresién de la funcién de distribucién de Y,,, (2.6),
tenemos que

N—|A] -1
R DVl (A I (2.31)
ACHIAI<k—1 k=14 -1
y la funcién de distribucion de Ty es
a1 (N — |A‘ —1 n
P(Tp<n)=1- = (-Di" 1<k_ Al 1>pA. (2.35)

ACH,|A|<k—=d

Por lo que, utilizando (2.34), obtenemos quée*elnimeroespérado de adquisiciones requeridas
para que k diferentes tipos de cupones sean adduiridos, B(Ty), estda dado por

oo

E(Ty) =) P(Te >n)

> o (U e

ACH,|A|<k—1

I
WK

(2.36)

(_l)k—|A\—1 <N - ‘A| - 1) 1 .
ACH,|A|<k—1 k—lA[=1/1-pa
2.4.1. Funcidén generadora de momentos de 7},

En esta subseccién proporcionamos en el siguiente teorema la funcién generadora=de mo-
mentos de T}, y posteriormente calculamos el primer y segundo momento de Tj.

Teorema 2.4.1. La funcion generadora de momentos de la variable Ty estd dada por

MTk(t) _ Z (_1)k—\A|—1 (N - |A| - 1> (1 _pA)et7 (2.37)

—_ _ _ ot
ACH,|A|<k—-1 k ’A‘ 1 1 —e'pa

para toda t < minacp, 1§|A\§k—1{_ logpa}-
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Demestracion. Usando la funcién masa de probabilidad de Ty, (2.33), tenemos que

o
My, (#) =) " P(Ty = n)
n=1

=Y Y <1>’f—A—1(JZ__|;f|__f)p’;H(1pA>

n=1\ ) ACH,|A|<k—1

a1 (N —|A] -
_ _1\k—|A]-1 _ tn, n—1
(1) (k:—|A|—1)1 oA Ze

ACH,|A|€h—1

B

ACH,1<|A|<k—1
-(1—pa)e Zet(” Dp nol(2.38)

Ahora, si t < minacy, 1<jaj<k-1{=30gpa}, entonces 0 < e'py < 1, y asi

. 1

E tngl), n—1 _ 2.39

— e Py 1— etpA ( )
para todo A C H, 1 < A <k —JPor lo'tanto, (2.37) se sigue de (2.38) y (2.39). [ |

De manera similar a la secciéon antérior_calculamos el primer y segundo momento de T},
pero ahora usando la funcién generadera de mdmentos de T}, dada por (2.37).

Iniciamos calculando E(T}), para lo cual usaremos elteorema 1.5.6, por consiguiente calcu-

lamos la primera derivada de
t

e
h(t) = &/,
t) =¢= i
Por lo que
oy - C0 =) —depy T
(1 —efpa)? (1 —elpa)?
y entonces
1
/ —
0 = e
En consecuencia, el primer momento de T}, es
Sioja (N = Al =1 (1 —py)
E(Ty) = lim M/, (t) = _1)F1-14] L= Pa
(k) t% Tk() Z ( ) k—|A|—1 (1_pA)2
ACH,|A|<k-1
= ) (-p=rm (N — A= 1) L
ACH,|A|<k—1 k— ‘A| —1/1—pa

Ahora, calculemos E(T7), para lo cual obtenemos la segunda derivada de h(t). Notemosque

h(#) = e'(1 —e'pa)® — e"2(1 — e'pa)(—€'pa)
(1 —etpa)t
el(1—elpa)? +2e¥pa(l —e pA)
(1 —elpy)?
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Asi quie

2
A1) = (1 =pa)* +2pa(l=pa) (A1 —=pa) [l =pa+2pa]  1+pa

t—0 (1 - pA)4 (1 - pA)4 (1 - pA)3.

Por lo tanto, el segundo momento de T} es

{ —1- N—[A] -1 1+4+pa
2) — - \k=1—]4] B l4pa
sty > (YR s [ 2]
ACH,|A|<k-1
= Y M (N — 14l - 1>1+m
_ _ _ 2°
ACH,|A|<k—1 k—]A[ =1/ (1 —pa)

Observamos que las expresiones dé\las derivadas de h(t) son cada vez més complejas, por
lo que calcular momentos de orden‘alte,es complicado con el método anterior.

2.4.2. Calculo del r-ésimo momento de 7).

En esta subseccion proporcionameés una nueva=formula para calcular el r-ésimo momento
de Tj. Para lo anterior usaremos ‘eLsiguiente resultado que puede ser consultado en [11], el
cual dice que si tenemos |q| < 1y @€\, entonges se cumple

S 0) (e b

J=0

() (&) SO (S w) e

donde 0° = 1. A continuacién definamos

D(r,q) =Y n'q".
n=1

Es conocido que D(1,q) = ﬁ y D(0,q) = 1%’(1. Entonces, por (2.40)tenemos que para
cualquier entero positivo r,
D(r,q " /r . .
D(r+1,q) = 1(_ q) +> (j) D(j,q)D(r — j, q)- (2.41)
j=1

, . 1 . . 0
La férmula anterior es valida para r = 0, si se considera que > ;_, 1 = 0.

Recordemos que como Tj es el nimero de adquisiciones requeridas para obtener k < N
cupones diferentes. Entonces, si 1 < k < N

N—1—14
P(Ty>n)= Y (- (k L ‘A|’>p§g, Vn=0,1,2,...
ACH,|A|<k-1



38 2.4. Adquisiciones para obtener k cupones distintos de la coleccion completa (T})

y ademas por (2.33) sabemos que

P(TiAn) = Z (—1)F— 114l (N @’) 1—pa) Vn=12 ...

ACH,|A|<k—1
Por lo que
E(Ty) =Y n"Pd="n)
n=1

i N—-1—]A\ ,_
n=1  ACH,|A|<k-A

PP SR T it Dot
> > (—1)’“—1—|A<N \j!) o Z”

Al<k-1
N -1
— _1 k—1
(R o))
ACH1<A|<k—1
N -1 N — A
—@nk( )+ 3 <4ﬁ1M< "yua—mnan
=1 ACH IS/ A|<kX1 k—1-14]

Es decir,
pap -0 (7 ) SO o T e aesnnep. 2

ACH, 1<|A|<k=1

Ahora, definimos

]__
—Ipgry), 0, <1
q

1, siq=0
para todor=20,1,2,....

Por (2.41), notemos que si 0 < |¢| < 1, entonces
1
G(0,9) =1, G(l,9) =—
(0,9) =1, G(1,9) -
y para r > 1,

G(r+1,q) = TqD(T +1,9)

_1_q D(raQ) - r y /
e [ g1 +Z<j)D(]’Q)D(T_]’Q)]

vt e 5 () [ 200] [ 200 - )
=G+ 1_(}2 @G(J Q)G(r —j,q)
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Esto €S, G(r,q), para 0 < |¢| < 1, puede obtenerse de forma recursiva mediante

1
G(Oa Q) = 17 G(LQ) = ].7—(]7

T

1 r ) )
j=1

Asi, por (2.42), tenemos”que una funcién recursiva para calcular el momento r-ésimo de Ty
es

= o (e Y o (T e

ACH, 1<|A|<k—1

S DG ey R Y

ACH,|A|I<k-1
Hemos demostrado asi, el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2. Para cualquier €ntero positivo 1, el r-ésimo momento de Ty, estd dado por

E(T) =) (—1V1LM<A[_A|_1>cxnpA) (2.43)

k= |Al -1
ACH,|A|<k—1

A manera de ilustracién calcularemos los{primeros mementos de T}, usando la expresion

(2.43).
Para r = 1, tenemos que el primer momento de T} es
N — A -1) 1
E(T}) = — 1)kl .
M= 2 T -
ACH,|A|<k—1

Para r = 2, tenemos que

1

PA 1 : .
G(2, = G(1, + )G, pa)G(1 — 4,
(2,pa) 1—pa (1,pa) 1—pA;<]> (J,p2)G(1 = j,pa)
_ 1 + pA ( 1 >
(1=pa)* 1—pa\l—pa
_ 1+ pa
(1—pa)*

De aqui, el segundo momento de T} es

SR VR P | =

ACH,|A|I<k-1
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Para« =)3,

2

1 Pa 2 . ]

G(3, pi))y= 1_pAG(2,pA) M p— ; (j.)G(J,pA)G(? j:pa)

SO L IEPA L PA oG G pa) + G2 pa) GO0, pa)]
Lepa(l—pa)® 1—pa

1+ 1 \* 1+
_ pA3+ PA 2< ) n pA2
(1 -+pa) 1—pa 1—pa (1—pa)

1+ paft pa(3+pa)

(1= pa)?
_ 1+4pa+9%
(1 —pa)?

Finalmente el tercer momento de 7§ es

N N —|A] =1\ 1+ 4p, + p?

3 1]€1|A‘ A.

BT = > A1 k1Al —1) (1=pa)?
ACH,|A|I<k&L

Observacién 2.4.3. La formula (2.43) facilita®elsédlculo de los momentos de cualquier
orden, ya que utiliza expresiones recursivas; ademds’puede calcularse computacionalmente
para valores dados de r, N,k y (p1,p2, .-, PN )

2.5. Caso particular con cupones equiprobables

En esta seccion hallaremos algunas expresiones para la esperanza, segundo momento y
varianza de Y,,, para cuando la probabilidad de adquisiciéon de cada tipo de cupoén es la
misma, es decir, py = py = -+ = py = % También determinaremes, ciertas férmulas
para calcular el nimero esperado de cupones que se deben adquirir para.obtener k cupones
distintos del conjunto H, y para calcular el niimero esperado de cupones gue se deben
adquirir para obtener toda la coleccién, es decir, los IV cupones.

Usando la expresion (2.9), y al considerar p; = %, parai=1,2,..., N, tenemas gue
al 1\" (N —1)" (N —1)"
E(Y,) =N — l1-—) =N-N—"——=N—~——""—| 2,44
m=y-3(1-5) - L

que nos representa el promedio de cupones distintos después de n adquisiciones.

Andalogamente, usando la expresién (2.10), y considerando que p; = %, 1 =1,2,...,N,
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obtenémos
e e R ERRL e () iy
— 2N+ 1)N(1 — %)" + N?
o (WO (WD) oy by
VNIV
Nn—l Nn—l
_ (N-1)(N-2) N—n_(12N— 1)(N-1) N2
Por lo tanto
B(Y?) = (N=1WNM —2)" — (2N = 1)(N — 1) LN (2.45)

anl

En consecuencia, usando las expresiones obtenidas, podemos calcular la varianza de Y,, de
la siguiente manera:

Var(y,) = N = DW= 2)"N—n_(l2N NN -, e <N B m)

:W—UW—WZQN—MN—WFNL«WLQNW—U”(N—Wv

N N1 T TN
- ﬁ (N —1)(N —2)" — (2N STV — 1)" #2N(N — 1)") — W
— o (V= DV -2 2N = (v STy - 1y - R
- erz—1 (N=1)(N=2)"4+(N-1)") - W
(NN -2)" (N—1"N"! (N—1)"
B Nn—1 + Nn-1Nn-1  N2(n-1)
(N—-1)(N-2» (N—=1)"N"!—(N-1)"(N—-1)"

a Nl + N2n—2
(NS =2t (V) (N (N 1))

Nn—l N2n—2 .

Por lo tanto la varianza de Y;, estd dada por

N-DN=2" N-D" (N = (N-1)")

Var(Y,) = Nn-1 N2n—2

(2.46)

Ahora consideremos a la variable aleatoria T} y,, que representa el niimero de aquisiciones
necesarias para obtener k cupones distintos de un subconjunto H; de tamano N; de toda
la coleccién de cupones, con k& < N; < N. Para encontrar el valor esperado de esta varia-
ble aleatoria usaremos la férmula (2.25) de la proposicién 2.3.1, pero considerando que la
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probabilidad de adquirir un cupén de cualquier tipo es .

N
1 1 1 1
E(Tyn,) =l Y ( — t = — t =¥ +---+N>
(i8N i) E T Zj:ll Pi; Z]’:lz Pi; Zj:lzpz‘j Z]:Ik Pi;
. H§=1pi1
N N N- N
(Zj:l1 pi,) (Zj:lz pi]> (Z;:lgpt]) (Z]:lk pi]’)

Ny NN N N
(N k) VTN -1 Ny -2 Ny —(k—1)

. (%)
(3) () (Mg2) - (1)

V! N+ N > N R N
- N, N—1s N -2 Ni—k+1

Nk
' (NkNl(Nl (N —2)--- (V1 *k+1)>

N Ni—-1 N -2 Ny —k+1
. Ny!
(N1 —K)(Ny—k+1)-- (N1 —2)(Ny — 1)]Vq
(N N N N Ny!
BRI A R A R e A
B 1 1 1 1
=V M Ty ST, 2 NN, — et
Por lo tanto para 1 < k < N; < N se tiene que
1 1 1 1
E(T, =N|— S ————— ). 2.47
(Tna) <N1+N1—1+N1—2+ +N1—k+1> (247)

En particular, si consideramos kK = N; = N tenemos que la expresion anterior queda de la
siguiente manera,

1 1 1 1
E(TN):N<N+(N_1)+(N—2)+W+N—N+1>
1 1 1 1
:N<1+2+---+(N_2)+(N_1)+N>, (2.48)

la cual es la esperanza de la variable aleatoria T = Ty v, variable que representa,el ntimero
de adquisiciones necesarias para obtener toda la coleccién de cupones.
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Ejemplo de aplicacidn

Una aplicacién del problema del colegeionista de cupones, considerada en [15], es la mo-
delacion de los sistemas huéspedes-parasitos. El contexto de esta aplicacion se desarrrolla,
por ejemplo, en visitas sucesivas deavispas (pardsitos) a orugas (huéspedes). En cada visita
una avispa ataca a una oruga, €nfa que pone-un huevo, a este proceso se le conoce como
parasitacion.

Supongamos que las sucesivas visitas Son mutuamiente independientes y que tenemos una
poblacién finita de orugas. Estas orugas Tas«denotamos_por los nimeros 1,2,3,..., N, las
cuales forman el conjunto H, el tamano dé la-poblacién/de avispas es irrelevante. Asumimos
también que el nimero de huevos que las avispas pueden’depositar en la poblacién de orugas
no es limitada y a su vez denotamos de marera/generalda_ pp > 0, como la probabilidad de
que una avispa deposite un huevo en la oruga h, para cadar = 1,2,..., N. En el contexto
del coleccionista de cupones, estas orugas representan a los distintos tipos de cupones. Que
la oruga h sea parasitada es equivalente a obtener el h-ésimoscupdén de la coleccién de
cupones, por lo tanto el nimero de visitas necesarias para que lag*avispas parasiten a todas
las orugas es equivalente al nimero de adquiciones necesarias para‘obtener toda la coleccion
de cupones.

En el andlisis de esta aplicacién usaremos dos variables aleatorias de intenés, estas variables
son las siguientes:

= La variable aleatoria Y;, que nos representa el niimero de orugas parasitadas después
de n visitas.

= Supongamos que tenemos un subconjunto de interés H; de tamano N; del”cenjunto
H de orugas que no han sido parasitadas, sin pérdida de generalidad podemosgsumir
que Hy = {1,2,..., N;}. Consideramos a la variable aleatoria T} y, que represenfa el
numero de visitas requeridas para garantizar que k orugas distintas del conjunto H{
de tamano N; sean parasitadas.

La variable aleatoria Y,, tiene analogia con la variable aleatoria que representa el niimero
de cupones distintos obtenidos después de n adquisiciones, estudiada en el capitulo 2, y la

43
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variable ‘aleatoria T}, n, tiene similitud con la variable aleatoria que representa el nimero
de adquisiciones necesarias para obtener k tipos distintos de cupones del subconjunto Hy,
también estudiada en el capitulo 2. Por esta razon, estaremos usando férmulas obtenidas en
dicho capitule=para el estudio de esta aplicacién.

3.1. Parasitacion equiprobable

En esta seccién, abardareémos el estudio de los sistemas huéspedes-parasitos bajo la supo-
sicion de que la probabilidad de parasitacién de cada oruga es la misma. A manera de
ilustracién, asumimos t@mbién que tenemos una poblacién de N = 10 orugas y que las
probabilidades de parasitagién de las orugas estan dadas por el vector de probabilidades
P = (1—10, %, ceey 1—10) Calcularemes la esperanza y varianza del nimero de orugas parasita-
das después de n visitas, para le’cual usaremos las férmulas (2.44) y (2.46) estudiadas en la
seccion 2.5.

Asi, la férmula (2.44) correspondienté~al valor esperado del niimero de cupones distintos
después de n adquisiciones, en este eatorno representa el valor esperado del nimero de
orugas parasitadas después de n visitas® Por lo que si las avispas realizan n = 5 visitas a las
orugas, entonces el nimero esperade de orugas parasitadas después de estas visitas es de
(10 <442 9?

=10 — —_=4.0951 =~ 4.

E(Ys) =10 —
(¥5) =10 1051 104

Asi también, la férmula (2.46) correspondiente a la yarianza del niimero de cupones distintos
después de n adquisiciones, se puede int€rpretar ¢n éste contexto como la varianza del
numero de orugas parasitadas después dé nlvisitas:” Pox lo que si las avispas realizan 5
visitas a las orugas, entonces la varianza del rimero de ortigas parasitadas después de estas
visitas es

(10— 1)(10 —2)° (10 — 1)5(10% L2 (10 — 1)?)

Var(Ys) = 1051 + 1026)-2
_(9)®)° | (9°10" - (9)°)
o 108
= (0.5282.

Siguiendo con las estimaciones, ahora calculamos el segundo momente ‘de Y, usando la
férmula (2.45), como se presenta a continuacién

(10 — 1)(10 — 2)° — (2(10) — 1)(10 — 1)?

1051
_ 98— (199
= o +10

= 17.2981.

+ 102

E(Y) =

Similarmente a los cédlculos ya realizados, calculamos la esperanza, varianza y segundo meo#
mento de Y, para varios valores de n. Ademads, aplicando el corolario 2.2.6 calculamos
computacionalmente el tercer momento de Y,, a través del programa RStudio. En la tabla
3.1 se muestran los resultados obtenidos.
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n [ B(Y,) | EYR) | E(;) | Var(Y,)
5 | 4.0951 | 17.2981 | 75.0241 0.5282
10 | 6.5132 | 43.4147 | 295.6625 | 0.9927
15 | 7.9410 | 64.0472 | 524.1148 | 0.9863
20 | 8.7842 | 77.9380 | 697.9688 | 0.7753
25 1 9.2821 | 86.6999 | 814.5334 | 0.5425
30 | 9.5760 | 92.0570 | 888.1119 | 0.3556
351 9.7496 | 95.2805 | 933.1475 | 0.2241
40 | 9.8521 | 97.2036 | 960.2664 | 0.1379
451 9.9127 | 98.3456 | 976.4530 | 0.0835

Tabla3.1: Primeros momentos y varianza de Y,

La tabla 3.1 nos dice por ejemplo,.que~en 20 visitas que realizan las avispas a las orugas, se
obtiene en promedio aproximadamente 9 orugas parasitadas, que la varianza del nimero de
orugas parasitadas después de estas visitas es de 0.7753, que el segundo momento y tercer
momento de la variable aleatoria Y,, es_77.9380 y 697.9688, respectivamente.

La férmula (2.4) en este contexto_e la funciéon masa de probabilidad del nimero de orugas
parasitadas después de n visita$, €s decir, f(ky= P(Y,, = k). En la figura 3.1 se muestran
las funciones masa de probabilidadsde.Y,, parajalgunos valores de n.

- ) ~ L]
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o @
¥ ¥ °
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o | o |
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k k
c) Yis d) Yoo

Figura 3.1: La funcién masa de probabilidad de Y5, Yig, Y15 v Yoo
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Observacion 3.1.1. De la figura 3.1, vemos que

s Para n = 5 visitas se observa que la probabilidad mdzrima de parasitacion corresponde
a 4 orugas parasitadas.

» Para n'= 10, visitas se observa que la probabilidad mdxima de parasitacion corresponde
a 7 orugas, parasitadas.

s Paran = 15asitas se observa que la probabilidad mdxima de parasitacion corresponde
a 8 orugas parasitadas.

» Paran = 20 visitas se=observa que la probabilidad mdxima de parasitacion corresponde
a 9 orugas parasitadass

Siguiendo con el andlisis de este"problema, otra variable de interés es T}, ,, que como recor-
daremos nos indica el niimero de visitas requeridas para garantizar que k orugas distintas
del conjunto H; sean parasitadas.

En principio, notemos que podemos €aleular la esperanza de Ty n, para £ < N; < N
usando la férmula (2.47) vista en la“seccién 2.5, para lo cual supongamos que nuestro
interés se enfoca en un subconjuntesde Ny, = 8 orugas que no han sido parasitadas, digamos
H, = {1,2,3,4,5,6,7,8}. En primera instaneigcalculemos el nimero esperado de visitas
requeridas para que k = 4 orugassdel conjunto H; sean parasitadas, como se presenta a
continuacién

11 1 1 1 1 1 1
E(Tys)=10( = A0S + -+ -+ - | =6.3452 ~ 6.
(Tas) <8+8—1+8—2+8—4+1) <8+7+6+5)

Por lo que se requieren aproximadamente 6 vigitas para qué 4 orugas de H; sean parasitadas.
Asimismo calculamos la esperanza de T} g para otros valdreside £ < N;. En la tabla 3.2 se
muestran los resultados obtenidos.

E(Tys)
1.2500
2.6785
4.3452
6.3452
8.8452
12.1785
17.1785
27.1785

0O 3 O T W ==

Tabla 3.2: Valores esperados de T, g

En la tabla 3.2, E(T}s) es el nimero esperado de visitas para que k orugas del conjuntoH,
sean parasitadas.

Asumimos ahora que la cardinalidad del conjunto Hi, es la misma que la cardinalidad del
conjunto H, es decir Ny = N, por lo que para este caso vamos a denotar a T} y, de manera
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mas practica como Tj. A continuacién utilizamos la férmula (2.47) para calcular la esperanza
de T parask < N. También aplicamos la férmula (2.43) para calcular el segundo momento
y tercer m@gmento de Ty, los resultados se presentan en la tabla 3.3.

F] BT | B | BT | Var(
1 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000
2 2.1111 4.5802 10.3415 0.1234
3 3.3611 11.7330 42.9862 0.4359
4 4.7896 23.9892 126.6987 1.0481
5 64563 43.8437 315.3024 2.1593
6 8.4563 75.6691 720.5793 4.1593
7 109563 | 127.9509 | 1600.5380 7.9092
8 | 14.28968, 219.8821 | 3659.7960 15.6871
9 | 19.28968=407.7789 | 9492.1350 35.6871
10 | 29.289687 983.5726 | 38130.6200 | 125.6872

Tabla 3.3: Priméros' momentos y varianza de Ty

La férmula (2.33) en esta aplicacién gepresenta la funcién masa de probabilidad del niimero
de visitas requeridas para garantizar qu¢ k orugas distintas del conjunto H sean parasita-
das, es decir, f(n) = P(T) = n). En la figura 3.2 y=3:3 presentamos la funcién masa de
probabilidad de Ty y la funcién masa de probabilidad.de, Tg.

0.20 0.25 0.30
1 |
L]
D
D

P(Tken)

000
1
.
.
.
.

Figura 3.2: Funcién masa de probabilidad de 75

La figura 3.2 nos representa las probabilidades de queenn = 1,2, ..., 15 visitas, obtengamos
= 5 orugas distintas parasitadas del conjunto H.
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Figura 3.3: Fung¢ion masa de probabilidad de Tiq

La figura 3.3 nos representa las probabilidades de que en n = 1,2, ... 100 visitas, obtengamos
k = 10 orugas distintas parasitadas del gonjunto H (todas las orugas de H).

También podemos calcular el nfimero esperadesde visitas para que todas las orugas sean
parasitadas, es decir k = N; = 10, usando la féymula (2.48) como se muestra a continuacién

1 L1 1
-1 14+ =foee - + — o0t — | =929, . 1
E(Tho) 0( + 5 =L + 3 + 9 -+ 10> 29.2896 (3.1)

3.2. Parasitacion no equiprabable

En esta seccién nos enfocaremos ahora en el estudio de los'sistemas huéspedes-parasitos,
bajo la suposicién de que la probabilidad de parasitacién dé las avispas a las orugas es
no equiprobable. Asumimos también en este caso que tenemoS ana poblacién de N = 10
orugas y que las probabilidades de parasitacion de las orugas estén dadas por el vector de
probabilidades P = (%, %, cee %) , donde el elemento i-ésimo delévegtor es p; = ﬁ
Similarmente a la seccidn anterior, nos interesa conocer algunas propiedades de la Varigll)le
aleatoria Y;,.

Notemos que la férmula (2.9) vista en la seccién 2.2.1, la cual corresponde algiumero espera-
do de cupones distintos obtenidos después de n adquisiciones en el caso no equiprobable, en
este contexto corresponde al nimero esperado de orugas parasitadas después detnvisitas, en
el caso en que las orugas no necesariamente tienen la misma probabilidad de ser pazdsitadas.
Por lo que si las avispas realizan n = 5 visitas a las orugas, entonces el nimero esperado de
orugas parasitadas después de estas visitas es de

10
E(Ys) =10 = > (1 —p;)° = 3.8956 ~ 4.

i=1

Usando la férmula (2.10) vista en la seccién 2.2.1, podemos calcular computacionalmente el
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segundo ‘momento de la variable aleatoria Y,, como se presenta a continuacion.

10
E(YZ) =2 Y (1—pi—p)° = (2010) = 1)) (1—p)°+10
1<i<j<10 =1

= 2(15.87268) — (19)(6.104313) + 100
= 15.7634.

También calculemos(la varianza de Y,,, utilizando la férmula (2.11), que en este contexto
representa la variabilidady alrededor de su media, que existe del nimero de orugas parasi-
tadas después de n visitas, .Cuando las avispas realizan n = 5 visitas a las orugas, tenemos
que la varianza es

Var(Ys) =2 Y (F—pi— )5+<Z(1—p¢)5> (1—2(1—%—)5)

1<i<5<10 =1 =1
— 2(15.87268) +(6.104313)(1 — 6.104313)
— 0.5870.

Anédlogamente a los célculos ya realizados;® calculamos la esperanza, varianza y segundo
momento de Y,, para varios valorés de n. Ademas, aplicando el corolario 2.2.6, calculamos
computacionalmente el tercer mometnito de Y, \usando el programa RStudio. En la tabla 3.4
se muestran los resultados obtenidoss

n_ | E(Y,) [THOE), | B | Var(Y,)
5 |3.8956 | 157634 | 65.8706 | 0.5870
10 | 5.9700 | 36.6707"| 231.2140~, 1.0289
20 | 7.8810 | 63.0915 | 512.541%_.0.9803
30 | 8.6830 | 76.1437 | 673.9628 {| 0.7492
40 | 9.0986 | 83.3596 | 768.7013 | 0.5743
50 | 9.3467 | 87.8131 | 828.9952 | 045056
60 | 9.5091 | 90.7835 | 869.9372 | 0.36060
70 | 9.6219 | 92.8733 | 899.0672 | 0.291%
80 | 9.7037 | 94.4002 | 920.5076 | 0.2382
90 | 9.7647 | 95.5471 | 936.6917 | 0.1958
100 | 9.8114 | 96.4267 | 949.1456 | 0.1617
110 | 9.8477 | 97.1123 | 958.8734 | 0.1338
120 | 9.8763 | 97.6532 | 966.5622 | 0.1110
130 | 9.8991 | 98.0844 | 972.6969 | 0.0922
140 | 9.9173 | 98.4308 | 977.6290 | 0.0766

Tabla 3.4: Primeros momentos y varianza de Y,,, caso no equiprobable

En tabla 3.4 podemos observar, por ejemplo, que en 70 visitas que realizan las avispas a las
orugas se obtiene en promedio, aproximadamente 10 orugas parasitadas, que la varianza del
numero de orugas parasitadas después de estas visitas es de 0.2915; que el segundo momento
y tercer momento de la variable aleatoria Y,, es 92.8733 y 899.0672, respectivamente.
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Observacion 3.2.1. En el caso no equiprobable se requiere un nimero mayor de visitas para
que el promedio de orugas parasitadas sea aprorimadamente N = 10, que en el caso equi-
probable; por lo que podemos decir que las avispas parasitan mds rapido a toda la poblacidn
de orugas cuamdo la probabilidad de parasitar a cualquier oruga es la misma.

La férmula (2.4) en este contexto es la funciéon masa de probabilidad del nimero de orugas
parasitadas después de n visitas, es decir, f(k) = P(Y,, = k). En la figura 3.4 se muestran
las funciones masafdesprobabilidad de Y,, para algunos valores de n.
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Figura 3.4: Funciones masa de probabilidad de Yag, Yi9, Yéony Yso

Observaciéon 3.2.2. De la figura 3.4, vemos que

= Paran = 20 visitas se observa que la probabilidad mdzima de parasitacion corresponde
a 8 orugas parasitadas.

= Paran = 40 visitas se observa que la probabilidad mdzima de parasitacion corresponde
a 9 orugas parasitadas.

= Paran = 60 y n = 80 wvisitas se observa que la probabilidad mdzima de parasitacion
corresponde a 10 orugas parasitadas.
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Contiftuando con el andlisis de este problema, otra variable de interés es T} n,, que re-
cuérdese, representa el nimero de visitas requeridas para garantizar que k orugas distintas
del conjunto H; sean parasitadas.

Podemos calcular la esperanza de Ty, n,, para k < N; < N, usando la féormula (2.25) vista en
la seccion 2.3, para lo cual supongamos que nuestro interés se enfoca nuevamente en un sub-
conjunto de N; £ '8lorugas que no han sido parasitadas, digamos Hy = {1,2,3,4,5,6,7,8},
calculamos el nimero_esperado de visitas requeridas para que k < Ny orugas del conjunto
H, sean parasitadas, los/Tesultados se muestran en la tabla 3.5.

E(Ts)
1.5277
3.3484
5.5884
8.4728
12.4536
18.6247
30.5518
68.9144

D O T =W

Tabla 3.5: Valores.esperados deI}, s, caso no equiprobable

La tabla 3.5 nos indica el nimero de visitaspromedioiie Tas avispas necesitan para parasitar
k orugas del conjunto H.

Asumimos ahora que la cardinalidad del conjunto H; €S Ja“misma que la cardinalidad del
conjunto H, es decir, N; = N, por lo que también en este casé yamos a denotar a T} y, como
T. A continuacién utilizamos la férmula (2.36) de la seccién 2.3.para calcular la esperanza
de Ty para k < N. También aplicamos la férmula (2.43) para calcular el segundo momento
y tercer momento de Ty, los resultados se presentan en la tabla 8.6.

FE@) | Bap | B@ | Var(ly
1 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000
2 2.1487 4.7945 11.3113 0.1774
3 3.4939 12.8793 50.8687 0.6715
4 | 5.1092 27.8665 164.3825 1.7618
5 7.1161 54.7059 459.6542 4.0657
6 9.7339 103.8913 1229.7270 9.1411
7 1 13.4108 | 201.5852 3439.4270 21.7349
8 119.2471 | 431.3757 11439.1100 60.9214
9 | 30.8485 | 1197.6030 | 59539.8500 245.9717
10 | 68.9845 | 7179.3000 | 1091134.0000 | 2420.4280

Tabla 3.6: Primeros momentos y varianza de T}, caso no equiprobable
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La férmula (2.33), en esta aplicacion representa la funcién masa de probabilidad del niimero
de visitas requeridas para garantizar que k orugas distintas del conjunto H sean parasitadas,
es decir, f{in) = P(T, = n). En las siguientes figuras presentamos la funcién masa de
probabilidad.de, 75 v la funcién masa de probabilidad de Tig.

015 0.20 0.25
| I |
L]
*

P(Tken)

0.10
!

Figura 3.5: Funcién masa“de probabilidad de 75, caso no equiprobable

La figura 3.5 representa las probabilidades de queenn = 1,2,...,20 visitas, obtengamos
k = 5 orugas distintas parasitadas del conjunto H.
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Figura 3.6: Funcién masa de probabilidad de Tiq

La figura 3.6 representa las probabilidades de que en n = 1,2,...,280 visitas, obtengamos
k = 10 orugas distintas (todas las orugas) parasitadas del conjunto H.
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3.3 )Parasitacion considerando dos tipos de huéspedes

En esta sefcién consideramos una poblacién con 2 tipos de orugas, como se hace en [15].
Los dos tipostde orugas son una idealizacién del siguiente caso. Orugas que estan muertas,
ya sea porque fuéron previamente parasitadas o porque produjeron minas (en las hojas) y
gallas (protuberantias y crecimientos extranos que se desarrollan en las plantas después de
haber sido invadidaggpor algiin organismo), las cuales permanecen en el ecosistema durante
mucho més tiempo qué el tiempo de existencia del huésped (su tiempo de vida). Estas orugas
pueden constituir hasta el 90 por ciento de la poblacién de orugas. Ademds pueden seguir
siendo atractivas para lag/avispas mucho tiempo después de su muerte. Aunque las avispas
no tengan intenciéon de p@nersu huevos en esas orugas, podrian parasitar a una proporciéon
de ellas. En estos casos, es“posible prever dos categorias, orugas vivas y orugas muertas.

Consideraremos pues la situacidngen la cual hay dos tipos de orugas, y por lo tanto, dos
probabilidades diferentes de paragitagion por avispas. En una poblacién de N = 10 orugas,
las orugas 1,2,...,5 tienen una probabilidad de 0.4/5 de ser parasitadas, mientras que las
orugas 6,7, ..., 10 tienen una probabilidad de 0.6/5, por lo que

p1 Zpo= D3 =Py = p5 = 0.4/5,
Pe = P7 =P8 = P9 = P10 20.6/5.

Al igual que en las secciones anteriores, estudiaremos al@unas propiedades de las variables
aleatorias Y, y Tj.

Notemos que la férmula (2.9) vista en la seccién 2.2.1, enfeste contexto corresponde al
numero esperado de orugas parasitadas después de n visitas. Per 19 que si las avispas realizan
n = 5 visitas a las orugas, entonces el ntimero esperado de ortigas\parasitadas después de
estas visitas es

10
E(Ys) =10 =Y (1-p;)° =4.0659 ~ 4.

=1

Usando la férmula (2.10) vista en la seccién 2.2.1, podemos calcular computacipnialiente el
segundo momento de la variable aleatoria Y,,, como se presenta a continuacion.

10

E(YZ) =2 Y (1—pi—p)° = (2010)=1)) (1 —p)°+10

1<i<j<10 i=1
= 2(14.90964) — (19)(5.934067) + 100
= 17.0720.
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Ensegtiida calculemos computacionalmente la varianza de Y,,, utilizando la férmula (2.11).
Cuandolag avispas han realizado n = 5 visitas a las orugas tenemos que la varianza es

Var(@)=2 Y (1—-pi—p)°+ (Z (1 —p¢)5> (1 -y a —pi)5>

15i<5<10 i=1 i=1
=2(14.90964) + (5.934067)(1 — 5.934067)
= 0.5402.

Anélogamente a los calculos’ya realizados, calculamos la esperanza, varianza y segundo mo-
mento de Y,, para varios valores.de n. A su vez, aplicando el corolario 2.2.6, calculamos
computacionalmente el tercer momento de Y,, a través del programa RStudio. En la tabla
3.7 se muestran los resultados obtenidos.

n [ B0y EWD | BV |Var(¥)
5 | 4.0659 | 17.072044=73.6674 0.5402
10 | 6.4355442.4280 [¥286.0301 1.0116
15| 7.8336 ( 62.3873 | 604.5698 | 1.0214
20 | 8.6687 | ¥5J9766 | 6727276 | 0.8299
25 1 9.1735 | 84.7625 | 788.43297 0.6091
30 | 9.4821 | 9.4821 )| 864.3353#. 0.4238
35 1 9.6728 | 93.8512+1913.1378 ¢ 0.2864
40 | 9.7918 | 96.0716%944.2956 051905
45 | 9.8667 | 97.4791 |964.1728 | 04255
50 | 9.9142 | 98.3755 | 976.8808 | 0.0823

Tabla 3.7: Primeros momentos de Y,,, caso no equiprobable

La tabla 3.7 nos dice por ejemplo, que en 15 visitas que realizan las avispas.a’las orugas se
obtiene en promedio, aproximadamente 8 orugas parasitadas, que la varianza delntimero de
orugas parasitadas después de estas visitas es de 1.0214; que el segundo montentesy tercer
momento de la variable aleatoria Y,, es 62.3873 y 504.5698, respectivamente.

La férmula (2.4), en este contexto, es la funcién masa de probabilidad del niimero de orugas
parasitadas después de n visitas, es decir, f(k) = P(Y,, = k). En la figura 3.7 se muestran
las funciones masa de probabilidad de Y,, para algunos valores de n.
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Figura 3.7: La funcién masa de probabilidad. de Y;,, para n = 10, 15, 25, 50

Observaciéon 3.3.1. De la figura 3.7, vemos que

= Paran = 10 visitas se observa que la probabilidad mdzima de parasitacion corresponde
a 6 orugas parasitadas.

= Paran = 15 visitas se observa que la probabilidad mdzima de pagasitacion corresponde
a 8 orugas parasitadas.

» Paran = 25 wisitas se observa que la probabilidad mdxima de parasitacion corresponde
a 9 orugas parasitadas.

s Paran = 50 wvisitas se observa que la probabilidad mdxima de parasitacionscorresponde
a 10 orugas parasitadas.

Ahora analizamos a la variable aleatoria T} n,, que representa el nimero de visitas reguéridas
para garantizar que k orugas distintas del conjunto H; sean parasitadas.

Podemos calcular la esperanza de Ty n,, para k < N; < N, usando la férmula (2.25) vistd en
la seccién 2.3, para lo cual supongamos que nuestro interés se enfoca en un subconjunto dé
N; = 8 orugas que no han sido parasitadas, digamos H; = {1,2,3,4,5,6,7,8}, calculamos
el nimero esperado de visitas requeridas para que k < N; orugas del conjunto H; sean
parasitadas, los resultados se presentan en la tabla 3.8.
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E(Tys)
1.3157
2.8299
4.6105
6.7676
9.4951
13.1853
18.8305
30.4650

O N O U= W &

Tabla 38:#Valores esperados de T}, g, caso no equiprobable

La tabla 3.8 nos dice, por ejemploy.gue para que 5 orugas del conjunto H; sean parasitadas,
las avispas necesitan realizar 9 visitas en promedio.

Ahora bien, supongamos que N¢'#= N, entonces, 7). n, es denotado por Tj. Enseguida uti-
lizamos la férmula (2.36) de la secCion 2.3 para calcular la esperanza de T para k < N.
También aplicamos la férmula (2.43) para calcular el segundo momento y tercer momento
de T}, los resultados se presentan enla tabla 3.9;

k| E(T) B(T7) E(T3) Var(T})
1 | 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000
2 | 2.1166 4.6113 10.4813 0.1313
3 | 3.3798 11.8921 44.0558 0.4687
4 | 4.8329 24.4985 131.4518 1.1408
5 | 6.5413 45.1743 331.8861 2.3851
6 | 8.6105 78.8209 772.1189 4.6796
7 | 11.2273 | 135.1672 | 1755.3270 9.1130
8 | 14.7707 | 236.8485 | 4147.1750 | 18.6739
9 | 20.2045 | 452.8246 | 11334.2800 | 44.5998
10 | 31.4826 | 1161.9400 | 50760.4200 | 170.7815

Tabla 3.9: Primeros momentos y varianza de T}, caso no equiprobable

La férmula (2.33), en este caso, nos representa la funcién masa de probabilidad del nimer6o
de visitas requeridas para garantizar que k orugas distintas del conjunto H sean parasitadas;
es decir, f(n) = P(T, = n). En las siguientes figuras presentamos las funciones masa de
probabilidad de T} para k =5y k = 10.
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Figura 3.8: Func@masa de probabilidad de Tj
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La figura 3.8 nos representa las abilﬁades de que en n = 1,2,...,20 visitas, obtenga-
mos k = 5 orugas distintas parasi del e?nto H.

.O°
(
O\)

=n)
0.02

P(Tk

0.01
1

4
0 50 100 150 200 50
| 6

Figura 3.9: Funcién masa de probabilidad de T Q
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La figura 3.9 nos representa las probabilidades de que en n = 1,2, ...,250 visitas, ob%
mos k = 10 orugas distintas (todas las orugas) parasitadas del conjunto H. O

.
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Conclusiones

En este trabajo de tesig’estudiamos algunas variables aleatorias que surgen del problema
del coleccionista de cupones#A continuacién se mencionan los resultados obtenidos.

. vari , . . i

1. Para la variable Y,,, que reptesenta el niimero de tipos de cupones obtenidos en n ad

quisiciones, se encontré una expresion para el r-ésimo momento que estd dada en términos

de sumas finitas, faciles de calculdm™computacionalmente. Se obtuvo también una expresién
)

para su funcién generadora de momentes.

II. Para la variable T} n,, que es el miihero de adquisiciones necesarias para obtener k
cupones de un subconjunto de cuponesidé interés de tamano N; < N, se presenté una
expresion para su valor esperad6./ Para la variable Tj, que es el nimero de adquiciones
necesarias para obtener k£ < N tipos<de cupones de la coleccién completa, se encontré una
expresién para el r—ésimo momento, Es imporfante mencionar que el r-ésimo momento
de T}, estd en términos de expresiones recursivas; lorque permite implementar facilmente
su calculo computacionalmente. También meédiante esta.expresion se hallaron expresiones
simplificadas para los tres primeros momeénges,de Ty.\Por otra parte se calculé una expresién
para su funcién generadora de momentos.

Por tltimo, se presenté un ejemplo de aplicacion de un{sistema huéspedes-parasitos. En
esta aplicacion se muestra la utilidad de las expresiones engéntradas para el calculo de los
primeros momentos de las variables Y,, y T} n,, que en este caso/representan el nimero de
orugas parasitadas después de n vistas y el nimero de visitas reguéridas para parasitar a k
orugas de un subconjunto de intéres, respectivamente. Ademads se analizé el comportamiento
de estos momentos al variar el valor de n y k.

99






Apéndice A

Algunas resultados de combinatoria

A continuacién presentamos algunos resultados de combinatoria, empleados en algunas de-
mostraciones de los resultados que se obtuvieron en esta tesis.

Proposicién A.0.1. Sea k un entero no negativo. Para cualquier entero positivo K con

k< K,
k AU K —
S -la(*) o

Demostracién. Para K = k + 1, usandoerel teoreméa del binomio de Newton, obtenemos

k k+1 ktl k+1 e (1
s (1) - Bed e ()

= (14 (1) + (-)*

(k+1)—1
e ()

Esto muestra la validez de (A.1) para K = k + 1. Supongamos ahora que (A1) es vialido
para algin K > k. Entonces haciendo uso de la conocida identidad de Pasgcal (ver [14,
Theorem 2, pag. 440]), obtenemos

(175 (%))
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Por lo que el resultado es valido para K % 1. Asi, por induccién matematica, se concluye la
validez de (A.1) para todo nimeérg natural I 7. [ |

Lema A.0.2. Para cualesquiera enterosia y b, se tiene que

i(—l)i <C,L)ib — 0% a—1E£0H>0. (A2)

Demostracién. Supongamos b = 0. Sea a — 1 > b, es decir, a >'1, entonces utilizando la
proposicién A.0.1 tenemos que

por lo que (A.2) se cumple para b = 0.

Supongamos que se cumple (A.2) para b < m y veamos que se cumple para b = m + 1. Sea
a € Ntal quea—12>m+1, es decir, a > m + 2. Entonces por el teorema del binomio de
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Newton
- a - a! : a!
(_1)z< )Zerl — (_1)1 m+1 __ (_1)1 m
; L ; (a — 1)l 2_21 (a—1d)(i—1)
a4 —1)!
— _1 _1 i—1 (a ) m
( )a;( L P ey F VTR
a—1
- (a—1)!
= -1y nm
Y T
a=1 a 1 a—1 a—1 m m
- APy (" u = ey () X (1)
7=0 7=0 J n=0
m a—1 a—1
——y e (") (a3
n=0 §=0 J
Por hipétesis de induccién tenemos que
c—1
c—1 .
Z ( )”:O, si(¢=1)—12>mn, paratodan=0,1,...,m,
Jj=
es decir, si ¢ > n + 2, pero tenemos (que ¢ > mé& 22> n + 2, para todan =0,...,m, por lo

que

a—1

—1
Z <a >]”:0, para toda’n=0,1,2,....m
j=

Asi, por (A.3)

lo que concluye la prueba del lema. |
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