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Introduccion

Esta te§is trata con Procesos de Decision de Markov (PDMs) con aplicaciones en
finanzas tales eemo problemas de optimizacién de un periodo, riqueza terminal y el precio
de una opciéon Americana.

Los PDMs, dependen de una sucesion de decisiones (llamada politica) aplicadas en
cada etapa de tiempo.Para evaluar la calidad de las politicas se cuenta con un criterio de
rendimiento, definidofen términos de una recompensa (0 costo) por etapa, aqui el criterio
que se considera es la reecompensa total esperada descontada. Entonces el problema basico
de los PDMs (llamado probléma de control 6ptimo), consiste en optimizar €l criterio de
rendimiento sobre el conjunt6 _de las politicas. A la politica que optimiza el criterio de
rendimiento se le llama politica 6ptima (ver [3], [17], [18] y [22]).

Los modelos en matemdticas financieras con frecuencia se definen en tiempo conti-
nuo. Asi, los problemas de.eptimizacion conducen a problemas de control estocdstico en
tiempo continuo. Sin embarge;-s6lo tnes cuantos de estos problemas se pueden resolver
explicitamente. Asi, se requi€re del usosde métodos para modelarlo como un proceso a
tiempo discreto. El problema resultante €s un Problema de Decisién de Markov (ver [1],
[91, [10] y [11]).

Las finanzas son las actividades relacionadas ¢on los flujos de capital y dinero entre los

individuos, empresas o estados. Por extension, también se denomina finanzas al anélisis de
estas actividades como especialidad d€ la economfa yfa administracion, es decir, una rama
de la economia que se dedica de forma general al estudig del dinero y particularmente esta
relacionado con las transacciones y la administraciéndel-dinero en cuyo marco se estudia
la obtencién y gestion, por parte de una compaiiia, un‘individuo o del propio estado, de
los fondos que necesita para cumplir sus objetivos, y de 19§ Criterios con que se dispone
de sus activos (ver [1], [12], [13] y [14]).
Las finanzas tratan, por lo tanto, de las condiciones y las oportunidades en que se consigue
el capital, de los usos de éste, y de los pagos e intereses que se eneatrgan de las transac-
ciones en dinero. Por lo tanto, el optimizar tales pagos e intereses justifica un estudio con
herramientas matematicas tales como los Procesos de Decision de Markeov.

Los PDMs modelan ciertos fenémenos aleatorios que evolucionan con el tiempo en
los cuales se puede influir en su comportamiento. Se dard brevemente la descripcién de
tales procesos; dado un sistema observado en cada época del tiempo n = 0,1 ,. .1, el estado
x,, del sistema proporciona al decisor toda la informacién necesaria para elegir'una accién
ay, en un conjunto de acciones D, (x) disponibles en cada estado. Como un resultado de la
eleccion de la accidn ay,, ocurren dos cosas: 1) el decisor incurre en un costo o recompensa
y 2) el sistema evoluciona de acuerdo a una ley de probabilidad a un nuevo estado x|,
un nuevo control es elegido y el proceso se repite, en otras palabras, en cualquier tiempo
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dado, el €osto y la ley de transicion dependen sélo del estado actual del sistema y la accién
presente (ver L4, [3], [18], [19] y [22]). En conclusién, un modelo de decisiéon de Markov
se define comos

(E,A,{D(x):x€ E},Q,r)

con el siguiente significado:

e [ denota el espacio de estados del sistema. Un estado x € E es la informacion que estd
disponible para el controldador. Dada esta informacion, una accién tiene que ser elegida.

A denota el espacio de accignes, Dado un estado especifico x € E, cierta subclase de
acciones D(x) C A s6lo pueden.sexadmisibles.

{D(x) : x € E} es una familia de Subconjuntos no vacios D(x) de A.

Q(B|x,a) es un kernel de transicion estocdstico el cual da la probabilidad de que el
siguiente estado esté en el conjunto B si el estado actual es x y se tomo la accién a.

r(x,a) dala recompensa en una‘etapa-del sistema, si el estado actual es x y se tomd la
accion a.

Los Procesos de Decision de Markovee.distinguenyentre otras cosas, por el horizonte
de tiempo finito y el horizonte de tiempo infinito.

En este trabajo se estudiaran problemas‘de‘finanzas qte pueden ser modelados por
PDMs.

El matemadtico Richard Bellman propuso la programacién’dindmica en 1953 que se
utiliza para optimizar problemas complejos que pueden ser discretizados. Actualmente
existen métodos de solucion para problemas de Control Estocédstied por medio de progra-
macién dindmica.

El control estocdstico se enriquecié por el trabajo de Robert €._Merton de 1973,
“Theory of Rational Option Pricing”, en el que se hacia referencia ‘a ‘in método ma-
tematico desarrollado por Fisher Black y Myron Scholes. A este modelo le"denominé
Black-Scholes y fue empleado para estudiar el valor actual de una opcidn europea para la
compra (Call), o venta (Put), de acciones en una fecha futura. Posteriormente.€l_modelo
se ampli6 para opciones sobre acciones que producen dividendos, y luego se ddopté pa-
ra opciones europeas, americanas, y mercado monetario. Este trabajo seminal origing un
importante desarrollo matemaético en finanzas (ver [25], [26], [27] y [28]).

Los PDMs han resuelto satisfactoriamente problemas de finanzas, el interés de este
trabajo es hacer una revision de esta aplicacidon: Procesos de Decisién de Markov con
Aplicaciones a Finanzas.

Este trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:
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En'el Capitulo 1 se establece la teoria de Procesos de Decision de Markov con horizonte
de“tiempo finito. Se proporciona el modelo matemaético, una suposicion de integrabilidad
suficiente y la definicién de politicas. Bajo suposiciones de estructura en el modelo, se
mostrard.que el Problema de Decision de Markov se puede resolver recursivamente me-
diante laEcudcion de Bellman. Es investigado el caso de Procesos de Decision de Markov
estacionarie$."La nocion de “estacionario” indica que los datos del modelo no dependen
del indice del’tiempo.

En el Capitulo27se establece la teoria de Procesos de Decision de Markov con horizonte
de tiempo infinito donde se asume que la parte positiva de las recompensas son acotadas
y convergen. Se muestra que el problema de horizonte infinito puede ser visto como una
aproximacion de los problemas de horizonte de tiempo finito si se satisface una suposicion
de estructura. También#Se da-una caracterizacion de la funcion de valor de horizonte infi-
nito como una solucién mds grande de la ecuacion de Bellman. Se proporcionan algunas
condiciones de compactacion.y, continuidad, bajo las cuales la suposicién de estructura
para el problema de horizonte.a'tiempo infinito se satisface.

En el Capitulo 3 se introduce el mercado financiero el cual aparece en una aplicacién en
el Capitulo 4. Se presénta un mercade a tiempo discreto. Sin embargo, en general, no
se restringe a espacios deprobabilidad finita. Se define una estrategia de portafolio y se
caracteriza la ausencia de arbitraje en@ste.mercado.

En el capitulo 4, se da soluciéna-un problema de optimizacion de un periodo, utilizando la
teorfa del Capitulo 1 y la solucién de un pfoblema de consumo e inversion considerando
un horizonte de tiempo infinito.( Se’ introdue€ el concepto de tiempo de paro para dar
solucién a un problema de opcién de compra Afnericana.
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Capitulo 1

Teoria de Procesos de Decision de
Markov de Horizonte Finito

En este capitulo se establece la teoria de Procesos de Decision de Markov (PDMs)
con un horizonte de tiempo finito, con espacios d€ estados y acciones generales (ver [1],

[81y [17D.

1.1. Modelos de Decision de Markov

A continuacion se enuncia la definicion de un modelo de de€ision de Markov.

Definicion 1.1.1. Un Modelo de Decision de Markov no estacionario con horizonte de
planeaciéon N € N consiste de una sextupla (E,A,D,,Qy,r,,gn) con el’Siguiente signifi-
cadoparan=0,1,2,--- ,N—1:

o FE es el espacio de estados, con una ¢-algebra €. Los elementos (estados)’se denotaran
porx c E.

e Aesel espacio de acciones, con una ¢-dlgebra 2. Los elementos (acciones) se.denota-
ran por a € A.

e D, C E x A es un subconjunto medible de E X A y denota el conjunto de combinacion€s
posibles de estado-accion en el tiempo n. Suponer que D, contiene la grafica de una
funcién medible f, : E — A, es decir, (x, f,(x)) € D, para todo x € E. Para x € E, el
conjunto

D, (x) ={a € A|(x,a) € D,}

1
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es el conjunto de acciones admisibles (o permitidas) en el estado x en el tiempo n.

e @, ¢s un kernel de transicién estocastico de D,, a E, es decir, para cualquier par fijo
(x,d) € Dy, 1a funcién B — Q,(B|x,a) es una medida de probabilidad sobre €y (x,a) —
On(B|x, &) es una funcién medible para todo B € €. Q, describe la ley de transicion, la
cantidad Qn(B|x,a) proporciona la probabilidad de que el siguiente estado, en el tiempo
n+ 1, estéen B si el estado actual es x y se tomo la accién a en el tiempo n.

e r,: D, — R&smuna funcién medible. r,(x,a) proporciona la recompensa de una etapa
del sistema en‘el'tiempo n, si el estado actual es x y se tomé la accién a.

e gy : E — R es unafuncién medible. gy(x) proporciona una recompensa terminal del
sistema en el tiempo#_si-el estado es x.

Observacion 1.1.1.  a) Emmuchas aplicaciones los espacios de estados y acciones son
subconjuntos de Borel de espacios Polacos (es decir, espacios métricos, separables
y completos) o conjintos finitos o numerables. Entonces, las o-dlgebras € y 2{ estan
dadas por las o-algebras B(E)y Z(A) de todos los subconjuntos de Borel de E y
A, respectivamente#En-algunas aplicaciones E y A son subconjuntos de R¢ 6 Ri.

b) Si la funcién ), de recompensa de una etapa también depende del siguiente estado,
es decir, r, = r,(x,a,x’), entonces définir

rn(x,d) ::/r;l(x,a,x')Qn(dx/|x,a).

¢) Muchas veces D, y Q, son independientes de'ny r,(x,a) := B"r(x,a) y gn(x) =
BV g(x), para un factor (de descuento) € (0, 1}’ Emeste caso el modelo de decisién
de Markov se llamarad estacionario (ver la Seccion’1.5).

O

La ley de transicién estocdstica de un modelo de decisién de Markov estd muchas
veces dada por una funcidn del sistema. Para precisar, suponew’que Z1,Z,,...,Zy son
variables aleatorias con valores en un espacio medible (27, 3). EstdS\yariables aleatorias
se llaman perturbaciones. Z, . 1 influye en la transicion del estado del sist€ma en el tiempo
n al estado en el tiempo n+ 1. La distribucién Q7 de Z,, | puede depéfider, del estado y
la accién actual en el tiempo 7 tal que Q% (-|x,a) es un kernel estocdstico para<x,a) € D,,.
El nuevo estado del sistema, en el tiempo n + 1, puede describirse por una’ funcion del
sistema T, : D, X Z — E tal que

Xn+1 = Tn(xnyanyzn+l)-

Asi, la ley de transicién del Modelo de Decisién de Markov estd determinada por 7,, y Q%.
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Teorema 14.1. Un modelo de decisién de Markov se define de manera equivalente por
(E,A,D,, %" T, Q% ry,gn) con el siguiente significado:

e (E,A,Dy,r,ygn).como en la definicién 1.1.1.
o Z esel espaciode perturbaciones, con la o-algebra 3.

o Q%(-|x,a) es un kernehde transicion estocdstico para B € 3y (x,a) € D, y Q*(-|x,a)
denota la probabilidad qti¢\Z,, | esté en B si el estado actual es x y se tomo la accién a.

o T,:D, x Z — E esuna funcion medible y se llamara funcion del sistema (o transicion).
T, (x,a,z) proporciona el estado siguiente del sistema en el tiempo n+ 1 si, en el tiempo
n, el sistema estd en el estado a5 s€ toma la accién a y ocurre la perturbacién z en el
tiempo n+ 1.

Demostracion. Primero suponer que un-modelo de decisién de Markov estd dado como en

la Definicién 1.1.1. Definir 2 := E, T,(x,a,z) = z y Q%(B|x,a) := Qn(x,a) para B € €.
Inversamente, si estdn dados los"datos (E,ARipZ , T, Q% ,Tn, &N ), entonces definir

0n(Blx,a) = 0F (14€ T, (xa,2) € BYx,a), Bee,
y se obtiene el kernel estocastico del modele-de decisiéon de Markov.

n

En lo siguiente suponer que existe un horizonte de plan€acién fijo N € N, es decir, N
denota el ndmero de etapas.

Definicion 1.1.2.  a) Una funcién medible f, : E — A, con la propiedad f,(x) € D,(x)
para todo x € E, se llamara una regla de decision en el tiemp@_n.sDenotar por F;, al
conjunto de todas las reglas de decision en el tiempo 7.

b) Una sucesi6n de reglas de decision © = (fo, f1, ..., fn—1), con f, € B, se llamara
una politica de N etapas o estrategia de N etapas.

Notar que F;,, # 0 ya que, por la definicién 1.1.1, D,, contiene la grafica de una_funcién
medible f,, : E — A.

Observacion 1.1.2. Es razonable, en algunos casos, suponer politicas aleatorizadas o ve-
glas de decisién aleatorizadas. Una politica de Markov aleatorizada @ = (fo, f1,..., fN—1)
se da si f,(B]x) es un kernel estocdstico con f,(D,(x)|x) = 1, para toda x € E.
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Un modelo de decisiéon de Markov es un experimento aleatorio de N etapas. Asi, para
establecer matematicamente este experimento se debe definir el espacio de probabilidad.
La construccion candnica es como sigue. Definir un espacio medible (Q,.%) por

Q=EN! Z=-¢x. - -®¢

Denotar pors@ = (xg,x1,...,xy) € Q. Las variables aleatorias Xy, X1,...,Xy se definen
sobre el espacioymedible (Q,.%) por

Xn(@) = X, ((x0, X1, -+, XN)) = Xn,

siendo la n-ésima proyeeCion de w. La variable aleatoria X,, representa el estado del sis-
tema en el tiempo n y (Xy) se llamard Proceso de Decision de Markov. Suponer ahora
que @ = (fo, f1,.--, fn—1) €S una politica fija y que x € E es un estado inicial fijo. Por el
teorema de Tonescu-Tulcea existe una medida de probabilidad dnica P7 sobre (2,.%) con

(i) P¥(Xo € B) = 6,(B), para‘todo B € €.
(i) PT(Xut1 € B|X1,. . Xn)=PT(Xu1 € B|X,) = On(B|Xy, fu(Xn))-

La ecuacién (ii) es la llamada Propiedadde 'Markov, es decir, la sucesion de las variables

aleatorias Xo, X1, ..., X, es un proceso de Markov no estacionario con respecto a P7. Por
ET denotar la esperanza con respecto a PT¢”Ademads, denotar por P la probabilidad
condicional

Prre(9) :==P*(- ¥ =x).

EZ. es el correspondiente operador esperanza.

1.2. Modelos de Decision de Markov({deHorizonte Finito

Para garantizar que todas las esperanzas que aparecen estdn bien definidas se hace la
siguiente suposicion:

Suposicion de Integrabilidad (SIy): Paran =0,1,--- |N
N—1
8y (x) := supEJ, ry (X, fu(Xe)) +gy(Xn) | <oo, x€E,
T k=n

donde x* = max{0,x} denota la parte positiva de x.
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Ahora s¢ introduce la recompensa esperada descontada de una politica y el problema
de optimizacion de N etapas. Para n = 0,1,...,N y una politica © = (fo,...,fv—1) sea
Vur(x) definida‘por

N—-1

Vi) =E5 | Y ne(Xe, fi(X) +gnv(Xn) |, x€E.
k=n

Var(x) es la recompensartotal esperada en el tiempo n sobre las etapas restantes de n a
N, si se usa la politica 7 y'se‘inicia en el estado x € E en el tiempo n. La funcion de valor
V,, se define por
Vii(x).:=supVyr(x), x€E.
T

Vu(x) es la recompensa total mdxima_esperada en el tiempo n sobre las etapas restantes
de na N, si se inicia en el estado x € Ecen el tiempo n. Las funciones V,,; y V,, estdn bien
definidas ya que

Vo (x) <V (x)' < 8N (x) <o, x€E.

Notar que Vyz(x) = Viv(x) = gn(e)yPque V5 86lo depende de (fy,...,fv—1). Ademas,
no es cierto en general que V,,; es medible. Estosprovoca inconveniencias tedricas. Algu-
nas suposiciones mds son necesarias para implicaf esto (ver la Seccion 1.4). Una politica
T € Fy X --- X Fy_1 se llamara optima parael modelerde-decisiéon de Markov de N etapas
si Vor(x) = Vo(x), para todo x € E.

La razon por la que se utilizan politicas de'Markov es la siguiente: Denotar al conjunto
de historias por
Hy=E
H,=H, | xAXE.

Un elemento A, = (xo,d0,X1,-..,X,) € H, se llamara historia hasta el'tiempo n.

Definicion 1.2.1. @) Una funcién medible f, : H, — A, con la propiedad\f,,(h,) € D, (x,)
para toda h, € H,,, se llamara una regla de decision dependiente de la historia en la
etapa n.

b) Un sucesion = (fo, f1,---,fn—1), donde f, es una regla de decisién dependiénte de
la historia en la etapa n, se llamara una politica dependiente de la historia de-la 'etapa
N. Se denota por Iy al conjunto de todas las politicas dependientes de la histeria_de
la etapa N.

Sea 1 € Iy una politica dependiente de la historia. Entonces V,z(h,) estd definida
como la esperanza condicional de la recompensa total en [n,N|, dada la historia h, € H,,.
El siguiente teorema expresa que las politicas dependientes de la historia no mejoran la
maxima recompensa esperada. Para una prueba ver [33].
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Teorema 1.2.1. Paran =0,...,N se cumple que:

Va(xn) = sup Var(hy),  hy = (x0,a0,X1,...,%,)-
nelly

En la manera de calcular Vj(x) también se tiene que determinar la funcién de valor
V., (x). Esto es.una caracteristica estandar de muchas técnicas de optimizacién multietapas
que se explicard cen detalle en la siguiente seccion.

1.3. La Ecuaeion de Bellman

Para una politica fijamv€ Fy X --- X Fy_1 es posible calcular la recompensa esperada
descontada recursivamente’pot.iteracion de recompensas. Se denotard por

M(E) :=4u: E — [—o0,0)|v es medible}.
Por las suposiciones sé tiene.que Viz ©@ M(E) para todo 7 y n.

Definicion 1.3.1. Se definén\los siguiéntes operadores paran =0,1,... ,N — 1.

a) Parav € M(E) definir

(L) (x, ) = ra e+ / )0, (d¥|x,a), (x,a) € D,
cuando la integral existe.
b) Parav e M(E) y f € F,, definir
(Tapv)(x) := (L) (%, f (%)), ¥€E.
c) Parav € M(E) definir

(Zuv)(x):= sup (L,v)(x,a), x¢€ Es
aeD,(x)

7, se llamara el operador de recompensa maxima en el tiempo 7.

Observacion 1.3.1. a) Se tiene la siguiente relacion entre operadores

Tpv = sup T pv.
JeF

b) Se cumple que .7, sv € M(E) para todo v € M(E), pero .7,v no pertenece a IM(E) en
general.
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¢) Si un'modelo de decisién de Markov con perturbaciones (Z,) estd dado como en el
Teorema 1l 1, entonces L, v puede describirse como

(Lyv)(x,a) = ra(x,a) + E [v(T(x,a,Z,11)) ] -
Notacién. En lo siguientesse omitirdn los paréntesis alrededor de los operadores (.7,v)(x)
y simplemente se escribird .7,v(x). Cuando se tenga una sucesion de operadores como
InIn1v, entonces el orden-de aplicacion esta dado por (7,(Z41v)).

Los operadores tiene las sigutentes propiedades importantes.

Lema 1.3.1. Los tres operadoresson monétonos, es decir, para v,w € M(E) con v(x) <
w(x), para todo x € E, se cumple que:

a) Lyv(x,a) < L,w(x,a) para todo (x,a) €'D,,
b) Fhv(x) < Typw(x) para todofek, f €F,,
c) Tpv(x) < Z,w(x) para todo x € Ex

Demostracion. Sean v,w € M(E) tales qiew(x) < w(x), para todo x € E. Entonces

/V(x/)Qn(dx/]x,a) < /W(x/)Qn(dxllx,a).

Asi, Lyv(x,a) < Lyw(x,a) lo que implica a) y b). Tomando elsupremo sobre todo a €
Dy (x) se tiene c).

n

Ahora, los operadores .7, s pueden usarse para calcular el valor de una politica recur-
sivamente.

Teorema 1.3.1. (Iteracion de recompensas). Sea m = (fy,...,fy—1) una politica'de N-
etapas. Paran =0,1,...,N — 1 se cumple que:

a) Ve =8gn Y Var = T0f,Vat1.15
b) Van = Tnf - IN-1fy_&N-

Demostracion. a) Para x € E se tiene
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N—-1

3 ric(Xie, e (X)) + v (Xw)
k=n

Vn?'f (x) = E}jarx

N—-1

Y (X fi(Xi)) + gv(Xn)
k=n+1

= ng[rn (xafn(x))] +E’7”rx

=1, (x,fn (x))
N—1

Y (X, fi(Xk)) + gn (X)X
k=n+1

+En, |En

=T (xvfn('x))
+/E,’f+1_‘x,

= 1y (x, fu () +/Vnﬂﬂ(x’)Qn(dx’|x,fn(x)).

donde se han usados-as propiedades de PT, en la cuarta igualdad.

N-1
Y (X fi(Xi)) + gn(Xn)
k=n+1

On (dx/\x, In (x))

b) Se sigue de a) por induccion.
O

La siguiente definicion es crucial para la s6lucion de Problemas de Decisién de Mar-
kov.

Definicion 1.3.2. Sea v € M(E). Una regla de decision fi€ F, se llamara un maximizador
de v en el tiempo n si .7, pv = v, es decir, para todo x € Exf (x) es un punto maximo de
la funcién a — Lyv(x,a),a € Dy(x).

El Teorema 1.3.3 da el método de solucion para los Problemas‘de Decisién de Mar-
kov. Estos se pueden resolver por aplicaciones sucesivas de los .ZzZoperadores. Como se
menciond anteriormente, en general, no es cierto que .7,v € M(E )spara v € M(E). Sin
embargo, se puede demostrar que V,, es medible analiticamente y que‘la sucesién (V)
satisface la Ecuacion de Bellman

Vv =gn
Vo=V, n=0,1,....N—1,

ver por ejemplo [5]. El siguiente teorema muestra que cuando una solucién de la €Cuacion

de Bellman existe junto con una sucesién de maximizadores, entonces €sta obtiene la
solucion al problema de optimizacion.
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Teorema-1.3.2. (Teorema de Verificacion). Sea (v,) C M(E) una solucién de la
ecuacion de Bellman. Entonces, se satisface:

a) v, >V, patan=0,1,...,N.

b) Si f,; es un' maXimizador de v, paran =0,1,...,N — 1, entonces v, =V, y
la politica = (£, f{',- .., fy_,) es Optima para el Problema de Decisi6n de
Markov de N etapas.

Demostracion. a) Para n = N setiene
vy = gn = Wn.
Suponer que v, > V1, entonces para toda @ = (fo, f1,---,fn—1)
Vi = TnVnt1 2 90Var1 2> T 1 Vasrtn = Van-
Tomando el supremo sobresodas las politicas 7 resulta que v,, > V.

b) Se demuestra recursivamenteque v,, = V;; =V, z+. Para n = N es obvio. Suponer que
la afirmacién es verdadera para.n+ 1, entonees

Vo <vp= %f,’,*vn—kl = %f;{vn-kl = Vo < Vi
y el teorema se cumple.

U

El Teorema de Verificacién es suficiente para aplicacion€s donde una solucién de la
ecuacion de Bellman es facil al igual que la existencia de maximizadores; por ejemplo,
si los espacios de estados y acciones son finitos. En general, la eXistencia de una politica
Optima no estd garantizada. Se tiene que realizar otras suposiciones dcered de la estructura
del problema para asegurar esto. También notar que el valor de un preblema de optimi-
zacion siempre es Unico mientras que una politica 6ptima puede no ser*unica. En lo que
sigue se hara la siguiente suposicion de estructura.

Suposiciones de Estructura (SEy): Existen conjuntos M, C M(E) y A, &F;
tales que para todon =0,1,... ,N—1:

(i) gnv € My.
(i) Siv e M, entonces .7, v esta bien definido y .7,v € M,,.

(ii1) Para todo v € IM,, 1| existe un maximizador f,, de v con f, € A,.
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El siguiente teorema muestra cémo problemas de decisiéon de Markov pueden resol-
vetse-tecursivamente, resolviendo N problemas de optimizacion de una etapa.

Teorema 1.3.3. (Teorema de Estructura). Suponer SEy. Entonces:

a) V, € My la sucesion (V,) satisface la ecuacion de Bellman, es decir, para
n=0.l1n..,N—1

W ()= gn (%)

i sio fnwa+ [Von @0 @i}, xek
aeD, (x)

b) Vo= T Tni1- - TuPren.

c) Paran =0,1,...,N =1, existen maximizadores f, de V, ;| con f, € A,, y
cualquier otra sucesion'de maximizadores f,; de V,; define una politica 6p-
tima (f, i, .~ fy—y) paraelProblema de Decisién de Markov de N etapas.

Demostracion. Primero se demostrard d) y=¢). Se demostrard por induccién sobre n =
N—-1,...,0queV, €M, yque

er* - %Vn—i—l 3 Vn

donde 7* = (f,...,fy_;) es la politica generada"porlos maximizadores de Vi,...,Vy y
fn € Ay. Se tiene que Vy = gy € My por (SEy)(i). Ahora, suponer que la afirmacién es
verdadera para N — 1,...,n+ 1. Puesto que V; € My parak = N, ... ,n+ 1, los maximiza-
dores f,,..., fy_; existen y con la iteracién de recompensas.y la hipétesis de induccién
se obtiene

Vs = TnpiVar1,ar = Tnf Va1t = Tl

Por lo tanto V,, > .7,V,,. 1. De otra manera, para una politica arbitrasia,
Var = Tnf,Vati,x < Tnp Vot < SVt

donde se ha usado la propiedad que preserva el orden de .7, ;. Tomando€l supremo sobre
todas las politicas se obtiene V,, < .7V, 1. Con todo esto junto se sigue que

er* - %Vn—i—l - Vn

y por (SEn), V, € M,,.
Para b), proceder nuevamente por inducciéon sobren =N —1,...,0, y de a) y por (SEy)
se satisface el resultado.
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Del Teorema’1.3.3 se concluye directamente el siguiente corolario.

Corolario 1.3.1.\Considerar que (SEy) se satisface. Sin < m < N, entonces

m—1

Vn(x) ¢ Sup]E;t,x Z rk(Xkafk(Xk)) +Vm(Xm) , X€EE.
T k=n

El Teorema 1.3.3 implicas€l siguiente algoritmo recursivo para resolver Problemas de
Decision de Markov:

Algoritmo de induccion hacia atras.

1. Sean:=Nyparax € E:
Vnx) := gn(x).

2. Sustituir n por n — 1 y calcular para toda x. € E

Va(x) = sup {rn(x,a)+/Vn+1(x')Qn(dx'|x,a)}.

a€Dy(x)
Calcular un maximizador f;; de V¢

3. Sin =0, entonces la funcién de valor Vj estd calculada y la politica 6ptima
estd dada por ©* = (f;,..., fy_,)- En otro caso, ir al paso 2.

El Teorema 1.3.3 dice que los maximizadores producen una estrategia Optima. Sin
embargo, lo inverso no es cierto.

El Principio de Programacién Dindmica, informalmente, dice que cuando se tiene
una politica éptima m* sobre un cierto horizonte N al considerar el proceso s6lo en un
subintervalo de [0,N], entonces la politica correspondiente que se obtiene @l restringir
m* a este subintervalo es de nuevo optima. Este principio se formaliza en €l siguiente
teorema:

Teorema 1.3.4. (Principio de Programacion Dinamica). Suponer que (SEy) se satisfa-
ce. Entonces, paran <m < N

Vg () =Vu(x) = Vi =Va PT —cus.,

es decir, si (f;;,...,fy_;) es Optima para el periodo de tiempo [, N] entonces (fy, ..., fy_;)
es Optima para [m, N]|.
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Demostracion. Se sigue de la iteracion de recompensas (Teorema 1.3.1) y la definicién de
Vin que
Via(x) = Viz» (x)
= nfrt.ym_hf,:,,lvmn*(x)

[m—1

— EZ; Z I’k(Xk,f];k (Xk)) + an* (Xm)
L k=n

m—1

<EL | Y me(Xe, fif (X)) + Vin(Xon)
L k=n

< Va(x),

donde la dltima desigualdad es consecuencia del Corolario 1.3.1. Esto implica que

E:lr; [Vm (Xm> — Vinzr (Xm)] =0,
lo cual se entiende que V7« =W IP,’f; —cC.s.
[

Observacion 1.3.2. En lugar de recompensas de una etapa r;,, y una recompensa terminal
n

gn., algunas veces los problemas.tienen‘costos de una etapa c;, y un costo terminal 4y. En

este caso se quiere minimizar

N—1

Y (Xt (X)) F (X))
k=n

EZ, , x€E

para @ = (fp,..., fn—1). Pero este problema puede transformarse en un problema de ma-
ximizacion de recompensas r,(x,a) := —cu(x,a), gn@). 3= —hn(x). Asi, todas las afir-
maciones hasta aqui permanecen validas. Se usard la misma notacién V,,; y V,, para las
funciones de costo bajo la politica 7 y la funcién de costo minimo, respectivamente. Ade-
mas, el operador de costo minimo tiene la forma

(F)() = inf {cn(x,a) + / v(x')Qn(dx'|x,a)} .

aeDy(

En este caso V,, es también llamada funcién de costo.

1.4. Modelos de Decision de Markov Estructurados

En esta seccidn se dan condiciones suficientes sobre las cuales las suposiciones (SIy)
y (SEx), de la secci6n anterior, se satisfacen y asi implicar las validaciones de la ecuacién
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de Bellman/y la existencia de la politica 6ptima. Para (SEy) se identificardn condiciones
que impliquen-conjuntos especiales IM,, y A, que puedan ser elegidos. Por supuesto que
es interesante.clegir los conjuntos IM,, y A, tan pequefios como sea posible (ver [5], [4] y

[17]).
Considerar la Suposieion de Integrabilidad (SIy). Esto se cumple cuando el Modelo de
Decision de Markov tiéne una funcién de “acotacién superior”.

Definicién 1.4.1. Una funeioén medible b : E — R es llamada una funcion de acotacion
superior para el Modelo de Decision de Markov si existen c,,cg, 0, € R tal que para
todkon=0,1,....N —1:

(i) rf(x,a) < c,b(x) para todo (x,a) € D,,
(ii) g (x) < cgb(x) para todo x'€E,
(iii) [b(x")0n(dx'|x,a) < apb(x) pardiedo (x,a) € D,,.

Si r, y gn estan acotadas por arriba, entonces obviamente b = 1 es una funcién de
acotacidn superior.

Sea b una funcién cota superior para el Modelo de Decision de Markov. Para v €
IM(E), denotar la norma suprema panderada por

| VoA

[V [+ sup ——~5=

xeE (x)

0
(con la convencién 0 :=0) y definimos el conjunto

By :={ve M(E) | [[v|p<oo}.
Equivalentemente I3, puede ser escrito como
By :={ve M(E)| |v(x)| < cb(x) paratodox € E y para algin c.€ R, }.

El concepto de funciones de acotacién superior es de particular interés para,los Mode-
los de Decision de Markov con horizonte infinito (Capitulo 2). El siguiente’resultado es
fundamental para muchas aplicaciones.

Proposicion 1.4.1. Si el Modelo de Decision de Markov tiene una funcién de‘acotacion
superior b, entonces &) € BB, y la Suposicién de Integrabilidad (SIy) se satisface.

Demostracién. Puesto que 8 > 0, se debe mostrar que 82 (x) < cb(x) para algin ¢ € R
De las propiedades de una funcién de acotacion superior se sigue que

EF [ (Xi, fe(Xe)) [ Xe—1] = /”/j(xlafk(xl))Qk(dxl‘Xk1>fkI(Xkl))
< ;b (X 1)
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y por induccién se obtiene
E7 [rf (Xi, fi(Xk))] < c;opb(x), x€E.
Andlogamente se obtiene
E7 (g (Xn))] < ceaf’b(x), x€E
y el resultado se sigue.
O

Para el resto de la'Seecion 1.4 asumir que E y A son espacios de Borel (ver la Obser-
vacién 1.1.1 a) ). También, asumir que D,, es un subconjunto de Borel de £ x A. Ademas,
suponer que el Modelo de Déeision de Markov tiene una funcién de acotacion superior b
e introducir el siguiente conjunto

By v={ve M(E)| [ v [lp< e}
El conjunto IB;)t puede escrbirse como

B, :={ve M(E)| v (k) < cb(X)paratodox € E'y paraalginc € Ry }.

1.4.1. Modelos de Decision'de Markov Semicontinuos

En los Modelos de Decision de"Markov semnicontinuos la Suposicion de Estructura
(SEy) se cumple cuando M, es un subconjunto desfunciones semicontinuas superiores.

Proposicion 1.4.2. Seav € IBZ semicontinua superior. Suponer que:
(i) Dy(x) es compacto para todo x € E y x — D, (x) es semicontinua superior,
(ii) (x,a) — Lyv(x,a) es semicontinua superior en D,,.
Entonces .7,v es semicontinua superior y existe un maximizador f, de v.

Observacion 1.4.1. La condicion (i) en la Proposicién 1.4.2 puede sef reemplazada por
la siguiente condicién: Para todo x € E, los conjuntos de nivel {a € D, ()}E,v(x,a) > c}
son compactos para todo ¢ € R y el mapeo del conjunto de valores

x+— {a € D,(x)|Lyv(x,a) = Tv(x)}

es semicontinuo superior.
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Demostracion. Definir
w(x,a) := Lyv(x,a), w"(x):= Zv(x)

y D(x) := Dy(x)4Para xo € E seleccionar una sucesion (x,) C E convergiendo a x tal que
el limite de w*(x, )€Xiste. Se debe demostrar que

lim w* (x,,) < w*(xp).
n—soo

Puesto que a — w(x,a) es'semicontinua superior en el conjunto compacto D(x), alcanza
su supremo en D(x). Sea a, €Pfx,) un punto maximo de a — w(x,,a) en D(x,). Por la
semicontinuidad superior de x &= D(x), existe una subsucesién (a,,) de a, convergiendo
a algdn ag € D(xp). La semicontigtidad superior de w implica

nh’_r}(}ow* (x,) = klingow* (Xn, ) = ]}ijr;w(xnk,ank) < w(xp,a0) < w*(xp),

es decir, w* es semicontinua superior. Puesto que w y w* son medibles, se sigue facilmente
que
D* := {(xga)-€ D|\w(x¢a) = w*(x)}

es un subconjunto de Borel de E x A y.cada D*(X) eS‘compacto puesto que
D*(x) := {a € DE)w(x,a)=w"(x)}.

Entonces, aplicando el teorema de seleccion ‘se‘obtiene un selector f Borel medible para
D*. Este es el maximizador deseado de v.

4

Observacion 1.4.2. Si A C R entonces existe un maximizador mas’pequefio y un maxi-
mizador mds grande de v € IB;. Note que el conjunto

Dj (x) :={a € Dy(x) | Lyv(x,a) = Fv(x)}

es compacto para x € E. Entonces el max D} (x) y el min D (x) son maximizadores de v
por el Teorema de seleccidn.

O

Un conjunto de condiciones suficientes en los datos del Modelo de Decision de Mar-
kov con el fin de asegurar que (SEy) se satisfaga, se presenta mas adelante, siendo IM,, el
conjunto de funciones semicontinuas superiores v € IBI;F y con A, := F,. La demostracion
se sigue directamente de la Proposicién 1.4.2.
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Teorema 1.4.1. Suponer que el Modelo de Decisiéon de Markov tiene una fun-
¢i6n de acotacién superior b 'y que para todon =0,1,...,N — 1 se cumple:

(i)"Dy(x) es compacto para todo x € E y x — D, (x) es semicontinua superior,

(ii) (x.,a) > Jv(¥ )Q,? (dx'|x,a) es semicontinua superior para toda v € B se-
micontinua superior,

(iii) (x,a)# Fu(x,a) es semicontinua superior,
(iv) x — gn(x) es semicontinua superior.

Entonces los conjuntos M, := {v € ]B,j | v es semicontinua superior } y A, :=F;,
satisfacen la Suposicién de Estructura (SEy ). En particular, V,, € M,, y existe un
maximizador f,\ € F,, de V1. La politica (fj, ..., fy_;) es Optima.

En lugar de verificar.directamente la condicion (ii) del Teorema 1.4.1, se puede usar
de manera alternativa ¢l giguiente =ema:

Lema 1.4.1. Sea b una funeién continua_de acotacion superior. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) (x,a)— [v(x')Q(dx|x,a)’essemicontinua superior para toda v € B, semicontinua
superior.

(ii) (x,a) — [b(X')Q(dxX'|x,a) es continua y (xsa) — [v(x')Q(dx'|x,a) es continua y
acotada, para toda funcion v continua y acotada'sobre E.

Un kernel estocdstico Q con las propiedades anteriores.es\llamado débilmente continuo.

Demostracion. La prueba de (i1) implica (i) es como sigue: Seay< IB;r semicontinua supe-
rior. Entonces se tiene v — cb < 0, para algin ¢ € R, y x —%(er)— cb(x) es semicontinua
superior. Esto implica la existencia de una sucesion (V) de funciones continuas y aco-
tadas tales que v | v — cb. Debido a la suposicion, la funcién (x,a)+s [¥(x')Q(dx'|x,a)
ahora es continua y acotada. Ademds, la convergencia monétona implica que

/ﬁ(x')Q(dx/]x, a) | /(v— cb) () Q(dX |x,a) para Ki—po.
Asi, se puede concluir que el limite es semicontinuo superiormente. Sin €mbargo, en
vista de la suposicién, esto implica que (x,a) — [ v(x")Q(dx/|x,a) es semicontinua supe-
riormente.
En seguida se prueba que (i) implica (ii): Puesto que b y —b son B}, se obtiene ‘que

(x,a) = / b(')O(d¥|x, a)

+ iThenticate Pagina 27 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate Pégina 28 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

17

es contiffuad’ Si v es acotada y continua, entonces las funciones v— || v || y —v— || v ||
pertenecen a IB; y son semicontinuas superiormente. Por lo tanto, la funcién (x,a) —
Jv(x")Q(dx'|x,a).es continua.

O

1.4.2. Modelos de Decision de Markov Continuos

Enseguida se verd cuando las Suposiciones de Estructura (SEy) se satisfacen al ser
IM,, un subconjunto de funciones.continuas.

Proposiciéon 1.4.3. Seav € ]B;r continua. Suponer que las siguientes suposiciones se sa-
tisfacen:

(i) Dy(x) es compacto para todo x €°E yw — D,(x) es continuo,
(ii) (x,a) — L,v(x,a) es continda.en D,,.

Entonces .7,v es continua y existe‘un’ maximizador f, € F, de v. Si v tiene un unico
maximizador f, € F, al tiempo n, entonees f;, es continua.

Demostracion. Se usa la misma notacién.como en la prueba de la Proposicion 1.4.2.
En vista de la Proposicién 1.4.2 es suficiente_mostrar que™w* es semicontinua inferior-
mente, es decir, que w*(xp) < lim,_,..w*(x,) para cada suCesion (x,) C E la cual con-
verge a xo € E y para la cual el 1im,_,..w"(x,) existe. Se sabe, por la suposicion, que
w*(xp) = w(xo,ap) para alguna ag € Dy (xp). Puesto que x — D(x).es continua, existe una
subsucesion (xy, ) de (x,) y una sucesion de puntos (a,, ) € D(x,)€onvergiendo a ag. Por
lo tanto, se tiene (xp,,an, ) — (x0,a0). Se sigue de la continuidad de wque

w*(x0) = w(xo,a0) = kh;n;w(xnk,ank) < gglgow* (Xn,) = r}in}ow* ().

Puesto que x — D(x) es semicontinua superiormente, D es cerrado y se sigue.que

D" :={(x,a) € D | w(x,a) =w*(x)}

es un subconjunto cerrado de D. Entonces se obtiene que x — D*(x) también es semicon-
tinua superiormente. Asi, si v tiene un tnico maximizador f,, es decir, D} (x) = {f,(x)}
para todo x € E, entonces f,, debe ser continua.
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Observacion 1.4.3. Si A C R, entonces el maximizador mds pequefio (0 mds grande) de
v'e€s.semicontinuo inferiormente (o semicontinuo superiormente). Esto puede ser visto
como'sigue: A C R, entonces x — f(x) := maxD*(x) es el maximizador mds grande.
Elegit xosx, € E tal que x, — xo y el limite de (f,(x)) existe. Puesto que a, := f(x,) €
D*(x,) yx =" D*(x) es semicontinua superiormente, (a,) tiene un punto de acumulacién
en D*(xo) el’Cual debe ser el 1im,,_, f(x,). Se sigue que

lim f(x,) < maxD*(xo) = f(xo),

n—oo

es decir, el maximizador més grande es semicontinuo superiormente. De la misma manera
puede mostrarse que ¢l maximizador mds pequefio es semicontinuo inferiormente.

O

Teorema 1.4.2. Suponer que wn-Modelo de Decision de Markov con una funcién de
acotacion superior b estd’dado y que, para todan =0,1...,N — 1, se cumple:

(i) D,(x) es compacto‘paratodo ¥ &E y x — D,(x) es continua,
(ii) (x,a) — [v(x')Q,(dx'|xja).es confinua para toda v € B} continua,
(iii) (x,a) +— ry(x,a) es continua
(iv) x — gn(x) es continua.
Entonces los conjuntos M, := {v € B} | v es continud}+y A, := F, satisfacen la Suposi-

ci6én de Estructura (SEy). Si el maximizaor de V,, es unigo, entonces A, puede ser elegido
como el conjunto de funciones continuas.

1.4.3. Modelos de Decision de Markov Medibles

Algunas veces la suposicion de estructura se puede cumplir con=IM, = IB;;, para este
caso se usa el siguiente resultado.

Proposicion 1.4.4. Seav € IB,;|r y suponer que lo siguiente se satisface:
(i) Dy(x) es compacto para todo x € E,
(ii)) a — L,v(x,a) es semicontinua superiormente en D, (x) para todo x € E.

Entonces .7,v es medible y existe un maximizador f, € F, de v.
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Demostracion. Se usa la misma notacion como en la prueba de la Proposicion 1.4.2. Sea
o € R. Es'stficiente probar que {x € E|w*(x) > o} es un conjunto de Borel. Pero

{x€ Ejw*(x) > a} = {x € E|w(x,a) > o para alguna a € D(x)}
= proyg{(x,a) € D|w(x,a) > a}.

Este conjunto es de Borel por un resultado de Kunugui y Novikov (ver [32]), ya que
D es Borel con valores ¢ompactos (es decir, secciones verticales compactas) y {(x,a) €
D|w(x,a) > a} es un subcenjunto de Borel de D con valores cerrados (y por lo tanto com-
pactos). En realidad, Kunugui y"Novikov prueban que la proyeccién de un subconjunto
de Borel de E x A con valores¢compactos es un subconjunto de Borel de E. La existen-
cia de un maximizador puede ser mostrado de la misma manera como en la prueba de la
Proposicion 1.4.2.

t

Observacion 1.4.4.  a) Si A eg/numerablety D,(x) es finito para todo x € E, entonces
las suposiciones (i) y (ii) de {a Proposicion .4.4 se cumplen.

b) La condicién (i) de la Proposicion/1.4.4 puede serreemplazada por: Para todo x € E
el conjunto de nivel {a € D,(x)|L,V(»;a) > c}.es compacto para todo ¢ € R.

O

De manera particular, el Teorema 1.3.3 se cumple bajo las‘Condiciones del Teorema
1.4.3.

Teorema 1.4.3. Suponer que un Modelo de Decision de Markov, cen una fun-
cién b de acotacion superiormente es dado y que paratodan =0,1,....,No—1 se
cumple:

(i) D,(x) es compacto para todo x € E,

(ii) a [v(x')Q,(dX'|x,a) es semicontinua superiormente para toda v € Bf
y paratodax € E,

(iii) a v ry(x,a) es semicontinua superiormente para todo x € E.

Entonces los conjuntos M,, := IBZ y A, := F, satisfacen la Suposicion de Estruc-
tura (SEw).
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1.5. Modelos de Decision de Markov Estacionarios

EVmodelo de decision de Markov estacionario es aquel donde los datos no dependen
de n y'estd dado por (E,A,D,Q,r,,gn) conr, := B"r, gy :=BVgy B € (0,1].

Se defiotapor F al conjunto de todas las reglas de decision f : E — A con f(x) € D(x)
para x € E. Britonces F" es el conjunto de todas las politicas T = (fp, ..., fv_1) de N eta-
pas.

La recompensa esperada descontada en n etapas bajo una politica & € F" estd dada
por

n—1
Jon(x) € BE | Y B (X, (X)) +B"e(X) |, x€E,
k=0
cuando el sistema inicia en el estado x € E. La recompensa mdxima esperada descontada
en n etapas estd definida mediante

dolx) = ¢(¥)
S @)= sup ix(x), x€E, 1 <n<N.
IS

Con el fin de obtener un problema de optimizacion estocastico bien definido se necesita
la siguiente suposicion de integrabilidad.

Suposicion (Sy): Parax € E

N—-1

Sv(x) == supET | Y BEr (X, fi(X0)) HBN g (Xn) | <.
n k=0

Observacion 1.5.1. Puesto que §y:=g" <6, 1 <6, <y
8N =B"8y_,, n=0,1,..,N,

la Suposicion de Integrabilidad (SIy) es equivalente a la Suposicién dedntegrabilidad de
la Seccién 1.2 cuando se tiene un Modelo de Decision de Markov estacionario.

O

Como lo explicado en la Seccién 1.4, es conveniente mostrar que (SIy) se Satisface
probando la existencia de una funcién de acotacién superior. La definicion de una funcién
de acotacion superior para un Modelo de Decision de Markov estacionario es como sigue.
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Definicién 4.5.1. Un mapeo medible b : E — R es llamado funcion de acotacion supe-
rior para €I'Maedelo de Decision de Markov estacionario si existe ¢,,cg, 0, € R, tales
que:

(i) r*(x,a) < ¢&b) para todo (x,a) € D,
(ii) g*(x,a) < cyb(x)paratodo x € E,
(iii) [b(x")Q(dX'|x,a) < 04b(x) para todo (x,a) € D.

Si el Modelo de Decisién de MarKow-estacionario tiene una funcién de acotacion superior,
entonces se tiene Sy € By, y la Supesicion de integrabilidad (Sy) se satisface. Claramente
cada modelo estacionario es un modele-no estacionario especial. Se obtiene la siguiente
relacion entre las funciones de valor Jpy Vi

Va(x) = B"Inn(x), »x€E, n=0,1,....N.

Pero, de otro modo, cada Modelo de-Decisiéon desMarkov no estacionario puede ser for-
mulado como uno estacionario. La idea es,ampliar el espacio de estados incluyendo el
parametro tiempo (ver [16]).

Como en la Definicion 1.3.1, se introducenos siguientes operadores para v € M(E):

(Lv)(x,a) :==r(x,a) + B /v(x')Q(dx’|x, a), [(¥a)€D,

Trv() i= ()5, (), €E,
Jv(x):= sup Lv(x,a), x€E.
a€D(x)

7 es llamado el operador de recompensa mdxima.

Teorema 1.5.1. ( Iteracion de Recompensas). Para T = (fy,..., fu—1) se cumple;
=Ty T8
La suposicion de estructura (SEy) tiene que ser modificada para los Modelos de De-

cision de Markov Estacionarios.
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Suposiciones de Estructura (SEy): Existen conjuntos M C MI(E) y A C F tales
que:

(iyg € M.
(ii)”Si'm, € IM entonces .7 v(x) estd bien definido y .7v € M.

(iii) Para‘toda v € M existe un maximizador f € A de v, es decir,

Tv(x) = Tv(x), x€E.

El Teorema 1.3.3, acerca.del cilculo recursivo de las funciones de valor 6ptimas, ahora
tiene la siguiente forma.

Teorema 1.5.2. (Teorema'de Estructura). Supongamos que SEy se satisface.

a) Entonces J,, € MFyJa ecuacién de Bellman J, = .7 J, | se cumple, es decir,

Jo(x) = g(x)
Jo(x) = sup {r(x,a) +,B/Jn1(x’)Q(dx'|x,a)}, X€E.
aeD(x)
Ademas, J,, = T "g.
b) Paran =1,... N existen maximizadores f;, de Jy,—1 con fn € Ay cada su-
cesion de maximizadores f, de J,_; define una‘politica éptima (fy,..., f;)

para el problema de decision de Markov estacionario. de N-etapas.

Los casos simples surgen cuando E y A son finitos. Aqui la Supesicion de Estructura
(SEy) se satisface con M := {v : E — R} porque cada funciéns€svmedible y existen
maximizadores. Ademads, el kernel de transicion tiene una densidad-discreta y se denota
por

q(x'x,a) := Q({x'}|x,a)
parax,x’ € E'ya € D(x).
Andlogamente para el caso no estacionario, el Teorema 1.5.2 da un algoritmo recur-

sivo para resolver Problemas de Decision de Markov. Debido a la estacionarieidad de los
datos, no es necesario formular el algoritmo como un algoritmo hacia atrés.
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Algoritmo de Inducciéon hacia adelante.

1. Seans=0y parax € E:
Jo(x) := g(x)

2. Sustituir n porg 1 y para todo x € E
\

Jn?ﬁ sup) {r(x,a) +/Jn_1(x’)Q(dx'\x,a)}.

aeD(x
Calcular un maximizadet f, de J,_i.

3. Sin = N, entonces la funcion'de valor Jy es calculada y la politica 6ptima 7*
estd dada por 7" = (fy, ..., f{¥). En otro caso, ir al paso 2.

El algoritmo de induccion calculalas funciones de valor de n etapas y las reglas de deci-
sién recursivamente sobre las etapas,.iniciando Con la funcién de recompensa terminal.
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Capitulo 2

Teoria de Procesos de Decision de
Markov de Horizonte Infinito

En este capitulo se consideran los-Procesos de Pecision de Markov con horizonte de
tiempo infinito. Existen situaciones dondeslos modelos con tiempo de horizonte infinito
surgen de manera natural, por ejemplo, cuando se consSidéra la variable tiempo de vida del
inversionista. Sin embargo, es mds importange €l hecho.de.que los Modelos de Decision
de Markov finitos, pero grandes, pueden ser aproximados.mediante modelos de horizonte
infinito (ver [1], [8] y [17]).

2.1. Modelos de Decision de Markov de Horizonte Infini-
to

Los Modelos de Decisiéon de Markov con horizonte infinito pueden versé ‘como una
aproximacién de un modelo con horizonte finito, pero grande. Comtinmente el modelo
de horizonte infinito es facil resolver y su politica 6ptima produce una politica’tazonable
para el modelo con horizonte finito. Esta afirmacién se formaliza mas adelante_en esta
seccion. En lo que sigue siempre se asumird que estd dado un Modelo de Decisién de
Markov (estacionario) con horizonte infinito.

Definicion 2.1.1. Un Modelo de Decision de Markov estacionario con horizonte infinito
consiste de un conjunto de datos (E,A,D,Q,r,3), donde E,A,D,Q,r y B estian dados
en la Definicién 1.1.1 (ver también la Observacién 1.1.1 ¢) y la Seccién 1.5). No hay
recompensa terminal, es decir, g = 0.

25
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Sea = (fy, f1,...) € F* una politica para el Modelo de Decisién de Markov de hori-
zonte-infinito. Entonces definir

Joorr () :=EF , X€EE,

i BXr(Xi, fi(Xx))
=0

lo cual da la'recompensa esperada descontada bajo la politica & sobre un horizonte a
tiempo infinite,cuando se inicia en el estado x. El proceso (X) es el correspondiente al
Proceso de Decision’de Markov de horizonte infinito. El problema de control es entonces

Joo(x) 1= sUpJeoz(x), x€E. (2.1.1)
T

La funcién J.(x) da la recompensa maxima esperada descontada sobre un horizonte
a tiempo infinito, cuando se inicia en el estado x. Una politica #* € F* es llamada dptima
81 Joorr (x) = Ju(x) para todo x € E.

Con el fin de obtener.un probletma bien definido asumir todo el tiempo la siguiente
suposicion

Suposicion de Integrabilidad (S/7):

o)

& (x) := supEZ Z Bkt (Xk,fk(Xk)) <o, x€E.
T k=0

Ademads, es conveniente introducir el conjunto
B:={ve M(E)|v(x) < d(x) paratodox:€ E}.

Claramente, J..; € B para toda politica 7. Con el fin de garantizasque el problema de ho-
rizonte infinito es una aproximacién del modelo de horizonte finita; s¢ hace la siguiente
suposicioén de convergencia en todo este capitulo.

Suposicion de Convergencia (SC):

[

lim sup E? Zﬁkr+(Xk,fk(Xk)) =0, x€ckE.

n—oo
T k=n
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Mis adelante se discutird la suposicion de convergencia y se dardn algunas condiciones
simples, 1as cuales implican (SC). Para este propdsito las funciones de acotacion supe-
rior seran importantes. Una funcién de acotacidn superior para un Modelo de Decision
de Markov con horizonte infinito es definido como sigue.

Definicién 2.1.2. Unasfuncion medible b : E — R es llamada funcion de acotacion su-
perior para el Modelo dePecision de Markov con horizonte infinito si existen constantes
cr, 0 € Ry tales que:

(i) r*(x,a) < c,b(x) para todo (x,a) € D,
(ii) [b(x")Q(dx'|x,a) < opb(x)paratodo (x,a) € D.

Introducimos el operador .7, mediante

Tov(x) = sup B fv(x)Q(dX'|x,a), x€E,
acD(x)

cuando la integral existe. El operador,.7; causa‘un tiempo de falla mediante un paso del
tiempo, es decir, -7,v(x) es la esperanza maxima descontada de v(X;) cuando el estado
actual es x. En particular se cumple:

(o]

Y BT (X fulXe)) | = ﬁ”sngf[(S(Xn)] = J5'6(x).

supE?
T k=n

La ultima ecuacion es cierta puesto que d es una funcién desvalor de un Modelo de
Decision de Markov positivo (ver Seccion 2.4) y se aplica lalObservacion 2.3.14. En
particular si v € B entonces .7,v < 6. La Suposicién de Convergencia(SC) también puede
ser expresada mediante la condicién

lim 7)'0(x) =0, x€E.

n—soo

En particular, ahora suponer que el Modelo de Decision de Markov tiene und funcién de
acotacion superior b y recordar la definicién del conjunto

B :={veM(E)|vt(x) <cb(x) paraalgin cecRi}.

Si|| 0 |p< ey Z)b(x) — 0, entonces la Suposicion de Integrabilidad (ST) y la Suposicién
de Convergencia (SC) se cumplen. En seguida definimos oy, mediante

_ o [b()Q(d|x.a)
o (x.,S;I;D b(x) '
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Entonces obtenemos

IO xa)
%b( ) _azD]E)x)B b(x)

b(x) < Boyb(x)

y por induccién

T5'b(x) < (Baw)"b(x).

Ademas se tiene

o)

§(x) <cr ) (Boy)b(x).

k=0

Estas desigualdades implican que (SI) y (SC) se satisfacen cuando oy, < 1. Tal situacién
aparece en el caso descontado, es decir, si la funcién de recompensa estd acotada por
arriba y B < 1. En este caso se.tiene o, < 1.

Las Suposiciones (SI) y (SC).también se satisfacen para los Modelos de Decision de Mar-
kov negativos, es decir, si la funeidon de recompensa satisface r < 0.

Observacion 2.1.1. Se puede demostrar que las politicas dependientes de la historia no
mejoran la recompensa maxima esperada descontada. Mds precisamente, sea Il el con-
junto de las politicas dependientes de la‘histeria para el Modelo de Decision de Markov
de horizonte infinito. Entonces se/cumple qué:

Joo(Xx) = sup Jeox(x) = sup Jor(x), x€E.
neFe wells

Para una prueba ver Hinderer (1970), Teorema 18.4. Este'sesultado también es valido para
Modelos de Decision de Markov positivos los cuales son examinados en la Seccién 2.4.

O

La suposiciéon de convergencia implica las siguientes propiedades.de monotonicidad
de las funciones de valor

I = Ty T, 0,
Jo =supJyr.
T
Lema 2.1.1. Para n,m € Ny con n > m se cumple:
a) Jux < Iz + %m6

b) Jy < -+ TMS.
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Demostracién. Para la parte a) sea T = (fy, f1,...) un politica de infinitas etapas. Mediante
la iteracion"de-zecompensa, para n > m se obtiene

T = T 5,0,

n—1

Y BAr (X, fi(Xe)

k=m

< @0...@m_10+supE§l
T

LG Tp 0+ T8 =y + TS

La parte b) se sigue al tomar#€l supremo sobre todas las politicas en la parte a)
O

En vista del Lema 2.1.1, la Supesicion de Convergencia (SC) implica que las suce-
siones (J,z) y (J,) son decrecientes’débilmente. Se deduce que los limites 1im, e Jyz y
lim,,_,. J,, existen. Ademds, para © € FE=se obtiene

Jooﬂ; N lim J}’lﬂ:'
n—soo

Definir el limite de la funcion de vator mediante

J(x) = lgn Jn(x) <(x)ye x€E.
n—oo
Por definiciéon se cumple que J,,; < J,, para'todo n € N, entonces J.; < J para toda politica
7. Tomando el supremo sobre todas las politicas 7 implica
Jo(x) < J(x),» x€E. (2.1.2)

Notar que en general J # J., y las funciones J,,,J y J» no estan’en B. Sin embargo, J. y J
son analiticamente medibles (ver [5]). El siguiente Lema mueStra que el operador Ly el
limite pueden ser intercambiados.

Lema 2.1.2. Asumir (SC) y sea f € F. Entonces se cumple:
a) 1im,_e LJ,(x,a) = LJ(x,a) para todo (x,a) € D.
b) lim, e TyJ,(x) = F7J(x) para todo x €.

Demostracion. Primero, recordar la definicién del operador L

Lv(x,a) :=r(x,a) —|—ﬁ/v(x’)Q(dx'|x, a), (x,a)€D,veB.

Debido a la definicion de 7 es suficiente probar la parte a). Si la sucesién (J,) es moné-
tona decreciente, la afirmacion se sigue directamente del teorema de convergencia mono-
tona. En el caso general considerar

Win (X) 1= sup Ju(x)

n>m
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para m € N. Claramente las sucesiones (w;,) y (Lw,,) son monétonas decrecientes y por
lotanto 1imy,;,—yco Wy, y 1im,,— Lw), existen. Puesto que, por el Lema 2.1.1,

Win(x) 2 Jn(x) = win(x) — T 6(x)
Lwp(x,a) > Ly (x,a) > Lwy(x,a) — T8 (x)
para toda m~€'N, se obtiene debido a la Condicién (C)

lim wyx) = lim J,,(x) vy lim Lwy,(x,a) = lim LJ,(x,a).
m—ce m—oo m—yoo m—oo

Finalmente, puesto quew,, < 9, se obtiene por el Teorema de convergencia monétona

lim LJy,(x,a) £ lim Lwy,(x,a) = (L lim wy,)(x,a) = (L lim J,,)(x,a).

m—eo n—yo0 m—oo m—oo

Si f~:=(f,f,...) EF~ esuna politica estacionaria, es decir, se usa la misma regla
de decision en cada etapa,.entonces€seribir

Jf = Joofoo = lim c7;10.

n—soo

Del Lema 2.1.2 se obtiene la itexacion de tecompensas de horizonte infinito.

Teorema 2.1.1. (Iteracion de Recompensas). (Asumir (SC) y considerar & = (f,0) €
F x F*. Entonces se cumple:

a) Joomg = %Jooo-
b) JfGIBnyZ :?f.]f.

Como en el Capitulo 1, primero se formula un teorema de, verificacion con el fin de
evitar los problemas generales de medibilidad. El teorema afirma que los candidatos para
la solucién 6ptima del problema (2.1.1) estan dados por puntos fijos del operador .7 de
recompensa maxima.

Teorema 2.1.2. (Teorema de Verificacion). Asumir (SC) y sea v &B un punto
fijo de .7 tal que v > Jw. Si f* es un maximizador de v, entonces

V=Jw

y la politica estacionaria (f*, f*,...) es 6ptima para el Modelo de Decisién+de
Markov de etapa infinita.
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Demostracion. Por suposicion se obtiene
v=Jpv= ﬂf’iv < 9}&0%— TIS.
Haciendo n — odse concluye v < Jp+ < Joo. Asi, la afirmacion se sigue ya que Jo, < v.
O

En lo que sigue se quicte resolver el problema (2.1.1) y al mismo tiempo se quiere in-
terpretar como un ‘“‘caso limit€”, es decir, se quiere tener J = J... Con el fin de garantizar
lo anterior se requiere de la siguiente suposicion de estructura. Adicionalmente se asumen
algunas propiedades de la funcién de valor limite J = lim;,_,0 J,,.

Suposicion de Estructura (SE)Existen conjuntos M C M(E) y A C F tales
que:

(1 0e M.

(i) Siv € M entonces

Tv(x):= sup {r(x,a)+ﬁ/v(x’)Q(dx’|x,a)}, x€E

aeD(x)
estd bien definiday v € M.
(iii) Para toda v € M existe un maximizador f € A de v

vy JeMyJ=7TJ.

En la Seccién 2.2 se dardn condiciones importantes las cuales impliean (SE).

Teorema 2.1.3. (Teorema de Estructura). Suponer que (SC) y (SE) s€ satisfa-
cen. Entonces se cumple:

a) Jo €M, Jow= T Jo Y Ju=J =lim,_,.J, (Iteracion de Valor).

b) Jw es la funcién v en IM N B r-subarmdnica mas grande, es decir, J. es la
funcién v en IM mds grande conv < Jvy v < 0.

c) Existe un maximizador f € A de J., y cada maximizador * de J.. define
una politica optima estacionaria (f*, f*,...) para el Modelo de Decision de
Markov de etapa infinita.

+ iThenticate Pagina 42 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate Pégina 43 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

32

Demostracion. Observar que se tiene J, < J. Las partes (iii) y (iv) de la Suposicién de
Estructura (SE) implican que existe una f* € A tal que Jp+J = .7 J = J. Asi, iterando el
opetador ﬁf* como en el Lema 2.1.1, se obtiene:

J= T8 < ThO+ T8

para toda n.c N. Tomando el limite n — oo resulta

ya que siempre J7+ < Je. Por lo tanto se obtiene

Jo=J =y

y la politica estacionaria (*,'f*,...) es 6ptima. Esto implica las partes a) y c). Para la
parte b) notar que Jo € MU= TJw ¥ Joo < 0. Ahora, sea v € M N B otra funcién
r-subarménica. Entonces

W2 T QT+ TS = Jy+ TNS

para toda n € N. Para n — eo'Sejtiene: v <'J = Jo.

O

La ecuacion Jo, = 7 Jw es llamada la ecuacion de Bellman para el Modelo de Decision
de Markov de horizonte infinito. A veces esta ecuacionde punto fijo también es llamada la
ecuacion de optimalidad. La parte a) del teorema anterior muestra que J.. es aproximado
por J,, para n grande, es decir, el valor del Problema deDecision de Markov de horizonte
infinito se puede obtener iterando el .7 -operador. Esto justifica la nocion de iteracion de
valor.

Observacion 2.1.2. a) La parte c¢) del Teorema 2.1.3 muestra‘que una politica Optima se
puede encontrar entre las mismas estacionarias. Formalmente se‘tiene

Joo = supJy.
feF

b) Bajo las suposiciones del Teorema 2.1.3 la afirmacién inversa de la parte ¢) también
es cierta: si f es Optima, entonces f es un maximizador de J... Esto s¢ puede ver
como sigue: Suponer que f~ es Optima, es decir, J., = Jy. Puesto que Jy = 77/ por
el Teorema 2.1.1 se sigue que ﬂfJoo = Joo = T Jo, es decir, es un maximizadof de Jo..

O
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2.2. ‘Modelos de Decision de Markov Semicontinuos

En esta seceidon se muestran algunas condiciones de continuidad y compactacion que
implican la Suposicion de Estructura (SE) y las cuales son usadas en las aplicaciones. En
lo que sigue considerar £ y A espacios de Borel, D como un subconjunto de Borel de
E x Ay definir

Dj(x) :={a'€ D(x)|a es un punto maximo de a — LJ,_;(x,a)}
paran € NU{eo} y x € E, y'definir por
LsD;,(x) := {a € Ala esfun_punto de acumulacién de una sucesién (a,) con
a, € D (x) parang N}

el limite superior de la sucesion conjunto (D;;(x)). El conjunto D} (x) consiste de las ac-
ciones 6ptimas en el estado x para,un Problema de Decisiéon de Markov de n etapas y
D% (x) son las acciones Gptimaspara el problema de horizonte infinito. Se puede plantear
el siguiente teorema (ver también elTeorema 1'4.1.)

Teorema 2.2.1. Suponer que existe’una funcién/de acotacién superior b con
I'"b — 0, cuando n — oo, || 0 ||< o y=que.las sigliientes condiciones se satisfa-
cen:

(i) D(x) es compacto para todo x € E y x — D(x) €s semicontinua superior-
mente.

(ii) (x,a) — [v(¥')Q(dX'|x,a) es semicontinua superiormente para toda v €
]B;r semicontinua superiormente.

(iii) (x,a) — r(x,a) es semicontinua superiormente.
Entonce se cumple:
a) Joo € B}, Joo = T Jw y J.. = J (Iteracién de Valor).

b) Si b es semicontinua superiormente entonces J. €S semicontinua superior:
mente.

¢) 0 # LsD;(x) C D% (x) para todo x € E (Iteracién de Politica).

d) Existe una f* € F con f*(x) € LsD};(x) para todo x € E, y la politica estacio-
naria (f*, f*,...) es ptima.
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Demostracion. La suposicion (SC) se satisface puesto que 6 € IB%Z y Z'b — 0 cuando
n—.eo. Entonces considerar

D*(x) := {a € D(x)| a es un punto maximo de a — LJ(x,a)}

para x € E. Peimero se prueba que 0 # LsD(x) C D(x)*, x € E. Considerar x € E fijo y
definir parawu€ N las funciones v, : D(x) — RU {eo} por

vp(a) :=LJ,—1(x,a).
Con el Lema 2.1.2 se sigue que el lim,_,o vy (a) = LJ(x,a), para toda a € D(x). El Teorema

1.4.1y las suposiciones 1)#ii1) implican que v, es semicontinua superior, puesto que J,,_1 €
IB%;; y Ju—1 es semicontintia superior. Del Lema 2.1.1 b) obtenemos para n > m

vala) < LU+ . F7718) (x,a) < Ly (x,a) 78 (x)
=V (a)k=Z" S (x).

Asi, se obtiene 0 # LsDji(a)2C D* (%), y

TJ(%)'=) sup Um'v,(a) = lim sup v,(a)

aeD(x)" 2 n= 4eD(x)
= ,}5‘2‘0 T I W(¥) = }glgan(x) =J(x).

La funcién limite J es medible ya‘que J, es medible, asi J € B. Por el Teorema 1.4.1
existen reglas de decision f,;’ € F con f,' € D} (X).para todo x € E y n € N. En vista al
teorema de seleccién medible existe una regla de deeision f,; € F tal que

fi(x) € Ls{f ()} C LD}, (x) €D" ().
Por lo tanto f,; es un maximizador de J y se obtiene
J(x) = Tpd(x) < T70(x) + 7.6 (x)
para todo n € N. Tomando el limite n — oo se tiene J(x) < Jp« (x) <ds(x). Asi, se obtiene

J(x) = Joo(x) y D*(x) = Dw(x), para todo x € E, y la politica estacionaria (f*, f*,...) es
Optima. Ademds, se obtiene para n > m

Jo <Jn+ "8 < J+cTb,

para algin ¢ > 0. Puesto que J,, y .Z)"b son semicontinuos superiormente por el Teorema
1.4.1, el Lema A.1.2 implica que J es semicontinua superiormente.

O
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Corolario 2.2.1. Suponer que el Modelo de Decisién de Markov tiene una funcién b de
acotacion Stperior semicontinua superiormente con Sy, < 1. Si las condiciones (i), (ii)
y (iii) del Teorema 2.2.1 se satisfacen, entonces todas las afirmaciones a)-d) del Teorema
2.2.1 son validas.

La demostracion sefsigue del Teorema 2.2.1, ya que Boy < 1 implica || 0 ||p< ooy
T'b — 0 cuando n = o5y La condicién de convergencia en el Corolario 2.2.1 es cierta
para el caso descontadog(es.decir, r estd acotada por arriba y < 1) y también para el
caso negativo (es decir, r <.0).

Teorema 2.2.2. Suponer quezexiste una funcién de acotacién superior b con
I'b — 0 cuando n — oo, || & ||p<weey que se satisfacen las siguientes condicio-
nes:

(i) D(x) es compacto para’todo x € E,

(ii) a [v(x')Q(dx'|x,a) S senticontifud superiormente para toda v € B} y
para todo x € E,

(iii) a v r(x,a) es semicontinua superiormente para todo x € E.
Entonces se cumple:
a) Jo € B}, Joo = T Jw y J. = J (Iteracion de Valor),
b) 0 # LsDj(x) C D% (x) para todo x € E (Iteracién de Politica).

¢) Existe una f* € F con f*(x) € LsD}(x) para todo x € E, y la pelitica estacio-
naria (f*, f*,...) es ptima.

Demostracion. Notar que las v, también son semicontinuas superiorment€ pero aqui no
se necesita mostrar que J es semicontinua superiormente.

O

El teorema anterior da condiciones que garantizan que se satisface (SE) para el cofi-
junto ]BZ“. Es posible derivar otro conjunto de condiciones involucrando funciones conti
nuas (Usando el Teorema 1.4.2.), las cuales implican la iteracién de valores y de politicas
pero aqui se omiten.
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2.3. Modelos de Decision de Markov Restringidos

Una situacion ventajosa e importante surge cuando el operador .7 es restringido. Aqui
se asume-que el Modelo de Decision de Markov tiene una funcién de acotacién en lugar
de una funcion de acotacion superior la cual, hasta ahora, se ha considerado.

Definicion'2.3.1. Una funcién medible b : E — R es llamada una funcion de acotacion
para el Modelo'de Decision de Markov si existen ¢, o € R tales que

(i) |r(x,a)| <'efb(x) para todo (x,a) € D.
(ii) [b(xX)Q(dX'|x,@) < apb(x) para todo (x,a) € D.

Si b es una funcién ‘désacotacion entonces (By, || - ||5) es un espacio de Banach. La
norma del supremo ponderada || - ||, se ha definido en la Seccién 1.4. S6lo para recordar
esta definicion, aqui para v € IM(E)

[v(®) |
vlp.— Su .
el
Los Modelos de Decision de\Markov Consuna funcion de acotacién by fay, < 1 son lla-
mados restringidos. Se verd en'el.Lema 231 que By, < 1 es el mddulo de 7.

Observacion 2.3.1.  a) Si r estagacotada, entonces b = 1 es una funcién de acotacion.
Siademas B < 1, entonces el Modelo de Decision de Markov es restringido (el caso
descontado clasico).

b) Para cualquier Modelo de Decision de Markovtestringido las suposiciones (SC) y
(SI) se satisfacen, puesto que d € B, y existe unaionstante ¢ > 0 con

[

Y B (X, fe(X))

lim supET
n—oo o
k=n

< ¢ 1im (B0y,)b(x) =0.

O

Lema 2.3.1. Suponer que el Modelo de Decisién de Markov tiene una fuiicion de acota-
cibonbysea feF.

a) Parav,w € B, se cumple:
| Tpv—Tpw lls< Bog [[ v—w |,

| Tv=Twl<Boy[[v=—wl.
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b) Sea 3oy, < 1. Entonces J; = lim,,.. 7;'g para toda g € By, y Jy es el tnico punto
fijo d€ Z en BBy,.

Demostracion.

a) Para f € F se‘obtiene

T Tw(x) <B sup [ (v(a') —w(¥)) Q(dxlx,a)

aeD(x)

<Bllv=wllp sup [ b(x')Q(dx'|x,a).

aeD(x)

Al intercambiar v y w se coficluye

Trw(x) = Tpv(x) <Plly—wlls sup [ b(¥)Q(d¥x.a).

aeD(x)
Tomando la norma del suprémo.ponderada resulta
| T Tywllp € P [v —wp-

Para el segundo enunciado notar que‘para fun€iones g,h : M — R se cumple

sup g(x) — sup () 2 sup ( gf) h(x) ).

xeM xeM xeM

luego

Tw(x)—Tv(x) <B sup (v(x’) — w(x'))Q(dx'[x, a).

aeD(x)

Procediendo de la misma manera como para .7 se deriva la segunda desigualdad.

b) En vista de la parte a), el operador .7 estd restringido en By, y los entinciados se
siguen del teorema del punto fijo de Banach.

O

El siguiente teorema es una version ligeramente fuerte del Teorema de Verificacion
2.1.2 para los Modelos de Decisiéon de Markov restringidos.

Teorema 2.3.1. (Teorema de Verificacion). Sea b una funcién de acotacion, foy, < 1y
v € By, un punto fijo de .7 : B, — By. Si f* es un maximizador de v, entonces v = J y
(f*,f*,...) es una politica 6ptima estacionaria.
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Démostracion. Primero se obtiene v = 7/iv < 7710+ 7.6 de lo cual se concluye que
V= _Jg:, cuando n — oo. De otra manera, puesto que por el Teorema 1.3.2 y el teorema de
punto'fijo de Banach J < 1im,_,. 70 = v, se obtiene completamente que

0

A continuaciémnse, da el resultado importante para los Modelos de Decision de Markov
restringidos.

Teorema 2.3.2. (Teorema de Estructura). Sea b una funcién de acotacién supe-
rior y Boy < 1. Si existe un subconjunto cerrado M C By, y un conjunto A C F
tales que:

(i) 0 M,
(ii) 7 : M — M,
(iii) para todo v € M existe un maximizador f € Ade v,
entonces se cumple:
a) Jo € M, Ju = T Jw y Ju = JIteracion de Valor).
b) J es el unico punto fijo de 7. en M.

¢) Js es la funcién r-superarmonica mds pequeéhay € M, es decir, J» es la fun-
cion mas pequenav € M conv > Jv.

d) Sea h € M. Entonces

n (Bab)n
00 — > — - .
| J thb—l—ﬁab”gh el

e) Existe un maximizador f € A de J, y para cada maximizador f* de J.. define
una politica optima estacionaria (f*, f*,...).

Demostracion. Por el teorema de punto fijo de Banach (Teorema A.3.1), existe una fun-
cién v € M con
v=v y v=Ilim 7"0.
n—soo

Asi, todas las suposiciones del Teorema 2.1.3 se satisfacen, es decir, se ha demostrado a)
y e). La parte b) y d) se siguen directamente del teorema de punto fijo de Banach. Para c),
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notar qué si/f € IM es una solucién de v > .7v entonces por iteracion se obtiene
v> T — Je,
cuando n — oo, de'donde se sigue que v > Je.
O

Asumir que E y A son espacios de Borel y D es un subconjunto de Borel de E x A.

Teorema 2.3.3. Sea b una(funeion de acotacion superior y Boy, < 1. Si se satis-
facen las siguientes condiciones:

(i) D(x) es compacto para todoa-€ E y x — D(x) es continua,
(ii) (x,a) — [v(x')Q(dX'|x,a) escontinua para toda v € B, continua,
(iii) (x,a) — r(x,a) es continuas
entonces se cumple:
a) J. es continua, J., € IBZ y Jo ='J (Iteracién’de Valor).
b) Js es el unico punto fijo continuo de F~en By.
¢) 0 # LsD;(x) C D% (x) para todo x € E (Iteracién de Politica).

d) Existe una f* € F con f*(x) € LsD};(x) para todo x € E ¥ la politica estacio-
naria (f*, f*,...) es ptima.

Demostracion. El Teorema 1.4.2 implica que (i)-(iii) del Teorema 2.372se satisfacen con
el conjunto IM := {v € By|v es continua }. Falta demostrar que IM es cerrado. Suponer que
(va) € M con lim,, e || v, — v ||= 0. Por definicion de || - ||, se sigue que.# converge
uniformemente a ;. Asi, puesto que las 72 son continuas por suposicion, el limite ; es
continuo lo cual implica que IM es cerrado. La iteracién de politica se sigueeomo en el
Teorema 2.2.1.

N
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Capitulo 3

Los Mercados Financieros

En esta seccion se introducen los"mercadogs’ financieros, los cuales aparecen en nues-
tras aplicaciones. Se presenta un méreado financiero a tiempo discreto. Un ejemplo im-
portante es el modelo binomial (ver [2}5[Z] y [24] )s

3.1. Dinamica de Activos y Estrategias.de Portafolios

Se asume que los precios de los activos estan monitoreados @ tiempo discreto. Suponer
que el tiempo es dividido en periodos de tiempo de longitud At y-#; = nAt. La forma més
comun de un precio de un activo es un modelo multiplicativo, es de€ity si S, es el precio
al tiempo #, > 0 entonces

Sn+1 = San+1 .

La variable aleatoria positiva Rn+1 define el cambio de precio relativo S, /Sy entre el
tiempo t, y t,+1. Para un bono sin riesgo, el cambio de precio relativo 52 1/ S0 &s elegido
para ser 1+, con la tasa de interés i, | € R.

Existen dos casos especiales importantes del modelo multiplicativo. El primero €S el
modelo binomial o modelo de Cox-Ross-Rubinstein. Aqui se supone que existe un bonio
con i, =1y una accion con cambios de precios relativos, los cuales son independientes
e idénticamente distribuidos y pueden tomar dos valores: ya sea u > 0 para subirod > 0
para bajar, donde se asume que d < u. Las probabilidades para subir y para bajar son p y
1 — p respectivamente, es decir,

41
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P(R,=u)=p, PR,=d)=1-p.

Las€volucion del precio de la accion se muestra en la Figura 1. Si se quiere modelar
d actives simultdneamente un modelo multinomial es adecuado, es decir, R, puede tomar
valores endu,d}¢ = {z1,...,20a} y

d
con Y2 pr = i pd> 0.

Sou
Sou3
Sou® Seu’d
Sou Seu’d
So Spud Sou’d?
Sed Soud?
Sod? Soud®
Sod®
Sod*

Figura 3.1: Evolucién del precio de un.activo en el modelo binomial

El segundo caso especial importante es una discretizacion del modelo de Black-Scholes-
Merton. En el modelo de mercado de Black-Scholes=Merton estidndar se asume que el
precio de la accion evoluciona de acuerdo a

donde (W}) es un proceso de Wiener, 1 € Ry 6 > 0 son pardmetros’dados. Ast, si se toma
un paso del tiempo At se obtiene

1
Sn+1 = Snexp ((N - EGz)At + GWAt) .

En este caso R, tiene una distribucion lognormal o loan esta distribuida nofrmalmente.
Por lo tanto la versién multivariada es logR, ~ N(a,Y), es decir, logR, tiene ufia'distri-
bucién normal multivariada (el log es tomado componente a componente). Notaf que en
ambos casos especiales se tiene R, > 0, y de este modo se garantiza que el precio de las
acciones se mantendrd positivo con probabilidad uno.
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En 10 que sigue se considera un mercado financiero de N periodos con d activos con
riesgo y un'bono sin riesgo. Asumir que todas las variables aleatorias estdn definidas en
un espacio de.probabilidad (Q2,.%#,P) con una filtracién (.%,) y % := {0,Q}. El mercado
financiero estd‘dade, por:

* Un bono sin rieSgo.con Sg =1ly
0 ._¢0 : _
Sn1 =S, (1 4+ipt1), n=0,1,...,N—1

donde i, es la tasa de interés determinista para el periodo de tiempo [n,n+ 1). Si
la tasa de interés es constafite, es decir, i, = i, entonces SO = (1 +i)".

 Existen d activos con riesgo.y ‘el proceso del precio del activo k estd dado por S’(§ = s’(§

y
Sk =SkRY.,, n=0,1,..,.N—1.

Los procesos (S¥) se asumen’adaptados con respecto a la filtracién (.%, ) para todo k.
Ademds, se supone que Rﬁ {1 > 0P-cs.\paratodo ky n, y que s’(‘) es deterministico.
R’ﬁ 1 es el cambio de precio ffelativo en¢€l intervalo de tiempo [n,n + 1) para el
activo k.

En lo que sigue, se denota por S, := (S}".389), Ry“=(R) ....RY) y 75 := 5(Sp, ..., Sn).
Puesto que (S,) es (.%,)-adaptado se cumplet”" %> C Fparan=0,1,...,N.

Definicion 3.1.1. Un portafolio o una estrategia de inversién-es un proceso estocastico
¢ = (¢2,0,) (Z,)-adaptado, donde ¢? € Ry ¢, = (¢, ..., 0¥ c R paran=0,1,...,N —
1. La cantidad ¢} denota el monto de dinero que es invertidd ex ‘el activo k durante el
intervalo de tiempo [n,n+ 1).

Observacién 3.1.1. Notar que en general no se realiza restriccion e’elsigno de ¢X. En
particular, a ¢* se le permite ser negativo, en tal caso k = 0 implica que'uri préstamo se ha
tomado y que la tasa de interés es la misma para el endeudamiento y prestar En el caso
q),’f < 0, para k # 0, esto corresponde a la venta corta del activo k.

El vector ((l)g, ¢o) es llamado el portafolio inicial del inversionista. El valot del por-
tafolio inicial estd dado por:

d
Xo:= Y 90=90+-e
k=0

donde x-y = Zgzl xxyx denota el producto interno de los vectores x,y € R y e := (1,...,1) €
R4,
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Sea ¢ una estrategia de portafolio y denotar por X,,_ el valor del portafolio al tiempo n
antes-de invertir. Entonces

d
Xy =Xy =) On 1 RE = 0Y | (1+in)+ @1 Ry
=0

El valor del portafolio al tiempo n después de invertir estd dado por
d
Xnt 1= Z (Prlz( = ‘Pz?““])n'e-
k=0

Se escribe Xn¢ cuando.se“quiera tomar explicitamente la dependencia en la estrategia de
portafolio ¢.

Definicion 3.1.2. Una estrategia de portafolio ¢ es llamada autofinanciada si
X,f’f = X,(lﬁ, P—c.s.

para todo n = 1,...,N —T1,.es decir, ld riqueza presente es simplemente reasignada a los
activos.

Considerar estrategias de portafolios autefinanciadas. La condicién autofinanciada im-
plica que las siguientes equivaléneias se cumplen paratodon =1,....N — 1:

X = X, <~ ¢r?+¢n'e:¢no—1(1+in)+¢nfl'ﬁn~

Esta ecuacion se puede usar para derivar una férmularecursiva importante para la evolu-
cion de la riqueza. Esta ecuacion recursiva se deriva de‘la siguiente manera (la condicion
de autofinanciada es aplicada en la dltima igualdad):
n+1
Xop1 =Xo+ ), (X — X, 1)
=1
n+1

=Xo+ 3 (07021 + 0= 0]

n+1

=Xo+ ; <¢t0_]it +¢1- (Rz —e)).

Puesto que 90 = X,, — ¢, - ¢, se puede eliminar ¢ para obtener
Xnp1 =Xn+ (9 in1 + 0n- (Rur1 —e€))

d
= X,(1+in1)+ Y ¢,’f<R,’j+1 1 —in+1>.
k=1
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Cuando e ifitroduce el proceso de riesgo relativo (R,), definido por R, := (R}, ...,R?), y

Rk
Rf=—"" _1, k=1,...d
n 1+ln 9 ) ) )
se obtiene la formulasrecursiva
Xoo1 = (Iine) (Xa+ 00 Ro ). G.1.1)

La ventaja de la ecuacion (3.1.1) es que s6lo la inversidn en las acciones entra en la
ecuacion y (¢,) puede completarse a una estrategia de portafolio autofinanciada. Como
es usual, se tienen que excluit-oportunidades de arbitraje en el mercado financiero. Una
oportunidad de arbitraje es definida formalmente de la siguiente manera (ver [1] y [6]).

Definicién 3.1.3. Una oportunidad de arbitraje es una estrategia de portafolio autofinan-
ciada ¢ = (92, ¢,) con la siguiente propiedad: Xg) =0y

P(X)>00~1, y. P(X)>0)>0.

Ligeramente hablando, una oportufiidad de arbitrdje es una estrategia de inversion sin ries-
go con la posibilidad de una ganancia: En mercadeos financieros reales tales oportunidades
algunas veces existen pero una vez detéctadas los.inversionistas pronto las disipardn. El
siguiente teorema caracteriza la ausencia d€ oportunidades de arbitraje. Muestra que el
mercado financiero es libre de oportunidades de\arbitraje si y sélo si no existe localmente
oportunidad de arbitraje. Esta propiedad es importante cfiando se reducen problemas de
optimizacion multiperiodo a problemas de un periodo.

. o . o o
Teorema 3.1.1. Considerar un mercado financiero de N perp@s. Los siguientes
dos enunciados son equivalentes:

a) No existen oportunidades de arbitraje
b) Paran=0,1,...,N — 1 y para todo ¢, € R?, .%, — medible, se cumple:

O -Rypy1 >0 P—cs. = Op-Ry1 =0 P—cusl

Demostracion. Primero suponer que existeunn € {1,...,N} yun ¢ € R?, .%, | —médible,
tal que
©-R,>0P—cs y P(¢-R,>0)>0.

Entonces se puede construir una estrategia arbitraria ¢ como sigue:
_ @ sik=n-—1
O = { ’

0 de otro modo.
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Entonces X? | = ¢%  + ¢, 1-e=0y X = (1+i,)(¢-R,). Luego, P(X,) >0) =1y
IP’(X,? > 0) > 0. Puesto que x) = (I4+ip41)---(1+ iN)X,?, la estrategia ¢ es una estrategia
de arbitraje.

Con el fin'de mostrar la implicacion inversa, suponer que existe una estrategia de arbitraje

(P = (‘Pr(z)a(Pn) Sea
m:=min{ n|P(X? >0)=1yPX? >0) > 0}.

Entonces m > N'porsuposicion. Definir ¢ :=1 }¢m—l- Entonces @ es .%,,_ | —medible

X3 <0
y se puede considerarda estrategia de portafolio y la cual invierte las mismas cantidades
como ¢ desde el tiempos0 a m — 2 y al tiempo m — 1 la cantidad ¢ en los activos con
riesgo. Se tiene

X = (1+in) (X9, + - Ry).

Puesto que P(X,, > 0) = 1 se'sigue que @ -R,, > 0, P — c.s. Por definicién de m se tiene
]P’(X,fi_l =0)=16 P(Xrﬁ_l < 0) > 0. En el primer caso se obtiene

P(@-R,{ >0) =P(X? >0) >0

y en el segundo caso se tiene/ P(¢" R,, >,0)> IE”(X,fz_1 < 0) > 0. Con todo esto se ha
mostrado P(¢ -R,, > 0) = 1 y P(¢™R,, > 0)2>.0, lo cual implica el enunciado.

O

Observacion 3.1.2. Cuando las variables aleatorias R{,., Ry son independientes y .%,, :=
F3 = 0(8y,...S,) = 6(Ry,...,R,) se obtiene la sigui€nte, caracterizacién de la ausencia
de arbitraje: Paratodan =0,1,...,N — 1 y para todo ¢ &R’ se cumple:

@R, 1 >0 P—cus. = O Ry 1=0, P—c.s. (3.1.2)
Notar que aqui ¢ es deterministico. No es dificil ver que este enunciado es equivalente al
Teorema 3.1.1 parte b). La demostracion es como sigue: El Teorema 3.1.1 parte b) implica

(3.1.2) ya que cada ¢ € R es .%,-medible. Ahora suponer que (3'1.2) se cumple y que
¢ € R es .%,-medible tal que

Gy Rui1>0 cs. y P(@y Rupr >0)>0.

Definir ¢, := E[¢,] € R. Entonces se obtiene E[¢, - Rn11 | Rutr1] = @ Ruy1 >0R-cs.y
P(@, - Ry 1 > 0) > 0, lo cual es una contradiccién.
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Ejemplo 3.1.1. En el mercado financiero binomial, una condicién necesaria y suficiente
para la falta’de-oportunidades de arbitraje es que los pardmetros del modelo satisfagan

d<l+i<u

Esto puede ser visté cemo sigue. Primero notar que ¢ R puede tomar los valores

d u

¢(1_+i_1) y ¢(1_+i_1)'

Asi, sid < 141 < u, entonces
ORy. 20 — ¢=0
y por lo tanto se cumple que ¢R; =0. Siu >d > 1+, se obtiene para todo ¢ > 0 que
OR; >0 y=R(¢R; >0) > 0.

Similarmente, si 1+ i > u > d seftiene paratodo ¢ < 0 que ¢R; >0y P(¢R; > 0) > 0.
Todo esto junto demuestra el enun€iado:

3.2. Funciones de Utilidad y Utilidad-Esperada

En general una funcién de utilidad es un mapeo U : domU —+R el cual es aplicado a un
resultado variable de una inversion. En particular, si se tienen des variables aleatorias X y
Y, podemos compararlas mediante la comparacion de EU (X) conEU (Y) donde el valor
mas grande es preferido. Una U razonable debe ser creciente, lo cualsignifica que mds
dinero es mejor que menos dinero. Muchas veces también es asumide’que U es concava,
lo que significa que para un individuo la utilidad marginal de riqueza es_decreciente.

Definiciéon 3.2.1. Una funcién U : domU — R es llamada funcion de utilidad si U es
estrictamente creciente, estrictamente concava y continua en domU .

Si domU es un intervalo abierto, entonces la concavidad de U implica que U también es
continua. Si domU = [0,0), entonces U es continua en (0,o0) y suponer que U también
es continua en 0 por la derecha.

Si un inversionista elige U(x) = x (lo cual no es una funcién de utilidad por definicion)
entonces se dice ser neutral al riesgo ya que no se hace ninguna consideracién por el
riesgo. Las siguientes funciones de utilidad son estandar:

a) Utilidad logaritmica. Aqui se tiene U (x) = log(x) y domU = (0,00).
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2,
) . o 1 .
bﬁ(;lzdad potencia. Aqui se tiene U (x) = }xy y domU = [0,e0) cuando 0 < y < 1. Si
@0 tenemos domU = (0, o).

1
c) Util@xponencial. Aqui se tiene U (x) = —;/e"’x cony>0ydomU =R.

dtica. Aqui se tiene U (x) = x— yx? para y > 0y domU = (—oo, (27)71).

o es creciente para x < (2y) L.
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Capitulo 4

Aplicaciones a Finanzas

4.1. Problemas de Optimizacion Financiera

La teoria de Procesos de Decision-de-Markov,.que ha sido presentada en el Capitulo
1, ahora serd aplicada a algunos problemas_seleccionados de optimizacién dindmica en
finanzas. El modelo bdsico subyacente esel mercadofinanciero del Capitulo 3. Asumir
que los inversionistas son pequefios y no pueden influi’en.el proceso de precios de los
activos.

4.1.1. El Problema de Optimizacion de un Periodo

Se verd el problema de maximizacién de utilidad de un periodo (vex [6]). Para facilitar
la notacién omitir el indice de tiempo en ij, R y R y escribir i, R\y.R. Suponer que se
tiene un inversionista con funcién de utilidad U : domU — R y riqdeza inicial x > 0.
Denotar por

Alx) := {(¢°,¢) eR|0%(1+i)+¢-RedomU c.s, 9°+¢-e §x}

el conjunto de estrategias de portafolios admisibles de un periodo. Una formulacion,sen-
cilla del problema de maximizacion de utilidad de un periodo es

sup EU(¢°(1+i)+¢-R). 4.1.1)
PEA(x)

Por lo tanto, el inversionista maximiza la utilidad esperada de su inversion bajo la restric-
cién de que el retorno estd en el dominio de la funcién de utilidad con probabilidad uno

49
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y due se satisface el presupuesto restringido ¢° + ¢ - ¢ < x. Con el fin de tener un modelo
bien.definido hacer la siguiente suposicién de integrabilidad, donde || x ||:= |x{|+- - -+ |x4]
paraxc,RY.

Suposicion: E || R ||< co.

Obviamente EE || Ri{< o es equivalente a E || R || < . Puesto que U es céncava, la funcién
de utilidad puede ser acotada por arriba mediante una funcién lineal afin ¢,(1 + x) con
¢y € Ry. Asi la suposicidn implica que

EU(¢°(1%9) + ¢ -R) < c,(14+0°(1+i)+ 0 -E||R|) < oo

para todo (¢°,¢) € R!*¥. Lasiguiente observacion es simple, pero crucial. Suponer que
(¢°,¢) es un portafolio con ¢° 4@ e < x. Entonces se puede construir un nuevo portafolio
invirtiendo la riqueza restante x ~ ¢° — ¢ - e en el bono. Este nuevo portafolio se denota por
(0%, 0) := (x— ¢ - e, ) Puesto que Tas funciones de utilidad son estrictamente crecientes
se obtiene que

EU(@° (14 D)% ¢ -R)>BU(¢°(1+i)+ ¢ -R).

En vista del problema (4.1.1) se(puede concluis, sin pérdida de generalidad, que la res-
triccién presupuestaria puede ser formulada como.¢” 4 ¢ - ¢ = x lo cual permite eliminar
la componente del bono y obtener un problema_no_restringido. De las consideraciones
anteriores se puede escribir

o°(1+i)+ ¢ -R=X! = (1+T)(*% 0 - R).

Por lo tanto, las inversiones admisibles de un periodo en loss@ctivos con riesgo estan dadas
por
D(x) := {a eRY(1+i)(x+a-R) € domU P—c.s.} .

Para a € D(x), la cantidad invertida en el bono estd dada por x — a" e. Por lo tanto cuando
se define

u(x,a) :=EU ((1+i)(x+a-R))

una formulacién equivalente de (4.1.1) es

v(x):= sup u(x,a). (4.1.2)
aeD(x)

El siguiente resultado muestra que la ausencia de oportunidad de arbitraje eS“equiva-
lente a la existencia de una solucién 6ptima para el problema (4.1.2).
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Teorema-4.1.1. Sea U una funcién de utilidad con domU = [0,%0) o domU =
(0,00). Entonces se cumple:

a) No existen/oportunidades de arbitraje si y s6lo si existe una funcién medible
¥ domUF=R? tal que

u(x, f*(x)) =v(x), x€domU.

b) La funcién v(x) es-estrictamente creciente, estrictamente céncava y continua
en domU .

Observacion 4.1.1. La solucion 6ptima del Teorema 4.1.1 del problema de maximizacién
de utilidad de un periodo es unica siw€l mercado financiero es no redundante, es decir, no
existe un activo que pueda ser perfectdmente replicado mediante una combinacién lineal
de los otros activos.

Considerar que la funcion de utilidad,en el problema (4.1.2) estd dada por
U(x) =logx, #€on domU = (0,c0)

y una riqueza inicial x > 0. Puesto que sera/mds conveniente trabajar con fracciones de
dinero invertido, esto es, considerar la transformacién a'=.0x, se define el conjunto de
fracciones admisibles por

A= {a eRY(14+i)(1+a-R)>0 [P—c.s.},
en lugar de considerar
D(x):= {a eRY(1+i)(x+a-R) € domU ]P’—c.s.} :
Lo anterior se debe a que
(14+i)(x+ox-R) € (0,00) =3 (1+a-R)>0.
Ahora, el problema de optimizacién de un periodo (4.1.2) es:

v:=supElog(1+ a-R). (4.1.3)
oEA

En el caso de invertir en una accién y que el procesos de precios siga el modelo binomial,
el problema de optimizacion (4.1.2) se reduce a
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sup plog<1+ia(u—l—i)>—|—(1—p)10g<1—l—ia(d—1—i))
op<o<oy
donde
L C 2 AN € SN
TS Y T

Asi, la fraceién Optima la cual es invertida en la accion es de la forma

« . p l—p
= (1 ( _ ) 4.1.4
o=\ T a1 (4.14)

Considerar una rigueza inicial de x = 1000, con una tasa de interés de i = 0.04. Supo-
ner el proceso de preéios«de la accién sigue el modelo binomial, con P(R = 1.05) = .7 y
P(R = 1.035) = .3. Entoficgs, a* := 114.4 y

¢ = (209.7528,790.2472).
Ver Apéndice B (Cddigo 1).

4.1.2. El Problema.de Consumo-Inversion
Se considera el problema de consumoye inversion con horizonte de tiempo infinito

(Ver Cap. 2).

Un inversionista desea asignat st tiqueza aetual x entre consumir la cantidad a e in-
vertir la cantidad x — a. Asumir que 10s préstamos no son permitidos.

Al inicio de cada periodo k = 0,1,2,..., puede decidir cuanto del capital consumir y
cudnto invertir. La cantidad que se invierte estd evaluada, por una funcién de utilidad

3
U(x):= ﬁxms, para x >(0.

Aqui, el estado x del sistema es el capital disponible. La accion a = f(x) es la cantidad de
dinero la cual es consumida. La funcion de recompensa estd dada per

r(x,a) :=U(x—a),
y el proceso de riqueza evoluciona de la siguiente manera
Xn+1 = (Xn _f(Xn)) 'Zny

esto es, la riqueza al tiempo n+ 1 es proporcional a la cantidad invertida en el tiempo n,
donde se supone que Z, son variables aleatorias independientes e idénticamente'distribui-
das independientes de la riqueza inicial Xy y ademas

Zo ~N(1.05,0.6) siz>0,
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en cualqtiierotro caso, Zp = 0. Luego, (a,x—a) = (a,, X, —a,) es la estrategia de consumo-
inversion, €sto-es, x, — a, y a, son .%-medibles, donde 0 < a < x para toda n € N. El
objetivo es maximizar la recompensa total esperada descontada

(o)

Y BEr (X, fe(X))

k=0

Joor(x) :=EF (4.1.5)

sobre todas las reglas deginversion permitidas @ = (fo, fi,...) € F*, considerando el fac-
tor de descuento 8 = 0.99.

Se describe el problema cemo_un Problema de Decision de Markov de la siguiente

manera.

e Tomar E =A = [0,e0) y D(x) = [0, x],'para toda x € X;
e Laley de transicién Q estd defiida como
Tp2&(p/u)dy sia#0,

IB(O) sia:O,

Q(B|x7a) -

donde (x,a) € D, B € #(E), & es la densidad de Z; y)Mp es la funcién indicadora de
B € AB(E);

e La funcién de recompensa r : D — R estd dada por

3

% (x o a)0A75

si x # al
r(x,a) =
0 six=a.

Notar que D(x) es compacto y r(x,a) es continua en a € D(X), para todo x € E.
También, observar que r no estd acotada y que

sup r(x,a) = sup r(x,a)
a€l0,x] a€l0,x)

3 0.75
= sup ——(x—a)”"
acl0.x) 0.75

_ 3 0.75
075"

si x > 0, y cero en otro caso. Por lo que
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%xms six#a,
sup r(x,a) =

aeD(x) 0 six=a.

Luego,

Tor(xza)y= sup B [ r(x,a)Q(dx'|x,a)

a€[0,x)
3
= sup 0.99 —— (x)*PQ(X|x,a)
as0x) (0,00) 0.75
— (3)(099) sup (a . S)0'75§ (S)dS

(3)(0.99) / PP 5((x—1.05)/0.6)2 0.75
75 Oy sovaee )z )

— (0:99)(1,00667) (oiﬁ)xms

3
— (0.9966033) (ﬁ)xm.

De manera similar, por induccién, se tiene

3
Tr(x,a) = (0.9966033)" <ﬁ)x°~75, para todo n = 0,1,2, ...,y x > 0.

Entonces, para x > 0,

[}

> 3
Trr(x,a) = (== )07 ¥ (019966033)",
3 (675)"" &

lo cual converge, esto es,
lim .7)"'r(x,a) = 0.

n—oo

Por lo tanto se tiene SI'y SC.

El siguiente lema permite obtener las funciones de valor J,, y su demostracion se pue-
de encontrar en [17, Seccién 3.6].
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1
Lema 4.1.1. Sea 6 := [Bm,]7 . Entonces
Jo(x) =0 paratodox € E,
1-61""
{Gn_l—en] é—’,x” six>0,
It = 1= (4.1.6)
0 six=0,
paran =1,2,.... Ademas, lasyreglas de decision de f, estdn dadas por
1— Onfl
fn(x)zl—enx paratodox € E, n=1,2,.... 4.1.7)
U

Por lo tanto, de (4.1.6) se tiene que da _funciénide /valor 6ptima J.. del problema de
control en (4.1.5) es, para x > 0,

1-6\]b
Joo(x) = exp {(}/— l)ln< 5 ﬂ ;x”
B 1 — 1013703\ ] “3= o5
- {<0'75 1)111( ~1.013703 )} 075

=11.73097x%7

y Jw(0) =0, y la politica 6ptima estd dada por & = (f*, f*,...), con

X X
* = 1, = — = —
Fr0) = Jim () =6 = 1 o13708°
ver [15, Teorema 4.5].
En el caso particular de que se tenga una riqueza inicial x = 10,000, entonces

7T = (9864.823,9864.823,...),

es decir, se debe consumir solo el 1.35 % de la riqueza.
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4,2. Problemas de Paro con Horizonte Finito

Se/considera un problema de paro estacionario de horizonte finito N. Notar que siem-
pre se‘tiene que parar, es decir, si no se para antes del tiempo N se debe parar al tiempo N.
Asumirgue el proceso de estados estd dado por un proceso de Markov (X;,) (estacionario)
sobre un €spacio de estados general E con una o-dlgebra & y con kernel de transicion
(QX). Todoel tiempo que el proceso no es parado, se obtiene una recompensa medible
B"r(X,) la cualdepende de la etapa n, para un factor de descuento f8 € (0, 1]. Si el proceso
es parado al tiempo#; la recompensa medible "¢ es recibida. Como en cualquier proble-
ma de decision se tiene que definir la informacidn con respecto a la cudl se elige el tiempo
de paro. También, se_asume que la decision sélo puede depender de la observacion del
proceso (X;). Asi, denetat.por (.%#,) la filtracion generada por el proceso (X,), es decir,
g\n = G(Xo, ...,Xn).

Definicion 4.2.1. Un tiempo aleatorio 7 : Q — Ny U {eo} es un (.%,)- tiempo de paro si
para toda n € Ny
{r <n} e 7.

Esta condicion significa que\se requiefe observar el proceso (X, ) hasta el tiempo n, para
poder decidir si T ya ocurrié.e.no. En tiempo discreto la condicién es equivalente a {7 =
n} € %#,, paratoda n € Ny. En‘lagfaplicacignes, considerar la filtracién generada por (X,,).
Asi, si se elige un tiempo de paro 7 con Pi(#°< N) = 1, para todo x € E, se obtiene la
recompensa

T—1
Re:=Y B r(X:)+ BF&(Xz).
k=0

Con el fin de obtener un problema bien definido, sesfiecesita la siguiente suposicion
general:

Suposicion (By): Parax € E

T—

1
sup E, Z Bt (X)) +Bg T (Xuer)| <o, 0<n<N.
n<t<N k=n

Cuando se escribe E,, (o E, para la forma corta de E,), la esperanza es-tomada con
respecto a la medida de probabilidad inducida por el proceso de Markov (X},) dado.X,, = x.
El problema es encontrar el valor

Jy(x) := sup E;[R] (4.2.1)

T<N
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donde el“supremo es tomado sobre todos los tiempos de paro 7 con P, (7 < N) = 1, para
todo x € E-Un-tiempo de paro 7" < N es dptimo si paratodo x € E

Iy (x) :=Ex[Re+].

Con el fin de establecer la conexion al problema de paro en (4.3.1), la siguiente rela-
cion entre tiempos d€ paro y politicas en el Modelo de Decisiéon de Markov es crucial:
Suponer que 7 = (fo; = fiv—1) es una politica arbitraria para el Modelo de Decisién de
Markov y definir

o7 .= inf{n € No|fn(X,) =1} AN.

El tiempo aleatorio T es un tiempo (.%,) de paro porque

{Tﬂ; = n} = {fo(X()) = (), --~7fn—1(Xn—1) = O,fn(Xn) = 1} € Fy.
Por construccién esta acotado por N..7; es llamado un tiempo de paro de Markov puesto
que m = (f,) es Markoviana.
De otra manera, suponer que 7 es un (.%,) tiempo de paro. Entonces, por definicion existe
una funcién medible f, : E"t! — {0, 1},'para toda n € Ny, tal que

1[1,':}’[] = fn(XO,Xl 5 "'7XI1)'
Asi, T se puede representar por una politica dependiente de la historia @ = (fp, ..., fy—1)-
En particular se cumple que

Tr—1

Jox(x) =Ex | Y BFr(Xe) +Bg(Xz,) B[R] = Ex[Re].
k=0

Del Teorema 1.2.1 ya se conoce que en Modelos de'Decisiéon de Markov la politica
Optima puede ser encontrada entre las politicas de Markov. Pordo tanto se puede concluir
que el tiempo Optimo de paro, si existe, puede encontrarse entré los tiempos de paro de
Markov. Asi, se sigue que Jy := sup,Jor (el valor del modelo‘dé/Decisién de Markov)
es el mismo que Jy (el valor del problema de paro) y que una politica 7*, si existe,
define un tiempo de paro éptimo. Ademds, esta discusion revela que la,Suposicion (By) es
equivalente a la Suposicion (Ay) para el correspondiente Modelo de Décision de Markov.
Con todo esto junto se tiene el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Se cumple que
a) Jo(x) = Jy(x) para todox € E.

b) Suponer que ©* = (f;,..., fy_;) es una politica 6ptima para el Problema
de Decision de Markov y definir el tiempo de paro

v :=inf{n € No|f, (X,) =1} AN,

entonces T* es 6ptimo para el problema de paro (4.2.1).
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De manera andloga se puede mostrar que Jn es la recompensa maxima esperada para
el'preblema de paro y el problema a resolver es

-1

Iy (x) := sup Ey Z ﬁkr(Xk) +B%¢(X:)|, x€E,
<N k=0

donde el stipremo es tomado sobre todos los tiempos de paro 7, los cuales satisfacen

P.(t < N) =d~para todo x € E. Este problema también se puede formular como un Pro-

blema de Decision"de. Markov (caso no estacionario).

Teorema 4.2.2¢ Suponer que un problema de paro estacionario con horizonte
finito N estd dadd. Entonces se cumple:

a) Jo=gyJp=FJp1,paran=1,....N donde
Tv(x) = méx{g(x),r(x)+[3/v(x’)QX(dx’|x)}, x€E.

b) g <J, <Jyy1,péara toda n)e No.
c) Definir d,,(x) := g(x) — r(x) = Bof J,_1 (') Q¥ (dx'|x) paran =1,...,N.
Entonces tenemos la siguiente récursion

Aot () S () — B, () Q¥ (X o).

d) Considerar Sy := {x € E|J,(x) = g(x)} ¥ definir f,(x) := 15:. Entonces
Sy =E, S, ={x € Eld,(x) >0}y S;,; CSy.La politica (fy, ..., f{) es
Optima y el tiempo de paro

T = mfn{l’l S {0, 177N}|Xn € S;]_”}

es Optimo para el problema de paro (4.2.1).

Lainclusion S, | C S, significa que la tendencia a parar es no decreei€nte conforme pasa
el tiempo.
Demostracion.

a) Se sigue del Teorema 1.5.2 (caso estacionario) como en el caso no estacionario.

b) Ya que por la parte a) J, es el maximo de g y alguna otra funcién, el enunciado J,, > g
es claro. Puesto que g = Jy < J; y debido al hecho de que el operador de recompensa
maxima esta preservando el orden (Lema 1.3.1c)) se sigue que J, < Jy41.
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c) Priméromotar que
1) = g(x) —c(x) = B [ g0 (@¥ ).
Por la parte a)+y lardefinicion de d,, se tiene
Jn(x) = g(x) +d, (x). (4.2.2)

Asi, se obtiene
i1 (x) = g2) e ~ B [ 110 (d¥
—5(x) — (IS [ ¢ Q¥ (@)~ B [ d ()0 (@)

y el enunciado se sigue.

d) Esta parte se sigue de nuevo del'Teorema 1.5.2 y el resultado de monotonicidad en la
parte b).

4.2.1. Precio de Opciones Americanas

Una subclase muy importante de los Preblemas ‘deDecision de Markov que se consi-
deran son los problemas de paro 6ptimo. Ahizun Procesolde Markov (X;,),cn estd dado,
el cual no puede ser influenciado por el decisor. Sin embargo, este proceso tiene que ser
parado en algiin punto del tiempo 7 y entonces una recompensa g,(X,) es obtenida. Asf,
la sola decision en cada punto del tiempo es si el proceso debg/Continuar o parar. Una vez
parado, no es necesario una decision adicional. Algunas veces s€ paga un costo o se obtie-
ne una recompensa adicional, siempre que el proceso no sea parado. Por supuesto, el fin
es encontrar un tiempo de paro tal que la recompensa de paro esperadajsea maximizada.
Se considera el caso de un problema de paro con un horizonte finito. Seasume que el de-
cisor tiene que parar a mds tardar al tiempo N. El problema se introduce usando tiempos
de paro y entonces se muestra como puede ser formulado como un Problema.de Decision
de Markov. Debido al simple espacio de acciones se desprenderia que la supesicion de
estructura siempre se satisface con el conjunto de todos los mapeos medibles-einmedia-
tamente se obtiene un algoritmo.

Una aplicacion cldsica de problemas de paro 6ptimo en finanzas son las opciones Ameri-
canas. Con el propésito de encontrar el precio justo de una opcién Americana y su tiempo
optimo de ejercicio, tenemos que resolver el problema de paro 6ptimo de horizonte fini-
to N. En contrates a una opcién Europea, el comprador de una opcién Americana puede
elegir cualquier tiempo, incluyendo el tiempo de expiracidon N, para ejercer la opcion. Se
considera el modelo binomial como un mercado financiero subyacente con la suposicién
d < 1+i < ulo cual implica la no oportunidad de arbitraje y la existencia de una unica
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medida . Esta medida es usada para precios y también es llamada medida de probabi-
lidad-neutral al riesgo (ver [23] y [29]). Bajo Q, la probabilidad de un movimiento de la
accion esta dada por

C1+i-d
 u—-d

Se consideran opciones Americanas generales con fecha de expiracion finita y se con-
centra en el caso de opciones con trayectorias independientes.

(4.2.3)

Opciones Americanas

El andlisis se concentra-en trayectorias independientes de opciones Americanas, es
decir, el proceso (X,) quertiene que ser parado estd dado por el proceso del precio de la
accion X, = S,,. Una trayectoriaindependiente de una opcion Americana da el pago A(S,)
si es ejercida en el tiempo n, es decir, la funcién de pago depende sé6lo del precio actual de
la accién y no de su trayegtoriay La fecha de expiracion se asume que es N. Sin embargo,
la opcién nunca puede”ser ejercidas-eny dicho caso el pago es cero. Asi, es facil ver que
no es 6ptimo ejercer cuand0./(S,) <)0 y, de manera equivalente, podemos elegir h™ (S,)
como pago. Denotar 8 := (1% i)~ !. Bl tiempo de esta opcién es entonces calculado como

sup ES(B TR (Sc)].

TN
donde el supremo es tomado sobre todos los tienipos de paro T con P(t < N) =1. 5y =x
es el precio de la accidén al tiempo céro y la esperahza es tomada respecto a la medida
neutral al riesgo Q. Este problema de paro puede se€r formulado como un Problema de
Decision de Markov. Los datos del problema de paroomn:

* E:=1R,, donde x representa el precio actual de la aécidn,

A :=1{0,1}, donde a = 0 significa continuar y a = 1 significa ejercer,

QX (B|x) = g6w(B) + (1 — q)8.a(B), x € E para conjuntos“de Borel B donde g es
dado por (4.2.3),

o ry(x):=ht(x)yr(x) =0,
o B:=(1+i)"1€(0,1] es el factor de descuento.

Notar que cuando Sy es el precio inicial de la accién, entonces al tiempo n en ¢l modelo
binomial los unicos precios de la accion estdn dados por

{Sou*d" ¥k =0,...,n}.
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La suposicién (By) se satisface ya que
sup, B3 [Z Bret (X)) + BT (Xo)] <EZ Zh* Xp)]
n<T<N,

porque X; solo puede_tomar un nimero finito de valores posibles con probabilidad posi-
tiva para todo k = 15..47N. Ademds, la siguiente iteracién de valor se cumple para este
problema.

Algoritmo de Precios dé Opciones Americanas.
Suponer que la funcién de‘pago estd dada por 4.

1. Considerar n := 0 y defigicpara x € {Sod*u" %0 < k < N}:
Jo(x) :==h"(x).

Considerar fj(x) := 1 si i(x) > 0y~ (x) := 0si h(x) <O0.

2. Sustituir  por n+ 1 y caléular para tddox € {Sod“u""¥|0 <k <N —n}:
Ju(x) 1= max {h+(x), Blau 1 () ¥ (1 q)J, 1 (xd)) }

Considerar f;(x) := 1 si J,(x) = ht(x) y cero de dtro modo.

3. Sin =N, entonces la funcién de valor Jy(Sp) esta caleulado y una politica
éptima 7* estd dada por ©* = (fy,..., f;, fo ). De otfa.manera, ir al paso
2.

El precio de la opcién Americana, al tiempo n, estd dado por 7, (Sy)"= Jy—n(Sn)
y un tiempo 6ptimo de ejercicio para el periodo de tiempo [n,N| e§

T = inf{k € {n,...,N}|fi_o(Se) = 1}.

Notar que si se considera inf® := N + 1, entonces 7,, = N + 1 significa que la opcién nunca
se ejerce. La siguiente iteracion es equivalente y da el mismos valor.

Jo(x) :=ht(x)
J(x) = max {h(x), B(qJn—1 () + (1 — g)Ju_y (xd)) }
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Desde un punto de vista numérico es importante que, en cada punto del tiempo n, sélo
un subconjunto de los precios de la accién en E pueda ser alcanzado y que es razonable
calcular.el valor de la funcién sélo en esos precios. De hecho, ésto estd en el algoritmo.
El pago inmediato h(x) que es obtenido cuando se ejerce la opcién es llamado el valor
intrinseeo dela opcion.

Opcion de compra Americana

Se considera,upa opcion Americana de compra con precio de ejercicio de $118. Se
sabe que el precio deliactivo es de $100 y se considera el modelo binomial como el
mercado financiero. /€udl es el momento ptimo para hacer uso de la opcién Americana
de compra?

Puesto que se considerd el modelo binomial como mercado financiero, se deben esti-
mar los valores de u 'y d. Ademds, se debe conocer la tasa de interés en cuestion.

Después de realizar un andlisis estadistico de los precios del activo se ha determinado
que el cambio de precio relative es de 1.1 y 0.9, para subir y para bajar, respectivamente.
Se sabe que el precio d€l/activo actual-es de $100 y la tasa de interés en el mercado es del
3% por periodo. Luego, setienen losisiguientes datos:

e Sp =100,
e u=1.1yd=0.9,

e | =0.03,
o N=4,
e K=118.

Por lo tanto, se considera § = 0.97, ¢ = 0.65 y la funeién de utilidad h(x) = x — 118,
donde x es el precio del activo.

Se utiliza el Algoritmo de Precios para Opciones Americanas y el Programa R para
calcular los posibles precios del activo en cada etapa del tiempo n, También, se calcula
", ,(Sy) y 7. Los 15 precios posibles del activo son

{146.41,133.10,121.00,119.79,110.00, 108.90, 100:00,
99.00,98.01,90.00,89.10,81.00,80.19,72.90,65.6 1}

y se muestran en la Figura 4.1 (ver Apéndice B, Cddigo 2-1).
Considerar n = 0 y definir para x € {146.41,119.79,98.01,80.19,65.61}:

Jo(x) :=h"(x),
de donde se tiene

Jo(146.41) =28.41 y Jo(119.79) =1.79
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146.41

119.79

98.01

80.19

65.61

Figura 4.1: Evolucién del precio de wn"activo en el modelo binomial en 4 etapas con precio inicial

So=100,u=1.1yd=0.9.

y para x = 98.01,80.19,65.61 se tiene Ji(x) = 0. Por lo tanto, f;" (x) := 1, si x = 146.41
6 x=119.79, y en cualquier otro €aso,se tiene fO+ (x) := 0 (ver Apéndice B, Cédigo 2-2).

Abhora, calcular

Jo(x) := max {h+(x>, By u) = g)J, 1 (xd)) }

para todo x € {100.00,90.00,110.00, 81.00;99:00, 121.00,72.90, 89.10,108.90, 133.10},
con 3 ~0.97,g=0.65y h(x) =x— 118, para#i = 1,2,3,4. Bl Cuadro 4.1 muestra los va-
lores de J,,(x) para cada posible precio de x, para las etapas w#=Y0, 1,2,3,4. (ver Apéndice

B, Cédigo 2-3)

Jo Ji Np) J3 J4
28.41 | 18.54 | 12.08 | 7.87 | 5.12
1.79 | 1.13 | 0.71 | 0.45 | 0.00
0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00

Cuadro 4.1: Valores de J,,

El Cuadro 4.2 muestra que la politica 6ptima es ©* = (£, /5, f5, f1, f5) = (0,0,0,0, 1)ssi
el precio es x = 146.41. También, del Cuadro 4.2 se observa que si en la etapa 4 el precio
del activo es de 146.41, el precio de la opcién al tiempo n = 0 es

7 (So0) = Ja(So) = J4(100) = 5.12
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y el tiempo Sptimo de ejercicio es TF = 4, es decir, en la etapa N = 4, con una ganancia

h(146.41) = 28.41.

NP [ ) [ Bladr () + (1~ gy ) [ () [ i)
4 10.4146.41 | 28.41 28.41 1
3 | 1¢\33.1 15.1 18.54 18.54 0
212 121 3 12.08 12.08 0
113 110 -8 7.87 7.87 0
014 100 -18 5.12 5.12 0

Cuadro 4.2:-Valores de f* si el precio del activo es x = 146.41

El Cuadro 4.3, en el caso de“que el precio del activo en la etapa 4 sea x = 119.79
y en la etapa 3 haya side de [33.1, muestra que la politica 6ptima también es 7% =
(f5, 15,050 1f5) = (0,0,0,0, 1)..DebhCuadro 4.3 se puede observar que el tiempo 6p-
timo de ejercicio es 7" =4 es decir, gn la etapa N = 4, con una ganancia

h(119479) = 1.79.
Sin embargo, el precio de la opcién al tiempo.m:= 3 es

7173(53) = (Sg) = J1(133.1) = 18.54.

Nn ] x [he) [ Bladr () + (gl ) [ (0 [ o)
4 (0| 119.79 | 1.79 1.79 1
311 133.1 | 15.1 18.54 18.54 0
212 121 3 12.08 12.08 0
113 110 -8 7.87 7.87 0
014 100 -18 5.12 5,12 0

Cuadro 4.3: Valores de f* si el precio del activo es x = 119.79

Observar que si el precio del activo en la etapa 4 es de 119.79, el precio en la etapa 3
pudo haber sido 108.9, es decir, S4 = 119.79 y S3 = 108.9. En este caso, también se tiene
la politica 6ptima 7% = (f3, f3, f5, i fo) = (0,0,0,0,1) y el precio de la opcién en la
etapa 3 es

71'3(53) =Ji (53) = J1(108.9) =1.13.
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Paratina opcién de venta Americana la funcién de utilidad sera /(x) = 118 —x. Por
lo que se hara-uso de la opcioén si el precio del activo es 98.01,80.19 6 65.61. En el
caso de que‘elvactivo cueste x = 146.41 en la etapa 4, entonces la politica 6ptima es
= (f1, f5, 5. fi505) = (0,0,0,1,0), es decir, hacer uso de la opcion en la etapa n = 3
con una ganancia.de

h(133.1) =15.1

y el precio de la opcionral tiempo n = 0 es

7'50(5()) = J4(S()) = J4(100) = 14.82.
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Conclusiones

Los Procesos de Decision de"’Markov con recompensa total esperada descontada, co-
mo criterio de rendimiento, periniten modelar adecuadamente problemas financieros tales
como el precio de opciones Ameérieanas y problemas de consumo inversion considerando
espacios de estados y acciones de Bor€l y recompensas no acotadas (ver [1], [8] y [15]).

A continuacion se enlistan los resultados que se observan en el trabajo de la tesis.

1. Problema de optimizacién/de un periodo

Al considerar la funcién de utilidad U =1ogxs la fraccion 6ptima la cual se debe
invertir es .
. P —Pp
o* = (1 ( = )
Sl C s i g

Notar que o € (0, 0), o* = o*(p)"es crecienté en p y que o*(p) =0si p =
1+i—d
u_

. Puesto que

BR=p(1o— 1)+ (1= ) - 1),

, entonces ER = 0. En este caso, lo 6ptimo es Unicamente invertir

o l+i—d . . .
en el bono. Como consecuencia, si p < w_d es 6ptimo vender la aecion, y si
u J—

I+i—d | . .
p > w—d es Optimo comprar la accién (ver [1]).

2. Problema de Consumo-Inversion

Se present6 un caso particular del problema de consumo-inversion, al considerar el
proceso de riqueza

Xn—H = (Xn _f(Xn)) 'Zm

67
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donde se asume que las variables aleatorias Z,, son independientes e idénticamente
distribuidas independientes de la riqueza inicial Xy y ademas

Zy ~N(1.05,0.6) siz>0,

en cualquier otro caso, Zg = 0. En [15] se hace el andlisis cuando las variables
aleatorias Z, son no negativas con densidad comun &.

El problema.de consumo-inversion con horizonte aleatorio es tratado en [1, Capitulo
9], donde ‘seconsidera un mercado financiero con d activos con riesgo y un bono
sin riesgo y el procesos de riqueza es

Xn+1 - Xn _f(Xn) + ‘Pn 'Rn+la

donde se considera gue no hay arbitraje y E||R|| < .

. Opcion de compra Americana

Si se considera el~caso especial de opcién de compra Americana con precio de
ejercicio K, el pago ctiando se gjetce la opcion estd dado por i(x) = x— K. El precio
es el mismo como pata una opcién.de Compra Europea donde elegir, si ejercer o
no, es s6lo dado al tiempo4V. Se prueba-esta declaracion en el marco de Modelos
de Decisiéon de Markov: Sefafirma quepatan=0,1,... N—1yx € E:

h (x) < B (qn () £)(1 — g)Ju(xd))

lo que implica que f] (x) =--- = fy(x) = 0 esuha estrategia Optima de ejercicio, es
decir, no ejercemos hasta el tiempo N. La desigialdad anterior es cierta puesto que

B (qn () + (1 = ) (xd)) = B (g0 (cw)=t (1 — g)Jo(xd))

> qJo(Bxu) ¥ (- q)Jo (Bxd)

> Jo(gBxu-+ (1 g)Bxd)

=Jo(x) = h" (x)
donde se usa la convexidad de Jy y la propiedad de martingala d€lLptrecio descontado
de una accién bajo Q, es decir, considerar

_1+i—-d

= w—a

Ver [1].
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Apéndice’A

Herramientas de Matematica
Financiera

A.1. Teoria de Precios bajo. No Arbitraje

En esta seccién resumimos algunos hechos de la teorfa’fundamental de precios bajo
no arbitraje y algo de cobertura de martingalas en el precios de‘opciones. En lo que sigue
suponer que un espacio de probabilidad filtrado (Q,.7, (.%,),P) estd dado, donde .7\ =
{0,Q}. En este espacio existen d + 1 activos y el precio al tiempo n =0,1,...,N de k
activos estd modelado por una variable aleatoria Sf‘l (ver Seccién 3.1)7Un activo S° es un
bono sin riesgo el cual se usa como numerario.

Definicion A.1.1. @) Una medida de probabilidad Q en (Q,.%) es llamada.equivalente
a P si Q y IP tienen los mismos conjuntos nulos.

b) Una medida de probabilidad Q en (Q,.%y) es llamada una medida martingala si el
k
proceso de precio descontado de acciones (S—") es una (.%,)-martingala bajo{Q,para

Sy
todak=1,....d.
La siguiente caracterizacion de no arbitraje es crucial.

Teorema A.1.1. El mercado financiero es libre de arbitraje si y sélo si existe una medida
martingala equivalente.

69
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Definicion A.1.2.  a) Un crédito eventual es una variable aleatoria H no negativa .% -
medible.

b) nrcrédito eventual se dice ser alcanzable si existe una estrategia de portafolio ¢ la
cual replica el pago H, es decir,

H:Xle, P—c.s.

La estrategia dé portafolio ¢ es llamada una estrategia replicante o estrategia de
cobertura.

¢) El mercado financiero es llamado completo si cada crédito eventual es alcanzable.

Teorema A.1.2. Suponer’que el mercado financiero no admite oportunidades de arbi-
traje. Entonces el mercado esgeompleto si y sélo si existe una Unica medida martingala
equivalente.

Ejemplo A.1.1. (Modelo'Binomial 0. Cox-Ross-Rubinstein). Si los pardmetros en el mo-
delo binomial satisface
d<l+i<u

entonces el mercado no admite oportunidades de arbitraje (ver Ejemplo 3.1.1) y también
es completo. Si se denota el espacie,muestral/en este modelo por

Q= {(0)1,...,0)]\1)|60i S {d,ll}}

y R,(®) = @,, entonces la tinica medida martingala Q esta determinada por

_1+i-a

Q(Ry=u)=g¢ u—d

y el hecho de que los cambios de precios relativos aleatorios®Ry¢=.., Ry son independientes
bajo Q.
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Apéndice B

Codigos de Programacion

Se utiliza el Programa R para los céleulos.
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Cédigo 1

Las_siguientes lineas de cédigo calculan la cantidad a inversién en el bono y en el
activo conyriesgo en un periodo de inversion, dada una riqueza x > 0.

utilidadylog<- function(x,i,u,d,p){
c<- T#3
A<- 1+3i=u
B<- 1+i-d
p0<- B/(u-d)
R1<- -A/c
R2<- -B/c
S51<- 1+ alphax*R1
52<- 1+ alphax*R2
alphax <- (1+i)*(p/B + (1-p)/A)
alpha0 <- c/A
alphal <- c/B

inversion<- c(x-alphax*1dg(x),alphax*log(x))

S <- c(81,582)
alpha<- c(alpha0,alphal)

z<- data.frame(Neutral=pQ, alfaO=alphalO, alfal=alphal, alfa=alphax)
z1<- data.frame(Inversidén=x, bono = imversion[1], accidén=inversion[2])
print(z)

return(zl)

}
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Cédigo 2-1

Las siguientes lineas de c6digo calculan los (N + 1) ((N + 1)+ 1) /2 posibles precios
del activo en uh mercado binomial, con Sy como valor actual del activo, u y d como cam-
bios de precios relativos y N como el nimero de etapas a considerar:

precios <- funcCtion(SO, u, d, M{
S<-c(®
S[1] <-¢£S0
count <-“2
for (i in @) {
for (k_ifi 0:i) {
S{count] <- SO*u~k*xd~(i-k)
count X- count + 1
}
}
return(S)

}

Por ejemplo,
> sort(precios(100,1.1,.9,4))

proporciona los posibles precios de un activo/€on precionicial So = 100, u=1.1,d=0.9,
como cambios de precios relativos en N = 4 etapas en orden ascendente.
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Codigo 2-2

Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

Las_siguientes lineas de cédigo calculan la regla de decision fj(x), el precio x del

activo, el-valor de Jy(x) y la ganancia i(x) en el tiempo n = 0.

decision0<- function(SO,u,d,K,N){

f=rep(0,N+1)
X=rep(0,N+1)

Jo<-c )
x<-c()

for(k in (O

{

X[k+1]= SO%dzk*u~ (N-k)

h=X-K

JO[k+1]=max (0 {h\[k+1])

if (h[k+1]>=0)

flk+1]=1

3

y<-c(f,X,JO,h)
Y<-matrix(y,ncol=4)

return(Y)
}

Por ejemplo,

> decision0(100,1.1,.9,118;4)

[,1]
[1,] 1
[2,] 1
[3,] 0
[4,] 0
[5,] 0

[,2]
146.41
119.79

98.01

80.19

65.61

[,3]
28.41
1.79
-19.99
-37.81
-52.39

proporciona la decisién f; = 1, cuando x = 146.41 6 x = 119.79.
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Codigo 2-3

Las siguientes lineas de codigo calculan la politica ©*, el precio 7, y el momento
6ptimo de ejercicio T, al tiempo n para una opcién de compra Americana (o venta si se
considera i(x) =\K — como la ganancia al momento de ejercer), donde se consideran N
etapas, un mercado fifidnciero binomial con d y u como los cambios de precios relativos,
el precio Sy de un activo-al tiempo n = 0 (al momento de pactar la opcidn), una tasa de
interés i por etapa y K cemo precio del ejercicio.

politica<- function(SO,u,d,i,K,N,n){
b<-c()
b<-(1+i)~(-1)
gq<-c()
gq<-(1+i-d)/ (u-d)
f=rep(0,N+1)
S<-rep(0, (N*x(N+1)/2))
S[11<-S0
X=rep(0,N+1)
J0<-c()
x<-c()
count<- 2
for(t in 1:NM){
for(k in 0:i){
S[count]= SO*d~ (t-k)*u"k
count<- count +1
}
}
for(k in 0:N){
X[k+1]= SO0*d~k*u~ (N-k)
h=X-K
JO[k+1]=max(0,h[k+1])
if (h[k+1]1>=0)
flk+1]=1
lanbda<-which (£f>0)
for(j in 1:length(lanbda)){
x[j1=X[j]
}
}
y<-c(£,X,J0,h)
Y<-matrix(y,ncol=4)
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}

A<- matrix(0,N+1,N+1)
for(j in 1:N){

Z<-cQO)

for(k in 0:(N-j)){

¥

ZEk+1]=S0*d"k*u~(N-j-k)

Al1glength(Z),j+1]1=2
AL, 1]=X

}

J<-matrix(0,N+1,N+1)
J[,11<-J0
for(t in 2: (N+1)){

D<-

cO

for(j in 1:(N+2-t)){
D[jl= max(A[,t][jI%K, bx(gqx(J[,t-11[j1) + (1-q)*(J[,t-11[j+11)))

3

J[1:1length(D),t]1=D

W<-matrix(0,N+1,N+1)
for(t in 2: (N+1)){
D<-c()
for(j in 1:(N+2-t)){
D[jl= bx(q*x(JL[,t-11L31) + (=) *(J[,t-11[j+11))

3

W[1:1length(D),t]1=D

3

H<-matrix(0,N+1, N+1)
H[,1]1<-JO
for(t in 2: (N+1)){
D<-c()
for(j in 1:(N+2-t)){

3

D[jl= AL, t1[j1-K

H[1:1length(D),t]=D

}

P<-matrix(0,N+1,N+1)
for(j in 1:(N+1)){
for(r in 1:(N+1)){

if(HLj,r1> W[j,r])
P[j,r]l=1
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7

Politica<-matrix(0,length(x), N+1)
for(j in 1:length(x)){
Politicalj,d<-P[j,]
}
precio.opcion{-c()
precio.opcion<-J[,n+1]
tau<-rep (0, (N+1)* (N*1))
for(j in 1:(N+1)){
for(i in 1: (N+1))9
if(P[1,j1>0)
taulj*il<-j
}
}
tau.estrellal<-max(tau)
tau.estrella<- N+1-tauiestrellal
print(tau.estrella)
print (precio.opcion)
return(Politica)

Por ejemplo,

politica(100,1.1,.9,.03,118,4,1)
[1] 4
[1] 18.536893 1.129612 0.000000 0.000000 " 0.000000
[,11 [,21 [,3] [,4] [,5]
[1,] 1 0 0 0 0
[2,1] 1 0 0 0 0

muestra que en la etapa n = 1 el tiempo 6ptimo de ejercicio es hasta la etapa 4 y que el
precio de la opcidn es 18.536, 1.129 6 0, dependiendo del precio del activo. La polftica es
la misma, /* = (1,0,0,0,0), en los casos en que se ejerce la opcion.

Para ver los valores de x para los cuales se hace uso de la opciéon de compra America-
na y para obtener los valores del Cuadro 4.1, agregarle al Cédigo 2-3 print(x) y print(J)
con los datos So =100, u=1.1,d=.9,i= .03, K=118, N=4y n=0. A saber,
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politica(100,1.1,.9,.03,118,4,0)
[14-146.41 119.79

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5]
[1,]1#28.41 18.536893 12.0818880 7.8667270 5.117306
[2,] 1279+ 1.129612 0.7128617 0.4498642 0.000000
[3,] 0¢00~ 0.000000 0.0000000 0.0000000 0.000000
[4,] 0.00+°0.000000 0.0000000 0.0000000 0.000000
[5,1] 0.00%.0:000000 0.0000000 0.0000000 0.000000

[1] 4

[1] 28.41 1.79%0200 0.00 0.00
[,11 [,2] [,8)3[,41 [,5]

[1,] 1 0 0 0 0

[2,] 1 0 0 0 0

+ iThenticate Pagina 89 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate Pagina 90 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

Bibliografia

[1] N. Béuerle and U. Riedér. Markov Decision Processes with Applications to Fi-
nance. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2011.

[2] P. Willmott, S. Howison and Je Dewynne The Mathematics of Financial Deriva-
tives. A Student Introduction, 4995.

[3] D. Bertsekas Dynamic Programining and Optimal Control. Vol 1. Athena Scien-
tific, Belmont, MA, third edition, 2005

[4] E. Dynkin and A. Yushkevich.) Controlled Markov Processes. Springer-Verlag,
Berlin, 1979.

[5] D. Bertsekas and S. Shreve Stochastic Optimal:Control. Academic Press, New
York, 1978.

[6] H. Follmer and A. Schied. Stochastic Finance. Waltet-de Gruyter, Berlin, 2004.

[7] L. van der Hoek and R. Elliott. Binomial Models in Finaunce. Springer-Verlag,
New York, 2006.

[8] M. Puterman. Markov DecisionProcesses: Discrete Stochastic Dynamic Pro-
gramming. John Wiley & Sons, New York, 1994.

[9] M. Dammon, C. Spatt and H. Zhang. “Optimal Consumption and Investment
with Capital Gains Taxes”. The Review of Financial Studies Fall, 2001, 14, N.
3,pp- 583-616, 2001.

[10] B. Ferguson and G. Lim. “Discete Time Dynamic Models”. Taylor Francis,
London and New York, 2003.

[11] L. Ljungqvist and T. Sargent. “Recursive Macroeconomic Theory”. The MIT
Press, U.S., 2004.

[12] D. Luenberger. “Investment Science”. Oxford University Press, New York, 1998.

79

+ iThenticate Pagina 90 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate Pégina 91 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

80

[13] A. Shiryaev. “Essenttials of Stochastic Finance”. World scientific, Singapore,
1999.

[1471S. Sundaresan. Continuous-Time Methods in Finance. A Review and an Assess-
menty The Journal of Finance, V. LV, N. 4, 2009

[15] H.D. Cruz-Sudrez. An stochastic consumption-investment problem with unboun-
ded wtility function. Morfismos, Vol. 4, No. 1, pp. 19-30, 2000.

[16] O. Herndndez-Lerma and J.B. Laserre. Adaptive Markov Control Processes.
Springer-Verlag New York, 1989.

[17] O. Hernandez-Is€rma and J.B. Laserre. Discrete-time Markov Control Processes.
Springer-Verlag\New York, 1996.

[18] O. Hernandez-Lerma'and J.B. Laserre. Further Topics on Discrete-Time Markov
Control Processes. Springer-Verlag New York, 1999.

[19] W. Powell . “Approximate-Pynamic Programming”. John Wiley Sons, Inc., New
York, 2007.

[20] R. Bellman. Dynamic programnung. Princeton University Press, Priceton, NJ,
1957.

[21] S. Ross. Introduction to stoehastic dynamic programming. Academic Press [Har-
court Brace Jonanovich PubliShers], New York, 1983.

[22] S. Ross. Applied Probability Models With Optimization Aplications. Dover, New
York, 1992.

[23] S. Ross. An Introduction to Mathematical Finance. Options and Other Topics.
Cambridge University Press, 1999.

[24] S. Shreve. Stochastic calculus for finance. 1. Springer=Verlag New York, 1996.

[25] I. Karatzas and S. Shevre. “Brownian Motion and Stochastic Calculus”.
Springer-Verlag New York, 1988.

[26] X. Lin. “Introductory Stochastic Analysis for Finance and Insurance”. John
Wiley & Sons, Inc., New York, 2006.

[27] M. Meyer. “Continuous Stochastic Calculus with Applications to_Finance”.
Chapman&Hall/CRC, US, 2001.

[28] A.Mundt. “Dynamic Risk Management with Markov Decision Processes”. Uni-
versitasverlag Karlsruhe, 2008.

+ iThenticate Pagina 91 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate Pégina 92 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

81

[29] S. Pliska. Introduction to Mathematical Finance. Discrete Time Models. Black-
well Publishers, Oxford, 2000.

[30] R. Elliett,’)L. Aggoun and J. Moore. Hidden Markov Models. Springer-Verlag
New Yotk 1995.

[31] R. Elliott and P.“Kopp. Mathematics of Financial Markets. Springer-Verlag New
York, 2005.

[32] C.J. Himmelberg, Parthasarathy, T. and VanVleck, F. S. Optimal plans for dyna-
mic programming problems. Math. Oper. Res. 1, 390-394, 1976.

[33] K. Hinderer. Foundations’of non-stationary dynamic programming with discrete
time parameter. Springer-Verlag, Berlin, 1970.

[34] G. Peskir and A. Shiryaev. (@ptimal Stopping and Free-Boundary Problems.
Birkhiuser Verlag, Basel, 2006,

[35] J. Hull Options, Futures, and Other-Derivates. Prentice Hall, Inc, 2009.

+ iThenticate Pagina 92 de 92 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate P4gina 1 de 92 - Portada

Rubén Zavala Camargo

Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

PROCESOS DE DECISION DE MARKOV CONAPLICACIONES

AFINANZAS

€ Universidad Judrez Auténoma de Tabasco

Detalles del documento

Identificador de la entrega

trn:oid:::21:202594964

Fecha de entrega

24 mar 2025, 6:40 p.m. GMT-6

Fecha de descarga

9 sep 2026, 12:22 p.m. GMT-6

Nombre del archivo

Rubén Zavala Camargo.pdf

Tamaiio del archivo

2.0 MB

+ iThenticate Pagina 1 de 92 - Portada

89 paginas
20.194 palabras

100.818 caracteres

Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate Pégina 2 de 92 - Descripcién general de integridad

19% Similitud general

Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

El total combinado de todas las coincidencias, incluidas las fuentes superpuestas, para ca...

Filtrado desde el informe

» Bibliografia

» Texto citado

» Coincidencias menores (menos de 25 palabras)

» Abstract

Fuentes principales

19% @ Fuentes de Internet
0%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Marcas de integridad

N.° de alertas de integridad para revision

No se han detectado manipulaciones de texto sospechosas.

+ iThenticate Pagina 2 de 92 - Descripcién general de integridad

Los algoritmos de nuestro sistema analizan un documento en profundidad para
buscar inconsistencias que permitirian distinguirlo de una entrega normal. Si
advertimos algo extrafio, lo marcamos como una alerta para que pueda revisarlo.

Una marca de alerta no es necesariamente un indicador de problemas. Sin embargo,
recomendamos que preste atencién y la revise.

Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964



+ iThenticate Pégina 3 de 92 - Descripcién general de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964

Fuentes principales

19% @ Fuentes de Internet
0%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Fuentes principales

Las fuentes con el mayor nimero de coincidencias dentro de la entrega. Las fuentes superpuestas no se mostraran.

o Internet

hdl.handle.net 10%
° Internet

revistas.ujat.mx 6%
Internet

www.fcfm.buap.mx <1%
Internet

ri.ujat.mx <1%
o Internet

andresarango.weebly.com <1%
° Internet

es.wikipedia.org <1%
Internet

docplayer.es <1%
° Internet

finanzas-mpc.blogspot.com <1%
o Internet

www.amestad.mx <1%
o Internet

1library.co <1%
Internet

Nicole Bauerle, Ulrich Rieder. "Markov Decision Processes", 'Springer Fachmedien... <1%

+ iThenticate Pagina 3 de 92 - Descripcion general de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::21:202594964


https://hdl.handle.net/20.500.12371/13881
https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs/article/view/1494
https://www.fcfm.buap.mx/hcs/tesis/octavio.pdf
http://ri.ujat.mx/bitstream/20.500.12107/3534/1/12.pdf
https://andresarango.weebly.com/uploads/8/2/3/6/82365096/modelacion_administrativa_fianciera_2016_contable_.pdf
https://es.wikipedia.org/wiki/Modelo_de_Black-Scholes
http://docplayer.es/94234527-Un-problema-de-paro-en-finanzas.html
http://finanzas-mpc.blogspot.com/
http://www.amestad.mx/foro/33/docs/libroresumenes.pdf
https://1library.co/document/zwve8ml1-un-problema-de-paro-en-finanzas.html



