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Control de un circuito de Josephson. Minimizando con el

algoritmo BFGS y disparo multiple

Resumen

En esta tesis se prfesentan métodos para obtener controles 6ptimos continuos lineales por
pedazos y constantes por-pedazos para un circuito compuesto por un arreglo de tres juntas
de Josephson acopladas inductivamente que es empleado en la fabricacion de unidades de
memoria y que es modelado por-un sistema de ecuaciones diferenciales. Se trabajé en la
obtencion de controles para transitar.entre dos estados del sistema, los cuales sirven para
definir operadores de memoria. Los métédos presentados se basan en la metodologia de dis-
paro multiple combinada con el algoritmo BFEGS. Con estos métodos se obtuvieron resultados
satisfactorios, de los cuales se muestran algunos ejemplos con simulaciones numéricas.

Palabras claves: juntas de Josephson, contfol 6ptimo, disparo multiple, algoritmo BFGS.

Abstract

In this thesis, methods are presented to obtain piecewise linear continuous and piecewi-
se constant optimal controls for a circuit composed of an array-of three inductively coupled
Josephson junctions, which is used in the fabrication of memory.units and is modeled by a
system of differential equations. The work focused on obtaining contrels to transition between
two states of the system, which serve to define memory operators. Thé methods presented are
based on the multiple shooting methodology combined with the BFGS algorithm. Using these
methods, satisfactory results were obtained, and some examples with numerical simulations
are shown.

Key words: Josephson joints, optimal control, multiple shooting, BFGS algorithm,



Introduccion

En la actualidad, existen'diversos paradigmas de computacion, que van desde la compu-
tacion clasica hasta la computacion cuantica, pasando por la computacién biologica, la compu-
tacion cadtica basada en dinamicasfo lineal y la computacion criogénica. Cada uno de ellos
trabaja con distintos dispositivos electronicos, tanto para el diseno de unidades de memorias
como para el diseno de unidades de pfoeesamiento. La velocidad con que se llevan a cabo
los procesos en una unidad de memoria‘'y en una unidad de procesamiento dependen del
dispositivo usado para tal fin. En particular, la e@mputacién criogénica utiliza dispositivos su-
perconductores, como los circuitos compuestos porjuntas de Josephson, tanto para el diseno
de memorias como para el diseno de compuertas logicas para realizar operaciones aritméti-
cas. Una de las ventajas principales de los.dispositives superconductores es que son mas
rapidos que los clasicos, llegando a realizar los"procesos €n pico-segundos, mientras que los
dispositivos clasicos los realizan en nano-segundos.

En el contexto de las unidades de memoria, una unidad de memgria clasica o un bit clasico,
es un dispositivo en el que se puede almacenar un 0 o un 1y se puedeleer el contenido. En la
computacion criogénica, se usa como unidad de memoria clasica un gircuito compuesto por
un arreglo de tres juntas de Josephson (JJAM, por las siglas en inglés de Josephson Junction
Array Memory) acopladas inductivamente. En una unidad de este tipo para definir lo que
significa escribir un 0 o un 1 primero se eligen dos equilibrios estables del circdito, los cuales
se pueden etiquetar como FEy y E;. Si el circuito esta en E, diremos que tiene almagénado un
0y si esta en F; diremos que tiene un 1. Una vez definido esto, un operador de escritura del
0 sera una energia eléctrica aplicada durante un tiempo 7" que permita la transicion al estado
Ey sin importar el estado inicial (Ey o F,) y un operador de escritura del 1 sera una energia

eléctrica aplicada durante un tiempo 1" que permita la transicion al estado E; sin importar el

X



estadorinicial (£, o F4); finalmente un operador de lectura sera una energia eléctrica aplicada
durante un'tiempo 1" que permita identificar en qué estado se encuentra el circuito. Encontrar
energia queshagan estas transiciones implica poder controlar el sistema para que vaya de un
estado inicial a umestado final deseado.

En [Braiman et‘alt, 2016, Glowinski et al., 2020] ya se han encontrado operadores de me-
moria  utilizando “~“como controles pulsos gaussianos y controles en L2
[Braiman et al., 2016, Glowinski et al., 2020]. En este trabajo se aborda el problema de encon-
trar operadores de memoria_en el conjunto de las funciones continuas lineales por pedazos y

en el conjunto de las funciones constantes por pedazos.
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Marco teorico

En [Braiman et al., 2016§ Harvey and Qu, 2018, Nair and Braiman, 2018] se empezaron a
estudiar los arreglos de tres juntas-de Josephson para ser usados como bits clasicos, tanto en
sistemas binarios como ternarios;.pero usando como operadores de memoria pulsos gaussia-
nos y pulsos cuadrados, aunque estos operadores no cumplian ningun criterio de optimalidad.

En [Glowinski et al., 2020] se propuso‘una formulacion de control éptimo para la transicion
de un estado de equilibrio a otro, independientemente si es estable o inestable, usando con-
troles en (L?(0,7))3, y se llegd a“a-€onclusion de que es posible realizar esa transicion
controlando a través de solo una junta.

En aras de obtener controles /‘ens espaciosy“mas sencillos y practicos, en
[Juarez et al., 2024] se implementd la metadologia del lagrangiano aumentado combinada
con disparo multiple para hallar controles continuos lineales por pedazos y constantes por
pedazos, en un proceso que engloba tres regiones de controlytina primera regioén de estabi-
lizacién alrededor de un equilibrio inicial, una segunda regién de-transicion entre el equilibrio
inicial y el equilibrio final y una tercera region de estabilizacion alrededor del equilibrio final.
Con esta metodologia en [Juarez et al., 2024] se obtuvieron controlespero no se determina-
ron operadores de memoria.

Todos los trabajos mencionados consideraron un circuito compuesto por un.arreglo de tres
juntas de Josephson acoplados inductivamente. El diagrama de este circuito se'muestra en la

Figura 1.
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Figura™

Circuito considerado de un arreglo de tres juntas de Josephson
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Nota. Adaptado de “Memory states in smalkarrays of Josephson junctions” (p. 2), Y. Braiman, 2016,
Physical Review E, 94 (5).

En [Glowinski et al., 2020], pafa‘describirda-dinamica del circuito JJA, se trabajé con un

modelo dado por el siguiente sistemade)ecuaciones diferenciales de segundo orden

TH + 12 + sen Ak 1 (Yo 2 ),
2+72d¢2—|—senw2—22+/‘61 (V1 =) + ko (V3 — ), (1)
ddff + 38 4 sen iy = i5 + ko (12 — V3]

mientras que en las demas articulos citados se trabajoé con el modelo de primer orden

N sen vy = iy + Ky (Yo — 1),
2 d;ﬁtz +senthy = iy + k1 (Y1 — V) + Ko (Y3 — o), (2)
'}/3d;i3 + Sen¢3 = ig “+ Ko (1/]2 — ¢3) .

A estos modelos también se les denomina JJA. Los parametros ~,, Ve, V3, @1,\24 i3, K1 Y K2

son conocidos y sus valores se presentan en el Capitulo 1.
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Justificacion

La justificacion para esta investigacion se basa en la importancia y relevancia del control
de sistemas no lineales, especialmente en el contexto de dispositivos utilizados en campos
como la superconductividad. El estudio y control de sistemas, como el circuito de tres juntas
de Josephson (JJA), son fundamentales.para el avance de tecnologias emergentes, como la
computacion criogénica y la electronicade.alta velocidad, ya que se utilizan tanto como dispo-
sitivos de almacenamiento, como dispositivos para disefar compuertas logicas o dispositivos
para llevar a cabo operaciones aritméticas.

No obstante, a pesar de la relevancia tecnoldgica del sistema JJA, previo a este trabajo
no se habian obtenido operadores de memoria en€spacios practicos como las funciones
continuas lineales por pedazos o las funciones constantes por pedazos. Este tipo de funciones
resulta mas conveniente para el disefo e implementacion de. dispositivos capaces de inyectar
la energia necesaria en el sistema, lo que constituye una motivacion central para el desarrollo

de esta investigacion.
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Pregunta de investigacion

¢, Se puede encontrar operadores de memoria para el sistema JUJAM controlando con fun-

ciones continuas lineales por pedazos o funciones constantes por pedazos?
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Hipotesis

Se puede encontrar operaderes de memoria para el sistema JJAM controlando con fun-
ciones continuas lineales por pedazos o funciones constantes por pedazos seleccionado ade-

cuadamente un par de equilibrios-estables.

XVI



Objetivo general

Encontrar operadores de memoria implementando el algoritmo BFGS combinado con dis-

paro multiple para controlar la transicion entre estados de equilibrio del sistema JJAM.
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Objetivos especificos

Estudiar un modelo para el sistema JJAM.

Estudiar el problema de transicion entre equilibrios del sistema JJAM y definir un pro-

blema de optimizacion asociado.

Calcular el diferencial del funcional de transicion, que se resume en saber resolver el

sistema de estado y el sistema.adjunto asociado.

Estudiar el algoritmo BFGS combinado con disparo multiple para llevar a cabo la transicion

entre estados de equilibrio del sistema JJAM.
Implementar el algoritmo BFGS en algun‘lenguajede programacion.

Obtener controles continuos lineales por pedazos y‘eonstantes por pedazos para tran-

sitar entre dos equilibrios del sistema JJAM.

Obtener operadores de escritura continuos lineales por pedazos.y constantes por peda-

Z0sS.

Estudiar el problema de minimizar el Lagrangiano aumentado.

XVIII



Metodologia

En referencia a los objetivos.especificos, para la familiarizacion con el modelo JUAM y para
estudiar el problema de transicion.entre equilibrios del sistema JJAM se estudi6 [Braiman et al., 2016,
Nair et al., 2019, Glowinski et al.,~2020], donde también se estudié un problema de optimiza-
cién asociado.

Para lo que respecta al célculo del diferencial del funcional de optimizacion y al estudio del
algoritmo BFGS combinado con disparo multiple para obtener controles continuos lineales por
pedazos y constantes por pedazos{-se-€studio [Juarez and Rojas, 2022, Juarez et al., 2024].

Se implementd en MATLAB el algoritmo BFGS _eombinado con disparo multiple para obte-
ner controles continuos lineales por pedazos 0 constantes por pedazos para transitar desde
un estado inicial hasta un estado final y en particular, obtener operadores de memoria, transi-
tando entre estados de equilibrio estables.

Por ultimo, el estudio de las propiedades del lagrangiano aumentado, se realizd consultan-
do [Juarez and Rojas, 2022, Juarez et al., 2024].
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Capitulo 1

El circuito JJA como un bit clasico

En la primera seccion este capitulo se presentara el circuito de interés en este trabajo
de investigacion, asi como el modelo_matematico que describe su dinamica. En la segunda
seccion se mostraran algunos de los equilibrios del sistema JJA que se tomaran en cuenta a lo
largo de la tesis. Los operadores de memgria de definiran en la tercera seccion, y finalmente,
en la ultima seccion se expondra”un problema-de control optimo para el sistema JJA que

permita encontrar dichos operadores.

1.1. Presentacion del circuito y suumodelo matematico

El objeto de estudio en este trabajo es*"un, modelo presentado en
[Braiman et al., 2016] que describe el comportamiento dinamico.de un circuito compuesto por
un Arreglo de tres Juntas de Josephson (JJA, por las siglas en inglés de Josephson Junction
Array) que estan acopladas mediante inductores, tal como se ilustra en la

Figura 2.
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Figura2

Circuito de"3 juntas de Josephson acopladas inductivamente

L23

l Iext,l 'aYaYa ﬁ l Iext,Z NY'Y\_ l Iext,s

R, R,
p—— pr—
2 3

(Y (%

Nota. Adaptado de “Memory states in small_arrays of Josephson junctions” (p. 2), Y. Braiman, 2016,
Physical Review E, 94 (5).

En cada junta de este circuito se cdmplen las/dos relaciones siguientes. La primera es la

ecuacion de la evolucion de fase superconductora

h~do
=977 1.1
2€¢ dt’ (11)
y la segunda es la relacion de Josephson
I; = I.sen(¢), (1.2)

donde

V (t) es el voltaje a través de la junta de Josephson.

I;(t) es la corriente (superconductora) de Josephson en la junta.

¢ es la diferencia de fase entre las dos partes superconductoras que forman la“junta.

1. es una constante, la corriente critica de la junta (la maxima corriente que puedefluir

a través de la junta sin generar un voltaje).
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. = % donde h es la constante de Planck. A & se le llama constante de Planck reducida.
m ¢ es la‘carga eléctrica elemental, la cual también es una constante.

Para un ciretito de una sola junta, la ecuacion de balance es

awv v
CE—FE"‘]J—I&L’M (13)

donde C' es la capacidadeléctrica o capacitancia de la junta, R es la resistencia de la junta e
I..; es la corriente externa de encendido.
Sustituyendo las relaciones:(1<1) y (1.2) en la ecuacién (1.3) se obtiene que la ecuacion

de balance se puede escribir exclusivamente en términos de ¢ de la siguiente manera

he @o(t) | “hidolt)

2e dt? 2eRY dt + ]C Sen(¢(t)) — Lext- (1 4)

Basados en [Braiman et al., 2016, Glowinski@t al., 2020], si se consideran los siguientes

parametros

% I, /. e 1 »
— — p— t p— |~ — 1.
no T T TSN kO (s RCY (1.5)

2 _
Wy =

donde 7 = 4.15ps, se obtiene la version adimensional de la‘eCuacion de balance (ver Apéndice

A):

2
d ;ﬁg” + yd‘fii” + sen(sh(t)) = i, (1.6)

donde haciendo abuso de notacién, se seguira usando la variable ¢ en Jugar de 7.
En el caso del circuito de la Figura 2, que esta compuesto por tres juntas acopladas induc-

tivamente, el sistema de ecuaciones de balance es

d2 d .
T B semyy = i (0 ),
d2 d .
d;? + 72';% +senthy =g + 1 (Y1 — P2) + K2 (Y3 — o), )7
d2 d .
\ G e = s (=)

Los términos adicionales en (1.7) representan contribuciones al sistema debidas a la in-

3
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fluencia mutua de las fases de Josephson a través de las inductancias. En este contexto, los
parametroS-x;, para i = 1,2, conocidos como parametros de acoplamiento, estan dados

por
Do

K = m, (1.8)
donde ¢, = 2% L; tepresenta la inductancia i e I. es la corriente critica de las juntas de
Josephson y es la mismapara las tres juntas [Braiman et al., 2016, Rezac et al., 2017].

Si la capacitancia deglas juntas puede ser despreciada (lo que significa que las juntas
son altamente disipativas), éntonces los términos de segundo orden del sistema (1.7) pueden

omitirse para obtener, tras reordenar los términos, el siguiente modelo

( ”)’1%4-%1 (Y1 — 12) +sen )y =iy,
72%4‘/‘&1 (2 —Y) & Ko (V2 — 3) + sen1py = io, (1.9)
\ 73%4-/@2 (V3 — 12) + sen )3 = is.

Dado que al circuito lo hemos llamado JJA, también denominaremos asi a este modelo.
Valores plausibles para los diferentes parametros del sistema (1.9) son v, = 0.7, v, = 1.1,
v3 = 0.7;4, = 1.0, i = 0.8, i3 = —1.0 y los‘parametros de acoplamiento son k; = ko = 0.1.
[Braiman et al., 2016, Glowinski et al., 2020].

En este trabajo, se estudiara el sistema (1.9) desde la perspectiva de controlabilidad para
optimizar la transicién del estado del sistema de un equilibrio €stable v, a otro ¥ en un

periodo de tiempo [0, T']. La versién controlable del sistema, para ¢t €70,47, es

( ddjl

N Th (Y1 — o) +senthy =iy + vy, te (0,1,

72%+/ﬁ (2 — n) + Ko (Yo — ) +senthy = ia + 19, t € (0,T); (110)
73%4‘/4&2 (13 — o) +sentps =iz +vs, t€ (0,7),

\ ¥(0) = vy,

donde vy (t),v2(t), v3(t) son funciones mediante las cuales se controla el sistema inyectan-

dolas a través de las juntas 1, 2 y 3 respectivamente, con el objetivo de hacer transitar la
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dindmica desde el estado ¢y = (¢o1,%02,%03) hasta un estado ¥r = (Y71, Y12, ¥r3)

definidospreviamente. Si se considera

71 0 0 K1 —K1 0
= 0 7 O , K= —K1 K1+ Kz —Ka )
0 0 Y3 0 — K9 K9
(1.11)
P sen ¥, (41 U1
17b = 1/)2 y S€N 'lyb = sen 1/)2 ) 1= 19 , U= (%) )
P3 sen i3 i3 U3

se puede escribir el modelo (1.10),€n.su versién matricial como

d
1 L K oy —itv, te(0T),
dt (1.12)

¢(0) = 1.

Al modelo (1.12) se le denominara JJAM (siglas en inglés de Josephson Junction Array
Memory), ya que es el modelo que permite-usar el gircuito JJA como una unidad de memoria.

Es de interés, en este trabajo, encontrar controles.w que lleven el sistema JJA de un
estado de equilibrio estable inicial 1 a un estado de eqdilibrio estable final 1»r. La obtencién
de estos controles es un paso previo para obtener operadores de memoria clasica, los cuales
se definen en la Seccion 1.3.

En este contexto, este trabajo de tesis esta organizado de la siguiente manera: en lo que
resta de este capitulo se estudian los equilibrios del sistema JJA y su'estabilidad, se definira
como usar el circuito como una unidad de memoria clasica, es decir, como guardar en él un 0
o un 1, para lo cual se definen lo que son los operadores de escritura y se concluira el capitulo
definiendo un problema de optimizacién cuya solucién proporciona los controles.que sirven
como operadores de memoria.

En el Capitulo 2 se aborda la metodologia de disparo multiple, considerando una modifi-
cacion, para obtener controles continuos lineales por pedazos y constantes por pedazospara
transicion entre dos estados, para lo cual se define un problema de optimizacion. Se calcula

el gradiente de dicho funcional y se implementa el algoritmo BFGS para finalmente mostrar
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ejemplos de controles y de operadores de memoria. Para el desarrollo de este capitulo, y los
siguientes;’se usan algunos teoremas y proposiciones que se incluyen en el Apéndice B.

En el Capitulo 3 se presenta una variante del método de disparo mdltiple, a la cual se
denomina en estatesis como disparo mdltiple fijo, y que también se emplea en la obtencion
de controles continuos lineales por pedazos y constantes por pedazos para transicion entre
estados. Nuevamente se define un funcional a optimizar con el algoritmo BFGS y se presentan
experimentos numeéricos.

El trabajo de tesis finalizaseon las conclusiones y algunas sugerencias de trabajos que se

podrian desarrollar a futuro.

1.2. Estados de equilibrio del sistema

Los estados de equilibrio del sistema JJAise obtienen resolviendo el siguiente sistema de

ecuaciones

k1 (Vi —ab2) + senthy =iy,
K1 (Vo — 1)L ko (V2 =g)e+ sen by = iy, (1.13)

w5 (ahy — 4) F sen by = i3,
El sistema JJA cuenta tanto con estados dé equilibrios€stables como con estados de equi-
librio inestables [Braiman et al., 2016]. De hecho, cuenta con“una infinidad de ellos, ya que,

Si
th

0= |0,
03

es un estado de equilibrio del sistema JJA, entonces 0 + 27n es también un’estado de equili-

brio para todo n € Z, donde

2mn

2mn = | 2an

2mn
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Para ver esto, sea 6 un estado de equilibrio. Se tiene que

K (0 +2mn) +sen(@ +2mn) —i =K -0 + K - 2tn +sen(0) — ¢

=K -0 +sen(@) —i1+ K -27n.

Como 6 es un equilibrio y

K1 —K1 0 2mn 0
K - 2t=~ —k; Ky + Ky —kKo 2em | = 1 0 ]
0 — Ko Ko 2mn 0

para todo n € Z, entonces

K (6 + 2mn) ¥sen(@ + 2mn) —i =0,

para todo n € Z. Por lo tanto, 8 +27i es también un estado de equilibrio del sistema JJA
para todo n € Z.

Todos los equilibrios que se pueden obtener de esta-manera, a partir de un equilibrio 6,
forman una familia, la familia de . También es facil ver gtie;todos los equilibrios de una familia
tienen la misma estabilidad local.

Existen muchas familias de equilibrios del sistema JJA, pero cada familia debe tener un
representante en la region K = {(¢1, 99, Y3)] — 7 < ¢35 < =71 < ¢y < 7+ 40, —71 <
1y < m+ 20}, asi que para definir todas las familias basta con encontrar los equilibrios en esa
region. En este trabajo, se estimaron de forma numérica 44 equilibrios’estables e inestables en
la regidon K. Todos los equilibrios encontrados en dicha region se muestran eniel Apéndice C.
Aunque no podemos afirmarlo, sospechamos que esos son todos los equilibries\existentes en

esa region. En la Tabla 1 se muestran algunos de los equilibrios enlistados en €l Apéndice C.
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Tabla A

Algunos equilibrios estables e inestables del sistema JJA en la region K

Py P9 P Estabilidad

fey 1.2514 0.7457 -0.9753 Estable
Oe, 7.4205 6.4954 -0.3237 Estable
#ig- 1.2178 0.6010 -2.3608 Inestable
01y #200730 0.8383 -0.9615 Inestable
0i, 2.1105 0.6890 -2.3751 Inestable
fig 8.4793» 6.5869 -0.3150 Inestable

Nota. Los equilibrios estables se etiquetan como e, y los inestables como 0i;.

Para el desarrollo que haremos_en esta tesis de los operadores de memoria, los cuales
se definen en la siguiente seccion;“se deben considerar pares de equilibrios estables a los
que llamaremos FEy y E;. En particulat, ‘€n este ‘contexto tomaremos el par Ey = feqy F; =
fe; — 2m(1,1,1) que se muestran en la Figura 3, dofde ademas se incluyen los equilibrios

inestables iy, 0iq, Ois y Oif; = Oig — 2m(1,1,L).
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Figura’3
Algunos equilibrios del sistema JJA en la region (0,4) x (—1,2) x (=7,0)

E
e -0 ,
-1 ° 0i,

-2 .
@ Yo
e iz

«3

G

4

L4 LA Y

Nota. En esta figura los equilibrios en azul son estables y los'equilibrios en naranja son inestables. Los

equilibrios usados en los experimentos numéricos son Ey, E1 ¥ 0ij.

Si se resuelve de forma numérica’ el sistema (1.12) con condicion inicial

Q/JO = (07 07 0)T7

la funcion control

v(t) = (0,0,0)"

y el intervalo de tiempo [0, 20], se obtiene la solucién numérica que se muestra enda Figura 4,
donde se puede observar que a medida que avanza el tiempo, la solucion tiende al estado de

equilibrio estable E, = fey. Este experimento simula la dinamica del circuito bajo la*aceion

Se resolvié con un programa elaborado en MATLAB que hace uso del método de Euler. El programa se
encuentra en la ruta Dinamica del sistema JJA/Solucién del sistema JJA/Main_sol_sistema_JJA.m.
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solamente de la corriente de encendido, I.,;, y se tiene, que alrededor del tiempo ¢t = 10
practicamente llega al equilibrio Ey = fe,.
Figura 4

Solucién numeérica,del sistema JJA con condicion inicial 1(0) = 0.

= = fBeo

- = fepz
Oegs
(1)
(1)
yr3(1)

w(t)

Nota. Esta grafica presenta, en lineas continuas, las series de tiempo de las variables de estado,
tomando vy = (0,0,0) y bajo la infldencia_solo de-lascorriente de encendido. En lineas discontinuas

se ha indicado el equilibrio estable Ey = fep:

1.3. Operadores de memoria

Una condicion necesaria para que un sistema como el JJAMfuncione como un bit clasico,
es que debe contar con al menos dos familias de estados de equilibrio estables.

Como ya se vi6 en la Seccion 1.2, el sistema JJA cuenta consmas de dos familias de
equilibrios estables, por lo tanto, este sistema cumple con el primergfequisito para ser im-
plementado como un bit clasico. Los demas requisitos tienen que ver con_la definicion de
operador de memoria. Para definir los operadores de memoria se eligen dos-€stados, perte-
necientes a familias distintas, los cuales se denotaran como £, y F1, y para est€ trabajo seran
los equilibrios que se presentaron en la Figura 3.

En [Glowinski et al., 2020] se presentan las siguientes definiciones para los operadores de
memoria.

Definicion 1.3.1 . Cuando el circuito (la unidad de memoria) esta en el estado F, se dice que

contiene un 0 y cuando esta en el estado F; se dice que contiene un 1.

10
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Definicion 1.3.2 . Se llamara operador de escritura del 1 a una energia v(¢) si lleva al
sistema al'estado E; sin importar el estado inicial (Ey 0 E}).

Definicion #23;3 . Se llamara operador de escritura del 0 a una energia v(¢) si lleva al
sistema al estade~£, sin importar el estado inicial (Ey 0 E}).

Definicion 1.3.4 ~Se llamara operador de lectura a una energia v(t) si al aplicarla al circuito
nos brinda informaciénsque nos permita determinar en qué estado se encontraba el circuito
(Eo 0 Ey).

Figura 5

llustracion de la dinamica de‘los operadores de escritura del 0 y del 1

Escritura
del O

Egcripura debh(

Nota. Los dos operadores (de Escritura del 0 y de Escritura del1)tienen que enviar el sistema al estado

previsto partiendo de cualquier estado inicial, ya sea £y o0 Ej.

Asi que, para que un sistema como el JUAM se pueda utilizar.,como unidad de memoria,
se debe contar con tres energias que cumplan la definicion de opetadores de escritura y
lectura, respectivamente. De modo que lo primero que se debe respander en este caso, es
como se pueden encontrar energias que lleven el sistema del estado E, alFE; y viceversa.
En la siguiente seccién se define un problema de control 6ptimo que permiteg“encontrar estas

energias y que ademas sean éptimas en un cierto sentido.

1.4. Un problema de control optimo para el sistema JJAM

En este trabajo se quiere encontrar operadores de memoria que sean optimos, en el senti-

do de que no solo lleven el sistema de un estado a otro, sino también que la energia que se re-

11
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quieregpara ello sea minima. En particular, para el sistema JJAM, esto se traduce matematica-
mente en resolver el siguiente problema de minimizacion
[Glowinski etal, 2020].

Encontrar v« B = (L*(0,T))? tal que

v :argrgleng(v), (1.14)

donde el funcional J(v) esta' dado por

r k
I [ IolPdt+ 51w — bl (1.15)

aqui n > 0 es un parametro de regularizacién, £ > 0 es un parametro de penalizacion,
|v|| = \/v2 + vZ + 02 y la funcién vectafial v = (a1, 4, s)" se obtiene de manera tnica a

parir de v mediante la solucion del sistema

d
F—¢+K¢+sen¢:i+v, te(0,7),

dt (1.16)
P(0) = Py

Cabe aclarar que, en general, el minimo del funcional ne lleva el sistema JJAM al estado
final de forma exacta, pero es posible llegar cada vez mas<€erca aumentando el valor del
parametro de penalizacion k.

Para el caso del operador de escritura del 1, se debe resolver (1.14) considerando en
(1.15) v = Ey y en (1.16) ¢y = Ey. De forma similar, para el caso del’'operador de escritura
del 0, se debe resolver (1.14) considerando en (1.15) ¥y = Ey y en (+.16) ¢y = F,. Ahora
bien, esto solo garantiza que esos controles llevan el sistema de un estado a otro con una
energia minima, pero no necesariamente seran estos los operadores de escritdra, ya que
para ello se requiere, ademas, que al aplicarle la misma energia al estado final;-€l, sistema
haga un transitorio y regrese al mismo estado.

El problema (1.14) es un problema tipico de control éptimo. En el siguiente capitulo-se
presentara una de las herramientas con las que puede resolverse de forma numérica y asi,

encontrar controles que lleven al sistema de un estado a otro de forma 6ptima. A lo largo

12
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de la tesis también se consideraran otros funcionales que permiten encontrar controles en
espacios mas practicos: el espacio de funciones continuas lineales por pedazos y el espacio
de funciones’Constantes por pedazos, para lo cual se aprovechara la metodologia de disparo

multiple.

13
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Control del sistema JJAM por pedazos

via disparo multiple

En este capitulo se describira la metedologia de disparo mdltiple para obtener tanto con-
troles en (L?(0, 7)) por pedazos como centroles continuos lineales por pedazos y controles

constantes por pedazos que permitan transitar-entre dos estados del sistema JJAM.

2.1. Descripcion del método-de disparo multiple

Paso 1. Se define una particion del intervalo de ti€mpo [0,7] en N subintervalos de

tamano h = T'/N definidos por los nodos
0=ty,to,...,tny1 =T (2.1)

donde

ti=(@G—1)-h, i=12... N+1. (2.2)

Figura 6

Particion del intervalo [0,T] en N subintervalos

0=t ty l3 ty ls le tn_2 tn_1 i Inp =T

14
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Paso 2. Se divide el intervalo [0, 7] en ns subintervalos, I; = [}, 7;41], definidos por los
nodos

O:T17T27"'77_n877_n5+1 :T7 (23)

donde cada 7; debe, coincidir con un ¢;, como se ilustra en la siguiente figura.
Figura 7

llustracion de subintervales para controles por pedazos

[1 ]2 ]715
r " 4 N r )
| ] | Je | | . | ] | |
| | | 1 | | | | | 1 i
0=t to i3 7 ls te In-2 tN-1 v I =T
0=m Ty T3 Tns Tns+1 = T

Una forma de hacer la asignacion de las'nodos de disparo para que coincidan con un nodo
de tiempo es la siguiente.
Primero, se toman ns+ 1 nodos uniformemente espaciados en el intervalo [0, T, a los que

se denota por 7/, para j = 1,...,ns + 1, ge"tal forma gue
OZT{<T£<"'<T7/LS+1ZT, (2.4)

como se ilustra en la Figura 8.
Figura 8

llustracion de los nodos 7; uniformemente espaciados

} ] 1 | 1 ] 1 I 1 1
0= -

Posteriormente, se asigna a los nodos de disparo 7; el valor del nodo de tiempo/mas
cercano aplicando la siguiente regla

Tj = t)\, (25)

15
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donde

A = round (w) + 1. (2.6)

Si 7] esta en medio de dos nodos de tiempo, esta regla le asignara a 7; el valor del nodo de
tiempo de la dereeha, como se muestra en la Figura 9.
Figura 9

llustracion de los 7; ajustados para que coincidan con unt;

|
I I I I I I 0T I I I

0=t to t3 Ty ts te tn—2 tn—1 tn tnpa =T

- e
T Ins ns+1 =1

0

1 72

Paso 3. Se quiere encontrar una funcidén‘de control

'l)i:l<t)
u(t) = | viaft)
Uizg(t)

que lleve el sistema de un estado inicial 1), ‘a un estadosfinal ¢r. En particular, se quiere

encontrar un control v(t) definido por pedazos

(

vj1(t), site[mn,mn)

’szg(t), sit ¢ [TQ, 7'3)

\’Uj:ns(t), site [Tnsa Tns-l—l]

donde cada v; € (L*(I;))". El espacio donde vive v se denotara por (L., (0, T))* donde el
subindice “pw” viene de piecewise (por partes).

Observacion 2.1.1 . En este trabajo, cuando se utilice el subindice i = 1,2,3 en v, P0\s,
este hara referencia a la componente; y cuando se utilice el subindice j = 1, ..., ns, este hara

referencia al nimero del subintervalo de disparo.

16
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Lasidea béasica del disparo multiple es que en cada subintervalo de disparo I; se debe
resolver gl'sistema de estado, para lo cual se requieren condiciones iniciales (parametros de
disparo) s;spara j = 1,...,ns. En cada subintervalo I; el objetivo es que el sistema llegue
a los puntos s, Los pardmetros de disparo s; son desconocidos con excepcion de s;—; y

S;=ns+1 10S cuales’se definen como

sj—1 = 1o, (2.7)
Sj=nst+1 = Pr. (2.8)

Observacion 2.1.2 . Los pardmetros de disparo s;—; y s;—s+1 también se pueden considerar
como desconocidos y que se englientren como parte del proceso de optimizacién, para ello
se tiene que agregar al funcional logt€rminos ||s;—1 — || ¥ ||Sj=ns+1 — Pr||- En este trabajo,

en aras de reducir la cantidad de parametros a estimar, se consideran como conocidos.

Asi, en cada subintervalo de disparo I;.se debe resolver para j = 1,...,ns
dp; .
I‘W—FK'I,D]‘—FSGH(’QD]‘) :Z‘l"Uj, t e (Tj,Tj+1)
(2.9)
Yi(1;) = 87

La ilustracion de la Figura 10 representa.la, idea ‘basica de la metodologia de disparo
multiple.
Figura 10

Disparo multiple

Sns— _
n; ! Sn,,s+] - II/JI
\ .
’l,[)(t) e { >
_ .9 52 ¢ Sns
Py= 8, S3
| e | :
]1 [2 ]71571 lns
T = 0 T2 73 + -+ Tns—1 Tns Tns+1 = T

Nota. Aunque el sistema considerado es tridimensional, en esta figura se representa Unicamente“tna

de las componentes.

17
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Se/quiere encontrar v; y s} 6ptimos que le permitan al sistema transitar de forma continua
del estadoerinicial 1, al estado final 1> como se ilustra en las Figuras 11y 12.
Figura 11

llustracion de control dptimo v*

Ujiz,sfl (ZL)

vl) o
0| = T N

| | I | | |
[1 I ]‘2 : ! ]71,57] : [ns

T = 0 T2 73 s Tps—1 Tns Tns+1 — T

Nota. Aunque el control es tridimensionalgenresta figura se representa unicamente una de las compo-

nentes.

Figura 12

llustracion de transicion continua de ¥y\a vy con v*, y s* optimos

S:H»l = wT

P(t) s3 .
5
Py = 8]
| | I | | |
| I, | I, | | Ie s | I, |
=0 T2 T3 -++ Tps—1 Tois Tnst1 =1’

Nota. Aunque el sistema considerado es tridimensional, en esta figura se representa‘inicamente una

de las componentes.

Para lograr esto, se aplicara el siguiente y ultimo paso.
Paso 4. Problema de optimizacion
El método de disparo mdltiple consiste en encontrar x* = (v*,s*) € (L2,(0,%))% x
(R3)™s~1, tal que
x" = argmin J(x), (2.10)

18



Capitulo 2 19

donde
J(x) =" J;(0), (2.11)
7=1
donde v, = (v1782), ¥; = (v}, 8;,8;41) paracada j =2,...,ns — 1, Ups = (Vps, Sns) ¥
~ o n Qd k 2 .
Ji0)) = 5 | MvsllPdt + S l1i(7541) — s54all”s sit €L, (2.12)
2 /i, 2
donde v;, para j = 1,. . 5475, es la solucion del sistema
dip; .
I‘W—FK’(,bj—i‘SGH’lpj:’L—Q—’Uj, te(Tj,Tj+1), (213)
Yi(1;) = s;.

Observacion 2.1.3 . Cuando en v, v ogs\se use el subindice i = 1,2,3 y ademas las letras
no estén en negritas (¢, v 0 s), se hara alusion a la componente y cuando se use el subindice
j=1,...,nsylas letras estén en'négritas, seshara alusion al numero de subintervalo.

A continuacion, se va a calcular el gradiente”del funcional J(x) definido en (2.11) para

poderlo minimizar usando el algoritmo BFGS.

2.2. Gradiente de J(x) para controles en (ng(o, 7))

Teorema 2.2.1. El funcional J en (2.11) es Frechet diferenciablé en (L2, (0, 7)) x (R?)™~!

y su derivada D.J(v) aplicada a w = (w,, ws) € (L2,(0,7))* x (R*)"" es

nv1 + p1
(DJ(v(t)), (w(t))) = : , Wy
NUps + Dns (L%w(O,T))S (214)
Lpa(72) — k(1(72) — 82)
+ : , W, ;

Fpns(Tns) - k(¢n5—1<7—ns) - Sns)

(RS)ns—l

19



Capitulo 2 20

donde/(-, )12, (0,7 denota el producto interno en (L2,(0,7))?, (-,-)msn=-1 es el producto

pw

interno ep R?*)"*~ !y p;, para j = 1,...,ns, es la solucion del sistema adjunto

dp;
d—]+Kpj+C(¢j)Pj =0, te(r,Tm),
t (2.15)

Pj(Tj41) = D7 k(Y (1j41) — 8541)],

I

donde
cos(1);1) 0 0
;)= 0 cos(1;2) 0 (2.16)
0 0 cos(1;3)
y,, paraj=1,...,ns, es la solucion-del sistema de estado

d . .
I‘% + K9 +seup; =i+ vj, t € (75,741),

p;(7;) = ;.

(2.17)

Observacion 2.2.1 . En la siguiente demostracién se hace uso de proposiciones enunciadas

y demostradas en el Apéndice B.

Demostracion. Realizando un analisis de perturbacion para el funcional (2.11), se tiene que
0J(x) =0 J;(;)
j=1
=> 8Ji(x;) (Prep. B.1.1)
j=1
S n 2 k 2
=220 ( 5 [ s OFdt+ S (r300) = sl (2.18)
j=1 J
S Ui 2 k 2
= (56 / s ()17 dt + 581185 (7y1) = 8544 ) (Prop. B.1%)
j=1 I
ns 7’] ) k‘ )
=2 <§ | St + 581(7500) = 1] ) . (Prop. B.1.4)
j=1 1

En este punto, se va a separar el primer y ultimo sumando del resto, ya que el primer

sumando solo depende de v; y ss, debido a que s; es fijo, el ultimo sumando solo depende
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de v,¢¥ s,5, Ya que s, €s fijo, y los demas sumandos dependen de v;, s; Y S;.1.

Para el'primer sumando, es decir para j = 1, por la Proposicion B.1.3, se tiene que

k
L gos(olde + 511(m) — 5ol & [ oi(t) - swi)
Il Il

+ R (1) — 83) S thi () (219)
- k(¢1(7'2) - 82) - 08s.

Paraj =2,...,ns — I,'se tiene que

ns—1
k
2 (g sty o)1+ 5ol —wﬂ?) ~

j=2 T
ns—1
;(/Ijnv() v;(t) 20

+ k(W11 7 8541) - 0v8, 05 (Ti11)
— k(Ylina) — sii1) '58j+1> :

Finalmente, para j = ns, se tiene que

n k
2 Slone)Pat + 551ubne (A — s
[’VLS

%/ NUs(t) - dvy,s(t)dt (2.21)

]TLS
+ k(¢ns (Tns—H) - Sns+1) . 5vn5,sn5wns(7—ns+1)~

Por la Proposicion B.1.6, 6,1, en (2.19) se aproxima por la solucién-del sistema

TVL 4 Koy + Cln)odhy = o1t € ()
(2.22)

5’(7/)1 (Tl) = 07

r

y por la Proposicion B.1.7, d1; = d,, 5;%; en (2.21) y (2.21), para j = 2,...,ns, se aproxima
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por la solucién del sistema

do;
I‘% + K(W)J + C(’l/)j)é’g/)] = 5Uj t e (Tj,Tj+1),

d (2.23)
otp;(7;) = s

Ahora se introduce una funcion vectorial p;(t) = (p;i(t),pj2(t),p;3(t)), que se supone
diferenciable sobre todo 1. Multiplicando ambos lados del sistema diferencial (2.23) por la

funcion vectorial p; e integrando sobre /; se obtiene

dop;
Ij Ij Ij I.

J

Integrando por partes el primer término se obtiene

dop; dp;
F—2 . p;dt =Tp,;-d;|, — = . §ap;dt
/I j dt b b1 /l/)] ‘ g /[ J dt ,(pj

(2.25)

dp.
= I'p;(7j11) - 09(Tiaa) — Fpi(7)) - 6%;(7) _/1- %'&Pﬂit'

Para j = 1, por la condicién inicial de(2.22) setiene que I'pi(m) - 03p1(m1) = 0, por lo

tanto, se puede reescribir (2.24), tras reordenar-los térmings, como

d
/ P1 - (S’Uldt = Fpl(Tg) . (51701(7'2) — / Fﬂ . (51701
I I

7
+ [ Kp:-oypdt +/ C(v1)p1 - 6p1dt (2.26)
11 Il
d
= o) bu(r) + [ |-TB Ko+ o) b
I

Supodngase que la funcion p; es solucion del siguiente sistema (sistema adjunto)

dp
—1 —1—I—Kp1+C’(¢1)P1—0» t € (11, 72),
i (2.27)

pi(r2) = T [k(¢1(72) — s2)],
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entonces, de (2.26) y (2.27) se obtiene que

/ D1 - ovrdt = k(91(12) — 82) - 091 (T2). (2.28)

I

Para j = 2« .4ns, por la condicion inicial de (2.23) se tiene que I'p;(7;) - dv;(7;) =

I'p;(7;) - és;, por lo tanto, se puede reescribir (2.24), tras reordenar los términos, como

dp;
/ p; - 0v;dt ="Fpj(7j11) - 09;(7j11) — Tp;(7;) - 85 — / % -0,

I I;

I I (2.29)

= I'p; (751107 0%i(7j11) — Tp;(75) - 085

dp:
+ /1 {—F% +.Kp; + C(%)Pj] - 0%;dt.

Supoéngase que la funcion p; es’solucion del siguiente sistema (sistema adjunto)

dp;
—T'—2 + Kp; +C(¢;)p; =07 _t € (15,7Tj+1),

dt (2.30)
P (7 ), = TR (1501) — s541)],
entonces, de (2.29) y (2.30) se obtiene que
/ p; - 0vdt + Tpj(7;) - 085 = k(v;(Tj41) — 8,41 ~0%;(Tj41)- (2.31)
I

De (2.19) y (2.28) se obtiene, para j = 1, que

/ nui(t) - dvi(t)dt + k(1(72) — 82) - 60,91 (72) — k(th1(72) — 82) - ds9=

I

~ / nvy - 5'l)1dt + / P (5’Uldt — l{i(’l/)l<7'2) — 3j+1) . (582 (232)

11 Il

= / (o1 + p1) - dvidt — k(1(72) — 8541) - I82.

I
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De«2.20) y (2.31) se obtiene, para j = 2,...,ns — 1, que

/ oy (1) - 50, ()t + k(3 (ry51) — 8741) - Gy 0,85 (71 11)

I;

— k(i) — 8j41) - 53j+1> ~

ns—1
=~ (/ nvj - (S'Ujdt +/ ;- (5’Ujdt + ij<Tj) . (53]‘ (233)
I; i

=2 I

— k(j(7j41) —'8yd1) - 53j+1> =

ns—1
= Z </1 (nv; + p;) - dvgdt +-I'p;(7;) - 085 — k(;(Tj41) — Sj41) 58j+1) .
=2 i

De (2.21) y (2.31) se obtiene, para j\='nss, que

/ NUns <t> : 6vns (t>dt + k(’lpns(Tns-kl) - Sns+1) : 5'uns,sn5¢ns (Tnerl) ~

ITLS

~ / nvns . 5’Unsdt + / Prs - 6’Unsdt + Fpns(Tns) : 5Sns (234)

Ins Ins

= / (n'vns + pns) : 6vnsdt P Fpns(Tns) . 5Sns-

I’VLS

Sumando (2.32), (2.33) y (2.34) se tiene que

ns ns ns—1
5J(33> ~ Z/j (1’]’Uj +p]) . 5'Ujdt + Z ij<7j) . 5Sj — Z k?("vbj(Tj-l—l) — Sj+1) . 6sj+1- (235)
j=1 Y15 =2 j=1
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Realizando un cambio de indice en la tercera suma se obtiene
0] (z) Z/ (nv; + py) - Svsdt + Y Tpj(7;) - 655 — > k(tp_1(7;) — s;) - s,
21 21 =2 j=2

— Z/I(nvj + pj) - dv;dt + Z(I‘pj(Tj) — k(;_1(7j) — 8;)) - 08

nvi < pa
= : , 0V (2.36)

NUns + Dns (L;%w (0,7))3

L'py(72) “Hklabi(72) — s2)
+ : ,08 ,
Fpns(Tns) - k(lbns;l(Tns) - Sns)

(R3)nsfl

donde (-, -)(z2,(0,)): denota el produgto interno en (L,,(0,7))* y (-, -)@s)=s—1 €l producto in-

terno en (R3)"s~1. Asi, el funcional (&) en (2.11) es Frechet diferenciable y su gradiente esta

dado por
va('U) UG +p1
Vi@ = | | U 6 . (2.37)
Vs, J(v) I'py(72) — k(Polrz) — s2)
Vsnsj(v) ]-‘pns(Tns) - k(lpnsfl(Tns) = Sns)

Con el gradiente (2.37) se podria aplicar el algoritmo BFGS para controles en
(L2,(0,T))*. Sin embargo, para tamafios de paso de tiempo muy pequefiog'asinversa del
la hessiana tendria un tamano muy grande, lo cual implicaria mucha memoria y*tin tiempo de
cémputo alto. Ademas, los controles en (L2, (0,7"))? son dificiles de implementar en lapracti-
ca, y es por esto que se tiene interés en controles en espacios mas practicos como continuos
lineales por pedazos y constantes por pedazos. Controles en estos espacios los exploraremos

en las siguientes secciones.
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2.3.'_Control via disparo multiple modificado

2.3.1. Controles continuos lineales por pedazos

Un control continuo lineal por pedazos es aquel que en cada uno de los subintervalos /;

es un segmento de'rectadefinido de la siguiente forma

v;(t) = qjl-Cj + qu-CjH, (2.38)
donde parat € I;
Fjy1 — t t—
gL ¢=—" (2.39)
Tt — 75 Tj+1 = Tj
ylasc;,paraj =1,...,ns+1, son constantes. Las funciones de (2.39) son rectas que pasan

por los puntos (75, ¢;) ¥ (741, ¢j+1), lo cual.se.puede apreciar mejor en el siguiente desarrollo:

Considérese primero la recta €n/el plano.te-que pasa por los puntos A = (7;,¢;) y B =
(Tj4+1, ¢j+1). Si se toma un punto C*=(t;v(t)) s6bre la recta y entre los puntos dados, se
puede obtener la ecuacion de la recta igualando |a péndiente de A a C' con la pendiente de C'

a B; desarrollando se obtiene

C—Cj €ji+1 — C

t—7j Tiy1 — 1
(€= ¢)(Tj —1) = (t = 7)(¢j01 — ©)
c(Tjp1 — 1) = ¢j(Tj1 — 1) = (= 7)1 — (E —'75)¢ (2.40)
c(Tjr1 —t) +e(t —75) = (t = 75)ejm1 + (741 — )€
c(Tj+1 — 7)) = (T — t)e; + (E = 75)¢jm
Tiy1 — 1 t—1;
c=v;(t) = T],:l_ ™ ¢+ _— _jTj Cjt1-

En la Figura 13 se muestra una ilustracion de una funcién continua lineal por pedazos.
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Figura3

llustracion”de control lineal por pedazos definido por los c;

C3

va (1)
v(t) vy (1) Vne1(t) Vs (t)
€2 Cps—1 - Cns

C1

Cns+1

- —
]1 ]2 ]nsfl ]ns
1 =0 T2 T3 cor Tns—1 Tns Tns+1 = T
+

|

Nota. Aunque el control es tridimensional, en esta figura se representa Unicamente una de las compo-

nentes.

Asi, un control continuo lineal por pédazos se puede caracterizar por el vector de ns + 1
constantes ¢ = (¢y, ..., Cpst1)-

Para controles continuos lineales’por pedazos se tiene la siguiente proposicién que pro-
porciona una representacion para |a parte del gradiente asociada al control.
Proposicion 2.3.1 . Sea n > 0 una‘eonstante,-p; una funcion vectorial diferenciable en el
intervalo I;, para j = 1,...,ns, y sea v; unafuncidnivectorial lineal en el intervalo I; definida

como en (2.38), entonces, se cumple que

/ (nv; + p;) - dv;dt = (/ q; [n(gje; + dicj) # byl dt) - oc;

I 1.
J J (2.41)
+ (/ q]2- [77(61]1-0;' + qu'cj—i-l) +pj] dt) - 0Cj41.
J
Demostracion. Sea v; una funcion lineal en I; definida como en (2.38), entonces
5Uj - qjl'(cj + 5cj) + qu(cj+1 + 5Cj+1) - (q;cj + quchrl)
= q;¢; + qj0c; + gici + 0 — gj¢; — e (2.42)

1
j

(SCj + qu(;Cj_H.
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Por lo ganto,

I;

I;

/ [(n(gjcin + Gejnn) +pia) (g50¢i0 + ¢70¢i41.0)
I;

+ (U(q;cj,z + qu'cj+1,2) + pj2) (%15%2 + ‘132'5Cj+1,2)

* (n(g¢is + aicivs) + pis) (4;0¢3 + ¢50¢ci )] dt

p
+ (nlajcs + Q?Cj+1,1) +pj1) Q?5Cj+1,1
+ (n(Q}Cﬂ v qf-cj+1,2) +Dj2) Clgl'50j,2
1 9 2
+ (U(qj iz F gr€jt12) +]9j,2) qj0Cjt12
+ (W(q;cj,s + qu'chrl,S) +Pj,3) q;50j,3
+ (77((]]1‘03‘,2 =l Q?Cjﬂ,s) #+ pj,3) Q?5Cj+1,3} dt

q; (U<Q}Cj,1 + Q?Cj+1,1) £ ;1) 0cjqdt

+ / q} (n(q}cjg T Q?Cj+1,2) 4 pj2) 0c;adt
+ / q; ((gjcis + q7civ1s) + Pia)ocssdt
+ / q; (n(gjcin + Gejenn) + i) defimdt
+ / QJQ- (77((131-0;‘,2 + qucj—i-l,Z) + pj2) 6cji ot

+ / ¢ (n(ajcje + @5cjv13) + pjs) 6cj,3dt,
I;

28

/ (nv;et py) - dv;dt = / (M1 +pj1) 6vi1 + (U2 + pj2) 0vj2 + (NUs3 + pjs) 6v;3] dt

(2.43)
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COMoO 0¢; 1, 6¢j2, 0¢;3, dCjt11, 0cit12 Y 0Cjq1,3 SON constantes en [;, entonces

/ @0+ pj) - dv;dt = (/ Q} (U(qjl'cj,l + qu'cj+1,1) +pj,1) dt) 0cj1

I I

+ / q} (U(Q;ng + Q?Cj+1,2) + pj2) dt | 6cja

J

+ / qgl- (n(qjl‘cj,:’) + qucj—i-l,S) + pj,3) dt | dcjs
I;
+ / ¢ (n(gjcin + a5ciean) + pja) dt | 6¢ja0
I,
’ (2.44)

+ / ¢ (n(ajciz + @icjs12) +pj2) dt | 6¢ji12

3

+ / @ (n(g;cio + q7cisrs) + pjs) dt | 6cjin s,
I;

= (/ GAn(q) et a7 i) + D] dt) -dcj
I

J

+ (/ Enlgic; +@iej ) + ;) dt) 0Cj41.

J

Corolario 2.3.1 (Al Teorema 2.2.1). Para el caso de controles continuos lineales por pedazos,

el gradiente del funcional J en (2.11) tiene un representante en’ (iR%)2"* dado por

Ay
Ve, J () Ay + By
Vi) = | Ve @ Ans - Braca : (2.45)
Vs, J () Bos
: I'py(12) — k(h1(72) — 82)
Vs,..J (@) '

Fpns(Tns) - k(”vbns—l(Tns) - Sns)
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donde
_ 1 1 1 2
—/%nw+mdth/%h@q+%%ﬂ+mwt
L f (2.46)
=i/qmwﬂhﬁ /ﬁh@q+ﬁ%ﬂ+mwt
I I
y pj, para j = 1, ns, es la solucion del sistema adjunto
dp; _
—P—5+ Kp; + C(¢;)p; =0, € (75,7i11),
dt (2.47)
P;j(1j11) = D7 k(2 (1j11) — 8541)],
y1;, paraj=1,...,ns, es la solucion del sistema de estado
dgb]
+ Kpptseny; =1 +v;, te(15,71),
(2.48)
Pi(7) = s;.
Demostracion. Sean
Ayz/@hw+mwh= g0 c; + ¢ici) + p;] dt,
L (2.49)

_—— 5

q; Inv; + pj) dt ¢ [n(aye+ diej) + pj] dt.

Sy
i
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De la ségunda igualdad de (2.36) y por la Proposicién 2.3.1, se tiene que

k(thj-1(1j) — 85)) - I,

Z/ nv; + p;) 5'vjdt+z I'p;(7;)

= ZA 50] + B 5CJ+1 + Z I‘p] T] (’ij_l(’rj) — Sj)) . 58]‘

Ay
Ay + By : )
2.50
Ans + an—l
an

I'py(m2) —

k(¢1(72) - 52)

Fpns(Tns) - k<¢ns—1(Tns) - Sns)

Por lo tanto, para el caso de coniroles contintos lineales por pedazos, el gradiente del

funcional J(x) en (2.11) tendra una representacionen (R*)** dada por

A
VclJ(iB) AQ =+ Bl
VJ(m) _ Vcns+1 J(aﬁ) _ Ans + an,1 (251)
Ve, J(x) Bys
: Lps(72) — k(th1(72) — %2)
Ve, J (@) :
Fpns(Tns) - k(d’ns—l(ﬂms) - Sns)
[

Observacion 2.3.1 .

Se usa la notacién V., J(x) o V,, J(x) para referirse a la componente

del vector gradiente asociada a c; o s; respectivamente.
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Sesrealizo un programa’ para resolver con el algoritmo BFGS el problema de optimizacion
definido ena metodologia de disparo multiple, aunque no se obtuvieron resultados satisfac-
torios ya que no se logré que, con el control obtenido en cada intervalo [;, el sistema de
estado llegara ados s, objetivo, de forma que al aplicar todo el control en el intervalo [0, T']
el sistema de estado no lograba hacer la transicion al estado objetivo 1. Para resolver es-
te problema, se realizosla siguiente modificacion al método de disparo multiple. En lugar de

resolver

d
0 + K, +sentp; =i +v;, t€(75,T41),
H (2.52)
Y;i(7;) = s;.
se resuelve, para j =1
1#1
+ Ky seny, =i +vy, t€(m,m),
S (2.53)
'lpl(Tl) = 1o,
yparaj=2,...,ns
d@b]

+ K, +sendp; =1 Hv,;) t e (15,Tj11),
(2.54)

Yi() =1 (79

Corolario 2.3.2 (Al Teorema 2.2.1). Para el caso de controles.continuos lineales por pedazos

y considerando las modificaciones en (2.53) y (2.54), el gradiente)del funcional J en (2.11)

'Programa elaborado en MATLAB ubicado en la ruta Programas tesi§/Transicién/Transicién
controles pp DM y BFGS/Main_controles_pp-DM.m.
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tiene un representante en (R?)?"* dado por
Ay
VCIJ(LI}) A2 + Bl
Ve, ...d(x Ans + Bs—
Vi) = aJ@) | ' , (2.55)
Vs, J(x) B,
: —k(t1(m2) — s2)
K vsns‘]<w) :
_k(wns—l(’rns) - Sns)
donde
=/ qj [nv; + pj) @t —/ q; [n(gje; + dfein) + py dt,
i i (2.56)
= / q; vy ] dt = / q; [n(gje; + gjej) + py] dt,
y pj,paraj =1,...,ns, es la solucion del sistema adjunto
dp;
-I'—== —I—Kp]—i-C(t/)J) O t e (Tj,Tj+1),
dt (2.57)
p;j(mi01)= TR (1) — s541)],
-1, es la solucién del sistema de estado
d
Wyt + Koy +sentp1 =1 +vj1, te(mim),
dt (2.58)
wjzl(ﬁ) = 1y,
y,, paraj = 2,...,ns, es la solucion del sistema
dv,b]
+ K, +sentp; =1 +v;, te(15,Tj1),
(2.59)

¥;(15) = P (7)).

Demostracion. Realizando un analisis de perturbacion, considerando los cambios menciona-
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dos en”(2.53) y (2.54), se obtiene que
(5J(w) ~ Z/I (77’Uj —l—p]) . 5’Ujdt — Z k(?,bj_l(Tj) — Sj) . 58]'
7=1 J 7j=2

= Z/I (nvj + py) - 0v;dt — k(p;-1(7;) — 85) - 085
=11

nvy + px
= 5 ,0v (2.60)
\nvns + Dns (L%w(O,T))?’
—k(¢1(7'2) - 32)
+ : ,08 ,

_k<¢ns—1 (Tns> - 3ns)

(]RB)ns—l

donde (-, )3, (0,))s denota el producto interno en (L, (0,7))* y (-, -)@syns—1 €l producto in-
terno en (R3)™s~L. Asi, el representante del grddiente, considerando las modificaciones en

(2.53) y (2.54) y la Proposicion 2.3.1, estaydado por

Ay
Ve, J(v) A1 By
VJ(x) = Veund ()| _ Ane B . (2.61)
Vs, J(v) B
: —k(vp1(72) — 82)
Vs, J(v) :

_k(wns—l (Tns) - Sns)
[ |

Note que en el gradiente (2.61) ya no estan los términos I'p;(7;) que aparecian.en el
gradiente (2.37), esto se debe a que con esta modificacion cada funcional .J; ya no depende
de s;. En el Algoritmo 3 se presenta el pseudocodigo del algoritmo BFGS para minimizar el

funcional (2.11) con controles continuos lineales por pedazos, tomando en cuenta los cambios
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antes mencionados.

Se realizd un programa® basado en el Algoritmo 3. Este programa incluye también la
busqueda de controles constantes por pedazos, lo cual se describe en la siguiente subsec-
cién. Con este programa, usando controles continuos lineales por pedazos, se obtuvieron los
resultados que sesmuestran mas adelante.

Para todos los experimentos numéricos de esta seccion, se va a tomar al vector inicial z°
como z° = (%, s°) con.c?lina matriz de 3 x ns+ 1 ceros y s° como puntos sobre el segmento

de recta que une los estados), y 17, evaluados en los nodos 7;. La férmula utilizada es

S0 (Tns+1 — 7)o + (15 — 7'1)7vbT' (2.62)

J
Tns—i—l — T

En todos los experimentos que sespresentan en los capitulos de esta tesis se emplea un
método sin derivadas para resolver los preblemas de busqueda en linea, el cual se describe en
el Apéndice E. El motivo por el cualse hizo'esta eleccion es que se identifico en experimentos
preliminares que el funcional (2.11)yen algunos_casos, no es estrictamente convexo y en
algunas regiones casi pierde la diferenciabilidad, por le cual los métodos con derivadas, como
Newton o incluso el método de la secantegno.resuelven de buena forma los PBL.

Los siguientes datos y parametros fueron Tos mismos en todos los experimentos numéricos

de este capitulo:

N = 1,000,

m ¢, = 1 x 1073 (tolerancia para el BFGS),

2Programa elaborado en MATLAB ubicado en la ruta Programas de tesis/Transicién/Transicién
controles pp con DMM y BFGS/Main_controles_pp-DMM.m.
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m 25 =1 x 10~* (tolerancia para la busqueda en linea).

Ejemplo 2.3.1 (Operador de escritura del 1 continuo lineal por pedazos). Sea v, = Ej,
Y7 = FE, y el control solo con la junta 3. En este caso, el algoritmo BFGS, para controles
continuos lineales+{por pedazos, convergio en 270 iteraciones. El control obtenido es el que se
muestra en la Figura(14.

Figura 14

Control continuo lineal parpedazos para transitar de Ey a E,

02F —_—
Vo

0.1F -
V3

0

011

0.2+

03 F VA -

| | 1 @ a\ i L 1 I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nota. En este ejemplo se controla solo con la juntal3 (curva amarilla), asi que solo se inyecta energia
en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas azul y naranja; respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 15 se muestran las series de tiempo de las variables de estado bajo la in-
fluencia del control de la Figura 14. Se puede observar que el sistema llega de forma exitosa

al estado final ¥ = E al tiempo t = 20.
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Figura5

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 14 y by = Fy
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo la
influencia del control continuo lineal por pedazos de la Figura 14, con condicién inicial ¥ = Ejy, en
el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A partir-dest = 20, las lineas discontinuas corresponden a la
evolucion no controlada del sistemaytomando come-gondicion inicial el estado alcanzado al final del
intervalo de control, ¥(20). Los puntos en.celeste, vina?y verde representan los parametros de disparo

de las juntas 1, 2 y 3, respectivamente.

En la Figura 16 se muestran las series'de tiempo«delas variables de estado bajo la in-
fluencia del control de la Figura 14 pero partiendo desde €l estado final E;.
Figura 16

Series de tiempo de las variables de estado con el control de la Figura 14 y 1y = F;
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, 1, ¥3 bajo la

accion del control continuo lineal por pedazos de la Figura 14, con condicion inicial ¥»g = E4, en

37



Capitulo 2 38

el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponder a la
evolucion noé-controlada del sistema, tomando como condicion inicial el estado alcanzado al final del

intervalo de cohtrol, 1(20).

En la Figura 16 _se puede ver que el sistema hace un pequeno transitorio y regresa al
mismo estado final & \al tiempo ¢ = 20, por lo tanto, el control de la Figura 14 es un operador
de escritura del 1. O

Cabe mencionar, querstambién se obtuvo un operador de escritura del 0, aunque no se
incluye para no extender demasiado el material de esta tesis.

Ejemplo 2.3.2 (Control continuo‘lineal por pedazos para transitar del equilibrio estable
Ey al inestable 0i,). Sea v, = Fg, bz = i, y el control solo con la junta 1. En este caso,
el algoritmo BFGS no convergié ent300.iteraciones, pero el criterio de paro si se acerco a
la tolerancia estacionandose alrededor 'del valor 0.0012. El control obtenido se muestra en la
Figura 17.
Figura 17

Control continuo lineal por pedazos para transitar.dé E, a 0i,

Vi
015
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Oq [ \/53

0.05

N
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Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta 1 (curva azul), asi que solo se inyecta energia en
esa junta. Las juntas 2 y 3 (curvas naranja y amarilla, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 18 se muestran las series de tiempo de las variables de estado bajo la.in-

fluencia del control de la Figura 17 partiendo desde FEj.

38



Capitulo 2 39

Figura8

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 17 y 1py = Fy
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Nota. En esta figura se muestran las series'de tiempo de las variables de estado 1, 19, ¥3 bajo la
influencia del control continuo lineal por pedazos de la Figura 17, con condicién inicial ¥y = Ep, en
el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A’partir'de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la
evolucion no controlada del sistema, tomando come’condicién inicial el estado alcanzado al final del
intervalo de control, ¥(20). Los puntos en.celeste, ving yerde representan los parametros de disparo

de las juntas 1, 2 y 3, respectivamente.

En la Figura 18 se puede observar que,(bajo la influencia del control de la Figura 17,
el sistema transita del estado inicial (estable) v, = E, al.estado final objetivo (inestable)
11 = Biy en el intervalo de control [0, 20]. A partir del tiempo &#= 20 se grafican con lineas
discontinuas las series de tiempo del sistema sin control partienda’desde el punto al que llega
el sistema tras controlar; se puede apreciar que el sistema se aleja del.estado final 674, lo cual

era de esperar ya que el estado i, es un equilibrio inestable. O
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2.3.2. Controles constantes por pedazos

Para el’Caso de controles constantes por pedazos, un control v(t) esta definido de la

siguiente forma
(

'szl(t) = Cj=1, Site [7'1, 7'2),
U‘:Q(t) = Cj—9, Site [7’2,7‘3)7
o) =4 7 ’ (2.63)
\'vj:ns(t) = Cj=ns, site [Tn87 Tns—l—l];
donde las c¢;, para j = 1,...,ns,s0n constantes (ver Figura 19).

Figura 19

llustracion de control constante por pedazos
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Nota. Aunque el control es tridimensional, en esta figura se representa unicamente una de las compo-

nentes.

Asi, un control constante por pedazos se puede definir por el siguiente vector de ns cons-

tantes
c=(c1,...,Cns). (2.64)

Para controles constantes por pedazos se tiene la siguiente proposicionique proporciona
una representacion para la parte del gradiente asociada al control.

Proposicién 2.3.2 . Sea n > 0 una constante, p; una funcion vectorial diferenciable en el

intervalo I;, para j = 1,...,ns, y sea v; = ¢; una funcion constante en I;, entonCes, se
cumple que
/ (nv; + p;) - dv;dt = / (ne; + pj)dt - dc;. (2.65)
I I;

40



Capitulo 2

41

Demostracion. Se tiene que

/ (vt p;) - dv;dt = / [(nvj1 +pj1) 6vin + (M2 + pj2) 0vj2 + (NUs3 + pjs) 6v;3] dt

I I;

I

— / (T]Cj’1 + pj,l) (5Cj71dt + / (T]ijz + pj,g) (5Cj72dt
I; I;

J J

= / (UCJ‘,?, + pj73> 5Cj,3dt7

L

como dc; 1, dcjo Y dc; 3 son constantes en I;, entonces

/ (nvj + p;) - dv;dt = (/ (negl 4 pj1) dt) dcj1+ </ (ncj2 + pjs) dt) 0¢j2
I Ij

+ (/ (7]Cj73 +pj,3> dt) 50]'73

= / (nes==p;) dt™ dcy.

I

= / [(nejn +pia) 0cin + (Nej2 + pjz2) 6cj2 + (ncj3 + pj3) dcjs] di

(2.66)

(2.67)

Corolario 2.3.3 (Al Teorema 2.2.1). Para‘elscaso dé controles constantes por pedazos y

considerando las modificaciones en (2.53) y (2.54), el gradiente del funcional J en (2.11)

tiene un representante en (R3)?*s~! dado por

VCI J(”) fh (7701 + p1>dt
ot | T @ | | e it

Vs, J(v) —k(h1(m2) — 82) ’

vsns‘](v) _k(¢NS—1<Tns) - Sns)

41
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dondep;, para j = 1,...,ns, es la solucion del sistema adjunto

d .
iy Kp; +C(¢;)p; =0, te(15,741),

dt (2.69)
Pi(Tj41) = D7 k(4 (1j41) — 811)],

-1, es la solucién del sistema de estado

d A .
I- 172] S Kooy +senthjoy = i+ vjm1, €€ (11,72),
4 (2.70)
'(pj:1<7—1> - 1)b07
y,, paraj = 2,...,ns, es la solucién del sistema
P K, T sematy =i v, te (o,

W ; sen’gb]—’b+’vj, S (TJ,TJH),

(2.71)

Yi(75) = Pia(7)).

Demostracion. De la segunda igualdad-de (2.60).y por la Proposicidén 2.3.2, se tiene que
0J(x) ~ Z/ (70 + ps) Fowsdt — Y _k(th; 1 (7)) — ;) - 0s;
j=171 j=2

= Z/I (ne; +pjy) dt-oe; — > klapia(r;) — s;) - s,
=11 j=2

fh (7701 + pl)dt
. (2.72)

f[ns (ncns + pns)dt
—k(¢1(72) - 82)

_k(’lpns—l (Tns) - Sns)

Por lo tanto, para el caso de controles constantes por pedazos, el gradiente del funcional J(x)
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en (2.¥1) tiene una representacion en (R?)?**~! dada por

Vcl J(U) fh (UCl + pl)dt

V) (x) = Ve /@) | | Ji. (10 & Prs)it . (2.73)
Vs, J(v) —k(1(72) — 82)
VSnSJ('U) _k(wns—1<Tns) - Sns)

En el Algoritmo 5 se presenta _elpseudocodigo del algoritmo BFGS para minimizar el
funcional (2.11) con controles constantés por pedazos.

Se us6 nuevamente el programa mencionado anteriormente, pero esta vez para controles
constantes por pedazos (asignande’a la variable tipo_control el valor de 2). Enseguida se
muestran algunos experimentos numeéricos usando el algoritmo anterior.

Ejemplo 2.3.3 (Operador de escritura [del 1 constante por pedazos). Sea v, = Ej,
r = FE; y el control solo con la junta 3Para esté caso, el algoritmo BFGS convergi6é en
18 iteraciones. El control obtenido se presentasde la Figura 20.

Figura 20

Control constante por pedazos para transitar de Ey a E;

0.2k — vl

0.1} V2

0 ‘v3_
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03}
04}
05}

1 1 1 | 1 1 1 1 |
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Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta 3 (curva amarilla), asi que solo se inyecta energia
en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas azul y naranja, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.
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Enda Figura 21 se muestran las series de tiempo de las variables de estado bajo la influen-
cia del control de la Figura 20. Se puede observar que el sistema transita de forma exitosa al
estado finalapp = F;.

Figura 21

Series de tiempodelas variables de estado con el control de la Figura 20 y 1y = Fjy
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Nota. En esta figura se muestran las sefies, de tiemposde las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo la
influencia del control continuo lineal por pedazos de la Figura 20, con condicién inicial ¥g = Ejy, en
el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A partir,de t = 20, las lineas discontinuas corresponden a la
evolucion no controlada del sistema, tomando ceme~condicion.inicial el estado alcanzado al final del
intervalo de control, ¥(20). Los puntos en celeste, vino y verde tepresentan los parametros de disparo

de las juntas 1, 2 y 3, respectivamente.

En la Figura 22 se muestran las series de tiempo de las variables de estado bajo la in-

fluencia del control de la Figura 20 pero partiendo desde el estado final £].
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Figura22

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 20 y ¢y = F;
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo la
accion del control constante por pedazos devla Figura 20, con condicion inicial 1oy = F1, en el intervalo
[0, 20] (lineas continuas). A partir de_t#= 20, las lineas discontinuas corresponder a la evolucién no
controlada del sistema, tomando como_e¢ondicion inicial el estado alcanzado al final del intervalo de

control, 1(20).

En la Figura 22 se puede apreciar que el’sistema hace un pequeno transitorio y regresa al
mismo estado, £, por lo tanto, el control de la Figura 20“esun operador de escritura del 1. [

Cabe mencionar que también se obtuvo un operador dé escritura del 0, constante por
pedazos, aunque no se incluyen las simulaciones por motivos dé extension.
Ejemplo 2.3.4 (Control constante por pedazos para transitar del equilibrio estable E
al inestable 0i,). Sea v, = FEy, ¥r = 611 y el control solo con lajunta 1. En este caso,
el algoritmo BFGS no convergio en 300 iteraciones, pero el criterio dé paro, si se acercé a
la tolerancia estacionandose alrededor del valor 0.0025. El control obtenido se.muestra en la

Figura 23.
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Figura23

Control constante por pedazos para transitar de Ey a 0i,
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Nota. En este ejemplo se controla solo con'fa junta 1 (curva azul), asi que solo se inyecta energia en
esa junta. Las juntas 2 y 3 (curvas naranja‘y, amarilla, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 24 se muestran las séries de‘tiempo de las variables de estado bajo la in-
fluencia del control de la Figura 23 partiende desde .
Figura 24

Series de tiempo de las varaibles de estado con.el control.de la Figura 23 y 1y = Ejy
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, 2, @)3 bajo
la influencia del control constante por pedazos de la Figura 23, con condicion inicial 19 = Fg,«€n
el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la

evolucion no controlada del sistema, tomando como condicion inicial el estado alcanzado al final del
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intervalé de control, ¥(20). Los puntos en celeste, vino y verde representan los parametros de disparo

de las juntas-l, 2 y 3, respectivamente.

En la Figura.24 se puede observar que, por influencia del control de la Figura 23, el siste-
ma, al tiempo t'='20, llega al estado final objetivo (inestable) 17 = 6. O
Con estos experimentos numéricos se concluye la presentacion de esta metodologia para
la obtencidn de contréles continuos lineales por pedazos y controles constantes por pedazos.
A esta metodologia de aqui en adelante se le llamara disparo multiple modificado (DMM). En
el siguiente capitulo se exp@ne'dna variacion de este método con la misma finalidad, obtener

controles en los espacios mengionados.
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Controldel sistema JJAM via DMM con

parametros de disparo fijos

En este capitulo se presenta cémo oltener controles en (L2,,(0,7'))*, controles continuos
lineales por pedazos y también controles=constantes por pedazos para transitar entre dos
estados del sistema JJAM, usando la.metodelogia de disparo multiple modificado (DMM)
presentada en el Capitulo 2, pero enseste capitulo los parametros de disparo s;, para j =

1,...,ns, se toman fijos y definidos mediante la obtencion previa de un control en (L?(0,7T))3.

3.1. Controlesen (L2, (0,7))

3.1.1. Presentacion del método

Para encontrar controles por pedazos en (L?(0,T))?, los pasos sonies siguientes:

Los primeros 2 pasos son los mismos que en el método de disparovmdltiple presentado
en la Seccion 2.1.

Paso 3. Dados v y 11, se aplica el algoritmo BFGS para encontrar un‘contrel 6ptimo v

en (L?(0,7))? tal que, 7,5 la solucion del sistema de estado (1.12) con v = v, satisfaga
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Pas© 4. Se definen los parametros de disparo en cada subintervalo como

s; 1= P(1y), (3.2)

paraj =1,...,ns,¥y

Sns+1 = ’I,Z)T, (33)

como se ilustra en la siguiente figura.
Figura 25

llustracion de la eleccion de los parametros de disparo para cada subintervalo
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T = 0 T2 T3 cer Tne—4 Tns Thns+1 — T

Nota. Aunque el sistema considerado es tridimensional, en esta figura se representa GUnicamente una

de las componentes.

Se quiere encontrar un control v* en (L2, (0,T))? tal que, en cada uno de los intervalos I,
para j = 1,...,ns, se tenga que v}, la solucion del sistema de estado-en el intervalo ; con

v = v}, satisfaga que
1. ’lp;(T]) = sj, paraj = L,... ns,
2. Yi(1j11) = sjr,paraj =1,...,ms.

Para lograr esto, se realiza el siguiente y ultimo paso.

Paso 5. (Problema de optimizacién) Encontrar v* en (L2, (0,7))?, tal que,
v* = argmin J(v), (3.4)
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donde
J(v) = Ji(vy), (3.5)
j=1
y para cada ji=-1,...,ns,
3§ =5 [ TP+ i) — sl site 6)
donde 1;_; es la solucién.del sistema
d
17[)3 1+K’l,bj 1‘|—S€H'lp] 1—’L—|—’Uj 1, tE(Tl,TQ),
dt (3.7)
¢j=1(71) = 8j=1,
y,, paraj = 2,...,ns, es la solucion delsistema
r &%
+ Kapj +senp; =i+ v;, te (15,741),
S (3.8)

¥;(15) S 1(75).

Para poder minimizar el funcional (3.5).aplicanda el algoritmo BFGS se necesita conocer

su gradiente, el cual se calcula a continuacidnealizando_un analisis de perturbacion.

3.1.2. Calculo del gradiente del funcional J

Teorema 3.1.1. El funcional J en (3.5) es Frechet diferenciable efi (L2 ,(0, 7)) y su derivada

D.J(v) aplicadaaw € (L2,(0,7))* es

N1 + p1
(DJ(v(t)), (w(t))) = : , W :

,UTLS + ns
g p (L20,T)))s

20

(3.9)
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donde(", -)(z2, 0.r))» denota el producto interno en (L2,,(0,7))° y p;, paraj = 1,...,ns, es la
solucion deksistema adjunto
dp;
-I'— +KPJ+C(¢j) —O, t e (Tj,Tj+1),
dt (3.10)
P;(7501) = T [k(;(1541) — 8511))];
1,=1 es la solucién delsistema
d
¢j 1+K'¢)j 1+S€1’l’l/)J 1—7'+’Uj 1 tE(Tl,TQ),
dt (3.11)
Yj=1(11) = 8j=1,
y,, paraj = 2,...,ns, es lasolucion del sistema
d’(/J]
+ K, +senapy =i+ v;, te (15,741),
(3.12)
i (T5) S P-1(75)-
Demostracion. Para el funcional J(v) en(3.5) se'tiene que
v) =8> Ji(v;)
j=1
= 6J;(vy) (Broposicién B.1.1)
o (2 o+ ) s
= 9 j o 1%\ Tj+1 Sj+1
j=1 1
(3.13)

ns ?7 k
=5 (%] dllosiar + Sotey ) - syl
i=1 i

~ Z / nv;(t) - dv;(t)dt

I

k(Y (Tj41) — 8j51) - 5¢j(7j+1)> (Proposicion B.1.3)

o1

e k ol
= Z g(s/ v (t)||*dt + §§H¢j<7'j+1) — stHZ) (Proposicion Byl . 1)
j=1 Ij
) (Proposicion BA4.4)
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dondegd1p; se aproxima por la solucion del sistema

dop;
P Ky, + Oy = vy, 1€ (1, 7500),

d (3.14)

5¢j (Tj) =0.
Ahora, se introduee una funcién vectorial p;(t) = (p;1(t),pj2(t), p;3(t)), que se supone
diferenciable sobre tedo./;. Multiplicando ambos lados del sistema diferencial (3.14) por la

funcion vectorial p; e intégrando sobre /; se obtiene

do;
Ij dt Ij Ij Ij

Integrando por partes el primer t€rmino se obtiene

. do .
/ r®%i pdt = Tp; - s,, —/ LI sapdt
1. dt J I, dt
; j i, (3.16)
=I'p;(7j11) - 0pj7;1) —Lp;(7;) - d;(7)) —/ d_tj - Oepdt.
I
Por la condicion inicial de (3.14) se tiene que I'p(7;)~-dv;(7;) = 0, por lo tanto, se puede

reescribir (3.15), tras reordenar los términos, como

dp;
/Pj'5vjdt:FPj(Tj+1)'5¢j(Tj+1)—/I d—tj'fs%

I

+/1j Kpj'51/)jdt+/lj C(t;)p; - dp;dt (3.17)

dp.
I

Supoéngase que la funcion p; es solucion del siguiente sistema (sistema adjunto)

dp.
—I‘%—I—Kp]—i—C(@bJ)pj :O, t e (Tj7Tj+1)7
t (3.18)

P;(1j41) = T k(Y (1j41) — 8541)],
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entonges, de (3.17) y (3.18) se obtiene que

/‘ Py - 0vjdt = k(;(7j41) — Sj11) - 09;(7j41). (3.19)

I

De (3.13) y (8.19) se obtiene

8 (v) = 37 <

/ nv;(t) - 6v;(t)dt + k(;(Tj41) — 8j41) - 5%(Tj+1)>

j=F \H
= Z (/ no; - dv,dt —i—/ pj - (5vjdt>

j=1 \’%i I
= Z/ () ;). - ov;dt (3.20)

j=1"1i

nvi + p1
= : , 0
vns + ns E
1 P (Lpuf(0,7))3).

Por lo tanto, el funcional J en (3.5) es Frechet diferen€iable y su gradiente esta dado por

nv; + pi
VJ(v) = : . (3.21)

NUns + Dns

3.2. Controles continuos lineales por pedazos

Para controles continuos lineales por pedazos, un control v(t) se puede definir€n términos

del vector de ns + 1 constantes ¢ = (cy, . . ., ¢,s+1) tomando

v;(t) = q]le + Q?Cj-i-la (3.22)
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dondeparat € [;,
Tjy1 — t t—
g =-""— ¢=—"1 (3.23)
Tj+1 — Tj Tj+1 — Tj
Corolario 3.2:1 (Al Teorema 3.1.1). Para el caso de controles continuos lineales por pedazos,

el gradiente delfuncional .J en (3.5) tiene un representante en (R3)"**! dado por

Ay
Ve J(v) A2+ By
VI 5 - 5 , (3.24)
Vcns+1 J(’U) Ans + an*l
BTLS
donde
o 1 1 2
Aj = / 4; [n(q]'cj + Qjchrl) +p3:| dt’
I (3.25)
B; = / qJQ. [n(q;cj v qJZCjH) ‘f'pj} dt,
I
pj, paraj=1,...,ns, es la solucion del sistema-adjunto

dp;
_F_d] +Kp]+C'(1,bj)p] :O, tec (TjaTj-i-l)v
i (3.26)

pj(Tj41) = D k(sfjar) — s541)],

=1, €s la solucion del sistema de estado

d _ .
I tfljt -+ Kooy +senthjon = i+ vjo1, €€ (#,1),
(3.27)
Yi—1(m1) = 8j=1,
y,, paraj =2,...,ns, es lasolucion del sistema

d . .
I‘% + Kb +sentp; =i +v;, 1€ (75,741),

¥i(75) = Pj1(75).

(3.28)
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Demostracion. Sean

A / qjl. |:77(q]1-Cj + q]2'cj+1) "’pj} dt,
I

(3.29)
Bj .

/ & [n(gie; + Pejon) + ;) d.

IJ
De la segunda igualdad de (3.20) y por la Proposicién 2.3.1, se tiene que

0J(v) & Y [A;-bc; + B; - d¢j.]

j=1
Ay
Ay + B (3.30)

Por lo tanto, en este caso el gradiente.de=7(v) de (3.5) tiene una representacioén en

(R3)"s+1 dada por
LA

Ve, J(v) Ay + By
VJ(v) = : — : . (3.31)
Venind(v) Ans T.Brs1
Bhs

Como ya se tiene el gradiente del funcional para el caso de controles eontinuos lineales por
pedazos, entonces, ya se puede aplicar el algoritmo BFGS para minimizarlo<En el Algoritmo
6 se presenta el pseudocodigo del algoritmo BFGS para minimizar el funcional/(v) de (3.5)
sobre el espacio de controles continuos lineales por pedazos.

Se desarrollé un programa’ que implementa el Algoritmo 6. A continuacion, sezpresentan
algunos ejemplos numeéricos de controles continuos lineales por pedazos obtenidos con dicho

programa.

'Programa elaborado en MATLAB ubicado en la ruta Programas de tesis/Transicién/Transicién
controles pp con DMF y BFGS/Main controles_pp DMF.m.
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Los’siguientes datos y parametros fueron los mismos en todos los experimentos numéricos

de este capitulo:

= N =1, 000,

= g5 =1 x 1077 (tolerancia para el BRGS con controles en (L?(0,7))3),
= ¢, =1 x 1073 (tolerancia para el BFGS con controles por pedazos),
m ¢, = 1 x 107 (tolerancia para ld busqueda’en.linea).

Ejemplo 3.2.1 (Operador de escritura“del 1 continuo lineal por pedazos). Sean
Yy = Fy, ¥y = FEp y el control solo con la junta 3."Cuando se aplicé el algoritmo BFGS

para controles en (L?(0,T))? se obtuvo el control de la Figura 26.
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Figura26

Control gptimo en (L*(0,T))? para transitar de E, a E;

01k —

Vo

011

0.2

0.4

051

Nota. En este ejemplo se controla solo ¢onfla junta 3 (curva amarilla), asi que solo se inyecta energia
en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas azully'naranja, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

Para definir los parametros de disparo,s;, en eada subintervalo, se hace uso de la solucion
del sistema JJA bajo la influencia del contrel de la Figura 26. Asi, los parametros de disparo,
en este caso, son los que se muestran con puntos enda Eigura 27.

Figura 27

Seleccion de los parametros de disparo s;

2
Ji;-E:j" : - —Frf — = = = — = — = e -0 [T ¥
ok e = = = — = = - = - =0, (T Y2
O ° Y
2k ).l
. o\ 5o
s O w53
© Ere® Eq=
| ! | ! | L | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo’la
influencia del control en (L?(0,T))3 de la Figura 26, con condicién inicial 1o = Fjy, en el intervalo

[0,20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la evoluciéon no

27



Capitulo 3 58

controlada del sistema, tomando como condicion inicial el estado alcanzado al final del intervalo de
control, 1(20). Los puntos en celeste, vino y verde representan los parametros de disparo de las

juntas 1, 2 y 3¢respectivamente.

Ya teniendo'l0s s;, se procede a minimizar el funcional para controles continuos lineales
por pedazos con el algoritmo BFGS. En este caso, el algoritmo BFGS convergio en la iteracion
7. El control obtenido’se'muestra en la Figura 28.

Figura 28

Control éptimo lineal por pedazos para transitar de £y a

01+ _ —_—

Vo

0.1
0.2
03+
0.4
051
06

Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta 34curva amarilla), asi que solo se inyecta energia
en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas azul y naranja, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 29 se grafican las series de tiempo de las variables de"estado bajo la influencia
del control 6ptimo de la Figura 28. Se puede ver que el sistema transita de forma exitosa al

estado final E;.
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Figura29

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 28 y 1y = Fj

2
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- — ‘S' .
2 o .l

® Sja2
4k 5j3
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo la
influencia del control continuo lineal por pedazos de la Figura 28, con condicién inicial ¥g = Ejy, en
el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la
evolucién no controlada del sistema, tomando como’condicion inicial el estado alcanzado al final del
intervalo de control, ¥(20). Los puntos enceleste, vinoy'verde representan los parametros de disparo

de las juntas 1, 2 y 3, respectivamente.

En la Figura 30 se grafican las series de tiempo de laswvariables de estado bajo la influencia
del control éptimo de la Figura 28 y 1y = F;. Se puede ver gue, la solucion hace un pequeno
transitorio y regresa al mismo estado £, por lo tanto, este contrel es un operador de escritura
del 1.
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Figura“30

Series destiempo de las varaibles de estado con el control de la Figura 28 y 1y = E;
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo la
accion del control continuo lineal por pedazos ‘de la Figura 28, con condicion inicial ¥g = FE1, en
el intervalo [0, 20] (lineas continuas)../A partir'de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponder a la
evolucion no controlada del sistema, tomando como’ condicion inicial el estado alcanzado al final del

intervalo de control, 1(20).

O
Ejemplo 3.2.2 (Control continuo lineal por pedazos para-transitar del equilibrio estable
Ey al inestable 0i,). Sea 1y = FEy, Y7 = 61, y se controla’selo con la junta 1. Cuando se

aplicé el algoritmo BFGS para controles en (L?(0,7'))3 se obtuvo el control de la Figura 31,
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Figura“31

Control gptimo en (L*(0,T))? para transitar de E, a 6i,

V1
0.15

Vo

-0.05

-0.1

Nota. En este ejemplo se controla solo con'fa junta 1 (curva azul), asi que solo se inyecta energia en
esa junta. Las juntas 2 y 3 (curvas naranja‘y amarilla, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

Para definir los parametros de disparo, s, en eada subintervalo, se hace uso de la solucion
del sistema JJA bajo la influencia del control de la Figura 26. Asi, los parametros de disparo,
en este caso, son los que se muestran con puntos en<a Eigura 32.

Figura 32

Seleccion de los parametros de disparo s;

-y
6 V2
3
4+ 5j.1
[ ] Sjg
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D,
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo’la
influencia del control en (L?(0,T))3 de la Figura 26, con condicién inicial 1o = Fjy, en el intervalo

[0,20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la evoluciéon no
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controlada del sistema, tomando como condicion inicial el estado alcanzado al final del intervalo de
control, 1(20). Los puntos en celeste, vino y verde representan los parametros de disparo de las

juntas 1, 2 y 3¢respectivamente.

Una vez teniendo los s; se aplica el algoritmo BFGS para controles continuos lineales por
pedazos. En este caso, el algoritmo BFGS convergi6 en 11 iteraciones. El control obtenido se
muestra en la Figura 83«

Figura 33

Control éptimo continuo linéal por pedazos para transitar de Fy a 0i,

0.2+ .
015} V)

0.1} '3
005}

0 ——

005

01} | | J ~d 7 X | i

0 2 4 6 8 100° 120 ¢~ 16 18 20

Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta_1/(curva azul))asi que solo se inyecta energia en
esa junta. Las juntas 2 y 3 (curvas naranja y amarilla, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 34 se grafican las series de tiempo de las variables de'estado bajo la influencia
del control optimo de la Figura 33. Se puede observar que el sistema,(al tiempo t = 20, llega

al estado objetivo 01, .
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Figura34

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 33 y 1y = Fy
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Nota. En esta figura se muestran las series'de tiempo de las variables de estado 1, 19, ¥3 bajo la
influencia del control continuo lineal por pedazos de la Figura 33, con condicién inicial ¥y = Ep, en
el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A’partir'de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la
evolucion no controlada del sistema, tomando como/condicion inicial el estado alcanzado al final del
intervalo de control, ¥(20). Los puntos en.celeste, ving yerde representan los parametros de disparo

de las juntas 1, 2 y 3, respectivamente.

[
3.3. Controles constantes por pedazos
Para controles constantes por pedazos, un control v = (v, ... v,:¢) se puede definir en
términos del vector de ns constantes ¢ = (¢, . . ., ¢,s) tomando

Corolario 3.3.1 (Al Teorema 3.1.1). Para el caso de controles constantes por pedazos, el
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gradiente del funcional .J en (3.5) tiene un representante en (R*)"* dado por

Ve, J(v) Ji, (nex +pa) dt
VJ(v) = : = : . (3.33)
Ve,.J(v) J1 (s + pns) dt
donde p;, para j = 147 _.,ns, es la solucion del sistema adjunto

dp,
-I'—= +Kp]+0<¢]) 0 t e (Tj,Tj+1),
dt (3.34)

P;(141) = D k(4 (1j41) — 8541)];

=1, es la solucién del sistema de@stado

d
ij ! + Kby Psene;—1 =1+ v, t€E (m,),
dt (3.35)

"‘»bj:l(ﬁ) = 8j=1,
y ;,paraj = 2,...,ns, es la solucion-del sistema

% + Kvp; +sen; =i + vy € (75, Tj41),

Y;(15) = P a(7y);

(3.36)

Demostracion. De la segunda igualdad de (3.20) y por la Propgsicion 2.3.2, se tiene que

%Z/ (nej + pj) dt - oc;
j=1 71

[y, (ner +py) dt (3.37)

f]ns (ncns + pns) dt
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Por lo tanto, el gradiente de J(v) tiene una representacion en (R*)"* dada por

Ve, J(v) Ji, (nex +pa) dt
VJ(v) = : = : . (3.38)

Ve,.J(v) J1 (s + pns) dt
|

Como ya se tiene el gradiente del funcional, entonces, ya se puede aplicar el algoritmo
BFGS. En el Algoritmo 8 se‘présenta el pseudocddigo del algoritmo BFGS para minimizar el
funcional J(v) en (3.5) con contrdles constantes por pedazos.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos numéricos para controles constantes por
pedazos.

Ejemplo 3.3.1 (Operador de escritura del 1 constante por pedazos). Sea v, = E,
Y7 = FE; y el control solo con lasunta 3. En la Figura 35 se presenta el control obtenido
en (L?(0,7))3, el cual se usa para definirlos s;/a partir del sistema de estado bajo la influen-
cia de dicho control. En este caso, el algoritmo BFGSygara controles constantes por pedazos
convergi6é en 145 iteraciones. En la Figura”36, se muestra el control constante por pedazos
obtenido.

Figura 35

Control éptimo en (L?(0,T))? para transitar de E, a F;

01+ —_
0 —_ \ "2
Ng A 'p’:;
0.1+ p
N2+
N3+
0.4+
N5+
L 1 L 1 | 1 L 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta 3 (curva amarilla), asi que solo se inyecta energia

en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas azul y naranja, respectivamente) permanecen inactivas, por lo
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tanto la‘energia inyectada en estas juntas es nula.

Figura 36

Control dptimé.constante por pedazos para transitar de Ey a
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V3

01+
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Nota. En este ejemplo se controla solo con la\junta 3 (curva amarilla), asi que solo se inyecta energia
en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas/azuby naranja; respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas’esinula.

En la Figura 37 se muestran las series”de tiempo de las variables de estado bajo la in-
fluencia del control de la Figura 36.
Figura 37

Series de tiempo de las variables de estado con el control deda Figura 36 y 1, = Ej
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥, ¥3 bajo

la influencia del control constante por pedazos de la Figura 36, con condicion inicial 1o = Eg, en
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el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la
evolucion noé-controlada del sistema, tomando como condicion inicial el estado alcanzado al final del
intervalo de cofttrol, ¥»(20). Los puntos en celeste, vino y verde representan los parametros de disparo

de las juntas 17°2°y.3, respectivamente.

En la Figura 38 se’puede apreciar que al aplicar el mismo control pero partiendo del estado
final F/, el sistema haCe-un pequeno transitorio y regresa al mismo estado, por lo tanto, es un
operador de escritura del 1.

Figura 38

Series de tiempo de las variables.de estado con el control de la Figura 36 y 1y = F;
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Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, -, ¥3 bajo la
accion del control constante por pedazos de la Figura 36, con condicién inicial 1o = E1, en el intervalo
[0, 20] (lineas continuas). A partir de t = 20, las lineas discontinuas corresponder a la evolucién no
controlada del sistema, tomando como condicidn inicial el estado alcanzade al final del intervalo de

control, 1(20).

0]
Ejemplo 3.3.2 (Control constante por pedazos para transitar del equilibrio estable E, al
inestable 0i,). Sea v, = Ey, ¥r = 6i; y el control solo con la junta 1. En la Figura 39 se
muestra el control obtenido en (L?(0,7))* con el cual se definen los s; a partir del"sistema
de estado bajo la influencia de dicho control. En este caso, el algoritmo BFGS para controles
constantes por pedazos convergio en la iteracién 119. En la Figura 40 se presenta el control

constante por pedazos obtenido.
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Figura“39

Control gptimo en (L*(0,T))? para transitar de E, a 6i,
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Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta 1 (curva azul), asi que solo se inyecta energia en
esa junta. Las juntas 2 y 3 (curvas naranja‘y. amarilla, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

Figura 40

Control éptimo constante por pedazos paratransitar de E, a 0i,
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Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta 1 (curva azul), asi que solo se inyecta energia en
esa junta. Las juntas 2 y 3 (curvas naranja y amarilla, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 41 se muestran las series de tiempo de las variables de estado bajo la*in-

fluencia del control de la Figura 40.
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Figuradi

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 40 y 1y = Fy

—

a4+ yn
[ 6 i v
ol fi= —— — 148
Le _____._.___.-J*\ ~—___"_ S
g :_\ ® ® el — = o o o — o— -e Lq-ﬂ .
—E .~ & [ ] 5;'._2
0 |-
Ena A 6-irg 6 irg %3
2 -
4 -
I I V2 4 : L ! I
0 5 10 45 20 25 30 35 40

Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, ¥2, ¥3 bajo
la influencia del control constante por pedazéside la Figura 40, con condicion inicial o9 = Ej, en
el intervalo [0, 20] (lineas continuas). A’partir'de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la
evolucion no controlada del sistema, tomando come’condicién inicial el estado alcanzado al final del
intervalo de control, ¥»(20). Los puntos en.celeste, ving yerde representan los parametros de disparo

de las juntas 1, 2 y 3, respectivamente.

En la Figura 41 se puede apreciar que el sistema llega_ al tiempo ¢t = 20 al estado objetivo
0i,. A partir del tiempo ¢t = 20 se grafican con'lineas discontinuas las series de tiempo del
sistema sin control partiendo desde el punto donde se quedd.€l_sistema tras controlar; se
puede apreciar que el sistema se aleja del estado final #i,, lo cual era de esperar ya que el
estado #i, es un equilibrio inestable. OJ

Con estos ejemplos numéricos se concluye la presentacion de estasegunda metodologia
para la obtencion de controles continuos lineales por pedazos y controlés constantes por
pedazos. A esta metodologia se le denominara disparo mdltiple fijo (DMF). Enel Gapitulo 4 se
analizaran los resultados obtenidos a lo largo de la tesis y se llevara a cabo unaCemparacion

entre las dos metodologias presentadas para controles por pedazos.
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3.4._Notas sobre el método del Lagrangiano aumentado

Inicialmente, basados en el articulo [Juarez et al., 2024], se tenia la idea de implementar
el método de disparo multiple combinado con el método del Lagrangiano aumentado para
obtener controless€ontinuos lineales por pedazos y constantes por pedazos que sirvieran co-
mo operadores de memoria. En el articulo citado, se consideran tres regiones en el control,
la primera, [, 7,,,], €s de‘estabilizacién alrededor de un estado inicial %, la segunda regién,
[Ty, Tno)» €S de transicion delestado inicial v, al estado final 17 y la tercera region, [7,.,, Tnst1]s
es de estabilizacion alrededor del estado final 11, y se calcula el control de forma simulta-
nea para estas tres regiones, pero durante la etapa de estudio de la metodologia descrita en
[Juarez et al., 2024] se identifico que se podian simplificar los procesos manteniendo algunas
ideas de disparo multiple, pero minimizafnido directamente los funcionales de transicién y es-
tabilizacion, en vez del Lagrangiano aumentado, y resolviendo de manera independiente en
cada region.

En el articulo [Juarez et al., 2024] el funciohal que se minimiza es
J(z) =) L (27, (3.39)
=1

donde se define L; (x;), dependiendo de la subregién de tiempo:

3 s de+ 52 [, e () — oll de, - SPY'< j <y,
Li(@s) = q 5 Jy, Il (017 dt + 5 [, [5(t) = sjal*dt,  sil <5 < ns, (3.40)
LI s (O dt + 5 [, N5 () — el dt, sing ¥ < ns,

donde los parametros s;, s;11,v; ¥ la funcion v; estan restringidos por las siguientes condi-

ciones:
r%‘t@) T+ K;(8) + sen (3 (1)) = do +vy(), t € (17, 751), N
b (1) = sj,
Y (Tj4+1) = 8541, (3.42)
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las cuales estan asociadas a la metodologia de disparo mdltiple.

Los parametros de penalizacion k;; anteriores son escalares positivos que deben deter-
minarse.
Observacion 3.4:1 . En el articulo, aunque es posible fijar s; = 11(ty) = 1o, Se optd por
dejar el parametro sy como desconocido para tener mayor libertad y poder medir como la
metodologia estabiliza.el sistema alrededor de 1. Por lo tanto, se afade al funcional L;(x;)

en (4.6) el término penalizado

kO 2
> llst = ol
con kg > 0.

Para este problema de optimizacién.«€an restricciones, el lagrangiano aumentado, asociado

a cada subintervalo de tiempo de disparo'/;, es

Li(xj,y;5, ;) = Liday)

+ /, Y - {ic +0;(1) e, (1) 7K1, (1) — sen (%(t))} dt

J

k .
+ {)\j i (1) — sl % [P (#541) — 8j+1H]§s}

donde y; y A; son los multiplicadores de Lagrange correspondientes asociados a (4.7) y (4.8),
respectivamente y p; = (vj, s, s;+1). Los parametros de penalizacion k,; son constantes
positivas.

En el presente trabajo de tesis, como ya se menciond, en vez de’trabajar con las tres
subregiones (estabilizacion inicial, transicion y estabilizacion final) deforma simultanea, se
trabaj6 solo con la region de transicidon. Para esta region, se modificaron los funcionales defi-

nidos para DMM y DMF tomando en cuenta las siguientes consideraciones:

= Tanto en el funcional definidko para DMM como para DMF, ‘el término
k1 2 . ; k 2 .
- flj |%;(t) — sj41]|” dt se sustituyd por £ [|1;(7;41) — s;41]|", ya que no s€ réquie-
re que el valor de las variables de estado esté cercano al valor s;,; en todo el intervalo

I;, sino solo en el extremo derecho, 7.
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= Tanto en el funcional definido para DMM como en el definido para DMF, se sustituy6 la
condicion  inicial del sistema de estado, ;(7;) = sj,  por
Y, (T;9"= ;_1(7;), salvo que en el primer intervalo se consider6 ¥, (11) = . Para
el caso delfuncional definido para DMM los s; fueron variables y se obtuvieron durante
el proceso dé optimizacion con el algoritmo BFGS, mientras que en el funcional defini-
do para DMF{ossparametros de disparo s; se tomaron fijos, definidos a partir de una

corrida previa con.gontroles en (L?(0,7))3.

Con estas simplificaciones/se obtuvieron resultados satisfactorios, y por lo tanto, ya no
fue necesario implementar el métedo del lagrangiano aumentado que representa un mayor

numero de calculos y mayor tiemp©6.de cdmputo.

72



Capitulo 4

Analisis-de resultados y conclusiones

4.1. Analisis de resultados

Los resultados obtenidos en este trabajo se enlistan a continuacion:

1. Se obtuvieron controles 6ptim0s continuos lineales por pedazos para transitar entre dos

estados del sistema JJA, inclus6_controlando con una sola junta.

2. Se obtuvieron controles éptimos constantes por.pedazos para transitar entre dos esta-

dos del sistema JJA, incluso controlando’con una.sela junta.

3. Se obtuvieron operadores éptimos de escritura tanto“del 0 como del 1 con controles

continuos lineales por pedazos.

4. Se obtuvieron operadores Optimos de escritura tanto del @ como del 1 con controles

contantes por pedazos.

Estos resultados muestran que es posible controlar el sistema JJAM de manera 6ptima con
controles continuos lineales por pedazos y con controles constantes por pedazos aplicando
los métodos presentados que se basan en la metodologia de disparo multiple combinada con
el algoritmo BFGS. Por lo tanto, la hipotesis planteada es cierta.

Ahora bien, para comparar el desempeno de las dos metodologias presentadas para con-

troles por pedazos se considerd que las dos caracteristicas que se buscan en los controles y
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gue estan plasmadas en el funcional

r k
1) =5 [ lolPdt+ SI(r) — el (@.1)

son, en primer lugargque el control sea pequeno, lo cual esta asociado con minimizar el primer

término del funcionali(4.1), el cual mide el tamafo del control usando la norma en (L?(0,7))3

T
1012,20.10y5 = / lo|Pdr. 4.2)

y en segundo lugar, que el sistema'bajo la influencia del control llegue, al tiempo 7', al estado
objetivo 17, lo cual esta asociade.edn minimizar el segundo término del funcional usando la

norma euclidiana en R?

1(T) = r||2 = @T) — r) - (P(T) — ). (4.3)

Como se vio a lo largo de la tesis y para fines de.obtener operadores de memoria, esta uUltima
caracteristica es la mas importante.

Para fines de este analisis se considerantanto los experimentos asociados con la transicion
del estado estable F, al estado estable E, como los experimentos asociados a la transicion
del estado estable Ej al estado inestable #i,. Todos estos experimentos numéricos se reali-
zaron con los parametros n = 1, K = 10 y T' = 20. A continuacion, para cada uno de estos
experimentos se comparan los resultados obtenidos con los diferentes tipos de control y las
dos metodologias, disparo multiple modificado (DMM) y disparo multiple.fijo (DMF).

Para el caso de transicion del estado estable E, al estado estable F;,«en la Figura 42
se grafican los valores del primer término del funcional (4.1) contra los valores del segundo

término para cada uno de los controles obtenidos.
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Figura42

Grafica del'término de regularizacion contra el término de penalizacion
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Nota. En esta figura las siglas LPP hacen referencia’a los controles continuos lineales por pedazos y
las siglas CPP a controles constantes porpedazos. Sesincluye también, como punto de referencia, el

caso con el control obtenido en (L2(0,T))3.

En la Figura 42 se pueden apreciar que los controles€ontinuos lineales por pedazos obte-
nidos con DMM y DMF son los que hacen que el sistema llegde'mas cerca del estado objetivo
7, Mas cerca incluso que con el control en (L?(0,T))3, siende“€l.control obtenido con DMM
el que permite que el sistema llegue mas cerca del estado objetive, ademas de ser uno de los
que tiene menor tamano. Se puede observar, que también el control.€onstante por pedazos
obtenido con DMF tiene un buen desempeno aunque no llega tan cerca del estado objetivo.

Para el caso de transicion del estado estable F, al estado inestable 67, en la Figura 43
se grafican los valores del primer término del funcional (4.1) contra los valorés«del segundo

término para cada uno de los controles obtenidos.
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Figura43

Grafica del'término de regularizacion contra el término de penalizacion
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Nota. Las siglas LPP hacen referencia a’lescontroles.continuos lineales por pedazos y las siglas CPP
a controles constantes por pedazos. Se incluye también;“como punto de referencia, el caso con el

control obtenido en (L2(0,T))3.

En la Figura 43 podemos ver que los controlés obtenidos)con la metodologia DMF tienen
un menor tamano que los obtenidos con DMM, siendo el de‘mejor desempeno el control

constante por pedazos al llegar mas cerca del estado objetivo.

4.2. Discusion

En trabajos anteriores no se habian obtenido operadores de lectura con controles en espa-
cios mas practicos como los controles continuos lineales por pedazos o controles constantes
por pedazos, lo cual si se logro en este trabajo con ambas metodologias presentadas.

Los resultados obtenidos en este trabajo de investigacion dan una respuesta afirmativa a
la pregunta de investigacion planteada. Ademas, todos los objetivos propuestos, tanto general

como especificos, fueron logrados de forma satisfactoria.
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4.3.'_Conclusiones y recomendaciones

En estedrabajo el objetivo era probar que se pueden obtener controles lineales por pe-
dazos continuosty, constantes por pedazos para hacer transitar el estado del sistema JJA
entre dos estados’de. equilibrio, y que algunos de estos controles pueden ser usados como
operadores de memoria.

De los experimentos,Auméricos que se muestran en los capitulos 2 y 3, se concluye que
si es posible obtener contréles.continuos lineales por pedazos y también controles constantes
por pedazos, para transitar entre des estados de equilibrio del sistema JJA. Esto se logré con
ambas metodologias presentadas basadas en disparo mdultiple. En ambas se definio en el
intervalo de control [0, 7], un funcional’.J por pedazos (definidos por los subintervalos ;) que
depende de la solucion del sistema de gstado en cada uno de los subintervalos I;, con una
modificacién con respecto al disparo multiple usual, ya que se sustituyd la condicion inicial
Y, (15) = s; por ¢, (1) = ¥;_1(7)..En la primera metodologia los s; se consideraron va-
riables mientras que en la segunda se"tomaron fijos. De la comparacion de las metodologias
realizada en la seccion de resultados no;se puede’concluir que alguna de las metodologias
sea mejor que la otra, ya que cada una de ellas dio buenes resultados en distintos experimen-
tos, aunque la metodologia de DMM tiene la veniaja de que™no requiere una corrida previa del
algoritmo BFGS en (L%(0,7))3.

Para obtener los controles buscados se minimizé el funcional-/, que numéricamente se
hizo usando el algoritmo cuasi-Newton BFGS. Cabe mencionar, ‘que_entre los controles ha-
llados, se obtuvieron algunos que ademas de realizar la transicién+€ntre estados, también
funcionan como operadores de memoria.

De los experimentos se pudo concluir que, para resolver el problema de’busqueda en linea
(PBL), dentro del algoritmo BFGS, para los funcionales presentados en esta‘tesis, es mejor
usar métodos sin derivadas, ya que dichos funcionales no son convexos.

Es posible obtener controles continuos lineales por pedazos y controles constantes por
pedazos para transicion minimizando directamente los funcionales respectivos sin la necesi-
dad de implementar la metodologia del lagrangiano aumentado, la cual implica mas calculos

y mayor tiempo de cémputo.
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Sesecomienda, para trabajos futuros, realizar una comparacion del algoritmo de gradiente
conjugadoe“con el algoritmo BFGS para el caso de controles continuos lineales por pedazos
y constantes’por pedazos. En trabajos posteriores también se podria implementar la meto-
dologia del lagrangiano aumentado para la obtencion de controles tanto continuos lineales
por pedazos come’constantes por pedazos y comparar con los resultados obtenidos en este
trabajo. Para futuras‘investigaciones también se puede buscar el valor minimo de 7' con el

cual se pueden obtener.operadores de memoria.
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Apéndice A
Cambio de variable y
adimensionalizacion de la ecuacion de

balance

En este apéndice se desarrolla el cambio.de-variable y adimensionalizacion de la ecuacion
de balance presentada en (1.4).

La ecuacién de balance en términos de~y se expresa de la siguiente manera

hC do(t) b ddty
2¢  dt? 2eR dt

+ I.sen(ot)) = Loy (A.1)

Considérese el cambio de variable 7 = w;t y los parametres definidos a continuacion

2 26[6 . Iewt hO 1
Wi = —— 1 =

hC'’ I,

Como 7(t) = w,t, entonces

ar) _

dt

Sea ¢(t) = ¢(7(t)), entonces por la regla de la cadena se tiene que

do(t) _ dp(r)dr(t) _ () (A2)

dt dr  dt T dr
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d?;zgt) L, LU drt) _ .

d*(7)
dr? dt '

dr?

Sustituyendo.(A.2) y (A.3) en (A.1), se obtiene

hC L dP*(r)  h diY(7)
0 g TR gy

+ I.sen((7)) = Lewt

2el.

he entonces

Como w? =

hC 2el . \d*P(T) N h  diy(r)
2¢ hC dr? QeRwJ dr

Simplificando el primer términoySe obtiene

d*y(7) 4 h wjdw<7) + Iesen(y(7)) = Leqs.

I,
dr? 2eR dr

Si se dividen ambos miembros entre’l,., entonces

d*p(T) h dyp(T)
a2 T 2%eRLYar

+sen(y(r)) =
Del segundo término se tiene que

h ho1
2R~ 2el. RY
ChC 1
N Qe[c%w‘]
1
1
~ wsRC

= ((A)JRC)_:L

:’y'

Por lo tanto, la version adimensional de la ecuacion de balance en términos de ¢ es

d*Y(r) | dy(r)
dr? 7 dr

+sen(y(1)) = 1.
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Apéndice B
Controlen (L%(0,7))° del sistema JJAM

para transicion entre estados

En este apéndice se trabajara en la minimizacion del funcional J en (1.15), en el intervalo
[0, T'] aplicando los métodos de gradiente.conjugado (GC) y BFGS. Para poder hacer uso de
estos métodos de optimizacion es'necesario.conocer el gradiente del funcional ./, es por eso
que la primera seccion se centrara enda obtencion del gradiente de J usando la definicion de
la derivada de Frechet y un andlisis de perturbaciop? En la segunda seccion se mostrara que
aunque no es posible tener una representagion grafiea'del funcional J, si es posible graficar
el funcional restringido a una “recta”; minimizar el funcional-en esa restriccion sera de utilidad
en los métodos de optimizacion que se emplearan. Finalmepteyen la tercera seccion se des-
cribiran los algoritmos GC y BFGS y se mostraran algunos ejemplos de controles 6ptimos en

(L?(0,T))* minimizando el funcional J con dichos algoritmos.

B.1. Gradiente de J en (L%(0,7))?

Para obtener la derivada del funcional .J, requerimos de las siguientes definiciones y teo-
remas.
Definicion B.1.1 (Derivada total). [Apostol, 1969]. Sea f : S — R un campo'escalar
definido en un subconjunto S de R"™. Sean a un punto interior de S'y B(a;r) unaw-bola

abierta contenida en S. Sea v un vector tal que ||v|| < r, de modo que a + v € B(air).
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Decimos que f tiene derivada total en a si existen una transformacion lineal

T, R"—= R

y una funcién esealar ¢(a, v), tales que

fla+v) = f(a) + T.(v) + [Jv[|e(a, v),

para ||v|| < r, de manera‘'que)&e(a, v) tiende a 0 cuando ||v|| tiende a 0. La transformacion
lineal T, se llama derivada total de f en a.
Teorema B.1.1 [Apostol, 1969]."Si*f es diferenciable en a con diferencial T,, entonces existe

la derivada direccional f'(a;y) paratode y de R™. Ademas

Ta(y).= fay) = Vf(a)-y,

donde V f(a) es el gradiente de f eh a.

Definicion B.1.2. Sea H un espacio de*Hilbert. Unftncional ./ sobre H es Frechet-diferenciable
si para cualesquiera v, z € H, existe DJ(v)y € H' (DJ(v) : H — R, es lineal y continua), tal
que

J(v+2z) = J(v) = (DJ(v), 2) + [[2lfE@, 2),

donde (-,-) denota par de dualidad y (v, z) tiende a cero cuando |/z| tiende a cero. La
derivada o el diferencial de Frechet de J en v es la transformacién® J(v).
Teorema B.1.2 (Teorema de representacion de Riesz-Fréchet). [Brézis, 2011]. Sea H un
espacio de Hilbert. Para toda 7" transformacion lineal y continua de H en Ryexiste un Unico
t € H tal que

T(h) = (t,h), VheH,

donde (-, ) es el producto interno en H. A t se le llama representante de 7" en H.
Observacion B.1.1 . El teorema de representacion de Riesz dice que para fines practicos
es suficiente conocer al representante de la transformacion lineal 7', que es un elemento del

espacio de Hilbert.
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Observe que si H es R", entonces la derivada de Frechet es la derivada total y que el
representante de la derivada total es el gradiente.

A contingacion, se presentan una serie de definiciones y proposiciones que seran de ayu-
da para hallar eligradiente del funcional (1.15) mediante un analisis de perturbacion.
Definicion B.1.3«" Sea F : L?(0,T7) — L*(0,7) o F : L*(0,T) — R. Para describir cémo

cambia F bajo una pequeia variacion de la variable v(t) € L?(0,T) se define
OE(v(t)) :== F(v(t) + 0v(t)) — F(v(t)),

donde Juv(t) representa una pequena perturbacion de v(t).

Definicidon B.1.4 . Si .J es Frechet-diferenciable se define
dJ (= (D J(v), év)

donde (-, -) denota par de dualidad@nZ2(0, 7))’y §v es una perturbacion para la variable v.
La definicion anterior dice que (D J(»),0v) e§ una buena aproximacién para ¢.J(v), ya que

si J es Frechet-diferenciable se cumple que
J(v+w) — J(v) = (D), w) + flw|e(v, w), (B.1)
en particular, si se considera w = Jv, se tiene que
J(v + ov) — J(v) = (DJ(v),dv) + ||dv]|e(v, dv)s (B.2)
Como ¢(v, dv) tiende a 0 cuando ||Jv|| tiende a 0, entonces
dJ(v) = J(v + ov) — J(v) = (DJ(v),jv). (B.3)

Proposicion B.1.1. Seanc € Ry F; : L*(0,T) — L*(0,T) o F; : L*(0,T) —~Rspara

1 =1,2. Se tiene que

d(cF1(v(t)) + Fa(v(t))) = cdFi(v(t)) + 0 Fy(v(t)).
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Demostracion. Sean c € Ry F; : L*(0,7) — L*(0,T) o F; : L*(0,T) — R, parai = 1,2,

entonces

0(c Fr(v(t))G45(0(t))) = [e Fi(v(t) + 0v(t)) + Fa(v(t) + 0v(t))] — [e Fa(v(t)) + Fa(o(?))]
= [e Fi(v(t) + 0v(t)) — ¢ Fi(v(t)] + [Fa(o(t) + 6v(t) — Fa(v(t))]
= c[F(v(t) + 0v(t)) — Fr(v(®))] + [Fa(v(t) + dv(t)) = Fa(v(1))]
= COF(v(t)) + 0 F5(v(1)).

Proposicion B.1.2. Sea v?: [*(0,7) — L*(0,T). Se tiene que

507 (1) ~ 2v(t)dv(t).

Demostracion. Como v : R — R,.entonces para cada ¢ fijo se define w := v(t) y se puede

aplicar la regla de la cadena a w? y obtener el diferencial
d(wy= 2wd,

donde dw es el diferencial de w. Como se sabe, para pequenas perturbaciones en w, se

puede aproximar dw? por el diferencial d(w?) y dw por dw, dé esta forma se obtiene que, para

cada t fijo
50(t) = (v(t) + 60(t))* — (v(1))* = (w + w)® Fwl= Su?
~ d(w?) = 2wdw ~ 2wiw = 2v(t)dv(t),
por lo tanto,
Sv3(t) =~ 20(t)dv(t). (B.4)
[

Proposicion B.1.3 . Para v € (L%(0,T))” se tiene que

0 (o)) ~ 2v(t) - do(t),
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dondes es el producto escalar usual.
Demostracion. [Para cada t se tiene que
3 (Il@®llE)= o(v(t) - v(t)
=@\(v1(t)v1 () + v2(t)va(t) + vs(t)vs(t))
=& (03(t) +v3(t) + v3(t
(wi(t) + v3(t) +v3(t)) B5)
= 0v} (#)F Sv3(t) + dvs(t) (Proposicién B.1.1)
~ 201 6v1 (L) 2u2009(t) + 2v30v5(t) (Proposicion B.1.2)
= 2v(t) - dv(t);
por lo tanto,
§ ([lo(#)2). ~ 2v(t) - sv(t). (B.6)
[ |
Proposicion B.1.4. Sea F': L?(0,T) ~ L?(0,T) o.F : L?(0,T) — R, entonces
T T
5 / Flo(t)Jdf= / SP(ut)) dt.
0 0
Demostracion. Sea F : L*(0,T) — L*(0,T) o F : L*(0, T)">*R, entonces
T T T
5 / Fo(t))dt = / F(o(t) + du(t))dt — / Plo(t))dt
0 0 0
T
_ / (F(u(t) + 6u(t)) — F(u(t))]dP (B.7)
OT
= / 6F (v(t))dt,
0
por lo tanto,
T T
5 / Fo(t))dt = / SF(v(t))dt. (B.8)
0 0
|
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Proposicion B.1.5. Sea I : L?(0,T) — L?(0,T), entonces

dpsen[F(v(t))] = cos[F(v(t))]d,F(v(t)).

Demostracion. Rara.cada t fijo se define w := v(t) y se puede aplicar la regla de la cadena

para obtener el diferencial de sen[F'(w)] con respecto a w

dy sen[F(w)] = cos|[F(w)]d, F(w). (B.9)

Para pequenas perturbaciones se-puede aproximar d,,F'(w) por d,,F'(w) y también se puede

aproximar d,, sen[F'(w)] por d,, sen[F(w)]. Asi,

dy sen[F(v(t))] = sen[F(v(t) + dv(t))] Zsen[F(v(t))] = sen[F(w + dw)] — sen[F (w)]
= Oy sen|[F(w)] = dysen[F(w)] = cos[F(w)]d, F(w) (B.10)
~ cos[F'(v(1))]6, F€o(t)),

por lo tanto,

dysen[F(v(t))] & eos[F(v(€)]d, F(v(t)). (B.11)

Proposicion B.1.6 . Sean v(t) € (L*(0,7))?, s € R®y 1, 1a solucion del sistema

r

Dhos + Ky s + sen(thy, ) = & + v(t)4
dt (B.12)

wv,s (O) =S,

entonces 6,,,s Se aproxima con la solucion del sistema

dév v,s
¢ ~ + K(sv"vbv,s + O(qpv,s)évwv,s = &vv(t)a
dt (B.13)

51)1/)11,3 (0) = 07

r
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donde
cos(1)1) 0 0
C(p) = 0  cos(gn) O (B.14)
0 0 cos(13)
y 1 es la solucion«del sistema de estado (B.12).
Demostracion. Sean®(#).€ (L*(0,T))3, s € R®y 1, ¢ la solucidn del sistema
d v,8 .
L2 4 Ko,y + sen(tpy,e) = i + vl),
dt (B.15)
Yo,s(0) = s.
Se tiene que
5v¢v,s — ¢v—|—5'v,s - '1/)'0,37 (B16)
donde ,+44,5 €S 1a solucion del sistema
d"ub'u—i—é'u,s .
r——— + K¢v+5v,s + Sen(¢'v+5v,s) =1+ v(t) + (51,’0(75),
dt (B.17)
wv—l—év,s(o) = S.
Si al sistema (B.17) se le resta el sistema (B:15), se aobtiene
d(sv v,8
r P, + K0yPo,s + 0p sen(Vy,s) = 0u0(t),
dt (B.18)
Jps,s(0) = 0,
Por la Proposiciéon B.1.5 se tiene que
0y Sen(¢(v,s),1) COS(¢(U,S),1)6v¢(v,s),1
(51, SGH(V,/)»U,S) = 51) Sen(lp(v,s)’z) ~ COS(’(b(U,S),z)(SU’(,b(v,s),z - O(wv,s)évdjv,s (B1 9)

Oy sen (Y (v,s),3) coS(YP(v,s),3) 00V (v,5),3
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donde/C'(v,,s) s como en (B.14). Por lo tanto, d,%,,s S aproxima con la solucién del sistema

r

dé’v vV,8
Vo5 4 K6 ythe s + C(the s)0sthos — duv(1),
dt (B.20)

dutu,s(0) = 0.

Proposicion B.1.7 . Seanv(t) € (L*(0,7))?, s € R®y 1, s la solucion del sistema

Ay, s .
PPEs | ey, , + sen(ihu,) = i + o(t),
dt (B.21)

1%,3(0) =S,
entonces 0, 51,5 S€ aproxima con la.solucion del sistema

dés v,8
I‘L + K(stv,s + C(’(/)’U,S>6S¢’U,S = 5”v<t)’

dt (B.22)
0sWp,s(0) = 058,

donde C(4, ) es como en (B.14).

Demostracién. Sean v(t) un control, s € R3yAby , la solucion del sistema

d V,S .
r Vo, + K, s + sen(y,,s) = 1 #0(1),
dt (B.23)
¢v,s<0) = S,
entonces
6s¢v,s = d’v—{-tﬁv,s—i—és - 17[J’U,87 (824)

donde ¥,450,546s €S la solucion del sistema

d v vV,8 S .
F% + KtPotoo,s+6s + Sen<¢v+6v,s+és) =1+ v(t) + 0,v(t),
: (B.25)

'l/)v—l—év,s—i—és(o) =s+ (538.
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Si sé resta los sistemas (B.25) y (B.23), se obtiene

I‘M + K05tu,s + 05 Sen(¢”as> = 000(),

dt (B.26)
dstp,s(0) = 0gs.

Se tiene que d4sen(Yy,s) ~ C(Wu,s)00 sPs,s, donde C(1p, ) €s como en (B.14). Por lo

tanto, ds1.,s S€ aproxima'con la solucién del sistema

r

dés v,s
w P+ K(Ss'lp’u,s + C(zpv,s)ésd)'u,s — 5’uv<t)7
i (B.27)

0sp,s(0) = dgs.
|

El siguiente teorema establece no solo‘que J es Frechet diferenciable, sino también, quién
es el representante en (L?(0,T))?.dé'la derivada de Frechet del funcional .J.
Teorema B.1.3 . El funcional J es Eréchet diferenciable en (L?*(0,7'))® y su derivada D.J(v)

aplicada a w € (L?(0,T))? es

(DJ(v(t)), (w(t)) ko (t) € plt), w(t)),

donde (-, -) es el producto interno en (L2(0,7))3y p(t) = (p1(t)ip2(t), p3(t)) se obtiene resol-
viendo el siguiente sistema de ecuaciones

dp

-
dt

+Kp+C(p)p=0, te(0,7),

p(T) = k(¥(T) —vr),
una vez que 1) se ha obtenido resolviendo

F%—i—K@b—sen(@b) =i+v, te(0,7),

¢(O) = 1o.
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Demostracion. Por definicion se tiene que si J es Frechet diferenciable, entonces
6J(v) = (DJ(v),v). (B.28)
Por otro lado, realizando un analisis de perturbacion, se tiene que

saw) = 5 (Wl + § 1o0) - el

NS N3

T
) (/ ]ivl)%dt) + E5 |(T) — 4zl (Proposicién B.1.1)
0 2 (B.29)

T
/ o (|lv]|% ydtst gd |9(T) — 4pr|3  (Proposicién B.1.4)
0

T
~ 77/ v - dvdt + k (Y1) — Yr) - 0¢p(T) (Proposicion B.1.3)
0

donde, por la Proposicién B.1.6 con s = 1,-01) se aproxima por la solucion del sistema

rd(s—f’ + Kdp-C(p)orp = dv, te (0,7),

d (B.30)

dp(0)¢= 0.
Ahora, se introduce una funcién vectorial p = (pwP3, p3), que se supone diferenciable
sobre todo (0, T"). Multiplicando ambos lados del'sistema diferencial (3.14) por la funcién vec-

torial p e integrando sobre (0,7") se obtiene

T d(sw T T T
/ I‘W-pdlﬁl—/ K&p-pdt—l—/ C’(z,b)&,b-pdt:/ p-ovdt. t < (0,7). (B.31)
0 0 0 0

Integrando por partes el primer término se obtiene

T T

d

/ I‘d(s—w-pdtzl"p-&b]g—/ P st (B.32)
0 dt 0 dt

Por la condicién inicial de (B.30) se tiene que I'p(0) - 43»(0) = 0, por lo tanto

T doy B T dp
/OI‘W-pdt—I‘p(T)-&,b(T)—/O T - 0t (B.33)
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Asi, pof (B.33), tras reordenar los términos, se obtiene que (B.31) se puede reescribir como

T T dp
Svd T) = Tp(T) - 53p(T 1% 5
| pSotien 0.17) = Tp(r) 5wy + [ TP 5

T T
+ [ Kp-spars [ cap- v (B.34)

T d
=Tp(T) - op(T) + /0 [—Fap + Kp+ C(¢)p| - dapdt.

Supodngase que la funcioh_p'es solucion del siguiente sistema (sistema adjunto)

d
TP A RKptrCp)p=0, te(0,T),
di (B.35)

p(T) =Tk (p(T) — ¥r)),
entonces, de (B.34) y (B.35) se tiene que
T
/0 p TSbdt k (WET) — r) - 00(T). (B.36)

De (B.29) y (B.36) se obtiene que
T
dJ(v) ~ / nv - dvdt ¥ k\Y(T) #r) - d9(T)
0

T T
z/ nv-é’udt—i—/ p - dvdt
0 0 (B.37)

T
= / (nv + p) - dvdt
0

= (T}U + D, 5'0)(L2(0,T))3-

Se define la transformacién T, aplicada a w como (T,,,w) := (nv + p,a0)2(,1)), donde

nv + p es el representante en (L*(0, 7)) de T,,. Para esta transformacion se.cumple que
dJ(v) = J(v +év) — J(v) = (nv + P, 6v) 120,13 = (T, 0V), (B.38)

por lo tanto, el funcional .J es Frechet diferenciable ya que la transformacion 7, es una de-

rivada de Frechet de J y como la derivada de Frechet es Unica, entonces T, es la derivada
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de Frechet de J; a esta transformacion se denotara por D.J(v). Ademas, se tiene que el

representante de la derivada de Frechet de J(v) en (L?(0,7))% es

nv + p. (B.39)

Cuando H = R"y J#R" — R, entonces el representante de la derivada de J es V.J(v),
asi que, por similitud con R"yen este trabajo, al representante de la derivada de Frechet de J
en v se le llamara el gradiente de J en v y se denotara por V.J(v).

Teorema B.1.4 . Si u es minim@ local de J, entonces V.J(u) = nu + p = 0 o equivalente-

mente nu(t) = —p(t).

Demostracion. Supongase que u es minimo local del funcional J, es decir, existe § > 0 tal

que para todo v € H con ||v — ul|| <70, se‘cumple que

J(w) > I(w).

Sea w € H arbitraria. Se define:

g(a) = J(u+aw), paraa R

Como u es un minimo local de J, se deduce que o« = 0 es minimo local de g(«). Entonces,

por condiciones de primer orden de optimalidad en una variable real.se'tiene que

g'(0) = 0.

Por la regla de la cadena

§(a) = (VJ(u+aw),w).
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Entonces, evaluandoen a =0
g9'(0) = (VJ(u), w) =0.
La igualdad anterior es valida para toda w € H, y en espacios de Hilbert, esto implica que
VJ(u) = 0.
Del Teorema B.1.3 se tieghe)que V.J(u) = nu + p, por lo tanto, se deduce que

nu+p=0 S snu(t)=—p(t), paratodot € [0,T].

B.2. Problemas de busquedaen linea asociados con J

El paso principal en los algoritmos=para minimizar el funcional J tiene que ver con la
minimizacion del funcional restringido a unasrecta, g(«); que se conoce como el Problema de
Blusqueda en Linea (PBL).

Nota. Dado un funcional J, un PBL es un problema de minimizacion de J restringido a la
“recta” v = u + aw. De esta forma, un PBL es un problema de minimizacion sin restricciones
en R.

El siguiente teorema proporciona la forma de calcular la derivada'de‘g(«), que es la restric-
cién del funcional J a la recta u+aw, un demostracion se puede consultaren [Cortazar, 2021].

Proposicion B.2.1. Sean uy w € H fijosy a € R. Si se define
g(a) = J(u + aw), (B.40)

entonces

g (a) = (VJ(u+ aw),w) = (n(u + aw) + p, w). (B.41)

Como ya se menciond, no se puede visualizar graficamente el funcional J, pero si se
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puedesgraficar el funcional restringido a la “recta” u + aw para u y w dados, y ademas, se
puede calcular y graficar la derivada del funcional en esa restriccion.

Primerogsesselecciona una condicién inicial 1y y una condicién final 1. Posteriormente,
se selecciona uyw y se calcula

n [ k
g(a)E Jfu + aw) = 5/ -+ awlPdt + 2 [(T) = r . (B.42)
0

donde 1) se obtiene resolviendo el sistema JJA con v = u — aw

d
F—¢+K1/J+sen1/;:i+u+aw, t € (0,7),

dt (B.43)
¢(0) = 'lpOa

y haciendo uso de la Proposicién B.2.1selpuede calcular ¢'(«).

Se ha desarrollado un programa’ que calcula y grafica g(«) y ¢’(«), en el intervalo [« ay],
para v, 7, u(t), w(t), n, ky T dadeszA continuacioén, se va a presentar un ejemplo haciendo
uso de este programa.

Ejemplo B.2.1 . Si se considera ¥y = sy, ¥g*= 59
u(t) = (t e’ 0,0)7,

w(t) = (sen(t) —2,0,0)7,

n=1k=1x10"*y T = 20, entonces g(a) y ¢'(a)) son como se muestran en la Figura 44.

'Programa elaborado en MATLAB ubicado en la ruta Funcional restringido a recta/Main graf g.m.
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Figura44
Graficas dég(a) y ¢'(a)

Nota. En azul se muestra la gréfica de g(«) y en naranja la gréfica de ¢'(«).

O

Como ya se tiene una expresion para‘el gradiente de J, entonces ya se pueden aplicar
algunos algoritmos para la minimizagcion del funcional y de esta forma obtener controles que
permitan la transicion entre estados_del sistema JJA. En la siguiente seccion se presentaran

los algoritmos de Gradiente Conjugadoenila versioh de Fletcher-Reeves y el algoritmo BFGS.

B.3. Minimizacién del funcional J con los algoritmos GC-

FRy BFGS

En esta seccidn se presentara el algoritmo de Gradiente Conjugado en su version adapta-
da por Fletcher y Reeves (GC-FR) para funciones no lineales y el algaritmo Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) para la minimizacion del funcional J presentado en la Seccion 1.4.
Los algoritmos que se presentaran estan basados en

[Nocedal and Wright, 2006].

Obtencion de controles minimizando con el algoritmo GC-FR

En el Algoritmo 1 se presenta el pseudocddigo del algoritmo BFGS para minimizarel

funcional

T
k
1) =5 [ lolPdt+ SI(r) —brl, (B.44)
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dondes) es la solucion del sistema de estado
dip .
'+ K¢+senp=i+v, te(0,7),
dt (B.45)

1/)(0) = 1o.

Algoritmo 1 FletcherrfReeves (GC-FR) para minimizar el funcional de transicion (B.44) con
controles en (L2(0,T))?

1:

2.

o

© ® N

10:

11:

12:
13:
14:
15:

Entrada: v°, tolerancia > 0

Inicializacion:

Calcular V.J(v")
Resolver el sistema de estado (B.45) con v = v° para obtener /"
Resolver el sistema adjunte-(8:35) con 1 = 1) para obtener p°

Calcular VJ(v°) = nv° + p°

. Calcular V.J(v°) = nv° + p*
. Definir direccién inicial d° = —V.J (v%)
. Inicializar contador ¢ < 0

Descenso:

. while ||VJ(v))[2/[|V.J ()] > € do

Calcular paso of = arg min,, J(@* 4 ad’)
Actualizar v*™! = vf + o'd’
Calcular V.J(v*)

Resolver el sistema de estado (B.45) cen v ="' para obtener 1+
Resolver el sistema adjunto (B.35) conp = 1 ¥'para obtener p‘*!
Calcular VJ(v*) = nv'*! 4+ pt*!

Calcular
(VJ(,UZ+1)7 VJ(,véJrl))

(VJ(v), VJ(v))s

B(—‘rl — B

Actualizar direccion:
df—i—l — _v(](,vf—l-l) + Bf—i-ldé

Actualizar iteracion: ¢ + ¢ + 1
end while
Salida: v* = v’
Fin del algoritmo

El PBL se puede resolver analiticamente en algunos casos, por ejemplo, cuando

1
J(v) = §UTAU —o7Th,
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la solucion del PBL es
k\T .k
k__ (r*)'r
o (dF)T AdF’
donde r° = A0’ — b, r*! = r*¥ 1 ok Ad* y d* es como en el algoritmo anterior.

Cuando un PBL.no se puede resolver de forma exacta, se aproxima su solucién, consi-
derando que la solucign o debe cumplir que ¢'(a*) = 0, donde g(a) = J(v* + ad”). Para
resolver este problema.de forma numérica se pueden emplear diferentes métodos, pero en
este caso se aplicara el'método de la secante, ya que nos evita calcular ¢”(«), que es nece-

saria en el método de Newtan, y*ademas, contamos con una formula para calcular la derivada

de g(a), que es
g (a) = (VJ(v*"¥ad"),d") = (n(v" + ad*) + p,d") . (B.46)

La formula iterativa del método de la secante'seria

9'(0412)(043 - Oée—l) = as_19 () — Oéeg'(&e—ﬂ
g (o) — g'(ap1) g () #g' (1)

Q1 = Qp — 521,2,..., (B.47)

la cual requiere dos valores iniciales oy ¥ e, l0s cuales, en este trabajo, se toman como
ap =0y a; =0.2.

Se cred un programa® que implementa el algoritmo Fléieher-Reeves para minimizar el
funcional J y obtener controles en (L?(0,7'))? para transitar’entre dos estados del sistema
JJA. Mas adelante, se presentan ejemplos de controles obtenidos/Con este programa.

Aunque ya en [Glowinski et al., 2020] obtuvieron controles minimizando el funcional .J en
(L?(0,T))3, en el contexto de operadores de memoria, usando el algeritmo_FR, a continua-
cién, se van a presentar algunos ejemplos mas, usando el par de equilibriés que se mostré
en la seccién 1.2.

Los siguientes datos y parametros fueron los mismos en todos los experimentos.numéricos

de este capitulo:

= N = 1,000,

2Programa elaborado en MATLAB ubicado en la ruta Programas de tesis/Transicién/Transicién
controles en L2 con BFGS o GC/Main _controles L2.m.
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n =20,
=1
s k=10,
n ) =0,

g1 = 1 x 107 (tolerancia para el GC-FR o BFGS),

m 5, =1 x 107* (tolerancia)para la busqueda en linea).

Ejemplo B.3.1 (Operador de escritura del 1 en (L?(0,T))3). Sean vy = Ey, ¥r = E, y el

control solo con la junta 3. Al aplicar-€l algoritmo GC-FR, en la iteracion 44 el criterio de paro

alcanza la tolerancia y se obtiene el control de la Figura 45.
Figura 45

Control éptimo en (L?(0,T))? paratransitar de Ey a F;

01 — Vi

-01 * >

0.2

-03F

0.4

05+

Nota. En este ejemplo se controla solo con la junta 3 (curva amarilla), asi que solo_se,inyecta energia

en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas azul y naranja, respectivamente) permaneceniinactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 46 se muestran las series de tiempo del sistema JJA bajo la influencia del

control de la Figura 45.
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Figura46

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 45 y 1y = Fy

2
é EUAI —ErrE" ————————— -E1'!' o —— Wl
U,
ok B R = = = = = = = = -£+0 )
Egz = Y3
2L
4k
6
Ets Eq-
L 1 L | 1 1 I ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado v, ¥, ¥3 bajo la
influencia del control en (L?(0, 7)) de la Figura 45, con condicion inicial 1o = Ep, en el intervalo
[0,20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 204lasilineas discontinuas corresponden a la evoluciéon no
controlada del sistema, tomando como’condicién.inicial el estado alcanzado al final del intervalo de

control, 1(20).

Cuando se aplica el control de la Figura45 partiendo desde el estado final £, se puede
ver, como se muestra en la Figura 47, que el sistema hace un pequeno transitorio y regresa
al mismo estado, por lo tanto, este control es un operadoride’escritura del 1.

Figura 47

Series de tiempo de las variables de estado con el control de la Figura 45 y 1y = F;

2
£=|| I:l,\E- _________ -E1'!'n Wl
il E- Bl — — — = = — — = - -£ =g yn
W
oL
4L
61
Btz Eqa Ei=2
1 | 1 | 1 1 1 ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, 1, ¥3 bajo la

accion del control en (L2(0, 7)) de la Figura 45, con condicién inicial 1o = F1, en el intervalo [0, 20]
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(lineass€ontinuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponder a la evolucién no controlada

del sistemas'tomando como condicién inicial el estado alcanzado al final del intervalo de control, v(20).

O

Obtencion de controles en (L.%(0,7'))® minimizando con el algoritmo BFGS

En el Algoritmo 2 se ‘presenta el pseudocodigo del algoritmo BFGS para minimizar el

funcional (B.44) con contfoles en (L*(0,7))3.

Algoritmo 2 BFGS para minimizar el funcional de transicion (1.15) con controles en
(L*(0,T))°

1: Entrada: v° € (L?(0,7))3, tolefancia ¢ > 0, matriz H° = T
Inicializacion:
2: Calcular V.J(v°):
Obtener 1) resolviendo el sistema de estado (1.12) con v = v°

Obtener p° resolviendo el sistema adjunto (B.35) con v = 4)°
Calcular VJ(v°) = nv° + p°
<+ 0
Descenso:
while [|VJ(v")||?/|IVJ(v°)|* > ¢ do
Calcular direccion: d* + —H*V J(%")
Calcular paso o = argmin,, J (v’ + ad?)
Actualizar v**! « v’ + ofd’
Calcular V.J(v):

Obtener 1! resolviendo el sistema de estado (1.12)con v = v**!

w

o No aR

Obtener p“*! resolviendo el sistema adjunto (B.35) conab = ‘!
Calcular VJ(v*!) = no'*! 4 pt+!

9:  Tomar u’ + v —v°

10: Tomarw' « VJ(v'*!) - VJ(vf)

11:  Tomar p’ «+ T

12: Actualizar la inversa de la hessiana

HK—H « (]_pﬁué(wﬁ)T> HE (]_pﬁwé(ué)T> +p€ué(uK>T

13: (+—0+1

14: end while

15: Salida: v* = v
16: Fin del algoritmo

A continuacion, se presentaran algunos ejemplos de controles obtenidos minimizando el
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funciopal J con el algoritmo BFGS, usando el mismo programa aplicado para FR pero cam-
biando el.algoritmo de optimizacion (asignando a la variable metodo min el valor de 2).
Ejemplo B.3:2,(Operador de escritura del 1 en (L?(0,T))3). Sean vy = Ey, ¥r = E; y el
control solo conJdayjunta 3. Tras aplicar el algoritmo BFGS, en la iteracién 32 el criterio de paro
alcanza la toleraneia‘y se obtiene el control de la Figura 48.

Figura 48

Control éptimo en (L?(0,2"))? para transitar de E, a F;

0.1+ —_—
Vo
0 ——ltg — -
V3
-0.1F
N2+
N3+
0.4+
05 ?
L 1 L 1 | 1 Al 1 1 |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Nota. En este ejemplo se controla solo con lajanta 3 (curva amarilla), asi que solo se inyecta energia
en esa junta. Las juntas 1 y 2 (curvas azul y naranja; respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 49 se muestran las series de tiempo de las variables de estado bajo la in-

fluencia del control de la Figura 48.
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Figura49

Series destiempo de las variables de estado con el control de la Figura 48 y 1y = Fy

2

é EUAI Er'rE- ————————— —E1-'- a - Wl

U,

ol O ETE = = = = = = -E;m0 %

—Eyr—agf y3
2+
4+
B

E1=3 E11
I I 1 | I I I ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado v, ¥, ¥3 bajo la
influencia del control en (L?(0, 7)) de la Figura 48, con condicidn inicial 1o = Ep, en el intervalo
[0,20] (lineas continuas). A partir de ¢ = 204lasilineas discontinuas corresponden a la evoluciéon no
controlada del sistema, tomando como’condicién.inicial el estado alcanzado al final del intervalo de

control, 1(20).

Se puede ver en la Figura 50 que, al aplicar el gontrol de la Figura 48 desde el estado
final F, el sistema hace un pequeno transitorio.y regresa’al mismo estado, por lo tanto, este
control es un operador de escritura del 1.

Figura 50

Series de tiempo de las variables de estado con el control de la Figura 48 y 1, = F;

2
icll I:l,\E- _________ -E1'!'n Wl
f]:: E- el — — = = = = = = = -£ =g yn
s
2k
4+
6
g1 Erg Eis
| 1 | | | | | J
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, 1, ¥3 bajo la

accion del control en (L?(0, 7)) de la Figura 48, con condicién inicial 1o = F1, en el intervalo [0, 20]
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(lineass€ontinuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponder a la evolucién no controlada

del sistemas'tomando como condicién inicial el estado alcanzado al final del intervalo de control, v(20).

O

En el ejemplovanterior se puede apreciar que el resultado obtenido con BFGS son muy
similar al obtenido con el algoritmo GC-FR, pero con BFGS se requiere un menor numero
de iteraciones para alcanzar la tolerancia y, por lo tanto, un menor tiempo de cémputo. En la
Tabla 2 se hace una comparacion de los resultados de los ejemplos presentados con ambos
algoritmos.
Tabla 2
Comparacion del rendimiento de s algoritmos GC-FR y BFGS

Algoritmo  Criterio'de paro  Total de iteraciones

GC-FR 94199217 x 10=5 44
BFGS 1.469773.x 1076 32

Nota. Comparacion de los valores del criterio de paro 'y el*total de iteraciones en los experimentos

realizados con cada algoritmo.

De aqui en adelante, los ejemplos que se pfesenten seran-minimizando con el algoritmo
BFGS.
Ejemplo B.3.3 (Control en (L*(0,T))* para transitar del estado estable F, al inestable
0i1). Sean vy = Fy, 1r = 011 y el control solo con la junta 1. El control que se obtuvo es el

que se muestra en la Figura 51.
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Figura’51

Control gptimo en (L*(0,T))? para transitar de E, a 6i,

Vi

%)

0.1F V3

-0.1

Nota. En este ejemplo se controla solo.con la junta 1 (curva azul), asi que solo se inyecta energia en
esa junta. Las juntas 2 y 3 (curvas naranja yramarilla, respectivamente) permanecen inactivas, por lo

tanto la energia inyectada en estas juntas es nula.

En la Figura 52 se muestran las series de tiempo de las variables de estado bajo Ia in-
fluencia del control de la Figura 51, dende se puedé.observar que el sistema llega al estado
objetivo #i; al tiempo T' = 20. El control se.aplica en‘eljintervalo [0, 20]. Del tiempo ¢ = 20 al
tiempo ¢t = 40 se grafica la dinamica del sistema sin eontrol, en la que se puede ver que el
sistema se sale del estado final, como era de esperar ya que es un equilibrio inestable.
Figura 52

Series de tiempo de las varaibles de estado con el control de la Figura 51 y 1y = Ejy

g
4,
y2
2+ e 6 i | AV
I:Ul . = - —o— — —
EEU Bl == = = = — - _BL,,1I:|
O,
Eo3 6-irg 6 ity
2k
4t
| 1 | | | | | J
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Nota. En esta figura se muestran las series de tiempo de las variables de estado 1, 1, ¥3 bajo la

influencia del control en (L?(0.7))% de la Figura 51, con condicién inicial 19 = FEj, en el intervalo
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[0, 20] (lfneas continuas). A partir de ¢ = 20, las lineas discontinuas corresponden a la evolucién no
controlada«del sistema, tomando como condicidn inicial el estado alcanzado al final del intervalo de

control, 1 (20)s¢

O

Aungue los contr@les obtenidos en (L?(0,7"))? son 6ptimos, en la practica, es dificil desa-
rrollar un dispositivo quesinyecte una energia de ese tipo, por eso se tiene interés en encontrar
controles mas practicos ‘de.implementar, como lo son los continuos lineales por pedazos y los
constantes por pedazos. En los-€apitulos 2 y 3 se aborda la transicién entre estados de equi-

librio del sistema JUAM con estops-tipos de controles.
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Apéndice C
Estimacion numérica de los equilibrios

del sistema JJA

En este apéndice se describe de qué-forma se estimaron numéricamente algunos de los
equilibrios del sistema JJA.

Los equilibrios del sistema JJA se obtienen-resolviendo el siguiente sistema no lineal

Fy(Y1,2,13) = i1 — ki@ — o —sen ), = 0,
Fy(Y1,19,13) = iy — Ky (8 =h1) —kadth2 — 13) — senpy = 0, (C.1)
(1,12, 13) = i3 — ko (Y3 (@) — sen g = 0,

con k1 = k1 = 0.1, que es equivalente al sistema

i _

it = 57 (i1 — k1 (Y1 — o) —senpy) =0,
% = 712 (g — K1 (Y2 — Y1) — Ko (Yo — 1P3) — senhy 1= 0, (C.2)
s = % (i3 — Ko (V3 — 12) — sen)g) = 0.

dt
Se realiz6 un programa' para estimar de forma numérica los equilibrie$ del sistema JJA

en un region. El programa se describe a continuacion.

'Programa realizado en MATLAB ubicado en la ruta Dindmica del sistema JJA/Equilibrios del
sistema JJA/Main_equilibrios_sistema_JJA.m
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C.1.'_Descripcion del programa

1. Defini€ion de la malla: Se establece una region tridimensional delimitada por los inter-
valos:

con n,, n,, n., Nodos_en cada direccion. Se genera una malla tridimensional mediante

la funcién meshgrig:

2. Definicion del sistema: Se consideran las funciones:

p

Fi(z,y,z) =Q01(z — y) +sen(z) — 1,

Fy(z,y,2) = 01 (yg= x) + 0.1(y — 2) +sen(y) — 0.8,

F3(z,y,2) = 0.1(z=y) + sen(z) + 1.

\
Estas funciones corresponden‘adas-derivadas 24, %2 4vs de| sistema JJA.

dt 7 dt > dt

3. Evaluacion sobre la malla: Se calculan los yalores V;, V5, V3 de F, F,, F3 en cada

punto de la malla.

4. Visualizacion de superficies de nivel: Se grafican-las.superficies {F} = 0}, {F» =
0} y {F3 = 0} en colores rojo, verde y azul, respectivamente, utilizando la funcion

isosurface.

5. Identificacion de posibles equilibrios: Se detectan los puntos deya malla donde
V1] < 0.05, |V5] <0.05, |V3] < 0.05.

Estos puntos son candidatos a ser equilibrios.

6. Refinamiento mediante Newton—-Raphson: Cada punto candidato se mejora usando
la funcion estimar_equilibrio(), la cual aplica el método de Newton—Raphson| para

obtener una mejor aproximacion del equilibrio.
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7. Analisis de estabilidad: Para cada equilibrio refinado que:

= _haya convergido con Newton—Raphson,

= y eésté dentro de la region definida,

se evalla su estabilidad mediante la funcion estabilidad_JJA().

Los equilibrios estables se representan con un asterisco en color azul, mientras que los

inestables se graficar“en color naranja.

C.2. Region que acota los equilibrios para —7 < ¢3 < 7

Para el sistema JJA se tiene quessi 8 es un equilibrio, entonces 8 + n (27, 27, 2) también
es un equilibrio, por lo tanto, es suficiente encontrar los equilibrios en una region de tamano
27 en alguna de las 3 direcciones. Si consideramos la region definida por —7m < z < 7, se
obtiene que es posible acotar la regién en 1a que se encuentran las soluciones del sistema
(C.1) de la siguiente forma.

De

Fsy(z,y,2) =01(z—y) +se’zs+1=0

se despeja y
0.1(z—y)=—1—senz

z—y=—10(1+senz),
y=z+ 10(1 + sen z).

Como z € [—m, 7] y senz € [—1, 1], se deduce que
ye[z+101—-1), 24+ 101+ 1)] =[z, 2+ 20].
Por tanto, usando los extremos z = —wy z = 7, se tiene que
y € [—m, 7™+ 20].

Ademas, de y = z + 10(1 + sen z) se tiene que y > z para todo z en el intervalo.
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De
Fy=01(x —y)+senz—1=0

se despeja la diferencia x — y

r—y=10(1 —senx).

Como senz € [—1, 1} entonces

r—ye [Oa 20]7

por lo tanto,

x € |y, y+ 20].

Usando los extremos para y deducidos antes, se tiene que
z € [—m, (m #2004+ 20] = [-m, 7+ 40].

Ademas, como x — y > 0, entonces

2 <y <

Asi, la region donde se encuentran los‘equilibrios\para —m < z < w es

K= {(¢1,92,93)] =71 <3 <7, —1 < 9py < 71 +40p—7 < 1py < 7+ 20}.

C.3. Equilibrios en la region K

Haciendo uso del programa descrito antes considerando la region‘deducida arriba con
n, = n, = n, = 400 nodos en cada direccion, se obtienen las superficiés.de nivel para
el valor de 0 que se muestran en la Figura 53. Los puntos en los que sefintérsecan las 3
superficies son los equilibrios del sistema (en esa regidn) y son los que se muestran en la

Figura 54.
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Figur@

Superficiesde nivel {F, = 0}, {F; =0} y {F3 = 0} en la region K
A\ ]

z =0
F2=0

I F3=0

Figura 54
Equilibrios del sistema JJA encontrados en %én Ko

Nota. Los equilibrios en azul son estables y los equilibrios en naranja son inestables.
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Enda Tabla 3 se enlistan los equilibrios estables e inestables obtenidos.

Tabla 3

Equilibrios delssistema JJA encontrados en la region K

(N (3 Ps Estabilidad
feg 1.2514 0.7457 -0.9753 Estable
Qe )» 7.4205 6.4954 -0.3237 Estable
fes. 3129815 7.0144 -0.2745 Estable
fes 18.6159 12.2878 0.2094 Estable
fe, 192124 12.7618 0.2535 Estable
fes 19.8115.)18.0146 0.8052 Estable
fes 24.9652 ©13.2972 0.3040 Estable
fe; 25.4496 18.5653 0.8770 Estable
fes 31.1997 19.0546..,0.9457 Estable
feq 36.8817 «19:5882" 1.0276 Estable
fig 1.2178 06010 -2:3608 Inestable
fi; 2.0730 0.8383, -0.9615 Inestable
0i, 21105 0.689Q -2.375% nestable
fis  6.7561 1.3108 -2.4706 Inestable
iy, 6.8539 22566 -2.6015 Inestable
fis  7.3771 6.2611 -3.0752 Inestable
fig  8.4793 6.5869 -0.3150 Inestable
fi,  8.5252 6.3560 -3.0857 Inestable
fis 12.9540 6.7341 -3.1278 Inestable
fig 13.2016 9.1356 -0.0787 Inestable
fip 14.8538 12.3940 0.2192 Inestable
fi;; 15.3525 8.8327 -0.1063 Inestable
fi1o 15.5272 7.3248 -0.2454 |Inestable
fi13 19.5320 15.8393 2.8366 Inestable
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(N (VD) Ps Estabilidad
0114 19.5658 16.1315 0.5876 Inestable
fi5 19.8400 18.2028 2.5396 Inestable
fii¢ 21.1966 18.3322 2.5216 Inestable
fi1; 21.2233 18.1692 0.8248 Inestable
fug 215434 158730 0.5601 Inestable
0i1y.~21.5798 15,5787 2.8670 Inestable
Oiso (2108489 13.2665 3.1277 Inestable
fio; 21,8793 12.9958 0.2755 Inestable
fios 24.9968 13.6420 3.0860 Inestable
Qins 25.1277¢7 45.0771 2.9246 Inestable
fioy 25.1590 154211 0.5130 Inestable
fis 25.46269 18.7018 2.4686 Inestable
Oiss 28.2017.18.9277/ 2.4350 Inestable
fiy; 28.2157 “.18.8017 09095 Inestable
firs 28.6621 14.8811 0:4582° Inestable
fiag 28.7949 13.8215~, 0.3541 ) Inestable
fiso 31.2114 19.1802 . 2.3960 "_lnestable
fis; 35.1530 19.5442 2.3367 Inestable
fiz, 35.1711 19.4134 0.9998 Inestable
fis3 36.9002 19.7341 2.3040 Inestable

Nota. Los equilibrios estan clasificados de acuerdo a su estabilidad.

Cada uno de los equilibrios encontrados define una familia de equilibrios
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Algoritmos usados en la tesis

En este apéndice se muestra-€l pseudocodigo de los algoritmos usados para los experi-
mentos numeéricos que se presentanen los capitulos 2 y 3. Por motivos de extension algunos

de ellos se han dividido en dos partes.

Algoritmo 3 BFGS para minimizar el funcional de transicion (2.11) con controles continuos
lineales por pedazos con disparo multiple modifieado (Parte 1)
1: Entrada: z° = (c°, s°), donde c%€.(R3)"*" ' es el representante de v°, € > 0 y una aprox.

inicial de la inversa de la hessiana H° = I;
Inicializacion:

2: Calcular V.J(z°):
3: for j = 1tonsdo
. 1 j+1—t t—7;
4: .Calcular q; = TJ+1 =Y ¢ = o
5: if ; == 1 then
6: Resolver (2.53) con v; = v} = g;c} + ¢jc; para obtener v!;
7 else
8: Resolver (2.54) con v; = v} = ¢jc) + ¢?c), para obterier !
9: end if
10:  Resolver el sistema adjunto (2.30) con ¢; = %! para obtener’p};
11: Calcular:
V., J(@) = / gt [l + pY] dt,
I;
D.1
Ve @) = [ g e+ o) it -
IJ
VSjHJ(w ) —k(’l,b (TJ+1) ?—&-1)'
12: end for
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Algoritmo 4 BFGS para minimizar el funcional de transicion (2.11) con controles continuos

lineales-por. pedazos con disparo multiple modificado (Parte 2)

1: £+ 0;
Descenso;
2 while ||Vaie!) |2/ V.J(")|? > & do
3:  Calcular@ireccion d' «+ —H*V J(x");
4:  Buscar pase‘a’ = argmin J(z’ + ad’);
5. Actualizar /"« x! + ofd’;
6:  Calcular V.J(z5"):
7 for j = 1tonsdo
. 1 i+1—t t—T;
8: .Calcular q = 7']+1 el ¢ = e
9: if j == 1 then
10: Resolver (2.58),66n v; = v{™" = glc{™ + ¢3cit" para obtener 7™
11: else
12: Resolver (2.54) con®; = vt = glc™ + ¢2ci1] para obtener 4! ™;
13: end if
14: Resolver el sistema adjunto/(2.30) con v; = 3" para obtener p’*™;
15: Calcular:
chj(mf-i-l) :/ qjl [nv§+1 +p§+1j| dt :
Ij
Ve, izt = / ¢ [nvi™ +piT dt,
I]
vsj+lj($€+1) - _€(¢§+1 (TjJrl) - Sﬁib

16: end for

17 Tomar u’ <+ ! — 2%,  w’ <« VI (2{1) - VJ(:UE)
18:  Calcular: H*! = (I — p‘u’(w")T) HYL=p'w@")¥) +
19: {0+ 1;

20: end while

21: return v*, el control continuo lineal por pedazos definido por-el ¢* asociado a «*

22: Fin del algoritmo.

(D.2)
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Algoritmo 5 BFGS para minimizar el funcional de transicion 2.11 con controles constantes
por pedazos con disparo multiple modificado

1:

—_

11:
12:

183:
14.
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

26:
27:
28:

29:
30:
31:
32:

QUXNORLDN

Entrada: z° = (c, s°), donde ¢ € (R3)"* es el representante de v°, ¢ > 0 y una aprox.
inicial de”lavinversa de la hessiana H® = I;
Inicializacion:

Calcular VJ("):
for j = 1 to ns'do
if j == 1 then
Resolver (253) con v; = v{ = ¢! para obtener v));
else
Resolver (2.54).con v; = v] = ¢} para obtener ¢};
end if
Resolver el sistema &adjurito (2.30) con 1p; = 4} para obtener p);
Calcular:
0y __ 0 0
Vgl (7)) = n(7je — 75)¢; + /Ij p;dt, (03)
VSHIJ(Q:O) = _k("pg(TjJrl) - 32+1)-
end for
<+ 0;
Descenso:

while |[V.J(c!)|2/||V.J ()2 7 do
Calcular direccion d* < — H*VJ (z");
Buscar paso o = arg min J(zf\Had’);
Actualizar 1 < z* + ofd";

Calcular V.J(z**1):
for j = 1tonsdo
if ; == 1 then
Resolver (2.53) con v; = v{™! = " para’obtener {1,
else
Resolver (2.54) con v; = v{*' = ;™" para obtener i *";
end if
Resolver el sistema adjunto (2.30) con v; = 4" par@-obtener p’™;
Calcular:
Ve, I =l = m)e " + [ p
’ e 5 (D.4)
VSJ'-HJ(:BZJA) = _k(¢§+1(Tj+1) f—ti)

end for
Tomar u’ < 1 — ', w' «+ VJ(x*) - VJ(x"); pf <+ 1/(w")
Calcular:

HE-H — ([ _ péuﬂ(wé)T)Hé([ _ péwﬁ(uf)T) +péu£(u£)T;

0+ 1;
end while
return v*, el control continuo lineal por pedazos definido por el c* asociado a * = 24;
Fin del algoritmo.
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Algoritmo 6 BFGS para minimizar el funcional de transicion (3.5) con controles continuos
lineales-p0r. pedazos con disparo multiple fijo (Parte 1)

1: Entrada® c? € (R*)™*!, ¢ > 0y una aprox. inicial de la inversa de la hessiana H® = I;
Inicializacion:

2: Calcular V(c?):

3: for j = 1tonsdo

. 1L Tj41—t 2 t—T;
4: F)glcular W= VG = o
5: if j == 1then
6: Resolver (37).con v; = ¢} ¢} + ¢;c) para obtener v{;
7 else
8: Resolver (3.8) eeh v; = ¢;c) + ¢;c),, para obtener v;
9: end if
10: Resolver el sistema adjtinto (3.18) con 1) = 4 para obtener p!;
11: Calcular:
Ve, € [ e + i) + plla
1
Ve, J () :/1 ¢;In(gic) + qiejy) + pfl dt;
g
12: end for
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Algoritmo 7 BFGS para minimizar el funcional de transicion (3.5) con controles continuos
lineales-p0r. pedazos con disparo multiple fijo (Parte 2)

1: £+ 0;

Descenso;
2 while | Vae!)|[2/||V.J(")|? > ¢ do
3:  Calcular@ireccion d’ «+ —H*V J(cb);
4:  Buscar pase’a’ = argmin J(c’ + ad’);
5. Actualizar ¢/ ¢’ + ofd’;
6:  Calcular VJ(e4):
7 for j = 1tonsdo B )

1— —Tj

8: Calcular ¢; = Tfl el ¢ = o
9: if j == 1 then
10: Resolver (3.7).cofl v; = glci™ + ¢?c;*" para obtener 4i™;
11: else
12; Resolver (3.8) conw; = ¢lc;t' + ¢?c’t| para obtener 4*";
13: end if
14: Resolver el sistema adjunto/(3.18) con ¢ = ;™" para obtener p’™';
15: Calcular:

chJ(C“—l) _/
I

J

gl ¢S + g eth) + pit dt;

Vend ()< /I ¢In(qe™ + gictth) + pit dt;

16: end for

17 Tomar u’ < ™ — ¢, w' <+ VI -

18: Calcular:
HZ+1 ([ p u (

19: 0+ 0+1;
20: end while

21: return v*, el control continuo lineal por pedazos generado pof'¢c* = c';

22: Fin del algoritmo.

J

V.J(ch);

VOV - ' @) + pl ()

L.

Pt 1/(wh)Tu

L.
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Algoritmo 8 BFGS para minimizar el funcional de transicion (3.5) con controles constantes
por pedazos con disparo multiple fijo

1: Entrada: c? € (R3)"*, ¢ > 0y una aprox. inicial de la inversa de la hessiana H° = I;
Inicializacion:

2: Calcular V(v):

3: for j = 1tonsdo

4: if j == 1then

5: Resolver, (8Y7) con v, = ¢! para obtener v?;
6: else
7: Resolver (3.8) con v; = ¢ para obtener 17;
8: end if
9: Resolver el sistemasadjunto (3.18) con ¢ = v,b? para obtener pg-’;
10: Calcular:

Ve, J (vo) :/ (7702 +p?) dt;

Ij

11: end for
12: £ < 0;

Descenso:
13: while |V.J(c)[2/||VJ ()2 > ¢ dé
14:  Calcular direccion d* < —H'V J(eb;
15.  Buscar paso o = arg min J(€* + ad");
16:  Actualizar ¢! « ¢! + ofd¥%
17:  Calcular V.J(c'*):
18: for j = 1tonsdo

: 1 Ti+1—t 2 witT
19: .Calcular G =y a = S
20: Ifj —— 1 then
21: Resolver (3.7) con v, = ¢{" para.obtenef ¢ ';
22: else
23: Resolver (3.8) con v; = c§+1 para.obtener ¢§+1;
24: end if
25: Resolver el sistema adjunto (3.18) con @) = ¢§+1 para‘obtener p§+1;
26: Calcular:

Ve, J (v = / (770?rl —I—pﬁ“) dt;
1

27: end for

28:  Tomar u’ < ¢! —¢f; w' <+ VJ(c) -VJ(c); pf <+ 1/(w")Tub

29: Calcular:

H£+1 — ([ _ p£u£<w€)T)H€([ _ péwé(uf)T) +p€u£(uf)T;

30: C—0+1;

31: end while

32: return v*, el control constante por pedazos definido por ¢* = ¢/;
33: Fin del algoritmo.
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Apéndice E
Meétodo sin derivadas para resolver los
PBL

En este apéndice se describe un métedo sin derivada para resolver los PBL. Este método
esta basado en los métodos grid search y.pattern search, los cuales son métodos de busque-
da local [Belete and Huchaiah, 2021, Lewis et.al2000].

Método sin derivada para resolverel PBL

Paso 1. Definir un intervalo inicial

(Yo — Tof Yo+ 7o) (E.1)

donde 7y es una aproximacion inicial del minimo de g(«) =#J(¥ + ad) y ry es el radio del
intervalo.

Paso 2. Dar un factor 0 < w < 1, con el que se ira reduciendo el tamano del radio, y € > 0,
una tolerancia para el criterio de paro.

Paso 3. Definir m nodos uniformemente espaciados en el intervalo [y, ="ry, o + 7o)

Yo —To = Q1,Q2,...,Qy = Y + T, (E.2)

en los que se evaluard la funcion g(«).
Paso 4. Evaluar g(a) en cada nodo «;, i = 1,...,m, e identificar el a; que tiene el menor
valor bajo g(«):

n = argmin{g(a), ..., g(am)}. (E.3)
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P 5. Siyy = a3 0y = a,, tomar r; = rq, de lo contrario, tomar r; = wrq y definir un
nuevo in lo centrado en ~; y de radio ;.
L )
Paso / ar vy = v, ro = 1, repetir los pasos 2-5 hasta que ry < €y tomar o =

arg min g(«)
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Anexo

Alojamiento de la Tesis en el Repositorio Institucional

Tabla 4

Alojamiento de la Tesis en el Repositorio.institucional

Titulo de Tesis: Control de uncircuito de Josephson. Minimizando con el

algeritmo BFGS.y-disparo multiple.

Autores de la Tesis: Jasiel'Chavala Miss”"Asesor: Dr. Jorge Lépez Lopez (UJAT).
Co-asesor: DBr. Lorenzo ‘Heéctor Juarez Valencia.

ORCID: 0000-0001-7328;4866.

Resumen de la Tesis:  En esta tesis se presentan’métodos para obtener controles
optimos continuos lineales por pedazos y constantes por
pedazos para un circuito compuesto _por un arreglo de tres
juntas de Josephson acopladas inductivamente que es em-
pleado en la fabricacion de unidades de‘memoria y que es
modelado por un sistema de ecuaciones diferenciales. Se
trabajé en la obtencion de controles para transitar entre dos
estados del sistema, los cuales sirven para definit opera-
dores de memoria. Los métodos presentados se basan en
la metodologia de disparo multiple combinada con el algo-
ritmo BFGS. Con estos métodos se obtuvieron resultados
satisfactorios, de los cuales se muestran algunos ejemplos

con simulaciones numéricas.
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Palabras claves de la Juntas de Josephson, control éptimo, disparo mdltiple, al-

Tesis: goritmo BFGS.
Referencias-citadas: Las referencias citadas son las que se presentan en la bi-
bliografia.
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