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Introduecidon

La modelacién matematica’de.as diversas relaciones troficas es parte complementaria en los estudios
de la ecologia moderna como disciplina especializada. En esta linea de conocimiento, resultan de espe-
cial interés todas las interacciones gque son observables entre las especies, por ejemplo, la depredaciéon
v la competencia, las cuales se hangéstudiado ampliamente por separado durante décadas. La mezcla
de estas y otras interacciones en el tnedelado de sistemas troficos presentes en la naturaleza, arro-
jan nuevas tendencias para las investiga€iones téorico-experimentales (ver [Mor09; BKS07; Turl3,;
May19; Ede05; Fre80]).

Para cualquier sistema trofico los estados dewcéexistencia entre las poblaciones que lo conforman
se consideran los mas importantes, partieularmente, los ciclos que son ecoldégicamente estables y
que corresponden matemaéticamente a log cielos linmite gue pueden poseer los sistemas de ecuaciones
diferenciales con los que son modelados [BLS06) May72]#Por esta razon, es bastante natural encontrar
una gran cantidad de trabajos dedicados a la<biisqueda de.¢iclos limite estables en modelos de redes
y en particular en modelos que consisten de dos presas y un(depredador. Por ejemplo, en [Fuj77| Fujii
demostroé la existencia de un ciclo limite localmentesestable para esta clase de modelos en el esquema
de Lotka—Volterra. En [KH94|, Aaron Klebanoff y Adan Hastings, ademas de mostrar la existencia
de un ciclo limite estable, encuentran evidencias de que existe unefégimen caédtico en una clase de
modelos de dos presas y un depredador. Posteriormente, los autores Nijamuddin Ali y Santabrata
Chakravarty estudian la dindamica local y global de un modelo de dos.poblaciones de presas que
compiten y una poblacion depredadora con un término de competencia intrespecifica (ver [AC15]);
que es el modelo que analizamos en el presente trabajo. Sin embargo, en el analisis cualitativo de
todos los trabajos anteriores se prestd poca atencion a ciertos enfoques analiticos e los que no se
usan los valores propios de la aproximacién lineal, por ejemplo, los criterios de Lid"y el de la matriz
de suma bialterna (ver [Liu94; Ful68]), ya que siempre es comin atacar estos problemas buscando la
respectiva forma normal que, en algunos casos, puede resultar computacionalmente muy._eémplicada

de obtener debido al nimero de parametros libres y esto hace que la interpretacion sea oseura.

En este trabajo presentamos un anélisis local, usando herramientas analiticas y numéricasj, para
describir la dindmica de un modelo de dos presas que compiten en el esquema de Lotka—Volterza
y un depredador que compite por consumirlas. El modelo que analizamos especificamente es aquel

donde la funcién de crecimiento de la densidad poblacional de cada presa es logistico, el depredador

XII
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Introduccion XIII

tiene\respuesta funcional de Holling tipo II, la mortalidad total del depredador estd determinada
por una tasa natural y por una tasa que da cuentas de la competencia entre los miembros de su
poblacién #FElmodelo se estudia bajo el supuesto de que el tiempo y los tamafnos poblacionales de las
tres especies varian en forma continua, no haciéndose distinciéon por clases de edad, ni por sexo; asi
mismo, las vartables que representan a las densidades poblacionales y los pardmetros del sistema se
asumen de manera determinista considerando que las tres especies estan distribuidas uniformemente,
que no estan afectada@spor fenémenos estacionales o abiéticos y que en las tasas de crecimiento no

hay retardo ni influencia’de, generaciones anteriores.

La estructura del presente trabajo se divide en tres capitulos y estd organizado de la siguiente ma-
nera: como sabemos que la parte.mas delicada de estudiar modelos ecoldgicos es la interpretacion, la
cual se puede complicar con el numeéro de interacciones y pardmetros, dedicamos el primer capitulo
a proporcionar, con cierto orden cronologico, los elementos preliminares esenciales de ecologia mate-
matica y aquellos de la teoria de sistemnassdinamicos continuos para dar una comprensiéon mas amplia
de lo que aqui exponemos; incluso para*aquellos lectores no familiarizados. Por ejemplo, después
de una exposicién de antecedentesMistoricos, analizamos el modelo competitivo de Lotka—Volterra
que resulta de considerar ausente al*depredadors/En algunos casos colocando muchos detalles y en
otros tantos solo las debidas referencias\para no €xtendernos de forma innecesaria. De esta manera,
al seguir esta estrategia de revision, sefitamos, las bases para conectar las ideas que se discuten en
los siguientes capitulos. En el segundo capitule, se presentan los teoremas de bifurcacion de Hopf y
Bogdanov—Takens necesarios en el analisis del'sistema depredador—presa tipo Bazykin, tomando como
base al modelo de Rosenzweig—MacArthur para itroducirila_idea de la respuesta funcional Holling
tipo Il y posteriormente aplicamos los resultados encontrados en el.modelo tipo Bazykin en el analisis
de un sistema huésped—parasitoide generalista, el cual representa’lasaportacion del presente trabajo
(ver [CC22c¢]). Adicionalmente, al final del capitulo dos discutimog la presencia de una propiedad
geométrica que el sistema depredador—presa tipo Bazykin, el sistema huéspéd—parasitoide y otros dos
modelos més tienen en comun, estableciendo una conjetura al respectof Ror dltimo, en el capitulo
tres se presentan los teoremas necesarios para establecer los resultados principales sobre el modelo de

las dos presas en competencia y el depredador, los cuales son:
(1) Equilibrios triviales ecologicamente viables,
(2) Equilibrios de coexistencia,
(3) Bifurcacion de Hopf usando criterio de biproducto implementado en Mathematica [CG22b| y

(4) Simulaciones numeéricas para ejemplificar los resultados analiticos.
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XIV Introduccion

Para la bigquéda de equilibrios de coexistencia ocupamos la estrategia de fijar las coordenadas de
cada equilibrio, introduciendo con ello restricciones sobre un parametro por cada coordenada. Esta

estrategia es la misma que puede encontrarse en los trabajos [CC17; CRL+17; Cas18|.

Por otra parte, cabé mencionar que para elaborar el analisis expuesto en la presente obra, desarro-
llamos funciones en el lenguaje Wolfram Mathematica y las publicamos en la plataforma Wolfram
Function Repository. La'plataforma permite el uso libre de los codigos y su distribucion requiere la

respectiva cita del autor y de lasplataforma Wolfram.

Al final de este documento se encuéntran dos apartados, en el apartado A se colocan algunos codigos
Wolfram Mathematica que pueden ser senalados para copiar y luego pegar en un Notebook con
facilidad, algunos de los cuales correspénden a versiones ligeramente distintas a las publicadas en
Wolfram Function Repository y otros cddiges-corresponden a la implementaciéon de un teorema para
la bifurcacion Bogdanov—Takens que es usade.y citado en el segundo capitulo del presente trabajo
recepcional. Finalmente, en el apartado B colgecamos las expresiones algebraicas en extenso de todas

nuestras aportaciones principales.
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Capitulo 1

Modelo competitivo de Lotka-Volterra

El proposito del presente trabaje”es buscar ciclos limite estables, via la bifurcacién de Hopf, en un
sistema, ecolégico conformado por.dos poblaciones de presas que compiten por los mismos recursos
y una poblacién depredadora cuyossindividuos compiten por consumirlas, asumiendo una respuesta
funcional Holling tipo II. Este modelo yadra sido estudiado con anterioridad, por ejemplo, en 2015 los
autores Nijamuddin Ali y Santabrata Chakravarty realizaron un analisis extenso sobre la aparicién
de orbitas periédicas haciendo uso.de funciones de Lyapunov. Ali-Chakravarty determinaron condi-
ciones para la coexistencia de las tréspoblaciones en un ciclo limite estable, y reportaron que para
ciertos valores de parametros ocurre la extincién de una de las presas, y las poblaciones restantes, la
otra presa y el depredador, alcanzan la coéxistencia en un ciclo limite estable. Adicional, estos autores
demuestran que todas las soluciones estan finiformementé acotadas en el primer octante de R? y dan
una descripciéon completa de la estabilidad global de todos les equilibrios que son ecolégicamente via-
bles (ver [AC15]). Posteriormente, en el afio 2022, el autor ‘Alyaro Reyes Garcia, analiza este mismo
modelo en el cuarto capitulo de su tesis doctoral, presentando unagrevision de los resulatados generales
que también se encuentran en el trabajo de Nijamuddin Ali y Santabrata Chakravarty, pero agre-
gando el analisis de las bifurcaciones de érbitas periddicas desde otros enfoques analiticos. Ademas,
el autor Alvaro presenta un analisis extenso sobre la dinamica caotical usafido érbitas heteroclinicas,
exponentes de Lyapunov, dimensién fractal, dimensién de correlacién y entropia de correlaciéon, y
finalmente el espectro de potencias (ver [Rey22]). Sin dudas, estos antecedenteg’son una muestra de
la enorme riqueza dindmica que existe en este particular modelo, la cual puede_ser explorada desde

otro enfoque como veremos en el desarrollo del presente trabajo.

En nuestro caso, y siendo precisos, abordamos el anélisis de la bifurcacion de Hopfien este sistema
ecoldgico haciendo uso, primero, de un resultado geométrico que aparece en un modelo‘limite para el
célculo de los equilibrios de coexistencia, y segundo de la suma bialterna de matrices (ver [FulG68, como
una alternativa computacional mas eficiente que el criterio de Liu [Liu94] y los menores principales

diagonales de la matriz Hurwitz.
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2 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

El modelotecolbgico descrito anteriormente, estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferen-

clales no lineales

dx x a1rz

- 1— 2 ) = — 1.1
dt e ( kr1> ary x+ by’ (1.1a)
dy y azyz

— 1 — _ _ =2z 1.1b
ar Y ( @) Y by (1.1b)

dz  eja1xz | eza2yz
dt o T+ bl Y+ b2

donde r1 y ro2 son los potenciales bidticos, k1 y ko las capacidades de carga ambiental y ¢1 y ¢o son
las tasas de comptencia interespecifica_entre las dos poblaciones de presas. Los parametros a; y aso
miden la intensidad de la depredacion{ e; y es son las tasas de eficiencia que miden la conversiéon de
biomasa de presas en biomasa de depredadores, b1 y bo son las tasas de saturacion media, d es la tasa
de mortandad natural de la poblacién depredadora y o es el parametro asociado con la competencia

intraespecifica entre depredadores por otros recursos ademas de las presas.

Para alcanzar el objetivo general de est€ gstudio, se_abordan los modelos limite que se obtienen en
ausencia de alguna de las poblaciones. Un primer.caso limite consiste en asumir ausente a la poblacién

depredadora, supuesto que nos lleva al siguiente)modelo.¢émpetitivo de Lotka-Volterra

dx T

i 123 = 1.2
o =N ( k1> CTTYs (1.2a)
@ =roy|1— g Ccoxy. (1.2b)
dt ko

El modelo competitivo de Lotka—Volterra (1.2) ya ha sido ampliamentefstudiado, y una buena refe-
rencia de este conocido modelo se encuentra en [NP99|. De igual manera, enda,obra An Introduction
to Mathematical Population Dynamics de los autores Mimmo lannelli y Andrea, Pugliese, podemos
encontrar un analisis exhaustivo de la dindmica de este sistema competitive de dos poblaciones
(ver [IP15]).

La razon fundamental para incluir la revision de la dinamica de las ecuaciones (1.2) es séncilla, y es
que en este sistema no puede ocurrir una bifurcaciéon de Hopf, ya que como veremos més.adelante,
lo méas que puede suceder es que el equilibrio de coexistencia sea estable y no presente pérdida de su
estabilidad. De esta manera, es importante ver como la tercera poblacion del modelo (1.1) es & que
permite al sistema competitivo (1.2) presentar otros escenarios cualitativos, en vez de solo exhibit lo
que dicta el principio de exclusién en la competencia, es decir, que una de las poblaciones desplace

eventualmente a la otra.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 3

En los siguientes apartados de este capitulo se analiza la dindmica local del sistema de competencia
anteriof, estableciendo los resultados mas importantes para este tipo de interaccién, pero no sin antes
presentar €l primer antecedente de estos modelos ecolégicos para tener un panorama general de las

ecuaciones tipoduotka-Volterra.

1.1. Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra

En el ano de 1920 Alfred 7. dsetka publica un articulo titulado “Analytical note on certain rhythmic
relations in organic systems”{Lot20]. Para esos momentos, ya llevaba algunos anos interesado en reac-
ciones quimicas que exhibfan ektfafias transiciones oscilatorias en experimentos de cinética quimical,
lo que us6 en analogia para sugerf que.un sistema trofico de dos poblaciones podria presentar un
comportamiento oscilatorio permanénte;considerando como ejemplo para su anélisis a una poblacién

de herbivoros que se alimentan de plantas.

Raymond Pearl (ver Britannica: Ragmond Pearl), quien habia comunicado el primer articulo de 1920
a las Actas de la National Academy=efiSciences, Aayudé6 a Lotka a obtener una beca de dos afios de
la Universidad Johns Hopkins para eséribir un libfo titulado “Elementos de Biologia Fisica” [Lot25],
el cual se publicoé en 1925. En la seccién=gue resume’el trabajo de 1920 también mencioné que los
sistemas de una poblaciéon de huéspedes ydina.parésita,al igual que una poblaciéon de presas y una
depredadora, podrian describirse mediante elmismo modelo. Desafortunadamente, el libro de Lotka
no llamé mucho la atencién cuando se public6™Sin embatgo) el famoso matematico Volterra (ver
Britannica: Vito Volterra) redescubri6 independientemente esé’ mismo modelo poco después mientras
estudiaba un problema pesquero [Vol26]. El modelo propuesto por‘Lotka y Volterra esta dado por el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

dx

il bxy, (1.3a)
d
d—gz = cxy — dy, (1.3b)

donde los pardmetros a, b, ¢ y d son todos positivos. La interpretacion ecolégicagdes€ada término en

el modelo Lotka—Volterra se resume de la siguiente manera:

e En ausencia de la poblacion depredadora, y = 0, la ecuacion diferencial ordinaria/(lineal) que
gobierna el crecimiento de la poblacién de presas se reduce a & = ax, siendo a ek petencial

bidtico (tasa de crecimiento intrinseca) para x. Esta ecuacion diferencial es sencilla dewrésolver

La cinética quimica es un area de la fisicoquimica que se encarga del estudio de la rapidez de reaccion.
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4 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

y su'solu€ion es de tipo tipo exponencial, lo que origina una explosién poblacional.

e En auserciafde la poblacion de presas, x = 0, la ecuaciéon que modela el crecimiento de la
poblacién dépredadora toma la forma 3 = —dy cuya solucién lleva a un decrecimiento expo-
nencial y posterior extincion (colapso) de la poblacion. El parametro d representa la tasa de

decrecimiento natural o intrinseca de la poblacion y.

e El parametro b, que cottesponde al término cruzado —bzy en la primera ecuacién, da cuenta
de que los encuentros enteéhas dos especies, que se suponen proporcionales al producto xy de
ambas poblaciones, son désfavorables para la poblacion de presas y eso es lo que indica el signo

negativo en el término —bxy:

e El parametro ¢, que corresponde ‘al.término cruzado czry, indica que los encuentros entre ambas

poblaciones son favorables para la poblacién depredadora.

Otra forma de interpretar el sistema (1.3) es powmedio de las tasas de crecimiento per capita. Aqui,
% y ¢ son las tasas de crecimiento absolutas para z y y respectivamente. Por lo tanto, &/z y ¢/y son
las tasas de crecimiento per capita para las dos poblaciones. En virtud de lo anterior, el modelo (1.3)

toma la forma

1dm—a—b
x dt & Y
1dy

— 2 =ep=d
, di Co ,

en la que los miembros de la derecha de cada ecuacién son funcioneS lineales en las variables x y y.
En general, un sistema que modele la interacciéon de dos o més poblaciones solo tiene sentido fisico
si z y y son funciones no negativas del tiempo. Esto nos lleva a estudiardérbitas que se encuentren

integramente en el primer cuadrante de R?.

Veamos que el interior del primer cuadrante es un conjunto invariante para el sistéma,(1.3). Primero,
80 tenemos que la solucion trivial z(t) = 0 y y(t) = yoe~ ¥, yo > 0 corresponde a_ufia, 6rbita en el
retrato fase que coincide con el semieje vertical positivo. De forma analoga, la solueion y(t) = 0y
x(t) = wpe®, xo > 0 corresponde al semieje horizontal positivo del retrato fase. Ademasgel origen del
retrato fase corresponde con la solucion trivial z(t) = 0y y(t) = 0. Las orbitas de las tresfSeluciones

anteriores forman una frontera para el primer cuadrante de R2.

Por otra parte, se sabe que en un sistema auténomo las 6rbitas en un retrato fase no pueden cortarse,
ya que eso darfa lugar a dos soluciones x1 y o tales que x1(t1) = x2(t2) para un par de instantes ¢ y

to con T' = tg —t1. Ademads, en un sistema autéonomo, si x;(¢1) es solucion, entonces x3(t) = z1(t—1)
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra )

tambiéns€s solucion, lo que implica que x;(t1) = z3(t1 + 1) = x3(t2) = x2(t2) contradiciendo asi el
teorema delexistencia y unicidad. Como consecuencia inmediata tenemos que el interior del primer

cuadrantedde R?, que denotamos por
Cr={(z,y) eR?:2 >0,y >0} (1.4)

es invariante en el sentido de que toda solucién que comienza en él, permanece en él; en otras palabras,
si partimos de las poblaciefies 9 > 0y yo > 0 no puede ocurrir (¢) < 0 ni y(¢) < 0 en ningtn tiempo

finito ¢, lo que es consisténte con el significado fisico que se asigna a los modelos poblacionales.

El tinico equilibrio de (1.3) en C; (no trivial o de coexistencia) esta dado por

x(a—by) =0=y=

ylex —d)=0=z =

ol e

y lo denotamos por F(z,y) = (d/c,a/b).“Este punto de equilibrio es no hiperbolico y no podemos
aplicar el teorema de Hartman—Grobman [ver 8§=2 Perl3, pags. 119-124| para estudiar la dinamica
en una vecindad del mismo, sin embarge; mas adelante se demostrara que se trata de un centro. Las
orbitas alrededor de F(Z,y) son curvas cérradas‘eft eleplano fase, lo cual corresponde a soluciones
periodicas en el tiempo para x(t) y y(t). BEn la Figura 1.1 se representa un conjunto de orbitas
periodicas del sistema con a = 1.8, b = 0.9,(c = 0.81 y d"=,0.54 para distintas condiciones iniciales
xo, Yo, junto con el equilibrio de coexistencial, También seqmuestra la solucion z(t), y(t) para una

condicién inicial particular:

Series de tiempo de Lotka-Volterra Plamoyfase de Lotka-Volterra

ol — x(t) : Presas

— y(t) : Depredadores

MWW,

I I I I I
0 20 40 60 80 100

Depredadores

Densidades poblacionales

Tiempo Presas

Figura 1.1: Modelo de Lotka—Volterra
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6 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Observamos _gde los maximos y minimos de x(t) ocurren antes, en cada periodo, que los maximos
y minimos dé y(#), por lo que las trayectorias en el retrato fase se recorren en sentido contrario al

movimiento de las manecillas del reloj.

En el sistema de Lotka~Volterra (1.3) existe una cantidad conservada (ver Springer Link: Integrals
of motion). Para determinar esta cantidad conservada primero multiplicamos (1.3a) por (d —cz)/z y

(1.3b) por (a — by)/y para_ebtener

d—cxdx
= E-(d—cm)(a—by),
a=bydy
i E—(cx d)(a — by).

Sumando las ecuaciones anteriores se llegaa la siguiente expresion
d dz a dy
——c| = ——b)—==0
GG )
Por la regla de la cadena
d
p (dlog v*—ex— alogy= by) =0,
de donde se sigue que

dlogz — cx + alogh % by = cte

Por otro lado, si (Z, y) son las coordenadas del equilibrio de coexistenciaise tiene que d = ¢ y a = by,

entonces la cantidad que esta conservada en (1.3) podemos reescribirlas€omo
c(zlogx —x) +b(glogy —y) = cte
y definiendo G1(z) = Zlogz —x y Ga(y) = ylogy — y se tiene la funcion en las variables z y y
V(z,y) = cGi(z) + bGa(y) (1.5)

Observamos que V(z,y) es una funciéon definida en todo C1, la cual es constante sobre¢™todas las
trayectorias del sistema de LotkaVolterra (1.3) y por lo tanto es una cantidad conservada®(primera

integral) para el mismo.

2El nombre cantidad conservada es parte de la terminologia usada en los sistemas dindmicos desde sus origenes endé
fisica (ver Scholarpedia: Dynamical system and cyclic coordinates). Existen diversos trabajos al respecto y en [Mis94]
puede encontrarse un estudio sobre cantidades conservadas en sistemas Lotka—Volterra estocasticos.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 7

Por etrasparte, si imponemos que

ov._ov 0
oxr Oy
encontramos queével inico punto critico de V' (z,y) es el equilibrio de coexistencia (&, 3). Para mostrar

el tipo de extremo tememos que la matriz hessiana de V(z,y) en (z,7) esta dada por

I
=0

H(z,y) = 0
y2

y puesto que Hy; < 0y detH*=5.0, (Z,y) resulta ser el inico maximo relativo de V(x,y) donde la
funcion toma el valor V(z,y) = a(logta/b) — 1) + d (log(d/c) — 1).

Por otro lado, si se toma una semirrecta.en el plano fase que parte de (Z,y) en cualquier direccion,

la representaciéon paramétrica de sus ecuaciohes es

P="7 + Ssu,
Yy =yt sv,
donde (u,v) es el vector director de la recta y,¢ es ull parametro real. La funcion V' a lo largo de esta

semirecta toma la forma
V(s) = dlog(z + us) + alog(y + vs) —(ctt 4+ bv)s —a — d

Si u, v son positivos, hacemos tender s a —oo, y si u, v son giegativos, s tiende al valor donde
la semirrecta corte alguno de los ejes coordenados. En cualquierg€aso se tiene que V(s) decrece
tendiendo a —oo en cualquier direcciéon que se tome. Lo anterior nos permite deducir que V(z,y) es
estrictamente concava en C;. De esta manera, los conjuntos de nivel de lad funcion V(z,y) son curvas

cerradas alrededor del punto critico (Z, 7).

La consecuencia de lo que ocurre con V(z,y) es que las trayectorias en el plano\fase son cerradas y

por lo tanto las soluciones al sistema depredador—presa de Lotka—Volterra (1.3) sén periodicas.

El grafico tridimensional 1.2 de V' (x, y) con sus respectivas curvas de nivel nos ilustran las €onclusiones

a las que hemos llegado:
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8 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Figura 1.27 Cuarvas de nivel de V(z,y)

Es importante senalar que el modelo depredadorspresa (1.3) tiene sentido fisico no solo por el hecho
de que sus soluciones nunca se hacen negativas, ‘sino. también poerque al ser periddicas estan bien
definidas para todo t > 0 siempre que la poblacién‘depredadora’sé) mantenga estrictamente mayor
que cero. Sin embargo, el defecto es que al variar sus parametros solameénte predice un comportamiento
invariablemente periddico y lo tinico que se modifica en los retratos faseses el periodo de las 6rbitas,
en otras palabras, no existe una bifurcacion®. Este comportamiento dinémico en (1.3) no admite
el escenario en el que una de las poblaciones domine sobre la otra para qué termine ocurriendo la

extincion de la poblacién dominada.

Por ultimo, veamos que el sistema de Lotka-Volterra es hamiltoniano (ver Scholarpediay, Hamiltonian
systems), siendo V(z,y) la funcién hamiltoniana. Para obtener su forma canoénica introducimos las

coordenadas generalizadas

p=logz; q=logy

3Segtin John Cuckenheimer en [Guc07], una bifurcacién de un sistema dindmico es el cambio cualitativd_en’su
dindmica producido por la variacién de parametros (ver Scholarpedia: Bifurcation).
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 9

y el hamiltoniano canénico toma la forma

H(p,q) = c(Zp —€’) +b(yq —e?).

Las ecuaciones canonicas de Hamilton son

dp OH
dt — dq’
dq  OH
dt—  op’

las cuales resultan en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en

las coordenadas generalizadas p yq

dp _

P b — el
g =@,
%:—c(i’—ep).

Si aplicamos la regla de la cadena gon los siguientes cambios

dp. . dlogzdr 1ldz
v, dx_dp_ xdt’
dg={=dlogy dy”™ 1dy

dt "7 dy  dt( ydt’

y sustituimos las coordenadas del equilibrio degoexistenciasZ, ¥, es sencillo mostrar que este sistema

hamiltoniano es en efecto el sistema de Lotka—Volterra (1.3),

1.1.1. Principio de Volterra

Desde el punto de vista cualitativo, Volterra descubri6 algunas propiedadesymuy interesantes con su
modelo ecolégico. La primera se denomind con el tiempo ley de periodicidad desVolterra, la cual dice
que los cambios en los tamartios poblacionales de presas y depredadores son pefioédicos, tal y como ya

lo demostramos anteriormente (ver [DP74; WRO08]).

La segunda propiedad interesante y contraintuitiva es la ley de conservacion de los premedios. Segin
esta ley, los promedios de los tamanos poblacionales de la especie de presa y de la especie depreda-
dora son independientes de su tamano inicial, los cuales calculados en un periodo T sofi a/b y d/c

respectivamente.

La tercera propiedad contraintuitiva es la ley de perturbacion de los promedios, mejor conocida como
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10 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

el principie_de”Volterra, y dice que si las poblaciones de ambas especies son eliminadas a una razéon
proporcional¥a su tamafio poblacional, el promedio de las presas aumenta, mientras que el de los
depredadores disminuye. Este principio que Volterra encontré explica por qué la disminucién del
esfuerzo de pesca“én.el mar Adriatico, durante la primera guerra mundial, resulté en un aumento
en la proporciéon de peces depredadores (selacios*) capturados en los afios posteriores a ese conflicto
bélico, que fue el problema pesquero que lo motivé a plantear su modelo. Para ver con claridad este
principio, vamos a calculaf les, promedios temporales de las poblaciones periodicas x(t) y y(t), los
cuales son proporcionales a lagéaptura durante un periodo T'. Para este propoésito tomamos la segunda
ecuacion de (1.3) y la reescribimos.como sigue

dy

1 d
— _—— = — —1 = —
y(—d + cx)= ol d+cr = dt(ogy) d+ cx

dy _
dt

por lo que integrando las poblaciones x(#) $(t) en un periodo T' (desde 0 a T') obtenemos
T d T
/ — (log y)dt'= / (—d + cx)dt,
o dt 0
‘T

T
log'y(t) .= =dT+ C/o x(t)dt,

T
logy(T') — logw(0))= —dT+ c/ x(t)dt,
0

donde y(0) > 0. Como y(t) es periodica se tiene que y(T') =(0).y por lo tanto

T i d
0=—dT + c/ x(t)dt = / z(t)dt'="—o= 7.
0 T 0 C

Procediendo en forma analoga con la poblacion y(t) llegamos a la misma, @onclusion, esto es

1 T a
— tdt:7:7
T/o y(t) ;=

encontrando con ello que la poblacion promedio resulta ser la poblacion en estado estacionario (en

equilibrio) y a esto es lo que se le conoce como principio de Volterra.

Como resultado, este principio nos advierte que se debe tener precaucién al intentar lograrain control
adicional en una plaga que ya esta controlada biol6gicamente. Por ejemplo, cuando el insecto.cochinilla
algodonosa (Planococcus citri) fue introducido accidentalmente en EUA desde Australia en 1868
[Huf12|, este amenaz6 con destruir la industria de los citricos estadounidense. Como soluciénse

introdujo su depredador natural, una mariquita, y en consecuencia se redujo la poblacién de esta

4Peces de esqueleto cartilaginoso como el tiburén y la raya.
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plaga_astin nivel bajo. Posteriormente, cuando se descubrié el insecticida DDT se aplicé con la
esperanza de un mayor control que el biolégico, pero en concordancia con el principio de Volterra, el

resultado de gsta accion fue un aumento en la poblacion de estos insectos escamosos.

Cabe mencionar\que, al construir una serie de modelos, todos similares en estructura y diferentes
en algunos aspettossde la modelacion, los ecologistas han demostrado que el principio de Volterra
es robusto y describeson precision un fenémeno ecoldgico real. Los analisis llevados a cabo por la
comunidad ecolégica han/demostrado que el principio es muy general y que se mantendré en una
amplia variedad de condiciones, y que si bien cualquier modelo contiene supuestos idealizadores,
el anéalisis entre diferentes mode€los permite verificar su robustez en diversos aspectos del modelado
matematico [WRO08|. Un enfoque distinto lo encontramos en [R4z17|, en el cual el autor sostiene que
este principio puede derivarse dé uns modelo general y no desde multiples modelos independientes,

identificando el tipo de situacién enlaque puede ocurrir tal generalizaciéon.

1.1.2. Modelo Lotka-Volterra con-competencia intraespecie

Como vimos anteriormente, el modelé (1.3) en &usencia de la poblacion depredadora presenta una
explosion demogréfica (crecimiento malthusiano).en”el crecimiento de la poblacion de presas (ver
Britannica: Thomas Malthus). La explosign démogréfieasindefinida no es fisicamente posible, ya que
el crecimiento de las poblaciones esta limitadé por recursosdfinitos y otras causas, asi que para reflejar
un comportamiento cercano a la realidad en 1838 Verhulstepropuso que el potencial bidtico a en (1.3)
es una funcion lineal decreciente respecto al tamano poblacienals|Ver38|. La funciéon en cuestion esta

dada por

a(m):a(l—%).

Bajo este cambio, la ecuacion de crecimiento de la poblacién de presas €n ausencia de la poblacion

depredadora queda de la siguiente forma
d
& _ o (1 — E) , (1.6)

y es la conocida ecuacion logistica (ver ScienceDirect: Logistic Growth), donde a >'6% al igual que
en el modelo malthusiano es la tasa de crecimiento intrinseca o potencial bidtico de la’poblacion de
presas; representa la tasa méaxima de crecimiento per capita alcanzada cuando el tamano poblacional
es suficientemente pequeno para asegurar limitaciones de los recursos disponibles. La constante k£ > 0

es la capacidad de carga o nivel de saturacién ambiental; representa el tamafio poblacional maximo
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para el cual los recursos disponibles pueden continuar sustentando a la poblaciéon. Considerando
el hecho de que los recursos disponibles son limitados, el cambio de Verhulst introducido en (1.3)
da cuenta de lafcompetencia intraespecifica en la poblacién de presas cuando su numero se hace

arbitrariamente grande,

En el caso de la poblacion depredadora también introducimos un término de competencia intraespecie
para explicar la lucha entre ellos por alimentarse. Es asi que el sistema (1.3) con el término intraespecie

toma la forma:

da

. =1 (a — by — ex) z(0) >0 (1.7a)
Y glin—fy-c)  y0)>0 (1.7b)

donde e > 0y f > 0. No descartamos el cdsoyen que f = 0, ya que en ausencia de la poblacién de presas
esta situacion no produce una explosion en la poblacion depredadora. A continuacién vamos a probar
que C7 = {(:E,y) ER?:2>0,y > 0} es un ‘eonjunto invariante de este sistema con competencia
intraespecifica, esto es, que cualquier 6rbit@ que ‘comience en un punto interior del primer cuadrante

de R? no puede escapar a otro cuadrante

Sabemos que z(t) = 0y y(t) = 0 es la solucion trivialydelysistema, la cual representa el punto de

extincion de ambas poblaciones. Suponiendo que z(t) = 0y g(t)™> 0 la ecuacion (1.7b) toma la forma

dy _ Y - c
o = y(e—fy) = —ey(Ug) , con= 7

que es una ecuacion tipo logistica. Integrando obtenemos que su solugién estéd dada por

kyo
(k — yoet) +yo’

y(t) =

que toma el valor inicial yg en ¢ = 0 y luego tiende a cero cuando ¢t — oo. Degesta manera, ninguna
orbita puede cortar el eje y, ya que si tal orbita existiera y (0,y;) fuera el punto de'corte, bastaria

tomar yo > y1 para que dos orbitas se corten en (0, y1), resultando en una contradiccion.

Por otro lado, si y(t) = 0, la primera ecuacién toma la forma:

dx 75 a
— =z (a—ex) =ax 1——) ,con k= —,

dt ( ) ( k e

que también es una ecuacion logistica. En este sentido, sabemos que, si 0 < zg < k la solucién tiende
asintoticamente hacia z = k = a/e, g = k da lugar a una solucion de equilibrio, y g > k da lugar &

una solucion que cumple x (0) = xg y luego tiende asintoticamente hacia x = k = a/e. Esto implica
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que ningdna orbita que comience en un punto de C; puede cortar al eje z, ya que si (xg,0) fuera el
punto de corte, ese mismo punto perteneceria a otra érbita correspondiente a la ecuaciéon logistica,

llegando asf afuna contradiccion.

Por lo tanto, todes los puntos de la frontera de C] pertenecen a Orbitas que empiezan en puntos de
tal frontera. En otras, palabras, el interior del primer cuadrante, C1, es un conjunto invariante de la

ecuacion (1.7).

Para estudiar cualitativamente el comportamiento de (1.7) vamos a centrarnos en las isoclinas. La
x—isoclina es la curva que‘umié\puntos donde & = 0. En este caso, la ecuacién de la xz—isoclina es la

siguiente

a e
ex+by:a:>y:g—gz:.

Anélogamente, la y—isoclina es la curval que une puntos en los que §y = 0, asi que la ecuaciéon de la

misma para f # 0 estd dada por

dv—fy=c= y= —— +

|0
|

Observamos que la z—isoclina es una recta” de, pendienteé negativa, y la y—isoclina es de pendiente
positiva, asi que ambas isoclinas se cortan neeesariamente en un punto F (z,y) (equilibrio). El punto

de equilibrio F' puede pertenecer a C] o no, y a*Continuacién analizamos ambos casos por separado.

1.1.2.1. Caso donde el equilibrio F ¢ C;

En este caso, las isoclinas dividen C] en tres regiones, las cuales denotamés.por I, IT y III. Las orbitas
tienen una inclinacién horizontal (recta con pendiente positiva) cuandowatraviesan la y—isoclina e
inclinacion vertical (recta con pendiente negativa) cuando atraviesan la z—iséclina. Puesto que la
y-isoclina corta al eje x en el punto (¢/d,0) se tiene que el punto P; = (2¢/d, ¢/2f) se encuentra en

la region 1.
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Figura 1.3: Isoclinas delgmodelo competitivo (1.7) cuando F ¢ Cj.

Para determinar la pendiente de las érbitas en la.region I veamos que:

dz 2c bcy 2ce 2ce (a 2c be
92y = 2 (o A 2OV (0 _2c be))
dt d 2f ond d \e d 2f
y puesto que a/e —2¢/d < 0, por ser ¢/d > a/€; tenemos gue't (P;) < 0. Por otra parte, de la misma

manera observamos lo siguiente:

dy c 2c c e
—(P)=—|d|— ) - —c) =4 >0
=5 (%) -1 () - G
Asi que para puntos que estan en la region I se cumple que

dy gy
%‘a‘;<0’

es decir, las 6rbitas tienen pendiente negativa.

De forma totalmente analoga, se prueba que la pendiente en la region II es positival ypdapendiente

en la region II vuelve a ser negativa (ver el esquema 1.3).

La tinica opcién en este caso es que toda orbita debe tender asintéticamente hacia el punte WP =
(a/e,0), lo que implica que se produce la extincion del depredador, y la estabilizacion de la présaen

el valor de la capacidad de carga predicho por la ecuaciéon logistica.

A continuacién, representamos la familia de orbitas obtenidas para un ejemplo numérico de este
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primer gaso, tomandoa=1,b=1/20,c=6,d =3/100,e=1/100y f =1/5.

Y

30}

20F
151 P

10F

0 100 200 300 400

Figura 1.4: Orbitas deliiodelo competitivo (1.7) cuando F ¢ C.

1.1.2.2. Caso donde el equilibrioZF € Cy

En este caso las isoclinas tiene un punto=de=interseceion al interior de C, dividiendo asi a la regiéon
de interés ecologico en cuatro secciones, las‘cuales denotamos por I, I1. III y IV, tal como se muestra

en la siguiente figura:

Y
30:— 2
; 11 ,
L I
25 ‘a
r ,’.5;
: /O
AN
20:‘““ K 3 I
F R ! ‘\\-h
r - !
15+ "‘-..‘_ ’
[ R ’
L -.....’t
10F F}, T
L i “"'-‘_ 2_: .
r I "‘-..‘_ “JSO .
5 ! n\‘c}} 5
L l R
IT1 g v
0 100 200 300 400 ’

Figura 1.5: Isoclinas del modelo competitivo (1.7) cuando F' € C.

a A continuacion representamos las soluciones obtenidas cuando a = 4, b = 2/10, ¢ = 3, d = 1/40,
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e=1/100%y f= 1/10:

Y
%
25
20;

10F

I1I

0 100 200 300 400

Figura 1.6: Orbitas del modelg competitivo (1.7) cuando F € Cy.

El corte de las isoclinas es en el punto Ff cuyas coerdenadas estan dadas por

bctaf, _ f(ad=ce

bd +ef—"_ bd#ef’

T =

el cual es punto de equilibrio de (1.7), ya que en &l se cumpl€ giie # = y = 0. Realizando un analisis
equivalente al del caso anterior, observamos que en(las/regiones” Loy III las 6rbitas tienen pendiente
a decreciente, y en las regiones II y IV tienen pendiente cfeciente. Este sugiere que las 6rbitas se mueven
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededef dél equilibrio F', pero con esta
° inspeccién geométrica no podemos demostrar si convergen asintéticamente Ja este punto, o si tienden

a una Orbita periddica (ciclo) alrededor de F'.

a Para establecer el comportamiento asintético de las soluciones debemos introdugir los conceptos de

w-limites, a—limites y funciones de Lyapunov.

1.1.2.3. w y «a limites, funciones de Lyapunov e invariancia de LaSalle

w—limites

a@ Sea & = f(x) un sistema de ecuaciones diferenciales autéonomo definido en una regiéon de R" y(sea

x (t) una soluciéon definida para t > 0 que satisface la condicion inicial x (0) = z¢. El w-limite de la
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a orbita que pasa ¢ es el conjunto de todos los puntos de acumulacion de z (t) para t — oo:

w(zo) ={y € R" : z (t}) — y para alguna sucesion t; — co}.

Los puntos en el.@=limite cumplen con las siguientes propiedades:

e Sea y € w(xp)Dada una vecindad cualquiera de y, la solucion x (t) corta a esta vecindad
después de un tiempo arbitrariamente grande, ya que si a partir de un determinado instante la

° solucién no cortara~g”una vecindad de y, tal punto y no podria ser punto de acumulacién de

x (t).

e Si a partir de un determingdo _instante la solucion x (t) permanece dentro de un subconjunto

compacto de R", entonces negesariamente ha de tener puntos de acumulacién, y por lo tanto

w (zo) # 0.

e Cualquier punto zy que pertenece asa-solucion x (t) tiene el mismo w-limite que xg, ya que

2o = x (t1) para algin instante/t;, y sabemos que si x (t) es solucion, también lo es x (t — 7).

e w(xp) es un conjunto cerrado, pues)se puede’expresar como interseccion de conjuntos cerrados,

esto es
w (@)= f ) {(s)7 3> ¢}
t=>0
a e El conjunto w (zg) es invariante, es decir, que si yo € w (#)) pertenece a una solucion y (¢) con

y (0) = yo, entonces toda la solucion y (¢) pertenece a w (2 JEn efecto, ya que x (tx) — o
para alguna sucesion tp, y como las soluciones presentan depemdencia continua respecto de
las condiciones iniciales, entonces, para un ¢ arbitrario se tiene ‘que- (t +t) — y () cuando
k — oo, asi que y (t) es punto de acumulacion de x (t) para la sucesion g + ¢, y por lo tanto
y () € w(xp). Como esto es valido para todo t, se concluye que todos logpuntos de la solucion,

y (t), pertenecen al w-limite.
e Los puntos de equilibrio y las soluciones periddicas constituyen sus propios w=limites.

e Si w(xp) es compacto, entonces es conexo. En efecto, sabemos que si z (¢) con ‘w/(0).= x¢ es
solucion z (t + t) también lo es, por tratarse de un sistema auténomo. Para ¢ fijo temamos el
limite cuando k£ — oo de forma que z (¢t + t) (con z (0) = xg) tiende a x (), donde z (0Y' = p es

la 6rbita que pasa por p un subconjunto de w (zg). De esto se sigue que la distancia entre los
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0 conjuntes z (t) y w (xg) es cero cuando t tiende a infinito, asi que w (z() debe ser conexo.
a—limites

Se definen de formas@naloga a los w-limites, pero haciendo tender el tiempo a —oco. Si z () es una
solucion de & = f (¢) definida para t < 0y que satisface la condicion inicial x (0) = zg, el a-limite de

la orbita que pasa por 2y es ebconjunto de todos los puntos de acumulacion de x (t) para t — —oc:
a a(zo) = {yeR" : x (tx) — y para alguna sucesion t — —oo}.

El a-limite « (xg) cumple las mismas propiedades que los w-limites, pero teniendo en cuenta la

inversion temporal.
Teorema de Lyapunov

El teorema de Lyapunov nos permite obtenef informaciéon sobre los w—limites, incluso aunque no

conozcamos explicitamente las soluciones de la ecuacion diferencial.

Teorema 1.1.1 Sea & = f(x) un sistemarde ecuaciones diferenciales autonomo definido en un
subconjunto G C R™, con f : G — R" cogtinuamente”diferenciable. Sea V- : G — R una funcion
continuamente diferenciable. Si existe una sobwetén x ()" con condicion inicial x (0) = xg € G tal que
V (x (t)) verifica V (x (t)) >0, 0 bien V (x (t)) <e0,entonces wlzo) NG estd contenido en el conjunto
{re@ :V(z()=0}=V"1(0).

Demostracion. Para detalles sobre la demostracion [Ver § 2 Bail6,pag. 18]. O

a La funcion V recibe el nombre de funcion de Lyapunov. Notese que w (#). puede ser el conjunto vacio

y aln asi existir una funcién de Lyapunov que cumple lo establecido porfel teorema.

Como ejemplo de este teorema, vamos a proponer como funciéon de Lyapunov para‘el modelo (1.7) una
funcion del tipo (1.5) definida en la secciéon dedicada al modelo depredador—presa de Lotka—Volterra,

esto es:

V (z,y) = dH; (z) + bH2 (y),
donde las funciones H; (z) y Hs (y) estan dadas por

Hy (z) =zlog—z y H3(y) = ylog—y,
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entoncesy tenemos que

de_J?Vdm b(?de
dt Oz dt Oy dt

:d<$;x> (a—by—em)+b< ; ) (dz — fy — c)
=d(Z—z)(a—by—ex)+b(y—y)(dz— fy—c).

Como Z y g son solucienes de (1.7) podemos sustituir en las isoclinas como sigue

a = eT + by,
c=dz — fy,

para obtener

dV :d( x)[ex + by £ by — ex] + b(y — y)[—dx + fy+ dx — fy]
= (3 — )[e(z ) + DG — )] + (G — YI-d(E — ) + 17— )]
= de(z — x)* @ — x)(y y) — bd(z — 2)(§ — y) + bf (I — y)°
=de(z — x)> + bf(y+w)? =0,

lo cual se cumple para toda orbita del conjunte, C. Es_asi.que, aplicando el teorema de Lyapunov a

la funcién V', obtenemos que el w-limite de cad&@ érbita en.C] esté contenido en el conjunto:

dv
R? : =0}
(o er’ ¥ o)
Entonces, V = 0 = de(Z — z)? + bf(§ — y)> = 0. Si f # 0 la Gnica posibilidad es que 2 = Z y
y = ¥, es decir, el punto de equilibrio de (1.7). Como (Z,¥) es una solu€ion de la ecuacion, tenemos
que w (o) = {(Z,y)}. Por otro lado, si f = 0, es decir, que la y-isoclina sea vertical, los puntos que

pueden pertenecer al w—limite son los que estédn en el conjunto:
K={(z,y) €R? : 2 =27, y > 0}.

El w-limite debe ser un conjunto invariante de K, es decir, que si una solucién paga, por un punto
de K, toda la soluciéon deberia pertenecer al w-limite, y como la recta vertical con abscisa * = Z no
es solucién de la ecuacién en ningtn caso, ningin punto de K aparte de (Z,y) puede pértenecer al

w-limite. En otras palabras, en este caso también tenemos que w (xo) = {(z,9)}.

Concluimos por tanto que, toda solucion de (1.7) en C; debe converger asintoticamente al punto de
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equilibrio (Z,#), y en consecuencia no existen soluciones periddicas para (1.7). En este caso no son
curvas de nivel de V (x,y), sino que van ascendiendo en espiral (por ser V' > 0) hasta converger al

punto de equilibfio/Z, §), tal como se anticipaba en la Figura 1.6.
Principio de invariancia de LaSalle

El siguiente resultado pérmitesrefinar en muchos casos la informacién obtenida a partir del teorema

de Lyapunov.

Teorema 1.1.2 (LaSalle) Sea# = f (z) un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo definido
en un abierto G C R™ con f : G\*R™ continuamente diferenciable y tal que f (xo) = 0 para algin

zg € G. Sea V : G — R una funcion réal que satisface:
o V(xg)=0
o V(x)>0paraxeG—{zo}
Entonces
a) Si V <0 para todo z € G, z¢ es puntosde-equilibrio Lyapunov estable.
b) Si V < 0 para todo x € G — {zo}, xo es punitosde eqilibrio asintdticamente estable.
¢) SiV >0 para todo x € G — {zo}, zo es punta de, equilibrio Yinestable.
Demostracion. Se puede consultar la demostracion en [ver § 2 Pefl3, pags. 131-132]. O

Del analisis que hemos realizado para los modelos (1.3) y (1.7) se concliiye, que, en el primer caso, el
equilibrio de coexistencia es estable y en el segundo es asintéticamente estable e incluso globalmente
estable. Esto nos indica que el modelo depredador—presa es mas estable cuahdosse tiene en cuenta la

competencia asociada al término logistico.

En efecto, una perturbacion al equilibrio de coexistencia en (1.7) es rapidamentefcortegida por la
dindmica de las ecuaciones, regresando los valores de las densidades de poblacion al mismo estado
estacionario. Sin embargo, una perturbacion del equilbrio de coexistencia en (1.3) origifia un cambio
permanente a una 6rbita cerrada que no converge de nuevo al mismo estado estacionario\Deg’hecho,
una sucesion de perturbaciones aplicadas de forma adecuada, puede lograr que el sistema vaya Saltando
a Orbitas cada vez méas amplias y termine convergiendo a un punto de la frontera de C, lo cual‘como

sabemos, ecolégicamente significa la extinciéon de al menos una de las poblaciones.

Hay otro aspecto en el que el sistema de ecuaciones (1.7) es méas estable que el sistema de ecuaciones
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(1.3)y Sabemos que frente a pequenas variaciones en los parametros de (1.7) no se altera significati-
vamenté elJcomportamiento cualitativo de las 6rbitas, pues siguen siendo espirales que convergen al
equilibrio dé goexistencia. Sin embargo, la introduccién del término logistico —ex? en (1.3), por muy
pequeno que seasel valor de e, altera radicalmente la topologia de las 6rbitas, que dejan de ser ciclicas
alrededor del equilibrio de coexistencia para convertirse en oscilaciones amortiguadas |[ver § 7 Kit65,
pégs. 217-221| que ahora convergen al mismo estado estacionario. Si consideramos e = f = 0 en (1.7)
podemos encontrar quesexiste una cantidad conservada, que hay periodicidad de todas las érbitas,

que el equilibrio de coexistencia es estable, pero no asintéticamente estable.

1.2. Dinamica local del sistema competitivo de Lotka-Volterra

En este apartado estudiamos la dinamica local de un modelo de dos poblaciones que compiten por la
misma fuente de alimentos o que en algtwseéntido, ya sea por espacio de reproduccién u otros recursos,
una poblacién inhibe el crecimiento de la otra.En el estudio cualitativo de esta clase de modelos se han
encontrado diversos fenomenos intetésantes; por gjemplo, en [HHW78| exploran algunas variantes de
modelos competitivos caracterizando.diferentes escenarios de coexistencia y extinciéon. En particular,
aqui nos restingimos al modelo competitivo,dado pordas ecuaciones (1.2), que aunque es relativamente
sencillo, demuestra un principio bastante general obseryvade en la naturaleza, a saber, que cuando dos

especies compiten por los mismos recursos limitados, una.de ellas termina por extinguirse.

Para evitar el uso de subindices reescribimos el sistema competitivo de Lotka—Volterra (1.2) realizando
un cambio en las etiquetas asociadas a los parametros involu€rados y el sistema competitivo queda

de la siguiente forma

t=2xz(a—bxr—cy) z(0) > 0, (1.8a)
g=y(d—ex—fy)  y(0)>0, (1.8b)

donde las tasas a, b, ¢, d, e y f que son estrictamente positivas son

71

a=ry, bzia ¢ = (q,
k1
72

d=ry, e=-—=, f=co.
ko

La region de interés ecologico estéd conformada por C1, el punto de extincion y los semiejes'positivos
invariantes. En este modelo, si una de la poblaciones se extingue, la otra crece de acuerdo a una

ecuacién logistica.
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Las ecuacienes”que corresponden a las cero—isoclinas vienen dadas por

b
x —isoclina: y = - -z, (1.9a)
c c
d e
y —isoclina: y=- — —uz. 1.9b
i (1.9b)

El anélisis de estas isoclinas rectas es conocido dentro de la literatura y un par de buenas referencias
puede encontrarse en los trapajos del autor Victor Castellanos Vargas [Cas93; CFL0S8|, que son las

ideas que esencialmente seguilos\a continuacion para presentar la revision de este analisis.

Por otro lado, observamos que lagdSoclinas (1.9) son rectas que poseen pendiente negativa, y de
acuerdo a la ubicacién de estas rectas_en la regiéon de interés ecologico, se presentan tres escenarios

dinamicos que describimos a continuaéions

1.2.1. Las cero-isoclinas no se cortamn\éen la region de interés ecolégico

Este caso incluye la situacién en que ambas isoclinas.sen paralelas. Suponemos en primer lugar que

la y—isoclina esta por encima de la z—isoclifia~(ver Fig: 1.7).

En la regiéon I tomamos el punto P; con absCisa™x,= g y ordenada y; > 0. Luego, calculamos los
signos de & y ¢, esto es

d d
° a—bx—cy:a—b<>—0y1:b<2—> —ey] < 0= 3<0,
e e

<0
d .
° d—ex—fy:d—e<e>—fylz—fy1<0:>y<0.

o En esta region la pendiente de las érbitas es positiva (creciente), y la orientaciéon de las mismas en
funcién del tiempo es de derecha a izquierda. En la y—isoclina se tiene que & <*0, asiyque las érbitas

e (de pendiente horizontal) estan orientadas hacia la izquierda.

En la region II tomamos el punto P con abscisa z2 = 7 y con ordenada, la mitad dé lafimagen de
d

9 por la y—isoclina, de forma tal que ys = ﬁ (E — %), y calculamos los signos de & y y Conlo sigue

° a—bx—cyza—b(%)—cy2<0:>a':<0,

° od—eac—fy:d—e(%)— 2(}(2[_2)_
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En estasegion la pendiente de las orbitas es negativa (decreciente), y la orientacion de las mismas
es hacia arriba y hacia la izquierda, segtin los signos de las derivadas. En la x—isoclina se tiene que

y > 0, asi quetlas trayectorias (de pendiente vertical) estan orientadas hacia arriba.

En la region Il tomamos el punto P3 con abscisa x3 = 5 y con ordenada, la mitad de la imagen de

x3 por la z—isoclinagde forma tal que y3 = y calculamos nuevamente los signos de & y y como

a
4c?

sigue
a a a )
° a—bx—cy—a—b<%>—c(§>—Z>O:>x>0,

ea fa

2b 4ec

P 4f: 51 4>O:>y>0.

e d—ex—fy=a—e (%) —f (i) —d

En esta altima region la pendiente dé€ las orbitas es positiva (creciente) y la orientacion de las mismas

es hacia arriba y hacia la derecha, segiin, los signos de las derivadas.

Aqui la tnica posibilidad es que todas las\érbitas tiendan asintéticamente hacia el punto (O, %), es
decir, que la especie x se extinga, independientemente de las condiciones iniciales. Lo anterior significa

que, la especie y, alcanza el valor'cgrrespondienté/a su capacidad de carga

K == ?,
esto de acuerdo a la ecuaciéon logistica quegfgobierna ‘sti_eomportamiento cuando x = 0. Para dar

soporte visual a estas conclusiones mostramos(en la Figusa 1.7 las soluciones numéricas del sistema

i 4 - P S (W f— T _ 1.
de ecuaciones (1.8) con los valores de pardmetrossa = 10, b = . C= 10 d=2,e=3=,y [ =15
] T i T T T
30 B 30+ .
] \ ¢
25} . .
d/f 1]
= 2011\/ 1 = ]
g ~~ =
pe g
E 5la/e el ] E’) ]
sy S 12
o S Sal 170
Eoqor| T T 11 SRR 111 1 ]
5, \\\\\ ~“\\\ - -
Tl afb Tl d/e e
07\ L L = L L 1 1 1 1 Bl 1
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
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Poblacién x

(a) Regiones de la dinamica.

Poblacion z

(b) Orbitas en la extinciéon de la poblacién.e:

Figura 1.7: Cero—isoclinas y érbitas en la extinciéon de la poblacién z.
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Si la z—isoelina’esta por encima de la y—isoclina (ver Figura 1.8), el andlisis cualitativo en este caso es

analogo al anterior, con la tnica diferencia de que las 6rbitas convergen al punto (0, %), en el que se
. o ., . a4 . .
extinge la pobla€iow y, y la poblacién x alcanza su capacidad de carga, K = . Para ejemplificar esta
g T . ” N _ 1 ._ 7 g_15 ,_ 1
tltima situacion, ahora, usamos los valores de pardmetros a = 22, b = 15, ¢ = 155, 4 = 13> € = 155> ¥
f= 1.
— 10"
35 — T T ™ @ T T T T 35 T T T T T
30 ~(1,/1)
250 s,
> . =
:g 20 \\ :5
Q ~ Q
< d/f AN <
2 15[0, N =
©) N AN o
~ . . ~
RIS SRR | SN 1T 111
\\\d/(f \“(1,/(;
of—— N} = I ————
0 100 200 300 400 200 300 400
Poblacion z Poblacién z
(a) Regiones de la dinamica. (b) Orbitas en la extinciéon de la poblacion y.

Figura 1.8: Cero—isoclinas y'orbitas en la extincion de la poblacion y.

Como conclusion de esta parte podemos decir que,(en ambas situaciones se extingue aquella poblacion
cuya cero—isoclina esté por debajo de la otra en el retrato fase, independientemente de las poblaciones

iniciales que estas tengan. La poblacién cuya cero-isoclina esta por esicima se llama dominante®.

1.2.2. Las cero-isoclinas coinciden en la regiéon de interés-ecolégico

La ecuacién de ambas cero—isoclinas es y = n — max, donde:

|0 ==l

ol ol

En este caso la cero—isoclina divide al interior del primer cuadrante en dos regiones que dendtamos
por I y II. De manera anéaloga al caso anterior, realizamos un anélisis del campo de direccionés con

las pendientes y las orientaciones.

5Una especie dominante se refiere al organismo que tiene control méas significativo sobre otros organismos en su
comunidad ecolbgica.
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En 1a region I tomamos el punto Py con abscisa x1 = ;- y ordenada y; > 0. A continuacién determi-
namos los signos de & y ¥:

° a—bx—cyza—b(ﬁ)—cylza—b<%>—cylz—cy1<0:>:ic<0,
m

d .
. d—e:n—fy:d—€<:1)—fy1=d—€<e>—fylz—fy1<0:>y<0.

En la regién I concluimos) gue las érbitas tienen pendiente positiva, y su orientacién es de derecha a
izquierda. Ademas, se obserya que todos los puntos de la cero—isoclina son puntos de equilibrio, ya

que en ellos se cumple que #@= .= 0.

En la region II tomamos un punt0,P» con abscisa xo = % y ordenada ys, siendo yo la mitad de la

imagen de x9 por la isoclina, esto.es

1
v = 5 (0 L iay) =

(roml)) %

N |

Calculamos los signos de & y 9 en Pos= (%,%)
n 7l a a a .
° a—bx—cy—a—b<%)—c(z)—a—b<2—b>—c(4—c> —Z>0:>x>(),

. d—em—fyzd—e(%)—f(i):d—e<2%)—f<46;>:Z>0:>g)>0.

En la regiéon II las érbitas tienen pendiente” pGsitiva y su orientacién es de izquierda a derecha.

Visualizamos estas conclusiones mediante la siguiente representacion de algunas 6rbitas en el retrato

fase, con los valores de los pardmetros a = 22, b =

a5 35 . . . . "
301N 30 .
P15 AN 25 ]
SN \\ IS
g N =)
tg 20 S :9 20
Q S Q
= N = .
= 15¢ N = 15 . / ]
o A o ~
A~ AR [al
10+ I . 1I 10 ¥ A 1
5— \\‘ 5 \\\ -
AN B
“an/m —— 51
s 1 1 1 1 1 0 1 [t 1 > ¥ —* 1
0 50 100 150 200 250 100 150 200 250 300

Poblacion x

(a) Regiones de la dinamica.

1

100 ¢ =

y.hk=2:

Poblacion z

(b) Orbitas que tienden a la linea de equilibrios.

Figura 1.9: Orbitas cuando las cero—isoclinas coinciden.
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Definimos'k_="9 v probaremos que la cantidad V(z,y) = y% es una cantidad conservada, es decir,

que V(x,y) €8 constante sobre las orbitas del retrato fase. En efecto, puesto que las cero-isoclinas en

este caso coincidéngtienen la misma pendiente y ordenada en el origen, entonces
a=kd, b=ke, c=kf,
de forma tal que & = z (a'=dbxr — xy) = kx (d—ex — fy) y

1
& =tkx(d —ex — fy) = —i=d—ex— fy,
kx

. 1.
v =y(d—ex— fy) = gyzd—em—fy,

restando estas ecuaciones tenemos que

1. 1. d d
%x_gy_0:>%(l09m)_ka (logy) = 0,

e integrando respecto al tiempo obtenemos

log(z) — klog(y) = cte = log(¥) — log(yk) = cte = log <y$k> = cte,

y finalmente al aplicar la exponencial llegamos a que

:c te
= = ctes
Yk

quedando asi demostrado que la funcion V(z,y) = y% es una constante sobre las orbitas de (1.8).

Ademas, esto nos permite obtener una expresion explicita para la ecuaciénide las 6rbitas, en este caso

Yy = (cte)x% = (cte)a:%.

1.2.3. Las cero-isoclinas tienen un corte en la regién de interés ecolégico

El punto de corte de las cero—isoclinas, que denotaremos por Py = (Z,¥), es un punto dé.equilibrio

de (1.8), cuyas coordenadas estan dadas por

af —cd 7_bd—ae
bf —ce’ y_bf—ce'

f:
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Para\esttdiar este caso linealizamos (1.8), es decir, analizamos la dindmica en una vecindad de

gR!

Para esto, calculamos‘lasmatriz Jacobiana, la cual estd dada por

Py = (%, y)) mediante el sistema lineal

ofi 9ofi
En aiy a— 2bx — cy —cx
A= =
% % —ey d—ex—2fy
0”50y
y la evaluamos en Py = (Z,y), obteni¢hdo
a — 2bx #¢y —cz —bx —cx
A(E7 g) = = )
—ey d—el —2fy —ey —fy

expresion que obtenemos mediante algtinas maniptlaciones algebraicas. Los valores propios se deter-

minan resolviendo la ecuacion

—b3— A\ —CZ
det =0
—ey —fy—A

que da a lugar a las siguientes raices

Ay = % <—bx—fyi\/(bx+fy)2—4xy(bf—ce)>.

Aqui el equilibrio Py es hiperbolico. Ademas, observamos que A_ < 0, pero‘en el caso de Ay se

presentan dos situaciones:

e Si bf —ce > 0 entonces A < 0. Como ambos valores propios son negativos,)se tiene que el
origen es un nodo estable de (1.10), y por el teorema de Hartman—Grobman{ ¥ es un nodo
estable de (1.8). Como Z e § deben ser cantidades estrictamente positivas, se deben satisfacer las
restricciones af —cd > 0y bd—ae > 0, de otra manera, se tiene que £ > % y g > . Recordando
las ecuaciones de las cero—isoclinas, la primera desigualdad significa que la x—isoclina tiene una
ordenada en el origen mayor que la de la y—isoclina. La segunda desigualdad signifca que la z—

isoclina tiene una abscisa en el origen que es menor que la de la y—isoclina. Realizando un analisis
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de pendiéntes en las regiones I, II, III y IV, concluimos que Py es globalmente estable, es decir,
toda orbita)que comienza en un punto interior del primer cuadrante, converge asintdticamente

a P().

e Sibf—ce < 0lentonces Ay > 0. Como hay un valor propio negativo y otro positivo, se tiene que
el origen es un puntosilla, y por lo tanto es un punto de equilibrio inestable de (1.10). Aplicamos
el teorema de Hartmanm-Grobman, y tenemos que Py es un punto silla de (1.8). En este caso
se deben satisfacer las restricciones af —cd < 0y bd — ae < 0, lo que significa que los puntos
de corte con los ejes invariantes estan al revés respecto al caso anterior: la x—isoclina tiene una
ordenada en el origen mendr, y«ina abscisa en el origen mayor que las coordenadas respectivas
de la y—isoclina. Realizando el analisis de pendientes para las regiones I, I1, III y IV, observamos
que toda trayectoria que comienZa en la regiéon II termina en el punto P, = (0, %) (extincion
de la poblacién z y estabilizacion d€la'poblacion y). Toda orbita que comienza en la region IV
termina en el punto P; = (%, O) (extincién de la poblacion y y estabilizacion de la poblacion
x). Hay un par de orbitas, una en la region Ly otra en la region III, las cuales convergen a Py,
estas dos oOrbitas son las separatricesy(variedad estable) del punto silla, y determinan cuencas
de atraccion en las regiones I y 111 /Esto quieréidecir que las 6rbitas que empiezan a un lado u

otro de la variedad estable, convergeng® bien a Py0 bien a Ps.

e Notese que cuando consideramos bf — ce = 0p tenemossel caso de cero—isoclinas con pendientes

iguales, el cual ya se habia tratado en un apartado anterior.,
El significado ecologico de las dos situaciones analizadas es el siguiente:

Primero, sabemos que by f son los términos asociados a la interaccion intraespecie de cada una de las
ecuaciones en (1.8), en otras palabras, son los términos que gobiernan la‘¢ompetencia al interior de
cada poblacién, mientras que ¢y e son los coeficientes que miden la interacciomuterespecie. Entonces,
si bf > ce, es decir, si la interaccién intraespecie predomina sobre la interageion interespecie, se
alcanza un equilibrio estable, que también recibe el nombre de equilibrio de coeXisteneia estable. Las
poblaciones de ambas especies en el punto de equilibrio Py son menores que las respegtivas capacidades

de carga, en caso de que sb6lo sobreviviera una especie.

Por otro lado, en la segunda situacién, en la que bf < ce, la competencia interespecie es massintensa y
se llega necesariamente a la extinciéon de una de las poblaciones, en funcién de las condiciones'iniciales.
Este escenario dinamico recibe el nombre de caso biestable. La biestabilidad tiene que ver con el hecho
de que, el equilibrio de coexistencia que es inestable, divide a la regién de viabilidad ecologica endos
regiones cuya dinamica no estd conectada, una donde las érbitas terminan en el equilibrio estable

localizado sobre el eje invariante x, y otra donde las 6rbitas terminan en el equilibrio estable localizado
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sobre, el.€je invariante y.

Finalmentegpara visualizar las conclusiones obtenidas en el anélisis anterior, representamos a conti-
nuaciéon las regiones dinamicas y el retrato fase para ambas situaciones: punto de equilibrio estable y

punto de equilibxio inestable.

i A — -3 =715 g1 o _ 6 -1
Si usamos los valotes de parametros a = 22, b = 15, ¢ = 155, d = 13, € = 1905 ¥ [ = 15, tenemos que
el esquema para el punto\de equilibrio estable luce asi
NP 5[ : ; ; ; : ;
30
25|
> '\ >
S o S
E 1I ‘\‘ I E\( ‘v‘ I
0 1510 “ 0 1510 ‘\//4————4—
MNP ~-
< AN £ fall
10 Tl 10K
v S
Imr IV "~ .
5 \ Seel 5 ~eo
‘\ “\\ ‘ RIS
\ ~,\ \ o ~?~
L S Y A W P R o el Op—»— 00— ———————=
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Poblacién x Poblacién z
(a) Regiones de la dinamica. (b) Orbitas que tienden al equilibrio estable.

Figura 1.10: Equilibrio de coexXistencia estable.

En el caso del equilibrio de coexistencia estable, los puntos de eguilibrio sobre los ejes invariantes x
e y son inestables, por esta razon, todas las érbitas cercanas a su§ cuencas de repulsion son enviadas

a la cuenca de atracciéon del equilibrio de coexistencia Fy.
El retrato fase del punto silla con los valores de parametros a = 12, b = fg—o, c= %, d=3,e= %

v f= % es el siguiente:

+ iThenticate Pagina 51 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 52 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

30 Modelo competitivo de Lotka-Volterra
350 4 ] 35[ ]
\
30 ﬂa/(’ ] 304 ]
S .

251 ] 1
= K 1 g
N0 | N f 1S 1
3 i f o | B
o 12 ]
o ~~o. 10
o el o

10} (R . .

N "~ Y e
111 LIV N
5[ \ S . .
X Tl dfe
U I \“a/b I - I \?/ 1 oF! s \ s \ r———
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
Poblacién Poblacién z
(a) Regiones de la dinamicar (b) Algunas orbitas alejandose de Py.

Figura 1.11{Punto de equilibrio inestable.

Es importante observar que, en el sistema de eompetencia (1.8), no se tienen escenarios donde las
poblaciones oscilen alrededor del equilibrio de coexistencia estable, ya que no se puede garantizar
simultaneamente tener un equilibrio al intérior.del primer cuadrante y que la aproximaciéon lineal
posea traza nula y determinante positivo. “ASi que, defianera natural, surge la pregunta de qué
sucede con la estabilidad del sistema (1.8) al interactuar comotra poblacion que es depredadora. En
los siguientes apartados damos un panorama mas amplio sobre.algunos aspectos de la dinamica local

sobre esta situacion, misma que corresponde al modélo {1.1) planiteado al principio de este capitulo.
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Capitulo 2

Modelo depredador-presa de Bazykin

En este capitulo se presentan(10s teoremas principales de las bifurcaciones de Hopf [Kuz04] y
Bogdanov-Takens [CVD10] que ses6cupan para mostrar la existencia de ciclos limite en el modelo
tipo Bazykin [ver § 3 Baz98, pags:67-81] que resulta de considerar extinta a una de las presas
en el modelo (1.1) (bifurcacion de Hopfeen los planos invariantes z = 0 o y = 0), y para el cual
se determina una restriccién geométrica sobre la poblacidén de presas que caracteriza a los puntos
de equilibrios de coexistencia en 468 que ocurre la bifurcacion de Hopf. Como siguiente asunto,
presentamos la aplicacién del resultade”de la restriccién geométrica a un sistema huésped—parasitoide
(ver [CC22c|), estableciendo algunos resultados importantes de su dinamica local. Posteriormente, se
muestran otros modelos cuya dinamica lo¢al ya ha sido_analizada, pero que presentan el mismo tipo
de restriccion geométrica que el modelo tipoBazykin y=el modelo huésped—parasitoide analizado por
Chan y Castellanos en [CC22¢|. Finalmente, planteamosatna conjetura acerca del resultado de la

restricciéon geométrica.

2.1. Bifurcacion Andronov—Hopf

La bifurcacion Andronov—Hopf, es una de las bifurcaciones de codimensiénano (ver Wolfram Math-
World: Codimension) méas conocidas para realizar la busqueda de ciclos limite en'Sistemas de ecuacio-
nes diferenciales no lineales. El nombre de esta bifurcaciéon se debe al fisico rusosAleksandr Andronov
y al matemético y astrénomo aleman Eberhard Hopf, los cuales iniciaron el estudio.deesta bifurcacion
de manera independiente, interesados en diversos fenoémenos fisicos vibratorios (vergfop55; And71;
MM12|). La codimensién en este contexto tiene que ver con el nimero de parametros, que se deben

variar para que esta bifurcaciéon ocurra.

A continuacion, consideremos el siguiente prototipo de sistema de ecuaciones diferenciales que depende

31

+ iThenticate Pagina 53 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


https://mathworld.wolfram.com/Codimension.html
https://mathworld.wolfram.com/Codimension.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Aleksandr_Andronov
https://en.wikipedia.org/wiki/Eberhard_Hopf

+ iThenticate Pégina 54 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

32 Modelo depredador-presa de Bazykin

de un parametto

I1 = ar] — T — I (x%—i—:c%), 2.1)
1'1221’1+O£$2—l‘2($%+$%).

Este sistema posee el equilibrio 1 = x2 = 0 para todo « con matriz jacobiana

a —1
A= ,

1 «

la cual tiene valores propios A1 2 % a#4. Introduciendo la variable compleja z = x1 +ix2, Z = 21 —ixa,

|2|? = 22 = 2% + ix3. Esta variable satisface la ecuacion diferencial

b= +idy = oz Lmd)T i(z1 + iza) — (@1 + ix2) (22 + z2),
y podemos por lo tanto reescribir el sistema (2i1) en la siguiente forma compleja:

2 (o +1)z — 2|2 (2.2)
Finalmente, usando la representacién polar(de los complejos z = pe’®, obtenemos
5= peP A pipe'”
o también
pe? + pipe'® = pe?(a+i— p?),

la cual nos da la forma polar del sistema (2.1):

p=p(a—p?),

—y (2.3)

Los retratos fase que representan la bifurcacién del sistema cuando « atraviesa cero pueden ser facil-
mente analizados usando la forma polar, ya que las ecuaciones para p y ¢ en (2.3) estan desacopladas.
La primera ecuacion (radial) por obvias razones s6lo puede considerarse para p > 0 y posée\un equi-
librio en p = 0 para todos los valores de a. El equilibrio es asintéticamente estable si o <°0; y
permanece estable en o = 0 pero no linealmente, por lo que la rapidez con que converge la solucion
a cero ya no es exponencial; para « > 0 el equilibrio se vuelve inestable asintoticamente. Atn mass
hay punto de equilibrio estable adicional pg(a) = y/a para o > 0. La segunda ecuacion describe un

movimiento rotacional con rapidez constante. En consecuencia, por superposiciéon de los movimientos
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e definidos”por las dos ecuaciones en (2.3), obtenemos el siguiente diagrama de bifurcacién para el

sistema’original de dos ecuaciones (2.1).

Hp) X2 To

(G

O\
=

X

)

(a) <0 (b)) a=0 (¢)a>0

Figura 2.1: Bifurcacién de Hopf supercritica en el plano.

El sistema siempre tiene un equilibrio“en el origeny este equilibrio es un foco estable para a < 0y
un foco inestable para «a > 0. En el valoricritico del *parametro a = 0 el equilibrio es no linealmente
estable y topologicamente equivalente a unffoco. Algunas-yveces es llamado un foco atractor débil.
Este equilibrio esta rodeado para o > 0 por unasérbita cérrada aislada (ciclo limite) que es unica y
estable. El ciclo es un circulo de radio pg(«) = y/&. Todas las"Grbitas que empiezan fuera o dentro del

ciclo, excepto el origen, tienden a este ciclo cuando t — co. Esta’es Ja bifurcaciéon de Andronov—Hopf.

En el espacio (z1, 22, «) esta bifurcacion da lugar a la aparicion dé una a—familia de ciclos formando
una superficie parabolica. Por otro lado, si tenemos un sistema come=(2.1) que tiene términos no

lineales con signo opuesto,

@ { T1 = ax1 — To + X1 (x% =+ x%) ) (2.4)

To = T + axry + X2 (CU%-I-I%)
a el cual tiene la siguiente forma compleja:
= (a+1)z+ 2)2]%

puede ser analizado de la misma forma. El sistema experimenta una bifurcacién de Andronov-Hopf
en o = 0. Contrario al sistema (2.1) hay un ciclo limite inestable en (2.4), el cual desaparece cuando

a cruza el cero desde la parte negativa hasta la parte de los valores positivos. El equilibrio en el origen
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tiene la mismarestabilidad para a # 0 como en el sistema (2.1), es estable para a < 0 e inestable para
a > 0. La estabilidad en el valor critico del parametro « es opuesta a la del sistema (2.1), es inestable

en o = 0 pero no linealmente. El diagrama de bifurcacion para el sistema (2.4) es el siguiente

X2 X2 X2

G o - @ o ®) o

(a) <0 (ba=0 (¢) a>0

Figura 2.2: Bifurcdcion de Hopf'subcritica en el plano.

2.1.1. Teorema de la bifurcacion de Hopf

Teorema 2.1.1 (Bifurcacion de Hopf) Supongamos que el Sistemna

:1"/‘ = f(I7 a)’
donde x € R", a € R, tiene un punto de equilibrio (xo, ) tal que

(i) D.f(xo, ) tiene un par de valores propios imaginarios puros y ningun @tro valor propio con

parte real cero.

(i) Sean \(a), () los valores propios de D, f(xg, ) los cuales son imaginarios pusds en o = v,

tales que

d

d=—
da

(Re(AMe)))la=ao 7# 0 (2.5)

Entonces existe una tinica variedad central bidimensional que pasa por (o, ) € R™ xR y un sistema

de coordenadas suaves para el cual la expansion de Taylor de grado tres sobre la variedad central, en
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coordenadas polares, estd dada por

{ p=p(da+01p%), (2.6)

¢ = w + ca + bp?.
Sil1 # 0, entonges existe una superficie de soluciones periddicas en la variedad central, la cual tiene
tangencia cuadrdtica con el espacio propio de N o), Mag) que coincide en dimension dos, con el

paraboloide o = —%pQ. Sify < 0, entonces esas soluciones periddicas son estables, mientras que si

£1 > 0, son soluciones pexiddicas inestables.

Demostracion. La prueba‘de’este teorema es una aplicacion directa de los teoremas de la variedad

central y de las formas normales(ver [MM12]). O

Los coeficientes de estabilidad d y#%;)son llamados la velocidad de cruce y primer coeficiente de

Lyapunov, respectivamente.

2.1.1.1. Primer coeficiente de”Lyapunov

Cuando un sistema de ecuaciones diferenciales dépendiente de parametros
L= E (2, b,

en R” tiene un equilibrio xg y su linealizacién“en el equilibrio posee valores propios ftwi, g es un
candidato a exhibir una bifurcacion de Hopf. Esta bifurcacién es local y en ella un equilibrio del
sistema de ecuaciones diferenciales pierde su estabilidad, ya que un par de valores propios complejos
conjugados, de la linealizacién alrededor del punto del equilibrio xp€Tuza el eje imaginario del plano
complejo. Para mostrar que la bifurcaciéon de Hopf ocurre, es necesarig caleular el primer coeficiente
de Lyapunov ¢;(zg) del sistema de ecuaciones diferenciales. A continuagion enunciamos el teorema

de Kuznetsov para el calculo del primer coeficiente de Lyapunov.

Teorema 2.1.2 (Bifurcacion de Hopf) Sea & = F (z) un sistema de ecuactones diferenciales de
dimension n que posee como punto de equilibrio a xg. Ademds, considere el tercer orden de aproxi-

macion en serie de Taylor de F (z) alrededor de xo dado por

1 1
F(z,m0) = A(x) + iB(m,w) + gC(x,x,af) +0 (|2,

asumiendo que A posee un par de valores propios imaginarios puros tiw. Sea q el vectorspropio

normalizado de A correspondiente al valor propio iw tal que (q,q) = 1, donde q es el vector conjugado
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de q. Adicional, sea p el vector propio adjunto tal que ATp = —iwp y (p,q) = 1. Si I, denota a la
matriz identidady) entonces el primer coeficiente de Lyapunov €1(xg) para el sistema & = F(x) en el

equilibrio xqg es

Mlao) = 5 Re (9, 0,0,0) = 2 (5, B (4,47 B (0,0))) 2.7

42 <p, B (q, (2iwl, — A" B(q, q))) .

La expresion (2.7) es el tratamiento analitico mas conveniente para la bifurcacién de Hopf en sistemas
de dimensién n > 2. No se requiere una transformaciéon preliminar del sistema en su base de vectores
propios, y se expresa ¢1(xp) usando los términos cuadraticos, lineales y ctibicos originales, asumiendo
que solo los vectores propios de la matriz jacobiana en los valores criticos, los ordinarios y los adjuntos,

son conocidos.

El signo del primer coeficiente de Lyapunov/determina la estabilidad de los ciclos limite. Asi, si
l1(xp) < 0 se tiene un ciclo limite estable del sistema centrado en xg, restringido a la variedad central
de x¢ y asociado al par de valores propiog complejos.que atraviesan el eje imaginario. En este caso
la bifurcacion de Hopf se conoce como supercritica. Por,otro lado, si ¢1(xg) > 0, se tiene un ciclo
limite inestable del sistema centrado en zq, también restrifigido a la variedad central de xg y en este
caso la bifurcacién de Hopf se conoce como subcritica. Parasmayores detalles sobre la forma en que
se obtiene (2.7) ver [Kuz04].

2.1.1.2. Bifurcacion de Hopf aplicado a un sistema de control

Considere la siguiente ecuacion diferencial no lineal que depende de los parametros positivos a y £:

d3y d?y

dy
ﬁ—FaW—FBE—Fy(I—y):O,

la cual describe un sistema simple de realimentacion tipo Luré (ver [MY92; SS05;48DR14; PFS20]).
Introduciendo el cambio de variables 1 = y, xo = &1, y £3 = &9, podemos reescribir la, ecuacion

anterior como el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

T1 = X2,
jj? = 1’3, (28)
T3 = —axg — Bre — x1 + I%
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Para\detérminar los equilibrios de (2.8) igualamos a cero el lado derecho de cada ecuacion y resolvemos
el sistemna de ecuaciones algebraicas resultante, esto es, si z9 = x3 = 0 entonces z1(z; — 1) = 0 <
x1 = 0y @& = 1, por lo tanto, para todos los valores de « y /3 los equilibrios son Ey = (0,0,0) y
E, = (1,0,0). Analizaremos el equilibrio en el origen. La matriz Jacobiana de (2.8) evaluada en el

origen tiene la forma

0 1 0
0 0 1
-1 -8 -«
con la ecuacién caracteristica
A%t aX? + BA + 1 =0. (2.9)

Para encontrar la relaciéon entre « y 8 eerrespondiente a la bifurcaciéon de Hopf en Ejy, imponemos

que el polinomio caracteristico tenga la siguiénte estructura
PY= (A — A +iw) (X — iw),
Lo que nos lleva a lo siguiente

M4 aX?+ L1 (A — PO+ iw) (A — iw), (2.10)
S A4+ ad? + B+ I =23 — N2 %N —

Para que los polinomios de la tltima expresion tengan la misma eStructura deben ser iguales coeficiente

a coeficiente, esto implica que v = —1/w?, B = w? y a = 1/w?. Entonkces, la relaciéon entre o y 3 es
1
a=au(f) = 5 B> 0. (2.11)

Esto muestra que la ecuacion caracteristica posee un par de raices imaginarias puras \; 2 = fwi con

w>0,sia=1/p.

Para verificar que el origen es estable para o > g aplicamos el teorema de Routh-Hurwitz. Sabemos
que la condicién necesaria para tener estabilidad del equilibrio es que los coeficientes,de.la ecuaciéon
caracteristica de la aproximacion lineal sean positivos, y observamos que los coeficientes de, (2.9) en
efecto lo son, puesto que « y [ son positivos. Finalmente, para demostrar que el origen-esestable
para a > «g, debemos demostrar que el determinante de todos los menores principales diagonales de

la matriz Hurwitz, los de orden menor a la matriz, también son positivos. En este caso, el menor més
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sencillo corresponde con el coeficiente de A\? que es «, el cual ya sabemos que es positivo y el menor

de orden dos‘corresponde con la siguiente submatriz

sz(? ;) (2.12)

cuyo determinante esté dado.por a5 — 1 > 0, por lo tanto, de esta tltima desigualdad se sigue que el
origen es estable para a > ag’ciiando consideramos a o como parametro de bifurcaciéon. La pérdida de
estabilidad podemos observarlasiiediante la condicién de transversalidad, la cual podemos verificar a

partir de la derivada del determinafite de la submatriz Hurwitz (2.12) como se muestra a continuacion

d
@ (_HQ) |o¢zo¢o = -0, (2.13)
y como la velocidad de cruce resulta distinta_de cero, la bifurcaciéon de Hopf tiene lugar y el origen

pierde su estabilidad para a < ag, mientras gue, el tercer valor propio A3 permanece negativo para

valores cercanos de los parametros.

Con el fin de analizar la bifurcacion, calclamos el primer coeficiente de Lyapunov £1(0) del sistema,
restringido a la variedad central en los valores'de los pardmetros criticos. Si £1(0) < 0, la bifurcacion
es supercritica y un tnico ciclo limite estable.bifurca dél efigen para o < ag(f). Como veremos a
continuacion, este es el caso del sistema (2.8) de Istiré. Por 16 tanto, fijamos « en su valor critico ag y

dejamos [ libre para variar. Notese que los elementos de la matriz)Jacobiana son funciones racionales

de w?:
0 1 0
A= 0 0 1
-1 —w? —1/u?

Como la matriz A no se encuentra en la forma canénica, procedemos a llevarld a la variedad central.
Primero vamos a construir el vector propio ¢ asociado al valor propio Ay = wi para laimatriz A, esto

nos lleva a resolver el sistema

—iW 1 0 Tl
0 —iw 1 T2 | =
-1 —w2 —1/w2—iw I3
de donde se obtiene que y = iwz y z = —w?z con x como variable libre, por lo que el subespacio
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asociadoeral valor propio A\ = wi es
Sy, = {(xl,xg,xg) eR3: (a;,iwm, —w2a;) ,con x € R}

de donde se sigue’que el vector propio ¢ asociado a A\; = wi es

1
q= w
—w?
Como segundo asunto, vamoss construir el valor propio p asociado al valor propio Ay = —iw para la
matriz AT asi que resolvemos elsistema
iw 0 -1 1 0
1 W —w? X9 =
0 1 “/w? +iw T3 0
del cual se obtiene que r = z/if y y = —((@w*% 1)/w?) con z como variable libre, por lo que el

subespacio asociado al valor propio Xo,=\—iw es

Sy, = {(x1,22,23) € R? : (zfao, —(lGw?~ 1)/w2)z,z) , con z € R}

y de esto se sige que el vector propio p asociad6é al valor prépio Ay = —iw es
w
p= w3 — 1

Los vectores q y p satisfacen desde luego que
Aq = iwq, ATp = —iwp

Con el fin de lograr la normalizacion (p,q) = 1, hay que escalar estos vectores.@LasSiguiente escala,

por ejemplo, basta:

1 W

—_ ; — 1 ;43 1
q = W ’p_Qw(w3+i) 1w —
—w? — w?

Con esto la parte lineal del analisis estd completa. Ahora veamos que s6lo hay un término no
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lineal (cuadratico) en (2.8). Por lo tanto, la funcién bilineal B(z,y), definida para dos vectores

x = (z1,20,73) )€ R3 vy y = (y1,92,y3)" € R3, puede ser expresada como

0
B(z,y)=| 0 :
2z191
Mientras que C(z,y, z) = 0¢4Pordo tanto,
0 0
B(gyey=B(g.9)=| 0 [=]| 0|,
2¢% 2

y resolviendo los correspondientes sistem@s\lineales se obtiene

—2 1
2
=A'B(q,q) = = QiwEe=A"'B S '
s (¢:9) 0 |, r= (2w )" B(q,9) Sarziw) | 2w
0 —4w?

Finalmente, aplicando (2.7) obtenemos que'el\primer coefieiente de Lyapunov es

w3 (1 + 8w6)
1 4wb) (1 + wb)’

1
01 (0) = %Re (—4p3qis1 + 2p3@imy) = ~

Para regresar al parametro (3 recordemos que = w?, luego entonces

(1+88%) BvB
(1+483%) (1+p3)

0 (0) = — < 0.

El primer coeficiente de Lyapunov es claramente negativo para todo 3 positive? Asi, la bifurcaciéon
de Hopf es siempre supercritica y el ciclo limite que emerge del origen es estable.JEn las Figuras 2.3
y 2.4 se muestra una simulacién donde se detecta el ciclo limite que bifurca del origeny para un valor

inicial (z19 = 0.1, 299 = 0.1, 230 = 0.8) y con valores de los parametros § =2 y o = 49/102.
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o 0.4 S
€Ty ;E‘\’“» /10.4

Figura 2.3: Series de tiempo para ‘@< _c«p. Figura 2.4: Retrato fase para a < ag.

Para calcular las funciones multilineales podemos usar las implementaciones del Repositorio de Fun-
ciones Wolfram que llevan por nombre-DVectorField [Cha+22| y TensorPureFunction [CC22a]. En
el Apéndice A se encuentra una implementacion Wolfram Mathematica para realizar el célculo de

funciones multilineales.

2.2. Bifurcacién Bogdanov—Takens

La bifurcacién Bogdanov—Takens, también denominada como doblé cero, es una de las bifurcaciones
de codimension dos (a dos parametros) mas conocida. El nombre de.ésta bifurcacion se debe al mate-
mético holandés Floris Takens y al matematico ruso Rifkat Bogdanoy’ques de forma independiente,
iniciaron el estudio sobre este tipo de bifurcacion (ver [Bog84; Tak01]). Esta hifurcacion es importante
en la busqueda de ciclos limite estables, toda vez que contiene a la bifurcacionNAndronov—Hopf que

es de codimensién uno.

De la teoria de bifurcaciones se sabe que un sistema de la forma

x.:f(xvu)

experimenta una bifurcacion Bogdanov—Takens cuando posee un equilibrio z¢ para el cual Py f (x¢)

tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica dos. En esta bifurcacién, ocurren tres bifurca-
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ciones de eodimensién uno alrededor de su valor critico, las cuales son: La bifurcacion silla—nodo, la

bifurcacion deé Hopf y la bifurcaciéon homoclinica.

Se conoce que Bogdanov (ver [Bog84]) usé en su trabajo la forma normal

i = ( v+ ary ) (2.14)

2
bxy

y Takens hizo uso de la siguiente forma normal

= 2 , (2.15)
ax% + brixo

donde ambos consideran ab # 0. Ademas, démostraron de forma independiente que los términos de
orden mayor o igual a tres no modifican la‘dinémica local de estas formas normales, y por lo tanto,
pueden ser truncadas a orden dos. Ademaés, el primero demostré que la deformacion versal para (2.14)

esté dada por

2
LY R o/ (2.16)
fi1 + b7

y el segundo demostro que la deformacion versal para (2.15)-tiene la forma

. x2
1+ pozy + axy + brixs

Por otra parte, J. Guckenheimer y P. Holmes (ver [GH13|), haciendo usé de la forma normal (2.15)

demostraron que

. €2
1+ poze + axy + brixs

también es una deformacion versal de la bifurcacion Bogdanov—Takens. Las equivalencids topologicas

de estas deformaciones versales se pueden consultar en [CVD10].
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2.2.1..La deformacioén versal de la bifurcacién Bogdanov—Takens

Consideremog’el sistema diferencial en su forma normal

_ ( xziw ) , (2.19)

Ahora tomemos la defetmacion versal analizada por Guckenheimer y Holmes, esto es

X = Y , (2.20)
w1 + poy + ax? + bay
donde b = £1 y a = 1. Aqui analizamos el caso b = —1, es decir, que nuestra deformacion versal es
la siguiente:
X = - . (2.21)
pr=t py + 2% — 2y

Los puntos de equilibrio de la deformaeion versalfanterior estan dados por

(@) = (F3/~11,0), (2.22)
(2 )= (—veu,0)

donde para p; > 0 no existen puntos de equilibrios.

La Jacobiana de la deformacion versal (2.21) es

Df(x,y)=< 0 ! > (2.23)

2t —y pe—x

y las aproximaciones lineales correspondientes a cada equilibrio son

Df(a:w):( ’ ! ) Df(m—,y>=< " 5 )
| 2y=i1 w2y ) ~2/=m V)

donde sus respectivos polinomios caracteristicos estan dados por

PA) =X = (p2—vV=p1) A=2V=p1, P(A) =X — (u2+v—m) A+ 2= (2.24)
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Las raices'de_eStos polinomios son las siguientes

(2 —/—H1) £ \/(Mz — V=)’ + 8y~

Ao =
1,2 B
o et V) E \/(uz + /=)’ — 8y~
1,2 —
, 2

De las raices observamos que(x ™, y) es una silla para todo pg. En el caso de (z7,y) tenemos que si

to = +/—u1 la rama de equilibrioy(z ™, y) corresponde a centros.

Por otro lado, si p1 = 0 en (27, y)y10s valores propios son A1 2 = p2,0. Por lo tanto, p1 representa
una curva de bifurcacion en la que nace”una bifurcacién silla—nodo. Adicionalmente, si po = —y/—pu1

en (z7,y), los valores propios de la aproxitmacion lineal estan dados por

)\172 = :ti\/ 2\/ — U1,

y en consecuencia, de manera anéloga tenemos'que o = —y/—pu;1 es una curva de bifurcacion en la

que una bifurcaciéon de Hopf tiene lugaf.

2.2.1.1. Bifurcacioén silla—nodo
Vamos a determinar la forma normal de esta bifurcacién:\Para lograr este objetivo, primero obtenemos
la matriz de cambio de base fijando u; = 0 y dejando al parametrosuz como de control (libre). Esto

implica utilizar los valores propios de la forma

A2 = 2, 0.

Entonces, la matriz de cambio de base estéd dada por

=) (0 L),
G)=Co) ) ()= 6D
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Figura 2¢5: Diagrama de la bifurcacién silla—nodo.

por lo tanto, el sistema diferencial (2.21)se transforma en

)55 50 =

Sustituyendo & y y en la ecuacion anteriéor)y realizando, algo de algebra, obtenemos

u\ [0 u) L A fat (u+v)? — (u+v) (u2u) (2.26)
v 0 0 v P2y — (p1 +Au + )% — (u+ v) (p2u))
De esta manera, la dindmica en la variedad central estd dada_pox

b= —:2 (11 +02) + O (Ju, 0T

por lo tanto, la bifurcacién ocurre en p; = 0. La Fig. 2.5 muestra el diagrama de la bifurcacion.

2.2.1.2. Bifurcacién de Hopf

En este apartado analizamos el cambio de estabilidad del equilibrio (z7,y) en ps = #/—u1. En este

caso, las raices de la ecuacion caracteristica de la aproximacion lineal en (z7,y) son

)\172 == :ti\/ — 1.
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Si considerames 1o como parametro de bifurcacion en A1 2+, tenemos que la transversalidad es

(ReA12) _! £ 0.

dpiz po2=—+/—p1 2

Por lo tanto, una bifurcacion de Hopf ocurre cuando puo = —/—p1.

Para facilitar los calculos*deda forma normal, primero trasladamos el equilibrio al origen mediante el

siguiente cambio de coordenadas

N Kl
Il Il
< 8
\
8
|
— —~
oo
NN
[CSNEN |
S~— S~—

Entonces, después del cambio de coordenadas; la forma normal (2.19) queda como

DGR LN) e

Lo que hacemos a continuaciéon es colocat-azparte lineal de la ecuaciéon anterior en su forma normal

8-
S]]

<.
|

y para ello hacemos uso de la transformacign

()€

a\ 1 0 1 i 230
()m@ﬁo)() .

Sustituyendo Z y i en esta tltima expresiéon y haciendo algo de algebra, obtefiemos:

(Y- (2w (Yo
D —/2 /=1 0 v 0

El sistema de ecuaciones al que llegamos ya tiene la estructura de forma normal de la bifdrcacion de

por lo tanto

Hopf en coordenadas cartesianas, el cual en coordenadas polares luce como el sistema (2.6) queviene
en el teorema de bifurcaciéon de Hopf 2.1.1. Finalmente, después de algunos calculos, esto nos permiite

saber que el primer coeficiente de Lyapunov esta dado por

1
/= ————= <0,

16y/—p1
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y como.€el primer coeficiente de Lyapunov resulta estrictamente negativo, la bifurcaciéon de Hopf es

siempré supercritica y no degenerada para todo pu < 0.

Ademas de las<bifurcaciones silla—nodo y de Hopf, ocurre la bifurcacién homoclinica, la cual excede

el proposito dé este trabajo, pero puede consultarse en [Wig03].

2.2.2. Teorema‘de~Carrillo para la bifurcacion Bogdanov—Takens

En este apartado vamos afcaracterizar la bifurcacion Bogdanov—Takens haciendo uso del teorema de

Carrillo (ver [CVD10]), el cu@l establece lo siguiente:

Teorema 2.2.1 (Carrillo 2009) Dudo el sistema no lineal
i=F(z,p), (2.32)

donde x € R?, i € R?, tal que existe (xo, fig) € R? x R? cumpliendo las condiciones

BT1) F (zo,10) =0

BT2) o [DF (zg, pto)] = {A12 =0} (no hiperbolicidad)
BT3) ab#0 (mo.degeneracidad)
BT4) S y Sa son linealmente independientes, (transyersalidad)
donde

1
a= pr (g2 @ D*F (z0, po)) p1,

b=pi (q1 ¢ D*F (20, 110)) p1 + p1 (g2 ® D*F (0, 1)) w2,

S1 = FT (20, 10) g2,

[C1 + G2 — 3] F} (w0, 110) 1

u
CL
b
2a 2
— T (@50 B (30, 10) pi + (02 © Fro (30,20)) 1,
i=1
(¢1 ® D*F (w0, ko)) p2,
(g2 e D*F ( (0, o)) P2,

g2 ® D*F (0, po)) po,
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donde q; W piSon los vectores propios derechos e izquierdos asociados con el valor propio A = 0,
respectivamente. \Por lo tanto, la dindmica sobre la variedad central del sistema (2.32) en x = xg y
1= 1o, es localmente topoldgicamente equivalente a la deformacion versal de la bifurcacion Bogdanov-
Takens

i?l = XI9

(2.33)
By = By + Pox1 + ax? + bxyy

donde 81 = ST (1 — po) y B2 (1 — po)-

Demostracion. La prueba de esteteorema sobre la bifurcacion Bogdanov—Takens puede consultarse

en [CVDI10]. O

2.2.2.1. Diagrama de la bifurcacién Bogdanov—Takens

Considerando a = 1 y b = —1, los puntosyde equilibro de la deformacion versal Bogdanov—Takens

(2.33) son

(cF.2) = <_52i 25%—461,0>,

donde para i B2 < 1 no existen puntos de equilibrios

La aproximacion lineal en los puntos anteriores esta dada por

0 1

Df (xli’$2) = 1
+05 —481 3 (52 T V05— 451)
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. @
/.

@

o)

N
E e

Figura 2.6: Diagrama de la bifurcaciénBogdanov—Takens.

e Si tomamos z ™, los valores propios tienen la siguiente forma

3 (8- VBT —4B) £ \/(; (5~ VB —15) ) €R/BF—15,)

ANy =
1,2 2 ?

y entonces el equilibrio (xf, 332) es una silla cuando 5% — 461 > 0.

Por otro lado, si tomamos 951_1 los valores propios quedan como

L5+ VEIR) £/ (4 (34 VA 8)) -0 (VE )

)‘1,2 = 9 )
e Entonces, si 51 =0y B2 < 0, el equilibrio (xl_, azg) corresponde con centros.
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Adicionalment€, observemos que si 2 — 48; = 0 los valores propios son
) q 2 prop

1
A2 = 5527 0.

Por lo tanto, 81 = % ﬁ% representa una curva en la que ocurre una bifurcacién silla—nodo. Ademés, si

en Apy fijamos 51 = 0%y Ban< 0, los valores propios son
A12 = £/ P,

y por lo tanto, en el espacio génerado por los parametros {01, f2} el semieje negativo de (B3 es la

curva de bifurcaciéon de Hopf, tal como se observa en la Fig. 2.6.

Lema 2.2.1 Ezxiste una unica curva Porrespondiente a la bifurcacidn homoclinica, generada en

B =0 y su representacion local es la siguiente:

P = {(51752) B = —%53+0(ﬁ§)a B2 < 0}-

Ademds, para ||B|| pequeno, el sistema fdieme un Unico ciclo estable e hiperbolico para los valores
paramétricos dentro de la region limitada poryla curve™H de Hopf y la curva P de la bifurcacion

homoclinica, y no existe algun otro ciclo fuera=de.esta région.

Demostracion. Esta demostracion puede consultarse'en el apéndice A de la obra Elements of Applied
Bifurcation Theory [Kuz04|. O

2.2.2.2. Teorema de Carrillo aplicado a un modelo depredader=presa

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

1T
1 =11 — ——— —ea},
1+OZ$1 (234)
X122 2 ’
T2 _7m2+1—|—a1‘1_5 2

Estas ecuaciones modelan la dindmica de un sistema depredador—presa. Las variables x; yi@g/son las
densidades de poblacion respectivas, mientras que «, 7, €, y d son parametros estrictamente positivos
que describen el comportamiento de ambas poblaciones y sus interacciones (ver |Baz98; Kuz04]).
Si tomamos € = 0 podemos determinar con facilidad equilibrios de coexistencia para analizarJa

bifurcacion Bogdanov—Takens. De esta manera, el diagrama de bifurcaciones lo estudiamos en el

+ iThenticate Pagina 72 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pé4gina 73 de 169 - Engrega de integridad

+ iThenticate Pagina 73 de 169 - Engrega de integridad

Modelo depredador-presa de Bazykin 51

espacio_paramétrico («,~,0) y mostramos a continuacion que, haciendo uso del Teorema 2.2.1, el

sistema’(2.34) exhibe una bifurcacion Bogdanov—Takens de codimension dos.

Considerando.p»= (v, 7, d), el punto Bogdanov—Takens es el siguiente

o= (522 oty i) )

el cual representa una familia uniparamétrica de equilibrios, con « € (0,1) y ay < 1. La aproximacion

lineal en esta familia de equilibrios tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica dos y

b= y D2 = ;
o 0

1
y 1+«
ql_ 1 ) Q2— 1 ’
o Ca(l+a)

son los vectores propios (generalizades) derechos,¢’izquierdos, respectivamente, asociados con el valor

propio cero.

Luego, los coeficientes de los términos cuadréticos de Ja forma normal estan dados por

1 5 9 a?
=_ . D*F [
a 2p1 (Q2 (Jfoa,u()))pl (1 a)37

b=pi (q1 - D*F (w0, 10)) p1

+p1 (g2 - D*F (20, po)) p2
_a2(a -1)
(a4 1)2

Entonces, las condiciones (BT1)—(BT4) se satisfacen para todo a € (0, 1¥. Porylo tanto, si elegimos
a =1/2, el campo vectorial definido el sistema (2.34) es localmente topologicamente equivalente a
Ty = 2,

. 2 1
To = P11+ Paz1 + 2*796% — 15172
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donde los parémetros 1 y [2 estan dados por

Sl7lu’> y 52 <S27/'L> ) con

=
bt
= (32/3,4, 12)

= (

16/3,8/3,-3).

El ciclo limite estable que se forma al interior del lazo homoclinico cuando perturbamos « se puede

observar en el siguiente grafico

10 8

Depredador

4+ il
2 | - -
o Ot - .
L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L L L Il L L l L Il L
0 5 10 15 20 25
Presa

Figura 2.7: Orbitas tendiendo hacia un ciclo limite estable.

La implementacion Wolfram Mathematica de todos los calculos realizados en este apattado pueden
consultarse en el Apéndice A. Los codigos se pueden senalar y copiar para luego ser pegades en un

Notebook Mathematica.

+ iThenticate Pagina 74 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 75 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Modelo depredador-presa de Bazykin 53

2.3.~"Modelo de Rosenzweig-MacArthur

En este aparfade removemos los supuestos nada realistas del modelo de Lotka—Volterra (1.3). Primero
introducimos laN\interaccion intraespecifica en la poblacion de presas mediante la ecuacion logistica.
Luego, reemplazdmos, la respuesta funcional lineal por una funcion general ® (X) que depende de la
densidad de presasA_eontinuacion, derivamos una forma per cépita de ® (X). Entonces, el sistema

depredador—presa (1.3) sestransforma en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dr T

AXT o (1 _ ;) _Ye(X), CETY = eY®(X) — fY (2.35)

conocido como modelo de Rosenzweig y MacArthur (1963) [RM63|.

Para modelar la respuesta funcional*®(X), comenzamos dividiendo el tiempo de captura de un
depredador. Suponemos que el nimero de€ presas capturadas por un depredador es proporcional a la
densidad de presas y al tiempo empleado en la bisqueda real de las mismas. Luego, notamos que el
tiempo dedicado a la blisqueda esamenor que la cantidad total de tiempo asignado a las actividades
de recoleccion de alimentos por el tiempo necesario para manejar las presas individuales. Entonces,
si N denota el niimero de presas capturadas dutante un periodo de recolecciéon de alimentos, T' la
duracién de ese periodo, X la densidad de presas, § la.tasa de busqueda efectiva y h el tiempo de

manipulacion, entonces
N =sX (T —hN){

y por lo tanto, la funcién ® (X) es

O
La expresion anterior es conocida como la ecuacion del disco de Holling (wer [DWMO05]), llamada asi
por un experimento de clase en el que los estudiantes recogian discos del suelo”del laboratorio y los
depositaban en una papelera lejana. Sin embargo, no se basa en este experimentoy sino en datos de
campo de un depredador invertebrado (ver [Pul+22|). Esta llamada respuesta fungional de tipo II se

adapta bien a la mayoria de los conjuntos de datos, aunque se producen respuestas ¢ualitativamente

diferentes de tipo I y tipo III.

Con la respuesta funcional Holling tipo II, las ecuaciones del modelo depredador—presa (2.35) se
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transforman en el sistema de ecuaciones diferenciales

dX—rX (1_X> sXY dY esXY v (2.36)

dar K) 1+shX’ dr 1+shX

Vamos a simplificar lags@€ctiaciones no dimensionalizando. Una adimensionalizacién obvia para la presa
es r1 = X/K. Para el depredador, notese que en estado de equilibrio o estacionario tenemos que
Y*=(r/s)(1 — X*/K) (1 45RX"), es decir, es proporcional a r/s. Basado en esto ultimo, tenemos
que z3 = sY/r. Por el momentey hay al menos tres no dimensionalizaciones que podriamos elegir, en

base a
(a) 7, la tasa de crecimiento per cépita de la presa a bajas densidades,
(b) e/h, la tasa de crecimiento per cépita, del depredador a altas densidades de presas, o
(¢) m, la tasa per capita de muerte naturaldel depredador.

Elegimos el cambio en el tiempo ¢ = epfh. Después de algo de algebra, las ecuaciones (2.36) se

transforman en

@—a r1dlsx1)—F ¢
= 1 1 T ibe )

@—m bxf d
dt A\ bay ’

donde los pardmetros a, b, y d estan dados por las expresiones

(2.37)

a="" vk, a=""
e e

Esta es la version adimensional del modelo Rosenzweig-MacArthur con respuésta funcional Holling
tipo II. Los pardmetros a y d representan dos proporciones de las escalas de tiempo anteriores, y b
es la proporcién entre el tiempo de manejo y el tiempo de bisqueda del depredador cuando la presa

esta en su capacidad de carga. Los puntos de equilibrio son

(0,0), (1,0), X(b,d):(b(lcid),bb(flilchb)),

donde el dltimo de estos es biologicamente factible si b/(1+b) > d. La interpretacion de esto'es clara
a partir de la segunda de las ecuaciones (2.37), esto es, que la tasa de crecimiento del depredader
debe exceder su tasa de mortalidad cuando la presa estd en su capacidad de carga. Asumimos Jue

este es el caso. De lo contrario, la presa nunca podria sostener al depredador, lo que provocaria la
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extincion”del depredador. Aqui, estamos particularmente interesados en la estabilidad del punto de
equilibfio de coexistencia X (b,d), ya que su pérdida de estabilidad nos sugiere que un ciclo limite

estable puedesaparecer.

L)
A @9 =0
(do) 0 X 4,
P v S
',' 3 " Zi’l =0
- ‘ R
K 0 (do) k
Ty

Figura 2.8: Bifurcacion de Hopf para d < dp.

De hecho, si aplicamos el teoremafdeZla bifurcac¢ion de Hopf descrito en los apartados anteriores,
encontramos que el equilibrio de coeXistencia X*(b,d) es localmente asintoticamente estable para
d > dp y un ciclo limite estable (ver Figs2:8) emergeé del mismo para d < dy, donde dy es el valor
critico de la bifurcacién dado por

b-+1

dozm, con b 1.

Por otra parte, es importante observar que en el valor critico de bifurcacién, el equilibrio de coexis-
tencia coincide con el punto maximo de la cero-isoclina de presas (ver Fig. 2.8), cuya expresion toma

la forma

b—1 (b+ 1)

X (b, d()) = (2[)7 4b ) N conb > 1.

Este ultimo hecho es de suma importancia para caracterizar la bifurcacion de<Hopf en el sistema
depredador—presa tipo Bazykin que abordamos en los siguientes apartados, que ‘ne“es otra cosa més
que el modelo Rosenzweig—MacArthur con un término de competencia intraespecifica=enyla poblacién

depredadora.
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2.3.1. TImestabilidades y paradoja del enriquecimiento

Las ecuaciones (2.37) pueden reescribirse de la siguiente manera

dzrq dx

_ &2 _
== x1f (w1, 72), pn z2g(x1, T2), (2.38)

es decir, en la forma de Kolmogorov (ver [Sig07]). Para estas ecuaciones, la aproximacion lineal en el

* Lk * Lk
J* — ( xlfm xlf@ >

* ok * %k

LoGz, L2z,

donde los asteriscos denotan que estamos .en. el equilibrio de coexistencia. Este resultado se sigue

equilibrio de coexistencia queda como

directamente de saber que las funciones f' gsevaluadas en el equilibrio de coexistencia valen cero.

En este caso, g5, = 0, ya que 8 = tr J* = 27 f;, 4 = det J* = —zjz3f; g7, > 0. Entonces, cuando
v > 0, el equilibrio de coexistencia es inestable si 8 > 0, estable si 8 < 0 por el criterio de Routh—

Hurwitz, y si 8 = 0 se tienen dos valoresfprepios imiaginarios puros.

La inestabilidad aparece cuando 8 = 7 f;, >0, gsto es;f7| 3> 0. Esta condiciéon para que aparezca la
inestabilidad es algo intuitiva, ya que x7 f; es la tasa de creeifhiento per cépita de las perturbaciones

de la densidad de presas desde el equilibrio, pero
fo, = a(=1+(b—=<(b+1)c)), (2.39)

por lo que la inestabilidad ocurre si b— (1+b)c > 1. En otras palabras, 40s eiclos limite aparecen si los
términos positivos b — (1 + b)c derivados de la respuesta funcional superanal término negativo —1 de
la funcién de crecimiento logistico. Pero cabe preguntarnos, ;por qué la respuestd funcional de tipo I1
da una contribucion positiva a fy 7 La razon es que es una funciéon de saturacion\(wer [DWMO5]), por
lo que un aumento en la densidad de presas da como resultado que los depredadoreshcapturen una
menor proporcion de presas. Matematicamente, una funcion de saturacion ., = ¢gp/z1 satisface
que 1, < 0 [DWMO5]. Los factores que desestabilizan el sistema y pueden dar lugara.escilaciones
(ciclos limite) son los que aumentan la importancia de este efecto de saturacion, lo que permite pasar
de una parte empinada a una parte poco profunda de la curva. Esto se puede lograr (i) si laeurva
de la respuesta funcional es més empinada, (ii) al reducir la coordenada de equilibrio de lagpresa
en presencia de depredacion mas adentro de la region empinada, (iii) aumentando la coordenada’de
equilibrio de la presa en ausencia de depredacién més adentro de la regiéon de saturaciéon. Por lo tante,

algunos factores desestabilizadores son
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(1)\unsaumento en la efectividad s de los depredadores para capturar presas,

(2) un<@wmento en la eficiencia e de los depredadores en la conversion de presas en biomasa de

depredaderes,
(3) una disminu€ién en la tasa de mortalidad de depredadores m, o
(4) un aumento endé capacidad de carga de presas K, por ejemplo, por enriquecimiento del sistema.

Los primeros que abordéaron este problema asumieron que el efecto del enriquecimiento seria es-
tabilizador y se refirieron a este® resultado como la paradoja del enriquecimiento. La paradoja del
enriquecimiento en ecologia se refiere a que, frecuentemente, la introduccién de nuevas especies en un
ecosistema puede tener un efect@’negativo sobre la biodiversidad y la estabilidad del ecosistema en
lugar de mejorarlo. Esto se debe a ¢ue)las especies nuevas pueden competir con las especies nativas
por recursos, lo que puede llevar a la eventual extincién de algunas especies nativas. También pueden
actuar como depredadores o plagas de otras especies, lo que puede tener un impacto negativo en la
comunidad. Es importante tener en cuentaique hay muchos factores que pueden influir en el impacto
de una especie introducida, y es por eso quemo“Se puede predecir con certeza si tendra un impacto

negativo o positivo en un ecosistema’dado= Para méyores detalles ver [Ros71].

Hemos demostrado que una respuesta fun¢ional de saturacion no lineal ¢(x1) puede conducir a ciclos
limite en el sistema depredador—presa, perg” un mecanismo alternativo es el de depensacion. Por
definicion, la depensacion (o un efecto Allee)(ocurre cuando, aumenta la fecundidad per capita (o
decrece la mortalidad per cépita) con la densidad; en unaspéblacion creciendo de acuerdo a &1 =

x16(z1), tenemos que 6'(x1) > 0.

La condicién f;, > 0 para que ocurra la inestabilidad del equilibrioyde coexistencia puede ser escrita
como ¢’ (z1*)—x2*) (21*) > 0. Hasta aqui nos hemos concentrado en la’posibilidad de que ¢/ (z}) < 0,
pero ahora consideramos 6'(x1) > 0. Si la presa es conducida a la parte depensatoria de la curva de
crecimiento por el depredador, su recuperacion a una tasa per céapita 6'(x;) puede conducir a ciclos
limite inestables. Por lo tanto, este modelo puede conducir a un comportaniiento_oscilatorio debido
a una respuesta funcional no lineal o debido a una depensacién. Esto nos da~unasidea de cudndo

podemos esperar ciclos limite en sistemas depredador—presa reales.
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2.4. Medelo Bazykin y su restriccién geométrica

En este apartado abordamos el caso limite donde una de las presas esté ausente y el sistema resultante
es una modificacion delimodelo de Rosenzweig—MacArthur, mismo que en la literatura se conoce como
de Bazykin |ver § 3 Baz98, pags. 67-81|, aunque cabe aclarar que el matematico ruso Alexander D.
Bazykin estudié muchos'modelos y no solo el que toca abordar aqui. La idea de Bazykin consistié en
proponer la existencia de c@mpetencia al interior de la poblacién depredadora, lo cual enriquece la
dindmica del sistema depredador_presa, pues ese término adicional permite que sean ecolégicamente
viables tres equilibrios de coexisténcia®en vez de uno solo. Indudablemente, la propuesta de Bazykin
ha sido de gran importancia en los estudios de ecologia tedrica, ya que después de su trabajo muchos
investigadores han probado que la competencia intraespecie actiia como un control biolégico en la

tasa de depredacion, incluso cuando la dessidad de poblacion de presas es baja (ver [Pea04; PDP05]).

Especificamente, se asume un crecimiento logi§tico para las presas en ausencia de depredadores, una
respuesta funcional Hollng tipo II que limita la=tasa de consumo debida a la depredacion y bajo
el supuesto de que el depredador es espécialista. Adicionalmente, se incluye un término cuadratico,
el cual expresa la competencia intraespecifica_entre dépredadores por otros recursos ademas de las

presas.

Denotando por z1(7) y x2(7) las densidades poblacienales de presas y depredadores respectivamente
al tiempo 7, los supuestos considerados en el modelosde Bazykingse traducen en el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

dzq T1 brixa
LOPYAREI N PR
dr K axry +c
d b

dmy _bmzy oo

dr ar| +c

(2.40)

Todas las tasas involucradas son cantidades estrictamente positivas y la region dewiabilidad ecolégica
es Q = {(z1,22) |z1 > 0, 2 > 0}. En la primera ecuacion del sistema (2.40) r es el potencial bidtico de
la presa, k es la capacidad de carga ambiental maxima para la poblacién de presas, ¢ es laxconstante de
saciedad, b es la tasa maxima de depredacion. El parametro a introduce una distorsion €n.da, respuesta
funcional, ya que el depredador no puede crecer a una tasa exponencial. En la segunda ‘eCuacion del
sistema (2.40), v es el factor de conversion de biomasa de presas en biomasa de depredadoreés, @es la
tasa de mortandad natural del depredador especialista y o es la tasa de mortandad asociada” gonyla

competencia intraespecifica en la poblacién depredadora.
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2.4.1.Cambio de escala y modelo Bazykin adimensional

Para reduéir £] numero de pardmetros involucrados en las ecuaciones (2.40) realizamos el siguiente
cambio de escalentemporal 7 = pt/r, v1 = cx/a, y xo = frey/pb usado en [BGM17]. Por lo tanto,

después de aplicasfestos cambios el sistema adimensional de Bazykin que resulta es

k x+1 (2.41)
dy (oo
dt ”<a:+1 Y y)’

donde los parametros u, «, &, k, y la regién de interés estan dados por

dp by Bore akK

==, = —, = , k=—, Qs= , >0,y >0}

n=s = TR, . s={zy)|z=0y=>0}
Observacion 2.4.1 Ndtese que en este ‘escala los pardmetros B y p no dependen de mingun otro

parametro, por lo tanto pueden fijarse y la dindmica de (2.41) quedar descrita con los pardmetros

restantes.

2.4.2. Equilibrios de coexistencia

Cuando los sistemas depredador—presa son medelados mediante ecuaciones diferenciales, la super-
vivencia de las poblaciones interactuantes esta ligada a desstipos de soluciones: los equilibrios de
coexistencia estable y los ciclos limite estables. La btusqueda de cielos limite estables en modelos eco-
logicos no es una tarea simple y una posible ruta para determindr.su existencia es la bifurcacion de
Hopf (ver [Has13]). Sin embargo, como en cualquier otra bifurcacion local, primero tenemos que de-
terminar los equilibrios de coexistencia, y en general, determinarlos es unatarea que presenta muchas
dificultades, ya que la ecuacion polinomial que resulta de la intersecciéoniengre isoclinas puede ser de

un grado muy alto y todos sus coeficientes depender de combinaciones complicadas entre parametros.

En el caso del modelo de Bazykin, Edward A. McGehee y otros tres autores en JNeG 08|, senalan
que la complejidad algebraica de la ecuacion cibica de interseccion de isoclinas nopermite calcular
equilibrios de coexistencia de manera sencilla, consecuentemente, esto dificulta obtenerina expresion
analitica para la bifurcacion de Hopf y por eso se recurre a determinarla de forma numérica. En
este sentido, existen muchos trabajos que abordan este problema desde un enfoque cualitativo y
numérico. Por ejemplo, los autores en [MW85] estudian la bifurcaciéon de equilibrios de coeXistencia

mediante un analisis cualitativo de las féormulas de Cardano. Con una perspectiva diferente, los
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autores en (K W08| proporcionan una técnica de control que permite localizar numéricamente el nimero
méximo de equilibrios. Por supuesto, el problema de determinar equilibrios de coexistencia también
se traslada al anéligis de las bifurcaciones espacio—temporales de las ecuaciones 2.40, por ejemplo, en
[BGM17] se encuentra-un analisis aproximado de la bifurcacion de Turing—Hopf para el problema con
términos de reacciony difusion, ello mediante la técnica perturbativa de escalas multiples. Sin duda,
las complicaciones encontradas en los trabajos anteriores representan la motivacién de este apartado
para mostrar analiticamente a existencia de equilibrios de coexistencia del sistema (2.40) y de los

cuales emergen ciclos limite ‘estables.

El siguiente lema garantiza la exi§tenefa de al menos un equilibrio de coexistencia en el sistema (2.41)

en el interior de €.

k—2 (k42
Lema 2.4.1 FEl punto pg = <2, Ll;ﬁﬁ) es un equilibrio del sistema (2.41) en el interior de
Qs sty solo si los pardmetros o y k satisfacen-las siguientes restricciones

oo RUBEERE) (2.42)

13(k —2)

45k Y
k2(k +2)¢§

Atdn mds, en p = po con pg = Claaprozymacion lineal J(pg) tiene los valores propios

complejos A 2(ji0) = £iw(jo).
Demostraciéon. Primero veamos que la x—isoclina es la siguiente parabola

p

y = ﬁ(x + 1)k —z), (2.43)
. : . k—1
la cual cruza el eje invariante x en 25 en x = k y posee un maximo en &= —
Por otro lado, la matriz Jacobiana del sistema (2.41) es
2z By Bx
p(1-20) - —2 -
k (x+1)2 r+1
J(2,y) =
oy ax
— —(1+2
(+1)2 “(xﬂ (1+ 53/))

Entonces, en el orden de determinar un punto de equilibrio de (2.41) al interior de €5 resolyemos el
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Y
A
(k+1)pp----=----- S P
4k /,’ | \\
//, : \\\
ot : AN
// E \\\ dx -0
/! ! Nt
/| I \\
/I : \
7/ 1 \
I’ : \\
[0 e 1 A
/I 2 \

Figara 2.9: Isoclina de presas.

siguiente sistema de ecuaciones

z=0,

y=0,
tw(z,y)) £0,
det¢ =, y)) >0,

(2.44)

para p, a y u, obteniendo la solucién

Bky (z+1)(Ey+1) 7 Bx(2z+1—k)

= , = = .

(x+1)(k —x) x Yo Sx 4+ 1)%(z — k)
Como todos los parametros son positivos, en estados de equilibrio la coordénada = de cualquier punto
al interior de €14 satisface que x < k, en consecuencia la solucién obtenida\para p es consistente con
el hecho de que p > 0. Notese que la solucion obtenida para p estd bien definida cuando x < %

Finalmente, aplicando la restriccion

E—(1+k)

Tr = 9

y considerando k; = 1, queda demostrado que el sistema (2.41) posee el equilibrio pg ‘al interior de
Qs para k > 2 y por lo tanto la aproximacion lineal J(pg) en u = up posee un par de valoreg™propios

imaginarios puros. [J

La prueba del lema 2.4.1 sigue una estrategia presentada como un ejercicio en [Rob12, pag. 180], asi
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como tambiénsen [CRL+17, Lemma 2| en una forma extensa. Cabe destacar que, la isoclina de la
poblacion de®regas en el sistema (2.41) es la mas importante, puesto que sus propiedades geométricas

determinan en esencia la dinamica de ambas poblaciones.

Corolario 2.4.1 Considerando las restricciones dadas en el Lema 2.4.1, si

328k
(k+2) (k2 —8k—4)p’

k>2<\/5+2> y 0<€< (2.45)

entonces pg es el unico equilibriQ ‘de coexistencia al interior de ;.

Demostracion. Considerando lassfestricciones (2.42), la ecuacién que determina las soluciones no

triviales de (2.41) en términos de la yariable = es

88K - [K((k — 6)k + 20) — 8)¢p

z+k(B+Ep) =0,

donde =z = (k — 2)/2 es una raiz. Entonces, la‘ecuacion cubica factorizada es

k— k
(:p - 22> <—§pm2 - %é“p(k =2 — 2(1;8——|-2£p)) =0.

Por lo tanto, del discriminante de la ecuacion. ¢uadrati€a résultante se sigue que, el sistema (2.41)

tiene un tnico punto de equilibrio en € si

328k
%+2) (2 E8k—4)p

k>2(\/5+2> y 0<¢&<
O

Para simplificar los calculos cambiamos las restricciones (2.42) por

k=2Fko+1) vy a= (ko +1) (QQ%(EI‘:O +2)ép). (2.46)

A partir de aqui, consideramos los siguientes casos sobre kg y p,

ko > 1+ V5, (2.47a)
B (2k3 + Tk + 10k + 4)

2.47b

P<(k0+1)(k0+2)(k0(k8_2)_2)57 ( )
B (2k3 + T3 + 10k + 4)

P~ (ko +1) (ko 1+ 2) (ko (2 —2) —2) € (2247¢)
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2.4.3. 7 Analisis de la bifurcacién de Hopf

En este apartado abordamos la demostracion de la existencia de ciclos limite en (2.41). Primero
demostramos lageondicion de transversalidad de la bifurcacién de Hopf, y luego calculamos el primer

coeficiente de Lyapunov, haciendo uso de la formula Kuznetsov (ver [Kuz04]).

Si consideramos a j1 'cofmo parametro de control en el sistema (2.41) mientras el resto de los parametros
permanecen fijos, y ademéds asumimos las restricciones dadas en el Lema 2.4.1, podemos resumir la

existencia de una bifurcaciéon de Hopf en (2.41) mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 Supongamos que kg satisface la restriccion (2.47a) y que p estd suficientemente cerca
de pg. Entonces, el sistema (2.41) exhibe una bifurcacion de Hopf cuando p cruza a pg. Adn mds, si
se cumple la restriccion (2.47b), la bifurcacion de Hopf es supercritica y el ciclo limite que bifurca de
po es estable para p < po, y si se cumplesla restriccion (2.47¢) la bifurcacion de Hopf es subcritica y

el ciclo limite que bifurca de py es inestable.

Demostracion. Considerando lagstestricciones en (2.45) y tomando los valores (2.46) el sistema

(2.41) se transforma en

g=pz|1— =t z Py
—7 2k +1) )

. (ko4 1) (28 %(ko + 2) EpyTy
v= ( 28ko(2+ 1) _y_§y2>‘

Ahora, para simplificar los cédlculos, multiplicamos ambos lados_d€l_sistema anterior por el término
(x + 1) e introducimos una nueva variable de tiempo ¢ mediante el'gambio dt = (z + 1)dt obteniendo

el sistema polinomial orbitalmente equivalente

(2k0+1)Px2_ P
2(ko+1) 2(ko+1

T = pr+ )a;3—,8xy,

(2.48)

i =y — ey + (2(8 + §p)2;]/§§ (ko +3)&p) ———

El sistema polinomial obtenido posee el equilibrio

po = (ko, tho ;52) P)
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y la matriz Ja€obiana J(z,y) evaluada en pg es

kop
2 (ko +1) ~Fko
J(po) = ;
(ko +2)pp 28+ (ko +2)&p) (ko +1) (ko +2) uép
432k 23

y la parte real de los valoresspropios de J(pg) es

) ) _ p (ko = (o + 1) (o +2) )
H="C3F ~ 28 (ko + 1) '

Tenemos que ((1p) = 0 para

K Bko
HO = g™ 1) 2 (ko + 2) €

y ademas, el determinante de J(po) en po es

kop(B+-€p)
2 0P P
w =———2> > 0. 2.49

s o+ 1% (249
Por lo tanto, en p = o la aproximacion lineal=J(py) poseelos valores propios A1 2(po) = tiw(po) y
se cumple la condicién necesaria para que una bifircacion de Hopf ocurra. El equilibrio es localmente

asintdticamente estable para p > g y localmente asintéticaniente inestable para g < pg.

y A , :0
Yn F---------- r—- —e
e 1 e
Y F-------- A 1 ~
,7 N
Al 1 ~
’ 1 1 AN
L0
A 1 \
o 1 1 \\
’ ' 1 1 R
,' 1 1 1 \
, 1 1 1 \
, 1 | | \
1 LA
, 1 1 \x—O
’ ! 1 1 \
’ ! 1 1 \
/ 1 | | \
, ! 1 1 \
, ! 1 1 \

, ! 1 1 \

, ! 1 1 \

’ I' 1 1 A

' , 1 1 ‘\

’ 1 1 -
’ 0 T k’\ » T

’ [ ZTo Tm \
1 1 \
I 1 \

Figura 2.10: Isoclinas en la bifurcaciéon de Hopf.

En la figura 2.10, z,, es el valor % donde la isoclina de presas alcanza su maximo y po = (2o, %o).
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Ademésgnotese que pg no depende de p, por lo tanto, al variar p el punto pg estéa fijo. Lo siguiente

es verificar Jque las condiciones de genericidad se cumplen. La condicién de transversalidad es

(ko +2)&p

18 < 0.

¢'(no) = —

Ahora, calculamosiel primer coeficiente de Lyapunov y para este proposito fijamos p = pg. Una vez

en po tenemos que, log'eéctores propios normalizados de J(pg) y su transpuesta son

'k22 4(k 122 .
p_(l(op +4 (ko +1)%w?) 1 ikop )7 (2.50)

8Bko (ko +1)2w "2 4(ko+1Dw

(2.51)

- 2K5 (kot 1) p 4iBko (ko + 1) 2w
=\ k202 T 4lhig+ 1)%w? * K2p2 + 4 (ko + 1) 22 )"

con (p, q) = 1. Como siguiente paso, realigamos el cambio de variable real a variable compleja haciendo

la siguiente composicién

s= 20 201 + Zq1, (2.52)

Y= Yo + ZGo K Zq2,

y evaluamos la funcion

H(z,z) = (p, F(po + 2q + 24, ko8¢ ps§, 110))
donde F' denota el campo vectorial definido por (2.48). Entonces{ lasfuncion H(z, z) es
H(Z, 2) = h03§3 + h12252 + h02§2 + h2122§ + h112Z + h3023 -+ h20Z2 + hioz. (2.53)

Los coeficientes de (2.53) estan dados en el Apéndice B, ya que sus exprésiones, son muy largas. En
lo que sigue calculamos la expansion de Taylor a tercer orden para H(z, z) ew'(z, 2) = (0,0), esto es,
1

H(z,2) = iwz + Z mgjkzjzk +O(|2]Y), (2.54)
2<j+k<3

obteniendo las cantidades g;;, en la formula de Kuznetsov’s del primer coeficiente de Dyapunov (ver

Apéndice B). Por lo tanto, el primer coeficiente de Lyapunov para el sistema (2.48) en“pgreuando
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A28 VR (B (23 + TR + 10ko +4) — (ko + 1) (ko +2) (ko (k§ —2) —2) &p)
(Ko +2) /p(B + £p)*/% (28 + (ko + 2) £p)

(2.55)

B (2k§ + Tk§ + 10ko + 4)

(ko +1) (ko +2) (ko (k3 —2) —2)¢
la restriccion (2.47a). Ademésges sencillo verificar que si la restriccion (2.47b) se cumple, entonces

Es claro que ¢1(uo) = 0%8ig solo si p = pg, donde py = bajo
l1(po) < 0y el ciclo limite que_ bifurca de py es localmente estable para p < pg. Por otra parte, si
la restriccion (2.47¢) se cumple, entences ¢1 (1) > 0 y el ciclo limite que bifurca de py es localmente

inestable. [J

2.4.4. Andlisis de la bifurcacién deBautin

En el apartado 2.4.3 probamos la existencia dela*bifurcacion de Hopf en el sistema (2.41). Ademaés,
proporcionamos un conjunto de restricciénes que garantigan el cambio de signo en el primer coeficiente
de Lyapunov. De esta manera, bajo las reStricciones/(247a), (2.47b) y (2.47c), probaremos que el
sistema (2.41) exhibe una bifurcacion de Bautin con respeeto a los parametros p y p. Para esto,
hacemos uso de la expresion dada en [Kuz04] parascalculargel segundo coeficiente de Lyapunov (ver
Apéndice B). Ademas, para probar que el mapeo n(= (u, p) — (€541) es regular cerca de g = (10, po),
hacemos uso de la expresion del primer coeficiente de Lyapunovidada en [GKO07] y un resultado dado

en |Cas+ 18, Lemma 6, Proposition 5|.

2.4.4.1. Segundo coeficiente de Lyapunov

Sabemos que £1(pp) = 0 siy solo si p = pg. Entonces, el cuadrado de la frecuerncialcritica en el punto

(to, po) es

_ B2k§ (ko (ko + 1) (ko 4+ 2) — 1) (ko (ko (2ko + 7) + 10) + 4)
w2(N07P0) = 0 2<k0+1)4(k0+2)2(k0 (kg_z) _2) 252 ) (256)

considerando la restriccion (2.47a) para garantizar que w(ng) > 0y po(po) = po. Entonces, calculamos

la expansion en Taylor a quinto orden para la funcion H(z, z) en (z,z) = (0,0), esto es

1 .
H(z,2) =iwz+ > Tk'gjkzjzk +0(|2]%), (2.57)
2<jth<s )
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obteniendo las cantidades gj;, involucradas en la férmula de Kuznetsov para el segundo coeficiente de

Lyapuriov (ver Apéndice B). Por lo tanto, el segundo coeficiente de Lyapunov en pg en el punto 7y es

8v/26¢ (ko +1)7 (ko + 2) (ko (ko (ko (3ko (2ko + 9) + 56) 4 68) + 40) + 8) &4

. (2.58)
365/2526%2 1]/

la(mo) = —
donde

o1 = ko (k§ —2) —

d2 = ko (ko + 1)(k:0+2) 1,

83 = ko (2ko (ko + 2) + 3) + 2,
04, = ko (ko (2ko + 7) + 10) + 4.

Notese que f2(ng) # 0 para todas lastcombinaciones de los valores que pueden tomar los parametros

de los que éste depende.

2.4.4.2. Condicién de regularidad

Para probar la regularidad del mapeo ==y, p) = (€;¥1) cerca de ny = (o, po), verificamos que el

determinante de la matriz Jacobiana de esté mapeo en 79 es diferente de cero, esto es

A¢(no)( ) 9C(no)

7 p
det 70, (2.59)
ol (no)  Oly(no)
7 p

Para lograr esto, aplicamos dos veces un ttil resultado propuesto coma un'éjercicio en [Kuz04, p. 189]

y usado en [Cas+18| como el siguiente lema:

Lema 2.4.2 Sea J(u) una matriz de dimension nxn con entradas reales y dependiente del pardmetro
, la cual posee un par de valores propios complejos ¢ () £iw(p) tal que ¢(po) =03 wlpo) := wo > 0.

Entonces, la derivada de la parte real de los valores propios complejos estd dada por.

d¢ ()

g = = Fe <;5T- (gi(uo) : q>>

+ iThenticate Pagina 89 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 90 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

68 Modelo depredador-presa de Bazykin

donde p y'q son los vectores propios de J(uo) y su transpuesta

J(po)g = iwg, J" (po)p = —iwp
los cuales satisfacent lascondicion de normalizacion (p,q) = 1.

Acto seguido, procedem@s a calcular el determinante de la ecuacion (2.59). Primero, mostramos que

se satisface la condicién de transversalidad de la bifurcaciéon de Hopf

%1, p) (ko +1) (ko +2) &p
The:uo = - i3 : (2.60)
. ¢k, p) . . _
Notese que o lu=po < 0, en parti€ular esta condiciéon se cumple cuando p = pg, por lo tanto
0 ko4 1) (ko + 2
Clmo) _ “(hes 1) (ko +2)ép0 _ (2.61)
ou 45
Por otra parte, tenemos que
2 (/.cko+ ) 0
9J (1, p) _ ’
ap ’N:HO - )
B+ (koet 2) Ep ko

28 (ko 126 " 20ko + 1)
asi, la transversalidad en la direccion de p en u = g es

OC (s,
L)y =0 (2.62)

en consencuencia, la transversalidad en la direccion de p en 79 es

=0. (2.63)

0l (o) v 0l1(no)
p

Por otra parte, calculamos . De la formula de Kuznetsov y Guckenheimergel primer

coeficiente de Lyapunov en pg es

_ ReCi(p,p) ImC1 (p, p)
gl(ﬂ, )_ CU(,U,p) C( ) ) w2(,u,p) ’ (2'64)
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donde Cf(u, p) es una funcién de variables complejas y diferenciable respecto a p y p. Ain mas, en

np tenemos que

((no) =0, w’(no) >0,

y ademas

_ ReCi(mo)

) == )

(2.65)

Usando (2.61), (2.63) y (2.56) lasderivada parcial de (2.64) con respecto a p evaluada en 7y esta dada

por

%il(??o) = % <w(770)Re <88va1(770)> - ImCl(%)gi(m)) (2.66)

W2(770
e
- S G m) (267)

Considerando (2.66) el determinant€/de la ecuacion (2.59) se reduce a la siguiente expresion

d¢(no)  9Cfao)

g g Lo o¢ aC,
et = = (m0)Re { —=(m) | |,
(o) 9 (mo) (7o) <3P (0,0 >>
K p

donde

7 3 I ] 1
Ci(po, p) = 2%0(0,p) 920911 — 2911911 — 3902002 + 5921

Finalmente, evaluando g¢o0, 911, 911, 902, o2 vV g21, y usando el calciilo jsimbodlico en Mathematica

tenemos que

9(¢, 0) (ko +1)? (ko +2) (ko (k§ — 2) —2) */ko (ko (2ko + T)F 10) + 47 L0

OsP) lymny V28K \/Ro (ko + 1) (ko + 2) — 1 (ko (2ko (ko + 2) 43) % 2)

Con los resultados obtenidos, concluimos que el sistema (2.41) en pg y en 1y presentd una bifurcacion
de Hopf supercritica y el ciclo limite que bifurca de py es localmente asintéticamente estable. Atn
més, bajo las restricciones (2.47a), (2.47b) y (2.47¢) el sistema (2.41) posee uno o dos Ci€los limite.
Todos los resultados hasta este punto se resumen en un lema y un teorema, los cuales enunCiamos a

continuacion:
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Lema 2.4.3_#I mapeo n = (u, p) — (¢, 41) es regular cerca de ny = (o, po)-

Teorema 2.4:2 _Fi sistema (2.48) exhibe una bifurcacion de Bautin en ng = (po, po), alrededor del

cual el sistema (2448) es equivalente a la forma normal

i = (B +1) 2+ Baz|2|? — z|2|*.

2.4.5. Simulaciones nwumeéricas de las bifurcaciones de Hopf y Bautin

En este apartado proporcionamoszalgunas simulaciones numéricas para ilustrar los resultados obte-

nidos previamente. Consideramos log_siguientes tres casos:

1. Primer caso: aparicion de un ciclo lffnite estable en el punto de Bautin ny (donde ¢1(n9) =0y
£2(no) < 0).

2. Segundo caso: con la restriccion p < pg y=¢1(p9) < 0, en el cual se presenta un ciclo limite

estable.

3. Tercer caso: con la restriccion p > pg ¥ bulio) > 07 ensel cual se presentan dos ciclos limite (uno

estable rodeando a uno inestable).

2.4.5.1. Simulaciéon numérica del caso £1(70).=/0 y £2(7p)< 0

Si para los parametros libres del sistema (2.41) asignamos los valotes kg = 4, f = % y & = 1%0

obtenemos que

a ko po  w(no) Po £1(0) £2(m0) Estimacion de £2(no)
103 2 2/16808 1420 7799936705037 aN
5 10 9 243 (4’ W) 0 T 114733364480+/16898 ~N0.522978

Ademas, si tomamos la condicion inicial p; = (4,4), el equilibrio de coexistencia p{“es localmente

estable para p > % tal y como puede verse en la Figura 2.11.
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Figuran241: Solucion con condicién inicial p; para p > §.
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Figura 2.12: Orbita con condicién inicial p; tendiendo a un_equilibrio estable para p > %.

Observamos que como |[¢2(np)| < 1 el sistema oscila con cierta lentitud antés de estabilizarse y alcanzar

el equilibrio pg, pero si [f2(no)| > 1 oscilard poco y alcanzara con muchawapidez el equilibrio py. El

correspondiente retrato fase puede apreciarse en la Figura 2.12.

Ahora, si consideramos las condiciones iniciales po = (4,5.5) y ps = (6,6.2), el'equilibrio de coexis-

tencia pg es localmente inestable para p < % y aparece un ciclo limite estable rodeande al equilibrio

inestable.
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6.0 B

5.0 B

4.5 B

4.0 B

Densidad poblacional de presas
Densidad poblacional de depredadores

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Tiempo Tiempo

Figura 2.13:8elucion con condicién inicial ps para p < %.

Densidad poblacional de presas

Densidadepoblacional de depredadores

0 200 400 600 800 1000 0| 200 400 600 800 1000
Tiempo Tiempo

Figura 2.14: Solucién con condicion inicialps para u < %.

En la Figura 2.13 mostramos las series de tiempo correspondientes alassdensidades poblacionales de
presas y depredadores para la condicion inicial ps. Aqui las oscilaciones vansde una amplitud pequena
a una mas grande hasta estabilizarse en un tamano constante, esto significay gue estamos en una
condicion inicial al interior de un ciclo limite estable. En la Figura 2.14 se¢ mifiestran las series de
tiempo correspondientes a las densidades poblacionales de presas y depredadores paka la condicién

inicial ps.

En esta situacion, empezamos con una amplitud que decae y se vuelve constante, significando que la

condicion inicial es al exterior del ciclo limite.

Asi, en la Figura 2.15 mostramos el retrato fase del ciclo limite estable que rodea al equilibrio inestable,

junto con el par de condiciones iniciales, po al interior del ciclo y ps al exterior
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Figura 2.15: Dos orbitas tendiendo a un ciclo limite estable para u < %.
2.4.5.2. Simulacién numérica del'caso p <po.y £1(po) < 0

Si para los pardmetros libres del sistema (2/11), asignamos los valores kg = 4, 8= 3, p = % y€= 135

tenemos que

« ko no  w(wo) Do l1(po) —_HStimacion de £1(uo)
13 2 21/38 6 5125 Y
o 10 3 25 (4.5) - 1482V/38 p 0560988

Ademas, si tomamos la condicién inicial p; = (4.5, 1.4), el equilibrio de coexistencia pg es localmente

estable para u > %, tal y como se observa en la Figura 2.16.

©
)
s
£ 44 g < 14 .
75 <
4 E
o
<
42 1 9]
~ < 13 i
a o
£ 5
=] —_
T 40 1 g
<
—_ =}
Qo 512 B
2 =
o 38 1 é
=]
g 2 1 1
3 36 ] ]
A &
<5
A 1o 1
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Tiempo Tiempo

Figura 2.16: Solucién con condicién inicial p; para p > %
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v el correspondiente retrato fase puede apreciarse en la Figura 2.17

N

w

~

\

Densidad poblacional*de‘depredadores

6
Densidad poblacional de presas

Figura 2.17: Orbita con condicién inieialp; tendiendo a un equilibrio estable para p > %

Ahora, si consideramos las condiciones inigiales'ps = (6,1.5) y p3 = (4, 1.2), el equilibrio de coexis-

tencia pg es localmente inestable para u £ % y aparece un ciclo limite estable rodeando al equilibrio

inestable.

En la Figura 2.18 mostramos las series de tiempo cotrespondientes a las densidades poblacionales de

presas y depredadores para la condicién inicial po

Densidad poblacional de presas

de presas y depredadores para la condicién inicial pg

+ iThenticate

200 400 600 800 1000
Tiempo

Densidad poblacional de depredadores
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®

200 400 600 800 1000
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Figura 2.18: Solucién con condicién inicial ps para p < %
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Figuran2419: Solucion con condicién inicial ps para p < %

En forma anéloga a las simulaciones=ntmeéricas del primer caso, las primeras series de tiempo corres-

ponden a una condicién inicial al interior del ciclo limite y las segundas a una condicién inicial al

exterior del ciclo limite.

Por dltimo, mostramos el retrato fase del ciclo limite estable que rodea al equilibrio inestable, junto

con el par de condiciones iniciales, Po.al interioridel ciclo y p3 al exterior
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Figura 2.20: Dos 6rbitas tendiendo a un ciclo limite estable para u < %
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2.4.5.3. ‘Simulacién numérica del caso p > po y £1(po) > 0

[C][JN]
Nell

Si para los parametros libres del sistema (2.41) asignamos los valores ko = 4, § = %, p=

y &

tenemos que

a ko w(po) Do 01 (o) Estimacion de £3 (1)
5 3 3v2 8v2 ~
5o0A B2 (19 &2 ~ 0.419026

En este caso tenemos dos ciclos ifmite, uno inestable rodeado de uno estable. Para construir las series
de tiempo y el retrato fase considerdmos tres condiciones iniciales, la condicién inicial p; = (3.5, 8.2)
localizada al interior del ciclo limite ifiestable, la condicién inicial py = (4, 8) fijada entre los dos ciclos
limite pero méas cercana al inestable, y~l&” condicion inicial ps = (6,10) que se encuentra al exterior

del ciclo limite estable.

Para observar los dos ciclos limite en las series'dé’tiempo nos fijamos en la condicion inicial po = (4, 8)
y construimos la solucién numeérica tomando un, tiempo simétrico, ya que en este caso si se podra

construir la historia de esta solucién.

En la Figura 2.21 mostramos la evolucion del gistema(2741) desde el ciclo inestable hacia el ciclo

estable.

Densidad poblacional de presas

Densidad poblacional de depredadores

-1000 -500 0 500 1000 -1000 -500 0 500 1000
Tiempo Tiempo

Figura 2.21: Solucién con condiciéon inicial ps con tiempo simétrico para pu> %

Por dltimo, mostramos en la Figura 2.22 el respectivo retrato fase de ambos ciclos limite
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Figura 2.22: Un foco estable rodeado de_un ciclo inestable a su vez rodeado de un ciclo estable.

Aqui se presenta la generacion abruptasdeun ciclodimite estable, es decir, las 6rbitas con condiciones

iniciales entre ambos ciclos caen con mucha rapidez entel ciclo limite estable.

2.4.6. Bifurcacién de equilibrios de ¢oexistencia

En el analisis cualitativo anterior, hemos trabajado las restricciones dadas en el Lema 2.4.1 y en el
Corolario 2.4.1, las cuales nos garantizan que pg es tnico al interiér.de,{2;. Sin embargo, es pertinente
preguntarse cuéles son los escenarios dindmicos cuando existen dos© tres equilibrios de coexistencia,
asi que estudiamos la bifurcaciéon de los equilibrios en funcion de &, ‘yasque py no depende de este

parametro.

2.4.6.1. Dos equilibrios de coexistencia

Resumimos la caracterizaciéon de dos equilibrios de coexistencia en la siguiente propesi€ion.

Proposicion 2.4.1 Considerando las restricciones dadas en (2.46), si

83 (ko + 1)

’ Voot (ko +2) (k& —2ko —4) p

(2.68)
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entonces el sistema (2.41) posee dos equilibrios al interior de Qs dados por

_ p (ko +2) (ko p(ko+2)(3ko +4)
p(’(k‘)’ 25 ) 1<2’ 86 (ko + 1) )

Y -~

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
1
I
1
I
Z

o | 1 0

Figura 2.23#Dos equilibrios,de coexistencia.

Demostracion. Sélo se debe verificar que, conslasrestricciénsimpuesta sobre &, pg v p1 en efecto son
equilibrios de (2.41). O

En la Figura 2.23 observamos las dos intersecciones, de'las isoclimas al interior de {25, esquema que

podemos obtener fijando los parametros libres en los valores kg =1048 = % yp= %

2.4.6.2. Tres equilibrios de coexistencia

Resumimos la caracterizacion de tres equilibrios de coexistencia en la siguienté proposicion.

Proposicion 2.4.2 Considerando las restricciones dadas en (2.46), si

88 (ko +1)
(k3 —24ko — 8) p’

ki —24ko —8>0 y &= (2.69)

entonces el sistema (2.41) posee tres equilibrios al interior de Qg dados por

Do = (ko,ﬂ(’fow), . (ko+4 3p(ko+6)ko> o <k0—4 p(k0—2)(3k0—|—8))

203 2 7 83 (ko+1) 2 86 (ko + 1)
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Demostracion. Solo se debe verificar que, con la restricciéon impuesta sobre &, pg, p1 y p2 en efecto
son equilibrios de (2.41). O

Figura 2.24:/Tres equilibrios de coexistencia.

En la Figura 2.24 observamos las tres-intersecéiones de las isoclinas al interior de (), esquema que

podemos obtener fijando los parametres libres endés valores kg = 10, B =4y p = 6.

Observacion 2.4.2 El valor critico del paranietro & alrededor del cual ocurre la bifurcacion de equi-
librios es aquel dado en la Proposicion 2.4.14 S0 < &.;"entonces existe un unico equilibrio de coexis-

tencia, y si € > &, entonces existen tres equilibrios de coegistencia.

2.5. Restriccién geométrica en un modelo huésped—parasitoide

En este apartado hacemos uso de la propiedad geométrica que apareée.en el modelo de Bazykin
para caracterizar las bifurcaciones de Hopf y Bogdanov—Takens en un medelo huésped parasitoide,
presentando solo los resultados méas importantes y dejando al lector la consulta’desmas detalles sobre

este analisis en el trabajo publicado [CC22¢].

2.5.1. Introduccién a las interacciones huésped—parasitoide

La interacciéon huésped—parasitoide ha sido estudiada a lo largo de los afios debido a sugran im-

portancia econ6émica, ya que los parasitoides pueden actuar como agentes de control de plagas en
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cultivos. A\diferencia de los parasitos que se alimentan de huéspedes vivos sin matarlos, los parasitoi-
des generalménteymatan a sus huéspedes antes de que puedan producir descendencia. La dindmica de
un sistema huésped#parasitoide se puede describir en términos de ecuaciones diferenciales no lineales
acopladas, cuya dinamica resulta compleja y atractiva para los tebricos de la ecologia, debido a la

posibilidad de predecir escenarios en los que los parasitoides pueden controlar a los huéspedes.

Un ejemplo bien conocido“desinteraccidon huésped—parasitoide es la depredacién de minadores de hojas
por parte de parasitoides qlie péTtenecen a diferentes familias del orden Hymenoptera [HTH93]. Un
tipo particularmente interesante\de parasitoides, los llamados parasitoides generalistas, son aquellos
que no tienen preferencia por un tipe inico de minador de hojas. Por otro lado, los minadores son
insectos cuyas larvas viven y se alimentan dentro de las hojas de las plantas, consumiendo el tejido
meso6filo sin dafiar la epidermis de laf hoja, y se caracterizan por una homogeneidad ecolégica y

taxonomica distintiva [CT97].

Varios estudios sugieren que una posible falta, de control de plagas por parte de los parasitoides
generalistas se debe a su predileccion por su fuemte alternativa de alimento [Eh198; MTT04; KS05;
Van+01], es decir, la erradicacion de lasspgblaciones invasoras depende directamente de la preferencia
que el parasitoide tiene al consumirlas, proéesos.que ya han sido estudiados en su dindmica temporal
y espacial (ver [Wal94]). Se sabe que los parasitoides sonumtiy efectivos para matar a sus hospedadores
en la etapa larvaria (ver [Mir+498|), estableciendo.asi una. imteraccion de tipo depredador-presa con
sus hospedadores, lo que hace posible analizar la initeraccion huésped invasivo—parasitoide generalista

mediante modificaciones del modelo Rosenzweig-MacArthur (ver [Mag+08]).

2.5.2. Modelo y sus supuestos ecologicos

El modelo huésped—parasitoide generalista ha sido ampliamente estudiadé utilizando la teoria de
las bifurcaciones, véanse [SW20] y [Xia+20]. Sin embargo, el enfoque para ¢alcular los puntos de
equilibrio no triviales ha sido siempre el habitual, es decir, resolver solo para las variables asociadas
a las densidades de poblacién considerando o no las condiciones de singularidad dé cada bifurcacion,
lo que puede resultar muy complicado en general incluso teniendo como apoyo el caleule”simbélico
en Mathematica o Maple. Motivados por esta complejidad, abordamos esta dificultadwreselviendo
para parametros y no solo para variables asociadas con densidades de poblacién, tal comogpreeeden
en [Cas+ 18], pero considerando las condiciones de singularidad de las bifurcaciones. Este enfoque,
ademés de ser computacionalmente mas accesible, nos lleva a encontrar que existe una restricgion
en una de las poblaciones, la cual caracteriza las condiciones necesarias para que se produzcan las

bifurcaciones de Hopf y Bogdanov-Takens. A continuacion, presentamos el sistema de ecuaciones
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diferencidles del modelo huésped—parasitoide generalista.

Supongamos’que x1(t) y x2(t) son las densidades de huéspedes y parasitoides, respectivamente, en el
tiempo ¢t > 0..Fl modelo ecologico simple que describe la interaccion entre estas poblaciones consiste

en el siguientelsistema de ecuaciones diferenciales no lineales

. 1 I EX1X
xr1 = X —_——_— —_———mo
1= pP1x1 ey cha + 1
(2.70)
. EX1T2 )
pu— D 1 -
& Pyehxl +1 +Pa%2 ( k2>’

donde p; y p2 son los potenciales/bidticos de los huéspedes y parasitoides, respectivamente. El para-
metro k; es la capacidad de carga_dé los huéspedes, mientras que ks es la capacidad de carga de los
parasitoides en ausencia de huéspedes.sl.a tasa de encuentro esta representada por €, h es el tiempo de
manipulacion (tiempo que tardan los parasitoides en consumir huéspedes) y = es el factor de eficiencia

de conversion. Todos estos parametros son estrictamente positivos.

2.5.3. Poblacién de huéspedesqyla geometria de su cero—isoclina

Antes de caracterizar los puntos de equilibrie no trividles de la ecuaciéon (2.70), estudiemos las pro-
piedades geométricas de la cero—isoclina defla poblacién”de huéspedes, ya que la simplicidad de la

respuesta funcional de Holling II es determinantesen la estabilidad local del sistema (ver [Has13]).

De la primera ecuacion del sistema (2.70) encontramos que la gere—isoclina de huéspedes esta dada

por

P1 (k‘l — xl) (shxl + 1)
Ekl ’

f(z1) = (2.71)

que corresponde a una parabola que, en la regién de interés ecolégico, cortalel eje horizontal en

x1 = ki, y el eje vertical en f (0) = 2y Ademas, la funcién (2.71) alcanza unf maximo en
€

= €hk1 -1
L= 9ep
p1(ehky +1)2
4€2hk‘1

1
x7] es ecologicamente factible cuando k1 > —, y f(2]) = . La discusiénfanterior se

eh
ilustra en la Figura 2.25.
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0 ! T
Figura 2:25¢ Cero—isoclina de huéspedes.
El sistema dindmico (2.70) exhibird fenomenos/interesantes cerca del punto Xpe. = (27, f(x7)),

como la aparicion de multiples puntos de_equilibrio de coexistencia (CEP), y la aparicion de ciclos
limite cerca de los CEPs que presentan pérdidas de=sti estabilidad. Estos escenarios dindmicos seréan

discutidos méas adelante en detalle.

2.5.4. Equilibrios de coexistencia

Los puntos de equilibrio triviales de (2.70) son: la extinciéon deiambas poblaciones, el huésped en
ausencia del parasitoide generalista y el parasitoide generalista en auséncia del huésped, que identi-

ficamos con los puntos (0,0), (k1,0), (0, k2) respectivamente.

Los equilibrios de coexistencia ecologicamente viables corresponden a lasfsoluciones positivas del

siguiente sistema algebraico de ecuaciones

I ET2
1 _ _— =
P1 ( k1> chx1 +1 0,

EXq )
—_— 1-—=]=0.
Vahx1+1+p2< k2>

Esto implica que las densidades x1 y z2 estan determinadas por las raices positivas de las siguiéntes

(2.72)

dos ecuaciones cibicas

2 1 (klkg) (’)/ + hpg) 2]€1 kl (Ekz - pl)

3 2

+ =k + + ~ )= 0 2.73
e (€h 1) e (EQhQ h2p1p2 eh ! €2h2p1 O ( )
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2k k k2
23 — 2+ hp) 23 + sy (YP1p2 + kae (7 + hp2) 2) w2 — 5 P2 (kye (v + hps) + p2) = 0.

hps e2h2k1p5 £2h2k; p3

(2.74)

Segun la reglae'signos de Descartes, la ecuacion (2.73) presenta condiciones en sus coeficientes que
nos permiten detérminar tres soluciones positivas para xj. La ecuacion (2.74) tiene maximo cambio

de signos, lo que implica*que podemos tener tres soluciones positivas para xs.

Obtener raices positivagsde. (2.73) y (2.74) es una tarea muy compleja desde el punto de vista alge-
braico. Sin embargo, es posible obtener soluciones positivas simples si restringimos nuestro problema

a las condiciones de singularidad de las bifurcaciones de Hopf y Bogdanov-Takens.

Las restricciones algebraicas anteriores, garantizan la existencia de al menos un equilibrio de coexis-

tencia donde aparece un ciclo limite:

Teorema 2.5.1 El sistema de ecuacion@s diferenciales (2.70) tiene al menos un punto de equilibrio

de coexistencia donde ocurre una bifurcacion=de Hopf.

Demostracion. Para determinar uneguilibrio de'coexistencia donde ocurre una bifurcacién de Hopf
seguimos la estrategia de usar las condiciones de singularidad de la bifurcacién Bogdanov—Takens, ya
que en esta bifurcacion de codimensiéon dosjesta contenida la bifurcaciéon de Hopf que es de codimensién
uno. Una vez encontradas las restricciones”pazamétricag’ producto de resolver el sistema extendido
de Bogdanov—Takens, buscamos las condicionegsde bifurcacién de Hopf cuando variamos ligeramente
el determinante de la aproximacién lineal en la direccion del semieje positivo del determinante en el

plano traza—determinante.

En primer lugar, calculamos la matriz Jacobiana de (2.70), que viene'dada por

EX2 2p11}1 EX1
_(€hl’1—|—1)2 B k1 A _Ethl-I—l
J (1‘1,3?2) = (2.75)
VEX2 YETL  2pawy n
(€h$1 + 1) 2 chri +1 ko 2

Posteriormente, en lugar de resolver (2.72) para las densidades x1 y x2, consideramos.los parametros

P1, Y, p2 , ko para resolver el siguiente sistema extendido

i1=0, @3=0, trJ=0, detJ=0. (2.76)
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Entonces, la solucion no trivial para (2.76) esta dada por

N 6/€1$2
PL= e —21) (chay + 1)

x122 (ehky — 2chxy — 1) 2
(k1 — :cl) 2 (Eh:L‘l + 1)

(2.77)
87109 ((€hk‘1 — 2ehxy — 1) (—6hk‘11‘1 + 25]11’% + k‘l))

P20 = (k1 — 21) 2 (chay + 1) 2 ’

T9 (—shklxl + 2shx% + kl)
k?l — L1

koo =

donde g = (p20, k20) es la solucion corréspondiente a los valores criticos de la bifurcacion Bogdanov—

Takens y pog es el valor critico de la bifurcagiébn de Hopf.

Ecolégicamente, para valores de equilibrio, a lo_sumo puede ocurrir que la poblaciéon de huéspedes
alcance su capacidad de carga, pero baje’el supuesto de que no hay interaccion con la poblacion del
parasitoide. Por otro lado, para equilibrios<de coexisteéncia siempre se cumple que k; > z; y, por
tanto, la expresion que obtuvimos para p; es\estrictarnente positiva y, en consecuencia, consistente

con los supuestos iniciales sobre todos los parametros.

Ademés, de (2.77) observamos que v > 0, pao > 0% kgg > 0 cdando
—ehky +2her1 +1<0 & <]y k> 2. (2.78)

Esto significa que la aparicién de orbitas periddicas se produce alrededox, de aquellos equilibrios de
coexistencia situados por debajo del valor maximo de la cero-isoclina de huéspedes y en la regién
creciente. Por lo tanto, para determinar un equilibrio de coexistencia parawwalores suficientemente

cercanos al valor de bifurcaciéon pg, fijamos z; tal que z; < x] a través de la siguiente restriccion

_e’;‘hkl—kg—l

2.79
5o (2.79)

z1

donde k3 es un parametro estrictamente positivo que controla el tamano de la densidad=x; para
garantizar que z; < zj. Finalmente, para asegurar que (2.79) sea una cantidad positiva, usamtos los

siguientes cambios

ks + ks + 1 ks + 2
=, k3:

k
! ch ks

(2.80)
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donde kg'es un parametro estrictamente positivo que ocupa el mismo rol que k3. Por tanto, conside-

rando (2.80) tenemos que la coordenada x; de un equilibrio de coexistencia esta dada por

L3
2h’

Tr10 — (2.81)

»
Ky 1

=%

Figura 2.26: Un equilibrio”de~coexistengia con restriccion geométrica zig < z7.

Desde un punto de vista geométrico, resumumos en laFigura 2.26 la idea principal para el analisis
cualitativo del sistema (2.70), es decir, mostramos un equilibrio de coexistencia Xy que cumple con
la restriccién de estar situado por debajo del punto maxime_X,,., de la cero—isoclina ; = 0. Tenga
en cuenta que, si queremos determinar las coordenadas de X encentrando soluciones positivas para
(2.73) y (2.74), solo se deben cumplir ciertas restricciones en los€oeficientes de (2.73) segtn la regla
de los signos de Descartes. Por lo tanto, es natural que solo la coordenada x; esté restringida para

valores lo suficientemente cercanos al valor de bifurcaciéon pyg.

Ahora, determinamos la coordenada o de Xy para p # pg resolviendo (2.72), para p; y x2, pero

considerando los cambios (2.80) y (2.81) en k1 y x1, respectivamente. Entonces; obtenemos la solucion

- ek (k5 + 2) ks + 2) (h (ks + 2) p2 + vks)
! hp2 (ks +2)*

vkskg
h (ks + 2Yp2

, Tog = ko + (2.82)

Con los resultados anteriores determinamos al menos un equilibrio de coexistencia erniel que es po-
sible estudiar las bifurcaciones no degeneradas de Hopf y Bogdanov-Takens. Sin embarge, podemos

describir la bifurcacion de equilibrios de coexistencia cuando el potencial bidtico ps esta alrededor del
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siguiente valor’critico

(6 —ks)ks

= ORI G 6, 2.
P2 = e 1 2)2 5 <6 (2.83)

“‘ 0 /\‘1

Figura 2.27: Equilibrios para ps = pac. Figura 2.28: Equilibrios para py > pae.

De esta forma, si pa < pac, entonces el eqatilibrio‘de coexistencia Xy es el tinico que posee el sistema
(2.70). Por otro lado, si p2 = pac, entonces2:70) tiene dgs equilibrios de coexistencia (ver Figura 2.23),

y finalmente, si ps > pa., entonces (2.70) tiéne tres equilibrios de coexistencia (ver Figura 2.24). O

Este ultimo analisis de la bifurcacién de los equilibrios de céexistencia revela una gran riqueza dina-
mica en el sistema de ecuaciones diferenciales (2.70), ¥ en el sigiiente apartado planteamos una breve

discusién sobre aquellos que consideramos mas relevantes.

2.5.5. Discusion sobre los hallazgos en el modelo huésped-—=parasitoide

Desde el punto de vista del modelado matematico, el sistema huésped—parasitoidé generalista (2.70) al
igual que el sistema tipo Bazykin (2.40), es una modificacion del modelo de Rasenzweig-MacArthur,
y en este tltimo, la bifurcaciéon de Hopf ocurre exactamente en el maximo de la cerexisoclina de la
poblacion de huéspedes [Has13; Kuz04|. Estos modelos tienen en comtn que la geometrfa de la cero—
isoclina del huésped, determinada por la respuesta funcional de Holling tipo II, es parab6li¢a; mientras
que difieren en la ecuacién diferencial que rige el crecimiento de la poblacién del parasitoide.solo en un
término de autointeraccion para la poblacion de parasitoides. En el modelo de Rosenzweig-Mac&xthur
los parasitoides se extinguen en ausencia de huéspedes, ya que estos son su dnica fuente de alingento.
En cambio, con el sistema huésped—parasitoide generalista, los parasitoides sobreviven inclusol en
ausencia de huéspedes, puesto que los parasitoides poseen una fuente alternativa de alimento. Es asi

que, al cambiar de un parasitoide especialista a uno generalista en el modelo Rosenzweig—MacArthur,
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se induce una restriccién geométrica que caracteriza a los equilibrios de coexistencia donde pueden
ocurrirlas Jbifurcaciones de Hopf y Bogdanov—Takens, quedando estos localizados por debajo del

punto maxime de la cero—isoclina de la poblacién de huéspedes.

El analisis dinamico discutido en el trabajo publicado [CC22¢| tiene dos temas relevantes desde el
punto de vista ecoldgico. Por un lado, el control biologico de los huéspedes puede ocurrir mediante
la aparicién de un cicle*limite inestable que cierra una regién al interior del primer cuadrante donde
todas las 6rbitas tienden al’equilibrio en el semieje invariante 2o > 0, es decir, un control en el que los
huéspedes se extinguen yflaypoblaciéon de parasitoides se estabiliza en torno al valor medio de su fuente
alternativa de alimento, (Sécciofi 4.1 de [CC22¢|: Biological control through an unstable limit cycle).
Por otro lado, el control biol6gico también se puede lograr a través de una dinamica lenta a través de
una bifurcaciéon de Hopf generalizada cuando ps = po.. En este caso, hay colapsos y resurgimientos

en ambas poblaciones, con periodos cortos en los colapsos y largos en los resurgimientos.

Ecolégicamente, los parasitoides generalistas son de fundamental importancia en la estabilidad del
sistema huésped—parasitoide, ya que tienem=una gran capacidad de supervivencia debido a la no pre-
dileccion de algun tipo de huésped/(ver [KE03})nhecho que ha sido verificado experimentalmente
por [INUM99|. Los parasitoides generalistas al no tener preferencia por algiun alimento pueden ser
ineficientes como control biolégico, yasque enfocansSus, esfuerzos en atacar individuos de diferentes
poblaciones. Sin embargo, tedricamente encontramos gue existen condiciones bajo las cuales el para-
sitoide generalista conduce a la extinciéon del(huésped, independientemente de la fuente alternativa de
alimento disponible, que es el escenario dondefel control biolégico lo induce un ciclo limite inestable

y la naturaleza inestable del punto de extincién.

2.6. Otros modelos con la misma restricciéon geométrica

En este apartado presentamos dos modelos depredador—presa que exhiben=una restriccién geométrica
sobre su cero—isoclina de presas, pero que a diferencia de los modelos de Bagykin® (2.40) y huésped—

parasitoide generalista (2.70), la geometria ya no es parabolica.

2.6.1. Modelo con respuesta funcional Crowley—Martin
La respuesta tipo Crowley-Martin (ver [SGO1]) considera que el depredador tiene un limite@n el que

alcanza la saciedad y que ademés existe interferencia entre miembros de la poblacién depredadora. El

sistema depredador—presa tipo Gause que resulta de considerar esta respuesta funcional en el modelo

+ iThenticate Pagina 109 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 110 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

88 Modelo depredador-presa de Bazykin

Rosenzweig—MacArthur es

. (1 x1) ar Ty
T = px - — | -
L= k) U+ bay) (1 + caz)
(2.84)
YT1T2

— dxo,
(1 +ba1) (1 +caa) 2

7:t2 =

donde x1 y x9 son las densidades de presas y depredadores, respectivamente. Aqui p y k representan
el potencial bidtico y la capagidad de carga de la poblaciéon de presas, a y b miden los efectos de
la tasa de captura y el tiempe,de manejo sobre la tasa de consumo, ¢ es la tasa de interferencia
entre depredadores, y v es la tasa.deé efectividad de conversion de biomasa de presas en biomasa de

depredadores.

> T

0 / x m k

Figura 2.29: Un equilibrio de coexistencia con restriccion geométrica 19 < Tp,.

Desde el punto de vista de la modelacion matemaética, la razon por la cual este médelo esta conectado
con los modelos de Bazykin (2.40) y huésped-parasitoide generalista (2.70) es séneilla, pues solo basta
observar que cuando la tasa de interferencia es cero se recupera la respuesta funcional Holling tipo
II. Ademas, también puede admitir tres equilibrios de coexistencia (ver Figura 2.30), algo que hasta
el momento parece una simple coincidencia por el tipo de geometria que estd en el €©asé, limite de
interferencia nula. Entonces, es natural pensar que, la restricciéon geométrica que caraeteriza a los
equilibrios de coexistencia en este modelo, estan acotados por el critico de la cero—isoclina de presas.

En este caso, tal como se observa en la Figura 2.29, el critico es un maximo.
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Y

X1

0 / Tm 2

Figuras2.30:. Tres equilibrios de coexistencia.

Por tltimo, cabe destacar que la dindmica local del modelo depredador—presa (2.84) ha sido muy
revisada, por ejemplo, en [PG12| los. autores Kathy Erika Peralta y Gamaliel Blé realizan un analisis
exploratorio de los equilibrios no triviales. De"igual forma, existe una gran variedad de publicacio-
nes que abordan el analisis cualitativelde la dinamica local y global a modificaciones de sistemas
depredador—presa con este tipo de respuesta funcional, asi como también el anélisis de modelos
espacio—temporales con términos de reaccién y difusion)(ver [Don+15; CWY18; Tiw+19; Tri+ 20;
Hos+21; 1L.X22]).

2.6.2. Modelo depredador—presa con cosecha de esfuerzo constante

Existe una respuesta funcional no monétona que ha sido ampliamente usada en la modelacion de
sistemas ecolégicos y es la Holling tipo IV. En este caso, los autores\Lifang Cheng y Litao Zhang
estudian las bifurcaciones de Hopf, Bautin, Bogdanov—Takens, y ctuspide.en’ un sistema depredador—
presa que considera una cosecha de esfuerzo constante en un esquema Leslie-Gower (ver [CZ21]). El

sistema de ecuaciones diferenciales no lineales es el siguiente

. ( 12 ) maxy
t=rz(l——=)— — T
! K) b+a?2 7
(2.85)
. y
W =2y (1 - 7) — 2y,
ST
ee donde x y y representan las densidades de presas y depredadores, respectivamente. La tasa K es la

capacidad de carga medio ambiental de la presa, m denota la tasa maxima de depredacioén, b es la bien
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conocida constante de saturaciéon media, s es una medida de la calidad del alimento que proporciona
la presa para“que el depredador lo traduzca en el nacimiento de un nuevo individuo de su poblacion.
Las tasas 71 y rg reépresentan el crecimiento de la presa y el depredador, respectivamente. Las tasas

c1y co miden los eSfuerzos de recoleccion.

Después de un cambid desescala propuesto por los autores, el sistema orbitalmente equivalente que

obtienen es

(2.86)

donde a, d, 3, h1 y ho son parametros positivos. Aqui los parametros hy y hs son los llamados esfuerzos

de cosecha reescalados. Si ademas, en los'parametros a y hi aplicamos los siguientes cambios

9 . h10
Q= ————— e —
4(h10+3)25% "~ h10+3’

donde hig es un pardmetro positivo que gontrela eltamano de hi, tenemos que al resolver el sistema
extendido

i=0, §=0, lteF=0, “deOT> 0, (2.87)

para las variables y, d y 3, encontramos que la densidad de presas.a satisface que

1 3

—— << 0.
2(h10 + 3) v 2(h10 + 3)

y se puede probar sin tanto esfuerzo que, los extremos del intervalo dowde vive x, resultan ser los
valores criticos de la cero-isoclina de presas del sistema (2.86), tal como se ve‘en la Figura 2.31 a

continuacion
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Figura 2.31: Equilibrio_de-coexistencia donde ocurre bifurcacion de Hopf.

Esto significa que la bifurcacion de Hopf\guieda acotada entre el punto maximo y el punto minimo de
la cero—isoclina de presas, pero también lasbifurcacién Bogdanov—Takens corre con la misma suerte
y es algo que no es complicado dé=probar. En, gste sentido, un primer bosquejo de demostraciéon
para un modelo en particular en el quée\esto aparézca, es elegir alguno de los criticos y suponer que
es equilibrio de coexistencia resolviendo=el-sistema para parametros. Verificamos si se satisfacen las
condiciones de singularidad de la bifurcacién de Hopfy encontraremos que no se cumplen. Lo mismo
si desplazamos las coordenadas de alguno de“esseriticos; por ejemplo, si elegimos el maximo, cuando
estamos por debajo del mismo solo que en la*fegién decreciénte. De igual manera, si elegimos el
minimo, desplazamos las coordenadas del minimo para estarfantes del mismo y ahi encontraremos

que no se satisfacen las condiciones de singularidad de la bifurcaeién de Hopf.

Observamos la apariciéon recurrente de una restriccion en la poblacidn=de presas que caracteriza a
los equilibrios de coexistencia donde pueden ocurrir las bifurcaciones dé_Hopf y Bogdanov—Takens,
manifestdndose en modelos que no estan necesariamente conectados desde el punto de vista de la
modelaciéon matemética. Lo que si es evidente es que poseen una caracteristicasén ‘comun, y es que en
los cuatro sistemas depredador—presa el nimero de equilibrios de coexistencialque admiten es tres.

Esta reflexion nos motiva a plantear la siguiente conjetura:

Conjetura 2.6.1 Si un sistema depredador—presa admite exactamente tres equilibrios al interior del
primer cuadrante de R?, entonces los equilibrios no triviales donde ocurren las bifurcaciofesyde Hopf
y Bogdanov-Takens satisfacen que su coordenada de presas queda acotada entre los valords criticos

de su cero—isoclina.
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Capitulo 3

Dos presas ew’.competencia y un depredador

En este capitulo abordamos el analigis“de la bifurcaciéon de Hopf del sistema de dos presas en com-
petencia y un depredador. Primero haeemios una revisiéon del criterio de suma bialterna y el de Liu
para establecer el teorema de la bifurcacién’simple de Hopf que usamos para presentar este analisis
en el modelo bajo estudio. Finalmente, establesemos los resultados principales con sus respectivas
pruebas, asi como también simulaciones numéricas‘que ejemplifican nuestros hallazgos teéricos. Para
mayores detalles, lo expuesto aqui sobre_etiterios'tipo determinante para bifurcaciéon simple de Hopf

se puede consultar en los trabajos [MD95:"GS99.

3.1. Suma bialterna y bifurcacién.simple. de Hopf

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, el sistema essasintdticamente estable si y solo
si todas las raices de la ecuacién caracteristica tienen partes realesgiegativas. En este sentido, el
criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz es bien conocido [Gan59|. Dadgwun sistema de ecuaciones
diferenciales no lineales que depende de al menos un parametro, el sistéma exhibe una bifurcacién
simple de Hopf cuando un par de raices complejas conjugadas de la ecuacionicaracteristica atraviesan
el eje imaginario, mientras que las otras raices tienen parte real negativa. Liu/[Liu94| mostr6 un
criterio de bifurcacion simple de Hopf basado en el criterio de Routh-Hurwitz. Fuller [Ful68] dio
un criterio alternativo para la estabilidad. El criterio de Fuller tiene una ventaja sebxe el criterio
de Routh—Hurwitz en el sentido de que, mientras que los determinantes de Hurwitz ifnvolucrados
en este dltimo tienen elementos que son en si mismos sumas de determinantes, los elementos de los
determinantes involucrados en el primero son més simples. En este apartado se mostrard un ériterio
para la bifurcacién de Hopf simple basado en el criterio de Fuller, para luego ser aplicado a ndestro

sistema de dos presas en competencia y un depredador.

92
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3.1.1. Criterios de Routh—Hurwitz y Fuller

Considereun/sistema

dz; - )
dtZ :Zaijafi, (1=1,2,...,n), (3.1)
j=1

donde a;; son coeficient€s, constantes reales. En notaciéon matricial, el sistema anterior es

dzx
= = Ax. 2
o T (3.2)

Para que este sistema sea asimtéticamente estable, es necesario y suficiente que todos los valores

propios de la ecuacién caracteristica’de A, esto es,
AL, — Al =0 (3.3)
tengan parte real negativa. Ahora demotemos (3.3) como la siguiente ecuaciéon polinomial
PN AP A a4+ po =0, p, >0 (3.4)

Routh [Rou77] dio el siguiente criterio de/estabilidad:

Teorema 3.1.1 (Routh 1877) Considere la eeuacion®(3.4). Sea
G t™ + G ™ L+ g@=)0 (3.5)

la ecuacion de sumas de pares de raices de la Ec. (3.4), esto es, (deja que las raices de la Ec. (3.5)

sean n(n — 1)/2(= m) valores

p=X+X, (=23,...,n;j=12,...,i—-% (3.6)
donde Ai, Mg, ..., \n son las raices de la Ec. (3.4). Sea g > 0, entonces, paranque todas las rai-
ces de la Ec. (3.4) tengan parte real negativa es necesario y suficiente que poSpeise - ,Pn—1 > 0 y

q0,91,---,9m—1 > 0.

Las condiciones involucradas en el teorema anterior tienen un par de desventajas impertantes. Pri-
mero, no todas son independientes, siendo n(n + 1)/2 el nimero de condiciones, cuando“soloyn son
las necesarias. En segundo lugar, es complicado realizar estos calculos en el caso general. El teorema

3.1.1 se mejora con el criterio de Routh-Hurwitz, ya que este dltimo solo requiere de n condiciones.
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Teorema'3.1#2 (Gantmacher 1959) Todas las raices de la Ec. (3.4) tienen parte real negativa si

y solo si
H,, H,,...,H,>0, (3.7)

donde H; son los determimantes de Hurwitz:

Hl = Pn-1,
Y — Pn—1 Pn-3 ’
DPn Pn—2

Pn—1 Pn-3 Pn—5
Hjz = Pn® Pn—2 Pn—4 |>
0 Pn—1 DPn-3

Pn—1 Pn23 Pn—5 0 <38)
Pn Pnu=25Pn—4 0
H, = Pn—1 DPn-3 0
Pn Pu—2 0
Po

Sin embargo, como senalé Fuller (1968), los determinantes de la mateiz"Hurwitz tienen elementos que

son en si mismos sumas de determinantes, y para n > 2, H; se vuelvé extremadamente complicado.

Luego, Fuller plante6 la pregunta de si se pueden obtener criterios alternativos de estabilidad usando
determinantes en los que los elementos de esos determinantes sean funciones mas simples de a;; de
la matriz A, y presentd dicho criterio basado en el teorema 3.1.1. En lo que ‘sigue, el criterio de

estabilidad se establecerd de acuerdo con el trabajo de Fuller.

Comenzamos introduciendo el producto bialterno de matrices estudiado por Stéphanos-(1900) [Ste00],

y consideramos una matriz cuya ecuacion caracteristica es la ecuacion (3.5).

Definicion 3.1.1 (Stéphanos 1900) Sea A una matriz n—dimensional (a;j) y sea B ung ‘matriz
n-dimensional (bij). Sea F' una matriz m = n(n — 1) /2-dimensional (fpqrs) cuyas filas estdn, eti-

quetadas por los indices pq (p = 2,3,...,n;¢=1,2,...,p—1), cuyas columnas estin etiquetadas por
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los indiees rs (r =2,3,...,n;s =1,2,...,7 — 1), y cuyos elementos son
1 a a b b
qu,rs = 5 P e rr be . (3.9)
byr  bys Qgr  Qgs

Entonces, F es el’producto bialterno de las matrices A y B, y se escribe como A ® B.

Teorema 3.1.3 (Stéphanos 1900) Las raices caracteristicas de la matriz
G=2A01,, (3.10)

donde A es una matriz n—dimensional (a;j) y I, es la matriz identidad de dimension n x n, son los

n(n—1) /2 valores
NN, =23 =12, i—1), (3.11)

donde X\; son los valores propios de A.

Los elementos de matriz de G estan=dados por

Opr  Ops

Gpr  Aps

3.12
3" .. (3.12)

9pq,rs =

Qqr Qgs

donde &;; es la delta de Kronecker, d;; = 0 para 1) j, y 0i;.= 1 para i = j. Aquip > q yr > s, de

esta forma, la Ec. (3.12) se expresa mediante la siguiente fun€ign a trozos

(

—Qps st =q
pr SiT#FPpYs=4q
Goaurs = app T agq  SLT =P YS=(q (3.13)
ags SIT=pYys#q
—Qgyr sis=0p
0 en otro caso

El producto bialterno de matrices (3.10) es conocido como la suma bialterna de la matriz A y pa-
ra calcularla podemos usar la implementacion del Repositorio de Funciones Wolfram que leva por
nombre BialternateSum [CC22b]. En el Apéndice A se encuentran dos implementaciones Wolfram

Mathematica para calcular las matrices Hurwitz y de suma bialterna.
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Teorema'3.1#4 (Fuller 1968) Sea A = (a;j) una matriz cuadrada de dimension n > 1. Sea G =
(gij) una matriz ¢uadrada de dimension m = n(n—1)/2 definida por la Ec. (3.10), con elementos dados
por la Ec. (3.12)§ o gequivalentemente por la Ec. (3.13). Entonces, para que las raices caracteristicas de
A tengan todas sus partes reales negativas, es necesario y suficiente que en el polinomio caracteristico

de A, esto es,

A, — A| (3.14)
y en el polinomio caracteristico de G, esto es

lwly, — G|, (3.15)

los coeficientes de \' (i = 0,1,...,n — ¥ yu~(i =0,1,...,m — 1) deben ser todos positivos.

El criterio de Fuller se puede considerar comoguna soluciéon alternativa a la segunda desventaja del
Teorema 3.1.1. Jury (1982) [ver JP75, pag. 109] ménciona que es recomendable, para efectos compu-

tacionales, utilizar el criterio de Fuller aunique pueda existir alguna redundancia en las condiciones.

Con respecto a la primera desventaja del Tearema 3.1 LgAraposthathis y Jury (1979) [AJ79] demos-

traron que las condiciones del Teorema 3.1.17se pueden ¥édueir a 1 + n(n — 1)/2 condiciones.

Teorema 3.1.5 (Araposthathis y Jury 1979)/Considerelas ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6). En-

tonces, para que las raices de la Ec. (3.4) tengan sus{pattes reales negativas, es necesario y suficiente

que po >0 ¥ qo,q1,---,Gm-1 > 0.

Observacion 3.1.1 (Jury 1982) El problema de obtener el nimero m#nimo de condiciones en fun-

cion de n sigue siendo un problema abierto.

3.1.2. Ciriterio de Liu para la bifurcacién simple de Hopf

Siguiendo los trabajos de Guckenheimer y Holmes (1983) [GH13| y Liu (1994) [l#nu94|, podemos

establecer las condiciones de la bifurcacion de Hopf simple y el criterio de Liu.

Considere el sistema
— = fulz), z€R", peR, (3,46)

con un punto de equilibrio (z*, u*), y f € C*>. Asuma que
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(i)\Lasaproximacion lineal D, f,. (x*) tiene un par simple de valores propios imaginarios puros, y

todoshlos otros valores propios tienen parte real negativa.

Entonces, existe una curva suave de equilibrios (z (p),p) con z (p*) = x*. Los valores propios com-

plejos conjugados'A (1), A (1) de J (1) = Dy fux (z*) son imaginarios puros en p = p*, con p variando

suavemente. Aun mas, si
(i) = (ReA (1)) Z0
du K

entonces existe una bifureacién simple de Hopf. El término “simple” se utiliza para distinguir esta
bifurcacién de Hopf de las bifurcaciones de Hopf con otros valores propios con partes reales distintas

de cero.

Denotamos la ecuacion caracteristigande la matriz Jacobiana J () como el siguiente polinomio uni-

variado en A con coeficientes dependiendo de p:

ALy — J ()| =0, (3.17)

PN 1) = Pu(WAY £ 1 (X7 + ...+ po() =0, palp) > 0. (3.18)

Teorema 3.1.6 (Liu 1994) Asumiendo jyue exist€ una curva suave de equilibrios (x (p),p) con
x (p*) = x* para el sistema (3.16). Las condigiones (v)#€7%) para una bifurcacion simple de Hopf son

equivalentes a las siguientes condiciones sobfe los coeficientes del polinomio caracteristico p (\; )
(7*) po (u*) > 0,Hy (u*) > 0,Ha (u*) > 0,...,Hyp o (1*) > 04H,—1 (u*) =0,

d
11*) — (Hp—1 (1* 0
(i) - (Fca () 70,
donde H; son los subdeterminantes de la matriz Hurwitz.

El criterio de Liénard—Chipard es bien conocido como otro criterio de e§tabilidad (ver por ejemplo,
[Gan59] 1959). Como afirmé Gantmacher [ver Vol. IT Gan59, pag. 173], el criterioide Liénard-Chipard
tiene una ventaja sobre el criterio de Routh—Hurwitz en el sentido de que el ntimero de desigualdades
sobre los determinantes en el primero es aproximadamente la mitad que en el segunde? Desde el punto
de vista computacional, Manfredi y Fanti (2004) [MF04] reformularon el criterio de“Liu reemplazan-
do las condiciones basado en el criterio de Routh-Hurwitz con las correspondientes€ondiciones de

Liénard—Chipard.

Es importante sefialar que este criterio sobre los coeficientes para las bifurcaciones de Hopf con=algunos

otros valores propios con partes reales distintas de cero se ha establecido para sistemas de dimensién
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pequena, eéstos€s, para n (= 2,3,4) (ver Asada y Yoshida (2003) [AY03] para n = 4).

3.1.3. Criterio de Fuller y la suma bialterna

A continuacién se daré un.criterio alternativo para analizar la bifurcaciéon simple de Hopf basado en
el criterio de Fuller. El sigliente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.1, y la idea
de la prueba se debe a la ptueba’ del Teorema 3.1.1 de Routh (1877) y la prueba del Teorema 3.1.6
de Liu (1994).

Teorema 3.1.7 Dadas las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) gm > 0, la Ec. (3.4) tiene un par simple de
raices imaginarias puras, y las otras ‘raices tienen parte real negativa st y solo si Py, P1,- - -, P2 > 0,

Pn-12>0,9 =0, yq1,92,...,qm—1 > 09Aqué, p,—1 =0 cuandon =2 y pp,—1 > 0 cuando n > 3.

Demostraciéon. Condiciéon necesaria: Si la®ecuacion (3.4) tiene un par simple de raices imaginarias
puras, y todas las demés raices tienen partes reales negativas, entonces el lado izquierdo de la ecuaciéon

(3.4) se puede escribir como
p(A) = (A\ +#sX + 50) (3.19)
donde sg > 0y s1 = 0, y entonces s — 43¢ < 0;
r(\) = Pro A" 2 4 1 g AP D 4 gl tiy_o > 0 (3.20)

y todas las m — 2 raices de r () tienen parte real negativa. Enton€es, por el teorema 3.1.1, los
coeficientes del polinomio 7 (\), 79,71,...,7,—2, son todos positivos,“excepto para p; = 0 cuando

n = 2. Por otro lado, el lado izquiero de la Ec. (3.5) puede ser expresadofcomo

q(¢) =t(¢) (¢ +uo), (3.21)

donde ug = 0,
£(C) =tmaC™ " H oo™ P+ lo, b1 >0 (3.22)

y todas las m — 1 raices del polinomio t(() tienen partes reales negativas. Mediante el mismo ra-
zonamiento, los coeficientes de ¢ (¢), to,t1,...,tm—1, son todos positivos. Por lo tanto, tenemads que
q =0, q1,q2,...,q¢m—1 > 0. Condicién de suficiencia: El caso n = 2 es claro. Sea n > 3 asumiende
que po,Pi,---,Pn—1 > 0. Entonces p(A) > 0 para A > 0, esto es, la Ec. (3.4) no tiene raices reales

positivas ni raices cero. Por otro lado, si ¢qg =0y q1,¢2,...,¢n_1 > 0, de la factorizacion de la Ec.
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(3.21), la"Ec. (3.5) tiene todas sus raices reales en el semiplano izquierdo abierto excepto una raiz
real cer0, pero de la Ec. (3.6), las raices reales de la Ec. (3.5) incluye el doble de las partes reales de
la raices cemplejas de la Ec. (3.4). Por lo tanto, la Ec. (3.4) tiene un par simple de raices imaginarias

puras y todas las,demas raices tienen parte reales negativas. [J

Suponiendo que Tas paices de la Ec. (3.17) son A; (1), A2 (i), ..., An (1t). Luego, esta la ecuacion

q (G) Sm (1) "+ gm1 (W) "+ g0 =0,  gm (1) >0, (3.23)
cuyas raices estan dadas por
E(w) =X N (), (E=23,....,n55=12,...,i—1), (3.24)
donde cualquier ¢; es una funcion suave del pardmetro u y m = n(n — 1)/2. Definamos
G().=2J (n) © I, (3.25)

donde J (p) es la matriz Jacobiana del sistema=(3716), I,, es la matriz identidad de dimension n x n, y
® denota el producto bialterno de matrices: Enténees, G (1) es la matriz cuya ecuacion caracteristica
esta dada por la Ec. (3.23).

Teorema 3.1.8 Asumiendo que existe una ¢urya suavederequilibrios (x (1), p) con x (u*) = x* para
el sistema (3.16). Las condiciones (i) y (it) para)la bifupcacion simple de Hopf, son equivalentes a

las siguientes condiciones en el polinomio caracteristico P (Agf)ey su polinomio asociado q (C; p):

(@) po (W) pr (1) - Pna (07) > 0,pn1 (17) = 0,90 (07) = 0% qu (1), g2 (17) - -, g1 (1) >
0. Aqui pp—1 (1*) =0 cuando n =2 y pp—1 (1*) > 0 cuando > 3

4 (@0 (u7)) #0.

(i1') i

Demostracion. La equivalencia de las condiciones (i) y (i') se sigue del teorem@\3.1.7. Por lo tanto,
dado (i), el cual es equivalente a (ii’), en una vecindad suficientemente pequenia=de,u*, ¢ (¢; 1) puede

ser expresado como

q (G p) =t (¢ ) (4 o (1)) (3.26)

donde ug (1*) =0,

(G p) =ttt (W) ¢ A bz () O o (1) et () > 0, to (1) > 0. (3.27)
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Aqui ug (1), te(ie) son funciones suaves de p. Sean los valores propios de J (i) que son imaginarios pu-
ros en 1 = p¥ A1) y A° (11). Entonces, de las Ecs. (3.24) y (3.26) Re A" (1) = (A% (1) + A% (n)) /2 =
ug (@) /2. Por lostanto

i (00 07) 20 3 [ )] 20 (329
DR 6w )] 200 -4 1 ) 20

g

Este teorema es una consecuencia iffnediata de los teoremas 3.1.2, 3.1.4 y 3.1.6. Adicionalmente, Fuller
mencioné la condiciéon necesaria para~que la Ec. (3.14) tenga al menos un par de raices imaginarias
puras, las cuales se obtienen cuando |Gf=<0..En el trabajo [GMS97| (Guckenheimer y otros 1997),
esta condicién es usada para la deteccion niimérica de candidatos de puntos de bifurcaciéon simple de
Hopf. Para mayores detalles se puede consultartRKuznetsov (2004) [Kuz04| o también Govaerts (2000)
[Gov00].

Observacion 3.1.2 El teorema 3.1.7 inwoluera condiciones que son redundantes.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata delsteorema 3.1.5 y la idea de su demostraciéon
se debe a la demostracion del Teorema 3.1.5 de Araposthathis\y Jury (1979) [AJ79].

Teorema 3.1.9 Dadas las Ecs. (3.4), (3.5) y (3.6) gon qm > 0gfla Ec. (3.4) tiene un par simple de

raices imaginarias puras, y todas las restantes tienen parte real negativa si y solo si pg > 0, qo = 0,

yq17q2)"';an—1 >O

Demostracion. La condicién necesaria se sigue del Teorema 3.1.7.

Suficiencia: Si pg > 0, la Ec. (3.4) no tiene raices cero. Entonces se deduceyque la Ec. (3.4) puede
tener un numero par de raices reales positivas o ninguna raiz real positiva. Sia‘embargo, si gg = 0
Y 41,92, --,qm—1 > 0, la Ec. (3.5) tiene todas sus raices reales en el semiplano izquierdo abierto,
excepto una raiz real cero. Asi, de la Ec. (3.6), las raices reales de la Ec. (3.4) debemsér negativas.
Ademés, las raices reales de la Ec. (3.5) incluyen el doble de las partes reales de las raigés tomplejas
de la Ec. (3.4). Por lo tanto, la Ec. (3.4) tiene un par simple de raices imaginarias puras y-todas las

demas raices tienen partes reales negativas. [
/11

Del Teorema 3.1.9, (i) en el Teorema 3.1.8 también se puede reemplazar con (i) a continuacion.

Teorema 3.1.10 Asumiendo que existe una curva de equilibrios (z (u),pn) con x(u*) = z* para
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el sistemt, diferencial (3.16). Las condiciones (i) y (i) para una bifurcacion simple de Hopf son

equivaléntes a las siguientes condiciones en el polinomio caracteristico P (\; 1) y su polinomio asociado
q (G p):
(") po (w*) 2 O0vago (1) = 0,q1 (1) 2 (1) s+ -+, Gm—1 (") >0
(i) - (a0 (1)) 40
dp

Observacion 3.1.3 Flproblema de obtener criterios similares para la bifurcacion simple de Hopf sin

condiciones redundantes sigue.siendo un problema abierto.

3.1.4. Criterio de suma bialterna paran =2y n = 3

Si n = 2 la matriz Jacobiana del sistema diferencial (3.16) es

T = ( ‘7:1,1 () ]:1,2 () ) (3.29)
Jaaekit)  J2.2 (1)

y la matriz de suma bialterna definidd por la Ec.¢(3.22) es

G @) = [711 1 J2n].- (3.30)

En este caso, la condicion (i) en el Teorema 8,110 es pj (@)= |J ()] > 0y qo (¢*) = —G (u) = 0.

Por lo tanto, las condiciones para una bifurcacién simple de Hopf cuando n = 2 son

[/ (u)] >0, —G(u*)=0. (3.31)
y la condicién de transversalidad
2 (-G #0 (3.32)
dp a '

Si n = 3 la matriz Jacobiana del sistema diferencial (3.16) es

Jia(m) g2 () Ji3 ()
J(w) =1 j2a(w) Ja2(p) J23(m) (3.33)
g3 () gz () Jaz(w)
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y la matriz de/Suma bialterna definida por la Ec. (3.22) es

i (p) + J2,2 (1) J2,3 (1) —Jj13 (1)
G (= Ja.2 (1) Jra () + a3 (1) gz (1)
—J3.1 (1) g2, (1) Ja.2 () + Js,3 (1)
En este caso, la condicion (") en el Teorema 3.1.10 es po (u*) = — |J (u*)| > 0, g0 (1*) = — |G (u*)| =

0,01 (1) = |G (1*), +1G (TG (1)l > 0,y @2 (4*) = — G () > 0, donde |G (1) representa
la submatriz de |G (u*)| despuésde borrar la i—ésima fila y la i—ésima columna. Entonces, ¢ (1)
es redundante, puesto que g (1¥) %0 (p2 (u*))2 + p1 (©*). Por lo tanto, las condiciones para una

bifurcacién simple de Hopf cuando n = 3 son
=[S (W) >0, G (1) =0, —tr G (1") >0 (3.34)

y la condicién de transversalidad

d *
7/ (=G wHI) # 0. (3.39)

En los siguientes apartados haremos uso de‘estejultimoscesultado para analizar la bifurcacion simple
de Hopf en el modelo (1.1).

3.2. Analisis del modelo de las tres poblaciones

En la presente seccion, iniciamos el estudio de la bifurcacion simple dé"Hopf del modelo ecolégico
(1.1), el cual consiste de un depredador y dos presas que compiten. Como primer, asunto, establecemos
un resultado para garantizar la existencia de al menos dos equilibrios de coexistencia. Finalmente,
presentamos el analisis de la bifurcacion Hopf en cada equilibrio de coexistencia yven el plano invariante

x = 0, discutiendo al final el significado de nuestros hallazgos.

3.2.1. Equilibrios triviales ecolégicamente viables

El primer equilibrio trivial es el punto de extincién dado por (0,0,0). Los otros equilibrios, Sefi los
puntos (k1,0,0) y (0, k2,0) ubicados en los semiejes invariantes z > 0 y y > 0, y aquellos que estan
en el plano invariante z = 0 dados por (z*,y*,0). Existen otros equilibrios que no son tan triviales

como los anteriores y que son importantes, los cuales corresponden a la dindmica local de dos sistemas
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depredador-presa tipo Bazykin que resultan de considerar ausente a una de las presas, es decir, estos
equilibfios son los que estan localizados en los planos invariantes z = 0 y y = 0 dados por (0, y*, z*)

y (z*,0, 2%); respectivamente.

Para maés detalles/sobre los equilibrios triviales del modelo (1.1), N. Ali y S. Chakravarty proporcionan
un excelente andlisiseen [AC15] sobre la estabilidad de cada uno, determinando las condiciones en un

espacio de parametrossteescalado adecuado.

3.2.2. Equilibrios de Ceexistencia

Los equilibrios de coexistencia ‘d€lsgistema (1.1) estan caracterizados por el siguiente Lema:

Lema 3.2.1 Empezando desde el supuesto de que todos los pardmetros del sistema (1.1) son estric-
tamente positivos. Los puntos X1 = (1, 1,4) and Xo = (4,1/2,1/2) son equilibrios de coexistencia del

sistema (1.1) si y solamente si las siguientes\condiciones se cumplen

a1 = ayp, az FZ.a, by =019, c1 = c10, €1 = e1g ez = e, (3.36)

k1 = k10, k2 = Kog,) 71 = 710, T2 = 120, 0 = 00,

donde a9, a0, bio, C10, €10, €20, k10, k20, 710, 720 Yy 00 son cantidades estrictamente positivas depen-

dientes de los pardmetros libres by, co y d.

Demostracion. Determinar los equilibrios de coexistencia=delesistema (1.1) implica encontrar las

soluciones en el interior del octante positivo de R3 para el siguiehte sistema de ecuaciones

T a1Tz
1—— ) = - =0 3.37
v < ]{31> “ary T+ by ’ ( a)
) agyz
1— _ _ = 3.37b
Yy ( k2> cozy U+ by 0, ( )

e1a1rz €2a2Yz

—dz — 022 =0.
r+br  y+b 2o =0

Entonces, considerando todas las condiciones dadas en el Lema 3.2.1, las cualésgséstan dadas en el
apéndice B porque tienen expresiones muy largas, podemos verificar que en efecto. X; y Xo son

equilibrios de coexistencia del sistema (1.1). O
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3.2.3. La.bifurcacién de Hopf no tiene lugar en X;

Todas las condi€¢lones dadas en el Lema 3.2.1 garantizan la existencia de familias paramétricas para
las cuales los equilibries X; y X» estan en el primer octante de R®. Ahora, para mostrar que la
bifurcacion de Hopf hosbiene lugar en X; primero determinamos su aproximacion lineal, que esté

dada por

Ji1 Ji2 J13
Ar=1 jo1 J22 J23 | (3.38)

J31 J32 J3.3

cuyos elementos de matriz se presentansén el apéndice B. Para buscar una posible bifurcaciéon de Hopf
usamos el Teorema 3.1.10 considerandd gué;n = 3. Como se requiere la estabilidad local, primero

observamos en este caso que
po = — [Agfb2y c2,d)| <0 (3.39)

para tadas las combinaciones de los pardmetros libres'bs, co v d. Por lo tanto, el equilibrio de coexis-

tencia X es localmente inestable y la bifurcaeion de Hopfmo tiene lugar en el mismo.

3.2.4. La bifurcacion de Hopf si tiene lugar en X35

Por el Lema 3.2.1 sabemos que el punto Xy es un equilibrio de coexistencia del sistema (1.1). Luego,

caracterizamos la emergencia de un ciclo limite estable mediante el siguiénte teorema:

Teorema 3.2.1 Tomando la tasa natural de mortalidad de la poblacion depredadora como pardmetro
de bifurcacion, el punto de equilibrio Xo es localmente estable para d > dg ‘ysexhibe una bifurcacion
de Hopf supercritica para d < dgy, donde dy es el valor critico de bifurcacion de \Hopf como funcion de

los pardmetros libres by y ca (dy estd dado en el apéndice B, ya que su expresion es vy grande).

Demostraciéon. Primero, la aproximacién lineal en el punto X5 es
Jig J12 J13
A=\ 31 J3o Jo3 |- (3.40)
J31 J32 J33

cuyos elementos de matriz se presentan en el apéndice B. De acuerdo con el teorema 3.1.10, las
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condiciones para una bifurcaciéon simple de Hopf en este caso son
s
po (do) = i >0, qo (do) = — |G (do)| = 0, — tr G (do) > 0, (3.41)

donde dj es ellvalor critico de bifurcacion de Hopf. Aqui, G es la matriz de suma bialterna asociada

con la matriz As

Ji1t+Jse J33 —Ji3
G(d) =242 (d) © I3 = Jio  Jiitdiz  Jiz - (3.42)
—J31 J21 Joot s

Finalmente, verificamos la condigion_de transversalidad

<Da (|G (do)]) # 0.

Por lo tanto, un ciclo limite estable emerge.del punto Xs para d < dy. Todas las cantidades en esta

demostracion se presentan en el apéndice B. J

3.2.5. Una bifurcacion de Hopf.tiene lugar‘en el plano invariante x = 0

Sin pérdida de generalidad, tomemos by = $wbse= 4/3,7co = 1/5 para mostrar que una bifurcacion
de Hopf ocurre en el plano invariante z = 0. Gon estas conisideraciones, el correspondiente sistema

depredador—presa tipo Bazykin es

dy 434 Y 105yz

W _ 1— ,) — " ¢ 3.43

dt 285 ( 7)Y T 19(y 1 ) (3:43)
14 1628d2>

dz 895dy = 16 8dz (3.44)

dt  1T2l(y+4) 1721

donde d es nuestro pardmetro de bifurcacién. Si resolvemos para determinar lag‘eondiciones bajo las

cuales ocurre una bifurcacion de Hopf, tenemos que

_ 71 1424522 230545z,
85470 /439102601739935 — 23832y, * 20522 41044

0

Zx

_ 9296283552712 n 3694595933728z,  2286110195874995
©23980899029310  11990449514655  7808180723943336

*
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donde 71 3 y2780n

v1 =461090+/439102601739935 — 23832~
— V/35(439102601739935 — 23832+)%/3
— 416075987 35%/3,

Y9 =V/335038740911780872505.

La condicion de transversalidadspara esta bifurcaciéon de Hopf es
1
~3 DgtrJ (yu, 24, dy) > 0.

Entonces, el sistema depredador—presa~3#3. es localmente estable en (y., z,) para d > d, y un ciclo
limite estable aparece para d < dy, y adigionalmente se cumple que d, < dp. La tdltima condicién
mencionada sugiere que, existe un valor parasaytasa natural de mortalidad de la poblacién depre-
dadora en la que la coexistencia del sistema (1.1) transita de un ciclo limite en tres dimensiones a
un ciclo limite en el plano invariante z_=/0, esto cuando d varia suavemente para d < dy. En otras
palabras, existe un valor de esta tasa donde’la poblagion z alcanza la extincion y el sistema (3.43)
coexiste en un ciclo limite estable. Esta transicién continma puede visualizarse con facilidad con el

siguiente diagrama del determinante de la suma bialternafde.As contra d

0.0005 -

doy

-0.0005 -

Figura 3.1: Regiones de estabilidad en términos del pardmetro d.

Para observar la estabilidad local de (y«, z«) y la pérdida de la misma, consideramos los valores de

tasa de mortalidad natural de la poblaciéon depredadora d = dy — 1/7 y d = dy — 1/6, asi como la
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condicion inicial Xy = (41/10,3/5,3/5).

o)

6 o e e — T T T T T T
/: — Presaz
— Presay

&

— Presax

— Presay

— Depredador z | —— Depredador z

Densidades de poblacion
Densidades de poblacién

I I P

L L L L L L L L 1 L L L 1]
0 200 400 @ 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Tiemp Tiempo

A

Figura 3.2: Comportamiento loc@ra d > dy. Figura 3.3: Comportamiento local para d < d.

%

Para visualizar de manera clara el ciclo @e estable en el sistema (3.43), usamos la condicion inicial

X\A 13 5 5)‘

3766

@00
O

Figura 3.4: Una oOrbita tendiendo al ciclo limite estable para d < d. .
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Considerandostodas las condiciones dadas en el Lema 3.2.1, los méaximos de las cero-isoclinas de las

poblaciones de presas ocurren para los siguientes valores

3 3
Tm =5 Y Ym = 5 (3.45)

Esto significa que, en el équilibrio de coexistencia Xs donde ocurre la bifurcaciéon de Hopf, la poblacién
de presas x no puede coexistir'én un ciclo limite estable con el depredador y ademas puede extinguirse,
ya que la bifurcaciéon de Hopf.efiylos planos invariantes x = 0 y y = 0 solo ocurre para valores de
las poblaciones de presas que satisfacen * < x,,, vy y < ¥m, tal y como vimos en el Capitulo 2 que
se cumple para el sistema de Bazykin. Es por esta razén que la transiciéon entre ciclos limite en tres
dimensiones y en dos, se da hacia el plafio invariante x = 0 y no hacia el plano invariante y = 0. En
otras palabras, cuando se cumple el prinéipiede exclusion en la competencia (o ley de Gause [Gau32|),
la poblacién de presas que se extingue esfaguella para la cual la restriccion geométrica de su cero
isoclina se cumple. Entonces, si deseamos qué ‘esta transicién ocurra con el plano invariante y = 0,
solo debemos buscar condiciones sobre los parametros donde las coordenadas = y y del equilibrio de

coexistencia satisfacen las restricciones« £ ., v Y >.4m-

3.3. Simulaciones numéricas

Este apartado esta dedicado a las simulaciones numéricas del anélisis de bifurcacion de Hopf en el
modelo (1.1). Primero abordamos las simulaciones para el ciclo Hmite en el que coexisten las tres
poblaciones, luego la evidencia de que aparece un atractor cadtico mostrando sus respectivas series
de tiempo y también su retrato fase, y finalmente, presentamos el grafico de la convergencia de los
exponentes de Lyapunov para mostrar que, en efecto, el modelo (1.1) exhibe un atractor cadtico

cuando la tasa de saturacion media by se incrementa.

3.3.1. Ciclo limite de coexistencia de las tres poblaciones

Tomando by =4, b5 =4/3, co = 1/5y d = dy + 1/10 obtenemos que los valores de aj, ag,.b, c1, €1,

€2, kla k?a r, 2,0y dO son
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~_96977758331172460929791 _ 105 b — 17 ~18347143468059654770501
= 138506105847711703991750’ 27 90 T 5 YU T 43530490409280821254550
1399315 702940201522850283 i 32 I .
el = —m— € = = —_— =
1T 37025587 1604539988309889400° 5 7 U
20968163963496748309144 434 26192132383026647 454834460615151
T 2 0

T 30471343286496574878185" 2 285" 98981362915220450° ° ~ 2530610091963300°

En el mismo sentido, si gemamos by = 4, b5 = 4/3, co = 1/5 y d = dy — 1/10 obtenemos que los

valores de a1, ag, b1, c1, el fea )k, ko, 71, o y 0 son

L 27641845221224218427431 105 17 5220538285096473756541

1 138506105847711703991750° 2~ 19 ' 5“1 7 43530490409280821254550
1399315 200361037258839603 32

€1 ki = — kg = 7,

T 3702553° 2 T 1604539988300389400° 1 5

_— 5976615182967398578904 ., _ 434 o 7465617702494527
1T 304713432864965748781857 285"~ 98981362915220450°

Entonces, con los valores de parametros anteriores § la.condicion inicial X¢ = (41/10,3/5,3/5), las
tres poblaciones alcanzan el equilibrio de coexXistencia X% (estando en la cuenca de atraccion de Xa)
para d > dy, y al perder su estabilidad el puntofXsjemerge un ciclo limite estable que lo rodea cuando

d < dp, tal como se muestra en las siguientes series de tiempo

T T
8r — Presa z
s
— Presay
ol — Depredador z |
3r — Presa x epredador z
— Presay

IS
T

— Depredador z |

Densidades de poblacién

Densidades de poblacién

WA
(; 2(30 4(;0 6(‘)0 8(;0 1060 00 2(‘)0 4(‘30 6(% 860 10‘00
Tiempo Tiempo
Figura 3.5: Comportamiento local para d > dp. Figura 3.6: Comportamiento local\para, d < dp.
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A continuacion] mostramos el retrato fase del ciclo limite estable usando la condicién inicial

4 4 4 201 13 29
XOIZ a9ra9rq | X02: A ar on
3°'3°3 50 " 257 60

Figura 3.7: Dos 6rbitas tendiendo a une€iclo limitefestable para d < dy.

3.3.2. Caos con el incremento de la tasa de saturacion meédia b,

En la presente seccién, mostramos numéricamente la evidencia de un régimen’caético cuando la tasa
@ de saturacion media by (la disponibilidad de recursos en la que se alcanza la*mitad de la ingesta

maxima), se incrementa de manera considerable.

Si tomamos by = 20, ca = 1/5, b5 = 4/3 y d = dp — 1105/10000, observamos la aparicion de un

atractor cadtico alrededor del equilibrio de coexistencia X5 usando la siguiente condicion infeial

401 51 51
X04 =\ TAn’ 7000 740 |
100" 100" 100

+ iThenticate Pagina 132 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 133 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Dos presas en competencia y un depredador 111

8 — Presax
— Presay

— Depredador z

Densidades de poblacion

0 2000 4000 6000 8000 10000
Tiempo
Figura 3.8: Series del atractor cadticet Figura 3.9: Retrato fase del atractor caético.

Usando los exponentes criticos de Lyapunovypodemos mostrar que, de hecho, tenemos un atractor

caotico (ver [San96]). El grafico de comvergencia dé los exponentes luce asi

T

8

S oos ]
=

z \\wv

£ o.00f ]
A

o ]
< _0.05F ]
w0 J
5]

+—

QQ) ]
< -o10f 1
3

& ]
5 015 1

0 2000 4000 6000 8000 10000

Pasos

Figura 3.10: Convergencia de los exponentes de Lyapunovs

De acuerdo a la clasificacion dada por Klein y Baier en [BK91| respecto al espectro_de los exponentes
criticos de Lyapunov de atractores en tiempo continuo, se confirma que hay evidencia_de la exis-
tencia de un régimen caotico en el sistema ecologico (1.1) cuando la tasa de saturacionmedia b se

incrementa, por ejemplo, cuando su valor es cinco veces el que toma en la bifurcacién de Hopfen Xs.

En ecologia matemaética se sabe que las constantes de saturaciéon media determinan en gran médida el

comportamiento dindmico en los diferentes modelos de redes alimentarias (ver [Mull4]), y el modelo
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(1.1) no es\Jaxcepcion, por lo que no deberia sorprender que las inestabilidades mas fuertes surjan
al mover el valoride by. Por ejemplo, en el trabajo de Castellanos y Chan [CC17], aparece un atractor
cadtico justamente cuando la tasa de saturaciéon media es variada a partir del valor que esta toma en
la bifurcacion de Hopf., En este orden de ideas, aunque se espera que la competencia intraespecifica
entre depredadores estabilice con facilidad al sistema de las dos presas que compiten, esto no ocurre
precisamente si la tasa de saturaciéon media by varia, pues el caos empieza a aparecer. Es asi que,
bajo estas condiciones dinéiieas, ocurre una transicion entre el ciclo limite estable donde coexisten

las tres poblaciones a un atractor, cadtico.
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Concluasiones

Desde el primer capittilo de esta obra, hemos sefialado antecedentes del analisis del modelo de dos
presas y un depredador_dado por las ecuaciones (1.1), buscando con ello resaltar las diferencias con
nuestro analisis. Por ejemplo, la diferencia con el trabajo de los autores Nijamuddin Ali y Santabrata
Chakravarty es bastante clatadver [AC15]), dado que ellos lidian con la estabilidad de los equilibrios
ecologicamente viables mediante wna funcion de Lyapunov y nosotros usamos el biproducto de ma-
trices o suma bialterna que desarroamos en Wolfram Mathematica [CC22b]|, algo que también nos
destaca en parte de lo que el autor ‘Alvaro Reyes Garcia hizo en su tesis doctoral, pues él analiza es-
tabilidad de los equilibrios de coexistencia-mediante el criterio Routh-Hurwitz (ver [Rey22]). En este
sentido, estimamos importante mencionar que, existe una funcién en Maple para el producto bialterno
de matrices con la que podemos comipararsnuestro trabajo computacional, la cual fue desarrollada
por la autora Veronika Hajnova, pére”se puede‘observar que su implementacién tiene un error en el
orden de los pares de indices, pues nof coincide cgn el orden lexicogréfico reportado en el trabajo de
Stéphanos [Sté00] y en la obra [ver § 10-Kwuz04, pags: 568-571|; error de indices que nuestra imple-
mentaciéon no tiene y que puede corroborarSe.a.partiridedas matrices de dimension 4 x 4. El trabajo
de la autora Veronika Hajnova puede consultarsesen el siguiente enlace: Bialternate matrix products

and its application in bifurcation theory.

Determinamos una condicién geométrica que caracteriza a los puntos de equilibrio donde ocurren las
bifurcaciones de Hopf y Bogdanov—Takens en el modelo que encéntramos en los planos invariantes
x =0y y =0, conocido comtinmente en la literatura como de Bazykinsfver § 3 Baz98, pags. 67-81].
Esta condicion geométrica es la que usamos en nuestra aportacion prineipal, que es el analisis de
un sistema huésped—parasitoide generalista, pues este posee geométricamente el mismo tipo de cero-
isoclina de presas, esto es, una parabola. Ademaés, revisamos brevemente otzd par de modelos, uno
con respuesta funcional Crowley—Martin y otro en un esquema Leslie-Gower, remazcando que en ellos
también aparece la misma condicién geométrica. Es asi que, motivados por la récurrente apariciéon
de esta restriccion para la poblacion de presas en los modelos antes mencionados, (planteamos una

conjetura al respecto.

Para realizar los calculos simboélicos de la aportacion principal, los que corresponden al analigis del
sistema huésped—parasitoide generalista, desarrollamos un par de funciones en Wolfram Mathematica,

DVectorField y TensorPureFunction. La primera de ellas permite realizar el calculo de las funciones

113

+ iThenticate P4gina 135 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


https://www.maplesoft.com/Applications/Detail.aspx?id=154567
https://www.maplesoft.com/Applications/Detail.aspx?id=154567
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/DVectorField/
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/TensorPureFunction/

+ iThenticate Pégina 136 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

114 Conclusiones

multilineales asociadas con las aproximaciones de Taylor de campos vectoriales y la segunda permite
trabajar con fas funciones multilineales en formato de funciones puras. Nuestras aportaciones compu-
tacionales ofrecen una ventaja, pues son de uso libre y se pueden usar con el Engine que Wolfram
ofrece de manera gratuita para cualquier usuario, aunque se indica que principalmente para desarro-
lladores porque no se<ineluye el editor amigable (notebook) de la version de paga. La construccion de
la funcién DVectorFieldgpermitié dar un salto importante en cuanto implementaciones simbélicas se
refiere, ya que si uno revisa elstrabajo realizado por los autores Govaerts, Kuznetsov y Bart Sautois
en MATCONT, encontramossque, los codigos de las funciones multilineales solo estan definidas para
el quinto orden de derivadas, y en nuestro caso, la funcién que desarrollamos en Wolfram esta definida

para el orden n de derivadas.

Por otro lado, es importante senalar que enssistemas ecolégicos de tres o mas poblaciones, caracterizar
la bifurcacion de Hopf en forma analitica §iempre es, algebraicamente, una tarea compleja. Sin embar-
go, el modelo que abordamos en el tercer capitulo del presente trabajo tiene sistemas depredador—presa
tipo Bazykin en los planos invariantes x = 0% = 0, los cuales poseen una restricciéon geométrica
que caracteriza equilibrios de coexistenciagen los, que la bifurcacion de Hopf ocurre. Siendo precisos
en el orden de ideas, lo que hicimos para.legrar el"analisis de bifurcacién en el modelo de las tres
poblaciones es fijar las primeras dos coordénadas deél equilibrio de coexistencia al suponer que la
restriccion del modelo tipo Bazykin se satisface/para una de'las poblaciones de presas y para la otra
no; determinando con ello un equilibrio de coexisténcia paralel ¢gual una bifurcacion Hopf supercritica
sf ocurre. De esta manera, aunque el autor Alvaro Reyes Garcfa en su tesis doctoral también procede
a fijar las coordenadas del equilibrio no trivial, la idea”que hemds seguido es esencialmente distinta
a la suya, pues en nuestro caso, existe una justificacion desde lo que”sugede en los planos invariantes
donde se hace presente el modelo depredador—presa tipo Bazykin, que’es el resultado que ocupa-
mos en el articulo que publicamos con el nombre Biological control in a.sitmple ecological model via
subcritical Hopf and Bogdanov-Takens bifurcations. Con las observaciones anteriores, marcamos con
claridad cual es la diferencia respecto al antecedente mas reciente del que tenemos conocimiento. En
resumen, la peculiar condicién que aparece en el sistema tipo Bazykin nos permitié determinar, con
cierta facilidad, condiciones sobre los parametros para obtener al menos un equilibrio de coexistencia
(x*,y*, 2*) donde una bifurcacién de Hopf supercritica tiene lugar. Sin dudas, esto\plantea ciertas
interrogantes sobre los modelos ecolégicos de dos poblaciones que comparten la misma caracteristica
con el sistema Bazykin y la influencia que esto tiene para la dinamica local en los modelos:dé niveles
troficos mas altos. Esto ultimo sugiere que hay mucho por analizar, antes que realizar calcules.sim-
bolicos en Mathematica a fuerza bruta. Ademas, esto nos permitié reportar algo que desde el punte
de vista ecolégico es posible, esto es, ir de la coexistencia de las tres poblaciones en un ciclo limite

estable a un escenario donde una de las poblaciones de presas se extingue y las poblaciones restantes
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coexigten”en un nuevo ciclo limite estable, pero con la ventaja de solo tener que variar suavemente
el parametro de bifurcacién de Hopf en la direcciéon en que aparece la inestabilidad del equilibrio de

coexistencia de las tres poblaciones.

Por el lado del régimen cadtico, seguimos la ruta de la sensibilidad de esta clase de sistemas frente a
variaciones de las tasas de saturacion media (ver [Mull4]), y una vez que detectamos la bifurcacion
de Hopf supercritica, sélo variamos una de las tasas de saturacién media para encontrar evidencias
de que existe un régimen/€aético con una dinamica lenta, tal como se puede observar en la Figura

3.8 que corresponde a la§ series de tiempo de este escenario dinamico.

Finalmente, para cerrar las c¢onclusiones, hacemos énfasis en que nuestras aportaciones teoricas y la
metodologia que seguimos, motivaron el desarrollo de herramientas computacionales de uso libre que
seran de mucha utilidad para aquellasepersonas interesadas en abordar estos temas; logrando con ello

la apropiacién social del conocimiento génerado en este trabajo de investigacion.
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Apéndice A

Implementaciones Wolfram Mathematica

Las funciones multilineales parayel analisis de formas normales las calculamos usando el siguiente

codigo Mathematica:

DVectorField[vfield_? VectorQ, vdars” ? VectorQ, egp_ ? VectorQ, n_Integer ? Positive,
Optional[type : Alternatives [Automatic, "MultilinearFunction"], Automatic]] /;
SameQ[Length @ vfield, Length @ vars, Length @ eqp] := Block[

{nsv, vecvars, terms, multfunctiond,

nsv = ReplaceAll[Part[Solve[Equal[vars, eqpl, vars], 1]1]1[D[vfield, {vars, n}]11];

vecvars = ToExpression[
MapAt [Function @ StringJoin @Map [ToString, Level[#, {-1}11,
Array[Function @ Thread @ Subscript[vasfs, SlotSequence @ 1],
TensorRank[nsv] - 1
1
Array[All &,
TensorRank [
Array [
Function @ Thread @ Subscript [vars’, ;SlotSequence @ 1],
TensorRank[nsv] - 1

15
terms = Sort[Flatten[Outer[Times, Evaluate @@ vecvars]]];
multfunction = Map[Simplify,
Collect [Expand[Factor[Fold[Dot[#, #2] &, nsv, vecvars]]l],
terms, FullSimplify

15
Switch[
type, Automatic,
nsv, "MultilinearFunction”,

multfunction

116
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Los ¢6digos para la aplicacion del Teorema 2.2.1 sobre la bifurcaciéon Bogdanov—Takens se detallan a

continuacion:

Definimos el/sistema de ecuaciones diferenciales

PreyPredator[¥xX s Vv }1[{a., rv, 0 }] i={x-x*y/ (a*x+1), X*xy/ (axx+1) - y*xy-S%xy"2}
X={x,Yy};
u={a, ¥, 6};

La matriz Jacobiana del.sistema diferencial

J[{x , v }[{a , v, 6 3Jv= Evaluate[Simplify[D[PreyPredator [X] [u], {X}]11]
MatrixForme@J [X] [u]

El punto Bogdanov—Takens es

BTPoint = First@Factore
Normal [SolveValues [PreyPredator [X] [u] == O&& Tr[J[X] [u1]] == O&&Det[JI[X] [u]] == O &&
(And @@ Thread [Variables [PreyPredator [X] [1]] >©]), {X, ¥V, ¥, 6}11;

X0 = BTPoint[1 ;; 2];
10 = Join[Variables [X@], BTPoint{[35; 4] 1 ;
TableForme (MatrixForm /@ {X0, u0})

La aproximacién lineal y su transpuesta en el punto Boegdanov-Takens
AO = Simplify@J[X0] [uO];
AT = Transpose [AQ] ;

MatrixFormeAo
MatrixForme@AOT

Los valores propios de la aproximacion lineal Ag

A = Eigenvalues [AQ] ;
MatrixFormeA

Los vectores propios derechos generalizados de la aproximacion lineal Ay

First@ (-1 » NullSpace[A@])
{Laste
Simplifye (First @@ Solve[ (A@ - A[1] * IdentityMatrix[2]).{x1, x2} = p1, x1] /. X2\ 9), 0}
MatrixFormepl
MatrixFormep2

pl
p2
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Verificamos_qué los vectores derechos satisfacen las condiciones (A, p1) =0y (Ao, p2) = p1

MatrixForme@Simplifye (A0.p1l)
MatrixForme@Simplifye@ (A@.p2 - pl.IdentityMatrix[2])

La inversa de la matriz_de transicion () para obtener los vectores izquierdos de Ay

Q = Transpose [ {p1, p2}]s
QI = Simplifye@Inverse[Q]5
ql = QI[1];

q2 = QI[2];

MatrixFormeQI
MatrixFormeql
MatrixFormeq2

Verificamos que los vectores izquierdos satisfacen las condiciones

T
<A0 ) q2> N <q27 AO> =0
T
(A0 ,.q01) =<ar, Ao) = q2
TableForm@Map [Composition [MatrixForm, ‘Factor], {A0T¢q2, q2.A0, AOT.ql -q2, q1.A0 - q2}]

Verificamos que se satisfacen las condiciones=entre los veetores propios derechos e izquierdos

(p1,q1) = (P2)g2) =1
(p1,q2) = (p2,qa) =0

Column[Simplifye {pl.ql, p2.q2, pl.q2, p2.ql}]

Verificamos que la matriz Ag es similar al bloque de Jordan simple

01
0 0

MatrixForm[Factor[QI.A0.Q]]

Calculamos Dx F' (X, o) para obtener la forma bilineal
B[{x1_, y1_}, {x2_,y2_}] :=

Evaluate[DVectorField [PreyPredator[X] [u@], X, X0, 2, "MultilinearFunction"]]
MatrixForm@B[ {x1, y1}, {x2, y2}]
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Los eoefi€ientes cuadraticos involucrados en la condicién de no degeneracidad son

a = Factore«(B[pl, pl].q2/2)
b = Factore/(B[p1, p1].ql +B[pl, p2].q2)

Calculamos la‘defivada D, F' (Xo, o)

Ful{x_, y_}1[{a s s &_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator [X] [u], {1}1]]
Fu@[{x1_, y1_}] := Evaluate[Simplifye (Transpose[Fu[XO] [uO]].{x1, y1})]
MatrixForm@Fu@[ {x1, y1}1

El vector ST de la condiciofi destransversalidad esta determinado por

S1=F} (0, 10) q2

S1T = Factore (Fu0[q2]);
MatrixForme@S1iT

Calculamos la derivada D, x F' (Xo, o)

FuX[{x_, y_}1[{a_, », J_}1:s
Evaluate[Simplify[D[DVectorField{PreyRredator{X] [u1], X, X, 1], {u}]11]1]

Fuexe[{x1_, y1 }, {x2_, y2 }] :=Evaluate[Simplifye ({x2, y2}.({x1, y1}.FuX[X0][u@]))]
MatrixForm@Fu@Xo[{x1, yl}, {x2, y2}]

El vector S’QF de la condicion de transversalidadiestd deéterminado por

So = ?a [C1+ G — G3] Y (w0, o) 1
2
2?&2 1'0:”0)) +(Q2°F,ua: (5’707#0))1)17
i=1
G =p1 (q1 @ D*F (z9, o))

S2T = Factore (((2a) (B[pl, p2].ql+B[p2, p2].92) /b-B[pl, p2].92) *
(Transpose@Fu0[ql]) - (2a) (Fuexe[ql, pl] + Fuexe[q2, p2]) / b+ Fuexe[ql,) pl]);
MatrixForme S2T

Finalmente, para probar la transversalidad debemos verificar que los vectores S7 y 5’2T son)linealmente

independientes

Reduce[£1 % S1T+ &2 %S2T == 0880 < a <1, {£1, £2}]
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La matriz ' Hurwitz la calculamos usando el siguiente coédigo Mathematica:

HurwitzMatrix[poly , x Symbol] /;
And [Polynomi@lQ[poly, x], UnsameQ[D[poly, x], ©]] := Module[
{coeff, n, plg
coeff = CoefficientList[poly, x];
n = Length[coeff]s~ 1;
p = Map[Function\@ Reverse @ Extract[coeff, #],

{
Outer[List, "Range[2, n + 1, 2]],
Complement [Outer[List, Range[n + 1]],
Outer[List, (Range[2, n + 1, 2]]
1
}
15
Part|[
Flatten|[

FixedPointList [Function[s, (RotateRight[s, {0, 1}1],
PadRight [If[Not [0ddQ[n +d]], Reverse e p, pl,
{2, n}
1,
Quotient[n - 1, 2]
1,
1

1,
Span[1, n], All

13

La submatriz de Liu la calculamos usando el siguiente c6digo Mathematica:

LiuSubmatrix[poly , x 1 /; And[PolynomialQ[poly, x], UnsameQ[D[poly5;™x], ©]] := Module[
{hurwitzmat, dim, lminor},
hurwitzmat = HurwitzMatrix[poly, x];
dim = Length @ hurwitzmat;
Iminor = Take[hurwitzmat, dim - 1, dim - 17;
Which[
Unequal[dim, 1],
Iminor,
Equal[dim, 1],
HoldForm @ LiuSubmatrix[poly, x]

15
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La n@ de suma bialterna la calculamos usando el siguiente c6digo Mathematica:

Bialter ‘Sum[mat_ ? SquareMatrixQ] := Module[
{nﬁgth@mat, emptyarray, pairs, p, q, r, s},
emptya@ = {};

Do [Appe Wemptyar‘f‘ay, {J, 1}1,
{i, 1 1},
{J, i +,n

}
15 < y
pairs = Sort e array;
Table[ @

{p, q}
{r, s} = be;

Which[ (6
Equal[q, r], ™
-Part[mat, p,
Unequal[p, r] && Eq{‘ s
matfp, rl, &
Equal[p, r] && Equ [q,?k

Part[mat, p + Part d, 91,
Equal[p, r] && @[&: sl

matfq, sl, ® Q
Equal[p, s], z

-Part[mat, q, r], T
True, 6 O

; o 2

1

{al, pairs},
{be, pairs}

| S
15

al;

—
-
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Apéndice B
Resultados algebraicos extensos

Esta seccién contiene todos los calcules,explicitos de los resultados principales en el analisis de la
bifurcaciéon de Hopf del modelo de Bazykin(2.41), los cuales obtuvimos de manera simbélica haciendo

uso de Wolfram Mathematica.

Los coeficientes de la funcion H (z, z) (2.53) son

B%p (k§ (ko (3ko (ko + 4) + 13) + 6)p* — 4k (ko +.1) % (ko (ko (ko +4) + 7) + 2) w?)

hoa =
0 (ko + 1) (ko + 202 p° + Ao + 1) 2?) 2
z52k0 (kg (ko (ko + 2) %+ 2) p* — 12ko\ko + 1) & (koo + 2) p?w? + 16 (ko + 1) *w?)
2 (ko +2)w (k‘g (ko F1)p? + 4 (ke +1) 3w2) 2 ’
p_ kg (ko +3) (3ko (ko +1) +2) p 153 (ko { ko £2)% +2) kip? + 4 (kg + ko) *w?)
27 (ko + 1) (ko +2) (k20% + 4 (ko + 1) 20?) 2k, + 1) Tkt 2) w (k2% + 4 (ko + 1) 20?)
B (ko (ko + 2) (2ko — 1) — 2) kgp® + 45 (ko +1)* (ko(ko+4)+2) ?
ho2 = 2 2,2
(k‘o+ )(k0+2) (kop +4(k‘0+1) w )
i 26 (k3 + ko + 1) kopw Bk3p . Bw
kp2 +4(ko+1)2w?  4(ko+1)2%w  (ko+2)p
P B2k2 (ko (3ko (ko +4) +17) +6) p 3% (3k3 (ko (ko +2) % +2) p2— 4 (k2 + ko) *w?)
T o+ 1) (ko +2) (k207 + 4 (ko + 1) 20?) ' 2(ko+ 1)2 (ko + 2) w (KZp%% 4 (ko + 1) 2w?)
- Bkip? i (Bkgp® + 48 (ko + 1) kg pw?)
ST R (ko + 1) g2+ A (ko + 1)3w? T 2k3 (o + 1) 2p%w + 8 (ko + 1)
ha 511 — S92 B2k2 (ko +1) p (4 (ko +1)2w2€ Sk(%pz)
T 2 (ko + 2) w (K2 (ko + 1) p% + 4 (ko + 1) 3w?) 2 (K2p? + 4 (ko + 1) 2w?) ? ’
hog = —s3 + 184, hig = iw
122
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donde s47 s9, s3, v s4 estan dados por

s1 = iB2k2 (kg (ko (ko +2)% + 2) ot
3= dko (ko + 1)2 (ko (3ko (ko + 4) + 17) + 6) p2w? — 16 (ko + 1)4w4> ,
7 B (ko — 1) kg p? B (ko (ko +4) +2)
UV +4(ko+ )22 " 2(ko+1) (ko +2)°
o = 25 (k:g — 1) ko pw N Bk3p Bw
YT WA A (ko + )22 A(ko+ 1) 2w (ko+2)p

A continuacion, presentamoslas cantidades g;;, involucradas en las férmulas de Kuznetsov para los

coeficientes primero y segundo d€ Jayapunov.

El primer coeficiente de Lyapunov €n\uyg es

1 .
(o) = ﬁRe(lgmgn + wog21),
hj

donde las cantidades go20, g11 ¥ g21 son

B (ko (ko +2) (2k§ 1) — 2) K5 p%t 48 (ko + 1) % (ko (ko + 4) + 2) w?

920 =~ (ko +1 (o + 2) (BRD2 + 4 (ko + 1) 2w?)
i [ 2Bk — 1) kop® Bligp, 28w
k2p? + 4 (ko + 1) 2w% 2 (ko ¥ 1) 2w (ko +2)p
5k3 2
=T (k:0+ l)p 4 (ko +1)302
i (Bk§p® + 4B (ko + 1) k3 pw?)

+2k3 (k:o + 1)2p%w + 8 (ko + 1) 4w3’

~ 2B2%k3 (ko (3ko (ko +4) +17) +6) p
V= "o + 1) (ko + 2) (kgp +4 (ko + 1) 2?)
i3? (3k3 (ko (ko +2) % +2) p? — 4 (k2 + ko) *w?)
(ko +1)2 (ko + 2)w (k3p? + 4 (ko + 1) 2w?)
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El segundo, coeficientde de Lyapunov en 7g es

1 1 1
1245(no) & W'ORG g32 + ?Im [920§31 — g11 (3922 + 4g31) — 392 (g13 + g40) — 930912}
0

i _ _ 1 1_
=5 .Re | g20 ( 911 (3912 — G30) + go2 ( 912 — 5930 | + 5 G02903
wy 3 3

5 1
+ g1 <§02 <3§30 + 3912) + 5902%3 - 4911930)] + 3Im (g20911) Im (921)}

1 4
+— {Im {911902 (ggo -3 <920911 - 9%1>)]
wo 3
2
+ Im (g20911) [3 (Re (920911) — 3 |902’2>] } J

Aqui las cantidades g;;, distintas cero §on

B (ko (ko +2) (2ko — 1) — 2) k3 p* +@Bko + 1) % (ko (ko + 4) + 2) w?

o0 (ko + 1) (ko +2) (K30® +A&Tko + 1) %)
y (4/3 (k2 + ko + 1) kopw BRipe=> 2w )
k2p? + 4 (ko + 1) 2w? 2k + 12w  (ko+2)p)’
3iB%k2 (s5 + s6) 682k (ko + 1) p (4 (ko + 1) 2w? — 3k3p?)
P0= ko + 2)w (kg (ko + 1) p2 + 4 (ko + 1)22) 2 (k202 + 4 (ko + 1) 2w?) 2 ’
282k2 (ko + 3) (3ko (ko + 1) +2) p 132 (3 (Ko (kg 2) 2+ 2) k3p? + 4 (K2 + ko) 2w?)
N2 = 1) (ko +2) (R2p% 1 4 (ko + 1) 2w2) T o + D2(ko + 2)w (K2p? + 4 (ko + 1) 2w?)
dos — 652p (kg (ko (3ko (ko +4) + 13) + 6) p? — 4kg (Foy+ 1) * (ke'(ko (ko + 4) + 7) + 2) w?)

(ko + 1) (ko + 2) (k2p? + 4 (ko + 1) 202)2
+3i62k8 (k3 (ko (ko +2) 2 +2) p* — 12kq (ko + 1) * (ko + 2) pPw?+ 16 (ko + 1) Tw?)
(ko +2)w (k3 (ko + 1) p2 + 4 (ko + 1) 3w?) 2

donde s5 y sg estdn dados por

s5 = —4ko (ko + 1) (ko (3ko (ko + 4) + 17) + 6) p’w® — 16 (ko 1) w,
s6 = ki (ko (ko +2)% +2) p*
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Estalsee€iéon contiene todos los calculos explicitos de los resultados principales en el analisis de la
bifurcaéionhde Hopf del modelo de dos presas en competencia y un depredador (1.1), los cuales

obtuvimosfde/manera simbodlica haciendo uso de los codigos presentados en el apéndice A.

La cantidad ajg ‘esta dada por la expresion

donde a1 y ag son las expresiones

3072003 + 26131265 + 888096b3 + 1507404b2 + 1277808b5 + 432768) d+
13056002 + 1109856B5++ 3769776b3 + 639533403 + 5418840b5 + 1834560) d-+
13696002 + 11653765 £ 8961744b3 + 6726076b3 + 5702816bs + 1931776) d-+

aq :b%
3
62
2
2

b

~~ /N /N

4352005 + 37091203 + 1262768b3 + 214662267 + 1822072b5 + 617792) d,

3 (4608b5 + 46496b3 + 19388007 + 42716063 + 52371263 + 338144b5 + 89600) +

b3 (17664bS + 17440062 + 7089365 + 151509653 + 1789448b7 + 1102064bs + 274432) +
3 (23808b8 + 23663262 + 971410b7 + 210539002 + 2536412b2 + 1606608b5 + 416640) +

by (1497668 + 15410463 + 6588400 4 149791063 =+ 191002457 + 1295096b5 + 364800) +

42248 + 45076b2 + 200291b3 + 4743573 + 63157002 4 4482325 + 132480

Las cantidades asg y b1g estan dadas por

(bg + 1) (262 + 1) (Gbg + 11) [6)) 2 (2 (b5 + 1) + 1)
ag = , bio

205 (by +3) + 1 B bs + 2 ’

La cantidad ¢y esta dada por
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donde a3 % agfSon

Lh3(6912b2 + 548402 + 17236202 + 267786b2 + 205176b5 + 61824) d+

o/
2
b3{29376b2 + 232908b3 + 73158953 + 113603767 + 870060b5 + 262080) d-+
b3 (3081667 + 244576b3 + 76892253 + 119490657 + 915712b5 + 275968) d+

by (9792b2)+ 7785205 + 24512963 + 381417b2 + 292604b5 + 88256) d,

auy =b3 (4608b3 + 3728005 + 11932063 + 188520b2 + 146672b5 + 44800) +
b3 (17664b3 + 13907265 + 43079203 + 65351267 + 482424b5 + 137216) +
b3 (2380862 + 189016b3~F 593378b3 + 918634b2 + 699144b5 + 208320) +
by (1497663 + 124152b5 44105363 + 676838b2 + 5563485 + 182400) +
42243 + 36628b3 + 1270353 4 220287b% + 1909965 + 66240

La cantidad r1¢ esta dada por

506

ardg’

donde a5, ag, a7 y ag son

a5 =3by (bs + 2) (4bs + 7) (Tbs + 12) d,

o =8 (bg (6by (4by + 17) + 107) + 34) b2+
(b2 (3bg (218by + 925) 4 2918) + 931) bs+
4by (3by (46bg + 195) + 616) + 788,

a7 =2 (2b2 (b5 + 2) (16b5 + 25) + by (32b5 + 109) + 92) ,

ag =203 (bs (bs (204b5 4 875) + 1181) + 480) + b (bs (132b5 + 695) + 1223)
2by (Tbs + 12) (bs (24bs + 71) + 50) + 4 (bs + 1) (4bs + 7) (9b5 + 16) b3 + 720

Las cantidades rog, k19, koo estan dadas por

2 (bg + 3) (7b2 + 3) (&) B Tbs + 12

= 5T ko = by + 3.
o (bs+3)+1 0T g 0=t

720 =
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La cantidad ey esta dada por

donde ag y aqg sen

ey =bj3 (144b3 + 940b3 + 226063 + 2360b5 + 896) +
b3 (408b3 + 2566b3 + 5862b2 + 5684b5 + 1920) +
by (33603 + 2242b3 + 5544b% + 60085 + 2400) +
132b3 + 959b3 + 2613b2 + 3166bs + 1440,

1o =b3 (768b2-+3960b2 + 6786bs + 3864) +
b3 (3264b34-,16812b7 + 28785b5 + 16380) +
by (3424b3 4 V7664b7 + 302825 + 17248) +
1088b3 4 5628b2 + 9669b5 + 5516

Las cantidades ey y 0g estan dadas por

(265 (by + 3y 1) (b5 (82b5°+ 109) + 92) d
6y + 11) (2by (bs + 2)(16bs + 25 .4.bs (32b5 + 109) + 92) 5

B 2b (4 (bs + 1)+ 3) (5 (b5 Lp+ 3) d
20y (b5 +2) (16 (bs + 1) +9) + (bs + 1) (32(b5 + 1) +45) + 15

00

En todas las cantidades anteriores y en las siguientes, bs es un parametro libre estrictamente positivo.

Los elementos de matriz ji,1, ji,2 ¥ ji,3 de la aproximacion lineal Ay estdn)dados por las siguientes

cantidades:

j11=@ j12=& j13=&
T BT BT Be)
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donde 31, B2,M83, 1, B5 y Be estan dados por:

Br = A5 (bs + 2) (4bs + 7) (19267 + 654b5 + 552) (b5 (15b5 + 38) + 20) +
b3 (bs=2).(4bs + 7) (816b3 + 2775b5 + 2340) (bs (155 + 38) + 20) +
b3 (bs +2) (dbs + 7) (856b2 + 2918bs5 + 2464) (bs (15b5 + 38) + 20) +
by (bs + 2) (4bs'+47) (27263 + 931b5 + 788) (bs (15b5 + 38) + 20))

By =16b3 (bs + 1) (bs +42).(4bs + 7) (5b5 + 8) (9bs + 16) (16b5 + 25) +
16b3 (5bs + 8) (220865 417384b3 + 5384903 + 81689b3 + 603035 + 17152) +
4b3 (5b5 + 8) (1190452 +©94508b3 + 2966893 + 45931762 + 349572b5 + 104160) +
4by (5bs + 8) (748863 + 62076b5.4.205268b3 + 33841962 + 278174bs + 91200) +
(5bs + 8) (4224b3 + 36628bs H127035b3 + 220287b7 + 190996b5 + 66240) ,

B3 = —d (b3 (bs + 1) (4bs + 7) (95,4 16) (19207 + 654b5 + 552) +
b3 (bs + 1) (4bs + 7) (9bs + 16)-(826b2 £2775b5 + 2340) +
b3 (bs + 1) (4bs + 7) (9bs + 16) (856bz + 2918bz.+ 2464) +
by (b5 + 1) (4bs + 7) (9bs + 16) (27262 +931b5/+.788)) ,

By =8bj (bs + 1) (bs + 2) (4bs + 7) (9bs + 16) (1605 + 25)7
8b3 (220862 + 17384b3 + 5384963 + 81689bz + 60303bs +17152) +
b3 (23808b2 + 1890163 + 593378b2 + 9186343 + 699144bs4 208320)
2 (7488b2 + 62076b + 205268b3 + 33841907 + 278174b5 + 91200) +
4224b2 + 36628b3 + 127035b2 + 220287b2 + 190996bs + 66240,

Bs = — d (203 (4bs + 7) 2 (19262 + 654b5 + 552) +
2b3 (4bs + 7) * (8162 + 2775b5 + 2340) +
203 (4bs + 7) 2 (856b3 + 2918b5 + 2464) +
by (4bs +7) % (272b2 + 931b5 + 788) ) ,
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Bs =8bs (bs + 1) (bs + 2) (4bs + 7) (9bs + 16) (16b5 + 25)
8b3 (220862 + 17384b3 + 5384963 + 816892 + 60303bs + 17152) +
b3 (2380862 + 189016b3 + 5933783 + 918634b7 + 699144b5 + 208320) +
2b, (748862 + 620763 + 205268b3 + 338419b7 + 278174bs + 91200) +
4224b7 + 36628b3 + 127035b3 + 220287b2 + 190996b5 + 66240

Los elementos de matriz©jay, j22 v j2.3 de la aproximacion lineal A; estan dados por las siguientes

cantidades:

(5—2(b2—4) bg) Co . _(262+1) (6bg+11) [6))
ot 1) (2by (b2 +3) + 1) 72° 20y (by + 3) + 1

J2,1 = —C2, j22 = (

Los elementos de matriz j31, j32 v j33"de la aproximacion lineal A; estdn dados por las siguientes

cantidades:

. 4bg(b5+2)(2(b5+1)+1)(4(b5+1)+3)d
I3 =5 (bs + 1) + 3) (202 (bg +-2) (16 (bs=21) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15)°

o b (26 + 1) (b A 1) (32052 1) + 45) + 15) d
32 = by £ 1) (262 (b5 + 2) (16 (b & 1T 9) @5 1) (32 (bs + 1) + 45) + 15)

- 2y (4 (bs + 1) + 35 (bs + 1Y 43) d
20y (b5 +2) (16 (b5 + 1) +9) + (b5 + 1) (32 (b5 3=41) + 45) + 15

J3,3 =

La cantidad py asociada con A; estd dada por la siguiente expresidn:

_ &

Po = ’
Bs

que al igual que todas las cantidades anteriores, depende de los parametros libres y estrictamente
positivos bs, ca, bs v d. Ademés, puede observarse con facilidad que pg es una cantidad estrictamente

negativa.
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Aqui, las cantidades con las que hemos renombrado a pg, 87 y fOs, estan dadas por

B7 = — cod? (1670006195205 + 1244136499253 + 4527095552b3 +
628029696b3 + 4481003525 + 369368832005+
1440139392005 + 2926934432b5b2 4 50090848320b5b5+
74888632192b5b5 + 56768683104b5b3 4+ 20931869760b5b3+
1894597632b5b5 + 15906062208b5b5 + 42360337552b2b3+-
5967705528b2b3 + 29830562496b2b5 + 96088779936b2b5+
146888179632b2b5 + 113377436216b2b3 + 3477807360b2b5+
129466715932b3b4 + 49009722336b3b3 4 6952764852033+
3616011360005 481810976448b3b5 + 105123958680b5b5+
164621001152b5b5 1115319646140b2b5 + 92463798200b3b3+
35458067164b2b3 + 5062F77168b2b3 + 115319646140b5b5+
92463798200b2b3 + 35458067164b2b3 + 5062777168b2bs+
2325745584b305 +24087792312b5b5 + 71743895592b265+
2359421121b2b3 + 3127873129262b5 + 5171523516062b5+
42297488969b2b3 + 16427596936b3 68 9456696006205+
8893760688b2b5 + 4759606792683 + 68724085208b5+
2328880512b3b5 + 8507999616655 + 14501442880b505+
1210403400463 + 2367400326565 4 1981249952p7 by +
788488864b1b3 + 114387872bZb3 + 332305926105+
345886464b1b5 + 1320209472765 + 232512256067 b3+
1632384000508 + 1420339206365 + 57182976b3b5+
8329728b2b5 + 1990656b508 + 22284288b5b5+

894873606555

+ iThenticate Pagina 152 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 153 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Resultados algebraicos extensos 131

Bg =7915528192b3 + 399986688003 4 10570137602 + 97505280+
144442240005 + 385627750465 + 754944409665 + 9569398784b3 +
14336000005 + 19232827136b5b3 + 5000779520b5by + 457609472b5+
20050526208b5b5 + 39063062528b5b3 + 48482705408b5b3 + 3900343424005 b5+
722380800055 + 5878772736b5bs + 10346227808b2bs + 939192288b2+
87462749056b2b5 + 106736555584b2b3 + 83835836832b2b3 + 40420580704b2b3+
157968665602b5 + 13068087936b2b% 4 45036886400b205 + 1101012480b3 +
133465510272b2b5 4 102683639840b5b3 + 48494968528b3b3 + 12226198960b3by+
1959861248305 + 16445084032b3b5 4 57196289856b2b5 + 110862719552b3b5 +
78394562584b3b3 + 86327291868b3bs 4 9025623018b2bs + 80635615063+
12829298144b3b5 + 44988909168b3bS + 87119852136b2b5 + 103736823176b5b3+
1509955520b3b5 + 17398085704b2b3 + 4262178374b2bs + 37779663062+
22469283344b2b5 + 43505380888b2b5 + 51347437264b2b3 + 3820574054403 b3+
7401891206265 + 6359492256205 +4257322264b5b + 11058199208+
13492758112b508 + 15812646496b3b8 4#1160832707265b¢ + 5202266128205+
2255639046565 + 195758400005b] + 6964932928505 + 18487808b. +-
2770907136b3b% + 201060761685 bied- 8879313926207 + 211833856b2b; +
390840326105 + 342327296b2b% 4 12259921920565 + 2377633792b%b5+
1520025606308 + 662323206365 + 15605760b2b5 <+=1351680b5+
2605056005568 + 938803206558 + 1823539206565 + 2115993600365+
29491206568

Los elementos de matriz ji ;, 775 v ji 3 de la aproximacion lineal A estdn)dados por las siguientes

cantidades:

LB . _Pu . _Pu

jl,l - 5107 jl,? - B12, ]1,3 - /8]_47
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donde By, B10¢B11, P12, P13 ¥y P14 estan dados por:

By'=,d (b3 (bs + 2) (19202 + 654b5 + 552) (b5 (24b5 + 85) + 76) +
B35+ 2) (816b7 + 2775bs + 2340) (b (24bs + 85) + 76) +
b3 (bs #22) (85607 + 2918bs + 2464) (b (24bs + 85) + 76) +
by (bs 4 12) (27262 + 931b5 + 788) (bs (24b5 + 85) + 76)) ,

Bio =8b3 (bs + 1) (b5 2) (4bs + 7) (9b5 + 16) (16bs + 25) +
8b3 (220862 + 1738487 + 5384963 + 816892 + 60303bs + 17152) +
b3 (2380862 + 189016b + 5933783 + 918634b7 + 699144b5 + 208320) +
2by (748863 + 62076b5"205268b3 + 338419b2 + 278174b5 + 91200) +
42243 + 36628b3 + 127035b2+ 220287b2 + 190996b5 + 66240,

Br1 = — d (4b3 (bs + 1) (4bs + T)(9b5- 16) (19202 + 654b5 + 552) +
4b3 (b + 1) (4bs + 7) (Yb5=426) (8T6hz+ 2775b5 + 2340) +
4b3 (bs + 1) (4bs + 7) (905 4 16) (85603 + 2918b5 + 2464) +
4by (bs + 1) (4bs + 7) (9bs + 16)(272b2 €931bs.+ 788)) ,

Bio =8b3 (bs + 1) (bs + 2) (4bs + 7) (9bs +.16) (16bs ¥ 25)\+
8b3 (22085 + 17384b3 + 53849b3 + 81689b3 + 60303bs5)+ 17152) +
b3 (2380862 + 1890163 + 5933783 + 918634b% + 699144b; + 208320) +
2y (748863 + 62076b3 + 205268b3 + 338419b2 + 27817485 + 91200) +
4224b3 + 36628b3 + 12703503 + 220287b2 + 190996b5 + 662404

Brg = — d (4b3 (45 + 7) (5bs + 8) (192b2 + 654b5 + 552) +
4b3 (4bs + 7) (5bs + 8) (8163 + 2775b5 + 2340) +
4b3 (4bs + 7) (5b5 + 8) (856b7 + 2918b5 -+ 2464) +
4by (4bs + 7) (5bs + 8) (27267 + 931bs + 788))
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B1a =8b3 (bs + 1) (bs + 2) (4bs + 7) (9b5 + 16) (165 + 25) +
8b3 (220862 + 17384b3 + 5384963 + 81689b7 + 60303b5 + 17152) +
b3 (23808b2 + 189016b3 + 593378b3 + 918634b7 + 699144b5 + 208320) +
2by (748862 + 620763 + 205268b3 + 338419b7 + 278174bs + 91200) +
4224b?2 + 36628b3 + 127035b3 + 220287b2 + 1909965 + 66240

Los elementos de matriz’j3, j35 ¥ j3 3 de la aproximacion lineal Ag estan dados por las siguientes

cantidades:

it o, 4(—203 + by +2) ¢ L (b 1) (6by +11) e
2,1

_57 J22 = (2b2 -+ 1) (2[)2 (bg =+ 3) =+ 1)’ J23 = 2bo (b2 + 3) +1

Los elementos de matriz j3,, j3, vV ja4"de la aproximacion lineal Ay estdn dados por las siguientes

cantidades:

L by (byat 2) (2 (bs + 1) +1) (5(bs + 1) +3)d
T80 (A (bs + 1) + 3) (265106 +2) (1646k5F 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (bs + 1) + 45) + 15)

. 2by (by + 1) ((bs. 4 1) (32054 1) +45) + 15)d
/3.2 (2bg + 1) (202 (bs 4 2) (16 (bs H-d) + 9) + (b5 1) (32 (bs + 1) +45) + 15)’

. b (4 (bs + 1) + 3)(54bs + 1) +3)d
83 7 90y (by + 2) (16 (bs + 1) + 9) + (b3 + 1) (32 (b5t) + 45) + 15

La expresion qq (d) estéa dada por el siguiente polinomio univariado ‘en el pardmetro d

qo (d) = — |G (d)| = d3sy — d*s; = d? (sod — sy,

El valor critico de bifurcacion de Hopf dy corresponde al valor del pardmetrod donde gg (d) se anula,

esto es

S
do (ba, bs, c3) = —,

52
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donde s1 y.sas€stan dados por

51528 (48b%¢1 (bs + 2) + 8b5&s + 4b3Es + 2054 + 2b3E5 + b3&6 + baly + &5)

s9 =ba&o=t 810 + D3E11 + b3&1a + b3E13 + b3E14 + balys

Aqui, todos los &; con ¢ ="Lg”. ., 15 son las siguientes cantidades en funcién del parametro positivo bs

+ iThenticate

€1 =6220805 3#972144bF 4 642761203+
23663610b34 53302233b3 4 754367993+
6561997202 4.32204272b5 + 6764800,

£y =3725568b10 4 69404928b2 + 57528316065+

2796118336b7 + 8829608957b¢ + 1893309281163+

27919023868b3 4-.27950931068b3 + 181737522082

+ 6924989952b5 41473033984

€3 =35543808bL° + 63172051202+ 502583945665 +

23562612988657, + 72064218959()2 + 150166424825b2

Pagina 156 de 169 - Engrega de integridad

215790936800b% + 2110098286085 + 1342530272643+
+ 50129417152b5 + 8329550848,

€4 =17585280002° 4 304124313602 + 2359703099255+
1081274175960 + 323894768181b¢ + 6623905446632+
936064503244b3 + 901956372576b3 + 566658850400b2+
209393737984b5 + 34516005888,

&5 =2363443200:° + 405148596007 + 31193642946b5+
142013473737b1 4 423245686481b% + 86256301145152+
1216928019704b3 + 1173132597396b3 + 739206664224b2+
274776385856b5 + 45727283200,
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6 =360463104b2° 4 620984131252 + 4809470824455+
2205010869747 + 6626562062650 + 1363818380569b2+
1946529004890b3 + 1902199610680b3 + 1217910126272b% 4
461285441920b5 + 78472519680,

£ =152584704b:° + 266225004057 + 2089710780265+
97175772101b% 4 29646211556868 4 619991979281b2+
900107 15874b3 + 895773366532b2 + 584807824032b2+
226163724416bs + 39344087040,

g =28461312b1 0 1.503791848b3 + 401238697005+
1893427836567 +58626923780b8 + 124456235172b3+
183441032883b3 +18536888450003 + 122901767840b% +
4827711040005 + 85317126000,

€9 =14376960b2° + 25355673602 4201059328065+
9440091712b7 + 2906440512865 +/61315460784b3 +
89765898176b3 + 90054499840b3 +.59250402816b3+
23087024128b5 + 4045783040,

€10 =103587840b1° + 18281226242 + 1450601548858 +
68155186176b% 4 2099847312326 4 44330680616053+
649468635616b3 + 652031563392b3 + 429313577984b3 +
167407464448b5 4 29358653440,

€11 =267540480b2° + 4732389888b2 + 37638559872b5 +-
177258748528b} + 5474363796948 + 1158509915468b2+
1701430351776b3 + 1712361364288b3 + 1130267765888b2
441844540928bs + 77682954240,
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€12 =310947840b1° + 5526157824b2 + 4416082540855+
208971740496b% + 648486737282b5 + 1378999859720b3+
2035085879896b7 + 2058129989472b% + 1365117190784b2+
536252620288b5 + 94740336640,

£13 =179639840b2° + 3207738624b7 + 25758391968b5+-
122481167656b7 4 381922138657b8 + 816054739100b3+
1210057992636b3 + 1229559244912b3 4 819374744384b2 +
3233693550085 57393162240,

€14 =48291840b2° + 8656496642 + 697701235265+
332973499206 + 104204201492b% + 2234491385125 +
3325004045923 + 339080241728b3 + 226699122944b2+
89767422976b5 4159847628805

€15 =4400640b1° + 790525445 63849883205+
305352696007 + 957552603268 + 20574280847b2+
3067534484203 4 31337857848b3 + 209940506242+
8328414976b5 + 1485690880

La cantidad pg (dp) asociada con la aproximacion lineal en el punto X5 ‘es

53
dp) = =
po (do) 51

donde s3 y s4 estdn dados por

s3 = (b3&16 + o7 + b3€1s + D310 + byéao + biEar + bréaz) edg,

54 =b5Eag + bhbas + b5as + bilas + by€ar + bislas + b3Eag + bakso + 31
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Resultados algebraicos extensos 137

@ Herey all’€; with i = 16, ..., 31 are the following functions of the free positive parameter bs

€16 =248832b% + 3718368bS + 2308536002+
7780932003 + 154551888b3 + 181535616b2+
117038592b5 + 32007168,

E177=3324672b7 + 45607344bS + 2654503925+
850851648b3 + 1623679896b3 + 1846132992b2+
LIB8751872b5 + 309884928

€18 =15073920b% + 19701698458 + 110066454063+
340676166665+ 6308922744b2 + 698989651202+
428989190405 ¥ 1125031680,

€19 =307094405%4 38069282068 + 21193258026+
640143605408 + 11594955676b2 + 12591152928b3+
75883013765 H+ 1957549568

€90 =30375840b% + 37969571655 + 208521740203+
6062594060b3 + 1083685036603 +41621078408b%+
6921004928b5 + 1765529600,

€01 =143814720% + 17867875608 + 95177090652+
2817178926b2 + 500343253263 + 533109934402+
3154711488b5 + 799678976,

£99 =2620992b7 + 3256385208 + 173375078b2+
5 5 5

512707234b3 4 909393214b3 + 967331048b2+
571289536b5 + 144487680,
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€93 =589824b% + 6873088b¢ + 3411584003+
9345248003 + 15246713603 + 148024832b% +
7909760005 + 17920000,

Eof"=4915200b7 + 5669273605 + 27825203262+
752676288b3 + 1210582016b3 + 1156099456524
60588979205 + 134092800,

Eo5 =164659200F o+ 18852864008 + 91813875202+
24629043523+ 3925200608b3 + 371041472062+
192187360085 3419468288,

E06 =29392896bF + 33622323265 + 16373031682+
43963930883 + 7022784832b3 + 6664981472b2+
3473730944b5" 765229568,

€97 =31162368b% + 35883315205 + 1762411728b3+
A784088620b3 + TTATTIA284bS + 7481465952b3+
39855392005 + 902785536,

E0g =20398080b% + 237882368b5 + 1185773504b3¢F
3274706844b3 + 5410727808b3 + 53481776962 4
2927853888bs5 + 684742912,

£99 =8048640b7 + 9524992068 + 482500768b2 4

135624551601 + 2284663048b3 + 2306554624b2 +
1292274224b5 + 309960960,
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Resultados algebraicos extensos 139

€30 =1695744b7 4 2031897658 + 104280064532 +
297149398b2 + 50775888068 + 52030693652+
29605091205 + 72157440,

€31 =135168b7 + 163251203 + 8446180b2+
24265775b3 + 4181037503 + 43204648b2+
24791792b5 + 6094080

La cantidad —tr G (dp) asociada can As estd dada por la siguiente expresion:

—tI‘G(dQ) = 52,

&33

donde £32 v €33 estan dados por

€30 =bi (2592b2co + 29904b5co $A31160bs5co + 277TTT6bZco + 286656b5c2 + 115968¢5) +
b3 (23616b2co + 230080b3és5R92276b3cs + 1721568b2co + 1652416b5co + 631168¢2) +
by (45096b3co + 406772bsco -+ MT2172b3¢o  2670560b3co + 2426592b5¢o + 882944cs) +
19272b3 ¢y + 173476baco + 625212b5e5"+ 1127364b ¢y + 1016704bsco + 366720cs,

€33 =bj (192003 + 17472b7 + 6338003 + 114584b7 + 1032645 + 37120) +
b3 (672003 + 6115205 + 221830b3 + 401044b2 + 36142450+ 129920) +
by (38403 + 34944b; + 126760b3 + 229168b2 + 206528bg"+ 74240) +
480b2 + 4368b3 + 15845b3 + 28646b2 + 25816bs + 9280

La condicién de transversalidad que se obtiene del determinante de lawmatriz de suma bialterna

asociada a As es

2
S
—Dg (|G (do)]) = —i <0

+ iThenticate Pagina 161 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 162 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Bibliografia

[AC15] Nijamuddin Adi and Santabrata Chakravarty. «Stability analysis of a food chain model
consisting of twoscompetitive preys and one predator». In: Nonlinear Dynamics 82.3
(2015), pp. 13031316,

[And71] Aleksandr Aleksandrovich Andronov. Theory of bifurcations of dynamic systems on a
plane. Israel Program for S€ientific Translations., 1971.

[AJ79] Aristotle Arapostathis and EI' Jury. «Remarks on redundance in stability criteria and a
counterexample to Fuller’s conjecture». In: International Journal of Control 29.6 (1979),
pp. 1027-1034.

[AY 03] Toichiro Asada and Hiroyuki Yoshiday «Coefficient criterion for four-dimensional Hopf
bifurcations: a complete mathematical characterization and applications to economic
dynamicsy. In: Chaos, Solitons & Fractals/18.3 (2003), pp. 525-536.

[BLSO06] Steven M Baer, Bingtuan Li, and/Hal L Smith. «Multiple limit cycles in the standard
model of three species competition for three @Ssential resourcesy. In: Journal of mathe-

matical biology 52.6 (2006), pp. 745760

[BK91] Gerold Baier and Michael Klein. A chaotie,hierarchy. World Scientific, 1991.
[Bail6] Stephen A Baigent. «Lotka-Volterra dynamics: an intsoduction». In: World Scientific,
2016.

[BGM17]  Malay Banerjee, S Ghorai, and Nayana Mukherjee. «Approximated spiral and target
patterns in Bazykin’s prey—predator model: multiscale pertiurbation analysis». In: Inter-
national Journal of Bifurcation and Chaos 27.03 (2017), p. 1750038"

[Baz98| Alexander D Bagzykin. Nonlinear dynamics of interacting populations. World Scientific,
1998.

[BKSO07] Bernd Blasius, J rgen Kurths, and Lewi Stone. Complex Population Dynamics: Nonlinear
Modeling in Ecology, Epidemiology, and Genetics. Vol. 7. World Scientifig 2007.

[Bog84| RI Bogdanov. «Bifurcation of the limit cycle of a family of plane vector “fi€lds/versal
deformations of a singularity of a vector field on the plane in the case of zero eigenivalues» .
In: Sel. Math. Sov. 1 (1984), pp. 373-387.

[CVD10] Francisco A Carrillo, Fernando Verduzco, and Joaquin Delgado. «Analysis of the Takefis
Bogdanov bifurcation on m-parameterized vector fields». In: International Journal of
Bifurcation and Chaos 20.04 (2010), pp. 995-1005.

140

+ iThenticate Pagina 162 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 163 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Bibliografia 141

[Cas93] Victor Castellanos Vargas. Ciclos limite en dimension 2. Tesis de licenciatura, Universi-
dad Juarez Auténoma de Tabasco, Villahermosa, Tabasco., 1993.

[Cas+18] ¢ Victor Castellanos, Francisco Eduardo Castillo-Santos, Miguel Angel Dela-Rosa, and
Ivan.Loreto-Hernédndez. «Hopf and Bautin bifurcation in a tritrophic food chain model
with Holling functional response types III and IV». In: International Journal of Bifur-
cationy and Chaos 28.03 (2018), p. 1850035.

[CC17] Victor Gastellanos and Ramén E Chan-Lopez. «Existence of limit cycles in a three level
trophic chaifi with Lotka—Volterra and Holling type II functional responsesy. In: Chaos,
Solitons € Practals 95 (2017), pp. 157-167.

[CFLOS| Victor Castellane$, Manuel Falconi, and Jaume Llibre. «Periodic orbits in predator-prey
systems with Hollihg”functional responses». In: Scientiae Mathematicae Japonicae 67.2
(2008), pp. 205-218.

[CRL+17] Francisco Eduardo Castillo-Santos, Miguel Angel Dela Rosa, Ivan Loreto-Hernandez, et
al. «Existence of a limit cycle€™in an intraguild food web model with Holling type II and
logistic growth for the common prey». In: Applied Mathematics 8.03 (2017), p. 358.

[CC22a) E. Chan Loépez and Victor Castellanos. «TensorPureFunction». In: Wolfram Func-
tion Repository: Instant=use add~én functions for the Wolfram Language (2022).
URL: https : //resourcesy. wolframcloud . com/FunctionRepository / resources /
TensorPureFunction/.

[CC22b] E. Chan-Loépez and Victor Castellanos. «BidlternateSumy. In: Wolfram Function Repos-
itory: Instant-use add—on functiofis for the Wolfram Language (2022). URL: https://
resources.wolframcloud. com/FunctionRepository/resources/BialternateSum/.

[Cha+22] E Chan-Loépez, Victor Castellanos, Héctor Argote Merales, and Sjoerd Smit. «DVector-
Field». In: Wolfram Function Repository: Instant—use_ add—on functions for the Wolfram
Language (2022). URL: https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/
resources/DVectorField/.

[CC22c| E Chan-Lépez and Victor Castellanos. «Biological control in ‘&'simple ecological model
via subcritical Hopf and Bogdanov-Takens bifurcations». In: Chaosi\Solitons & Fractals
157 (2022), p. 111921.

[CWY18] Shanshan Chen, Junjie Wei, and Jinzhu Yu. «Stationary patterns of & diffusive predator—
prey model with Crowley—Martin functional response». In: Nonlinedr=Analysis: Real
World Applications 39 (2018), pp. 33-57.

[CZ21] Lifang Cheng and Litao Zhang. «Bogdanov—Takens bifurcation of a Holling IV prey—
predator model with constant-effort harvesting». In: Journal of Inequalities afnd Appli-
cations 2021.1 (2021), pp. 1-23.

+ iThenticate Pagina 163 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/TensorPureFunction/
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/TensorPureFunction/
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/BialternateSum/
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/BialternateSum/
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/DVectorField/
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/DVectorField/

+ iThenticate Pagina 164 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812
142 Bibliografia
[CTI7] BEdward F Connor and Melissa P Taverner. «The evolution and adaptive significance of
the leaf-mining habit». In: Oikos (1997), pp. 6-25.

[DWMO05]  Peter @ De Ruiter, Volkmar Wolters, and John C Moore. Dynamic food webs: multispecies
assemblages, ecosystem development and environmental change. Elsevier, 2005.

[DP74] RM DeSantis and William A Porter. «On the generalization of the Volterra principle of
inversion». di: Yournal of Mathematical Analysis and Applications 48.3 (1974), pp. 743~
748.

[Don+15]  Yaying Dong, Shénli Zhang, Shanbing Li, and Yanling Li. «Qualitative analysis of a
predator—prey model with Crowley—Martin functional responsey. In: International Jour-
nal of Bifurcation and*Chaos 25.09 (2015), p. 1550110.

[Ede05] Leah Edelstein-Keshet. Mathematical models in biology. STAM, 2005.

[Eh198] LE Ehler. Invasion Biologysand Biological Controll. 1998.

[Fre80| Herbert I Freedman. Deterministic mathematical models in population ecology. Vol. 57.
Marcel Dekker Incorporated, 1980z

[Fuj77] Koichi Fujii. «Complexity-stability_relationship of two-prey-one-predator species sys-
tem model: Local and global’stability». In: Journal of Theoretical Biology 69.4 (1977),
pp. 613-623.

[Ful68] AT Fuller. «Conditions for a mateix to have only characteristic roots with negative real
partsy. In: Journal of Mathematical Analysistand, Applications 23.1 (1968), pp. 71-98.

[Ganb9| FR Gantmacher. «The Theory of Magrices (Chelsea, New York)». In: Search in (1959).

[Gau32] Georgii Frantsevich Gause. «Experimental studies on'the struggle for existence: I. Mixed
population of two species of yeast». In:, Journal of.€rperimental biology 9.4 (1932),
pp. 389-402.

[Gov00] Willy JF Govaerts. Numerical methods for bifurcations of .dymnamical equilibria. SIAM,
2000.

[GS99] Willy Govaerts and Bart Sijnave. «Matrix manifolds and thelJordan structure of the
bialternate matrix product». In: Linear Algebra and its Applications 292.1-3 (1999),
pp. 245-266.

[Guc07] John Guckenheimer. «Bifurcation». In: Scholarpedia 2.6 (2007), p. 1517,

[GH13| John Guckenheimer and Philip Holmes. Nonlinear oscillations, dynamicadl_systems, and
bifurcations of vector fields. Vol. 42. Springer Science & Business Media, 2013.

[GKO7] John Guckenheimer and Yuri A Kuznetsov. «Bautin bifurcation». In: Scholarpedia 2.5
(2007), p. 1853. URL: http://www.scholarpedia.org/article/Bautin_bifurcation.

[GMS97|  John Guckenheimer, Mark Myers, and Bernd Sturmfels. «Computing hopf bifurcations

+ iThenticate

i». In: SIAM Journal on Numerical Analysis 34.1 (1997), pp. 1-21.

Pagina 164 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


http://www.scholarpedia.org/article/Bautin_bifurcation

+ iThenticate Pé4gina 165 de 169 - Engrega de integridad

Bibliografia

143

[Has13]

[HTH93)|

[Hop55|

[Hos+21]

[HHWTS]

[Huf12]
IIP15]

[JP75]

[Kit65]

IKHO4|

[KS05)

[KV08]

[KEO3]|

[Kuz04]
[Liu94]

[Lot20]

[Lot25]

+ iThenticate Pagina 165 de 169 - Engrega de integridad

Alan Hastings. Population biology: concepts and models. Springer Science & Business
Media, 2013.

Bradford A Hawkins, Matthew B Thomas, and Michael E Hochberg. «Refuge theory and
biolegical control». In: Science 262.5138 (1993), pp. 1429-1432.

Eberhard Hopf. «Repeated branching through loss of stability, an example». In: Proceed-
ings of the conference on differential equations, Maryland. 1955, pp. 49-56.

Sajjad Hossain, Md Manarul Haque, M Humayun Kabir, M Osman Gani, and Sahabud-
din Sarwardi. «Complex spatiotemporal dynamics of a harvested prey—predator model
with Crowley#Martin response function». In: Results in Control and Optimization 5
(2021), p. 100059*

SB Hsu, SP Hubbél,_and Paul Waltman. «A contribution to the theory of competing
predatorsy. In: Ecologi€al Monographs 48.3 (1978), pp. 337-349.

Carl B Huffaker. Theorysand practice of biological control. Elsevier, 2012.

Mimmo Iannelli and AndrearRugliese. An introduction to mathematical population dy-
namics: along the trail of volterra and lotka. Vol. 79. Springer, 2015.

Eliahu Ibrahim Jury and HM Paynter. «Inners and stability of dynamic systems». In:
(1975).

Charles Kittel. Mechanics Berkeley Physics Course Vol 1. Tata Macgrawhill Publishing
Company, 1965.

Aaron Klebanoff and Alan Hastings. «Chaes in one-predator, two-prey models: cgeneral
results from bifurcation theory». It Mathematical biosciences 122.2 (1994), pp. 221-233.
AM Koss and WE Snyder. «Alternagive prey dispipt biocontrol by a guild of generalist
predatorsy. In: Biological Control 32.2 (2005), pp. 243-251.

Wieslaw Krajewski and Umberto Viaro. «Locating the.equilibrium points of a predator—
prey model by means of affine state feedback». In: Joural of the Franklin Institute 345.5
(2008), pp. 489-498.

Vlastimil Kfivan and Jan Eisner. «Optimal foraging and predator—prey dynamics IIT».
In: Theoretical population biology 63.4 (2003), pp. 269-279.

Yuri A. Kuznetsov. Elements of applied bifurcation theory. 3rd ed. Springer, 2004.
Wei-Min Liu. «Criterion of Hopf Bifurcations without Using Eigenval@iesy. In: Journal
of Mathematical Analysis and Applications 182 (1994), pp. 250-256.

Alfred J Lotka. «Analytical note on certain rhythmic relations in organie,systems». In:
Proceedings of the National Academy of Sciences 6.7 (1920), pp. 410-415.

Alfred James Lotka. Elements of physical biology. Williams & Wilkins, 1925.

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate

144

Pagina 166 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Bibliografia

[LX22]

[MTT04]

[Mag-+08]

[MFO04]

IMM12]

[May72]

[May19|

[McG+08|

IMWS5]

[Mir+98]

[Mis94]

IMY92

[Mor09)]
[Mul14]

[MD95]

+ iThenticate

Weéijie Lu and Yonghui Xia. «Periodic solution of a stage-structured predator-prey
model with Crowley-Martin type functional response». In: AIMS Mathematics 7.5
(2022)4pp. 8162-8175.

Michael Madsen, Steen Terkildsen, and Sgren Toft. «Microcosm studies on control of
aphids by generalist arthropod predators: effects of alternative prey». In: BioControl
49.5 (2004)4 pps 483-504.

Christelle Magal=Chris Cosner, Shigui Ruan, and Jéréme Casas. «Control of invasive
hosts by generalist parasitoidsy. In: Mathematical Medicine and Biology: a journal of the
IMA 25.1 (2008), pp..4=20.

Piero Manfredi and Eauciano Fanti. «Cycles in dynamic economic modelling». In: Eco-
nomic Modelling 21.3 (2004), pp. 573-594.

Jerrold E Marsden and Magjorie McCracken. The Hopf bifurcation and its applications.
Vol. 19. Springer Science & BuSiness Media, 2012.

Robert M May. «Limit cycles im™predator-prey communitiesy». In: Science 177.4052
(1972), pp. 900-902.

Robert M May. «Stability and complexity in model ecosystems». In: Stability and Com-
plexity in Model Ecosystems. Princeton university press, 2019.

Edward A McGehee, Noel Schutt, ,DesidériosA Vasquez, and Enrique Peacock-Lopez.
«Bifurcations, and temporal and spatial pattérns of a modified Lotka—Volterra model».
In: International Journal of Bifurcatiofi“and Chaos8.08 (2008), pp. 2223-2248.
Wolfgang Metzler and Wilfried Wischniewsky. «Bifarcations of equilibria in Bazykin’s
predator-prey model». In: Mathematical Modelling 6.241985), pp. 111-123.

MMM Miranda, M Picancgo, JC Zanuncio, and RNC Guedes~«Ecological life table of tuta
absoluta (Meyrick)(Lepidoptera: Gelechiidae)». In: Biocontrol Science and Technology
8.4 (1998), pp. H97-606.

Tetsuya Misawa. «Conserved quantities and symmetry for stochéstic dynamical sys-
temsy. In: Physics Letters A 195.3-4 (1994), pp. 185-189.

H Miyagi and K Yamashita. «Robust stability of Lure systems with multiple nonlinear-
ities». In: IEEE Transactions on Automatic Control 37.6 (1992), pp. 883-886.

Peter J Morin. Community ecology. John Wiley & Sons, 2009.

A. Jan Mulder Christian & Hendriks. «Half saturation constants in functional Tesponses» .
In: Global Ecology & Conservation 2 (2014), pp. 161-169.

Denis Mustafa and Timothy N Davidson. «Block bialternate sum and associated stability
formulae». In: Automatica 31.9 (1995), pp. 1263-1274.

Pagina 166 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 167 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Bibliografia 145

[NUM99)™ Toshiyuki Namba, Asako Umemoto, and Eriko Minami. «The effects of habitat fragmen-
tation on persistence of source-sink metapopulations in systems with predators and prey
of apparent competitorsy. In: Theoretical Population Biology 56.1 (1999), pp. 123-137.

[INP99| Claudia Neuhauser and Stephen W Pacala. «An explicitly spatial version of the Lotka-
Volterra model with interspecific competition». In: The Annals of Applied Probability 9.4
(1999), pp. 1226-1259.

[PFS20] AlbertodPadoan, Fulvio Forni, and Rodolphe Sepulchre. «Model reduction by balanced
truncationsof dominant Lure systemsy. In: IFAC-PapersOnLine 53.2 (2020), pp. 5617
5622.

[PG12] Kathy Erika Peyalta Parra and Gamaliel Blé Gonzalez. «Sistema depredador presa con
respuesta funcional.€rowley-Martiny. In: Journal of Basic Sciences 11.1 (2012).

[Pea04] E Peacock-Lopez. «Beelogical model of competitive species and the role of intraspecies in-
teraction in the formatien’of.spatio-temporal patterns». In: WSEAS Trans. Biol. Biomed
1 (2004), pp. 76-81.

[PDPO5| Alison B Peet, Peter A Deutschy and Enrique Peacock-Lopez. «Complex dynamics in
a three-level trophic _system with intraspecies interaction». In: Journal of Theoretical
Biology 232.4 (2005), pp.491-503.

[Per13| Lawrence Perko. Differential equations and dynamical systems. Vol. 7. Springer Science
& Business Media, 2013.

[Pul+22|  Melissa Pulley, Leoncio Rodriguézy Matthew Lewis, Brynja Kohler, and Luis Gordillo.
«Guiding Students to Understand/Functional Responses: Holling’s Disc Experiment Re-
visited». In: PRIMUS 32.2 (2022), pp. 124-136.

[R&z17] Tim Réz. «The volterra principle generalizedy. Ini#Rhilosophy of Science 84.4 (2017),
pp. 737-760.

[Rey22] Alvaro Reyes Garcia. Competencia y depredacion: eltarribo de una especie exdtica al

medio. Tesis doctoral, Universidad Nacional Auténoma ‘desMéxico, Cd. Universitaria,

CDMX., 2022.

[Rob12] Rex Clark Robinson. An introduction to dynamical systems: continuous and discrete.
Vol. 19. American Mathematical Soc., 2012.

[RosT71] Michael L Rosenzweig. «Paradox of enrichment: destabilization of €xploitation ecosys-

tems in ecological time». In: Science 171.3969 (1971), pp. 385-387.
[RM63| Michael L. Rosenzweig and Robert H MacArthur. «Graphical representation &nd stability

conditions of predator-prey interactionsy. In: The American Naturalist 97.895) (1963),
pp- 209-223.

+ iThenticate Pagina 167 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 168 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

146 Bibliografia

[Rou77] Edward John Routh. A Treatise on the Stability of a Given State of Motion: Particularly
Steady Motion. Being the Essay to which the Adams Prize was Adjudged in 1877, in the
University of Cambridge. Macmillan and Company, 1877.

[San96| Marco Sandri. «Numerical calculation of Lyapunov exponentsy. In: Mathematica Journal
6.3 (1996), pp. 78-84.

[SW20] Gunog Seoand Gail SK Wolkowicz. «Pest control by generalist parasitoids: a bifurca-
tion theory appreach». In: Discrete and Continuous Dynamical Systems-S 13.11 (2020),
pp. 3157-3187.

[SS05] Rodolphe Sepulchreand Guy-Bart Stan. «Feedback mechanisms for global oscillations
in Lure systemsy. In*Systems & Control Letters 54.8 (2005), pp. 809-818.

[SDR14] Maria M Seron, José A De” Doné, and Jan H Richter. «Invariant-set-based fault diagno-
sis in Lure systems». In: Fatérnational Journal of Robust and Nonlinear Control 24.16
(2014), pp. 2405-2422.

[Sig07] Karl Sigmund. «Kolmogorov ands¢pepulation dynamics». In: Kolmogorov’s heritage in

mathematics. Springer, 2007, pp. 177-186.

[SGO1] Garrick T Skalski and JamesE Gilliam. «Functional responses with predator interference:
viable alternatives to the Holling type Il/model». In: Ecology 82.11 (2001), pp. 3083
3092.

[Ste00] Cyparissos Stéphanos. «Sur une extension du €alcul des substitutions linéairesy . In: Jour-

nal de Mathématiques pures et Appligaées 6 (1900),pp. 73-128.

[Tak01] Floris Takens. «Forced oscillations andgbifurcationss. In: Global analysis of dynamical
systems. CRC Press, 2001, pp. 11-71.

[Tiw+19]  Vandana Tiwari, Jai Prakash Tripathi, Syed Abbas, Jin-Shan Wang, Gui-Quan Sun, and
Zhen Jin. «Qualitative analysis of a diffusive Crowley-Mattimmpredator—prey model: the
role of nonlinear predator harvesting». In: Nonlinear Dynamiés 98 (2019), pp. 1169-1189.

[Tri+20] Jai Prakash Tripathi, Sarita Bugalia, Vandana Tiwari, and Yun'Kang. «A predator—prey
model with Crowley—Martin functional response: A nonautonomous\study». In: Natural
Resource Modeling 33.4 (2020), €12287.

[Tur13] Peter Turchin. «Complex population dynamics». In: Complex Population Dynamics.
Princeton university press, 2013.

[Van+01]  Minus Van Baalen, Vlastimil Kfivan, Paul CJ van Rijn, and Maurice W Sabelis™«Alter-
native food, switching predators, and the persistence of predator-prey systemss, Iny The
American Naturalist 157.5 (2001), pp. 512-524.

[Ver38| Pierre-Frangois Verhulst. «Notice sur la loi que la population suit dans son accroi$se-
ment». In: Corresp. Math. Phys. 10 (1838), pp. 113-126.

+ iThenticate P4gina 168 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pégina 169 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Bibliografia 147

[Vol26] Vito Volterra. «Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie animali con-
viventi». In: (1926).

[Wal94| Sandra J Walde. «Immigration and the dynamics of a predator-prey interaction in bio-

Togieal controly. In: Journal of Animal Ecology (1994), pp. 337-346.

[WRO8| Miechael Weisberg and Kenneth Reisman. «The robust Volterra principle». In: Philosophy
of science 75.1 (2008), pp. 106-131.

[Wig03] StephendWiggins. Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos.
Vol. 2. 3. Springer, 2003.

[Xia+20]  Chuang Xiang, Jicai Huang, Shigui Ruan, and Dongmei Xiao. «Bifurcation analysis in
a host-generalist#parasitoid model with Holling II functional response». In: Journal of
Differential Equationss268.8 (2020), pp. 4618-4662.

+ iThenticate Pagina 169 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pagina 1 de 169 - Portada

Ramoén Eduardo Chan Lopez.pdf

€ Universidad Judrez Auténoma de Tabasco

Detalles del documento

Identificador de la entrega

trn:oid:::3117:579101812

Fecha de entrega

15 abr 2026, 6:32 p.m. GMT-6

Fecha de descarga

15 abr 2026, 6:46 p.m. GMT-6

Nombre del archivo

Ramén Eduardo Chan Lépez.pdf

Tamaiio del archivo

5.5 MB

+ iThenticate Pagina 1 de 169 - Portada

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

161 paginas

36.919 palabras

220.300 caracteres

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate

Pagina 2 de 169 - Descripcién general de integridad

11% Similitud general

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

El total combinado de todas las coincidencias, incluidas las fuentes superpuestas, para ca...

Filtrado desde el informe

» Bibliografia
» Coincidencias menores (menos de 10 palabras)

» Abstract

Fuentes principales

10% @ Fuentes de Internet
2%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Marcas de integridad
N.° de alerta de integridad para revisién

[ Caracteres reemplazados
1485 caracteres sospechosos en N.° de paginas

Las letras son intercambiadas por caracteres similares de otro alfabeto.

+ iThenticate

Pagina 2 de 169 - Descripcidn general de integridad

Los algoritmos de nuestro sistema analizan un documento en profundidad para
buscar inconsistencias que permitirian distinguirlo de una entrega normal. Si
advertimos algo extrafio, lo marcamos como una alerta para que pueda revisarlo.

Una marca de alerta no es necesariamente un indicador de problemas. Sin embargo,
recomendamos que preste atencién y la revise.

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



+ iThenticate Pé4gina 3 de 169 - Descripcién general de integridad

Fuentes principales

10% @ Fuentes de Internet
2%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Fuentes principales

Las fuentes con el mayor nimero de coincidencias dentro de la entrega. Las fuentes superpuestas no se mostraran.

o Internet

e-spacio.uned.es

° Internet

lic.mat.uson.mx

Internet

zaguan.unizar.es

Internet

hdl.handle.net

o Internet

posgrado.mat.uson.mx

° Internet

repositorio.usm.cl

Internet

repositorioinstitucional.buap.mx

Trabajos

entregados
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco on 2025-09-11

o Internet

core.ac.uk

o Internet

vdoc.pub

Internet

ddd.uab.cat

+ iThenticate Pagina 3 de 169 - Descripcion general de integridad

4%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


http://e-spacio.uned.es/fez/eserv/bibliuned:masterMatavanz-Acano/Documento.pdf
https://lic.mat.uson.mx/tesis/TesisAnaLuisa.pdf
http://zaguan.unizar.es/record/87463
http://hdl.handle.net/10045/57254
https://posgrado.mat.uson.mx/tesis/doctorado/francisco_carrillo_navarro.pdf
https://repositorio.usm.cl/bitstream/handle/11673/13924/3560900231395UTFSM.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://repositorioinstitucional.buap.mx/bitstream/handle/20.500.12371/14852/443716TL.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://core.ac.uk/download/pdf/217560131.pdf
https://vdoc.pub/documents/time-and-space-in-economics-7h5t8vr3fg90
https://ddd.uab.cat/pub/artpub/2024/308476/CasChanLli2024-Preprint.pdf

+ iThenticate Pégina 4 de 169 - Descripcién general de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Publicacién

Yuri A. Kuznetsov. "Elements of Applied Bifurcation Theory", Springer Nature, 2004 <1%
Internet

creativecommons.org <1%
° Internet

keep-dev.lib.asu.edu <1%
o Internet

ri.ues.edu.sv <1%
e Internet

dblp.dagstuhl.de <1%
Internet

export.arxiv.org <1%
a Publicacién

Sandor, Joshua Francis. "The Discrete Bootstrap for Quantum Thermodynamics", ... <1%
o Internet

sciforum.net <1%
e Internet

repositorio.uns.edu.pe <1%
Internet

saritabugalia.com <1%
Internet

www.docme.ru <1%
Internet

repositorio.uptc.edu.co <1%
a Publicacién

D. L. DeAngelis, R. A. Goldstein, R. V. O'Neill. "A Model for Tropic Interaction”, Ecol... <1%
Internet

dukespace.lib.duke.edu <1%

+ iThenticate Pagina 4 de 169 - Descripcidn general de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


https://doi.org/10.1007/978-1-4757-3978-7
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/es/
https://keep-dev.lib.asu.edu/system/files/c7/Pringle_asu_0010E_21864.pdf
http://ri.ues.edu.sv/9803/1/19200969.pdf
http://dblp.dagstuhl.de/db/journals/ijbc/ijbc25.html
http://export.arxiv.org/pdf/2312.07737
https://gateway.proquest.com/openurl?res_dat=xri%3Apqm&rft_dat=xri%3Apqdiss%3A32002593&rft_val_fmt=info%3Aofi%2Ffmt%3Akev%3Amtx%3Adissertation&url_ver=Z39.88-2004
https://sciforum.net/manuscripts/15908/manuscript.pdf
https://repositorio.uns.edu.pe/bitstream/handle/20.500.14278/5157/Tesis%20Tamariz%20Milla.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://saritabugalia.com/publications
https://www.docme.ru/doc/1342729/1403.-applied-mathematical-sciences--yuri-a.-kuznetsov---...
http://repositorio.uptc.edu.co/handle/001/2675
https://doi.org/10.2307/1936298
https://dukespace.lib.duke.edu/dspace/bitstream/handle/10161/21501/Xu_duke_0066D_15860.pdf?sequence=1

+ iThenticate

Pagina 5 de 169 - Descripcién general de integridad

Internet

cbi.izt.uam.mx <1%
Internet

coek.info <1%
a Internet

biblio.ugent.be <1%
Internet

paguirre.mat.utfsm.cl <1%
Publicacién

A. Algaba, F. Fernandez-Sanchez, M. Merino, A.J. Rodriguez-Luis. "Homoclinic beh... <1%
Internet

arxiv.org <1%
Internet

ia800608.us.archive.org <1%
Internet

ri.ujat.mx <1%
Internet

upcommons.upc.edu <1%
Internet

bibliotecadigital.exactas.uba.ar <1%
Internet

journal.ummat.ac.id <1%
Publicacién

Linyi Ma, Dongpo Hu, Zhaowen Zheng, Cui-Qin Ma, Ming Liu. "Multiple bifurcatio... <1%
Publicacién

Aristotle Arapostathis. "Remarks on redundance in stability criteria and a counte... <1%
Internet

acikbilim.yok.gov.tr <1%

Pagina 5 de 169 - Descripcidn general de integridad

+ iThenticate

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


https://cbi.izt.uam.mx/images/CBI/InformesAnuales/Informe2010DCBI.pdf
https://coek.info/pdf-recurrence-quantification-analysis-of-a-three-level-trophic-chain-model-.html
https://biblio.ugent.be/publication/111465
http://paguirre.mat.utfsm.cl/biomatematica.pdf
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2024.115248
http://arxiv.org/pdf/2412.08025
https://ia800608.us.archive.org/0/items/Epistemus17/Epistemus-17_djvu.txt
https://ri.ujat.mx/server/api/core/bitstreams/5267a423-11f3-48a2-915c-f78c753e1144/content
https://upcommons.upc.edu/bitstream/handle/2117/346806/paperIsosRevR2.pdf
https://bibliotecadigital.exactas.uba.ar/download/seminario/seminario_nMAT000657_Raigorodsky.pdf
https://journal.ummat.ac.id/index.php/jtam/article/view/14506
https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2023.107282
https://doi.org/10.1080/00207177908922747
https://acikbilim.yok.gov.tr/bitstream/handle/20.500.12812/58430/yokAcikBilim_10171745.pdf?isAllowed=y&sequence=-1

+ iThenticate Pé4gina 6 de 169 - Descripcién general de integridad

m Internet

es.scribd.com

Internet

sciendo.com

Internet

yorkspace.library.yorku.ca

Publicacién

"Time and Space in Economics", Springer Science and Business Media LLC, 2007

m Publicacién

Xuyin Wang, Weiguo Liu. "Optimal Different Due-Date Assignment Scheduling wit...

e Internet

www.sabiia.cnptia.embrapa.br

e Publicacién

Irina Bashkirtseva, Lev Ryashko, Tatyana Ryazanova. "Stochastic variability and t...

Internet

gregori-blanco.blogspot.com

m Internet

www.ieice.org

e Internet

ouci.dntb.gov.ua

e Internet

revistas.ujat.mx

Internet

tel.archives-ouvertes.fr

Publicacién

Gamaliel BIé, Victor Castellanos, Miguel A. Dela-Rosa. "Coexistence of species in a...

Publicacién

W. H. Settle, L. T. Wilson. "Invasion by the Variegated Leafhopper and Biotic Inter...

+ iThenticate Pagina 6 de 169 - Descripcion general de integridad

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


https://es.scribd.com/document/444325604/1La-cinetica-quimica-es-un-area-de-la-fisicoquimica-que-se-encarga-del-estudio-de-la-rapidez-de-reaccion-docx
https://sciendo.com/article/10.2478/amns.2020.1.00002
https://yorkspace.library.yorku.ca/xmlui/bitstream/handle/10315/38775/Pei_Yuan_2021_PhD.pdf?isAllowed=y&sequence=2
https://doi.org/10.1007/978-4-431-45978-1
https://doi.org/10.3390/math12030436
https://www.sabiia.cnptia.embrapa.br/search?ig=t&paginaAtual=149&qFacets=typeFacets%3A%22Journal+article%22&search=typeFacets%3A%22Journal+article%22&sort=
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2018.12.035
https://gregori-blanco.blogspot.com/2009/
https://www.ieice.org/nolta/symposium/archive/2004/paper/5180.pdf
https://ouci.dntb.gov.ua/works/9ZDM3yz4/
https://revistas.ujat.mx/index.php/jobs/article/download/1021/938
http://tel.archives-ouvertes.fr/tel-01022022
https://doi.org/10.1002/mma.5184
https://doi.org/10.2307/1938283

+ iThenticate Pé4gina 7 de 169 - Descripcién general de integridad

e Internet

www.dspace.uce.edu.ec

e Internet

www.tandfonline.com

a Internet

www.ummisco.ird.fr

Internet

1library.org

e Publicacién

Maletzky, Tobias(Fuchs, Harald). "Kanten- und Oberflachenplasmonen in der Nah...

e Publicacién

Shaher Zyoud, Siwar M. Omair, Susan A. Jarrad. "A two-stage model of the fuzzy a...

a Internet

Www.scopus.com

Publicacién

Lin Cai. "<![CDATA[A Genetic Fuzzy Controller for Vehicle Automatic Steering Cont...

Publicacién

Wills, Alan Cameron. "Formal methods applied to object-oriented programming.",...

e Internet

pdfcoffee.com

a Internet

wikimonde.com

e Internet

www.aimspress.com

a Internet

www.animal-ethics.org

Internet

www.medrxiv.org

+ iThenticate Pagina 7 de 169 - Descripcion general de integridad

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


http://www.dspace.uce.edu.ec/bitstream/25000/23094/1/T-UCE-0020-CIE-026.pdf
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/09583157.2019.1572711
http://www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/BreveHistoria2.pdf
https://1library.org/document/ynlrpm1q-entropia-de-tsallis-aplicada-ao-clima-da-terra.html
http://miami.uni-muenster.de/servlets/DerivateServlet/Derivate-4857/diss_maletzky.pdf
https://doi.org/10.1038/s41598-025-88236-5
http://www.scopus.com/inward/record.url?partnerID=8YFLogxK&scp=85107586054
https://doi.org/10.1109/TVT.2006.889576
http://gateway.proquest.com/openurl?res_dat=xri%3Apqm&rft_dat=xri%3Apqdiss%3A10834011&rft_val_fmt=info%3Aofi%2Ffmt%3Akev%3Amtx%3Adissertation&url_ver=Z39.88-2004
https://pdfcoffee.com/cycles-in-dynamic-economic-modelling-pdf-free.html
https://wikimonde.com/article/Mine_%28insecte%29
https://www.aimspress.com/article/doi/10.3934/math.2022454?viewType=HTML
https://www.animal-ethics.org/animales-en-el-mundo-salvaje/la-situacion-de-los-animales-en-el-mundo-salvaje/antagonismo-en-la-naturaleza-animales-atacados-por-otros-animales-u-organismos/
https://www.medrxiv.org/content/10.1101/2020.11.10.20211995v3.full.pdf

+ iThenticate Pé4gina 8 de 169 - Descripcién general de integridad

a Publicacién

Chihiro Watanabe. "Managing Innovation in Japan", Springer Science and Busines...

e Internet

WwWw.scirp.org

Internet

de.slideshare.net

Internet

idus.us.es

Internet

mediatum.ub.tum.de

Internet

repository.sdu.edu.kz

Internet

resources.wolframcloud.com

+ iThenticate Pagina 8 de 169 - Descripcion general de integridad

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

<1%

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812


https://doi.org/10.1007/978-3-540-89272-4
https://www.scirp.org/html/9-7403502_74911.htm
https://de.slideshare.net/rosaber14/tema-4-enzimas-y-vitaminas
https://idus.us.es/bitstream/handle/11441/77521/G%c3%a1lvez%20Garc%c3%ada%20Miriam%20TFG.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://mediatum.ub.tum.de/doc/1207822/1207822.pdf
https://repository.sdu.edu.kz/server/api/core/bitstreams/f48fa666-c495-4301-ad75-4e0d83378f07/content
https://resources.wolframcloud.com/FunctionRepository/resources/DVectorField/

	Agradecimientos
	Lista de figuras
	Introducción
	Modelo competitivo de Lotka-Volterra
	Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra
	Principio de Volterra
	Modelo Lotka-Volterra con competencia intraespecie
	Caso donde el equilibrio Lg
	Caso donde el equilibrio Lg
	Lg y Lg límites, funciones de Lyapunov e invariancia de LaSalle


	Dinámica local del sistema competitivo de Lotka-Volterra
	Las cero-isoclinas no se cortan en la región de interés ecológico
	Las cero-isoclinas coinciden en la región de interés ecológico
	Las cero-isoclinas tienen un corte en la región de interés ecológico


	Modelo depredador-presa de Bazykin
	Bifurcación Andronov–Hopf
	Teorema de la bifurcación de Hopf
	Primer coeficiente de Lyapunov
	Bifurcación de Hopf aplicado a un sistema de control


	Bifurcación Bogdanov–Takens
	La deformación versal de la bifurcación Bogdanov–Takens
	Bifurcación silla–nodo
	Bifurcación de Hopf

	Teorema de Carrillo para la bifurcación Bogdanov–Takens
	Diagrama de la bifurcación Bogdanov–Takens
	Teorema de Carrillo aplicado a un modelo depredador–presa


	Modelo de Rosenzweig-MacArthur
	Inestabilidades y paradoja del enriquecimiento

	Modelo Bazykin y su restricción geométrica
	Cambio de escala y modelo Bazykin adimensional
	Equilibrios de coexistencia
	Análisis de la bifurcación de Hopf
	Análisis de la bifurcación de Bautin
	Segundo coeficiente de Lyapunov
	Condición de regularidad

	Simulaciones numéricas de las bifurcaciones de Hopf y Bautin
	Simulación numérica del caso Lg y Lg
	Simulación numérica del caso Lg y Lg
	Simulación numérica del caso Lg y Lg

	Bifurcación de equilibrios de coexistencia
	Dos equilibrios de coexistencia
	Tres equilibrios de coexistencia


	Restricción geométrica en un modelo huésped–parasitoide
	Introducción a las interacciones huésped–parasitoide
	Modelo y sus supuestos ecológicos
	Población de huéspedes y la geometría de su cero–isoclina
	Equilibrios de coexistencia
	Discusión sobre los hallazgos en el modelo huésped–parasitoide

	Otros modelos con la misma restricción geométrica
	Modelo con respuesta funcional Crowley–Martin
	Modelo depredador–presa con cosecha de esfuerzo constante


	Dos presas en competencia y un depredador
	Suma bialterna y bifurcación simple de Hopf
	Criterios de Routh–Hurwitz y Fuller
	Criterio de Liu para la bifurcación simple de Hopf
	Criterio de Fuller y la suma bialterna
	Criterio de suma bialterna para Lg y Lg

	Análisis del modelo de las tres poblaciones
	Equilibrios triviales ecológicamente viables
	Equilibrios de Coexistencia
	La bifurcación de Hopf no tiene lugar en Lg
	La bifurcación de Hopf sí tiene lugar en Lg
	Una bifurcación de Hopf tiene lugar en el plano invariante Lg

	Simulaciones numéricas
	Ciclo límite de coexistencia de las tres poblaciones
	Caos con el incremento de la tasa de saturación media Lg


	Conclusiones
	Implementaciones Wolfram Mathematica
	Resultados algebraicos extensos
	Bibliografía



