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Introducción

La modelación matemática de las diversas relaciones tróficas es parte complementaria en los estudios

de la ecología moderna como disciplina especializada. En esta línea de conocimiento, resultan de espe-

cial interés todas las interacciones que son observables entre las especies, por ejemplo, la depredación

y la competencia, las cuales se han estudiado ampliamente por separado durante décadas. La mezcla

de estas y otras interacciones en el modelado de sistemas tróficos presentes en la naturaleza, arro-

jan nuevas tendencias para las investigaciones téorico–experimentales (ver [Mor09; BKS07; Tur13;

May19; Ede05; Fre80]).

Para cualquier sistema trófico los estados de coexistencia entre las poblaciones que lo conforman

se consideran los más importantes, particularmente, los ciclos que son ecológicamente estables y

que corresponden matemáticamente a los ciclos límite que pueden poseer los sistemas de ecuaciones

diferenciales con los que son modelados [BLS06; May72]. Por esta razón, es bastante natural encontrar

una gran cantidad de trabajos dedicados a la búsqueda de ciclos límite estables en modelos de redes

y en particular en modelos que consisten de dos presas y un depredador. Por ejemplo, en [Fuj77] Fujii

demostró la existencia de un ciclo límite localmente estable para esta clase de modelos en el esquema

de Lotka–Volterra. En [KH94], Aaron Klebanoff y Alan Hastings, además de mostrar la existencia

de un ciclo límite estable, encuentran evidencias de que existe un régimen caótico en una clase de

modelos de dos presas y un depredador. Posteriormente, los autores Nijamuddin Ali y Santabrata

Chakravarty estudian la dinámica local y global de un modelo de dos poblaciones de presas que

compiten y una población depredadora con un término de competencia intraespecífica (ver [AC15]);

que es el modelo que analizamos en el presente trabajo. Sin embargo, en el análisis cualitativo de

todos los trabajos anteriores se prestó poca atención a ciertos enfoques analíticos en los que no se

usan los valores propios de la aproximación lineal, por ejemplo, los criterios de Liu y el de la matriz

de suma bialterna (ver [Liu94; Ful68]), ya que siempre es común atacar estos problemas buscando la

respectiva forma normal que, en algunos casos, puede resultar computacionalmente muy complicada

de obtener debido al número de parámetros libres y esto hace que la interpretación sea oscura.

En este trabajo presentamos un análisis local, usando herramientas analíticas y numéricas, para

describir la dinámica de un modelo de dos presas que compiten en el esquema de Lotka–Volterra

y un depredador que compite por consumirlas. El modelo que analizamos específicamente es aquel

donde la función de crecimiento de la densidad poblacional de cada presa es logístico, el depredador

XII
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Introducción XIII

tiene respuesta funcional de Holling tipo II, la mortalidad total del depredador está determinada

por una tasa natural y por una tasa que da cuentas de la competencia entre los miembros de su

población. El modelo se estudia bajo el supuesto de que el tiempo y los tamaños poblacionales de las

tres especies varían en forma continua, no haciéndose distinción por clases de edad, ni por sexo; así

mismo, las variables que representan a las densidades poblacionales y los parámetros del sistema se

asumen de manera determinista considerando que las tres especies están distribuidas uniformemente,

que no están afectadas por fenómenos estacionales o abióticos y que en las tasas de crecimiento no

hay retardo ni influencia de generaciones anteriores.

La estructura del presente trabajo se divide en tres capítulos y está organizado de la siguiente ma-

nera: como sabemos que la parte más delicada de estudiar modelos ecológicos es la interpretación, la

cual se puede complicar con el número de interacciones y parámetros, dedicamos el primer capítulo

a proporcionar, con cierto orden cronológico, los elementos preliminares esenciales de ecología mate-

mática y aquellos de la teoría de sistemas dinámicos continuos para dar una comprensión más amplia

de lo que aquí exponemos; incluso para aquellos lectores no familiarizados. Por ejemplo, después

de una exposición de antecedentes históricos, analizamos el modelo competitivo de Lotka–Volterra

que resulta de considerar ausente al depredador. En algunos casos colocando muchos detalles y en

otros tantos solo las debidas referencias para no extendernos de forma innecesaria. De esta manera,

al seguir esta estrategia de revisión, sentamos las bases para conectar las ideas que se discuten en

los siguientes capítulos. En el segundo capítulo se presentan los teoremas de bifurcación de Hopf y

Bogdanov–Takens necesarios en el análisis del sistema depredador–presa tipo Bazykin, tomando como

base al modelo de Rosenzweig–MacArthur para introducir la idea de la respuesta funcional Holling

tipo II y posteriormente aplicamos los resultados encontrados en el modelo tipo Bazykin en el análisis

de un sistema huésped–parasitoide generalista, el cual representa la aportación del presente trabajo

(ver [CC22c]). Adicionalmente, al final del capítulo dos discutimos la presencia de una propiedad

geométrica que el sistema depredador–presa tipo Bazykin, el sistema huésped–parasitoide y otros dos

modelos más tienen en común, estableciendo una conjetura al respecto. Por último, en el capítulo

tres se presentan los teoremas necesarios para establecer los resultados principales sobre el modelo de

las dos presas en competencia y el depredador, los cuales son:

(1) Equilibrios triviales ecológicamente viables,

(2) Equilibrios de coexistencia,

(3) Bifurcación de Hopf usando criterio de biproducto implementado en Mathematica [CC22b] y

(4) Simulaciones numéricas para ejemplificar los resultados analíticos.
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XIV Introducción

Para la búsqueda de equilibrios de coexistencia ocupamos la estrategia de fijar las coordenadas de

cada equilibrio, introduciendo con ello restricciones sobre un parámetro por cada coordenada. Esta

estrategia es la misma que puede encontrarse en los trabajos [CC17; CRL+17; Cas+18].

Por otra parte, cabe mencionar que para elaborar el análisis expuesto en la presente obra, desarro-

llamos funciones en el lenguaje Wolfram Mathematica y las publicamos en la plataforma Wolfram

Function Repository. La plataforma permite el uso libre de los códigos y su distribución requiere la

respectiva cita del autor y de la plataforma Wolfram.

Al final de este documento se encuentran dos apartados, en el apartado A se colocan algunos códigos

Wolfram Mathematica que pueden ser señalados para copiar y luego pegar en un Notebook con

facilidad, algunos de los cuales corresponden a versiones ligeramente distintas a las publicadas en

Wolfram Function Repository y otros códigos corresponden a la implementación de un teorema para

la bifurcación Bogdanov–Takens que es usado y citado en el segundo capítulo del presente trabajo

recepcional. Finalmente, en el apartado B colocamos las expresiones algebraicas en extenso de todas

nuestras aportaciones principales.
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Capítulo 1

Modelo competitivo de Lotka-Volterra

El propósito del presente trabajo es buscar ciclos límite estables, vía la bifurcación de Hopf, en un

sistema ecológico conformado por dos poblaciones de presas que compiten por los mismos recursos

y una población depredadora cuyos individuos compiten por consumirlas, asumiendo una respuesta

funcional Holling tipo II. Este modelo ya ha sido estudiado con anterioridad, por ejemplo, en 2015 los

autores Nijamuddin Ali y Santabrata Chakravarty realizaron un análisis extenso sobre la aparición

de órbitas periódicas haciendo uso de funciones de Lyapunov. Ali–Chakravarty determinaron condi-

ciones para la coexistencia de las tres poblaciones en un ciclo límite estable, y reportaron que para

ciertos valores de parámetros ocurre la extinción de una de las presas, y las poblaciones restantes, la

otra presa y el depredador, alcanzan la coexistencia en un ciclo límite estable. Adicional, estos autores

demuestran que todas las soluciones están uniformemente acotadas en el primer octante de R3 y dan

una descripción completa de la estabilidad global de todos los equilibrios que son ecológicamente via-

bles (ver [AC15]). Posteriormente, en el año 2022, el autor Álvaro Reyes García, analiza este mismo

modelo en el cuarto capítulo de su tesis doctoral, presentando una revisión de los resulatados generales

que también se encuentran en el trabajo de Nijamuddin Ali y Santabrata Chakravarty, pero agre-

gando el análisis de las bifurcaciones de órbitas periódicas desde otros enfoques analíticos. Además,

el autor Álvaro presenta un análisis extenso sobre la dinámica caótica usando órbitas heteroclínicas,

exponentes de Lyapunov, dimensión fractal, dimensión de correlación y entropía de correlación, y

finalmente el espectro de potencias (ver [Rey22]). Sin dudas, estos antecedentes son una muestra de

la enorme riqueza dinámica que existe en este particular modelo, la cual puede ser explorada desde

otro enfoque como veremos en el desarrollo del presente trabajo.

En nuestro caso, y siendo precisos, abordamos el análisis de la bifurcación de Hopf en este sistema

ecológico haciendo uso, primero, de un resultado geométrico que aparece en un modelo límite para el

cálculo de los equilibrios de coexistencia, y segundo de la suma bialterna de matrices (ver [Ful68]) como

una alternativa computacional más eficiente que el criterio de Liu [Liu94] y los menores principales

diagonales de la matriz Hurwitz.

1
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2 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

El modelo ecológico descrito anteriormente, está dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferen-

ciales no lineales

dx

dt
= r1x

(
1− x

k1

)
− c1xy −

a1xz

x+ b1
, (1.1a)

dy

dt
= r2y

(
1− y

k2

)
− c2xy −

a2yz

y + b2
, (1.1b)

dz

dt
=
e1a1xz

x+ b1
+
e2a2yz

y + b2
− dz − σz2, (1.1c)

donde r1 y r2 son los potenciales bióticos, k1 y k2 las capacidades de carga ambiental y c1 y c2 son

las tasas de comptencia interespecífica entre las dos poblaciones de presas. Los parámetros a1 y a2
miden la intensidad de la depredación, e1 y e2 son las tasas de eficiencia que miden la conversión de

biomasa de presas en biomasa de depredadores, b1 y b2 son las tasas de saturación media, d es la tasa

de mortandad natural de la población depredadora y σ es el parámetro asociado con la competencia

intraespecífica entre depredadores por otros recursos además de las presas.

Para alcanzar el objetivo general de este estudio, se abordan los modelos límite que se obtienen en

ausencia de alguna de las poblaciones. Un primer caso límite consiste en asumir ausente a la población

depredadora, supuesto que nos lleva al siguiente modelo competitivo de Lotka-Volterra

dx

dt
= r1x

(
1− x

k1

)
− c1xy, (1.2a)

dy

dt
= r2y

(
1− y

k2

)
− c2xy. (1.2b)

El modelo competitivo de Lotka–Volterra (1.2) ya ha sido ampliamente estudiado, y una buena refe-

rencia de este conocido modelo se encuentra en [NP99]. De igual manera, en la obra An Introduction

to Mathematical Population Dynamics de los autores Mimmo Iannelli y Andrea Pugliese, podemos

encontrar un análisis exhaustivo de la dinámica de este sistema competitivo de dos poblaciones

(ver [IP15]).

La razón fundamental para incluir la revisión de la dinámica de las ecuaciones (1.2) es sencilla, y es

que en este sistema no puede ocurrir una bifurcación de Hopf, ya que como veremos más adelante,

lo más que puede suceder es que el equilibrio de coexistencia sea estable y no presente pérdida de su

estabilidad. De esta manera, es importante ver cómo la tercera población del modelo (1.1) es la que

permite al sistema competitivo (1.2) presentar otros escenarios cualitativos, en vez de solo exhibir lo

que dicta el principio de exclusión en la competencia, es decir, que una de las poblaciones desplace

eventualmente a la otra.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 3

En los siguientes apartados de este capítulo se analiza la dinámica local del sistema de competencia

anterior, estableciendo los resultados más importantes para este tipo de interacción, pero no sin antes

presentar el primer antecedente de estos modelos ecológicos para tener un panorama general de las

ecuaciones tipo Lotka-Volterra.

1.1. Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra

En el año de 1920 Alfred J. Lotka publica un artículo titulado “Analytical note on certain rhythmic

relations in organic systems” [Lot20]. Para esos momentos, ya llevaba algunos años interesado en reac-

ciones químicas que exhibían extrañas transiciones oscilatorias en experimentos de cinética química1,

lo que usó en analogía para sugerir que un sistema trófico de dos poblaciones podría presentar un

comportamiento oscilatorio permanente; considerando como ejemplo para su análisis a una población

de herbívoros que se alimentan de plantas.

Raymond Pearl (ver Britannica: Raymond Pearl), quien había comunicado el primer artículo de 1920

a las Actas de la National Academy of Sciences, ayudó a Lotka a obtener una beca de dos años de

la Universidad Johns Hopkins para escribir un libro titulado “Elementos de Biología Física” [Lot25],

el cual se publicó en 1925. En la sección que resume el trabajo de 1920 también mencionó que los

sistemas de una población de huéspedes y una parásita, al igual que una población de presas y una

depredadora, podrían describirse mediante el mismo modelo. Desafortunadamente, el libro de Lotka

no llamó mucho la atención cuando se publicó. Sin embargo, el famoso matemático Volterra (ver

Britannica: Vito Volterra) redescubrió independientemente ese mismo modelo poco después mientras

estudiaba un problema pesquero [Vol26]. El modelo propuesto por Lotka y Volterra está dado por el

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

dx

dt
= ax− bxy, (1.3a)

dy

dt
= cxy − dy, (1.3b)

donde los parámetros a, b, c y d son todos positivos. La interpretación ecológica de cada término en

el modelo Lotka–Volterra se resume de la siguiente manera:

• En ausencia de la población depredadora, y = 0, la ecuación diferencial ordinaria (lineal) que

gobierna el crecimiento de la población de presas se reduce a ẋ = ax, siendo a el potencial

biótico (tasa de crecimiento intrínseca) para x. Esta ecuación diferencial es sencilla de resolver
1La cinética química es un área de la fisicoquímica que se encarga del estudio de la rapidez de reacción.
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4 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

y su solución es de tipo tipo exponencial, lo que origina una explosión poblacional.

• En ausencia de la población de presas, x = 0, la ecuación que modela el crecimiento de la

población depredadora toma la forma ẏ = −dy cuya solución lleva a un decrecimiento expo-

nencial y posterior extinción (colapso) de la población. El parámetro d representa la tasa de

decrecimiento natural o intrínseca de la población y.

• El parámetro b, que corresponde al término cruzado −bxy en la primera ecuación, da cuenta

de que los encuentros entre las dos especies, que se suponen proporcionales al producto xy de

ambas poblaciones, son desfavorables para la población de presas y eso es lo que indica el signo

negativo en el término −bxy.

• El parámetro c, que corresponde al término cruzado cxy, indica que los encuentros entre ambas

poblaciones son favorables para la población depredadora.

Otra forma de interpretar el sistema (1.3) es por medio de las tasas de crecimiento per capita. Aquí,

ẋ y ẏ son las tasas de crecimiento absolutas para x y y respectivamente. Por lo tanto, ẋ/x y ẏ/y son

las tasas de crecimiento per capita para las dos poblaciones. En virtud de lo anterior, el modelo (1.3)

toma la forma

1

x

dx

dt
= a− by,

1

y

dy

dt
= cx− d,

en la que los miembros de la derecha de cada ecuación son funciones lineales en las variables x y y.

En general, un sistema que modele la interacción de dos o más poblaciones solo tiene sentido físico

si x y y son funciones no negativas del tiempo. Esto nos lleva a estudiar órbitas que se encuentren

íntegramente en el primer cuadrante de R2.

Veamos que el interior del primer cuadrante es un conjunto invariante para el sistema (1.3). Primero,

tenemos que la solución trivial x(t) = 0 y y(t) = y0e
−dt, y0 > 0 corresponde a una órbita en el

retrato fase que coincide con el semieje vertical positivo. De forma análoga, la solución y(t) = 0 y

x(t) = x0e
at, x0 > 0 corresponde al semieje horizontal positivo del retrato fase. Además, el origen del

retrato fase corresponde con la solución trivial x(t) = 0 y y(t) = 0. Las órbitas de las tres soluciones

anteriores forman una frontera para el primer cuadrante de R2.

Por otra parte, se sabe que en un sistema autónomo las órbitas en un retrato fase no pueden cortarse,

ya que eso daría lugar a dos soluciones x1 y x2 tales que x1(t1) = x2(t2) para un par de instantes t1 y

t2 con T = t2− t1. Además, en un sistema autónomo, si x1(t1) es solución, entonces x3(t) = x1(t−T )
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 5

también es solución, lo que implica que x1(t1) = x3(t1 + T ) = x3(t2) = x2(t2) contradiciendo así el

teorema de existencia y unicidad. Como consecuencia inmediata tenemos que el interior del primer

cuadrante de R2, que denotamos por

C1 =
{

(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0
}

(1.4)

es invariante en el sentido de que toda solución que comienza en él, permanece en él; en otras palabras,

si partimos de las poblaciones x0 > 0 y y0 > 0 no puede ocurrir x(t) ≤ 0 ni y(t) ≤ 0 en ningún tiempo

finito t, lo que es consistente con el significado físico que se asigna a los modelos poblacionales.

El único equilibrio de (1.3) en C1 (no trivial o de coexistencia) está dado por

x(a− by) = 0⇒ y =
a

b

y(cx− d) = 0⇒ x =
d

c

y lo denotamos por F (x̄, ȳ) = (d/c, a/b). Este punto de equilibrio es no hiperbólico y no podemos

aplicar el teorema de Hartman–Grobman [ver § 2 Per13, págs. 119–124] para estudiar la dinámica

en una vecindad del mismo, sin embargo, más adelante se demostrará que se trata de un centro. Las

órbitas alrededor de F (x̄, ȳ) son curvas cerradas en el plano fase, lo cual corresponde a soluciones

periódicas en el tiempo para x(t) y y(t). En la Figura 1.1 se representa un conjunto de órbitas

periódicas del sistema con a = 1.8, b = 0.9, c = 0.81 y d = 0.54 para distintas condiciones iniciales

x0, y0, junto con el equilibrio de coexistencia. También se muestra la solución x(t), y(t) para una

condición inicial particular:

0 20 40 60 80 100

1

2

3

4

0 0.5 1 1.5 2

1

2

3

4

Figura 1.1: Modelo de Lotka–Volterra
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6 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Observamos que los máximos y mínimos de x(t) ocurren antes, en cada periodo, que los máximos

y mínimos de y(t), por lo que las trayectorias en el retrato fase se recorren en sentido contrario al

movimiento de las manecillas del reloj.

En el sistema de Lotka–Volterra (1.3) existe una cantidad conservada (ver Springer Link: Integrals

of motion). Para determinar esta cantidad conservada primero multiplicamos (1.3a) por (d− cx)/x y

(1.3b) por (a− by)/y para obtener

d− cx
x

dx

dt
= (d− cx)(a− by),

a− by
y

dy

dt
= (cx− d)(a− by).

Sumando las ecuaciones anteriores se llega a la siguiente expresión(
d

x
− c
)
dx

dt
+

(
a

y
− b
)
dy

dt
= 0

Por la regla de la cadena

d

dt
(d log x− cx+ a log y − by) = 0,

de donde se sigue que

d log x− cx+ a log y − by = cte

Por otro lado, si (x̄, ȳ) son las coordenadas del equilibrio de coexistencia se tiene que d = cx̄ y a = bȳ,

entonces la cantidad que está conservada en (1.3) podemos reescribirla como

c (x̄ log x− x) + b (ȳ log y − y) = cte

y definiendo G1(x) = x̄ log x− x y G2(y) = ȳ log y − y se tiene la función en las variables x y y

V (x, y) = cG1(x) + bG2(y) (1.5)

Observamos que V (x, y) es una función definida en todo C1, la cual es constante sobre todas las

trayectorias del sistema de Lotka–Volterra (1.3) y por lo tanto es una cantidad conservada2(primera

integral) para el mismo.
2El nombre cantidad conservada es parte de la terminología usada en los sistemas dinámicos desde sus orígenes en la

física (ver Scholarpedia: Dynamical system and cyclic coordinates). Existen diversos trabajos al respecto y en [Mis94]
puede encontrarse un estudio sobre cantidades conservadas en sistemas Lotka–Volterra estocásticos.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 7

Por otra parte, si imponemos que

∂V

∂x
=
∂V

∂y
= 0

encontramos que el único punto crítico de V (x, y) es el equilibrio de coexistencia (x̄, ȳ). Para mostrar

el tipo de extremo tenemos que la matriz hessiana de V (x, y) en (x̄, ȳ) está dada por

H(x̄, ȳ) =


− x̄

x2
0

0 − ȳ

y2


y puesto que H1,1 < 0 y detH > 0, (x̄, ȳ) resulta ser el único máximo relativo de V (x, y) donde la

función toma el valor V (x̄, ȳ) = a (log(a/b)− 1) + d (log(d/c)− 1).

Por otro lado, si se toma una semirrecta en el plano fase que parte de (x̄, ȳ) en cualquier dirección,

la representación paramétrica de sus ecuaciones es{
x = x̄+ su,

y = ȳ + sv,

donde (u, v) es el vector director de la recta y s es un parámetro real. La función V a lo largo de esta

semirecta toma la forma

V (s) = d log(x̄+ us) + a log(ȳ + vs)− (cu+ bv)s− a− d

Si u, v son positivos, hacemos tender s a −∞, y si u, v son negativos, s tiende al valor donde

la semirrecta corte alguno de los ejes coordenados. En cualquier caso se tiene que V (s) decrece

tendiendo a −∞ en cualquier dirección que se tome. Lo anterior nos permite deducir que V (x, y) es

estrictamente cóncava en C1. De esta manera, los conjuntos de nivel de la función V (x, y) son curvas

cerradas alrededor del punto crítico (x̄, ȳ).

La consecuencia de lo que ocurre con V (x, y) es que las trayectorias en el plano fase son cerradas y

por lo tanto las soluciones al sistema depredador–presa de Lotka–Volterra (1.3) son periódicas.

El gráfico tridimensional 1.2 de V (x, y) con sus respectivas curvas de nivel nos ilustran las conclusiones

a las que hemos llegado:
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8 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Figura 1.2: Curvas de nivel de V (x, y)

Es importante señalar que el modelo depredador-presa (1.3) tiene sentido físico no solo por el hecho

de que sus soluciones nunca se hacen negativas, sino también porque al ser periódicas están bien

definidas para todo t ≥ 0 siempre que la población depredadora se mantenga estrictamente mayor

que cero. Sin embargo, el defecto es que al variar sus parámetros solamente predice un comportamiento

invariablemente periódico y lo único que se modifica en los retratos fase es el periodo de las órbitas,

en otras palabras, no existe una bifurcación3. Este comportamiento dinámico en (1.3) no admite

el escenario en el que una de las poblaciones domine sobre la otra para que termine ocurriendo la

extinción de la población dominada.

Por último, veamos que el sistema de Lotka-Volterra es hamiltoniano (ver Scholarpedia: Hamiltonian

systems), siendo V (x, y) la función hamiltoniana. Para obtener su forma canónica introducimos las

coordenadas generalizadas

p = log x; q = log y

3Según John Guckenheimer en [Guc07], una bifurcación de un sistema dinámico es el cambio cualitativo en su
dinámica producido por la variación de parámetros (ver Scholarpedia: Bifurcation).
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 9

y el hamiltoniano canónico toma la forma

H(p, q) = c (x̄p− ep) + b (ȳq − eq) .

Las ecuaciones canónicas de Hamilton son

dp

dt
=
∂H

∂q
,

dq

dt
= −∂H

∂p
,

las cuales resultan en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en

las coordenadas generalizadas p y q

dp

dt
= b (ȳ − eq) ,

dq

dt
= −c (x̄− ep) .

Si aplicamos la regla de la cadena con los siguientes cambios

dp

dt
=
d log x

dx

dx

dt
=

1

x

dx

dt
,

dq

dt
=
d log y

dy

dy

dt
=

1

y

dy

dt
,

y sustituimos las coordenadas del equilibrio de coexistencia x̄, ȳ, es sencillo mostrar que este sistema

hamiltoniano es en efecto el sistema de Lotka–Volterra (1.3).

1.1.1. Principio de Volterra

Desde el punto de vista cualitativo, Volterra descubrió algunas propiedades muy interesantes con su

modelo ecológico. La primera se denominó con el tiempo ley de periodicidad de Volterra, la cual dice

que los cambios en los tamaños poblacionales de presas y depredadores son periódicos, tal y como ya

lo demostramos anteriormente (ver [DP74; WR08]).

La segunda propiedad interesante y contraintuitiva es la ley de conservación de los promedios. Según

esta ley, los promedios de los tamaños poblacionales de la especie de presa y de la especie depreda-

dora son independientes de su tamaño inicial, los cuales calculados en un periodo T son a/b y d/c

respectivamente.

La tercera propiedad contraintuitiva es la ley de perturbación de los promedios, mejor conocida como
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10 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

el principio de Volterra, y dice que si las poblaciones de ambas especies son eliminadas a una razón

proporcional a su tamaño poblacional, el promedio de las presas aumenta, mientras que el de los

depredadores disminuye. Este principio que Volterra encontró explica por qué la disminución del

esfuerzo de pesca en el mar Adriático, durante la primera guerra mundial, resultó en un aumento

en la proporción de peces depredadores (selacios4) capturados en los años posteriores a ese conflicto

bélico, que fue el problema pesquero que lo motivó a plantear su modelo. Para ver con claridad este

principio, vamos a calcular los promedios temporales de las poblaciones periódicas x(t) y y(t), los

cuales son proporcionales a la captura durante un periodo T . Para este propósito tomamos la segunda

ecuación de (1.3) y la reescribimos como sigue

dy

dt
= y(−d+ cx)⇒ 1

y

dy

dt
= −d+ cx⇒ d

dt
(log y) = −d+ cx

por lo que integrando las poblaciones x(t) y y(t) en un periodo T (desde 0 a T ) obtenemos∫ T

0

d

dt
(log y)dt =

∫ T

0
(−d+ cx)dt,

log y(t)
∣∣∣T
0

= −dT + c

∫ T

0
x(t)dt,

log y(T )− log y(0) = −dT + c

∫ T

0
x(t)dt,

donde y(0) > 0. Como y(t) es periódica se tiene que y(T ) = y(0) y por lo tanto

0 = −dT + c

∫ T

0
x(t)dt⇒ 1

T

∫ T

0
x(t)dt =

d

c
= x̄.

Procediendo en forma análoga con la población y(t) llegamos a la misma conclusión, esto es

1

T

∫ T

0
y(t)dt =

a

b
= ȳ,

encontrando con ello que la población promedio resulta ser la población en estado estacionario (en

equilibrio) y a esto es lo que se le conoce como principio de Volterra.

Como resultado, este principio nos advierte que se debe tener precaución al intentar lograr un control

adicional en una plaga que ya está controlada biológicamente. Por ejemplo, cuando el insecto cochinilla

algodonosa (Planococcus citri) fue introducido accidentalmente en EUA desde Australia en 1868

[Huf12], este amenazó con destruir la industria de los cítricos estadounidense. Como solución se

introdujo su depredador natural, una mariquita, y en consecuencia se redujo la población de esta
4Peces de esqueleto cartilaginoso como el tiburón y la raya.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 11

plaga a un nivel bajo. Posteriormente, cuando se descubrió el insecticida DDT se aplicó con la

esperanza de un mayor control que el biológico, pero en concordancia con el principio de Volterra, el

resultado de esta acción fue un aumento en la población de estos insectos escamosos.

Cabe mencionar que, al construir una serie de modelos, todos similares en estructura y diferentes

en algunos aspectos de la modelación, los ecologistas han demostrado que el principio de Volterra

es robusto y describe con precisión un fenómeno ecológico real. Los análisis llevados a cabo por la

comunidad ecológica han demostrado que el principio es muy general y que se mantendrá en una

amplia variedad de condiciones, y que si bien cualquier modelo contiene supuestos idealizadores,

el análisis entre diferentes modelos permite verificar su robustez en diversos aspectos del modelado

matemático [WR08]. Un enfoque distinto lo encontramos en [Räz17], en el cual el autor sostiene que

este principio puede derivarse de un modelo general y no desde múltiples modelos independientes,

identificando el tipo de situación en la que puede ocurrir tal generalización.

1.1.2. Modelo Lotka-Volterra con competencia intraespecie

Como vimos anteriormente, el modelo (1.3) en ausencia de la población depredadora presenta una

explosión demográfica (crecimiento malthusiano) en el crecimiento de la población de presas (ver

Britannica: Thomas Malthus). La explosión demográfica indefinida no es físicamente posible, ya que

el crecimiento de las poblaciones está limitado por recursos finitos y otras causas, así que para reflejar

un comportamiento cercano a la realidad en 1838 Verhulst propuso que el potencial biótico a en (1.3)

es una función lineal decreciente respecto al tamaño poblacional [Ver38]. La función en cuestión está

dada por

a(x) = a
(

1− x

k

)
.

Bajo este cambio, la ecuación de crecimiento de la población de presas en ausencia de la población

depredadora queda de la siguiente forma

dx

dt
= ax

(
1− x

k

)
, (1.6)

y es la conocida ecuación logística (ver ScienceDirect: Logistic Growth), donde a > 0 y al igual que

en el modelo malthusiano es la tasa de crecimiento intrínseca o potencial biótico de la población de

presas; representa la tasa máxima de crecimiento per capita alcanzada cuando el tamaño poblacional

es suficientemente pequeño para asegurar limitaciones de los recursos disponibles. La constante k > 0

es la capacidad de carga o nivel de saturación ambiental; representa el tamaño poblacional máximo
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12 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

para el cual los recursos disponibles pueden continuar sustentando a la población. Considerando

el hecho de que los recursos disponibles son limitados, el cambio de Verhulst introducido en (1.3)

da cuenta de la competencia intraespecífica en la población de presas cuando su número se hace

arbitrariamente grande.

En el caso de la población depredadora también introducimos un término de competencia intraespecie

para explicar la lucha entre ellos por alimentarse. Es así que el sistema (1.3) con el término intraespecie

toma la forma:

dx

dt
= x (a− by − ex) x(0) > 0 (1.7a)

dy

dt
= y (dx− fy − c) y(0) > 0 (1.7b)

donde e > 0 y f ≥ 0. No descartamos el caso en que f = 0, ya que en ausencia de la población de presas

esta situación no produce una explosión en la población depredadora. A continuación vamos a probar

que C1 =
{

(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0
}

es un conjunto invariante de este sistema con competencia

intraespecífica, esto es, que cualquier órbita que comience en un punto interior del primer cuadrante

de R2 no puede escapar a otro cuadrante.

Sabemos que x(t) = 0 y y(t) = 0 es la solución trivial del sistema, la cual representa el punto de

extinción de ambas poblaciones. Suponiendo que x(t) = 0 y y(t) > 0 la ecuación (1.7b) toma la forma

dy

dt
= y(−c− fy) = −cy(1− y

k
) , con k = − c

f
,

que es una ecuación tipo logística. Integrando obtenemos que su solución está dada por

y(t) =
ky0

(k − y0ect) + y0
,

que toma el valor inicial y0 en t = 0 y luego tiende a cero cuando t → ∞. De esta manera, ninguna

órbita puede cortar el eje y, ya que si tal órbita existiera y (0, y1) fuera el punto de corte, bastaría

tomar y0 > y1 para que dos órbitas se corten en (0, y1), resultando en una contradicción.

Por otro lado, si y(t) = 0, la primera ecuación toma la forma:

dx

dt
= x (a− ex) = ax

(
1− x

k

)
, con k =

a

e
,

que también es una ecuación logística. En este sentido, sabemos que, si 0 < x0 < k la solución tiende

asintóticamente hacia x = k = a/e, x0 = k da lugar a una solución de equilibrio, y x0 > k da lugar a

una solución que cumple x (0) = x0 y luego tiende asintóticamente hacia x = k = a/e. Esto implica
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 13

que ninguna órbita que comience en un punto de C1 puede cortar al eje x, ya que si (x0, 0) fuera el

punto de corte, ese mismo punto pertenecería a otra órbita correspondiente a la ecuación logística,

llegando así a una contradicción.

Por lo tanto, todos los puntos de la frontera de C1 pertenecen a órbitas que empiezan en puntos de

tal frontera. En otras palabras, el interior del primer cuadrante, C1, es un conjunto invariante de la

ecuación (1.7).

Para estudiar cualitativamente el comportamiento de (1.7) vamos a centrarnos en las isoclinas. La

x–isoclina es la curva que une puntos donde ẋ = 0. En este caso, la ecuación de la x–isoclina es la

siguiente

ex+ by = a⇒ y =
a

b
− e

b
x.

Análogamente, la y–isoclina es la curva que une puntos en los que ẏ = 0, así que la ecuación de la

misma para f 6= 0 está dada por

dx− fy = c⇒ y = − c
f

+
d

f
x.

Observamos que la x–isoclina es una recta de pendiente negativa, y la y–isoclina es de pendiente

positiva, así que ambas isoclinas se cortan necesariamente en un punto F (x̄, ȳ) (equilibrio). El punto

de equilibrio F puede pertenecer a C1 o no, y a continuación analizamos ambos casos por separado.

1.1.2.1. Caso donde el equilibrio F /∈ C1

En este caso, las isoclinas dividen C1 en tres regiones, las cuales denotamos por I, II y III. Las órbitas

tienen una inclinación horizontal (recta con pendiente positiva) cuando atraviesan la y–isoclina e

inclinación vertical (recta con pendiente negativa) cuando atraviesan la x–isoclina. Puesto que la

y–isoclina corta al eje x en el punto (c/d, 0) se tiene que el punto P1 = (2c/d, c/2f) se encuentra en

la región I.
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14 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Figura 1.3: Isoclinas del modelo competitivo (1.7) cuando F /∈ C1.

Para determinar la pendiente de las órbitas en la región I veamos que:

dx

dt
(P1) =

2c

d

(
a− bc

2f
− 2ce

d

)
=

2ce

d

(
a

e
− 2c

d
− bc

2f

)
,

y puesto que a/e− 2c/d < 0, por ser c/d > a/e, tenemos que ẋ (P1) < 0. Por otra parte, de la misma

manera observamos lo siguiente:

dy

dt
(P1) =

c

2f

(
d

(
2c

d

)
− f

(
c

2f

)
− c
)

=
c2

4f
> 0.

Así que para puntos que están en la región I se cumple que

dy

dx
=
ẏ

ẋ
< 0,

es decir, las órbitas tienen pendiente negativa.

De forma totalmente análoga, se prueba que la pendiente en la región II es positiva, y la pendiente

en la región II vuelve a ser negativa (ver el esquema 1.3).

La única opción en este caso es que toda órbita debe tender asintóticamente hacia el punto P =

(a/e, 0), lo que implica que se produce la extinción del depredador, y la estabilización de la presa en

el valor de la capacidad de carga predicho por la ecuación logística.

A continuación, representamos la familia de órbitas obtenidas para un ejemplo numérico de este
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 15

primer caso, tomando a = 1, b = 1/20, c = 6, d = 3/100, e = 1/100 y f = 1/5.

0 100 200 300 400
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30

Figura 1.4: Órbitas del modelo competitivo (1.7) cuando F /∈ C1.

1.1.2.2. Caso donde el equilibrio F ∈ C1

En este caso las isoclinas tiene un punto de intersección al interior de C1, dividiendo así a la región

de interés ecológico en cuatro secciones, las cuales denotamos por I, II. III y IV, tal como se muestra

en la siguiente figura:

Figura 1.5: Isoclinas del modelo competitivo (1.7) cuando F ∈ C1.

A continuación representamos las soluciones obtenidas cuando a = 4, b = 2/10, c = 3, d = 1/40,
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16 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

e = 1/100 y f = 1/10:
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Figura 1.6: Órbitas del modelo competitivo (1.7) cuando F ∈ C1.

El corte de las isoclinas es en el punto F , cuyas coordenadas están dadas por

x̄ =
bc+ af

bd+ ef
, ȳ =

ad− ce
bd+ ef

,

el cual es punto de equilibrio de (1.7), ya que en él se cumple que ẋ = ẏ = 0. Realizando un análisis

equivalente al del caso anterior, observamos que en las regiones I y III las órbitas tienen pendiente

decreciente, y en las regiones II y IV tienen pendiente creciente. Esto sugiere que las órbitas se mueven

en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj alrededor del equilibrio F , pero con esta

inspección geométrica no podemos demostrar si convergen asintóticamente a este punto, o si tienden

a una órbita periódica (ciclo) alrededor de F .

Para establecer el comportamiento asintótico de las soluciones debemos introducir los conceptos de

ω–límites, α–límites y funciones de Lyapunov.

1.1.2.3. ω y α límites, funciones de Lyapunov e invariancia de LaSalle

ω–límites

Sea ẋ = f (x) un sistema de ecuaciones diferenciales autónomo definido en una región de Rn y sea

x (t) una solución definida para t ≥ 0 que satisface la condición inicial x (0) = x0. El ω–límite de la
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 17

órbita que pasa x0 es el conjunto de todos los puntos de acumulación de x (t) para t→∞:

ω (x0) = {y ∈ Rn : x (tk)→ y para alguna sucesión tk →∞}.

Los puntos en el ω–límite cumplen con las siguientes propiedades:

• Sea y ∈ ω (x0). Dada una vecindad cualquiera de y, la solución x (t) corta a esta vecindad

después de un tiempo arbitrariamente grande, ya que si a partir de un determinado instante la

solución no cortara a una vecindad de y, tal punto y no podría ser punto de acumulación de

x (t).

• Si a partir de un determinado instante la solución x (t) permanece dentro de un subconjunto

compacto de Rn, entonces necesariamente ha de tener puntos de acumulación, y por lo tanto

ω (x0) 6= ∅.

• Cualquier punto z0 que pertenece a la solución x (t) tiene el mismo ω–límite que x0, ya que

z0 = x (t1) para algún instante t1, y sabemos que si x (t) es solución, también lo es x (t− t1).

• ω (x0) es un conjunto cerrado, pues se puede expresar como intersección de conjuntos cerrados,

esto es

ω (x0) =
⋂
t>0

{x(s) : s > t}.

• El conjunto ω (x0) es invariante, es decir, que si y0 ∈ ω (x0) pertenece a una solución y (t) con

y (0) = y0, entonces toda la solución y (t) pertenece a ω (x0). En efecto, ya que x (tk) → y0

para alguna sucesión tk, y como las soluciones presentan dependencia continua respecto de

las condiciones iniciales, entonces, para un t arbitrario se tiene que x (tk + t) → y (t) cuando

k → ∞, así que y (t) es punto de acumulación de x (t) para la sucesión tk + t, y por lo tanto

y (t) ∈ ω (x0). Como esto es válido para todo t, se concluye que todos los puntos de la solución,

y (t), pertenecen al ω–límite.

• Los puntos de equilibrio y las soluciones periódicas constituyen sus propios ω–límites.

• Si ω (x0) es compacto, entonces es conexo. En efecto, sabemos que si x (t) con x (0) = x0 es

solución x (t+ tk) también lo es, por tratarse de un sistema autónomo. Para t fijo tomamos el

límite cuando k →∞ de forma que x (t+ tk) (con x (0) = x0) tiende a x (t), donde x (0) = p es

la órbita que pasa por p un subconjunto de ω (x0). De esto se sigue que la distancia entre los
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18 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

conjuntos x (t) y ω (x0) es cero cuando t tiende a infinito, así que ω (x0) debe ser conexo.

α–límites

Se definen de forma análoga a los ω–límites, pero haciendo tender el tiempo a −∞. Si x (t) es una

solución de ẋ = f (t) definida para t ≤ 0 y que satisface la condición inicial x (0) = x0, el α–límite de

la órbita que pasa por x0 es el conjunto de todos los puntos de acumulación de x (t) para t→ −∞:

α (x0) = {y ∈ Rn : x (tk)→ y para alguna sucesión tk → −∞}.

El α–límite α (x0) cumple las mismas propiedades que los ω–límites, pero teniendo en cuenta la

inversión temporal.

Teorema de Lyapunov

El teorema de Lyapunov nos permite obtener información sobre los ω–límites, incluso aunque no

conozcamos explícitamente las soluciones de la ecuación diferencial.

Teorema 1.1.1 Sea ẋ = f (x) un sistema de ecuaciones diferenciales autónomo definido en un

subconjunto G ⊂ Rn, con f : G → Rn continuamente diferenciable. Sea V : G → R una función

continuamente diferenciable. Si existe una solución x (t) con condición inicial x (0) = x0 ∈ G tal que

V (x (t)) verifica V̇ (x (t)) ≥ 0, o bien V̇ (x (t)) ≤ 0, entonces ω (x0)∩G está contenido en el conjunto

{x ∈ G : V̇ (x (t)) = 0} = V̇ −1 (0).

Demostración. Para detalles sobre la demostración [ver § 2 Bai16, pág. 18]. �

La función V recibe el nombre de función de Lyapunov. Nótese que ω (x0) puede ser el conjunto vacío

y aún así existir una función de Lyapunov que cumple lo establecido por el teorema.

Como ejemplo de este teorema, vamos a proponer como función de Lyapunov para el modelo (1.7) una

función del tipo (1.5) definida en la sección dedicada al modelo depredador–presa de Lotka–Volterra,

esto es:

V (x, y) = dH1 (x) + bH2 (y) ,

donde las funciones H1 (x) y H2 (y) están dadas por

H1 (x) = x̄ log−x y H2 (y) = ȳ log−y,
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 19

entonces, tenemos que

dV

dt
= d

∂V

∂x

dx

dt
+ b

∂V

∂y

dy

dt

= d

(
x̄− x
x

)
x (a− by − ex) + b

(
ȳ − y
y

)
y (dx− fy − c)

= d (x̄− x) (a− by − ex) + b (ȳ − y) (dx− fy − c) .

Como x̄ y ȳ son soluciones de (1.7) podemos sustituir en las isoclinas como sigue

a = ex̄+ bȳ,

c = dx̄− fȳ,

para obtener

dV

dt
= d(x̄− x)[ex̄+ bȳ − by − ex] + b(ȳ − y)[−dx̄+ fȳ + dx− fy]

= d(x̄− x)[e(x̄− x) + b(ȳ − y)] + b(ȳ − y)[−d(x̄− x) + f(ȳ − y)]

= de(x̄− x)2 + bd(x̄− x)(ȳ − y)− bd(x̄− x)(ȳ − y) + bf(ȳ − y)2

= de(x̄− x)2 + bf(ȳ − y)2 > 0,

lo cual se cumple para toda órbita del conjunto C1. Es así que, aplicando el teorema de Lyapunov a

la función V , obtenemos que el ω–límite de cada órbita en C1 está contenido en el conjunto:

{(x, y) ∈ R2 :
dV

dt
= 0}.

Entonces, V̇ = 0 ⇒ de(x̄ − x)2 + bf(ȳ − y)2 = 0. Si f 6= 0 la única posibilidad es que x = x̄ y

y = ȳ, es decir, el punto de equilibrio de (1.7). Como (x̄, ȳ) es una solución de la ecuación, tenemos

que ω (x0) = {(x̄, ȳ)}. Por otro lado, si f = 0, es decir, que la y–isoclina sea vertical, los puntos que

pueden pertenecer al ω–límite son los que están en el conjunto:

K = {(x, y) ∈ R2 : x = x̄, y > 0}.

El ω–límite debe ser un conjunto invariante de K, es decir, que si una solución pasa por un punto

de K, toda la solución debería pertenecer al ω–límite, y como la recta vertical con abscisa x = x̄ no

es solución de la ecuación en ningún caso, ningún punto de K aparte de (x̄, ȳ) puede pertenecer al

ω–límite. En otras palabras, en este caso también tenemos que ω (x0) = {(x̄, ȳ)}.

Concluimos por tanto que, toda solución de (1.7) en C1 debe converger asintóticamente al punto de
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20 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

equilibrio (x̄, ȳ), y en consecuencia no existen soluciones periódicas para (1.7). En este caso no son

curvas de nivel de V (x, y), sino que van ascendiendo en espiral (por ser V̇ ≥ 0) hasta converger al

punto de equilibrio (x̄, ȳ), tal como se anticipaba en la Figura 1.6.

Principio de invariancia de LaSalle

El siguiente resultado permite refinar en muchos casos la información obtenida a partir del teorema

de Lyapunov.

Teorema 1.1.2 (LaSalle) Sea ẋ = f (x) un sistema de ecuaciones diferenciales autónomo definido

en un abierto G ⊂ Rn con f : G→ Rn continuamente diferenciable y tal que f (x0) = 0 para algún

x0 ∈ G. Sea V : G→ R una función real que satisface:

• V (x0) = 0

• V (x) > 0 para x ∈ G− {x0}

Entonces

a) Si V̇ ≤ 0 para todo x ∈ G, x0 es punto de equilibrio Lyapunov estable.

b) Si V̇ < 0 para todo x ∈ G− {x0}, x0 es punto de equilibrio asintóticamente estable.

c) Si V̇ > 0 para todo x ∈ G− {x0}, x0 es punto de equilibrio inestable.

Demostración. Se puede consultar la demostración en [ver § 2 Per13, págs. 131–132]. �

Del análisis que hemos realizado para los modelos (1.3) y (1.7) se concluye que, en el primer caso, el

equilibrio de coexistencia es estable y en el segundo es asintóticamente estable e incluso globalmente

estable. Esto nos indica que el modelo depredador–presa es más estable cuando se tiene en cuenta la

competencia asociada al término logístico.

En efecto, una perturbación al equilibrio de coexistencia en (1.7) es rápidamente corregida por la

dinámica de las ecuaciones, regresando los valores de las densidades de población al mismo estado

estacionario. Sin embargo, una perturbación del equilbrio de coexistencia en (1.3) origina un cambio

permanente a una órbita cerrada que no converge de nuevo al mismo estado estacionario. De hecho,

una sucesión de perturbaciones aplicadas de forma adecuada, puede lograr que el sistema vaya saltando

a órbitas cada vez más amplias y termine convergiendo a un punto de la frontera de C1, lo cual como

sabemos, ecológicamente significa la extinción de al menos una de las poblaciones.

Hay otro aspecto en el que el sistema de ecuaciones (1.7) es más estable que el sistema de ecuaciones
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 21

(1.3). Sabemos que frente a pequeñas variaciones en los parámetros de (1.7) no se altera significati-

vamente el comportamiento cualitativo de las órbitas, pues siguen siendo espirales que convergen al

equilibrio de coexistencia. Sin embargo, la introducción del término logístico −ex2 en (1.3), por muy

pequeño que sea el valor de e, altera radicalmente la topología de las órbitas, que dejan de ser cíclicas

alrededor del equilibrio de coexistencia para convertirse en oscilaciones amortiguadas [ver § 7 Kit65,

págs. 217–221] que ahora convergen al mismo estado estacionario. Si consideramos e = f = 0 en (1.7)

podemos encontrar que existe una cantidad conservada, que hay periodicidad de todas las órbitas,

que el equilibrio de coexistencia es estable, pero no asintóticamente estable.

1.2. Dinámica local del sistema competitivo de Lotka-Volterra

En este apartado estudiamos la dinámica local de un modelo de dos poblaciones que compiten por la

misma fuente de alimentos o que en algún sentido, ya sea por espacio de reproducción u otros recursos,

una población inhibe el crecimiento de la otra. En el estudio cualitativo de esta clase de modelos se han

encontrado diversos fenómenos interesantes; por ejemplo, en [HHW78] exploran algunas variantes de

modelos competitivos caracterizando diferentes escenarios de coexistencia y extinción. En particular,

aquí nos restingimos al modelo competitivo dado por las ecuaciones (1.2), que aunque es relativamente

sencillo, demuestra un principio bastante general observado en la naturaleza, a saber, que cuando dos

especies compiten por los mismos recursos limitados, una de ellas termina por extinguirse.

Para evitar el uso de subíndices reescribimos el sistema competitivo de Lotka–Volterra (1.2) realizando

un cambio en las etiquetas asociadas a los parámetros involucrados y el sistema competitivo queda

de la siguiente forma

ẋ = x (a− bx− cy) x(0) > 0, (1.8a)

ẏ = y (d− ex− fy) y(0) > 0, (1.8b)

donde las tasas a, b, c, d, e y f que son estrictamente positivas son

a = r1, b =
r1
k1
, c = c1,

d = r2, e =
r2
k2
, f = c2.

La región de interés ecológico está conformada por C1, el punto de extinción y los semiejes positivos

invariantes. En este modelo, si una de la poblaciones se extingue, la otra crece de acuerdo a una

ecuación logística.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

68

Página 43 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 43 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



22 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Las ecuaciones que corresponden a las cero–isoclinas vienen dadas por

x− isoclina : y =
a

c
− b

c
x, (1.9a)

y − isoclina : y =
d

f
− e

f
x. (1.9b)

El análisis de estas isoclinas rectas es conocido dentro de la literatura y un par de buenas referencias

puede encontrarse en los trabajos del autor Víctor Castellanos Vargas [Cas93; CFL08], que son las

ideas que esencialmente seguimos a continuación para presentar la revisión de este análisis.

Por otro lado, observamos que las isoclinas (1.9) son rectas que poseen pendiente negativa, y de

acuerdo a la ubicación de estas rectas en la región de interés ecológico, se presentan tres escenarios

dinámicos que describimos a continuación.

1.2.1. Las cero-isoclinas no se cortan en la región de interés ecológico

Este caso incluye la situación en que ambas isoclinas son paralelas. Suponemos en primer lugar que

la y–isoclina está por encima de la x–isoclina (ver Fig. 1.7).

En la región I tomamos el punto P1 con abscisa x1 = d
e y ordenada y1 > 0. Luego, calculamos los

signos de ẋ y ẏ, esto es

• a− bx− cy = a− b
(
d

e

)
− cy1 = b

(
a

b
− d

e

)
︸ ︷︷ ︸

<0

−cy1 < 0⇒ ẋ < 0,

• d− ex− fy = d− e
(
d

e

)
− fy1 = −fy1 < 0⇒ ẏ < 0.

En esta región la pendiente de las órbitas es positiva (creciente), y la orientación de las mismas en

función del tiempo es de derecha a izquierda. En la y–isoclina se tiene que ẋ < 0, así que las órbitas

(de pendiente horizontal) están orientadas hacia la izquierda.

En la región II tomamos el punto P2 con abscisa x2 = a
b y con ordenada, la mitad de la imagen de

x2 por la y–isoclina, de forma tal que y2 = e
2f

(
d
e −

a
b

)
, y calculamos los signos de ẋ y ẏ como sigue

• a− bx− cy = a− b
(a
b

)
− cy2 < 0⇒ ẋ < 0,

• d− ex− fy = d− e
(a
b

)
− f e

2f

(
d

e
− a

b

)
=
e

2

(
d

e
− a

b

)
> 0⇒ ẏ > 0.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 23

En esta región la pendiente de las órbitas es negativa (decreciente), y la orientación de las mismas

es hacia arriba y hacia la izquierda, según los signos de las derivadas. En la x–isoclina se tiene que

ẏ > 0, así que las trayectorias (de pendiente vertical) están orientadas hacia arriba.

En la región III tomamos el punto P3 con abscisa x3 = a
2b y con ordenada, la mitad de la imagen de

x3 por la x–isoclina, de forma tal que y3 = a
4c , y calculamos nuevamente los signos de ẋ y ẏ como

sigue

• a− bx− cy = a− b
( a

2b

)
− c

( a
4c

)
=
a

4
> 0⇒ ẋ > 0,

• d−ex−fy = a−e
( a

2b

)
−f

( a
4c

)
= d− e

2

a

b
− f

4

a

c
> d− e

2

a

e
− f

4

d

f
= d− d

2
− d

4
=
d

4
> 0⇒ ẏ > 0.

En esta última región la pendiente de las órbitas es positiva (creciente) y la orientación de las mismas

es hacia arriba y hacia la derecha, según los signos de las derivadas.

Aquí la única posibilidad es que todas las órbitas tiendan asintóticamente hacia el punto
(

0, df

)
, es

decir, que la especie x se extinga, independientemente de las condiciones iniciales. Lo anterior significa

que, la especie y, alcanza el valor correspondiente a su capacidad de carga

K =
d

f
,

esto de acuerdo a la ecuación logística que gobierna su comportamiento cuando x ≡ 0. Para dar

soporte visual a estas conclusiones mostramos en la Figura 1.7 las soluciones numéricas del sistema

de ecuaciones (1.8) con los valores de parámetros a = 10, b = 4
100 , c = 75

100 , d = 2, e = 2
375 , y f = 1

10 :

0 100 200 300 400

0

5

10

15

20

25

30

(a) Regiones de la dinámica.

0 100 200 300 400
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5

10

15

20

25

30

(b) Órbitas en la extinción de la población x.

Figura 1.7: Cero–isoclinas y órbitas en la extinción de la población x.
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24 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Si la x–isoclina está por encima de la y–isoclina (ver Figura 1.8), el análisis cualitativo en este caso es

análogo al anterior, con la única diferencia de que las órbitas convergen al punto
(
0, ab
)
, en el que se

extinge la población y, y la población x alcanza su capacidad de carga, K = a
b . Para ejemplificar esta

última situación, ahora usamos los valores de parámetros a = 22, b = 1
10 , c = 75

100 , d = 15
10 , e = 1

100 , y

f = 1
10 :

0 100 200 300 400
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35

(a) Regiones de la dinámica.
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10

15

20

25
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35

(b) Órbitas en la extinción de la población y.

Figura 1.8: Cero–isoclinas y órbitas en la extinción de la población y.

Como conclusión de esta parte podemos decir que, en ambas situaciones se extingue aquella población

cuya cero–isoclina está por debajo de la otra en el retrato fase, independientemente de las poblaciones

iniciales que estas tengan. La población cuya cero–isoclina está por encima se llama dominante5.

1.2.2. Las cero-isoclinas coinciden en la región de interés ecológico

La ecuación de ambas cero–isoclinas es y = n−mx, donde:

n =
a

c
=
d

f
,

m =
b

c
=
e

f
.

En este caso la cero–isoclina divide al interior del primer cuadrante en dos regiones que denotamos

por I y II. De manera análoga al caso anterior, realizamos un análisis del campo de direcciones con

las pendientes y las orientaciones.
5Una especie dominante se refiere al organismo que tiene control más significativo sobre otros organismos en su

comunidad ecológica.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 25

En la región I tomamos el punto P1 con abscisa x1 = n
m y ordenada y1 > 0. A continuación determi-

namos los signos de ẋ y ẏ:

• a− bx− cy = a− b
( n
m

)
− cy1 = a− b

(a
b

)
− cy1 = −cy1 < 0⇒ ẋ < 0,

• d− ex− fy = d− e
( n
m

)
− fy1 = d− e

(
d

e

)
− fy1 = −fy1 < 0⇒ ẏ < 0.

En la región I concluimos que las órbitas tienen pendiente positiva, y su orientación es de derecha a

izquierda. Además, se observa que todos los puntos de la cero–isoclina son puntos de equilibrio, ya

que en ellos se cumple que ẋ = ẏ = 0.

En la región II tomamos un punto P2 con abscisa x2 = n
2m y ordenada y2, siendo y2 la mitad de la

imagen de x2 por la isoclina, esto es

y2 =
1

2
(n−mx2) =

1

2

(
n−m

( n

2m

))
=
n

4
.

Calculamos los signos de ẋ y ẏ en P2 =
(
n
2m ,

n
4

)
• a− bx− cy = a− b

( n

2m

)
− c

(n
4

)
= a− b

( a
2b

)
− c

( a
4c

)
=
a

4
> 0⇒ ẋ > 0,

• d− ex− fy = d− e
( n

2m

)
− f

(n
4

)
= d− e

(
d

2e

)
− f

(
d

4f

)
=
d

4
> 0⇒ ẏ > 0.

En la región II las órbitas tienen pendiente positiva y su orientación es de izquierda a derecha.

Visualizamos estas conclusiones mediante la siguiente representación de algunas órbitas en el retrato

fase, con los valores de los parámetros a = 22, b = 1
10 , c = 75

100 y k = 2:
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(a) Regiones de la dinámica.
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(b) Órbitas que tienden a la línea de equilibrios.

Figura 1.9: Órbitas cuando las cero–isoclinas coinciden.
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26 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

Definimos k = a
d y probaremos que la cantidad V (x, y) = x

yk
es una cantidad conservada, es decir,

que V (x, y) es constante sobre las órbitas del retrato fase. En efecto, puesto que las cero–isoclinas en

este caso coinciden, tienen la misma pendiente y ordenada en el origen, entonces

a = kd, b = ke, c = kf,

de forma tal que ẋ = x (a− bx− xy) = kx (d− ex− fy) y

ẋ = kx (d− ex− fy)⇒ 1

kx
ẋ = d− ex− fy,

ẏ = y (d− ex− fy) ⇒ 1

y
ẏ = d− ex− fy,

restando estas ecuaciones tenemos que

1

kx
ẋ− 1

y
ẏ = 0⇒ d

dt
(logx)− k d

dt
(logy) = 0,

e integrando respecto al tiempo obtenemos

log(x)− klog(y) = cte⇒ log(x)− log(yk) = cte⇒ log
(
x

yk

)
= cte,

y finalmente al aplicar la exponencial llegamos a que

x

yk
= cte,

quedando así demostrado que la función V (x, y) = x
yk

es una constante sobre las órbitas de (1.8).

Además, esto nos permite obtener una expresión explícita para la ecuación de las órbitas, en este caso

y = (cte)x
1
k = (cte)x

d
a .

1.2.3. Las cero-isoclinas tienen un corte en la región de interés ecológico

El punto de corte de las cero–isoclinas, que denotaremos por P0 = (x̄, ȳ), es un punto de equilibrio

de (1.8), cuyas coordenadas están dadas por

x =
af − cd
bf − ce

, y =
bd− ae
bf − ce

.
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Modelo competitivo de Lotka-Volterra 27

Para estudiar este caso linealizamos (1.8), es decir, analizamos la dinámica en una vecindad de

P0 = (x̄, ȳ), mediante el sistema lineal (
ẋ

ẏ

)
= A

(
x

y

)
. (1.10)

Para esto, calculamos la matriz Jacobiana, la cual está dada por

A =


∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

 =


a− 2bx− cy −cx

−ey d− ex− 2fy


y la evaluamos en P0 = (x̄, ȳ), obteniendo

A(x̄, ȳ) =


a− 2bx̄− cȳ −cx̄

−eȳ d− ex̄− 2fȳ

 =


−bx̄ −cx̄

−eȳ −fȳ

 ,

expresión que obtenemos mediante algunas manipulaciones algebraicas. Los valores propios se deter-

minan resolviendo la ecuación

det


−bx̄− λ −cx̄

−eȳ −fȳ − λ

 = 0

que da a lugar a las siguientes raíces

λ± =
1

2

(
−bx̄− fȳ ±

√
(bx̄+ fȳ)2 − 4x̄ȳ (bf − ce)

)
.

Aquí el equilibrio P0 es hiperbólico. Además, observamos que λ− < 0, pero en el caso de λ+ se

presentan dos situaciones:

• Si bf − ce > 0 entonces λ+ < 0. Como ambos valores propios son negativos, se tiene que el

origen es un nodo estable de (1.10), y por el teorema de Hartman–Grobman, P0 es un nodo

estable de (1.8). Como x̄ e ȳ deben ser cantidades estrictamente positivas, se deben satisfacer las

restricciones af−cd > 0 y bd−ae > 0, de otra manera, se tiene que a
c >

d
f y d

e >
a
b . Recordando

las ecuaciones de las cero–isoclinas, la primera desigualdad significa que la x–isoclina tiene una

ordenada en el origen mayor que la de la y–isoclina. La segunda desigualdad signifca que la x–

isoclina tiene una abscisa en el origen que es menor que la de la y–isoclina. Realizando un análisis
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28 Modelo competitivo de Lotka-Volterra

de pendientes en las regiones I, II, III y IV, concluimos que P0 es globalmente estable, es decir,

toda órbita que comienza en un punto interior del primer cuadrante, converge asintóticamente

a P0.

• Si bf −ce < 0 entonces λ+ > 0. Como hay un valor propio negativo y otro positivo, se tiene que

el origen es un punto silla, y por lo tanto es un punto de equilibrio inestable de (1.10). Aplicamos

el teorema de Hartman–Grobman, y tenemos que P0 es un punto silla de (1.8). En este caso

se deben satisfacer las restricciones af − cd < 0 y bd − ae < 0, lo que significa que los puntos

de corte con los ejes invariantes están al revés respecto al caso anterior: la x–isoclina tiene una

ordenada en el origen menor, y una abscisa en el origen mayor que las coordenadas respectivas

de la y–isoclina. Realizando el análisis de pendientes para las regiones I, II, III y IV, observamos

que toda trayectoria que comienza en la región II termina en el punto P2 =
(

0, df

)
(extinción

de la población x y estabilización de la población y). Toda órbita que comienza en la región IV

termina en el punto P1 =
(
a
e , 0
)
(extinción de la población y y estabilización de la población

x). Hay un par de órbitas, una en la región I y otra en la región III, las cuales convergen a P0,

estas dos órbitas son las separatrices (variedad estable) del punto silla, y determinan cuencas

de atracción en las regiones I y III. Esto quiere decir que las órbitas que empiezan a un lado u

otro de la variedad estable, convergen o bien a P1 o bien a P2.

• Nótese que cuando consideramos bf − ce = 0, tenemos el caso de cero–isoclinas con pendientes

iguales, el cual ya se había tratado en un apartado anterior.

El significado ecológico de las dos situaciones analizadas es el siguiente:

Primero, sabemos que b y f son los términos asociados a la interacción intraespecie de cada una de las

ecuaciones en (1.8), en otras palabras, son los términos que gobiernan la competencia al interior de

cada población, mientras que c y e son los coeficientes que miden la interacción interespecie. Entonces,

si bf > ce, es decir, si la interacción intraespecie predomina sobre la interacción interespecie, se

alcanza un equilibrio estable, que también recibe el nombre de equilibrio de coexistencia estable. Las

poblaciones de ambas especies en el punto de equilibrio P0 son menores que las respectivas capacidades

de carga, en caso de que sólo sobreviviera una especie.

Por otro lado, en la segunda situación, en la que bf < ce, la competencia interespecie es más intensa y

se llega necesariamente a la extinción de una de las poblaciones, en función de las condiciones iniciales.

Este escenario dinámico recibe el nombre de caso biestable. La biestabilidad tiene que ver con el hecho

de que, el equilibrio de coexistencia que es inestable, divide a la región de viabilidad ecológica en dos

regiones cuya dinámica no está conectada, una donde las órbitas terminan en el equilibrio estable

localizado sobre el eje invariante x, y otra donde las órbitas terminan en el equilibrio estable localizado
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sobre el eje invariante y.

Finalmente, para visualizar las conclusiones obtenidas en el análisis anterior, representamos a conti-

nuación las regiones dinámicas y el retrato fase para ambas situaciones: punto de equilibrio estable y

punto de equilibrio inestable.

Si usamos los valores de parámetros a = 22, b = 3
10 , c = 75

100 , d = 15
10 , e = 6

1000 y f = 1
10 , tenemos que

el esquema para el punto de equilibrio estable luce así

0 50 100 150 200 250 300

0

5

10

15

20

25

30

35

(a) Regiones de la dinámica.
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10
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20
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35

(b) Órbitas que tienden al equilibrio estable.

Figura 1.10: Equilibrio de coexistencia estable.

En el caso del equilibrio de coexistencia estable, los puntos de equilibrio sobre los ejes invariantes x

e y son inestables, por esta razón, todas las órbitas cercanas a sus cuencas de repulsión son enviadas

a la cuenca de atracción del equilibrio de coexistencia P0.

El retrato fase del punto silla con los valores de parámetros a = 12, b = 4
100 , c = 75

100 , d = 3, e = 3
100

y f = 1
10 es el siguiente:

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 51 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 51 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



30 Modelo competitivo de Lotka-Volterra
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(a) Regiones de la dinámica.
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(b) Algunas órbitas alejándose de P0.

Figura 1.11: Punto de equilibrio inestable.

Es importante observar que, en el sistema de competencia (1.8), no se tienen escenarios donde las

poblaciones oscilen alrededor del equilibrio de coexistencia estable, ya que no se puede garantizar

simultáneamente tener un equilibrio al interior del primer cuadrante y que la aproximación lineal

posea traza nula y determinante positivo. Así que, de manera natural, surge la pregunta de qué

sucede con la estabilidad del sistema (1.8) al interactuar con otra población que es depredadora. En

los siguientes apartados damos un panorama más amplio sobre algunos aspectos de la dinámica local

sobre esta situación, misma que corresponde al modelo (1.1) planteado al principio de este capítulo.
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Capítulo 2

Modelo depredador-presa de Bazykin

En este capítulo se presentan los teoremas principales de las bifurcaciones de Hopf [Kuz04] y

Bogdanov–Takens [CVD10] que se ocupan para mostrar la existencia de ciclos límite en el modelo

tipo Bazykin [ver § 3 Baz98, págs. 67–81] que resulta de considerar extinta a una de las presas

en el modelo (1.1) (bifurcación de Hopf en los planos invariantes x = 0 o y = 0), y para el cual

se determina una restricción geométrica sobre la población de presas que caracteriza a los puntos

de equilibrios de coexistencia en los que ocurre la bifurcación de Hopf. Como siguiente asunto,

presentamos la aplicación del resultado de la restricción geométrica a un sistema huésped–parasitoide

(ver [CC22c]), estableciendo algunos resultados importantes de su dinámica local. Posteriormente, se

muestran otros modelos cuya dinámica local ya ha sido analizada, pero que presentan el mismo tipo

de restricción geométrica que el modelo tipo Bazykin y el modelo huésped–parasitoide analizado por

Chan y Castellanos en [CC22c]. Finalmente, planteamos una conjetura acerca del resultado de la

restricción geométrica.

2.1. Bifurcación Andronov–Hopf

La bifurcación Andronov–Hopf, es una de las bifurcaciones de codimensión uno (ver Wolfram Math-

World: Codimension) más conocidas para realizar la búsqueda de ciclos límite en sistemas de ecuacio-

nes diferenciales no lineales. El nombre de esta bifurcación se debe al físico ruso Aleksandr Andrónov

y al matemático y astrónomo alemán Eberhard Hopf, los cuales iniciaron el estudio de esta bifurcación

de manera independiente, interesados en diversos fenómenos físicos vibratorios (ver [Hop55; And71;

MM12]). La codimensión en este contexto tiene que ver con el número de parámetros que se deben

variar para que esta bifurcación ocurra.

A continuación, consideremos el siguiente prototipo de sistema de ecuaciones diferenciales que depende

31
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32 Modelo depredador-presa de Bazykin

de un parámetro {
ẋ1 = αx1 − x2 − x1

(
x21 + x22

)
,

ẋ2 = x1 + αx2 − x2
(
x21 + x22

)
.

(2.1)

Este sistema posee el equilibrio x1 = x2 = 0 para todo α con matriz jacobiana

A =

(
α −1

1 α

)
,

la cual tiene valores propios λ1,2 = α±i. Introduciendo la variable compleja z = x1+ix2, z̄ = x1−ix2,
|z|2 = zz̄ = x21 + ix22. Esta variable satisface la ecuación diferencial

ż = ẋ1 + iẋ2 = α(x1 + ix2) + i(x1 + ix2)− (x1 + ix2)(x
2
1 + x22),

y podemos por lo tanto reescribir el sistema (2.1) en la siguiente forma compleja:

ż = (α+ i)z − z|z|2. (2.2)

Finalmente, usando la representación polar de los complejos z = ρeiϕ, obtenemos

ż = ρ̇eiϕ + ρiϕ̇eiϕ,

o también

ρ̇eiϕ + ρiϕ̇eiϕ = ρeiϕ(α+ i− ρ2),

la cual nos da la forma polar del sistema (2.1):{
ρ̇ = ρ

(
α− ρ2

)
,

ϕ̇ = 1.
(2.3)

Los retratos fase que representan la bifurcación del sistema cuando α atraviesa cero pueden ser fácil-

mente analizados usando la forma polar, ya que las ecuaciones para ρ y ϕ en (2.3) están desacopladas.

La primera ecuación (radial) por obvias razones sólo puede considerarse para ρ ≥ 0 y posee un equi-

librio en ρ = 0 para todos los valores de α. El equilibrio es asintóticamente estable si α < 0; y

permanece estable en α = 0 pero no linealmente, por lo que la rapidez con que converge la solución

a cero ya no es exponencial; para α > 0 el equilibrio se vuelve inestable asintóticamente. Aún más,

hay punto de equilibrio estable adicional ρ0(α) =
√
α para α > 0. La segunda ecuación describe un

movimiento rotacional con rapidez constante. En consecuencia, por superposición de los movimientos
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Modelo depredador-presa de Bazykin 33

definidos por las dos ecuaciones en (2.3), obtenemos el siguiente diagrama de bifurcación para el

sistema original de dos ecuaciones (2.1).

(a) α < 0 (b) α = 0 (c) α > 0

Figura 2.1: Bifurcación de Hopf supercrítica en el plano.

El sistema siempre tiene un equilibrio en el origen, este equilibrio es un foco estable para α < 0 y

un foco inestable para α > 0. En el valor crítico del parámetro α = 0 el equilibrio es no linealmente

estable y topológicamente equivalente a un foco. Algunas veces es llamado un foco atractor débil.

Este equilibrio está rodeado para α > 0 por una órbita cerrada aislada (ciclo límite) que es única y

estable. El ciclo es un círculo de radio ρ0(α) =
√
α. Todas las órbitas que empiezan fuera o dentro del

ciclo, excepto el origen, tienden a este ciclo cuando t→∞. Esta es la bifurcación de Andronov–Hopf.

En el espacio (x1, x2, α) esta bifurcación da lugar a la aparición de una α–familia de ciclos formando

una superficie parabólica. Por otro lado, si tenemos un sistema como (2.1) que tiene términos no

lineales con signo opuesto, {
ẋ1 = αx1 − x2 + x1

(
x21 + x22

)
,

ẋ2 = x1 + αx2 + x2
(
x21 + x22

)
.

(2.4)

el cual tiene la siguiente forma compleja:

ż = (α+ i)z + z|z|2,

puede ser analizado de la misma forma. El sistema experimenta una bifurcación de Andronov-Hopf

en α = 0. Contrario al sistema (2.1) hay un ciclo límite inestable en (2.4), el cual desaparece cuando

α cruza el cero desde la parte negativa hasta la parte de los valores positivos. El equilibrio en el origen
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34 Modelo depredador-presa de Bazykin

tiene la misma estabilidad para α 6= 0 como en el sistema (2.1), es estable para α < 0 e inestable para

α > 0. La estabilidad en el valor crítico del parámetro α es opuesta a la del sistema (2.1), es inestable

en α = 0 pero no linealmente. El diagrama de bifurcación para el sistema (2.4) es el siguiente

(a) α < 0 (b) α = 0 (c) α > 0

Figura 2.2: Bifurcación de Hopf subcrítica en el plano.

2.1.1. Teorema de la bifurcación de Hopf

Teorema 2.1.1 (Bifurcación de Hopf) Supongamos que el sistema

ẋ = f(x, α),

donde x ∈ Rn, α ∈ R, tiene un punto de equilibrio (x0, α0) tal que

(i) Dxf(x0, α0) tiene un par de valores propios imaginarios puros y ningún otro valor propio con

parte real cero.

(ii) Sean λ(α), λ̄(α) los valores propios de Dxf(x0, α0) los cuales son imaginarios puros en α = α0,

tales que

d =
d

dα
(Re(λ(α)))|α=α0 6= 0. (2.5)

Entonces existe una única variedad central bidimensional que pasa por (x0, α0) ∈ Rn×R y un sistema

de coordenadas suaves para el cual la expansión de Taylor de grado tres sobre la variedad central, en
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coordenadas polares, está dada por {
ρ̇ = ρ

(
dα+ `1ρ

2
)
,

ϕ̇ = ω + cα+ bρ2.
(2.6)

Si `1 6= 0, entonces existe una superficie de soluciones periódicas en la variedad central, la cual tiene

tangencia cuadrática con el espacio propio de λ(α0), λ̄(α0) que coincide en dimensión dos, con el

paraboloide α = − `1
d ρ

2. Si `1 < 0, entonces esas soluciones periódicas son estables, mientras que si

`1 > 0, son soluciones periódicas inestables.

Demostración. La prueba de este teorema es una aplicación directa de los teoremas de la variedad

central y de las formas normales (ver [MM12]). �

Los coeficientes de estabilidad d y `1 son llamados la velocidad de cruce y primer coeficiente de

Lyapunov, respectivamente.

2.1.1.1. Primer coeficiente de Lyapunov

Cuando un sistema de ecuaciones diferenciales dependiente de parámetros

ẋ = F (x, µ),

en Rn tiene un equilibrio x0 y su linealización en el equilibrio posee valores propios ±ωi, x0 es un

candidato a exhibir una bifurcación de Hopf. Esta bifurcación es local y en ella un equilibrio del

sistema de ecuaciones diferenciales pierde su estabilidad, ya que un par de valores propios complejos

conjugados, de la linealización alrededor del punto del equilibrio x0, cruza el eje imaginario del plano

complejo. Para mostrar que la bifurcación de Hopf ocurre, es necesario calcular el primer coeficiente

de Lyapunov `1(x0) del sistema de ecuaciones diferenciales. A continuación enunciamos el teorema

de Kuznetsov para el cálculo del primer coeficiente de Lyapunov.

Teorema 2.1.2 (Bifurcación de Hopf) Sea ẋ = F (x) un sistema de ecuaciones diferenciales de

dimensión n que posee como punto de equilibrio a x0. Además, considere el tercer orden de aproxi-

mación en serie de Taylor de F (x) alrededor de x0 dado por

F (x, x0) = A (x) +
1

2!
B (x, x) +

1

3!
C (x, x, x) +O

(∣∣x4∣∣) ,
asumiendo que A posee un par de valores propios imaginarios puros ±iω. Sea q el vector propio

normalizado de A correspondiente al valor propio iω tal que 〈q, q̄〉 = 1, donde q̄ es el vector conjugado
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36 Modelo depredador-presa de Bazykin

de q. Adicional, sea p el vector propio adjunto tal que AT p = −iωp y 〈p̄, q〉 = 1. Si In denota a la

matriz identidad, entonces el primer coeficiente de Lyapunov `1(x0) para el sistema ẋ = F (x) en el

equilibrio x0 es

`1(x0) =
1

2ω
Re
(
〈p, C (q, q, q̄)〉 − 2

〈
p,B

(
q, A−1B (q, q̄)

)〉
(2.7)

+2
〈
p,B

(
q̄, (2iωIn −A)−1B (q, q̄)

))
.

La expresión (2.7) es el tratamiento analítico más conveniente para la bifurcación de Hopf en sistemas

de dimensión n ≥ 2. No se requiere una transformación preliminar del sistema en su base de vectores

propios, y se expresa `1(x0) usando los términos cuadráticos, lineales y cúbicos originales, asumiendo

que sólo los vectores propios de la matriz jacobiana en los valores críticos, los ordinarios y los adjuntos,

son conocidos.

El signo del primer coeficiente de Lyapunov determina la estabilidad de los ciclos límite. Así, si

`1(x0) < 0 se tiene un ciclo límite estable del sistema centrado en x0, restringido a la variedad central

de x0 y asociado al par de valores propios complejos que atraviesan el eje imaginario. En este caso

la bifurcación de Hopf se conoce como supercrítica. Por otro lado, si `1(x0) > 0, se tiene un ciclo

límite inestable del sistema centrado en x0, también restringido a la variedad central de x0 y en este

caso la bifurcación de Hopf se conoce como subcrítica. Para mayores detalles sobre la forma en que

se obtiene (2.7) ver [Kuz04].

2.1.1.2. Bifurcación de Hopf aplicado a un sistema de control

Considere la siguiente ecuación diferencial no lineal que depende de los parámetros positivos α y β:

d3y

dt3
+ α

d2y

dt2
+ β

dy

dt
+ y(1− y) = 0,

la cual describe un sistema simple de realimentación tipo Luré (ver [MY92; SS05; SDR14; PFS20]).

Introduciendo el cambio de variables x1 = y, x2 = ẋ1, y x3 = ẋ2, podemos reescribir la ecuación

anterior como el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
ẋ1 = x2,

ẋ2 = x3,

ẋ3 = −αx3 − βx2 − x1 + x21.

(2.8)

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

12

Página 58 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 58 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



Modelo depredador-presa de Bazykin 37

Para determinar los equilibrios de (2.8) igualamos a cero el lado derecho de cada ecuación y resolvemos

el sistema de ecuaciones algebraicas resultante, esto es, si x2 = x3 = 0 entonces x1(x1 − 1) = 0 ⇔
x1 = 0 y x1 = 1, por lo tanto, para todos los valores de α y β los equilibrios son E0 = (0, 0, 0) y

E1 = (1, 0, 0). Analizaremos el equilibrio en el origen. La matriz Jacobiana de (2.8) evaluada en el

origen tiene la forma 
0 1 0

0 0 1

−1 −β −α


con la ecuación característica

λ3 + αλ2 + βλ+ 1 = 0. (2.9)

Para encontrar la relación entre α y β correspondiente a la bifurcación de Hopf en E0, imponemos

que el polinomio característico tenga la siguiente estructura

P (λ) = (λ− γ)(λ+ iω)(λ− iω),

Lo que nos lleva a lo siguiente

λ3 + αλ2 + βλ+ 1 = (λ− γ)(λ+ iω)(λ− iω), (2.10)

⇔ λ3 + αλ2 + βλ+ 1 = λ3 − γλ2 + ω2λ− γω2.

Para que los polinomios de la última expresión tengan la misma estructura deben ser iguales coeficiente

a coeficiente, esto implica que γ = −1/ω2, β = ω2 y α = 1/ω2. Entonces, la relación entre α y β es

α = α0(β) =
1

β
, β > 0. (2.11)

Esto muestra que la ecuación característica posee un par de raíces imaginarias puras λ1,2 = ±ωi con
ω > 0, si α = 1/β.

Para verificar que el origen es estable para α > α0 aplicamos el teorema de Routh–Hurwitz. Sabemos

que la condición necesaria para tener estabilidad del equilibrio es que los coeficientes de la ecuación

característica de la aproximación lineal sean positivos, y observamos que los coeficientes de (2.9) en

efecto lo son, puesto que α y β son positivos. Finalmente, para demostrar que el origen es estable

para α > α0, debemos demostrar que el determinante de todos los menores principales diagonales de

la matriz Hurwitz, los de orden menor a la matriz, también son positivos. En este caso, el menor más

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 59 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 59 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



38 Modelo depredador-presa de Bazykin

sencillo corresponde con el coeficiente de λ2 que es α, el cual ya sabemos que es positivo y el menor

de orden dos corresponde con la siguiente submatriz

H2 =

(
α 1

1 β

)
, (2.12)

cuyo determinante está dado por αβ− 1 > 0, por lo tanto, de esta última desigualdad se sigue que el

origen es estable para α > α0 cuando consideramos a α como parámetro de bifurcación. La pérdida de

estabilidad podemos observarla mediante la condición de transversalidad, la cual podemos verificar a

partir de la derivada del determinante de la submatriz Hurwitz (2.12) como se muestra a continuación

d

dα
(−H2) |α=α0 = −β, (2.13)

y como la velocidad de cruce resulta distinta de cero, la bifurcación de Hopf tiene lugar y el origen

pierde su estabilidad para α < α0, mientras que el tercer valor propio λ3 permanece negativo para

valores cercanos de los parámetros.

Con el fin de analizar la bifurcación, calculamos el primer coeficiente de Lyapunov `1(0) del sistema,

restringido a la variedad central en los valores de los parámetros críticos. Si `1(0) < 0, la bifurcación

es supercrítica y un único ciclo límite estable bifurca del origen para α < α0(β). Como veremos a

continuación, este es el caso del sistema (2.8) de Luré. Por lo tanto, fijamos α en su valor crítico α0 y

dejamos β libre para variar. Nótese que los elementos de la matriz Jacobiana son funciones racionales

de ω2:

A =


0 1 0

0 0 1

−1 −ω2 −1/ω2

 .

Como la matriz A no se encuentra en la forma canónica, procedemos a llevarla a la variedad central.

Primero vamos a construir el vector propio q asociado al valor propio λ1 = ωi para la matriz A, esto

nos lleva a resolver el sistema
−iω 1 0

0 −iω 1

− 1 −ω2 −1/ω2 − iω




x1

x2

x3

 =


0

0

0


de donde se obtiene que y = iωx y z = −ω2x con x como variable libre, por lo que el subespacio

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 60 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 60 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



Modelo depredador-presa de Bazykin 39

asociado al valor propio λ1 = ωi es

Sλ1 =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 :
(
x, iωx,−ω2x

)
, con x ∈ R

}
de donde se sigue que el vector propio q asociado a λ1 = ωi es

q =


1

iω

−ω2


Como segundo asunto, vamos a construir el valor propio p asociado al valor propio λ2 = −iω para la

matriz AT , así que resolvemos el sistema
iω 0 −1

1 iω −ω2

0 1 −1/ω2 + iω




x1

x2

x3

 =


0

0

0


del cual se obtiene que x = z/iω y y = −((iω3 − 1)/ω2) con z como variable libre, por lo que el

subespacio asociado al valor propio λ2 = −iω es

Sλ2 =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 :
(
z/iω,−((iω3 − 1)/ω2)z, z

)
, con z ∈ R

}
y de esto se sige que el vector propio p asociado al valor propio λ2 = −iω es

p =


iω

iω3 − 1

− ω2

 .

Los vectores q y p satisfacen desde luego que

Aq = iωq, AT p = −iωp

Con el fin de lograr la normalización 〈p̄, q〉 = 1, hay que escalar estos vectores. La siguiente escala,

por ejemplo, basta:

q =


1

iω

−ω2

 , p =
1

2ω (ω3 + i)


iω

iω3 − 1

− ω2


Con esto la parte lineal del análisis está completa. Ahora veamos que sólo hay un término no
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lineal (cuadrático) en (2.8). Por lo tanto, la función bilineal B(x, y), definida para dos vectores

x = (x1, x2, x3)
T ∈ R3 y y = (y1, y2, y3)

T ∈ R3, puede ser expresada como

B (x, y) =


0

0

2x1y1

 ,

Mientras que C(x, y, z) ≡ 0. Por lo tanto,

B (q, q) = B (q, q̄) =


0

0

2q21

 =


0

0

2

 ,

y resolviendo los correspondientes sistemas lineales se obtiene

s = A−1B (q, q̄) =


−2

0

0

 , r = (2iωE −A)−1B (q, q) = − 2

3 (1 + 2iω3)


1

2iω

−4ω2

 .

Finalmente, aplicando (2.7) obtenemos que el primer coeficiente de Lyapunov es

`1 (0) =
1

2ω
Re (−4p̄3q1s1 + 2p̄3q̄1r1) = −

ω3
(
1 + 8ω6

)
(1 + 4ω6) (1 + ω6)

.

Para regresar al parámetro β recordemos que β = ω2, luego entonces

`1 (0) = −
(
1 + 8β3

)
β
√
β

(1 + 4β3) (1 + β3)
< 0.

El primer coeficiente de Lyapunov es claramente negativo para todo β positivo. Así, la bifurcación

de Hopf es siempre supercrítica y el ciclo límite que emerge del origen es estable. En las Figuras 2.3

y 2.4 se muestra una simulación donde se detecta el ciclo límite que bifurca del origen, para un valor

inicial (x10 = 0.1, x20 = 0.1, x30 = 0.8) y con valores de los parámetros β = 2 y α = 49/102.
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0 10 20 30 40 50

-0.5

0.0

0.5

1.0

Figura 2.3: Series de tiempo para α < α0. Figura 2.4: Retrato fase para α < α0.

Para calcular las funciones multilineales podemos usar las implementaciones del Repositorio de Fun-

ciones Wolfram que llevan por nombre DVectorField [Cha+22] y TensorPureFunction [CC22a]. En

el Apéndice A se encuentra una implementación Wolfram Mathematica para realizar el cálculo de

funciones multilineales.

2.2. Bifurcación Bogdanov–Takens

La bifurcación Bogdanov–Takens, también denominada como doble cero, es una de las bifurcaciones

de codimensión dos (a dos parámetros) más conocida. El nombre de esta bifurcación se debe al mate-

mático holandés Floris Takens y al matemático ruso Rifkat Bogdanov que, de forma independiente,

iniciaron el estudio sobre este tipo de bifurcación (ver [Bog84; Tak01]). Esta bifurcación es importante

en la búsqueda de ciclos límite estables, toda vez que contiene a la bifurcación Andronov–Hopf que

es de codimensión uno.

De la teoría de bifurcaciones se sabe que un sistema de la forma

ẋ = f (x, µ)

experimenta una bifurcación Bogdanov–Takens cuando posee un equilibrio x0 para el cual Dxf (x0)

tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica dos. En esta bifurcación, ocurren tres bifurca-
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42 Modelo depredador-presa de Bazykin

ciones de codimensión uno alrededor de su valor crítico, las cuales son: La bifurcación silla–nodo, la

bifurcación de Hopf y la bifurcación homoclínica.

Se conoce que Bogdanov (ver [Bog84]) usó en su trabajo la forma normal

ẋ =

(
x2 + ax21

bx21

)
(2.14)

y Takens hizo uso de la siguiente forma normal

ẋ =

(
x2

ax21 + bx1x2

)
, (2.15)

donde ambos consideran ab 6= 0. Además, demostraron de forma independiente que los términos de

orden mayor o igual a tres no modifican la dinámica local de estas formas normales, y por lo tanto,

pueden ser truncadas a orden dos. Además, el primero demostró que la deformación versal para (2.14)

está dada por

ẋ =

(
x2 + µ2x1 + ax21

µ1 + bx21

)
, (2.16)

y el segundo demostró que la deformación versal para (2.15) tiene la forma

ẋ =

(
x2

µ1 + µ2x1 + ax21 + bx1x2

)
. (2.17)

Por otra parte, J. Guckenheimer y P. Holmes (ver [GH13]), haciendo uso de la forma normal (2.15)

demostraron que

ẋ =

(
x2

µ1 + µ2x2 + ax21 + bx1x2

)
(2.18)

también es una deformación versal de la bifurcación Bogdanov–Takens. Las equivalencias topológicas

de estas deformaciones versales se pueden consultar en [CVD10].
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2.2.1. La deformación versal de la bifurcación Bogdanov–Takens

Consideremos el sistema diferencial en su forma normal

Ẋ =

(
y

x2 ± xy

)
, (2.19)

Ahora tomemos la deformación versal analizada por Guckenheimer y Holmes, esto es

Ẋ =

(
y

µ1 + µ2y + ax2 + bxy

)
, (2.20)

donde b = ±1 y a = 1. Aquí analizamos el caso b = −1, es decir, que nuestra deformación versal es

la siguiente:

Ẋ =

(
y

µ1 + µ2y + x2 − xy

)
. (2.21)

Los puntos de equilibrio de la deformación versal anterior están dados por

(
x+, y

)
=
(
+
√
−µ1, 0

)
, (2.22)(

x−, y
)

=
(
−
√
−µ1, 0

)
,

donde para µ1 > 0 no existen puntos de equilibrios.

La Jacobiana de la deformación versal (2.21) es

Df(x, y) =

(
0 1

2x− y µ2 − x

)
(2.23)

y las aproximaciones lineales correspondientes a cada equilibrio son

Df(x+, y) =

(
0 1

2
√
−µ1 µ2 −

√
−µ1

)
, Df(x−, y) =

(
0 1

−2
√
−µ1 µ2 +

√
−µ1

)
,

donde sus respectivos polinomios característicos están dados por

P (λ) = λ2 −
(
µ2 −

√
−µ1

)
λ− 2

√
−µ1, P (λ) = λ2 −

(
µ2 +

√
−µ1

)
λ+ 2

√
−µ1 (2.24)
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Las raíces de estos polinomios son las siguientes

λ+1,2 =
(µ2 −

√
−µ1)±

√
(µ2 −

√
−µ1)2 + 8

√
−µ1

2
,

λ−1,2 =
(µ2 +

√
−µ1)±

√
(µ2 +

√
−µ1)2 − 8

√
−µ1

2

De las raíces observamos que (x+, y) es una silla para todo µ2. En el caso de (x−, y) tenemos que si

µ2 =
√
−µ1 la rama de equilibrio (x−, y) corresponde a centros.

Por otro lado, si µ1 = 0 en (x+, y), los valores propios son λ1,2 = µ2, 0. Por lo tanto, µ1 representa

una curva de bifurcación en la que nace una bifurcación silla–nodo. Adicionalmente, si µ2 = −
√
−µ1

en (x−, y), los valores propios de la aproximación lineal están dados por

λ1,2 = ±i
√

2
√
−µ1,

y en consecuencia, de manera análoga tenemos que µ2 = −
√
−µ1 es una curva de bifurcación en la

que una bifurcación de Hopf tiene lugar.

2.2.1.1. Bifurcación silla–nodo

Vamos a determinar la forma normal de esta bifurcación. Para lograr este objetivo, primero obtenemos

la matriz de cambio de base fijando µ1 = 0 y dejando al parámetro µ2 como de control (libre). Esto

implica utilizar los valores propios de la forma

λ1,2 = µ2, 0.

Entonces, la matriz de cambio de base está dada por

P =

(
1 1

µ2 0

)
y P−1 =

1

µ2

(
0 1

µ2 −1

)
,

(
x

y

)
=

(
1 1

µ2 0

)(
u

v

)
,

(
u

v

)
=

1

µ2

(
0 1

µ2 −1

)(
x

y

)
,

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

2

2

2

Página 66 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 66 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



Modelo depredador-presa de Bazykin 45

Figura 2.5: Diagrama de la bifurcación silla–nodo.

por lo tanto, el sistema diferencial (2.21) se transforma en(
u̇

v̇

)
=

1

µ2

(
0 1

µ2 −1

)(
ẋ

ẏ

)
(2.25)

Sustituyendo ẋ y ẏ en la ecuación anterior y realizando algo de álgebra, obtenemos(
u̇

v̇

)
=

(
µ2 0

0 0

)(
u

v

)
+

1

µ2

(
µ1 + (u+ v)2 − (u+ v) (µ2u)

−
(
µ1 + (u+ v)2 − (u+ v) (µ2u)

) ) (2.26)

De esta manera, la dinámica en la variedad central está dada por

v̇ = − 1

µ2

(
µ1 + v2

)
+O

(
|u, v|3

)
,

por lo tanto, la bifurcación ocurre en µ1 = 0. La Fig. 2.5 muestra el diagrama de la bifurcación.

2.2.1.2. Bifurcación de Hopf

En este apartado analizamos el cambio de estabilidad del equilibrio (x−, y) en µ2 = −
√
−µ1. En este

caso, las raíces de la ecuación característica de la aproximación lineal en (x−, y) son

λ1,2 = ±i
√
−µ1.
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Si consideramos µ2 como parámetro de bifurcación en λ1,2+, tenemos que la transversalidad es

d

dµ2
(Reλ1,2)

∣∣∣∣
µ2=−

√
−µ1

=
1

2
6= 0.

Por lo tanto, una bifurcación de Hopf ocurre cuando µ2 = −
√
−µ1.

Para facilitar los cálculos de la forma normal, primero trasladamos el equilibrio al origen mediante el

siguiente cambio de coordenadas

x̄ = x− x−, (2.27)

ȳ = y. (2.28)

Entonces, después del cambio de coordenadas, la forma normal (2.19) queda como(
˙̄x

˙̄y

)
=

(
0 1

−2
√
−µ1 0

)(
x̄

ȳ

)
+

(
0

x̄2 − x̄ȳ

)
(2.29)

Lo que hacemos a continuación es colocar la parte lineal de la ecuación anterior en su forma normal

y para ello hacemos uso de la transformación(
x̄

ȳ

)(
0 1√

2
√
−µ1 0

)(
u

v

)
,

por lo tanto (
u̇

v̇

)
=

1√
2
√
−µ1

(
0 1√

2
√
−µ1 0

)(
ẋ

˙̄y

)
. (2.30)

Sustituyendo ˙̄x y ˙̄y en esta última expresión y haciendo algo de álgebra, obtenemos:

(
u̇

v̇

)
=

(
0

√
2
√
−µ1

−
√

2
√
−µ1 0

)(
u

v

)
+

 v2√
2
√
−µ1
− uv

0

 . (2.31)

El sistema de ecuaciones al que llegamos ya tiene la estructura de forma normal de la bifurcación de

Hopf en coordenadas cartesianas, el cual en coordenadas polares luce como el sistema (2.6) que viene

en el teorema de bifurcación de Hopf 2.1.1. Finalmente, después de algunos cálculos, esto nos permite

saber que el primer coeficiente de Lyapunov está dado por

`1 = − 1

16
√
−µ1

< 0,
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y como el primer coeficiente de Lyapunov resulta estrictamente negativo, la bifurcación de Hopf es

siempre supercrítica y no degenerada para todo µ1 < 0.

Además de las bifurcaciones silla–nodo y de Hopf, ocurre la bifurcación homoclínica, la cual excede

el propósito de este trabajo, pero puede consultarse en [Wig03].

2.2.2. Teorema de Carrillo para la bifurcación Bogdanov–Takens

En este apartado vamos a caracterizar la bifurcación Bogdanov–Takens haciendo uso del teorema de

Carrillo (ver [CVD10]), el cual establece lo siguiente:

Teorema 2.2.1 (Carrillo 2009) Dado el sistema no lineal

ẋ = F (x, µ) , (2.32)

donde x ∈ R2, µ ∈ R2, tal que existe (x0, µ0) ∈ R2 × R2 cumpliendo las condiciones

BT1) F (x0, µ0) = 0

BT2) σ [DF (x0, µ0)] = {λ1,2 = 0} (no hiperbolicidad)

BT3) ab 6= 0 (no degeneracidad)

BT4) S1 y S2 son linealmente independientes, (transversalidad)

donde

a =
1

2
pT1
(
q2 •D2F (x0, µ0)

)
p1,

b = pT1
(
q1 •D2F (x0, µ0)

)
p1 + pT1

(
q2 •D2F (x0, µ0)

)
p2,

S1 = F Tµ (x0, µ0) q2,

S2 =
2a

b
[ζ1 + ζ2 − ζ3]F Tµ (x0, µ0) q1

−2a

b

2∑
i=1

(qi • Fµx (x0, µ0)) pi + (q2 • Fµx (x0, µ0)) p1,

ζ1 = pT1
(
q1 •D2F (x0, µ0)

)
p2,

ζ2 = pT2
(
q2 •D2F (x0, µ0)

)
p2,

ζ3 = pT1
(
q2 •D2F (x0, µ0)

)
p2,
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48 Modelo depredador-presa de Bazykin

donde qi y pi son los vectores propios derechos e izquierdos asociados con el valor propio λ = 0,

respectivamente. Por lo tanto, la dinámica sobre la variedad central del sistema (2.32) en x = x0 y

µ ≈ µ0, es localmente topológicamente equivalente a la deformación versal de la bifurcación Bogdanov-

Takens

ẋ1 = x2

ẋ2 = β1 + β2x1 + ax21 + bx1x2
(2.33)

donde β1 = ST1 (µ− µ0) y β2 = ST2 (µ− µ0).

Demostración. La prueba de este teorema sobre la bifurcación Bogdanov–Takens puede consultarse

en [CVD10]. �

2.2.2.1. Diagrama de la bifurcación Bogdanov–Takens

Considerando a = 1 y b = −1, los puntos de equilibro de la deformación versal Bogdanov–Takens

(2.33) son

(
x±1 , x2

)
=

(
−β2 ±

√
β22 − 4β1

2
, 0

)
,

donde para 1
4β2 < β1 no existen puntos de equilibrio.

La aproximación lineal en los puntos anteriores está dada por

Df
(
x±1 , x2

)
=

 0 1

±
√
β22 − 4β1

1
2

(
β2 ∓

√
β22 − 4β1

)  .
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324 8 Two-Parameter Bifurcations of Equilibria 
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Fig. 8.8. Bogdanov-Takens bifurcation with s = -1. 

This is the first case where the analysis of a truncated system is nontrivial. 
More precisely, bifurcations of equilibria are easy to analyze, while the study 
of limit cycles (actually, the uniqueness of the cycle) is rather involved. 

The bifurcation diagram of system (8.51) is presented in Fig. 8.8. Any 
equilibria of the system are located on the horizontal axis, "12 = 0, and satisfy 
the equation 

(8.52) 

Equation (8.52) can have between zero and two real roots. The discriminant 
parabola 

(8.53) 

corresponds to a fold bifurcation: Along this curve system (8.51) has an equi­
librium with a zero eigenvalue. If ß2 =f=. 0, then the fold bifurcation is non­
degenerate and crossing T from right to left implies the appearance of two 
equilibria. Let us denote the left one by EI and the right one by E 2 : 

E = (0 0) = (-ß2 ~ J ß~ - 4ßl 0) 
1,2 "11,2' 2' . 

The point ß = 0 separates two branches T _ and T + of the fold curve cor­
responding to ß2 < 0 and ß2 > 0, respectively. We can check that passage 

Figura 2.6: Diagrama de la bifurcación Bogdanov–Takens.

Si tomamos x+, los valores propios tienen la siguiente forma

λ+1,2 =

1
2

(
β2 −

√
β22 − 4β1

)
±
√(

1
2

(
β2 −

√
β22 − 4β1

))2
+ 4

(√
β22 − 4β1

)
2

,

y entonces el equilibrio
(
x+1 , x2

)
es una silla cuando β22 − 4β1 > 0.

Por otro lado, si tomamos x−11 los valores propios quedan como

λ−1,2 =

1
2

(
β2 +

√
β22 − 4β1

)
±
√(

1
2

(
β2 +

√
β22 − 4β1

))2
− 4

(√
β22 − 4β1

)
2

,

Entonces, si β1 = 0 y β2 < 0, el equilibrio
(
x−1 , x2

)
corresponde con centros.
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50 Modelo depredador-presa de Bazykin

Adicionalmente, observemos que si β22 − 4β1 = 0 los valores propios son

λ1,2 =
1

2
β2, 0.

Por lo tanto, β1 = 1
2β

2
2 representa una curva en la que ocurre una bifurcación silla–nodo. Además, si

en λ−1,2 fijamos β1 = 0 y β2 < 0, los valores propios son

λ1,2 = ±
√
β2i,

y por lo tanto, en el espacio generado por los parámetros {β1, β2} el semieje negativo de β2 es la

curva de bifurcación de Hopf, tal como se observa en la Fig. 2.6.

Lema 2.2.1 Existe una única curva P correspondiente a la bifurcación homoclínica, generada en

β = 0 y su representación local es la siguiente:

P =

{
(β1, β2) : β1 = − 6

25
β22 + o

(
β22
)
, β2 < 0

}
.

Además, para ||β|| pequeño, el sistema tiene un único ciclo estable e hiperbólico para los valores

paramétricos dentro de la región limitada por la curva H de Hopf y la curva P de la bifurcación

homoclínica, y no existe algún otro ciclo fuera de esta región.

Demostración. Esta demostración puede consultarse en el apéndice A de la obra Elements of Applied

Bifurcation Theory [Kuz04]. �

2.2.2.2. Teorema de Carrillo aplicado a un modelo depredador–presa

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ẋ1 = x1 −
x1x2

1 + αx1
− εx21,

ẋ2 = −γx2 +
x1x2

1 + αx1
− δx22.

(2.34)

Estas ecuaciones modelan la dinámica de un sistema depredador–presa. Las variables x1 y x2 son las

densidades de población respectivas, mientras que α, γ, ε, y δ son parámetros estrictamente positivos

que describen el comportamiento de ambas poblaciones y sus interacciones (ver [Baz98; Kuz04]).

Si tomamos ε = 0 podemos determinar con facilidad equilibrios de coexistencia para analizar la

bifurcación Bogdanov–Takens. De esta manera, el diagrama de bifurcaciones lo estudiamos en el
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espacio paramétrico (α, γ, δ) y mostramos a continuación que, haciendo uso del Teorema 2.2.1, el

sistema (2.34) exhibe una bifurcación Bogdanov–Takens de codimensión dos.

Considerando µ = (α, γ, δ), el punto Bogdanov–Takens es el siguiente

(x0, µ0) =

((
1

α2
,
α+ 1

α

)T
,

(
α,

1− α
α (1 + α)

,
α

(1 + α)2

)T)
,

el cual representa una familia uniparamétrica de equilibrios, con α ∈ (0, 1) y αγ < 1. La aproximación

lineal en esta familia de equilibrios tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica dos y

p1 =

(
1

α

)
, p2 =

(
1 + α

0

)
,

q1 =


0

1

α

 , q2 =


1

1 + α

− 1

α(1 + α)

 ,

son los vectores propios (generalizados) derechos e izquierdos, respectivamente, asociados con el valor

propio cero.

Luego, los coeficientes de los términos cuadráticos de la forma normal están dados por

a =
1

2
pT1
(
q2 ·D2F (x0, µ0)

)
p1 =

α2

(1 + α)3
,

b =pT1
(
q1 ·D2F (x0, µ0)

)
p1

+ pT1
(
q2 ·D2F (x0, µ0)

)
p2

=
α2(α− 1)

(α+ 1)2

Entonces, las condiciones (BT1)–(BT4) se satisfacen para todo α ∈ (0, 1). Por lo tanto, si elegimos

α = 1/2, el campo vectorial definido el sistema (2.34) es localmente topológicamente equivalente a

ẋ1 = x2,

ẋ2 = β1 + β2x1 +
2

27
x21 −

1

18
x1x2,
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52 Modelo depredador-presa de Bazykin

donde los parámetros β1 y β2 están dados por

β1 = 〈S1, µ〉 , y β2 = 〈S2, µ〉 , con

µ =

(
α− 1

2
, γ − 2

3
, δ − 2

9

)
,

S1 = (32/3, 4, 12) ,

S2 = (16/3, 8/3,−3) .

El ciclo límite estable que se forma al interior del lazo homoclínico cuando perturbamos α se puede

observar en el siguiente gráfico

0 5 10 15 20 25

0

2

4

6

8

10

12

Figura 2.7: Órbitas tendiendo hacia un ciclo límite estable.

La implementación Wolfram Mathematica de todos los cálculos realizados en este apartado pueden

consultarse en el Apéndice A. Los códigos se pueden señalar y copiar para luego ser pegados en un

Notebook Mathematica.
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2.3. Modelo de Rosenzweig-MacArthur

En este apartado removemos los supuestos nada realistas del modelo de Lotka–Volterra (1.3). Primero

introducimos la interacción intraespecífica en la población de presas mediante la ecuación logística.

Luego, reemplazamos la respuesta funcional lineal por una función general Φ (X) que depende de la

densidad de presas. A continuación, derivamos una forma per cápita de Φ (X). Entonces, el sistema

depredador–presa (1.3) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dX

dτ
= rX

(
1− X

K

)
− Y Φ(X),

dY

dτ
= eY Φ(X)− βY (2.35)

conocido como modelo de Rosenzweig y MacArthur (1963) [RM63].

Para modelar la respuesta funcional Φ (X), comenzamos dividiendo el tiempo de captura de un

depredador. Suponemos que el número de presas capturadas por un depredador es proporcional a la

densidad de presas y al tiempo empleado en la búsqueda real de las mismas. Luego, notamos que el

tiempo dedicado a la búsqueda es menor que la cantidad total de tiempo asignado a las actividades

de recolección de alimentos por el tiempo necesario para manejar las presas individuales. Entonces,

si N denota el número de presas capturadas durante un período de recolección de alimentos, T la

duración de ese período, X la densidad de presas, s la tasa de búsqueda efectiva y h el tiempo de

manipulación, entonces

N = sX (T − hN) ,

y por lo tanto, la función Φ (X) es

Φ (X) =
N

T
=

sX

1 + shX
.

La expresión anterior es conocida como la ecuación del disco de Holling (ver [DWM05]), llamada así

por un experimento de clase en el que los estudiantes recogían discos del suelo del laboratorio y los

depositaban en una papelera lejana. Sin embargo, no se basa en este experimento, sino en datos de

campo de un depredador invertebrado (ver [Pul+22]). Esta llamada respuesta funcional de tipo II se

adapta bien a la mayoría de los conjuntos de datos, aunque se producen respuestas cualitativamente

diferentes de tipo I y tipo III.

Con la respuesta funcional Holling tipo II, las ecuaciones del modelo depredador–presa (2.35) se
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54 Modelo depredador-presa de Bazykin

transforman en el sistema de ecuaciones diferenciales

dX

dτ
= rX

(
1− X

K

)
− sXY

1 + shX
,

dY

dτ
=

esXY

1 + shX
−mY. (2.36)

Vamos a simplificar las ecuaciones no dimensionalizando. Una adimensionalización obvia para la presa

es x1 = X/K. Para el depredador, nótese que en estado de equilibrio o estacionario tenemos que

Y ∗ = (r/s) (1−X∗/K) (1 + shX∗), es decir, es proporcional a r/s. Basado en esto último, tenemos

que x2 = sY/r. Por el momento, hay al menos tres no dimensionalizaciones que podríamos elegir, en

base a

(a) r, la tasa de crecimiento per cápita de la presa a bajas densidades,

(b) e/h, la tasa de crecimiento per cápita del depredador a altas densidades de presas, o

(c) m, la tasa per cápita de muerte natural del depredador.

Elegimos el cambio en el tiempo t = eτ/h. Después de algo de álgebra, las ecuaciones (2.36) se

transforman en

dx1
dt

= a

(
x1(1− x1)− x2

x1
1 + bx1

)
,

dx2
dt

= x2

(
bx1

1 + bx1
− d
)
,

(2.37)

donde los parámetros a, b, y d están dados por las expresiones

a =
rh

e
, b = shK, d =

mh

e
.

Esta es la versión adimensional del modelo Rosenzweig–MacArthur con respuesta funcional Holling

tipo II. Los parámetros a y d representan dos proporciones de las escalas de tiempo anteriores, y b

es la proporción entre el tiempo de manejo y el tiempo de búsqueda del depredador cuando la presa

está en su capacidad de carga. Los puntos de equilibrio son

(0, 0) , (1, 0) , X (b, d) =

(
d

b(1− d)
,
b− d(1 + b)

b(1− d)2

)
,

donde el último de estos es biológicamente factible si b/(1 + b) > d. La interpretación de esto es clara

a partir de la segunda de las ecuaciones (2.37), esto es, que la tasa de crecimiento del depredador

debe exceder su tasa de mortalidad cuando la presa está en su capacidad de carga. Asumimos que

este es el caso. De lo contrario, la presa nunca podría sostener al depredador, lo que provocaría la
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Modelo depredador-presa de Bazykin 55

extinción del depredador. Aquí, estamos particularmente interesados en la estabilidad del punto de

equilibrio de coexistencia X (b, d), ya que su pérdida de estabilidad nos sugiere que un ciclo límite

estable puede aparecer.

1 2 3 4 5 6

2

4

6

8

10

12

Figura 2.8: Bifurcación de Hopf para d < d0.

De hecho, si aplicamos el teorema de la bifurcación de Hopf descrito en los apartados anteriores,

encontramos que el equilibrio de coexistencia X (b, d) es localmente asintóticamente estable para

d > d0 y un ciclo límite estable (ver Fig. 2.8) emerge del mismo para d < d0, donde d0 es el valor

crítico de la bifurcación dado por

d0 =
b− 1

b+ 1
, con b > 1.

Por otra parte, es importante observar que en el valor crítico de bifurcación, el equilibrio de coexis-

tencia coincide con el punto máximo de la cero–isoclina de presas (ver Fig. 2.8), cuya expresión toma

la forma

X (b, d0) =

(
b− 1

2b
,
(b+ 1)2

4b

)
, con b > 1.

Este último hecho es de suma importancia para caracterizar la bifurcación de Hopf en el sistema

depredador–presa tipo Bazykin que abordamos en los siguientes apartados, que no es otra cosa más

que el modelo Rosenzweig–MacArthur con un término de competencia intraespecífica en la población

depredadora.
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2.3.1. Inestabilidades y paradoja del enriquecimiento

Las ecuaciones (2.37) pueden reescribirse de la siguiente manera

dx1
dt

= x1f(x1, x2),
dx2
dt

= x2g(x1, x2), (2.38)

es decir, en la forma de Kolmogorov (ver [Sig07]). Para estas ecuaciones, la aproximación lineal en el

equilibrio de coexistencia queda como

J∗ =

(
x∗1f

∗
x1 x∗1f

∗
x2

x∗2g
∗
x1 x∗2g

∗
x2

)

donde los asteriscos denotan que estamos en el equilibrio de coexistencia. Este resultado se sigue

directamente de saber que las funciones f y g evaluadas en el equilibrio de coexistencia valen cero.

En este caso, g∗x2 = 0, ya que β = tr J∗ = x∗1f
∗
x1 , γ = det J∗ = −x∗1x∗2f∗x2g

∗
x1 > 0. Entonces, cuando

γ > 0, el equilibrio de coexistencia es inestable si β > 0, estable si β < 0 por el criterio de Routh–

Hurwitz, y si β = 0 se tienen dos valores propios imaginarios puros.

La inestabilidad aparece cuando β = x∗1f
∗
x1 > 0, esto es, f∗x1 > 0. Esta condición para que aparezca la

inestabilidad es algo intuitiva, ya que x∗1f∗x1 es la tasa de crecimiento per cápita de las perturbaciones

de la densidad de presas desde el equilibrio, pero

f∗x1 = a(−1 + (b− (b+ 1)c)), (2.39)

por lo que la inestabilidad ocurre si b−(1+b)c > 1. En otras palabras, los ciclos límite aparecen si los

términos positivos b− (1 + b)c derivados de la respuesta funcional superan al término negativo −1 de

la función de crecimiento logístico. Pero cabe preguntarnos, ¿por qué la respuesta funcional de tipo II

da una contribución positiva a f∗x1? La razón es que es una función de saturación (ver [DWM05]), por

lo que un aumento en la densidad de presas da como resultado que los depredadores capturen una

menor proporción de presas. Matemáticamente, una función de saturación ψx1 = φx1/x1 satisface

que ψ′x1 < 0 [DWM05]. Los factores que desestabilizan el sistema y pueden dar lugar a oscilaciones

(ciclos límite) son los que aumentan la importancia de este efecto de saturación, lo que permite pasar

de una parte empinada a una parte poco profunda de la curva. Esto se puede lograr (i) si la curva

de la respuesta funcional es más empinada, (ii) al reducir la coordenada de equilibrio de la presa

en presencia de depredación más adentro de la región empinada, (iii) aumentando la coordenada de

equilibrio de la presa en ausencia de depredación más adentro de la región de saturación. Por lo tanto,

algunos factores desestabilizadores son
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(1) un aumento en la efectividad s de los depredadores para capturar presas,

(2) un aumento en la eficiencia e de los depredadores en la conversión de presas en biomasa de

depredadores,

(3) una disminución en la tasa de mortalidad de depredadores m, o

(4) un aumento en la capacidad de carga de presasK, por ejemplo, por enriquecimiento del sistema.

Los primeros que abordaron este problema asumieron que el efecto del enriquecimiento sería es-

tabilizador y se refirieron a este resultado como la paradoja del enriquecimiento. La paradoja del

enriquecimiento en ecología se refiere a que, frecuentemente, la introducción de nuevas especies en un

ecosistema puede tener un efecto negativo sobre la biodiversidad y la estabilidad del ecosistema en

lugar de mejorarlo. Esto se debe a que las especies nuevas pueden competir con las especies nativas

por recursos, lo que puede llevar a la eventual extinción de algunas especies nativas. También pueden

actuar como depredadores o plagas de otras especies, lo que puede tener un impacto negativo en la

comunidad. Es importante tener en cuenta que hay muchos factores que pueden influir en el impacto

de una especie introducida, y es por eso que no se puede predecir con certeza si tendrá un impacto

negativo o positivo en un ecosistema dado. Para mayores detalles ver [Ros71].

Hemos demostrado que una respuesta funcional de saturación no lineal φ(x1) puede conducir a ciclos

límite en el sistema depredador–presa, pero un mecanismo alternativo es el de depensación. Por

definición, la depensación (o un efecto Allee) ocurre cuando aumenta la fecundidad per cápita (o

decrece la mortalidad per cápita) con la densidad; en una población creciendo de acuerdo a ẋ1 =

x1θ(x1), tenemos que θ′(x1) > 0.

La condición f∗x1 > 0 para que ocurra la inestabilidad del equilibrio de coexistencia puede ser escrita

como θ′ (x1∗)−x2∗ψ′ (x1∗) > 0. Hasta aquí nos hemos concentrado en la posibilidad de que ψ′(x∗1) < 0,

pero ahora consideramos θ′(x1) > 0. Si la presa es conducida a la parte depensatoria de la curva de

crecimiento por el depredador, su recuperación a una tasa per cápita θ′(x1) puede conducir a ciclos

límite inestables. Por lo tanto, este modelo puede conducir a un comportamiento oscilatorio debido

a una respuesta funcional no lineal o debido a una depensación. Esto nos da una idea de cuándo

podemos esperar ciclos límite en sistemas depredador–presa reales.
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2.4. Modelo Bazykin y su restricción geométrica

En este apartado abordamos el caso límite donde una de las presas está ausente y el sistema resultante

es una modificación del modelo de Rosenzweig–MacArthur, mismo que en la literatura se conoce como

de Bazykin [ver § 3 Baz98, págs. 67–81], aunque cabe aclarar que el matemático ruso Alexander D.

Bazykin estudió muchos modelos y no solo el que toca abordar aquí. La idea de Bazykin consistió en

proponer la existencia de competencia al interior de la población depredadora, lo cual enriquece la

dinámica del sistema depredador–presa, pues ese término adicional permite que sean ecológicamente

viables tres equilibrios de coexistencia en vez de uno solo. Indudablemente, la propuesta de Bazykin

ha sido de gran importancia en los estudios de ecología teórica, ya que después de su trabajo muchos

investigadores han probado que la competencia intraespecie actúa como un control biológico en la

tasa de depredación, incluso cuando la densidad de población de presas es baja (ver [Pea04; PDP05]).

Específicamente, se asume un crecimiento logístico para las presas en ausencia de depredadores, una

respuesta funcional Hollng tipo II que limita la tasa de consumo debida a la depredación y bajo

el supuesto de que el depredador es especialista. Adicionalmente, se incluye un término cuadrático,

el cual expresa la competencia intraespecífica entre depredadores por otros recursos además de las

presas.

Denotando por x1(τ) y x2(τ) las densidades poblacionales de presas y depredadores respectivamente

al tiempo τ , los supuestos considerados en el modelo de Bazykin se traducen en el siguiente sistema

de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

dx1
dτ

= r
(

1− x1
κ

)
x1 −

bx1x2
ax1 + c

,

dx2
dτ

=
γbx1x2
ax1 + c

− dx2 − σx22.
(2.40)

Todas las tasas involucradas son cantidades estrictamente positivas y la región de viabilidad ecológica

es Ω = {(x1, x2) |x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}. En la primera ecuación del sistema (2.40) r es el potencial biótico de

la presa, κ es la capacidad de carga ambiental máxima para la población de presas, c es la constante de

saciedad, b es la tasa máxima de depredación. El parámetro a introduce una distorsión en la respuesta

funcional, ya que el depredador no puede crecer a una tasa exponencial. En la segunda ecuación del

sistema (2.40), γ es el factor de conversión de biomasa de presas en biomasa de depredadores, d es la

tasa de mortandad natural del depredador especialista y σ es la tasa de mortandad asociada con la

competencia intraespecífica en la población depredadora.
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2.4.1. Cambio de escala y modelo Bazykin adimensional

Para reducir el número de parámetros involucrados en las ecuaciones (2.40) realizamos el siguiente

cambio de escala temporal τ = ρt/r, x1 = cx/a, y x2 = βrcy/ρb usado en [BGM17]. Por lo tanto,

después de aplicar estos cambios el sistema adimensional de Bazykin que resulta es

dx

dt
= ρ

(
1− x

k

)
x− βxy

x+ 1
,

dy

dt
= µ

(
αxy

x+ 1
− y − ξy2

)
,

(2.41)

donde los parámetros µ, α, ξ, k, y la región de interés están dados por

µ =
dρ

r
, α =

bγ

ad
, ξ =

βσrc

bdρ
, k =

aκ

c
, Ωs = {(x, y) |x ≥ 0, y ≥ 0}.

Observación 2.4.1 Nótese que en esta escala los parámetros β y ρ no dependen de ningún otro

parámetro, por lo tanto pueden fijarse y la dinámica de (2.41) quedar descrita con los parámetros

restantes.

2.4.2. Equilibrios de coexistencia

Cuando los sistemas depredador–presa son modelados mediante ecuaciones diferenciales, la super-

vivencia de las poblaciones interactuantes está ligada a dos tipos de soluciones: los equilibrios de

coexistencia estable y los ciclos límite estables. La búsqueda de ciclos límite estables en modelos eco-

lógicos no es una tarea simple y una posible ruta para determinar su existencia es la bifurcación de

Hopf (ver [Has13]). Sin embargo, como en cualquier otra bifurcación local, primero tenemos que de-

terminar los equilibrios de coexistencia, y en general, determinarlos es una tarea que presenta muchas

dificultades, ya que la ecuación polinomial que resulta de la intersección entre isoclinas puede ser de

un grado muy alto y todos sus coeficientes depender de combinaciones complicadas entre parámetros.

En el caso del modelo de Bazykin, Edward A. McGehee y otros tres autores en [McG+08], señalan

que la complejidad algebraica de la ecuación cúbica de intersección de isoclinas no permite calcular

equilibrios de coexistencia de manera sencilla, consecuentemente, esto dificulta obtener una expresión

analítica para la bifurcación de Hopf y por eso se recurre a determinarla de forma numérica. En

este sentido, existen muchos trabajos que abordan este problema desde un enfoque cualitativo y

numérico. Por ejemplo, los autores en [MW85] estudian la bifurcación de equilibrios de coexistencia

mediante un análisis cualitativo de las fórmulas de Cardano. Con una perspectiva diferente, los
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60 Modelo depredador-presa de Bazykin

autores en [KV08] proporcionan una técnica de control que permite localizar numéricamente el número

máximo de equilibrios. Por supuesto, el problema de determinar equilibrios de coexistencia también

se traslada al análisis de las bifurcaciones espacio–temporales de las ecuaciones 2.40, por ejemplo, en

[BGM17] se encuentra un análisis aproximado de la bifurcación de Turing–Hopf para el problema con

términos de reacción y difusión, ello mediante la técnica perturbativa de escalas múltiples. Sin duda,

las complicaciones encontradas en los trabajos anteriores representan la motivación de este apartado

para mostrar analíticamente la existencia de equilibrios de coexistencia del sistema (2.40) y de los

cuales emergen ciclos límite estables.

El siguiente lema garantiza la existencia de al menos un equilibrio de coexistencia en el sistema (2.41)

en el interior de Ωs.

Lema 2.4.1 El punto p0 =

(
k − 2

2
,
(k + 2)ρ

4β

)
es un equilibrio del sistema (2.41) en el interior de

Ωs si y solo si los parámetros α y k satisfacen las siguientes restricciones

α =
k(4β + (k + 2)ξρ)

4β(k − 2)
y k > 2. (2.42)

Aún más, en µ = µ0 con µ0 =
4β(k − 2)

k2(k + 2)ξ
, la aproximación lineal J(p0) tiene los valores propios

complejos λ1,2(µ0) = ±iω(µ0).

Demostración. Primero veamos que la x–isoclina es la siguiente parábola

y =
ρ

βk
(x+ 1)(k − x), (2.43)

la cual cruza el eje invariante x en Ωs en x = k y posee un máximo en x =
k − 1

2
.

Por otro lado, la matriz Jacobiana del sistema (2.41) es

J(x, y) =


ρ

(
1− 2x

k

)
− βy

(x+ 1)2
− βx

x+ 1

αµy

(x+ 1)2
µ

(
αx

x+ 1
− (1 + 2ξy)

)
 .

Entonces, en el orden de determinar un punto de equilibrio de (2.41) al interior de Ωs resolvemos el
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Figura 2.9: Isoclina de presas.

siguiente sistema de ecuaciones

ẋ = 0,

ẏ = 0,

tr(J(x, y)) = 0,

det(J(x, y)) > 0,

(2.44)

para ρ, α y µ, obteniendo la solución

ρ =
βky

(x+ 1)(k − x)
, α =

(x+ 1)(ξy + 1)

x
y µ =

βx(2x+ 1− k)

ξ(x+ 1)2(x− k)
.

Como todos los parámetros son positivos, en estados de equilibrio la coordenada x de cualquier punto

al interior de Ωs satisface que x < k, en consecuencia la solución obtenida para ρ es consistente con

el hecho de que ρ > 0. Nótese que la solución obtenida para µ está bien definida cuando x < k−1
2 .

Finalmente, aplicando la restricción

x =
k − (1 + k1)

2

y considerando k1 = 1, queda demostrado que el sistema (2.41) posee el equilibrio p0 al interior de

Ωs para k > 2 y por lo tanto la aproximación lineal J(p0) en µ = µ0 posee un par de valores propios

imaginarios puros. �

La prueba del lema 2.4.1 sigue una estrategia presentada como un ejercicio en [Rob12, pág. 180], así
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62 Modelo depredador-presa de Bazykin

como también en [CRL+17, Lemma 2] en una forma extensa. Cabe destacar que, la isoclina de la

población de presas en el sistema (2.41) es la más importante, puesto que sus propiedades geométricas

determinan en esencia la dinámica de ambas poblaciones.

Corolario 2.4.1 Considerando las restricciones dadas en el Lema 2.4.1, si

k > 2
(√

5 + 2
)

y 0 < ξ <
32βk

(k + 2) (k2 − 8k − 4) ρ
, (2.45)

entonces p0 es el único equilibrio de coexistencia al interior de Ωs.

Demostración. Considerando las restricciones (2.42), la ecuación que determina las soluciones no

triviales de (2.41) en términos de la variable x es

−ξρx3 + ξρ(k − 2)x2 − 8βk + (k((k − 6)k + 20)− 8)ξρ

4(k − 2)
x+ k(β + ξρ) = 0,

donde x = (k − 2)/2 es una raíz. Entonces, la ecuación cúbica factorizada es(
x− k − 2

2

)(
−ξρx2 +

1

2
ξρ(k − 2)x− 2k(β + ξρ)

k − 2

)
= 0.

Por lo tanto, del discriminante de la ecuación cuadrática resultante se sigue que, el sistema (2.41)

tiene un único punto de equilibrio en Ωs si

k > 2
(√

5 + 2
)

y 0 < ξ <
32βk

(k + 2) (k2 − 8k − 4) ρ
.

�

Para simplificar los cálculos cambiamos las restricciones (2.42) por

k = 2(k0 + 1) y α =
(k0 + 1) (2β + (k0 + 2) ξρ)

2βk0
. (2.46)

A partir de aquí, consideramos los siguientes casos sobre k0 y ρ,

k0 > 1 +
√

5, (2.47a)

ρ <
β
(
2k30 + 7k20 + 10k0 + 4

)
(k0 + 1) (k0 + 2)

(
k0
(
k20 − 2

)
− 2
)
ξ
, (2.47b)

ρ >
β
(
2k30 + 7k20 + 10k0 + 4

)
(k0 + 1) (k0 + 2)

(
k0
(
k20 − 2

)
− 2
)
ξ
. (2.47c)
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2.4.3. Análisis de la bifurcación de Hopf

En este apartado abordamos la demostración de la existencia de ciclos límite en (2.41). Primero

demostramos la condición de transversalidad de la bifurcación de Hopf, y luego calculamos el primer

coeficiente de Lyapunov, haciendo uso de la fórmula Kuznetsov (ver [Kuz04]).

Si consideramos a µ como parámetro de control en el sistema (2.41) mientras el resto de los parámetros

permanecen fijos, y además asumimos las restricciones dadas en el Lema 2.4.1, podemos resumir la

existencia de una bifurcación de Hopf en (2.41) mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 Supongamos que k0 satisface la restricción (2.47a) y que µ está suficientemente cerca

de µ0. Entonces, el sistema (2.41) exhibe una bifurcación de Hopf cuando µ cruza a µ0. Aún más, si

se cumple la restricción (2.47b), la bifurcación de Hopf es supercrítica y el ciclo límite que bifurca de

p0 es estable para µ < µ0, y si se cumple la restricción (2.47c) la bifurcación de Hopf es subcrítica y

el ciclo límite que bifurca de p0 es inestable.

Demostración. Considerando las restricciones en (2.45) y tomando los valores (2.46) el sistema

(2.41) se transforma en

ẋ = ρx

(
1− x

2(k0 + 1)

)
− βxy

x+ 1
,

ẏ = µ

(
(k0 + 1) (2β + (k0 + 2) ξρ)xy

2βk0(x+ 1)
− y − ξy2

)
.

Ahora, para simplificar los cálculos, multiplicamos ambos lados del sistema anterior por el término

(x+ 1) e introducimos una nueva variable de tiempo t̄ mediante el cambio dt = (x+ 1)dt̄ obteniendo

el sistema polinomial orbitalmente equivalente

ẋ = ρx+
(2k0 + 1) ρ

2 (k0 + 1)
x2 − ρ

2 (k0 + 1)
x3 − βxy,

(2.48)

ẏ = −µy − µξy2 +
µ (2(β + ξρ) + k0 (k0 + 3) ξρ)

2βk0
xy − µξxy2.

El sistema polinomial obtenido posee el equilibrio

p0 =

(
k0,

(k0 + 2) ρ

2β

)
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64 Modelo depredador-presa de Bazykin

y la matriz Jacobiana J(x, y) evaluada en p0 es

J(p0) =


k0ρ

2 (k0 + 1)
−βk0

(k0 + 2)µρ (2β + (k0 + 2) ξρ)

4β2k0
−(k0 + 1) (k0 + 2)µξρ

2β

 ,

y la parte real de los valores propios de J(p0) es

ζ(µ) =
tr(J(p0))

2
=
ρ
(
βk0 − (k0 + 1) 2 (k0 + 2)µξ

)
2β (k0 + 1)

.

Tenemos que ζ(µ0) = 0 para

µ0 =
βk0

(k0 + 1) 2 (k0 + 2) ξ
,

y además, el determinante de J(p0) en µ0 es

ω2(µ0) =
k0ρ(β + ξρ)

2 (k0 + 1) 2ξ
> 0. (2.49)

Por lo tanto, en µ = µ0 la aproximación lineal J(p0) posee los valores propios λ1,2(µ0) = ±iω(µ0) y

se cumple la condición necesaria para que una bifurcación de Hopf ocurra. El equilibrio es localmente

asintóticamente estable para µ > µ0 y localmente asintóticamente inestable para µ < µ0.

Figura 2.10: Isoclinas en la bifurcación de Hopf.

En la figura 2.10, xm es el valor k−1
2 donde la isoclina de presas alcanza su máximo y p0 = (x0, y0).
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Además, nótese que p0 no depende de µ, por lo tanto, al variar µ el punto p0 está fijo. Lo siguiente

es verificar que las condiciones de genericidad se cumplen. La condición de transversalidad es

ζ ′(µ0) = −(k0 + 2) ξρ

4β
< 0.

Ahora, calculamos el primer coeficiente de Lyapunov y para este propósito fijamos µ = µ0. Una vez

en µ0 tenemos que, los vectores propios normalizados de J(p0) y su transpuesta son

p =

(
i
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
)

8βk0 (k0 + 1) 2ω
,
1

2
− ik0ρ

4 (k0 + 1)ω

)
, (2.50)

(2.51)

q =

(
2βk20 (k0 + 1) ρ

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

+
4iβk0 (k0 + 1) 2ω

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

, 1

)
,

con 〈p̄, q〉 = 1. Como siguiente paso, realizamos el cambio de variable real a variable compleja haciendo

la siguiente composición

x = x0 + zq1 + z̄q̄1, (2.52)

y = y0 + zq2 + z̄q̄2,

y evaluamos la función

H(z, z̄) = 〈p, F (p0 + zq + z̄q̄, k0, β, ρ, ξ, µ0)〉,

donde F denota el campo vectorial definido por (2.48). Entonces, la función H(z, z̄) es

H(z, z̄) = h03z̄
3 + h12zz̄

2 + h02z̄
2 + h21z

2z̄ + h11zz̄ + h30z
3 + h20z

2 + h10z. (2.53)

Los coeficientes de (2.53) están dados en el Apéndice B, ya que sus expresiones son muy largas. En

lo que sigue calculamos la expansión de Taylor a tercer orden para H(z, z̄) en (z, z̄) = (0, 0), esto es,

H(z, z̄) = iωz +
∑

2≤j+k≤3

1

j!k!
gjkz

j z̄k +O(|z|4), (2.54)

obteniendo las cantidades gjk en la fórmula de Kuznetsov’s del primer coeficiente de Lyapunov (ver

Apéndice B). Por lo tanto, el primer coeficiente de Lyapunov para el sistema (2.48) en p0 cuando
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66 Modelo depredador-presa de Bazykin

µ = µ0 es

`1(µ0) = −
√

2β2
√
k0ξ

3/2
(
β
(
2k30 + 7k20 + 10k0 + 4

)
− (k0 + 1) (k0 + 2)

(
k0
(
k20 − 2

)
− 2
)
ξρ
)

(k0 + 2)
√
ρ(β + ξρ)3/2 (2β + (k0 + 2) ξρ)

.

(2.55)

Es claro que `1(µ0) = 0 si y solo si ρ = ρ0, donde ρ0 =
β
(
2k30 + 7k20 + 10k0 + 4

)
(k0 + 1) (k0 + 2)

(
k0
(
k20 − 2

)
− 2
)
ξ

bajo

la restricción (2.47a). Además, es sencillo verificar que si la restricción (2.47b) se cumple, entonces

`1(µ0) < 0 y el ciclo límite que bifurca de p0 es localmente estable para µ < µ0. Por otra parte, si

la restricción (2.47c) se cumple, entonces `1(µ0) > 0 y el ciclo límite que bifurca de p0 es localmente

inestable. �

2.4.4. Análisis de la bifurcación de Bautin

En el apartado 2.4.3 probamos la existencia de la bifurcación de Hopf en el sistema (2.41). Además,

proporcionamos un conjunto de restricciones que garantizan el cambio de signo en el primer coeficiente

de Lyapunov. De esta manera, bajo las restricciones (2.47a), (2.47b) y (2.47c), probaremos que el

sistema (2.41) exhibe una bifurcación de Bautin con respecto a los parámetros µ y ρ. Para esto,

hacemos uso de la expresión dada en [Kuz04] para calcular el segundo coeficiente de Lyapunov (ver

Apéndice B). Además, para probar que el mapeo η = (µ, ρ)→ (ζ, `1) es regular cerca de η0 = (µ0, ρ0),

hacemos uso de la expresión del primer coeficiente de Lyapunov dada en [GK07] y un resultado dado

en [Cas+18, Lemma 6, Proposition 5].

2.4.4.1. Segundo coeficiente de Lyapunov

Sabemos que `1(µ0) = 0 si y solo si ρ = ρ0. Entonces, el cuadrado de la frecuencia crítica en el punto

(µ0, ρ0) es

ω2(µ0, ρ0) =
β2k30 (k0 (k0 + 1) (k0 + 2)− 1) (k0 (k0 (2k0 + 7) + 10) + 4)

2 (k0 + 1) 4 (k0 + 2) 2
(
k0
(
k20 − 2

)
− 2
)
2ξ2

, (2.56)

considerando la restricción (2.47a) para garantizar que ω(η0) > 0 y µ0(ρ0) = µ0. Entonces, calculamos

la expansión en Taylor a quinto orden para la función H(z, z̄) en (z, z̄) = (0, 0), esto es

H(z, z̄) = iωz +
∑

2≤j+k≤5

1

j!k!
gjkz

j z̄k +O(|z|6), (2.57)
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Modelo depredador-presa de Bazykin 67

obteniendo las cantidades gjk involucradas en la fórmula de Kuznetsov para el segundo coeficiente de

Lyapunov (ver Apéndice B). Por lo tanto, el segundo coeficiente de Lyapunov en p0 en el punto η0 es

`2(η0) = −8
√

2δ41 (k0 + 1) 7 (k0 + 2) (k0 (k0 (k0 (3k0 (2k0 + 9) + 56) + 68) + 40) + 8) ξ4

3δ
3/2
2 δ23δ

3/2
4 k

7/2
0

, (2.58)

donde

δ1 = k0
(
k20 − 2

)
− 2,

δ2 = k0 (k0 + 1) (k0 + 2)− 1,

δ3 = k0 (2k0 (k0 + 2) + 3) + 2,

δ4 = k0 (k0 (2k0 + 7) + 10) + 4.

Nótese que `2(η0) 6= 0 para todas las combinaciones de los valores que pueden tomar los parámetros

de los que éste depende.

2.4.4.2. Condición de regularidad

Para probar la regularidad del mapeo η = (µ, ρ) → (ζ, `1) cerca de η0 = (µ0, ρ0), verificamos que el

determinante de la matriz Jacobiana de este mapeo en η0 es diferente de cero, esto es

det


∂ζ(η0)

µ

∂ζ(η0)

ρ

∂`1(η0)

µ

∂`1(η0)

ρ

 6= 0. (2.59)

Para lograr esto, aplicamos dos veces un útil resultado propuesto como un ejercicio en [Kuz04, p. 189]

y usado en [Cas+18] como el siguiente lema:

Lema 2.4.2 Sea J(µ) una matriz de dimensión n×n con entradas reales y dependiente del parámetro

µ, la cual posee un par de valores propios complejos ζ(µ)± iω(µ) tal que ζ(µ0) = 0 y ω(µ0) := ω0 > 0.

Entonces, la derivada de la parte real de los valores propios complejos está dada por

dζ(µ)

dµ
|µ=µ0 = Re

(
p̄T ·

(
∂J

∂µ
(µ0) · q

))
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68 Modelo depredador-presa de Bazykin

donde p̄ y q son los vectores propios de J(µ0) y su transpuesta

J(µ0)q = iωq, JT (µ0)p = −iωp

los cuales satisfacen la condición de normalización 〈p̄, q〉 = 1.

Acto seguido, procedemos a calcular el determinante de la ecuación (2.59). Primero, mostramos que

se satisface la condición de transversalidad de la bifurcación de Hopf

∂ζ(µ, ρ)

∂µ
|µ=µ0 = −(k0 + 1) (k0 + 2) ξρ

4β
. (2.60)

Nótese que
∂ζ(µ, ρ)

∂µ
|µ=µ0 < 0, en particular esta condición se cumple cuando ρ = ρ0, por lo tanto

∂ζ(η0)

∂µ
= −(k0 + 1) (k0 + 2) ξρ0

4β
< 0. (2.61)

Por otra parte, tenemos que

∂J(µ, ρ)

∂ρ
|µ=µ0 =


k0

2 (k0 + 1)
0

β + (k0 + 2) ξρ

2β (k0 + 1) 2ξ
− k0

2 (k0 + 1)

 ,

así, la transversalidad en la dirección de ρ en µ = µ0 es

∂ζ(µ, ρ)

∂ρ
|µ=µ0 = 0. (2.62)

en consencuencia, la transversalidad en la dirección de ρ en η0 es

∂ζ(η0)

∂ρ
= 0. (2.63)

Por otra parte, calculamos
∂`1(η0)

µ
y
∂`1(η0)

ρ
. De la fórmula de Kuznetsov y Guckenheimer, el primer

coeficiente de Lyapunov en p0 es

`1(µ,ρ) =
ReC1(µ, ρ)

ω(µ, ρ)
− ζ(µ, ρ)

ImC1(µ, ρ)

ω2(µ, ρ)
, (2.64)
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Modelo depredador-presa de Bazykin 69

donde C1(µ, ρ) es una función de variables complejas y diferenciable respecto a µ y ρ. Aún más, en

η0 tenemos que

ζ(η0) = 0, ω2(η0) > 0,

y además

`1(η0) =
ReC1(η0)

ω(η0)
. (2.65)

Usando (2.61), (2.63) y (2.56) la derivada parcial de (2.64) con respecto a ρ evaluada en η0 está dada

por

∂`1
∂ρ

(η0) =
1

ω2(η0)

(
ω(η0)Re

(
∂C1

∂ρ
(η0)

)
− ImC1(η0)

∂ζ

∂ρ
(η0)

)
(2.66)

=
1

ω(η0)
Re
(
∂C1

∂ρ
(η0)

)
. (2.67)

Considerando (2.66) el determinante de la ecuación (2.59) se reduce a la siguiente expresión

det


∂ζ(η0)

µ

∂ζ(η0)

ρ

∂`1(η0)

µ

∂`1(η0)

ρ

 =
1

ω(η0)

(
∂ζ

∂ρ
(η0)Re

(
∂C1

∂ρ
(η0)

))
,

donde

C1(µ0, ρ) =
i

2ω(µ0, ρ)

(
g20g11 − 2g11ḡ11 −

1

3
g02ḡ02

)
+

1

2
g21.

Finalmente, evaluando g20, g11, ḡ11, g02, ḡ02 y g21, y usando el cálculo simbólico en Mathematica

tenemos que

∂ (ζ, `1)

∂ (µ, ρ)

∣∣∣∣
η=η0

= −
(k0 + 1) 3 (k0 + 2)

(
k0
(
k20 − 2

)
− 2
)
2
√
k0 (k0 (2k0 + 7) + 10) + 4ξ3

√
2βk

3/2
0

√
k0 (k0 + 1) (k0 + 2)− 1 (k0 (2k0 (k0 + 2) + 3) + 2)

6= 0.

Con los resultados obtenidos, concluimos que el sistema (2.41) en p0 y en η0 presenta una bifurcación

de Hopf supercrítica y el ciclo límite que bifurca de p0 es localmente asintóticamente estable. Aún

más, bajo las restricciones (2.47a), (2.47b) y (2.47c) el sistema (2.41) posee uno o dos ciclos límite.

Todos los resultados hasta este punto se resumen en un lema y un teorema, los cuales enunciamos a

continuación:
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70 Modelo depredador-presa de Bazykin

Lema 2.4.3 El mapeo η = (µ, ρ)→ (ζ, `1) es regular cerca de η0 = (µ0, ρ0).

Teorema 2.4.2 El sistema (2.48) exhibe una bifurcación de Bautin en η0 = (µ0, ρ0), alrededor del

cual el sistema (2.48) es equivalente a la forma normal

ż = (β1 + i) z + β2z|z|2 − z|z|4.

2.4.5. Simulaciones numéricas de las bifurcaciones de Hopf y Bautin

En este apartado proporcionamos algunas simulaciones numéricas para ilustrar los resultados obte-

nidos previamente. Consideramos los siguientes tres casos:

1. Primer caso: aparición de un ciclo límite estable en el punto de Bautin η0 (donde `1(η0) = 0 y

`2(η0) < 0).

2. Segundo caso: con la restricción ρ < ρ0 y `1(µ0) < 0, en el cual se presenta un ciclo límite

estable.

3. Tercer caso: con la restricción ρ > ρ0 y `1(µ0) > 0, en el cual se presentan dos ciclos límite (uno

estable rodeando a uno inestable).

2.4.5.1. Simulación numérica del caso `1(η0) = 0 y `2(η0) < 0

Si para los parámetros libres del sistema (2.41) asignamos los valores k0 = 4, β = 3
4 y ξ = 9

100

obtenemos que

α k µ0 ω(η0) p0 `1(η0) `2(η0) Estimación de `2(η0)
103
54 10 2

9
2
√
16898
243

(
4, 1420243

)
0 − 7799936705037

114733364480
√
16898

≈ −0.522978

Además, si tomamos la condición inicial p1 = (4, 4), el equilibrio de coexistencia p0 es localmente

estable para µ > 2
9 tal y como puede verse en la Figura 2.11.
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Figura 2.11: Solución con condición inicial p1 para µ > 2
9 .
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Figura 2.12: Órbita con condición inicial p1 tendiendo a un equilibrio estable para µ > 2
9 .

Observamos que como |`2(η0)| < 1 el sistema oscila con cierta lentitud antes de estabilizarse y alcanzar

el equilibrio p0, pero si |`2(η0)| > 1 oscilará poco y alcanzará con mucha rapidez el equilibrio p0. El

correspondiente retrato fase puede apreciarse en la Figura 2.12.

Ahora, si consideramos las condiciones iniciales p2 = (4, 5.5) y p3 = (6, 6.2), el equilibrio de coexis-

tencia p0 es localmente inestable para µ < 2
9 y aparece un ciclo límite estable rodeando al equilibrio

inestable.
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Figura 2.13: Solución con condición inicial p2 para µ < 2
9 .
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Figura 2.14: Solución con condición inicial p3 para µ < 2
9 .

En la Figura 2.13 mostramos las series de tiempo correspondientes a las densidades poblacionales de

presas y depredadores para la condición inicial p2. Aquí las oscilaciones van de una amplitud pequeña

a una más grande hasta estabilizarse en un tamaño constante, esto significa que estamos en una

condición inicial al interior de un ciclo límite estable. En la Figura 2.14 se muestran las series de

tiempo correspondientes a las densidades poblacionales de presas y depredadores para la condición

inicial p3.

En esta situación, empezamos con una amplitud que decae y se vuelve constante, significando que la

condición inicial es al exterior del ciclo límite.

Así, en la Figura 2.15 mostramos el retrato fase del ciclo límite estable que rodea al equilibrio inestable,

junto con el par de condiciones iniciales, p2 al interior del ciclo y p3 al exterior
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Figura 2.15: Dos órbitas tendiendo a un ciclo límite estable para µ < 2
9 .

2.4.5.2. Simulación numérica del caso ρ < ρ0 y `1(µ0) < 0

Si para los parámetros libres del sistema (2.41) asignamos los valores k0 = 4, β = 1
2 , ρ = 1

5 y ξ = 1
30

tenemos que

α k µ0 ω(µ0) p0 `1(µ0) Estimación de `1(µ0)
13
10 10 2

5
2
√
38

25

(
4, 65
)
− 5125

1482
√
38

≈ −0.560988

Además, si tomamos la condición inicial p1 = (4.5, 1.4), el equilibrio de coexistencia p0 es localmente

estable para µ > 2
5 , tal y como se observa en la Figura 2.16.
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Figura 2.16: Solución con condición inicial p1 para µ > 2
5 .
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74 Modelo depredador-presa de Bazykin

y el correspondiente retrato fase puede apreciarse en la Figura 2.17

0 2 4 6 8

1

2

1

3

2

2

Figura 2.17: Órbita con condición inicial p1 tendiendo a un equilibrio estable para µ > 2
5 .

Ahora, si consideramos las condiciones iniciales p2 = (6, 1.5) y p3 = (4, 1.2), el equilibrio de coexis-

tencia p0 es localmente inestable para µ < 2
5 y aparece un ciclo límite estable rodeando al equilibrio

inestable.

En la Figura 2.18 mostramos las series de tiempo correspondientes a las densidades poblacionales de

presas y depredadores para la condición inicial p2
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2
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4

5

6

0 200 400 600 800 1000

0.8

1.0
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1.4

Figura 2.18: Solución con condición inicial p2 para µ < 2
5 .

En la Figura 2.19, se muestran las series de tiempo correspondientes a las densidades poblacionales

de presas y depredadores para la condición inicial p3
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Figura 2.19: Solución con condición inicial p3 para µ < 2
5 .

En forma análoga a las simulaciones numéricas del primer caso, las primeras series de tiempo corres-

ponden a una condición inicial al interior del ciclo límite y las segundas a una condición inicial al

exterior del ciclo límite.

Por último, mostramos el retrato fase del ciclo límite estable que rodea al equilibrio inestable, junto

con el par de condiciones iniciales, p2 al interior del ciclo y p3 al exterior

0 2 4 6 8 10

1

2

1

3

2

2

Figura 2.20: Dos órbitas tendiendo a un ciclo límite estable para µ < 2
5 .
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76 Modelo depredador-presa de Bazykin

2.4.5.3. Simulación numérica del caso ρ > ρ0 y `1(µ0) > 0

Si para los parámetros libres del sistema (2.41) asignamos los valores k0 = 4, β = 1
2 , ρ = 3

2 y ξ = 1
9

tenemos que

α k µ0 ω(µ0) p0 `1(µ0) Estimación de `1(µ0)
5
2 10 3

25
3
√
2

5 (4, 9) 8
√
2

27 ≈ 0.419026

En este caso tenemos dos ciclos límite, uno inestable rodeado de uno estable. Para construir las series

de tiempo y el retrato fase consideramos tres condiciones iniciales, la condición inicial p1 = (3.5, 8.2)

localizada al interior del ciclo límite inestable, la condición inicial p2 = (4, 8) fijada entre los dos ciclos

límite pero más cercana al inestable, y la condición inicial p3 = (6, 10) que se encuentra al exterior

del ciclo límite estable.

Para observar los dos ciclos límite en las series de tiempo nos fijamos en la condición inicial p2 = (4, 8)

y construimos la solución numérica tomando un tiempo simétrico, ya que en este caso sí se podrá

construir la historia de esta solución.

En la Figura 2.21 mostramos la evolución del sistema (2.41) desde el ciclo inestable hacia el ciclo

estable.
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Figura 2.21: Solución con condición inicial p2 con tiempo simétrico para µ > 3
25 .

Por último, mostramos en la Figura 2.22 el respectivo retrato fase de ambos ciclos límite
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Figura 2.22: Un foco estable rodeado de un ciclo inestable a su vez rodeado de un ciclo estable.

Aquí se presenta la generación abrupta de un ciclo límite estable, es decir, las órbitas con condiciones

iniciales entre ambos ciclos caen con mucha rapidez en el ciclo límite estable.

2.4.6. Bifurcación de equilibrios de coexistencia

En el análisis cualitativo anterior, hemos trabajado las restricciones dadas en el Lema 2.4.1 y en el

Corolario 2.4.1, las cuales nos garantizan que p0 es único al interior de Ωs. Sin embargo, es pertinente

preguntarse cuáles son los escenarios dinámicos cuando existen dos o tres equilibrios de coexistencia,

así que estudiamos la bifurcación de los equilibrios en función de ξ, ya que p0 no depende de este

parámetro.

2.4.6.1. Dos equilibrios de coexistencia

Resumimos la caracterización de dos equilibrios de coexistencia en la siguiente proposición.

Proposición 2.4.1 Considerando las restricciones dadas en (2.46), si

k0 > 1 +
√

5 y ξ =
8β (k0 + 1)

(k0 + 2)
(
k20 − 2k0 − 4

)
ρ
, (2.68)
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78 Modelo depredador-presa de Bazykin

entonces el sistema (2.41) posee dos equilibrios al interior de Ωs dados por

p0 =

(
k0,

ρ (k0 + 2)

2β

)
y p1 =

(
k0
2
,
ρ (k0 + 2) (3k0 + 4)

8β (k0 + 1)

)
.

Figura 2.23: Dos equilibrios de coexistencia.

Demostración. Sólo se debe verificar que, con la restricción impuesta sobre ξ, p0 y p1 en efecto son

equilibrios de (2.41). �

En la Figura 2.23 observamos las dos intersecciones de las isoclinas al interior de Ωs, esquema que

podemos obtener fijando los parámetros libres en los valores k0 = 10, β = 1
5 y ρ = 3

2 .

2.4.6.2. Tres equilibrios de coexistencia

Resumimos la caracterización de tres equilibrios de coexistencia en la siguiente proposición.

Proposición 2.4.2 Considerando las restricciones dadas en (2.46), si

k30 − 24k0 − 8 > 0 y ξ =
8β (k0 + 1)(

k30 − 24k0 − 8
)
ρ
, (2.69)

entonces el sistema (2.41) posee tres equilibrios al interior de Ωs dados por

p0 =

(
k0,

ρ (k0 + 2)

2β

)
, p1 =

(
k0 + 4

2
,
3ρ (k0 + 6) k0
8β (k0 + 1)

)
y p2 =

(
k0 − 4

2
,
ρ (k0 − 2) (3k0 + 8)

8β (k0 + 1)

)
.
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Demostración. Sólo se debe verificar que, con la restricción impuesta sobre ξ, p0, p1 y p2 en efecto

son equilibrios de (2.41). �

Figura 2.24: Tres equilibrios de coexistencia.

En la Figura 2.24 observamos las tres intersecciones de las isoclinas al interior de Ωs, esquema que

podemos obtener fijando los parámetros libres en los valores k0 = 10, β = 4 y ρ = 6.

Observación 2.4.2 El valor crítico del parámetro ξ alrededor del cual ocurre la bifurcación de equi-

librios es aquel dado en la Proposición 2.4.1. Si ξ < ξc, entonces existe un único equilibrio de coexis-

tencia, y si ξ > ξc, entonces existen tres equilibrios de coexistencia.

2.5. Restricción geométrica en un modelo huésped–parasitoide

En este apartado hacemos uso de la propiedad geométrica que aparece en el modelo de Bazykin

para caracterizar las bifurcaciones de Hopf y Bogdanov–Takens en un modelo huésped parasitoide,

presentando solo los resultados más importantes y dejando al lector la consulta de más detalles sobre

este análisis en el trabajo publicado [CC22c].

2.5.1. Introducción a las interacciones huésped–parasitoide

La interacción huésped–parasitoide ha sido estudiada a lo largo de los años debido a su gran im-

portancia económica, ya que los parasitoides pueden actuar como agentes de control de plagas en
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80 Modelo depredador-presa de Bazykin

cultivos. A diferencia de los parásitos que se alimentan de huéspedes vivos sin matarlos, los parasitoi-

des generalmente matan a sus huéspedes antes de que puedan producir descendencia. La dinámica de

un sistema huésped–parasitoide se puede describir en términos de ecuaciones diferenciales no lineales

acopladas, cuya dinámica resulta compleja y atractiva para los teóricos de la ecología, debido a la

posibilidad de predecir escenarios en los que los parasitoides pueden controlar a los huéspedes.

Un ejemplo bien conocido de interacción huésped–parasitoide es la depredación de minadores de hojas

por parte de parasitoides que pertenecen a diferentes familias del orden Hymenoptera [HTH93]. Un

tipo particularmente interesante de parasitoides, los llamados parasitoides generalistas, son aquellos

que no tienen preferencia por un tipo único de minador de hojas. Por otro lado, los minadores son

insectos cuyas larvas viven y se alimentan dentro de las hojas de las plantas, consumiendo el tejido

mesófilo sin dañar la epidermis de la hoja, y se caracterizan por una homogeneidad ecológica y

taxonómica distintiva [CT97].

Varios estudios sugieren que una posible falta de control de plagas por parte de los parasitoides

generalistas se debe a su predilección por su fuente alternativa de alimento [Ehl98; MTT04; KS05;

Van+01], es decir, la erradicación de las poblaciones invasoras depende directamente de la preferencia

que el parasitoide tiene al consumirlas, procesos que ya han sido estudiados en su dinámica temporal

y espacial (ver [Wal94]). Se sabe que los parasitoides son muy efectivos para matar a sus hospedadores

en la etapa larvaria (ver [Mir+98]), estableciendo así una interacción de tipo depredador-presa con

sus hospedadores, lo que hace posible analizar la interacción huésped invasivo–parasitoide generalista

mediante modificaciones del modelo Rosenzweig–MacArthur (ver [Mag+08]).

2.5.2. Modelo y sus supuestos ecológicos

El modelo huésped–parasitoide generalista ha sido ampliamente estudiado utilizando la teoría de

las bifurcaciones, véanse [SW20] y [Xia+20]. Sin embargo, el enfoque para calcular los puntos de

equilibrio no triviales ha sido siempre el habitual, es decir, resolver solo para las variables asociadas

a las densidades de población considerando o no las condiciones de singularidad de cada bifurcación,

lo que puede resultar muy complicado en general incluso teniendo como apoyo el cálculo simbólico

en Mathematica o Maple. Motivados por esta complejidad, abordamos esta dificultad resolviendo

para parámetros y no solo para variables asociadas con densidades de población, tal como proceden

en [Cas+18], pero considerando las condiciones de singularidad de las bifurcaciones. Este enfoque,

además de ser computacionalmente más accesible, nos lleva a encontrar que existe una restricción

en una de las poblaciones, la cual caracteriza las condiciones necesarias para que se produzcan las

bifurcaciones de Hopf y Bogdanov-Takens. A continuación, presentamos el sistema de ecuaciones
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Modelo depredador-presa de Bazykin 81

diferenciales del modelo huésped–parasitoide generalista.

Supongamos que x1(t) y x2(t) son las densidades de huéspedes y parasitoides, respectivamente, en el

tiempo t ≥ 0. El modelo ecológico simple que describe la interacción entre estas poblaciones consiste

en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

ẋ1 = ρ1x1

(
1− x1

k1

)
− εx1x2
εhx1 + 1

,

ẋ2 = γ
εx1x2
εhx1 + 1

+ ρ2x2

(
1− x2

k2

)
,

(2.70)

donde ρ1 y ρ2 son los potenciales bióticos de los huéspedes y parasitoides, respectivamente. El pará-

metro k1 es la capacidad de carga de los huéspedes, mientras que k2 es la capacidad de carga de los

parasitoides en ausencia de huéspedes. La tasa de encuentro está representada por ε, h es el tiempo de

manipulación (tiempo que tardan los parasitoides en consumir huéspedes) y γ es el factor de eficiencia

de conversión. Todos estos parámetros son estrictamente positivos.

2.5.3. Población de huéspedes y la geometría de su cero–isoclina

Antes de caracterizar los puntos de equilibrio no triviales de la ecuación (2.70), estudiemos las pro-

piedades geométricas de la cero–isoclina de la población de huéspedes, ya que la simplicidad de la

respuesta funcional de Holling II es determinante en la estabilidad local del sistema (ver [Has13]).

De la primera ecuación del sistema (2.70) encontramos que la cero–isoclina de huéspedes está dada

por

f (x1) =
ρ1 (k1 − x1) (εhx1 + 1)

εk1
, (2.71)

que corresponde a una parábola que, en la región de interés ecológico, corta el eje horizontal en

x1 = k1, y el eje vertical en f (0) =
ρ1
ε
. Además, la función (2.71) alcanza un máximo en

x∗1 =
εhk1 − 1

2εh
.

x∗1 es ecológicamente factible cuando k1 >
1

εh
, y f (x∗1) =

ρ1 (εhk1 + 1) 2

4ε2hk1
. La discusión anterior se

ilustra en la Figura 2.25.
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82 Modelo depredador-presa de Bazykin

Figura 2.25: Cero–isoclina de huéspedes.

El sistema dinámico (2.70) exhibirá fenómenos interesantes cerca del punto Xmax = (x∗1, f(x∗1)),

como la aparición de múltiples puntos de equilibrio de coexistencia (CEP), y la aparición de ciclos

límite cerca de los CEPs que presentan pérdidas de su estabilidad. Estos escenarios dinámicos serán

discutidos más adelante en detalle.

2.5.4. Equilibrios de coexistencia

Los puntos de equilibrio triviales de (2.70) son: la extinción de ambas poblaciones, el huésped en

ausencia del parasitoide generalista y el parasitoide generalista en ausencia del huésped, que identi-

ficamos con los puntos (0, 0), (k1, 0), (0, k2) respectivamente.

Los equilibrios de coexistencia ecológicamente viables corresponden a las soluciones positivas del

siguiente sistema algebraico de ecuaciones

ρ1

(
1− x1

k1

)
− εx2
εhx1 + 1

= 0,

γ
εx1

εhx1 + 1
+ ρ2

(
1− x2

k2

)
= 0.

(2.72)

Esto implica que las densidades x1 y x2 están determinadas por las raíces positivas de las siguientes

dos ecuaciones cúbicas

x31 +

(
2

εh
− k1

)
x21 +

(
1

ε2h2
+

(k1k2) (γ + hρ2)

h2ρ1ρ2
− 2k1

εh

)
x1 +

k1 (εk2 − ρ1)
ε2h2ρ1

= 0, o (2.73)
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Modelo depredador-presa de Bazykin 83

x32 −
2k2
hρ2

(γ + hρ2)x
2
2 +

k2
ε2h2k1ρ22

(
γρ1ρ2 + k2ε (γ + hρ2)

2
)
x2 −

γρ1k
2
2

ε2h2k1ρ22
(k1ε (γ + hρ2) + ρ2) = 0.

(2.74)

Según la regla de signos de Descartes, la ecuación (2.73) presenta condiciones en sus coeficientes que

nos permiten determinar tres soluciones positivas para x1. La ecuación (2.74) tiene máximo cambio

de signos, lo que implica que podemos tener tres soluciones positivas para x2.

Obtener raíces positivas de (2.73) y (2.74) es una tarea muy compleja desde el punto de vista alge-

braico. Sin embargo, es posible obtener soluciones positivas simples si restringimos nuestro problema

a las condiciones de singularidad de las bifurcaciones de Hopf y Bogdanov-Takens.

Las restricciones algebraicas anteriores, garantizan la existencia de al menos un equilibrio de coexis-

tencia donde aparece un ciclo límite.

Teorema 2.5.1 El sistema de ecuaciones diferenciales (2.70) tiene al menos un punto de equilibrio

de coexistencia donde ocurre una bifurcación de Hopf.

Demostración. Para determinar un equilibrio de coexistencia donde ocurre una bifurcación de Hopf

seguimos la estrategia de usar las condiciones de singularidad de la bifurcación Bogdanov–Takens, ya

que en esta bifurcación de codimensión dos está contenida la bifurcación de Hopf que es de codimensión

uno. Una vez encontradas las restricciones paramétricas producto de resolver el sistema extendido

de Bogdanov–Takens, buscamos las condiciones de bifurcación de Hopf cuando variamos ligeramente

el determinante de la aproximación lineal en la dirección del semieje positivo del determinante en el

plano traza–determinante.

En primer lugar, calculamos la matriz Jacobiana de (2.70), que viene dada por

J (x1, x2) =


− εx2

(εhx1 + 1) 2
− 2ρ1x1

k1
+ ρ1 − εx1

εhx1 + 1

γεx2
(εhx1 + 1) 2

γεx1
εhx1 + 1

− 2ρ2x2
k2

+ ρ2

 (2.75)

Posteriormente, en lugar de resolver (2.72) para las densidades x1 y x2, consideramos los parámetros

ρ1, γ, ρ2 , k2 para resolver el siguiente sistema extendido

ẋ1 = 0, ẋ2 = 0, tr J = 0, det J = 0. (2.76)
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84 Modelo depredador-presa de Bazykin

Entonces, la solución no trivial para (2.76) está dada por

ρ1 =
εk1x2

(k1 − x1) (εhx1 + 1)
,

γ =
x1x2 (εhk1 − 2εhx1 − 1) 2

(k1 − x1) 2 (εhx1 + 1)
,

ρ20 =
εx1x2

(
(εhk1 − 2εhx1 − 1)

(
−εhk1x1 + 2εhx21 + k1

))
(k1 − x1) 2 (εhx1 + 1) 2

,

k20 =
x2
(
−εhk1x1 + 2εhx21 + k1

)
k1 − x1

.

(2.77)

donde µ0 = (ρ20, k20) es la solución correspondiente a los valores críticos de la bifurcación Bogdanov–

Takens y ρ20 es el valor crítico de la bifurcación de Hopf.

Ecológicamente, para valores de equilibrio, a lo sumo puede ocurrir que la población de huéspedes

alcance su capacidad de carga, pero bajo el supuesto de que no hay interacción con la población del

parasitoide. Por otro lado, para equilibrios de coexistencia siempre se cumple que k1 > x1 y, por

tanto, la expresión que obtuvimos para ρ1 es estrictamente positiva y, en consecuencia, consistente

con los supuestos iniciales sobre todos los parámetros.

Además, de (2.77) observamos que γ > 0, ρ20 > 0 y k20 > 0 cuando

−εhk1 + 2hεx1 + 1 < 0 ⇔ x1 < x∗1 y k1 > x1. (2.78)

Esto significa que la aparición de órbitas periódicas se produce alrededor de aquellos equilibrios de

coexistencia situados por debajo del valor máximo de la cero–isoclina de huéspedes y en la región

creciente. Por lo tanto, para determinar un equilibrio de coexistencia para valores suficientemente

cercanos al valor de bifurcación µ0, fijamos x1 tal que x1 < x∗1 a través de la siguiente restricción

x1 =
εhk1 − k3 − 1

2εh
, (2.79)

donde k3 es un parámetro estrictamente positivo que controla el tamaño de la densidad x1 para

garantizar que x1 < x∗1. Finalmente, para asegurar que (2.79) sea una cantidad positiva, usamos los

siguientes cambios

k1 =
k3 + k5 + 1

εh
, k3 =

k5 + 2

k5
, (2.80)
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Modelo depredador-presa de Bazykin 85

donde k5 es un parámetro estrictamente positivo que ocupa el mismo rol que k3. Por tanto, conside-

rando (2.80) tenemos que la coordenada x1 de un equilibrio de coexistencia está dada por

x10 =
k5

2εh
. (2.81)

Figura 2.26: Un equilibrio de coexistencia con restricción geométrica x10 < x∗1.

Desde un punto de vista geométrico, resumimos en la Figura 2.26 la idea principal para el análisis

cualitativo del sistema (2.70), es decir, mostramos un equilibrio de coexistencia X0 que cumple con

la restricción de estar situado por debajo del punto máximo Xmax de la cero–isoclina ẋ1 = 0. Tenga

en cuenta que, si queremos determinar las coordenadas de X0 encontrando soluciones positivas para

(2.73) y (2.74), solo se deben cumplir ciertas restricciones en los coeficientes de (2.73) según la regla

de los signos de Descartes. Por lo tanto, es natural que solo la coordenada x1 esté restringida para

valores lo suficientemente cercanos al valor de bifurcación µ0.

Ahora, determinamos la coordenada x2 de X0 para µ 6= µ0 resolviendo (2.72) para ρ1 y x2, pero

considerando los cambios (2.80) y (2.81) en k1 y x1, respectivamente. Entonces, obtenemos la solución

ρ1 =
4εk2 ((k5 + 2) k5 + 2) (h (k5 + 2) ρ2 + γk5)

hρ2 (k5 + 2) 4
, x20 = k2 +

γk5k2
h (k5 + 2) ρ2

. (2.82)

Con los resultados anteriores determinamos al menos un equilibrio de coexistencia en el que es po-

sible estudiar las bifurcaciones no degeneradas de Hopf y Bogdanov–Takens. Sin embargo, podemos

describir la bifurcación de equilibrios de coexistencia cuando el potencial biótico ρ2 está alrededor del
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86 Modelo depredador-presa de Bazykin

siguiente valor crítico

ρ2c =
γ (6− k5) k5
h (k5 + 2) 2

, k5 < 6. (2.83)

Figura 2.27: Equilibrios para ρ2 = ρ2c. Figura 2.28: Equilibrios para ρ2 > ρ2c.

De esta forma, si ρ2 < ρ2c, entonces el equilibrio de coexistencia X0 es el único que posee el sistema

(2.70). Por otro lado, si ρ2 = ρ2c, entonces (2.70) tiene dos equilibrios de coexistencia (ver Figura 2.23),

y finalmente, si ρ2 > ρ2c, entonces (2.70) tiene tres equilibrios de coexistencia (ver Figura 2.24). �

Este último análisis de la bifurcación de los equilibrios de coexistencia revela una gran riqueza diná-

mica en el sistema de ecuaciones diferenciales (2.70), y en el siguiente apartado planteamos una breve

discusión sobre aquellos que consideramos más relevantes.

2.5.5. Discusión sobre los hallazgos en el modelo huésped–parasitoide

Desde el punto de vista del modelado matemático, el sistema huésped–parasitoide generalista (2.70) al

igual que el sistema tipo Bazykin (2.40), es una modificación del modelo de Rosenzweig–MacArthur,

y en este último, la bifurcación de Hopf ocurre exactamente en el máximo de la cero–isoclina de la

población de huéspedes [Has13; Kuz04]. Estos modelos tienen en común que la geometría de la cero–

isoclina del huésped, determinada por la respuesta funcional de Holling tipo II, es parabólica; mientras

que difieren en la ecuación diferencial que rige el crecimiento de la población del parasitoide solo en un

término de autointeracción para la población de parasitoides. En el modelo de Rosenzweig-MacArthur

los parasitoides se extinguen en ausencia de huéspedes, ya que estos son su única fuente de alimento.

En cambio, con el sistema huésped–parasitoide generalista, los parasitoides sobreviven incluso en

ausencia de huéspedes, puesto que los parasitoides poseen una fuente alternativa de alimento. Es así

que, al cambiar de un parasitoide especialista a uno generalista en el modelo Rosenzweig–MacArthur,
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Modelo depredador-presa de Bazykin 87

se induce una restricción geométrica que caracteriza a los equilibrios de coexistencia donde pueden

ocurrir las bifurcaciones de Hopf y Bogdanov–Takens, quedando estos localizados por debajo del

punto máximo de la cero–isoclina de la población de huéspedes.

El análisis dinámico discutido en el trabajo publicado [CC22c] tiene dos temas relevantes desde el

punto de vista ecológico. Por un lado, el control biológico de los huéspedes puede ocurrir mediante

la aparición de un ciclo límite inestable que cierra una región al interior del primer cuadrante donde

todas las órbitas tienden al equilibrio en el semieje invariante x2 > 0, es decir, un control en el que los

huéspedes se extinguen y la población de parasitoides se estabiliza en torno al valor medio de su fuente

alternativa de alimento, (Sección 4.1 de [CC22c]: Biological control through an unstable limit cycle).

Por otro lado, el control biológico también se puede lograr a través de una dinámica lenta a través de

una bifurcación de Hopf generalizada cuando ρ2 = ρ2c. En este caso, hay colapsos y resurgimientos

en ambas poblaciones, con períodos cortos en los colapsos y largos en los resurgimientos.

Ecológicamente, los parasitoides generalistas son de fundamental importancia en la estabilidad del

sistema huésped–parasitoide, ya que tienen una gran capacidad de supervivencia debido a la no pre-

dilección de algún tipo de huésped (ver [KE03]); hecho que ha sido verificado experimentalmente

por [NUM99]. Los parasitoides generalistas al no tener preferencia por algún alimento pueden ser

ineficientes como control biológico, ya que enfocan sus esfuerzos en atacar individuos de diferentes

poblaciones. Sin embargo, teóricamente encontramos que existen condiciones bajo las cuales el para-

sitoide generalista conduce a la extinción del huésped, independientemente de la fuente alternativa de

alimento disponible, que es el escenario donde el control biológico lo induce un ciclo límite inestable

y la naturaleza inestable del punto de extinción.

2.6. Otros modelos con la misma restricción geométrica

En este apartado presentamos dos modelos depredador–presa que exhiben una restricción geométrica

sobre su cero–isoclina de presas, pero que a diferencia de los modelos de Bazykin (2.40) y huésped–

parasitoide generalista (2.70), la geometría ya no es parabólica.

2.6.1. Modelo con respuesta funcional Crowley–Martin

La respuesta tipo Crowley–Martin (ver [SG01]) considera que el depredador tiene un límite en el que

alcanza la saciedad y que además existe interferencia entre miembros de la población depredadora. El

sistema depredador–presa tipo Gause que resulta de considerar esta respuesta funcional en el modelo
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88 Modelo depredador-presa de Bazykin

Rosenzweig–MacArthur es

ẋ1 = ρx1

(
1− x1

k1

)
− ax1x2

(1 + bx1) (1 + cx2)

,ẋ2 =
γx1x2

(1 + bx1) (1 + cx2)
− dx2,

(2.84)

donde x1 y x2 son las densidades de presas y depredadores, respectivamente. Aquí ρ y k representan

el potencial biótico y la capacidad de carga de la población de presas, a y b miden los efectos de

la tasa de captura y el tiempo de manejo sobre la tasa de consumo, c es la tasa de interferencia

entre depredadores, y γ es la tasa de efectividad de conversión de biomasa de presas en biomasa de

depredadores.

Figura 2.29: Un equilibrio de coexistencia con restricción geométrica x10 < xm.

Desde el punto de vista de la modelación matemática, la razón por la cual este modelo está conectado

con los modelos de Bazykin (2.40) y huésped–parasitoide generalista (2.70) es sencilla, pues solo basta

observar que cuando la tasa de interferencia es cero se recupera la respuesta funcional Holling tipo

II. Además, también puede admitir tres equilibrios de coexistencia (ver Figura 2.30), algo que hasta

el momento parece una simple coincidencia por el tipo de geometría que está en el caso límite de

interferencia nula. Entonces, es natural pensar que, la restricción geométrica que caracteriza a los

equilibrios de coexistencia en este modelo, están acotados por el crítico de la cero–isoclina de presas.

En este caso, tal como se observa en la Figura 2.29, el crítico es un máximo.
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Figura 2.30: Tres equilibrios de coexistencia.

Por último, cabe destacar que la dinámica local del modelo depredador–presa (2.84) ha sido muy

revisada, por ejemplo, en [PG12] los autores Kathy Erika Peralta y Gamaliel Blé realizan un análisis

exploratorio de los equilibrios no triviales. De igual forma, existe una gran variedad de publicacio-

nes que abordan el análisis cualitativo de la dinámica local y global a modificaciones de sistemas

depredador–presa con este tipo de respuesta funcional, así como también el análisis de modelos

espacio–temporales con términos de reacción y difusión (ver [Don+15; CWY18; Tiw+19; Tri+20;

Hos+21; LX22]).

2.6.2. Modelo depredador–presa con cosecha de esfuerzo constante

Existe una respuesta funcional no monótona que ha sido ampliamente usada en la modelación de

sistemas ecológicos y es la Holling tipo IV. En este caso, los autores Lifang Cheng y Litao Zhang

estudian las bifurcaciones de Hopf, Bautin, Bogdanov–Takens, y cúspide en un sistema depredador–

presa que considera una cosecha de esfuerzo constante en un esquema Leslie–Gower (ver [CZ21]). El

sistema de ecuaciones diferenciales no lineales es el siguiente

ẋ = r1x
(

1− x

K

)
− mxy

b+ x2
− c1x

,ẏ = r2y
(

1− y

sx

)
− c2y,

(2.85)

donde x y y representan las densidades de presas y depredadores, respectivamente. La tasa K es la

capacidad de carga medio ambiental de la presa,m denota la tasa máxima de depredación, b es la bien
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90 Modelo depredador-presa de Bazykin

conocida constante de saturación media, s es una medida de la calidad del alimento que proporciona

la presa para que el depredador lo traduzca en el nacimiento de un nuevo individuo de su población.

Las tasas r1 y r2 representan el crecimiento de la presa y el depredador, respectivamente. Las tasas

c1 y c2 miden los esfuerzos de recolección.

Después de un cambio de escala propuesto por los autores, el sistema orbitalmente equivalente que

obtienen es

ẋ = x (1− x)− xy

a+ x2
− h1x

,ẏ = y
(
δ − β y

x

)
− h2y,

(2.86)

donde a, δ, β, h1 y h2 son parámetros positivos. Aquí los parámetros h1 y h2 son los llamados esfuerzos

de cosecha reescalados. Si además, en los parámetros a y h1 aplicamos los siguientes cambios

a =
9

4(h10 + 3)2
, h1 =

h10
h10 + 3

,

donde h10 es un parámetro positivo que controla el tamaño de h1, tenemos que al resolver el sistema

extendido

ẋ = 0, ẏ = 0, tr J = 0, det J > 0, (2.87)

para las variables y, δ y β, encontramos que la densidad de presas x satisface que

1

2(h10 + 3)
< x <

3

2(h10 + 3)
.

y se puede probar sin tanto esfuerzo que, los extremos del intervalo donde vive x, resultan ser los

valores críticos de la cero–isoclina de presas del sistema (2.86), tal como se ve en la Figura 2.31 a

continuación
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Modelo depredador-presa de Bazykin 91
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Figura 2.31: Equilibrio de coexistencia donde ocurre bifurcación de Hopf.

Esto significa que la bifurcación de Hopf queda acotada entre el punto máximo y el punto mínimo de

la cero–isoclina de presas, pero también la bifurcación Bogdanov–Takens corre con la misma suerte

y es algo que no es complicado de probar. En este sentido, un primer bosquejo de demostración

para un modelo en particular en el que esto aparezca, es elegir alguno de los críticos y suponer que

es equilibrio de coexistencia resolviendo el sistema para parámetros. Verificamos si se satisfacen las

condiciones de singularidad de la bifurcación de Hopf y encontraremos que no se cumplen. Lo mismo

si desplazamos las coordenadas de alguno de los críticos, por ejemplo, si elegimos el máximo, cuando

estamos por debajo del mismo solo que en la región decreciente. De igual manera, si elegimos el

mínimo, desplazamos las coordenadas del mínimo para estar antes del mismo y ahí encontraremos

que no se satisfacen las condiciones de singularidad de la bifurcación de Hopf.

Observamos la aparición recurrente de una restricción en la población de presas que caracteriza a

los equilibrios de coexistencia donde pueden ocurrir las bifurcaciones de Hopf y Bogdanov–Takens,

manifestándose en modelos que no están necesariamente conectados desde el punto de vista de la

modelación matemática. Lo que sí es evidente es que poseen una característica en común, y es que en

los cuatro sistemas depredador–presa el número de equilibrios de coexistencia que admiten es tres.

Esta reflexión nos motiva a plantear la siguiente conjetura:

Conjetura 2.6.1 Si un sistema depredador–presa admite exactamente tres equilibrios al interior del

primer cuadrante de R2, entonces los equilibrios no triviales donde ocurren las bifurcaciones de Hopf

y Bogdanov–Takens satisfacen que su coordenada de presas queda acotada entre los valores críticos

de su cero–isoclina.
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Capítulo 3

Dos presas en competencia y un depredador

En este capítulo abordamos el análisis de la bifurcación de Hopf del sistema de dos presas en com-

petencia y un depredador. Primero hacemos una revisión del criterio de suma bialterna y el de Liu

para establecer el teorema de la bifurcación simple de Hopf que usamos para presentar este análisis

en el modelo bajo estudio. Finalmente, establecemos los resultados principales con sus respectivas

pruebas, así como también simulaciones numéricas que ejemplifican nuestros hallazgos teóricos. Para

mayores detalles, lo expuesto aquí sobre criterios tipo determinante para bifurcación simple de Hopf

se puede consultar en los trabajos [MD95; GS99].

3.1. Suma bialterna y bifurcación simple de Hopf

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, el sistema es asintóticamente estable si y solo

si todas las raíces de la ecuación característica tienen partes reales negativas. En este sentido, el

criterio de estabilidad de Routh–Hurwitz es bien conocido [Gan59]. Dado un sistema de ecuaciones

diferenciales no lineales que depende de al menos un parámetro, el sistema exhibe una bifurcación

simple de Hopf cuando un par de raíces complejas conjugadas de la ecuación característica atraviesan

el eje imaginario, mientras que las otras raíces tienen parte real negativa. Liu [Liu94] mostró un

criterio de bifurcación simple de Hopf basado en el criterio de Routh–Hurwitz. Fuller [Ful68] dio

un criterio alternativo para la estabilidad. El criterio de Fuller tiene una ventaja sobre el criterio

de Routh–Hurwitz en el sentido de que, mientras que los determinantes de Hurwitz involucrados

en este último tienen elementos que son en sí mismos sumas de determinantes, los elementos de los

determinantes involucrados en el primero son más simples. En este apartado se mostrará un criterio

para la bifurcación de Hopf simple basado en el criterio de Fuller, para luego ser aplicado a nuestro

sistema de dos presas en competencia y un depredador.
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Dos presas en competencia y un depredador 93

3.1.1. Criterios de Routh–Hurwitz y Fuller

Considere un sistema

dxi
dt

=

n∑
j=1

aijxi, (i = 1, 2, . . . , n), (3.1)

donde aij son coeficientes constantes reales. En notación matricial, el sistema anterior es

dx

dt
= Ax. (3.2)

Para que este sistema sea asintóticamente estable, es necesario y suficiente que todos los valores

propios de la ecuación característica de A, esto es,

|λIn −A| = 0 (3.3)

tengan parte real negativa. Ahora denotemos (3.3) como la siguiente ecuación polinomial

pnλ
n + pn−1λ

n−1 + . . .+ p0 = 0, pn > 0 (3.4)

Routh [Rou77] dio el siguiente criterio de estabilidad:

Teorema 3.1.1 (Routh 1877) Considere la ecuación (3.4). Sea

qmµ
m + qm−1µ

m−1 + . . .+ q0 = 0 (3.5)

la ecuación de sumas de pares de raíces de la Ec. (3.4), esto es, deja que las raíces de la Ec. (3.5)

sean n(n− 1)/2(= m) valores

µ = λi + λj , (i = 2, 3, . . . , n; j = 1, 2, . . . , i− 1) (3.6)

donde λ1, λ2, . . . , λn son las raíces de la Ec. (3.4). Sea qm > 0, entonces, para que todas las raí-

ces de la Ec. (3.4) tengan parte real negativa es necesario y suficiente que p0, p1, . . . , pn−1 > 0 y

q0, q1, . . . , qm−1 > 0.

Las condiciones involucradas en el teorema anterior tienen un par de desventajas importantes. Pri-

mero, no todas son independientes, siendo n(n + 1)/2 el número de condiciones, cuando solo n son

las necesarias. En segundo lugar, es complicado realizar estos cálculos en el caso general. El teorema

3.1.1 se mejora con el criterio de Routh-Hurwitz, ya que este último solo requiere de n condiciones.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

10

48

Página 115 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 115 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



94 Dos presas en competencia y un depredador

Teorema 3.1.2 (Gantmacher 1959) Todas las raíces de la Ec. (3.4) tienen parte real negativa si

y solo si

H1, H2, . . . ,Hn > 0, (3.7)

donde Hi son los determinantes de Hurwitz:

H1 = pn−1,

H2 =

∣∣∣∣∣ pn−1 pn−3

pn pn−2

∣∣∣∣∣ ,
H3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
pn−1 pn−3 pn−5

pn pn−2 pn−4

0 pn−1 pn−3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pn−1 pn−3 pn−5 · · · 0

pn pn−2 pn−4 · · · 0

0 pn−1 pn−3 · · · 0

0 pn pn−2 · · · 0

· · · · · ·
· · · · · · p0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(3.8)

Sin embargo, como señaló Fuller (1968), los determinantes de la matriz Hurwitz tienen elementos que

son en sí mismos sumas de determinantes, y para n > 2, Hi se vuelve extremadamente complicado.

Luego, Fuller planteó la pregunta de si se pueden obtener criterios alternativos de estabilidad usando

determinantes en los que los elementos de esos determinantes sean funciones más simples de aij de

la matriz A, y presentó dicho criterio basado en el teorema 3.1.1. En lo que sigue, el criterio de

estabilidad se establecerá de acuerdo con el trabajo de Fuller.

Comenzamos introduciendo el producto bialterno de matrices estudiado por Stéphanos (1900) [Sté00],

y consideramos una matriz cuya ecuación característica es la ecuación (3.5).

Definición 3.1.1 (Stéphanos 1900) Sea A una matriz n–dimensional (aij) y sea B una matriz

n–dimensional (bij). Sea F una matriz m = n (n− 1) /2–dimensional (fpq,rs) cuyas filas están eti-

quetadas por los índices pq (p = 2, 3, . . . , n; q = 1, 2, . . . , p− 1), cuyas columnas están etiquetadas por
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Dos presas en competencia y un depredador 95

los índices rs (r = 2, 3, . . . , n; s = 1, 2, . . . , r − 1), y cuyos elementos son

fpq,rs =
1

2

[∣∣∣∣∣ apr aps

bqr bqs

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ bpr bps

aqr aqs

∣∣∣∣∣
]
. (3.9)

Entonces, F es el producto bialterno de las matrices A y B, y se escribe como A�B.

Teorema 3.1.3 (Stéphanos 1900) Las raíces características de la matriz

G = 2A� In, (3.10)

donde A es una matriz n–dimensional (aij) y In es la matriz identidad de dimensión n× n, son los

n (n− 1) /2 valores

λi + λj , (i = 2, 3, . . . , n; j = 1, 2, . . . , i− 1), (3.11)

donde λi son los valores propios de A.

Los elementos de matriz de G están dados por

gpq,rs =

∣∣∣∣∣ apr aps

δqr δqs

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ δpr δps

aqr aqs

∣∣∣∣∣ (3.12)

donde δij es la delta de Kronecker, δij = 0 para i 6= j, y δij = 1 para i = j. Aquí p > q y r > s, de

esta forma, la Ec. (3.12) se expresa mediante la siguiente función a trozos

gpq,rs =



−aps si r = q

apr si r 6= p y s = q

app + aqq si r = p y s = q

aqs si r = p y s 6= q

−aqr si s = p

0 en otro caso

(3.13)

El producto bialterno de matrices (3.10) es conocido como la suma bialterna de la matriz A y pa-

ra calcularla podemos usar la implementación del Repositorio de Funciones Wolfram que lleva por

nombre BialternateSum [CC22b]. En el Apéndice A se encuentran dos implementaciones Wolfram

Mathematica para calcular las matrices Hurwitz y de suma bialterna.
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96 Dos presas en competencia y un depredador

Teorema 3.1.4 (Fuller 1968) Sea A = (aij) una matriz cuadrada de dimensión n > 1. Sea G =

(gij) una matriz cuadrada de dimensiónm = n(n−1)/2 definida por la Ec. (3.10), con elementos dados

por la Ec. (3.12), o equivalentemente por la Ec. (3.13). Entonces, para que las raíces características de

A tengan todas sus partes reales negativas, es necesario y suficiente que en el polinomio característico

de A, esto es,

|λIn −A| (3.14)

y en el polinomio característico de G, esto es

|µIm −G| , (3.15)

los coeficientes de λi (i = 0, 1, . . . , n− 1) y µi (i = 0, 1, . . . ,m− 1) deben ser todos positivos.

El criterio de Fuller se puede considerar como una solución alternativa a la segunda desventaja del

Teorema 3.1.1. Jury (1982) [ver JP75, pág. 109] menciona que es recomendable, para efectos compu-

tacionales, utilizar el criterio de Fuller aunque pueda existir alguna redundancia en las condiciones.

Con respecto a la primera desventaja del Teorema 3.1.1, Araposthathis y Jury (1979) [AJ79] demos-

traron que las condiciones del Teorema 3.1.1 se pueden reducir a 1 + n(n− 1)/2 condiciones.

Teorema 3.1.5 (Araposthathis y Jury 1979) Considere las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6). En-

tonces, para que las raíces de la Ec. (3.4) tengan sus partes reales negativas, es necesario y suficiente

que p0 > 0 y q0, q1, . . . , qm−1 > 0.

Observación 3.1.1 (Jury 1982) El problema de obtener el número mínimo de condiciones en fun-

ción de n sigue siendo un problema abierto.

3.1.2. Criterio de Liu para la bifurcación simple de Hopf

Siguiendo los trabajos de Guckenheimer y Holmes (1983) [GH13] y Liu (1994) [Liu94], podemos

establecer las condiciones de la bifurcación de Hopf simple y el criterio de Liu.

Considere el sistema

dx

dt
= fµ(x), x ∈ Rn, µ ∈ R1, (3.16)

con un punto de equilibrio (x∗, µ∗), y f ∈ C∞. Asuma que
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Dos presas en competencia y un depredador 97

(i) La aproximación lineal Dxfµ∗ (x∗) tiene un par simple de valores propios imaginarios puros, y

todos los otros valores propios tienen parte real negativa.

Entonces, existe una curva suave de equilibrios (x (µ) , µ) con x (µ∗) = x∗. Los valores propios com-

plejos conjugados λ (µ), λ̄ (µ) de J (µ) = Dxfµ∗ (x∗) son imaginarios puros en µ = µ∗, con µ variando

suavemente. Aún más, si

(ii)
d

dµ
(Reλ (µ∗)) 6= 0

entonces existe una bifurcación simple de Hopf. El término “simple” se utiliza para distinguir esta

bifurcación de Hopf de las bifurcaciones de Hopf con otros valores propios con partes reales distintas

de cero.

Denotamos la ecuación característica de la matriz Jacobiana J (µ) como el siguiente polinomio uni-

variado en λ con coeficientes dependiendo de µ:

|λIn − J(µ)| = 0, (3.17)

p(λ;µ) = pn(µ)λn + pn−1(µ)λn−1 + . . .+ p0(µ) = 0, pn(µ) > 0. (3.18)

Teorema 3.1.6 (Liu 1994) Asumiendo que existe una curva suave de equilibrios (x (µ) , µ) con

x (µ∗) = x∗ para el sistema (3.16). Las condiciones (i) e (ii) para una bifurcación simple de Hopf son

equivalentes a las siguientes condiciones sobre los coeficientes del polinomio característico p (λ;µ)

(i∗) p0 (µ∗) > 0, H1 (µ∗) > 0, H2 (µ∗) > 0, . . . ,Hn−2 (µ∗) > 0, Hn−1 (µ∗) = 0,

(ii∗)
d

dµ
(Hn−1 (µ∗)) 6= 0,

donde Hi son los subdeterminantes de la matriz Hurwitz.

El criterio de Liénard–Chipard es bien conocido como otro criterio de estabilidad (ver por ejemplo,

[Gan59] 1959). Como afirmó Gantmacher [ver Vol. II Gan59, pág. 173], el criterio de Liénard-Chipard

tiene una ventaja sobre el criterio de Routh–Hurwitz en el sentido de que el número de desigualdades

sobre los determinantes en el primero es aproximadamente la mitad que en el segundo. Desde el punto

de vista computacional, Manfredi y Fanti (2004) [MF04] reformularon el criterio de Liu reemplazan-

do las condiciones basado en el criterio de Routh-Hurwitz con las correspondientes condiciones de

Liénard–Chipard.

Es importante señalar que este criterio sobre los coeficientes para las bifurcaciones de Hopf con algunos

otros valores propios con partes reales distintas de cero se ha establecido para sistemas de dimensión

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.57

Página 119 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 119 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



98 Dos presas en competencia y un depredador

pequeña, esto es, para n (= 2, 3, 4) (ver Asada y Yoshida (2003) [AY03] para n = 4).

3.1.3. Criterio de Fuller y la suma bialterna

A continuación se dará un criterio alternativo para analizar la bifurcación simple de Hopf basado en

el criterio de Fuller. El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.1, y la idea

de la prueba se debe a la prueba del Teorema 3.1.1 de Routh (1877) y la prueba del Teorema 3.1.6

de Liu (1994).

Teorema 3.1.7 Dadas las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) qm > 0, la Ec. (3.4) tiene un par simple de

raíces imaginarias puras, y las otras raíces tienen parte real negativa si y solo si p0, p1, . . . , pn−2 > 0,

pn−1 ≥ 0, q0 = 0, y q1, q2, . . . , qm−1 > 0. Aquí, pn−1 = 0 cuando n = 2 y pn−1 > 0 cuando n ≥ 3.

Demostración. Condición necesaria: Si la ecuación (3.4) tiene un par simple de raíces imaginarias

puras, y todas las demás raíces tienen partes reales negativas, entonces el lado izquierdo de la ecuación

(3.4) se puede escribir como

p (λ) = r (λ)
(
λ2 + s1λ+ s0

)
, (3.19)

donde s0 > 0 y s1 = 0, y entonces s21 − 4s0 < 0,

r (λ) = rn−2λ
n−2 + rn−3λ

n−3 + . . .+ r0, rn−2 > 0 (3.20)

y todas las n − 2 raíces de r (λ) tienen parte real negativa. Entonces, por el teorema 3.1.1, los

coeficientes del polinomio r (λ), r0, r1, . . . , rn−2, son todos positivos, excepto para p1 = 0 cuando

n = 2. Por otro lado, el lado izquiero de la Ec. (3.5) puede ser expresado como

q (ζ) = t (ζ) (ζ + u0) , (3.21)

donde u0 = 0,

t (ζ) = tm−1ζ
m−1 + tm−2ζ

m−2 + . . .+ t0, tm−1 > 0 (3.22)

y todas las m − 1 raíces del polinomio t (ζ) tienen partes reales negativas. Mediante el mismo ra-

zonamiento, los coeficientes de t (ζ), t0, t1, . . . , tm−1, son todos positivos. Por lo tanto, tenemos que

q0 = 0, q1, q2, . . . , qm−1 > 0. Condición de suficiencia: El caso n = 2 es claro. Sea n ≥ 3 asumiendo

que p0, p1, . . . , pn−1 > 0. Entonces p (λ) > 0 para λ ≥ 0, esto es, la Ec. (3.4) no tiene raíces reales

positivas ni raíces cero. Por otro lado, si q0 = 0 y q1, q2, . . . , qm−1 > 0, de la factorización de la Ec.
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Dos presas en competencia y un depredador 99

(3.21), la Ec. (3.5) tiene todas sus raíces reales en el semiplano izquierdo abierto excepto una raíz

real cero, pero de la Ec. (3.6), las raíces reales de la Ec. (3.5) incluye el doble de las partes reales de

la raíces complejas de la Ec. (3.4). Por lo tanto, la Ec. (3.4) tiene un par simple de raíces imaginarias

puras y todas las demás raíces tienen parte reales negativas. �

Suponiendo que las raíces de la Ec. (3.17) son λ1 (µ) , λ2 (µ) , . . . , λn (µ). Luego, está la ecuación

q (ζ;µ) = qm (µ) ζm + qm−1 (µ) ζm−1 + . . .+ q0 = 0, qm (µ) > 0, (3.23)

cuyas raíces están dadas por

ξ (µ) = λi (µ) + λj (µ) , (i = 2, 3, . . . , n; j = 1, 2, . . . , i− 1) , (3.24)

donde cualquier qi es una función suave del parámetro µ y m = n(n− 1)/2. Definamos

G (µ) = 2J (µ)� In, (3.25)

donde J (µ) es la matriz Jacobiana del sistema (3.16), In es la matriz identidad de dimensión n×n, y
� denota el producto bialterno de matrices. Entonces, G (µ) es la matriz cuya ecuación característica

está dada por la Ec. (3.23).

Teorema 3.1.8 Asumiendo que existe una curva suave de equilibrios (x (µ) , µ) con x (µ∗) = x∗ para

el sistema (3.16). Las condiciones (i) y (ii) para la bifurcación simple de Hopf, son equivalentes a

las siguientes condiciones en el polinomio característico P (λ;µ) y su polinomio asociado q (ζ;µ):

(i′) p0 (µ∗) , p1 (µ∗) , . . . , pn−2 (µ∗) > 0, pn−1 (µ∗) ≥ 0, q0 (µ∗) = 0 y q1 (µ∗) , q2 (µ∗) , . . . , qm−1. (µ
∗) >

0. Aquí pn−1 (µ∗) = 0 cuando n = 2 y pn−1 (µ∗) > 0 cuando n ≥ 3

(ii′)
d

dµ
(q0 (µ∗)) 6= 0.

Demostración. La equivalencia de las condiciones (i) y (i′) se sigue del teorema 3.1.7. Por lo tanto,

dado (i), el cual es equivalente a (ii′), en una vecindad suficientemente pequeña de µ∗, q (ζ;µ) puede

ser expresado como

q (ζ;µ) = t (ζ;µ) (ζ + u0 (µ)) (3.26)

donde u0 (µ∗) = 0,

t (ζ;µ) = tm−1 (µ) ζm−1 + tm−2 (µ) ζm−2 + . . .+ t0 (µ) , tm−1 (µ) > 0, t0 (µ) > 0. (3.27)
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100 Dos presas en competencia y un depredador

Aquí u0 (µ), t0 (µ) son funciones suaves de µ. Sean los valores propios de J (µ) que son imaginarios pu-

ros en µ = µ∗ λ0 (µ) y λ̄0 (µ). Entonces, de las Ecs. (3.24) y (3.26) Reλ0 (µ) =
(
λ0 (µ) + λ̄0 (µ)

)
/2 =

u0 (µ) /2. Por lo tanto

d

dµ

(
Reλ0 (µ∗)

)
R 0⇔ −1

2

[
d

dµ
(u0 (µ∗))

]
= 0⇔

−1

2

[
d

dµ
(t0 (µ∗)u0 (µ∗))

]
= 0⇔ −1

2

[
d

dµ
(q0 (µ∗))

]
= 0

(3.28)

�

Este teorema es una consecuencia inmediata de los teoremas 3.1.2, 3.1.4 y 3.1.6. Adicionalmente, Fuller

mencionó la condición necesaria para que la Ec. (3.14) tenga al menos un par de raíces imaginarias

puras, las cuales se obtienen cuando |G| = 0. En el trabajo [GMS97] (Guckenheimer y otros 1997),

esta condición es usada para la detección numérica de candidatos de puntos de bifurcación simple de

Hopf. Para mayores detalles se puede consultar Kuznetsov (2004) [Kuz04] o también Govaerts (2000)

[Gov00].

Observación 3.1.2 El teorema 3.1.7 involucra condiciones que son redundantes.

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del teorema 3.1.5 y la idea de su demostración

se debe a la demostración del Teorema 3.1.5 de Araposthathis y Jury (1979) [AJ79].

Teorema 3.1.9 Dadas las Ecs. (3.4), (3.5) y (3.6) con qm > 0, la Ec. (3.4) tiene un par simple de

raíces imaginarias puras, y todas las restantes tienen parte real negativa si y solo si p0 > 0, q0 = 0,

y q1, q2, . . . , qm−1 > 0.

Demostración. La condición necesaria se sigue del Teorema 3.1.7.

Suficiencia: Si p0 > 0, la Ec. (3.4) no tiene raíces cero. Entonces se deduce que la Ec. (3.4) puede

tener un número par de raíces reales positivas o ninguna raíz real positiva. Sin embargo, si q0 = 0

y q1, q2, . . . , qm−1 > 0, la Ec. (3.5) tiene todas sus raíces reales en el semiplano izquierdo abierto,

excepto una raíz real cero. Así, de la Ec. (3.6), las raíces reales de la Ec. (3.4) deben ser negativas.

Además, las raíces reales de la Ec. (3.5) incluyen el doble de las partes reales de las raíces complejas

de la Ec. (3.4). Por lo tanto, la Ec. (3.4) tiene un par simple de raíces imaginarias puras y todas las

demás raíces tienen partes reales negativas. �

Del Teorema 3.1.9, (i′′) en el Teorema 3.1.8 también se puede reemplazar con (i′′′) a continuación.

Teorema 3.1.10 Asumiendo que existe una curva de equilibrios (x (µ) , µ) con x (µ∗) = x∗ para

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

35

Página 122 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 122 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



Dos presas en competencia y un depredador 101

el sistema diferencial (3.16). Las condiciones (i) y (ii) para una bifurcación simple de Hopf son

equivalentes a las siguientes condiciones en el polinomio característico P (λ;µ) y su polinomio asociado

q (ζ;µ):

(i′′′) p0 (µ∗) > 0, q0 (µ∗) = 0, q1 (µ∗) , q2 (µ∗) , . . . , qm−1 (µ∗) > 0

(ii′′)
d

dµ
(q0 (µ∗)) 6= 0

Observación 3.1.3 El problema de obtener criterios similares para la bifurcación simple de Hopf sin

condiciones redundantes sigue siendo un problema abierto.

3.1.4. Criterio de suma bialterna para n = 2 y n = 3

Si n = 2 la matriz Jacobiana del sistema diferencial (3.16) es

J (µ) =

(
j1,1 (µ) j1,2 (µ)

j2,1 (µ) j2,2 (µ)

)
(3.29)

y la matriz de suma bialterna definida por la Ec. (3.22) es

G (µ) = [j1,1 + j2,2] . (3.30)

En este caso, la condición (i′′′) en el Teorema 3.1.10 es p0 (µ∗) ≡ |J ()| > 0 y q0 (µ∗) = −G (µ) = 0.

Por lo tanto, las condiciones para una bifurcación simple de Hopf cuando n = 2 son

|J (µ∗)| > 0, −G (µ∗) = 0. (3.31)

y la condición de transversalidad

d

dµ
(−G (µ∗)) 6= 0 (3.32)

Si n = 3 la matriz Jacobiana del sistema diferencial (3.16) es

J (µ) =


j1,1 (µ) j1,2 (µ) j1,3 (µ)

j2,1 (µ) j2,2 (µ) j2,3 (µ)

j3,1 (µ) j3,2 (µ) j3,3 (µ)

 (3.33)
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102 Dos presas en competencia y un depredador

y la matriz de suma bialterna definida por la Ec. (3.22) es

G (µ) =


j1,1 (µ) + j2,2 (µ) j2,3 (µ) −j1,3 (µ)

j3,2 (µ) j1,1 (µ) + j3,3 (µ) j1,2 (µ)

−j3,1 (µ) j2,1 (µ) j2,2 (µ) + j3,3 (µ)

 .

En este caso, la condición (i′′′) en el Teorema 3.1.10 es p0 (µ∗) ≡ − |J (µ∗)| > 0, q0 (µ∗) ≡ − |G (µ∗)| =
0, q1 (µ∗) = |G (µ∗)|1+|G (µ∗)|2+|G (µ∗)|3 > 0, y q2 (µ∗) ≡ − trG (µ∗) > 0, donde |G (µ∗)|i representa
la submatriz de |G (µ∗)| después de borrar la i–ésima fila y la i–ésima columna. Entonces, q1 (µ∗)

es redundante, puesto que q1 (µ∗) = (p2 (µ∗))2 + p1 (µ∗). Por lo tanto, las condiciones para una

bifurcación simple de Hopf cuando n = 3 son

− |J (µ∗)| > 0, − |G (µ∗)| = 0, − trG (µ∗) > 0 (3.34)

y la condición de transversalidad

d

dµ
(− |G (µ∗)|) 6= 0. (3.35)

En los siguientes apartados haremos uso de este último resultado para analizar la bifurcación simple

de Hopf en el modelo (1.1).

3.2. Análisis del modelo de las tres poblaciones

En la presente sección, iniciamos el estudio de la bifurcación simple de Hopf del modelo ecológico

(1.1), el cual consiste de un depredador y dos presas que compiten. Como primer asunto, establecemos

un resultado para garantizar la existencia de al menos dos equilibrios de coexistencia. Finalmente,

presentamos el análisis de la bifurcación Hopf en cada equilibrio de coexistencia y en el plano invariante

x = 0, discutiendo al final el significado de nuestros hallazgos.

3.2.1. Equilibrios triviales ecológicamente viables

El primer equilibrio trivial es el punto de extinción dado por (0, 0, 0). Los otros equilibrios, son los

puntos (k1, 0, 0) y (0, k2, 0) ubicados en los semiejes invariantes x > 0 y y > 0, y aquellos que están

en el plano invariante z = 0 dados por (x∗, y∗, 0). Existen otros equilibrios que no son tan triviales

como los anteriores y que son importantes, los cuales corresponden a la dinámica local de dos sistemas
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Dos presas en competencia y un depredador 103

depredador-presa tipo Bazykin que resultan de considerar ausente a una de las presas, es decir, estos

equilibrios son los que están localizados en los planos invariantes x = 0 y y = 0 dados por (0, y∗, z∗)

y (x∗, 0, z∗), respectivamente.

Para más detalles sobre los equilibrios triviales del modelo (1.1), N. Ali y S. Chakravarty proporcionan

un excelente análisis en [AC15] sobre la estabilidad de cada uno, determinando las condiciones en un

espacio de parámetros reescalado adecuado.

3.2.2. Equilibrios de Coexistencia

Los equilibrios de coexistencia del sistema (1.1) están caracterizados por el siguiente Lema:

Lema 3.2.1 Empezando desde el supuesto de que todos los parámetros del sistema (1.1) son estric-

tamente positivos. Los puntos X1 = (1, 1, 1) and X2 = (4, 1/2, 1/2) son equilibrios de coexistencia del

sistema (1.1) si y solamente si las siguientes condiciones se cumplen

a1 = a10, a2 = a20, b1 = b10, c1 = c10, e1 = e10 e2 = e20, (3.36)

k1 = k10, k2 = k20, r1 = r10, r2 = r20, σ = σ0,

donde a10, a20, b10, c10, e10, e20, k10, k20, r10, r20 y σ0 son cantidades estrictamente positivas depen-

dientes de los parámetros libres b2, c2 y d.

Demostración. Determinar los equilibrios de coexistencia del sistema (1.1) implica encontrar las

soluciones en el interior del octante positivo de R3 para el siguiente sistema de ecuaciones

x

(
1− x

k1

)
− c1xy −

a1xz

x+ b1
= 0, (3.37a)

y

(
1− y

k2

)
− c2xy −

a2yz

y + b2
= 0, (3.37b)

e1a1xz

x+ b1
+
e2a2yz

y + b2
− dz − σz2 = 0.

Entonces, considerando todas las condiciones dadas en el Lema 3.2.1, las cuales están dadas en el

apéndice B porque tienen expresiones muy largas, podemos verificar que en efecto X1 y X2 son

equilibrios de coexistencia del sistema (1.1). �
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104 Dos presas en competencia y un depredador

3.2.3. La bifurcación de Hopf no tiene lugar en X1

Todas las condiciones dadas en el Lema 3.2.1 garantizan la existencia de familias paramétricas para

las cuales los equilibrios X1 y X2 están en el primer octante de R3. Ahora, para mostrar que la

bifurcación de Hopf no tiene lugar en X1 primero determinamos su aproximación lineal, que está

dada por

A1 =


j1,1 j1,2 j1,3

j2,1 j2,2 j2,3

j3,1 j3,2 j3,3

 , (3.38)

cuyos elementos de matriz se presentan en el apéndice B. Para buscar una posible bifurcación de Hopf

usamos el Teorema 3.1.10 considerando que n = 3. Como se requiere la estabilidad local, primero

observamos en este caso que

p0 = − |A1 (b2, c2, d)| < 0 (3.39)

para tadas las combinaciones de los parámetros libres b2, c2 y d. Por lo tanto, el equilibrio de coexis-

tencia X1 es localmente inestable y la bifurcación de Hopf no tiene lugar en el mismo.

3.2.4. La bifurcación de Hopf sí tiene lugar en X2

Por el Lema 3.2.1 sabemos que el punto X2 es un equilibrio de coexistencia del sistema (1.1). Luego,

caracterizamos la emergencia de un ciclo límite estable mediante el siguiente teorema:

Teorema 3.2.1 Tomando la tasa natural de mortalidad de la población depredadora como parámetro

de bifurcación, el punto de equilibrio X2 es localmente estable para d > d0 y exhibe una bifurcación

de Hopf supercrítica para d < d0, donde d0 es el valor crítico de bifurcación de Hopf como función de

los parámetros libres b2 y c2 (d0 está dado en el apéndice B, ya que su expresión es muy grande).

Demostración. Primero, la aproximación lineal en el punto X2 es

A2 =


j∗1,1 j∗1,2 j∗1,3

j∗2,1 j∗2,2 j∗2,3

j∗3,1 j∗3,2 j∗3,3

 , (3.40)

cuyos elementos de matriz se presentan en el apéndice B. De acuerdo con el teorema 3.1.10, las
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Dos presas en competencia y un depredador 105

condiciones para una bifurcación simple de Hopf en este caso son

p0 (d0) =
s3
s4
> 0, q0 (d0) = − |G (d0)| = 0,− trG (d0) > 0, (3.41)

donde d0 es el valor crítico de bifurcación de Hopf. Aquí, G es la matriz de suma bialterna asociada

con la matriz A2

G (d) = 2A2 (d)� I3 =


j∗1,1 + j∗2,2 j∗2,3 −j∗1,3

j∗3,2 j∗1,1 + j∗3,3 j∗1,2

−j∗3,1 j∗2,1 j∗2,2 + j∗3,3

 . (3.42)

Finalmente, verificamos la condición de transversalidad

−Dd (|G (d0)|) 6= 0.

Por lo tanto, un ciclo límite estable emerge del punto X2 para d < d0. Todas las cantidades en esta

demostración se presentan en el apéndice B. �

3.2.5. Una bifurcación de Hopf tiene lugar en el plano invariante x = 0

Sin pérdida de generalidad, tomemos b2 = 4, b5 = 4/3, c2 = 1/5 para mostrar que una bifurcación

de Hopf ocurre en el plano invariante x = 0. Con estas consideraciones, el correspondiente sistema

depredador–presa tipo Bazykin es

dy

dt
=

434

285

(
1− y

7

)
y − 105yz

19(y + 4)
, (3.43)

dz

dt
=

14895dyz

1721(y + 4)
− dz − 1628dz2

1721
, (3.44)

donde d es nuestro parámetro de bifurcación. Si resolvemos para determinar las condiciones bajo las

cuales ocurre una bifurcación de Hopf, tenemos que

z∗ =
γ1

85470 3
√

439102601739935− 23832γ2
, y∗ =

14245z2∗
20522

− 230545z∗
41044

+ 7,

d∗ =− 929628355271z2∗
23980899029310

+
3694595933728z∗
11990449514655

− 2286110195874995

7808180723943336
,
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106 Dos presas en competencia y un depredador

donde γ1 y γ2 son

γ1 =461090 3
√

439102601739935− 23832γ

− 3
√

35(439102601739935− 23832γ)2/3

− 416075987 352/3,

γ2 =
√

335038740911780872505.

La condición de transversalidad para esta bifurcación de Hopf es

−1

2
Dd tr J (y∗, z∗, d∗) > 0.

Entonces, el sistema depredador–presa 3.43 es localmente estable en (y∗, z∗) para d > d∗ y un ciclo

límite estable aparece para d < d∗, y adicionalmente se cumple que d∗ < d0. La última condición

mencionada sugiere que, existe un valor para la tasa natural de mortalidad de la población depre-

dadora en la que la coexistencia del sistema (1.1) transita de un ciclo límite en tres dimensiones a

un ciclo límite en el plano invariante x = 0, esto cuando d varía suavemente para d < d0. En otras

palabras, existe un valor de esta tasa donde la población x alcanza la extinción y el sistema (3.43)

coexiste en un ciclo límite estable. Esta transición continua puede visualizarse con facilidad con el

siguiente diagrama del determinante de la suma bialterna de A2 contra d

0.05 0.10 0.15

-0.0005

0.0005

0.0010

Figura 3.1: Regiones de estabilidad en términos del parámetro d.

Para observar la estabilidad local de (y∗, z∗) y la pérdida de la misma, consideramos los valores de

tasa de mortalidad natural de la población depredadora d = d0 − 1/7 y d = d0 − 1/6, así como la
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Dos presas en competencia y un depredador 107

condición inicial X0 = (41/10, 3/5, 3/5).

0 200 400 600 800 1000

0

1

2

3

4

5

6

Figura 3.2: Comportamiento local para d > d∗.

0 200 400 600 800 1000

0

1

2

3

4

5

6

Figura 3.3: Comportamiento local para d < d∗.

Para visualizar de manera clara el ciclo límite estable en el sistema (3.43), usamos la condición inicial

X03 =

(
13

3
,
5

6
,
5

6

)
.

Figura 3.4: Una órbita tendiendo al ciclo límite estable para d < d∗.
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108 Dos presas en competencia y un depredador

Considerando todas las condiciones dadas en el Lema 3.2.1, los máximos de las cero-isoclinas de las

poblaciones de presas ocurren para los siguientes valores

xm =
3

2
y ym =

3

2
. (3.45)

Esto significa que, en el equilibrio de coexistenciaX2 donde ocurre la bifurcación de Hopf, la población

de presas x no puede coexistir en un ciclo límite estable con el depredador y además puede extinguirse,

ya que la bifurcación de Hopf en los planos invariantes x = 0 y y = 0 solo ocurre para valores de

las poblaciones de presas que satisfacen x < xm y y < ym, tal y como vimos en el Capítulo 2 que

se cumple para el sistema de Bazykin. Es por esta razón que la transición entre ciclos límite en tres

dimensiones y en dos, se da hacia el plano invariante x = 0 y no hacia el plano invariante y = 0. En

otras palabras, cuando se cumple el principio de exclusión en la competencia (o ley de Gause [Gau32]),

la población de presas que se extingue es aquella para la cual la restricción geométrica de su cero

isoclina se cumple. Entonces, si deseamos que esta transición ocurra con el plano invariante y = 0,

solo debemos buscar condiciones sobre los parámetros donde las coordenadas x y y del equilibrio de

coexistencia satisfacen las restricciones x < xm y y > ym.

3.3. Simulaciones numéricas

Este apartado está dedicado a las simulaciones numéricas del análisis de bifurcación de Hopf en el

modelo (1.1). Primero abordamos las simulaciones para el ciclo límite en el que coexisten las tres

poblaciones, luego la evidencia de que aparece un atractor caótico mostrando sus respectivas series

de tiempo y también su retrato fase, y finalmente, presentamos el gráfico de la convergencia de los

exponentes de Lyapunov para mostrar que, en efecto, el modelo (1.1) exhibe un atractor caótico

cuando la tasa de saturación media b2 se incrementa.

3.3.1. Ciclo límite de coexistencia de las tres poblaciones

Tomando b2 = 4, b5 = 4/3, c2 = 1/5 y d = d0 + 1/10 obtenemos que los valores de a1, a2, b1, c1, e1,

e2, k1, k2, r1, r2, σ y d0 son
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Dos presas en competencia y un depredador 109

a1 =
96977758331172460929791

138506105847711703991750
, a2 =

105

19
, b1 =

17

5
, c1 =

18347143468059654770501

43530490409280821254550
,

e1 =
1399315

3702553
, e2 =

702940201522850283

1604539988309889400
, k1 =

32

5
, k2 = 7,

r1 =
20968163963496748309144

30471343286496574878185
, r2 =

434

285
, σ =

26192132383026647

98981362915220450
, d0 =

454834460615151

2530610091963800
.

En el mismo sentido, si tomamos b2 = 4, b5 = 4/3, c2 = 1/5 y d = d0 − 1/10 obtenemos que los

valores de a1, a2, b1, c1, e1, e2, k1, k2, r1, r2 y σ son

a1 =
27641845221224218427431

138506105847711703991750
, a2 =

105

19
, b1 =

17

5
, c1 =

5229538285096473756541

43530490409280821254550
,

e1 =
1399315

3702553
, e2 =

200361037258839603

1604539988309889400
, k1 =

32

5
, k2 = 7,

r1 =
5976615182967398578904

30471343286496574878185
, r2 =

434

285
, σ =

7465617702494527

98981362915220450
.

Entonces, con los valores de parámetros anteriores y la condición inicial X0 = (41/10, 3/5, 3/5), las

tres poblaciones alcanzan el equilibrio de coexistencia X2 (estando en la cuenca de atracción de X2)

para d > d0, y al perder su estabilidad el punto X2 emerge un ciclo límite estable que lo rodea cuando

d < d0, tal como se muestra en las siguientes series de tiempo

0 200 400 600 800 1000

1

2

3

4

Figura 3.5: Comportamiento local para d > d0.

0 200 400 600 800 1000
0

2

4

6

8

Figura 3.6: Comportamiento local para d < d0.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 131 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 131 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



110 Dos presas en competencia y un depredador

A continuación, mostramos el retrato fase del ciclo límite estable usando la condición inicial

X01 =

(
4

3
,
4

3
,
4

3

)
, X02 =

(
201

50
,
13

25
,
29

60

)

Figura 3.7: Dos órbitas tendiendo a un ciclo límite estable para d < d0.

3.3.2. Caos con el incremento de la tasa de saturación media b2

En la presente sección, mostramos numéricamente la evidencia de un régimen caótico cuando la tasa

de saturación media b2 (la disponibilidad de recursos en la que se alcanza la mitad de la ingesta

máxima), se incrementa de manera considerable.

Si tomamos b2 = 20, c2 = 1/5, b5 = 4/3 y d = d0 − 1105/10000, observamos la aparición de un

atractor caótico alrededor del equilibrio de coexistencia X2 usando la siguiente condición inicial

X04 =

(
401

100
,

51

100
,

51

100

)
.
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0 2000 4000 6000 8000 10000
0

2

4

6

8

Figura 3.8: Series del atractor caótico. Figura 3.9: Retrato fase del atractor caótico.

Usando los exponentes críticos de Lyapunov, podemos mostrar que, de hecho, tenemos un atractor

caótico (ver [San96]). El gráfico de convergencia de los exponentes luce así

0 2000 4000 6000 8000 10000

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

Figura 3.10: Convergencia de los exponentes de Lyapunov.

De acuerdo a la clasificación dada por Klein y Baier en [BK91] respecto al espectro de los exponentes

críticos de Lyapunov de atractores en tiempo continuo, se confirma que hay evidencia de la exis-

tencia de un régimen caótico en el sistema ecológico (1.1) cuando la tasa de saturación media b2 se

incrementa, por ejemplo, cuando su valor es cinco veces el que toma en la bifurcación de Hopf en X2.

En ecología matemática se sabe que las constantes de saturación media determinan en gran medida el

comportamiento dinámico en los diferentes modelos de redes alimentarias (ver [Mul14]), y el modelo
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112 Dos presas en competencia y un depredador

(1.1) no es la excepción, por lo que no debería sorprender que las inestabilidades más fuertes surjan

al mover el valor de b2. Por ejemplo, en el trabajo de Castellanos y Chan [CC17], aparece un atractor

caótico justamente cuando la tasa de saturación media es variada a partir del valor que esta toma en

la bifurcación de Hopf. En este orden de ideas, aunque se espera que la competencia intraespecífica

entre depredadores estabilice con facilidad al sistema de las dos presas que compiten, esto no ocurre

precisamente si la tasa de saturación media b2 varía, pues el caos empieza a aparecer. Es así que,

bajo estas condiciones dinámicas, ocurre una transición entre el ciclo límite estable donde coexisten

las tres poblaciones a un atractor caótico.
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Conclusiones

Desde el primer capítulo de esta obra, hemos señalado antecedentes del análisis del modelo de dos

presas y un depredador dado por las ecuaciones (1.1), buscando con ello resaltar las diferencias con

nuestro análisis. Por ejemplo, la diferencia con el trabajo de los autores Nijamuddin Ali y Santabrata

Chakravarty es bastante clara (ver [AC15]), dado que ellos lidian con la estabilidad de los equilibrios

ecológicamente viables mediante una función de Lyapunov y nosotros usamos el biproducto de ma-

trices o suma bialterna que desarrollamos en Wolfram Mathematica [CC22b], algo que también nos

destaca en parte de lo que el autor Álvaro Reyes García hizo en su tesis doctoral, pues él analiza es-

tabilidad de los equilibrios de coexistencia mediante el criterio Routh–Hurwitz (ver [Rey22]). En este

sentido, estimamos importante mencionar que existe una función en Maple para el producto bialterno

de matrices con la que podemos comparar nuestro trabajo computacional, la cual fue desarrollada

por la autora Veronika Hajnová, pero se puede observar que su implementación tiene un error en el

orden de los pares de índices, pues no coincide con el orden lexicográfico reportado en el trabajo de

Stéphanos [Sté00] y en la obra [ver § 10 Kuz04, págs. 568–571]; error de índices que nuestra imple-

mentación no tiene y que puede corroborarse a partir de las matrices de dimensión 4× 4. El trabajo

de la autora Veronika Hajnová puede consultarse en el siguiente enlace: Bialternate matrix products

and its application in bifurcation theory.

Determinamos una condición geométrica que caracteriza a los puntos de equilibrio donde ocurren las

bifurcaciones de Hopf y Bogdanov–Takens en el modelo que encontramos en los planos invariantes

x = 0 y y = 0, conocido comúnmente en la literatura como de Bazykin [ver § 3 Baz98, págs. 67–81].

Esta condición geométrica es la que usamos en nuestra aportación principal, que es el análisis de

un sistema huésped–parasitoide generalista, pues este posee geométricamente el mismo tipo de cero-

isoclina de presas, esto es, una parábola. Además, revisamos brevemente otro par de modelos, uno

con respuesta funcional Crowley–Martin y otro en un esquema Leslie-Gower, remarcando que en ellos

también aparece la misma condición geométrica. Es así que, motivados por la recurrente aparición

de esta restricción para la población de presas en los modelos antes mencionados, planteamos una

conjetura al respecto.

Para realizar los cálculos simbólicos de la aportación principal, los que corresponden al análisis del

sistema huésped–parasitoide generalista, desarrollamos un par de funciones en Wolfram Mathematica,

DVectorField y TensorPureFunction. La primera de ellas permite realizar el cálculo de las funciones
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multilineales asociadas con las aproximaciones de Taylor de campos vectoriales y la segunda permite

trabajar con las funciones multilineales en formato de funciones puras. Nuestras aportaciones compu-

tacionales ofrecen una ventaja, pues son de uso libre y se pueden usar con el Engine que Wolfram

ofrece de manera gratuita para cualquier usuario, aunque se indica que principalmente para desarro-

lladores porque no se incluye el editor amigable (notebook) de la versión de paga. La construcción de

la función DVectorField permitió dar un salto importante en cuanto implementaciones simbólicas se

refiere, ya que si uno revisa el trabajo realizado por los autores Govaerts, Kuznetsov y Bart Sautois

en MATCONT, encontramos que los códigos de las funciones multilineales solo están definidas para

el quinto orden de derivadas, y en nuestro caso, la función que desarrollamos en Wolfram está definida

para el orden n de derivadas.

Por otro lado, es importante señalar que en sistemas ecológicos de tres o más poblaciones, caracterizar

la bifurcación de Hopf en forma analítica siempre es, algebraicamente, una tarea compleja. Sin embar-

go, el modelo que abordamos en el tercer capítulo del presente trabajo tiene sistemas depredador–presa

tipo Bazykin en los planos invariantes x = 0 y y = 0, los cuales poseen una restricción geométrica

que caracteriza equilibrios de coexistencia en los que la bifurcación de Hopf ocurre. Siendo precisos

en el orden de ideas, lo que hicimos para lograr el análisis de bifurcación en el modelo de las tres

poblaciones es fijar las primeras dos coordenadas del equilibrio de coexistencia al suponer que la

restricción del modelo tipo Bazykin se satisface para una de las poblaciones de presas y para la otra

no; determinando con ello un equilibrio de coexistencia para el cual una bifurcación Hopf supercrítica

sí ocurre. De esta manera, aunque el autor Álvaro Reyes García en su tesis doctoral también procede

a fijar las coordenadas del equilibrio no trivial, la idea que hemos seguido es esencialmente distinta

a la suya, pues en nuestro caso, existe una justificación desde lo que sucede en los planos invariantes

donde se hace presente el modelo depredador–presa tipo Bazykin, que es el resultado que ocupa-

mos en el artículo que publicamos con el nombre Biological control in a simple ecological model via

subcritical Hopf and Bogdanov-Takens bifurcations. Con las observaciones anteriores, marcamos con

claridad cuál es la diferencia respecto al antecedente más reciente del que tenemos conocimiento. En

resumen, la peculiar condición que aparece en el sistema tipo Bazykin nos permitió determinar, con

cierta facilidad, condiciones sobre los parámetros para obtener al menos un equilibrio de coexistencia

(x∗, y∗, z∗) donde una bifurcación de Hopf supercrítica tiene lugar. Sin dudas, esto plantea ciertas

interrogantes sobre los modelos ecológicos de dos poblaciones que comparten la misma característica

con el sistema Bazykin y la influencia que esto tiene para la dinámica local en los modelos de niveles

tróficos más altos. Esto último sugiere que hay mucho por analizar, antes que realizar cálculos sim-

bólicos en Mathematica a fuerza bruta. Además, esto nos permitió reportar algo que desde el punto

de vista ecológico es posible, esto es, ir de la coexistencia de las tres poblaciones en un ciclo límite

estable a un escenario donde una de las poblaciones de presas se extingue y las poblaciones restantes
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coexisten en un nuevo ciclo límite estable, pero con la ventaja de solo tener que variar suavemente

el parámetro de bifurcación de Hopf en la dirección en que aparece la inestabilidad del equilibrio de

coexistencia de las tres poblaciones.

Por el lado del régimen caótico, seguimos la ruta de la sensibilidad de esta clase de sistemas frente a

variaciones de las tasas de saturación media (ver [Mul14]), y una vez que detectamos la bifurcación

de Hopf supercrítica, solo variamos una de las tasas de saturación media para encontrar evidencias

de que existe un régimen caótico con una dinámica lenta, tal como se puede observar en la Figura

3.8 que corresponde a las series de tiempo de este escenario dinámico.

Finalmente, para cerrar las conclusiones, hacemos énfasis en que nuestras aportaciones teóricas y la

metodología que seguimos, motivaron el desarrollo de herramientas computacionales de uso libre que

serán de mucha utilidad para aquellas personas interesadas en abordar estos temas; logrando con ello

la apropiación social del conocimiento generado en este trabajo de investigación.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 137 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812

Página 137 de 169 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:579101812



Apéndice A

Implementaciones Wolfram Mathematica
Las funciones multilineales para el análisis de formas normales las calculamos usando el siguiente

código Mathematica:

DVectorField[vfield_ ? VectorQ, vars_ ? VectorQ, eqp_ ? VectorQ, n_Integer ? Positive,

Optional[type : Alternatives[Automatic, "MultilinearFunction"], Automatic]] /;

SameQ[Length @ vfield, Length @ vars, Length @ eqp] := Block[

{nsv, vecvars, terms, multfunction},

nsv = ReplaceAll[Part[Solve[Equal[vars, eqp], vars], 1]][D[vfield, {vars, n}]];

vecvars = ToExpression[

MapAt[Function @ StringJoin @ Map[ToString, Level[# , {-1}]],

Array[Function @ Thread @ Subscript[vars, SlotSequence @ 1],

TensorRank[nsv] - 1

],

Array[All &,

TensorRank[

Array[

Function @ Thread @ Subscript[vars, SlotSequence @ 1],

TensorRank[nsv] - 1

]

]

]

]

];

terms = Sort[Flatten[Outer[Times, Evaluate @@ vecvars]]];

multfunction = Map[Simplify,

Collect[Expand[Factor[Fold[Dot[# , #2] &, nsv, vecvars]]],

terms, FullSimplify

]

];

Switch[

type, Automatic,

nsv, "MultilinearFunction",

multfunction

]

];
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Los códigos para la aplicación del Teorema 2.2.1 sobre la bifurcación Bogdanov–Takens se detallan a

continuación:

Definimos el sistema de ecuaciones diferenciales

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :={x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2} 
X = {x, y};
μ = {α, γ, δ};

La matriz Jacobiana del sistema diferencial

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

El punto Bogdanov–Takens es

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

La aproximación lineal y su transpuesta en el punto Bogdanov-Takens

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

Los valores propios de la aproximación lineal A0

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

Los vectores propios derechos generalizados de la aproximación lineal A0

p1 = First@(-1 * NullSpace[A0])

p2 = {Last@

Simplify@(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0}

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2
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Verificamos que los vectores derechos satisfacen las condiciones 〈A0, p1〉 = 0 y 〈A0, p2〉 = p1

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

La inversa de la matriz de transición Q para obtener los vectores izquierdos de A0

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

Q = Transpose[{p1, p2}];

QI = Simplify@Inverse[Q];

q1 = QI〚1〛;

q2 = QI〚2〛;

MatrixForm@QI

MatrixForm@q1

MatrixForm@q2

Verificamos que los vectores izquierdos satisfacen las condiciones

〈AT0 , q2〉 = 〈q2, A0〉 = 0

〈AT0 , q1〉 = 〈q1, A0〉 = q2

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

Q = Transpose[{p1, p2}];

QI = Simplify@Inverse[Q];

q1 = QI〚1〛;

q2 = QI〚2〛;

MatrixForm@QI

MatrixForm@q1

MatrixForm@q2

TableForm@Map[Composition[MatrixForm, Factor], {A0T.q2, q2.A0, A0T.q1 - q2, q1.A0 - q2}]

Verificamos que se satisfacen las condiciones entre los vectores propios derechos e izquierdos

〈p1, q1〉 = 〈p2, q2〉 = 1

〈p1, q2〉 = 〈p2, q1〉 = 0

Column[Simplify@{p1.q1, p2.q2, p1.q2, p2.q1}]

Verificamos que la matriz A0 es similar al bloque de Jordan simple(
0 1

0 0

)

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

Q = Transpose[{p1, p2}];

QI = Simplify@Inverse[Q];

q1 = QI〚1〛;

q2 = QI〚2〛;

MatrixForm@QI

MatrixForm@q1

MatrixForm@q2

TableForm@Map[Composition[MatrixForm, Factor], {A0T.q2, q2.A0, A0T.q1 - q2, q1.A0 - q2}]

MatrixForm[Factor[QI.A0.Q]]

Calculamos DX F (X0, µ0) para obtener la forma bilineal

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

Q = Transpose[{p1, p2}];

QI = Simplify@Inverse[Q];

q1 = QI〚1〛;

q2 = QI〚2〛;

MatrixForm@QI

MatrixForm@q1

MatrixForm@q2

TableForm@Map[Composition[MatrixForm, Factor], {A0T.q2, q2.A0, A0T.q1 - q2, q1.A0 - q2}]

B[{x1_, y1_}, {x2_, y2_}] :=

Evaluate[DVectorField[PreyPredator[X][μ0], X, X0, 2, "MultilinearFunction"]]

MatrixForm@B[{x1, y1}, {x2, y2}]
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Los coeficientes cuadráticos involucrados en la condición de no degeneracidad son

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

Q = Transpose[{p1, p2}];

QI = Simplify@Inverse[Q];

q1 = QI〚1〛;

q2 = QI〚2〛;

MatrixForm@QI

MatrixForm@q1

MatrixForm@q2

B[{x1_, y1_}, {x2_, y2_}] :=

Evaluate[DVectorField[PreyPredator[X][μ0], X, X0, 2, "MultilinearFunction"]]

MatrixForm@B[{x1, y1}, {x2, y2}]

a = Factor@(B[p1, p1].q2 / 2)

b = Factor@(B[p1, p1].q1 + B[p1, p2].q2)

Calculamos la derivada Dµ F (X0, µ0)

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

Q = Transpose[{p1, p2}];

QI = Simplify@Inverse[Q];

q1 = QI〚1〛;

q2 = QI〚2〛;

MatrixForm@QI

MatrixForm@q1

MatrixForm@q2

B[{x1_, y1_}, {x2_, y2_}] :=

Evaluate[DVectorField[PreyPredator[X][μ0], X, X0, 2, "MultilinearFunction"]]

MatrixForm@B[{x1, y1}, {x2, y2}]

Fμ[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {μ}]]]

Fμ0[{x1_, y1_}] := Evaluate[Simplify@(Transpose[Fμ[X0][μ0]].{x1, y1})]

MatrixForm@Fμ0[{x1, y1}]

El vector ST1 de la condición de transversalidad está determinado por

S1 = F Tµ (x0, µ0) q2

PreyPredator[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=

{x - x * y / (α * x + 1), x * y / (α * x + 1) - γ * y - δ * y^2}

X = {x, y};

μ = {α, γ, δ};

J[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {X}]]]

MatrixForm@J[X][μ]

BTPoint = First@Factor@

Normal[SolveValues[PreyPredator[X][μ]  0 && Tr[J[X][μ]]  0 && Det[J[X][μ]]  0 &&

(And @@ Thread[Variables[PreyPredator[X][μ]] > 0]), {x, y, γ, δ}]];

X0 = BTPoint〚1 ;; 2〛;

μ0 = Join[Variables[X0], BTPoint〚3 ;; 4〛];

TableForm@(MatrixForm /@ {X0, μ0})

A0 = Simplify@J[X0][μ0];

A0T = Transpose[A0];

MatrixForm@A0

MatrixForm@A0T

λ = Eigenvalues[A0];

MatrixForm@λ

p1 = First@(α * NullSpace[A0]);

p2 = {Last@Simplify@

(First @@ Solve[(A0 - λ〚1〛 * IdentityMatrix[2]).{x1, x2}  p1, x1] /. x2  0), 0};

MatrixForm@p1

MatrixForm@p2

MatrixForm@Simplify@(A0.p1)

MatrixForm@Simplify@(A0.p2 - p1.IdentityMatrix[2])

B[{x1_, y1_}, {x2_, y2_}] :=

Evaluate[DVectorField[PreyPredator[X][μ0], X, X0, 2, "MultilinearFunction"]]

MatrixForm@B[{x1, y1}, {x2, y2}]

Fμ[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] := Evaluate[Simplify[D[PreyPredator[X][μ], {μ}]]]

Fμ0[{x1_, y1_}] := Evaluate[Simplify@(Transpose[Fμ[X0][μ0]].{x1, y1})]

MatrixForm@Fμ0[{x1, y1}]

S1T = Factor@(Fμ0[q2]);

MatrixForm@S1T

Calculamos la derivada DµX F (X0, µ0)

FμX[{x_, y_}][{α_, γ_, δ_}] :=
Evaluate[Simplify[D[DVectorField[PreyPredator[X][μ], X, X, 1], {μ}]]]
Fμ0X0[{x1_, y1_}, {x2_, y2_}] := Evaluate[Simplify@({x2, y2}.({x1, y1}.FμX[X0][μ0]))]
MatrixForm@Fμ0X0[{x1, y1}, {x2, y2}]

El vector ST2 de la condición de transversalidad está determinado por

S2 =
2a

b
[ζ1 + ζ2 − ζ3]F Tµ (x0, µ0) q1

−2a

b

2∑
i=1

(qi • Fµx (x0, µ0)) pi + (q2 • Fµx (x0, µ0)) p1,

ζ1 = pT1
(
q1 •D2F (x0, µ0)

)
p2

ζ2 = pT2
(
q2 •D2F (x0, µ0)

)
p2

ζ3 = pT1
(
q2 •D2F (x0, µ0)

)
p2

S2T = Factor@(((2 a) (B[p1, p2].q1 + B[p2, p2].q2) / b - B[p1, p2].q2) *
           (Transpose@Fμ0[q1]) - (2 a) (Fμ0X0[q1, p1] + Fμ0X0[q2, p2]) / b + Fμ0X0[q1, p1]); 
MatrixForm@ S2T

Finalmente, para probar la transversalidad debemos verificar que los vectores ST1 y ST2 son linealmente

independientes

Reduce[ξ1 * S1T + ξ2 * S2T  0 && 0 < α < 1, {ξ1, ξ2}]
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La matriz Hurwitz la calculamos usando el siguiente código Mathematica:

HurwitzMatrix[poly_, x_Symbol] /;

And[PolynomialQ[poly, x], UnsameQ[D[poly, x], 0]] := Module[

{coeff, n, p},

coeff = CoefficientList[poly, x];

n = Length[coeff] - 1;

p = Map[Function @ Reverse @ Extract[coeff, #],

{

Outer[List, Range[2, n + 1, 2]],

Complement[Outer[List, Range[n + 1]],

Outer[List, Range[2, n + 1, 2]]

]

}

];

Part[

Flatten[

FixedPointList[Function[s, RotateRight[s, {0, 1}]],

PadRight[If[Not[OddQ[n + 1]], Reverse @ p, p],

{2, n}

],

Quotient[n - 1, 2]

],

1

],

Span[1, n], All

]

];

La submatriz de Liu la calculamos usando el siguiente código Mathematica:

LiuSubmatrix[poly_, x_] /; And[PolynomialQ[poly, x], UnsameQ[D[poly, x], 0]] := Module[

{hurwitzmat, dim, lminor},

hurwitzmat = HurwitzMatrix[poly, x];

dim = Length @ hurwitzmat;

lminor = Take[hurwitzmat, dim - 1, dim - 1];

Which[

Unequal[dim, 1],

lminor,

Equal[dim, 1],

HoldForm @ LiuSubmatrix[poly, x]

]

];
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La matriz de suma bialterna la calculamos usando el siguiente código Mathematica:

BialternateSum[mat_ ? SquareMatrixQ] := Module[

{n = Length @ mat, emptyarray, pairs, p, q, r, s},

emptyarray = {};

Do[AppendTo[emptyarray, {j, i}],

{i, 1, n - 1},

{j, i + 1, n}

];

pairs = Sort @ emptyarray;

Table[

{p, q} = al;

{r, s} = be;

Which[

Equal[q, r],

-Part[mat, p, s],

Unequal[p, r] && Equal[q, s],

mat〚p, r〛,

Equal[p, r] && Equal[q, s],

Part[mat, p, p] + Part[mat, q, q],

Equal[p, r] && Unequal[q, s],

mat〚q, s〛,

Equal[p, s],

-Part[mat, q, r],

True,

0

],

{al, pairs},

{be, pairs}

]

];
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Apéndice B

Resultados algebraicos extensos

Esta sección contiene todos los cálculos explícitos de los resultados principales en el análisis de la

bifurcación de Hopf del modelo de Bazykin (2.41), los cuales obtuvimos de manera simbólica haciendo

uso de Wolfram Mathematica.

Los coeficientes de la función H (z, z̄) (2.53) son

h03 =
β2ρ

(
k40 (k0 (3k0 (k0 + 4) + 13) + 6) ρ2 − 4k20 (k0 + 1) 2 (k0 (k0 (k0 + 4) + 7) + 2)ω2

)
(k0 + 1) (k0 + 2)

(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
)
2

+
iβ2k20

(
k30
(
k0 (k0 + 2) 2 + 2

)
ρ4 − 12k0 (k0 + 1) 4 (k0 + 2) ρ2ω2 + 16 (k0 + 1) 4ω4

)
2 (k0 + 2)ω

(
k20 (k0 + 1) ρ2 + 4 (k0 + 1) 3ω2

)
2

,

h12 =
β2k20 (k0 + 3) (3k0 (k0 + 1) + 2) ρ

(k0 + 1) (k0 + 2)
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
) +

iβ2
(
3
(
k0 (k0 + 2) 2 + 2

)
k30ρ

2 + 4
(
k20 + k0

)
2ω2
)

2 (k0 + 1) 2 (k0 + 2)ω
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
) ,

h02 =
β (k0 (k0 + 2) (2k0 − 1)− 2) k20ρ

2 + 4β (k0 + 1) 2 (k0 (k0 + 4) + 2)ω2

2 (k0 + 1) (k0 + 2)
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
)

+i

(
2β
(
−k20 + k0 + 1

)
k0ρω

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

+
βk30ρ

4 (k0 + 1) 2ω
− βω

(k0 + 2) ρ

)
,

h21 = − β2k20 (k0 (3k0 (k0 + 4) + 17) + 6) ρ

(k0 + 1) (k0 + 2)
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
) +

iβ2
(
3k30

(
k0 (k0 + 2) 2 + 2

)
ρ2 − 4

(
k20 + k0

)
2ω2
)

2 (k0 + 1) 2 (k0 + 2)ω
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
) ,

h11 = − βk30ρ
2

k20 (k0 + 1) ρ2 + 4 (k0 + 1) 3ω2
+

i
(
βk50ρ

3 + 4β (k0 + 1) 3k20ρω
2
)

2k20 (k0 + 1) 2ρ2ω + 8 (k0 + 1) 4ω3
,

h30 =
s1i− s2

2 (k0 + 2)ω
(
k20 (k0 + 1) ρ2 + 4 (k0 + 1) 3ω2

)
2

+
β2k20 (k0 + 1) ρ

(
4 (k0 + 1) 2ω2 − 3k20ρ

2
)(

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

)
2

,

h20 = −s3 + is4, h10 = iω
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donde s1, s2, s3, y s4 están dados por

s1 = iβ2k20

(
k30

(
k0 (k0 + 2)2 + 2

)
ρ4 ,

s2 = 4k0 (k0 + 1)2 (k0 (3k0 (k0 + 4) + 17) + 6) ρ2ω2 − 16 (k0 + 1)4 ω4
)
,

s3 =
β (k0 − 1) k20ρ

2

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

+
β (k0 (k0 + 4) + 2)

2 (k0 + 1) (k0 + 2)
,

s4 = −
2β
(
k20 − 1

)
k0ρω

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

+
βk30ρ

4 (k0 + 1) 2ω
+

βω

(k0 + 2) ρ

A continuación, presentamos las cantidades gjk involucradas en las fórmulas de Kuznetsov para los

coeficientes primero y segundo de Lyapunov.

El primer coeficiente de Lyapunov en µ0 es

`1(µ0) =
1

2ω2
0

Re(ig20g11 + ω0g21),

donde las cantidades g20, g11 y g21 son

g20 = −β (k0 (k0 + 2) (2k0 + 1)− 2) k20ρ
2 + 4β (k0 + 1) 2 (k0 (k0 + 4) + 2)ω2

(k0 + 1) (k0 + 2)
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
)

+i

(
−

4β
(
k20 − 1

)
k0ρω

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

+
βk30ρ

2 (k0 + 1) 2ω
+

2βω

(k0 + 2) ρ

)
,

g11 = − βk30ρ
2

k20 (k0 + 1) ρ2 + 4 (k0 + 1) 3ω2

+
i
(
βk50ρ

3 + 4β (k0 + 1) 3k20ρω
2
)

2k20 (k0 + 1) 2ρ2ω + 8 (k0 + 1) 4ω3
,

g21 = − 2β2k20 (k0 (3k0 (k0 + 4) + 17) + 6) ρ

(k0 + 1) (k0 + 2)
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
)

+
iβ2
(
3k30

(
k0 (k0 + 2) 2 + 2

)
ρ2 − 4

(
k20 + k0

)
2ω2
)

(k0 + 1) 2 (k0 + 2)ω
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
) .
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124 Resultados algebraicos extensos

El segundo coeficientde de Lyapunov en η0 es

12`2(η0) =
1

ω0
Re g32 +

1

ω2
0

Im
[
g20ḡ31 − g11 (3ḡ22 + 4g31)−

1

3
g2 (ḡ13 + g40)− g30g12

]
+

1

ω3
0

{
Re
[
g20

(
g11 (3g12 − ḡ30) + g02

(
ḡ12 −

1

3
g30

)
+

1

3
ḡ02g03

)
+ g11

(
ḡ02

(
5

3
ḡ30 + 3g12

)
+

1

3
g02ḡ03 − 4g11g30

)]
+ 3Im (g20g11) Im (g21)

}
+

1

ω4
0

{
Im
[
g11ḡ02

(
ḡ220 − 3

(
ḡ20g11 −

4

3
g211

))]
+ Im (g20g11)

[
3

(
Re (g20g11)−

2

3
|g02|2

)]}
,

Aquí las cantidades gjk distintas cero son

g02 =
β (k0 (k0 + 2) (2k0 − 1)− 2) k20ρ

2 + 4β (k0 + 1) 2 (k0 (k0 + 4) + 2)ω2

(k0 + 1) (k0 + 2)
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
)

+i

(
4β
(
−k20 + k0 + 1

)
k0ρω

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

+
βk30ρ

2 (k0 + 1) 2ω
− 2βω

(k0 + 2) ρ

)
,

g30 =
3iβ2k20 (s5 + s6)

(k0 + 2)ω
(
k20 (k0 + 1) ρ2 + 4 (k0 + 1) 3ω2

)
2

+
6β2k20 (k0 + 1) ρ

(
4 (k0 + 1) 2ω2 − 3k20ρ

2
)(

k20ρ
2 + 4 (k0 + 1) 2ω2

)
2

,

g12 =
2β2k20 (k0 + 3) (3k0 (k0 + 1) + 2) ρ

(k0 + 1) (k0 + 2)
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
) +

iβ2
(
3
(
k0 (k0 + 2) 2 + 2

)
k30ρ

2 + 4
(
k20 + k0

)
2ω2
)

(k0 + 1) 2 (k0 + 2)ω
(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
) ,

g03 =
6β2ρ

(
k40 (k0 (3k0 (k0 + 4) + 13) + 6) ρ2 − 4k20 (k0 + 1) 2 (k0 (k0 (k0 + 4) + 7) + 2)ω2

)
(k0 + 1) (k0 + 2)

(
k20ρ

2 + 4 (k0 + 1) 2ω2
)
2

+
3iβ2k20

(
k30
(
k0 (k0 + 2) 2 + 2

)
ρ4 − 12k0 (k0 + 1) 4 (k0 + 2) ρ2ω2 + 16 (k0 + 1) 4ω4

)
(k0 + 2)ω

(
k20 (k0 + 1) ρ2 + 4 (k0 + 1) 3ω2

)
2

donde s5 y s6 están dados por

s5 = −4k0 (k0 + 1)2 (k0 (3k0 (k0 + 4) + 17) + 6) ρ2ω2 − 16 (k0 + 1)4 ω4,

s6 = k30
(
k0 (k0 + 2) 2 + 2

)
ρ4
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Esta sección contiene todos los cálculos explícitos de los resultados principales en el análisis de la

bifurcación de Hopf del modelo de dos presas en competencia y un depredador (1.1), los cuales

obtuvimos de manera simbólica haciendo uso de los códigos presentados en el apéndice A.

La cantidad a10 está dada por la expresión

a10 =
α1

α2
,

donde α1 y α2 son las expresiones

α1 =b42
(
30720b55 + 261312b45 + 888096b35 + 1507404b25 + 1277808b5 + 432768

)
d+

b32
(
130560b55 + 1109856b45 + 3769776b35 + 6395334b25 + 5418840b5 + 1834560

)
d+

b22
(
136960b55 + 1165376b45 + 3961744b35 + 6726076b25 + 5702816b5 + 1931776

)
d+

b2
(
43520b55 + 370912b45 + 1262768b35 + 2146622b25 + 1822072b5 + 617792

)
d,

α2 =b42
(
4608b65 + 46496b55 + 193880b45 + 427160b35 + 523712b25 + 338144b5 + 89600

)
+

b32
(
17664b65 + 174400b55 + 708936b45 + 1515096b35 + 1789448b25 + 1102064b5 + 274432

)
+

b22
(
23808b65 + 236632b55 + 971410b45 + 2105390b35 + 2536412b25 + 1606608b5 + 416640

)
+

b2
(
14976b65 + 154104b55 + 658840b45 + 1497910b35 + 1910024b25 + 1295096b5 + 364800

)
+

4224b65 + 45076b55 + 200291b45 + 474357b35 + 631570b25 + 448232b5 + 132480

Las cantidades a20 y b10 están dadas por

a20 =
(b2 + 1) (2b2 + 1) (6b2 + 11) c2

2b2 (b2 + 3) + 1
, b10 =

2 (2 (b5 + 1) + 1)

b5 + 2
,

La cantidad c10 está dada por

c10 =
α3

α4
,
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126 Resultados algebraicos extensos

donde α3 y α4 son

α3 =b42
(
6912b55 + 54840b45 + 172362b35 + 267786b25 + 205176b5 + 61824

)
d+

b32
(
29376b55 + 232908b45 + 731589b35 + 1136037b25 + 870060b5 + 262080

)
d+

b22
(
30816b55 + 244576b45 + 768922b35 + 1194906b25 + 915712b5 + 275968

)
d+

b2
(
9792b55 + 77852b45 + 245129b35 + 381417b25 + 292604b5 + 88256

)
d,

α4 =b42
(
4608b55 + 37280b45 + 119320b35 + 188520b25 + 146672b5 + 44800

)
+

b32
(
17664b55 + 139072b45 + 430792b35 + 653512b25 + 482424b5 + 137216

)
+

b22
(
23808b55 + 189016b45 + 593378b35 + 918634b25 + 699144b5 + 208320

)
+

b2
(
14976b55 + 124152b45 + 410536b35 + 676838b25 + 556348b5 + 182400

)
+

4224b55 + 36628b45 + 127035b35 + 220287b25 + 190996b5 + 66240

La cantidad r10 está dada por

r10 =
α5α6

α7α8
,

donde α5, α6, α7 y α8 son

α5 =3b2 (b5 + 2) (4b5 + 7) (7b5 + 12) d,

α6 =8 (b2 (6b2 (4b2 + 17) + 107) + 34) b25+

(b2 (3b2 (218b2 + 925) + 2918) + 931) b5+

4b2 (3b2 (46b2 + 195) + 616) + 788,

α7 =2 (2b2 (b5 + 2) (16b5 + 25) + b5 (32b5 + 109) + 92) ,

α8 =2b22 (b5 (b5 (204b5 + 875) + 1181) + 480) + b5 (b5 (132b5 + 695) + 1223)

2b2 (7b5 + 12) (b5 (24b5 + 71) + 50) + 4 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16) b32 + 720

Las cantidades r20, k10, k20 están dadas por

r20 =
2 (b2 + 3) (7b2 + 3) c2

2b2 (b2 + 3) + 1
, k10 =

7b5 + 12

b5 + 2
, k20 = b2 + 3.
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Resultados algebraicos extensos 127

La cantidad e10 está dada por

e10 =
α9

α10
,

donde α9 y α10 son

α9 =b32
(
144b45 + 940b35 + 2260b25 + 2360b5 + 896

)
+

b22
(
408b45 + 2566b35 + 5862b25 + 5684b5 + 1920

)
+

b2
(
336b45 + 2242b35 + 5544b25 + 6008b5 + 2400

)
+

132b45 + 959b35 + 2613b25 + 3166b5 + 1440,

α10 =b32
(
768b35 + 3960b25 + 6786b5 + 3864

)
+

b22
(
3264b35 + 16812b25 + 28785b5 + 16380

)
+

b2
(
3424b35 + 17664b25 + 30282b5 + 17248

)
+

1088b35 + 5628b25 + 9669b5 + 5516

Las cantidades e20 y σ0 están dadas por

e20 =
(2b2 (b2 + 3) + 1) (b5 (32b5 + 109) + 92) d

(6b2 + 11) (2b2 (b5 + 2) (16b5 + 25) + b5 (32b5 + 109) + 92) c2
,

σ0 =
2b2 (4 (b5 + 1) + 3) (5 (b5 + 1) + 3) d

2b2 (b5 + 2) (16 (b5 + 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15

En todas las cantidades anteriores y en las siguientes, b5 es un parámetro libre estrictamente positivo.

Los elementos de matriz j1,1, j1,2 y j1,3 de la aproximación lineal A1 están dados por las siguientes

cantidades:

j1,1 =
β1
β2
, j1,2 =

β3
β4
, j1,3 =

β5
β6
,
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128 Resultados algebraicos extensos

donde β1, β2, β3, β4, β5 y β6 están dados por:

β1 =− d
(
b42 (b5 + 2) (4b5 + 7)

(
192b25 + 654b5 + 552

)
(b5 (15b5 + 38) + 20) +

b32 (b5 + 2) (4b5 + 7)
(
816b25 + 2775b5 + 2340

)
(b5 (15b5 + 38) + 20) +

b22 (b5 + 2) (4b5 + 7)
(
856b25 + 2918b5 + 2464

)
(b5 (15b5 + 38) + 20) +

b2 (b5 + 2) (4b5 + 7)
(
272b25 + 931b5 + 788

)
(b5 (15b5 + 38) + 20)

)
,

β2 =16b42 (b5 + 1) (b5 + 2) (4b5 + 7) (5b5 + 8) (9b5 + 16) (16b5 + 25) +

16b32 (5b5 + 8)
(
2208b55 + 17384b45 + 53849b35 + 81689b25 + 60303b5 + 17152

)
+

4b22 (5b5 + 8)
(
11904b55 + 94508b45 + 296689b35 + 459317b25 + 349572b5 + 104160

)
+

4b2 (5b5 + 8)
(
7488b55 + 62076b45 + 205268b35 + 338419b25 + 278174b5 + 91200

)
+

(5b5 + 8)
(
4224b55 + 36628b45 + 127035b35 + 220287b25 + 190996b5 + 66240

)
,

β3 =− d
(
b42 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)

(
192b25 + 654b5 + 552

)
+

b32 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)
(
816b25 + 2775b5 + 2340

)
+

b22 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)
(
856b25 + 2918b5 + 2464

)
+

b2 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)
(
272b25 + 931b5 + 788

))
,

β4 =8b42 (b5 + 1) (b5 + 2) (4b5 + 7) (9b5 + 16) (16b5 + 25) +

8b32
(
2208b55 + 17384b45 + 53849b35 + 81689b25 + 60303b5 + 17152

)
+

b22
(
23808b55 + 189016b45 + 593378b35 + 918634b25 + 699144b5 + 208320

)
2b2
(
7488b55 + 62076b45 + 205268b35 + 338419b25 + 278174b5 + 91200

)
+

4224b55 + 36628b45 + 127035b35 + 220287b25 + 190996b5 + 66240,

β5 =− d
(
2b42 (4b5 + 7) 2

(
192b25 + 654b5 + 552

)
+

2b32 (4b5 + 7) 2
(
816b25 + 2775b5 + 2340

)
+

2b22 (4b5 + 7) 2
(
856b25 + 2918b5 + 2464

)
+

b2 (4b5 + 7) 2
(
272b25 + 931b5 + 788

))
,
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Resultados algebraicos extensos 129

β6 =8b42 (b5 + 1) (b5 + 2) (4b5 + 7) (9b5 + 16) (16b5 + 25)

8b32
(
2208b55 + 17384b45 + 53849b35 + 81689b25 + 60303b5 + 17152

)
+

b22
(
23808b55 + 189016b45 + 593378b35 + 918634b25 + 699144b5 + 208320

)
+

2b2
(
7488b55 + 62076b45 + 205268b35 + 338419b25 + 278174b5 + 91200

)
+

4224b55 + 36628b45 + 127035b35 + 220287b25 + 190996b5 + 66240

Los elementos de matriz j2,1, j2,2 y j2,3 de la aproximación lineal A1 están dados por las siguientes

cantidades:

j2,1 = −c2, j2,2 =
(5− 2 (b2 − 4) b2) c2

(b2 + 1) (2b2 (b2 + 3) + 1)
, j2,3 = −(2b2 + 1) (6b2 + 11) c2

2b2 (b2 + 3) + 1

Los elementos de matriz j3,1, j3,2 y j3,3 de la aproximación lineal A1 están dados por las siguientes

cantidades:

j3,1 =
4b2 (b5 + 2) (2 (b5 + 1) + 1) (4 (b5 + 1) + 3) d

(5 (b5 + 1) + 3) (2b2 (b5 + 2) (16 (b5 + 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15)
,

j3,2 =
b2 (2b2 + 1) ((b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15) d

(b2 + 1) (2b2 (b5 + 2) (16 (b5 + 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15)
,

j3,3 =− 2b2 (4 (b5 + 1) + 3) (5 (b5 + 1) + 3) d

2b2 (b5 + 2) (16 (b5 + 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15

La cantidad p0 asociada con A1 está dada por la siguiente expresión:

p0 =
β7
β8
,

que al igual que todas las cantidades anteriores, depende de los parámetros libres y estrictamente

positivos b2, c2, b5 y d. Además, puede observarse con facilidad que p0 es una cantidad estrictamente

negativa.
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130 Resultados algebraicos extensos

Aquí, las cantidades con las que hemos renombrado a p0, β7 y β8, están dadas por

β7 =− c2d2
(
16700061952b52 + 12441364992b42 + 4527095552b32 +

628029696b22 + 448100352b82 + 3693688320b72+

11401393920b62 + 2926934432b5b
2
2 + 50090848320b5b

6
2+

74888632192b5b
5
2 + 56768683104b5b

4
2 + 20931869760b5b

3
2+

1894597632b5b
8
2 + 15906062208b5b

7
2 + 42360337552b25b

3
2+

5967705528b25b
2
2 + 29830562496b25b

7
2 + 96088779936b25b

6
2+

146888179632b25b
5
2 + 113377436216b25b

4
2 + 3477807360b25b

8
2+

129466715932b35b
4
2 + 49009722336b35b

3
2 + 6952764852b35b

2
2+

3616011360b35b
8
2 + 31810976448b35b

7
2 + 105123958680b35b

6
2+

164621001152b35b
5
2 + 115319646140b45b

5
2 + 92463798200b45b

4
2+

35458067164b45b
3
2 + 5062777168b45b

2
2 + 115319646140b45b

5
2+

92463798200b45b
4
2 + 35458067164b45b

3
2 + 5062777168b45b

2
2+

2325745584b45b
8
2 + 21087792312b45b

7
2 + 71743895592b45b

6
2+

2359421121b55b
2
2 + 31278731292b55b

6
2 + 51715235160b55b

5
2+

42297488969b55b
4
2 + 16427596936b55b

3
2 + 945669600b55b

8
2+

8893760688b55b
7
2 + 4759606792b65b

3
2 + 687240852b65b

2
2+

2328880512b65b
7
2 + 8507999616b65b

6
2 + 14501442880b65b

5
2+

12104034004b65b
4
2 + 236740032b65b

8
2 + 1981249952b75b

4
2+

788488864b75b
3
2 + 114387872b75b

2
2 + 33230592b75b

8
2+

345886464b75b
7
2 + 1320209472b75b

6
2 + 2325122560b75b

5
2+

163238400b52b
8
5 + 142033920b42b

8
5 + 57182976b32b

8
5+

8329728b22b
8
5 + 1990656b82b

8
5 + 22284288b72b

8
5+

89487360b62b
8
5

)
,
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β8 =7915528192b32 + 3999866880b22 + 1057013760b2 + 97505280+

1144422400b72 + 3856277504b62 + 7549444096b52 + 9569398784b42+

143360000b82 + 19232827136b5b
2
2 + 5000779520b5b2 + 457609472b5+

20050526208b5b
6
2 + 39063062528b5b

5
2 + 48482705408b5b

4
2 + 39003434240b5b

3
2+

722380800b5b
8
2 + 5878772736b5b

7
2 + 10346227808b25b2 + 939192288b25+

87462749056b25b
5
2 + 106736555584b25b

4
2 + 83835836832b25b

3
2 + 40420580704b25b

2
2+

1579686656b25b
8
2 + 13068087936b25b

7
2 + 45036886400b25b

6
2 + 1101012480b35+

133465510272b35b
4
2 + 102683639840b35b

3
2 + 48494968528b35b

2
2 + 12226198960b35b2+

1959861248b35b
8
2 + 16445084032b35b

7
2 + 57196289856b35b

6
2 + 110862719552b35b

5
2+

78394562584b32b
4
5 + 36327291868b22b

4
5 + 9025623018b2b

4
5 + 806356150b45+

12829298144b45b
7
2 + 44988909168b45b

6
2 + 87119852136b45b

5
2 + 103736823176b45b

4
2+

1509955520b45b
8
2 + 17398085704b55b

2
2 + 4262178374b55b2 + 377796630b55+

22469283344b55b
6
2 + 43505380888b55b

5
2 + 51347437264b55b

4
2 + 38205740544b55b

3
2+

740189120b55b
8
2 + 6359492256b55b

7
2 + 1257322264b65b2 + 110581992b65+

13492758112b52b
6
5 + 15812646496b42b

6
5 + 11608327072b32b

6
5 + 5202266128b22b

6
5+

225563904b65b
8
2 + 1957584000b65b

7
2 + 6964932928b65b

6
2 + 18487808b75+

2770907136b42b
7
5 + 2010607616b32b

7
5 + 887931392b22b

7
5 + 211833856b2b

7
5+

39084032b75b
8
2 + 342327296b75b

7
2 + 1225992192b75b

6
2 + 2377633792b75b

5
2+

152002560b32b
8
5 + 66232320b22b

8
5 + 15605760b2b

8
5 + 1351680b85+

26050560b72b
8
5 + 93880320b62b

8
5 + 182353920b52b

8
5 + 211599360b42b

8
5+

2949120b82b
8
5

Los elementos de matriz j∗1,1, j∗1,2 y j∗1,3 de la aproximación lineal A2 están dados por las siguientes

cantidades:

j∗1,1 =
β9
β10

, j∗1,2 =
β11
β12

, j∗1,3 =
β13
β14

,
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donde β9, β10, β11, β12, β13 y β14 están dados por:

β9 =− d
(
b42 (b5 + 2)

(
192b25 + 654b5 + 552

)
(b5 (24b5 + 85) + 76) +

b32 (b5 + 2)
(
816b25 + 2775b5 + 2340

)
(b5 (24b5 + 85) + 76) +

b22 (b5 + 2)
(
856b25 + 2918b5 + 2464

)
(b5 (24b5 + 85) + 76) +

b2 (b5 + 2)
(
272b25 + 931b5 + 788

)
(b5 (24b5 + 85) + 76)

)
,

β10 =8b42 (b5 + 1) (b5 + 2) (4b5 + 7) (9b5 + 16) (16b5 + 25) +

8b32
(
2208b55 + 17384b45 + 53849b35 + 81689b25 + 60303b5 + 17152

)
+

b22
(
23808b55 + 189016b45 + 593378b35 + 918634b25 + 699144b5 + 208320

)
+

2b2
(
7488b55 + 62076b45 + 205268b35 + 338419b25 + 278174b5 + 91200

)
+

4224b55 + 36628b45 + 127035b35 + 220287b25 + 190996b5 + 66240,

β11 =− d
(
4b42 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)

(
192b25 + 654b5 + 552

)
+

4b32 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)
(
816b25 + 2775b5 + 2340

)
+

4b22 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)
(
856b25 + 2918b5 + 2464

)
+

4b2 (b5 + 1) (4b5 + 7) (9b5 + 16)
(
272b25 + 931b5 + 788

))
,

β12 =8b42 (b5 + 1) (b5 + 2) (4b5 + 7) (9b5 + 16) (16b5 + 25) +

8b32
(
2208b55 + 17384b45 + 53849b35 + 81689b25 + 60303b5 + 17152

)
+

b22
(
23808b55 + 189016b45 + 593378b35 + 918634b25 + 699144b5 + 208320

)
+

2b2
(
7488b55 + 62076b45 + 205268b35 + 338419b25 + 278174b5 + 91200

)
+

4224b55 + 36628b45 + 127035b35 + 220287b25 + 190996b5 + 66240,

β13 =− d
(
4b42 (4b5 + 7) (5b5 + 8)

(
192b25 + 654b5 + 552

)
+

4b32 (4b5 + 7) (5b5 + 8)
(
816b25 + 2775b5 + 2340

)
+

4b22 (4b5 + 7) (5b5 + 8)
(
856b25 + 2918b5 + 2464

)
+

4b2 (4b5 + 7) (5b5 + 8)
(
272b25 + 931b5 + 788

))
,
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β14 =8b42 (b5 + 1) (b5 + 2) (4b5 + 7) (9b5 + 16) (16b5 + 25) +

8b32
(
2208b55 + 17384b45 + 53849b35 + 81689b25 + 60303b5 + 17152

)
+

b22
(
23808b55 + 189016b45 + 593378b35 + 918634b25 + 699144b5 + 208320

)
+

2b2
(
7488b55 + 62076b45 + 205268b35 + 338419b25 + 278174b5 + 91200

)
+

4224b55 + 36628b45 + 127035b35 + 220287b25 + 190996b5 + 66240

Los elementos de matriz j∗2,1, j∗2,2 y j∗2,3 de la aproximación lineal A2 están dados por las siguientes

cantidades:

j∗2,1 = −c2
2
, j∗2,2 =

4
(
−2b22 + b2 + 2

)
c2

(2b2 + 1) (2b2 (b2 + 3) + 1)
, j∗2,3 = −(b2 + 1) (6b2 + 11) c2

2b2 (b2 + 3) + 1

Los elementos de matriz j∗3,1, j∗3,2 y j∗3,3 de la aproximación lineal A2 están dados por las siguientes

cantidades:

j∗3,1 =
b2 (b5 + 2) (2 (b5 + 1) + 1) (5 (b5 + 1) + 3) d

2 (4 (b5 + 1) + 3) (2b2 (b5 + 2) (16 (b5 + 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15)
,

j∗3,2 =
2b2 (b2 + 1) ((b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15) d

(2b2 + 1) (2b2 (b5 + 2) (16 (b5 + 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15)
,

j∗3,3 =− b2 (4 (b5 + 1) + 3) (5 (b5 + 1) + 3) d

2b2 (b5 + 2) (16 (b5 + 1) + 9) + (b5 + 1) (32 (b5 + 1) + 45) + 15

La expresión q0 (d) está dada por el siguiente polinomio univariado en el parámetro d

q0 (d) = − |G (d)| = d3s2 − d2s1 = d2 (s2d− s1) ,

El valor crítico de bifurcación de Hopf d0 corresponde al valor del parámetro d donde q0 (d) se anula,

esto es

d0 (b2, b5, c2) =
s1
s2
,
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134 Resultados algebraicos extensos

donde s1 y s2 están dados por

s1 =2c2
(
48b72ξ1 (b5 + 2) + 8b62ξ2 + 4b52ξ3 + 2b42ξ4 + 2b32ξ5 + b22ξ6 + b2ξ7 + ξ8

)
,

s2 =b72ξ9 + b62ξ10 + b52ξ11 + b42ξ12 + b32ξ13 + b22ξ14 + b2ξ15

Aquí, todos los ξi con i = 1, . . . , 15 son las siguientes cantidades en función del parámetro positivo b5

ξ1 =62208b85 + 972144b75 + 6427612b65+

23663610b55 + 53302233b45 + 75436799b35+

65619972b25 + 32104272b5 + 6764800,

ξ2 =3725568b105 + 69404928b95 + 575283160b85+

2796118336b75 + 8829608957b65 + 18933092811b55+

27919023868b45 + 27950931068b35 + 18173752208b25

+ 6924989952b5 + 1173033984,

ξ3 =35543808b105 + 631720512b95 + 5025839456b85+

23562612988b75 + 72064218959b65 + 150166424825b55

215790936800b45 + 211009828608b35 + 134253027264b25+

+ 50129417152b5 + 8329550848,

ξ4 =175852800b105 + 3041243136b95 + 23597030992b85+

108127417596b75 + 323894768181b65 + 662390544663b55+

936064503244b45 + 901956372576b35 + 566658850400b25+

209393737984b5 + 34516005888,

ξ5 =236344320b105 + 4051485960b95 + 31193642946b85+

142013473737b75 + 423245686481b65 + 862563011451b55+

1216928019704b45 + 1173132597396b35 + 739206664224b25+

274776385856b5 + 45727283200,
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ξ6 =360463104b105 + 6209841312b95 + 48094708244b85+

220501086974b75 + 662656206265b65 + 1363818380569b55+

1946529004890b45 + 1902199610680b35 + 1217910126272b25+

461285441920b5 + 78472519680,

ξ7 =152584704b105 + 2662250040b95 + 20897107802b85+

97175772101b75 + 296462115568b65 + 619991979281b55+

900110715874b45 + 895773366532b35 + 584807824032b25+

226163724416b5 + 39344087040,

ξ8 =28461312b105 + 503791848b95 + 4012386970b85+

18934278365b75 + 58626923780b65 + 124456235172b55+

183441032883b45 + 185368884500b35 + 122901767840b25+

48277110400b5 + 8531712000,

ξ9 =14376960b105 + 253556736b95 + 2010593280b85+

9440091712b75 + 29064405128b65 + 61315460784b55+

89765898176b45 + 90054499840b35 + 59250402816b25+

23087024128b5 + 4045783040,

ξ10 =103587840b105 + 1828122624b95 + 14506015488b85+

68155186176b75 + 209984731232b65 + 443306806160b55+

649468635616b45 + 652031563392b35 + 429313577984b25+

167407464448b5 + 29358653440,

ξ11 =267540480b105 + 4732389888b95 + 37638559872b85+

177258748528b75 + 547436379694b65 + 1158509915468b55+

1701430351776b45 + 1712361364288b35 + 1130267765888b25

441844540928b5 + 77682954240,
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136 Resultados algebraicos extensos

ξ12 =310947840b105 + 5526157824b95 + 44160825408b85+

208971740496b75 + 648486737282b65 + 1378999859720b55+

2035085879896b45 + 2058129989472b35 + 1365117190784b25+

536252620288b5 + 94740336640,

ξ13 =179619840b105 + 3207738624b95 + 25758391968b85+

122481167656b75 + 381922138657b65 + 816054739100b55+

1210057992636b45 + 1229559244912b35 + 819374744384b25+

323369355008b5 + 57393162240,

ξ14 =48291840b105 + 865649664b95 + 6977012352b85+

33297349920b75 + 104204201492b65 + 223449138512b55+

332500404592b45 + 339030241728b35 + 226699122944b25+

89767422976b5 + 15984762880,

ξ15 =4400640b105 + 79052544b95 + 638498832b85+

3053526960b75 + 9575526032b65 + 20574280847b55+

30675344842b45 + 31337857848b35 + 20994050624b25+

8328414976b5 + 1485690880

La cantidad p0 (d0) asociada con la aproximación lineal en el punto X2 es

p0 (d0) =
s3
s4
,

donde s3 y s4 están dados por

s3 =
(
b82ξ16 + b72ξ17 + b62ξ18 + b52ξ19 + b42ξ20 + b32ξ21 + b22ξ22

)
cd20,

s4 =b82ξ23 + b72ξ24 + b62ξ25 + b52ξ26 + b42ξ27 + b32ξ28 + b22ξ29 + b2ξ30 + ξ31
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Resultados algebraicos extensos 137

Here, all ξi with i = 16, . . . , 31 are the following functions of the free positive parameter b5

ξ16 =248832b75 + 3718368b65 + 23085360b55+

77809320b45 + 154551888b35 + 181535616b25+

117038592b5 + 32007168,

ξ17 =3324672b75 + 45607344b65 + 265450392b55+

850851648b45 + 1623679896b35 + 1846132992b25+

1158751872b5 + 309884928

ξ18 =15073920b75 + 197016984b65 + 1100664540b55+

3406761666b45 + 6308922744b35 + 6989896512b25+

4289891904b5 + 1125031680,

ξ19 =30709440b75 + 389692820b65 + 2119325802b55+

6401436054b45 + 11594955676b35 + 12591152928b25+

7588301376b5 + 1957549568,

ξ20 =30375840b75 + 379695716b65 + 2035217402b55+

6062594060b45 + 10836850366b35 + 11621078408b25+

6921004928b5 + 1765529600,

ξ21 =14381472b75 + 178678756b65 + 951770906b55+

2817178926b45 + 5003432532b35 + 5331099344b25+

3154711488b5 + 799678976,

ξ22 =2620992b75 + 32563852b65 + 173375078b55+

512707234b45 + 909393214b35 + 967331048b25+

571289536b5 + 144487680,
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138 Resultados algebraicos extensos

ξ23 =589824b75 + 6873088b65 + 34115840b55+

93452480b45 + 152467136b35 + 148024832b25+

79097600b5 + 17920000,

ξ24 =4915200b75 + 56692736b65 + 278252032b55+

752676288b45 + 1210582016b35 + 1156099456b25+

605889792b5 + 134092800,

ξ25 =16465920b75 + 188528640b65 + 918138752b55+

2462904352b45 + 3925200608b35 + 3710414720b25+

1921873600b5 + 419468288,

ξ26 =29392896b75 + 336223232b65 + 1637303168b55+

4396393088b45 + 7022784832b35 + 6664981472b25+

3473730944b5 + 765229568,

ξ27 =31162368b75 + 358833152b65 + 1762411728b55+

4784088620b45 + 7747794284b35 + 7481465952b25+

3985539200b5 + 902785536,

ξ28 =20398080b75 + 237882368b65 + 1185773504b55+

3274706844b45 + 5410727808b35 + 5348177696b25+

2927853888b5 + 684742912,

ξ29 =8048640b75 + 95249920b65 + 482500768b55+

1356245516b45 + 2284663048b35 + 2306554624b25+

1292274224b5 + 309960960,
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ξ30 =1695744b75 + 20318976b65 + 104280064b55+

297149398b45 + 507758880b35 + 520306936b25+

296050912b5 + 72157440,

ξ31 =135168b75 + 1632512b65 + 8446180b55+

24265775b45 + 41810375b35 + 43204648b25+

24791792b5 + 6094080

La cantidad − trG (d0) asociada con A2 está dada por la siguiente expresión:

− trG (d0) =
ξ32
ξ33

,

donde ξ32 y ξ33 están dados por

ξ32 =b32
(
2592b55c2 + 29904b45c2 + 131160b35c2 + 277776b25c2 + 286656b5c2 + 115968c2

)
+

b22
(
23616b55c2 + 230080b45c2 + 892276b35c2 + 1721568b25c2 + 1652416b5c2 + 631168c2

)
+

b2
(
45096b55c2 + 406772b45c2 + 1472172b35c2 + 2670560b25c2 + 2426592b5c2 + 882944c2

)
+

19272b55c2 + 173476b45c2 + 625212b35c2 + 1127364b25c2 + 1016704b5c2 + 366720c2,

ξ33 =b32
(
1920b55 + 17472b45 + 63380b35 + 114584b25 + 103264b5 + 37120

)
+

b22
(
6720b55 + 61152b45 + 221830b35 + 401044b25 + 361424b5 + 129920

)
+

b2
(
3840b55 + 34944b45 + 126760b35 + 229168b25 + 206528b5 + 74240

)
+

480b55 + 4368b45 + 15845b35 + 28646b25 + 25816b5 + 9280

La condición de transversalidad que se obtiene del determinante de la matriz de suma bialterna

asociada a A2 es

−Dd (|G (d0)|) = −s
2
1

s2
< 0
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