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Introduaccion

En muchos campos#de.la ciencia, cominmente observamos una variable de
respuesta junto con um_.gran numero de variables explicativas potenciales, y
deseamos ser capaces desdescubrir cudles son las variables que estan verdade-
ramente asociadas con la@éspuesta. El control de la tasa de falsos positivos
en el andlisis de datos y la reduccion de la tasa de falsos positivos en investi-
gacion cientifica, son aspectosdinportantes en la validacién de resultados y la
toma de decisiones basadas en datos.

Algunos métodos para redutCir la tasa—de falsos positivos en investigacién
cientifica incluyen el uso de pruebas dé significancia estadistica apropiadas,
el ajuste de p-valores para multiples pruebas, el uso de técnicas de validacion
cruzada y la replicacion de estudios.

En el analisis de datos, es importante atilizatf ,métodos como la validacion
cruzada, la selecciéon de caracteristicas’y la regtilatizacion para controlar la
tasa de falsos positivos.

Supongamos que tenemos registros de una variable de respuesta de interés Y
y muchas variables explicativas potenciales X; en n unidades de observacion.
Nuestras observaciones obedecen un modelo de regresién linealsclasico

Y = X3+,

donde Y € R” es un vector de respuestas, X € R"*P) es una matrizceonocida,
B € R? es un vector de coeficientes desconocido, y € ~ N(0,021) es un|vector
aleatorio de ruido.

Una técnica comun para predecir el valor de datos desconocidos mediante el
uso de otro valor relacionado y conocido es la regresion lineal. La regresion
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lineal e§ un método estadistico que modela la relacion entre una variable de-
pendiente y una o méas variables independientes, y se utiliza para pronosticar
el valor de la variable dependiente basandose en los valores de las variables
independiéntes.

Entre los métodos mas utilizados para seleccionar variables en un modelo de
regresion lineal clésico tenemos el Stepwise y Lasso, los cuales trabajan mini-
mizando el error deftipe I, es decir de la probabilidad de rechazar una variable
cuando se debid aceptar.

El modelo Stepwise es un, método de selecciéon de variables en el que se van
anadiendo o eliminando variables del modelo de forma secuencial, con el ob-
jetivo de encontrar el conjuntooptimo de variables predictoras, por otro lado,
Lasso es un método de regulafizacion que penaliza los coeficientes de las
variables menos importantes, forzédndolos a ser cero y asi seleccionando au-
tomaticamente las variables mas relevantes.

En ese sentido podemos seleccionar variables con modelos que se concentren
en reducir el error de tipo I, es degir, la probabilidad de aceptar una variable
cuando se debié rechazar. En [Barberand Candes, 2015] se expone la meto-
dologia de Knockoff, la cual consiste“em™un niétedo para reducir el error tipo
IT en la seleccién de variables en modelos de regresion lineal.

El propésito de esta tesis es mostrar el funcionamiento.de esta metodologia de
seleccion de variables via knockoff en modelos de regrésion lineal en los casos
p<n,p<n<2pyn < p (dimensién p mucho més grande al tamano de la
muestra n). También se analizard su tasa de falsos positivos en comparacién
a otros métodos y se mostrard una aplicacién a datos reales.

La tesis esta dividida de la siguiente manera: en el capitulo 1 se d& na breve
explicacion del modelo de regresion lineal y algunos métodos de seleccion de
variables; en el capitulo 2 se presenta el concepto de descubrimientos falsos
en pruebas de hipétesis multiples, asi como algunas pruebas en donde. se
intenta minimizar dicho error; en el capitulo 3 se expone la metodologia-de
knockoff, asi como su aplicacion; en el capitulo 4 se presentan los resultados
de un estudio por simulacion del comportamiento de los métodos de seleccion
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Stepwise, Lasso y knockoff, también una aplicacion a datos reales; finalmente
se pr an las conclusiones de la tesis y dos apéndices, uno con detalles
técnico tro con los codigos en R utilizados en este trabajo.
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Capitulo 1

Modelos lineales y seleccion de
variables

1.1. Introduccion

En este capitulo se presentaran ¢omceptos basicos del Modelo Lineal y de al-
gunos métodos de seleccién de, variables, que seran empleados mas adelante
en el analisis estadistico de datos.

A continuacion, presentamos .definiciohes y resultados de acuerdo a
[Draper and Smith, 1998].

1.2. Modelo de Regresion Lineal ‘general

El modelo de regresion lineal general en estadistica esatn enfoque para modelar
la relacién entre una variable dependiente y una o mas/variables independien-
tes. Se utiliza para predecir el valor de la variable depewdiente en funcion de
las variables independientes. El modelo asume que la relagién entre las varia-
bles es lineal y se puede expresar mediante una ecuaciéon matematica.

En este modelo, se ajusta una linea recta a los datos para minimizar la dis-
tancia entre los valores observados y los valores predichos por el 'miodelo. La
ecuacion del modelo de regresion lineal general es

Y =06X +e,

donde Y es un vector de observaciones de (n x 1), X es una matriz de carac-
teristicas conocidas de (n x p), § es un vector de parametros de (p x 1), € es

1
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un vector de errores de (n x 1), con Ele] = 0y Varle] = Io?, por lo que los
elementos de € no estan correlacionados.

Ya que Efel/= 0, una manera alternativa de escribir el modelo es
ElY] = X5.
La suma de los cuadrados de los errores esta dada por
S (v — XBY (Y — XB)
L£VY - XY - Y'Xp+ X' XP
=YY 28'X'Y + B X'X8. (1.1)

La estimaciéon de minimos cuadrados de 5 es el vector b, que cuando se sus-
tituye en [ minimiza €e. Esto"puede ser determinado por la diferenciacion
de ([1.1) con respecto a 8 y establéciendo la ecuacién matricial resultante al
igualar a cero, al mismo tiempo que se reemplaza 3 por b. Esto proporciona
la ecuacion normal

(X'K)b =7X2. (1.2)

Surgen dos casos principales: ya sealque ¢onsiste en p ecuaciones inde-
pendientes en p incognitas, o algunas ecuacion€s-dependen de otras de modo
que haya menos de p ecuaciones independientes-€ntlas p incégnitas. Si algu-
nas de las ecuaciones normales depende de otras#X!X es singular, asi que
(X’X)~! no existe, entonces el modelo deberia ser expresado en términos de
menos parametros o restricciones adicionales en los parametros deben ser im-
puestas o asumidas; si las p ecuaciones normales son independientes, X'X
es no singular y su inversa existe, en este caso la solucién-de las ecuaciones
normales puede ser escrita como

b= (X'X)'X'Y.
Esta solucién b tiene las siguientes propiedades:

1. Es un estimador de 3 que minimiza el error de la suma de cuadrados’€’e,
independientemente de cualquier distribucién de los errores.
Una suposicion de que los errores € se distribuyen normalmente no es
necesaria para obtener la estimacion b, pero esto se requiere mas tarde
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para hacer pruebas que dependen de la suposicion de normalidad, como
la.prtueba t o F, o para obtener intervalos de confianza basados en estas
distribuciones.

2. Los eleméntos de b son funciones lineales de las observaciones Y7, Ys, ..., Y,
y proporeionan estimaciones insesgadas de los elementos de 3, las cuales
tienen la minima varianza (entre cualquier funcién lineal de las Y/s que
proporciona estimaciones insesgadas), independientemente de las propie-
dades de la distribucion de los errores.

Supongamos quegtenemos una expresion I’ = L1Y] + LYo + -+ + 1Yy,
la cual es una funeién lineal de las observaciones Y7, Ys, ..., Y,, que es
usada como un estimador de un parametro #. Entonces T' es una variable
aleatoria cuya distribueién de probabilidad dependera de la distribucion
de las Y/s. Si repetidamente tomamos muestras de Y/s y obtenemos las
correspondientes T”s, generamos la distribucién empirica de T'. Si ha-
cemos esto o no, la distribucién de T tendrda un valor medio definido
que escribiremos como FJT| y una varianza que escribiremos como V[T7].
Si sucede que la media“de la distribucion de T es igual al parametro
# que estimamos con T, esvdecir,"EfI] = 6, entonces decimos que T
es un estimador insesgado de 6,°La palabra estimador es normalmente
usada cuando nos referimos a Ja‘expresion tedrica para T en términos
de muestras Y/s. Un valor numéfico espeeifico de T' puede ser llamada
una estimacion insesgada para . Si tenemos“tedas las funciones lineales
posibles T1,T5, ... de n observaciones Y7, Ys, . .#,Y,, v si las T"s satisfacen

0=ED]=FED]="-,

es decir, todas son estimadores insesgados de 6, entones el que tenga el
valor mas pequeno de VI[Tj], i = 1,2,..., es el estimadoriinsesgado de
varianza minima de 6.

1.2.1. Una justificacién para usar minimos cuadrados

Si los errores son independientes y ¢; ~ N (0, 0?), entonces b es el estimador de
maxima verosimilitud de 5. En términos vectoriales, podemos expresar ‘que
e ~ N(0, Io?). Esto significa que € sigue una distribucién normal multivariada
n-dimensional con Ele] = 0y V]e] = Io?, es decir, € tiene una matriz de va-
rianza y covarianza cuyos elementos en la diagonal, Vle;], i = 1,2,...,n, son
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todos o?, mientras que los elementos fuera de la diagonal (covarianza entre ¢;
y € conl.# j =1,2,...,n) son todos ceros.

La funcién de verosimilitud para la muestra Y7, Y5, ...,Y,, es definida en este
caso como el producto

e b e 1 ooy
a(2m)1/2 o (2m)n/2 '
i 770(2m) (2m)
Asi, para un valor fijorde.o, maximizar la funciéon de verosimilitud es equiva-
lente a minimizar la cantidad ¢’e. Note que este hecho puede ser usado para
proveer una justificacion para el procedimiento de minimos cuadrados (para
minimizar la suma de cuadrados-de errores), porque en algunas situaciones el
supuesto de que los errores esténdistribuidos normalmente es bastante sensi-
ble. En cualquier caso, se debe aweriguar si este supuesto parece ser violado,
examinando los residuales del analisis de regresion.

Si hay conocimiento disponiblé_previo’sebre la distribucién de los errores,
quiza por consideracién tedricaro’por coneGimiento previo soélido del proceso
de estudio, el argumento de maximasverosimrilitud podria ser usado para ob-
tener estimaciones basadas en un criterio distimto de minimos cuadrados. Por
ejemplo, supongamos que los errores €;,4 = 1,2~ .,n, son independientes y
siguen la distribucién doble exponencial

fler) = (20) eV (—o0 < & <09)

en lugar de la distribucion normal

1 2 2
—€7/20
fle) = ———5€e
como es usualmente asumido. La funcién de densidad doble expoefiencial tie-
ne un pico de altura 1/20 en ¢; = 0, y sus colas tienden a cero @tiando ¢;
tiende a mas y menos infinito. Entonces la aplicacion del principio ‘dé méxi-
ma verosimilitud para la estimacién de 3, asumiendo a o fija, implicaria la

minimizacién de
n

Z|€i|7

1=1
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la suma’ de los errores absolutos, y no la minimizacién de

n

2
€
=1

la suma de 1S, ¢uadrados de los errores.

1.3. Propiedades de los minimos cuadrados

Asumiendo que Ele] &0, Var|e] = Io?, podemos proceder con los siguientes
pasos independientemente.si los errores estan distribuidos normalmente o no:

1. Los valores ajustados_son obtenidos de Y = Xb.

2. Los vectores de los residiales estan dados por € = Y — Y. Se cumple
que > ¢, eiffi = 0, cualquiera que sea el modelo lineal. Esto se puede ver
multiplicando la j-ésima ecuaeién normal por la j-ésima coordenada de b
y sumando los resultados.,Si existe un término [ en el modelo, también
se cumple que ZZ 1 € F0Los-€7y Y,, 1= 1,2,...,n, son los i-ésimos
elementos de los vectores £y Y respectlvamente ASI Y =0=Y €,

¢'1 =0 = 1’e siempre y cuando.el médelo contiene fy.

3. V[b] = (X’ X)"'o? proporciona Ja§ variarizas y covarianzas de las estima-
clones.

4. Supongamos que X es un vector especificode)(1 x p) cuyos elementos
corresponden a una fila de X tal que YO X(jb =X es el valor ajustado
en una ubicacion especificada definida por Xg. Per ejemplo, si el modelo
fuera Y = By + /1 X + B11X? + ¢, entonces X =(1rXy, XZ) para un
valor dado X. Entonces 1//\0 es el valor predicho en Xy por la ecuacién de
regresion y tiene varianza

V(Yy) = X[V ()Xo = XHX'X) ' X0
5. Un andlisis basico de la tabla de varianza puede ser construide como
sigue:

Sa. Si un término [ esta en el modelo, podemos subdividir la suma de
cuadrados en

SS(by) = % -y,
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Fuente df SS MS
Regresion ~ p VX'Y M Sregresion
Residual n—p Y'Y —VX'Y MSgesidua

Total n Y'Y

VAL
39S (Regresion|by) = SS(Reglby) = V' X'Y — (Z:TZ)

Estas sumas, de cuadrados se basan en 1 y p — 1 grados de libertad,
respectivamente.

5b. Si hay observaciones disponibles repetidas podemos separar la S5
residual en SS(error puro) con n. grados de libertad, la cual estima
neo? y SS(falta de“ajuste) con (n — p — n.) grados de libertad. Las
repeticiones ahora deben ser repeticiones en todas las coordenadas
X1, Xo, ..., X} de las_wvariables predictoras. Esto proporciona una
tabla del andlisis de varianza como sigue

Fuente df. SS MS
Regresién|bg p—1 SS(Réglby) M S(Regl|by) Regresion
Falta de ajuste n —p—n.~71=SS5(lof) MS(lof) S
Error puro Te SS(pe) M S(pe) } Residual
Total n Y'Yy

El estadistico R?

La razon

Y'Y - SS(b) N (Yi-Y)? |
es una extension de la cantidad definida por la recta de la regresiéon lineal y
es el cuadrado del coeficiente de regresién multiple. Otro nombre)para R? es
el coeficiente de determinacion multiple.

R? es el cuadrado de correlacién entre Y y Y y 0 < R? < 1. Si el ertor puro
existe, es imposible que R? en realidad alcance 1. Un ajuste perfecto (para los
datos en el cual }72 =Y, es un evento improbable en la practica, que produciria
R? =1.

SiV, =Y, estoes, sib =by=...= by—1 = 0, entonces R* = 0. As{ R es
una medida de la utilidad de los términos, ademas de [, en el modelo.

R2
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El estadistico R? ajustada

Supongamos que p es el nimero total de parametros en el modelo ajustado
(incluyendora By) v SS,—, es la suma de cuadrados de los residuales corres-
pondientes£Fenemos definido el estadistico R?, una medida de cantidad de
variaciéon alrédedor de la media de los valores ajustados, como

, VXY —nY | BSSuy
vy —ay.  CTSS’

2

R (1.4)

donde C'T'SS denota‘la.suma total corregida de los cuadrados Y'Y — nY’ y
donde n es el numero total de observaciones.

Un estadistico relacionadé<@l cual es preferido por algunos autores, es la R?
ajustada la cual se define, emhuestro contexto, como

o, (RSS,)fh—p) o (n—1
Ro=1- " orss /@D (1 R)(n_p),

En este estadistico se realizastin ajuste a los correspondientes grados de li-
bertad de las cantidades RSS2, y CUSS, la idea es que el estadistico R?
puede ser usado para comparar los valofes.ajustados no solo de un conjunto
especifico de datos, sino también~de-dos ogmas conjuntos de datos completa-
mente diferentes. La equivalencia de-des numeradores en las ecuaciones
y puede establecerse de la siguiente manepa:

YV -Y)?2=> V- (Y ) n

AN, AN

Y YVE=Y'Y = (Xb)(XD)
— b X'Xb (1.5)
= v XY,

ya que X’ Xb = X'Y, por la ecuacién normal.

1.4. Propiedades de los minimos cuadrados cuando
e ~ N(0, 0%

La descomposicién en el analisis de varianza es solo una igualdad algebraica
y no depende de las propiedades distributivas de lo errores. Sin embargo, si
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asumimios adicionalmente que ¢; ~ N(0,0?) y que los ¢; son independientes,
podemos hacer lo siguiente:

1. Probar la falta de ajuste utilizando la razon

SS(lof)/(n —p — ne)
SS(pe)/ne

como una variable con distribuciéon F[n — p — n,,n.] y comparar este
valor con su cuantil de cola superior «, F[(n — p — n.),ne, 1 — a]. Si no
hay falta de ajuste,.SS(residual)/(n — p) = M Sp, usualmente llamado
s?. es un estimadordhsesgado de o2. Si la falta de ajuste no puede ser
probada, el uso de s? como un estimador de o2 implica una suposicién de

que el modelo es correeto’_(Si el modelo no es correcto, s? generalmente

serd demasiado grande yarque es una variable aleatoria con una media
mayor que o2. Sin embargd, debido a la fluctuacién de muestreo - ya que
es una variable aleatoria - también podria ser demasiado pequeno).

2. Probar la ecuacién de régresion general usando la razon cuadratica media

(85 (Reglbo)d(p —1)]

> (1.6)
como una variable F(p — 1,v), donde v"=" — p.
La distribucién de R?
Vemos que
B2 _ SS(RegresioE]bo)
2 (Yi = Y)?
B SS(Regresion|by) (1.7)
~ SS(Regresion|by) + ResidualSS '
o UlF
- ’UlF + U27

donde la igualdad
_ SS(Regresion|by) /v

F—
ResidualS'S /vy

es nuestro estadistico F' habitual para probar la regresion general dada by,
esto es, para probar la hipdtesis nula Hy : que todos los f's (excluyendo )
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son cerd, contra la hipétesis alternativa H; : que al menos una de las (s
(excluyendo ) no es cero. El valor de [ es irrelevante para la prueba. En
la ecuacion podemos establecer v1y = p — 1, v = n — p. Bajo Hy, F
es distribtiida como una variable F(vy,vs). Un teorema estadistico nos dice
que R? sigueama distribucién 3 (%Ul, %'UQ), llamada la distribucién beta y en
este caso con %vl v %?)2 grados de libertad. Podria probarse Hy vs H; usando
la distribucién de) R2, el resultado serfa exactamente equivalente a la prueba
estdndar F, el puho critico para R? puede ser obtenida de la ecuacién ([1.7)

con F(p—1,n—p, I ="@) sustituido por F.

Continuando con la lista de propiedades tenemos lo siguiente:

3. Si usamos un estimador€2 para o2, los limites de confianza del 100(1 —
a) % para el verdadero valor de la media de Y en X son obtenidos por

N 1
Yy + t(v, 1 éoz)sv\/X(’)(X’X)—lXo.

4. Se tiene que
AN (B X) " o?).

5. Se obtienen intervalos de confiemza del"100(1 — ) % individuales para
los diversos parametros por separado, con'la férmula

b; t(v,1 = a/2)se(b;), (1.8)

donde el “se(b;)” es la raiz cuadrada del i-ésimd término de la diagonal de
la matriz (X'X)~1s?. Estos intervalos pueden sét Msados para definir un
bloque rectangular en el espacio de las §'s. Este blogué,no es propiamente
una region de confianza conjunta para los (3’s.

6. Se obtiene una regiéon de confianza conjunta del 100(1 — o) % para todo
los parametros de 3 de la ecuacion

(6 T b)/XIX<B o b) :p82F(p7U7 - O‘)a

donde F'(p,v,1 — «) es el punto 1 — « (cuantil de cola superior )'de la
distribucién F(p,v) y donde s? tiene el mismo significado que arriba y el
modelo es asumido como correcto. Esta igualdad es la ecuacion del ‘con-
torno de una “ forma eliptica ” (o mdas generalmente “forma elipsoidal”)
en un espacio que tiene tantas dimensiones p, como parametros en [3.



10 CAPITULO 1. MODELOS LINEALES Y SELECCION DE VARIABLES

1.4.1. Limites de Bonferroni

Un conjunto mas conservador de intervalos (es decir, mas amplios) de la forma
de esfobtenida si reemplazamos t(v,1 — a/2) por t(v,1 — a/(2p)). Se
puede deméstrar que estos intervalos tienen conjuntamente un coeficiente de
confianza de‘alVmenos 1 — a.

1.5. Métodos de Seleccion de Variables

En muchas ocasiones@e~tiene un conjunto grande de posibles variables re-
gresoras, una pregunta €s saber si todas las variables deben de entrar en el
modelo de regresion o biengué variables deben de entrar o no al modelo. En
ocasiones, ajustamos un modelo-de regresion teniendo una idea clara de las
variables que debemos incluir eomo regresoras. Es mas frecuente, sin embargo,
el caso en que solo tenemos una gdea aproximada de la forma adecuada para
nuestro modelo, y debemos decidir-eon criterio estadistico qué regresores de-
ben ser incluidos. Para enfrentar este tipe de situaciones necesitamos, por una
parte, criterios de bondad de ajuste, capaces de permitirnos comparar distin-
tos modelos ajustados a una misma muestra. Ademads, requerimos estrategias
de seleccién de variables que generensde formraautomatica o semi-automatica
subconjuntos a partir de todas las posibles Cofifiguraciones de modelos, con
el objetivo de identificar la opcion éptima.

1.5.1. Regresion Stepwise

La regresion paso a paso (stepwise) es la construccién iterativa paso a paso
de un modelo de regresion que implica la selecciéon automatica de variables
independientes. Las definiciones y resultados que se presentan_a continuacion
fueron obtenidos en [Draper and Smith, 1998].

El procedimiento de regresion Stepwise comienza seleccionando una ecuacion
que incluya la mejor variable X, la cual es la mas significativa para el modelo
segun el criterio utilizado. Luego, mediante adiciones sucesivas de vatiables
X;, una a la vez, siempre que la adicion sea significativa, se construye un‘mo-
delo final en el que todas las variables son significativas. El orden de la adicion
se determina utilizando los valores estimados de la prueba F' para decidir qué
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variable debe ingresar a continuacion. Se compara el valor estimado F, mas
alto cow’un valor de entrada Ffg (seleccionado o predeterminado). Después
de agregar una variable, se examina la ecuacién para determinar si se debe
eliminar algina.

El procedimienté+basico es el siguiente:

Primero, seleccionamps la variable X; con la mayor correlacién con Y (di-
gamos X7). Asi obtenemos la ecuacién de regresion lineal de primer orden
Y = f(X1) y verificamos si.esta variable es significativa segun el criterio utili-
zado. Si no lo es, la eliminamos y adoptamos el modelo Y =Y como el mejor.
En caso contrario, buscanios”la segunda variable predictiva para incluirla en
la regresion.

Examinamos los valores I parciales de las variables que no estan en la regre-
sién. La variable X; con el valor, F' parcial mas grande (supongamos que es Xs)
se selecciona, y se ajusta una/segundageguacion de regresion Y = f(Xq, Xo).
Se verifica la significancia de lasregresion’ global, se revisa si mejora el valor
de R?, y se examinan los valorés_F parcidles de ambas variables en la ecua-
cion. El valor més bajo de estos valefes F' parciales se compara con un punto
porcentual apropiado de la distribucion. F'. La“variable predictora correspon-
diente se retiene o elimina de la ecuacion segunglaysignificancia de la prueba.
Esstas pruebas sobre el “predictor actual menos usil'en la ecuacién” se llevan
a cabo en cada etapa del procedimiento Stepwise.

Un predictor que podria haber sido el mejor candidatos€n_una etapa inicial
puede volverse innecesario en una etapa posterior debido atlas relaciones con
otras variables actuales en la regresion. Para verificar esto, se utiliza el crite-
rio del valor F' parcial para cada variable en la regresién en“cada etapa del
célculo. Luego, se compara el valor mas bajo de estos (que puede.estar asocia-
do con la variable més reciente o con una anterior) con un punto.porcentual
preseleccionado de la distribucién F' apropiada o un valor F' predeterminado.

Ejemplo 1.5.1 Para ilustrar el funcionamiento de la metodologia de Stepwise
en la seleccion de variables, se realizo una regresion lineal por simulacion.eon
n = 200 observaciones de p = 100 variables, de tal forma que solo 30 de estas
variables fueran significativas, es decir, que en la regresion su correspondiente



12 CAPITULO 1. MODELOS LINEALES Y SELECCION DE VARIABLES

B; es distinta de cero. Los subindices de las variables con coeficientes distintos
de cerofueron:

4 10 15 19 20 24 31 36 37 40
42 44 58 61 65 66 67 68 70 75
76 79 80 8 87 93 94 97 99 100.

Utilizando la metodologia de Stepwise, y el paquete “bigstep” de R, se selec-
cionaron las siguientes variables, en azul se marcan las correctas.

15 49 36 37 40 44 64 66 67 68
70 7546 79 81 86 87 93 94 97
99 100.

Podemos notar que el método de”Stepwise selecciond varias variables de forma
correcta 1y pocas incorrectas.

Ejemplo 1.5.2 La metodologiade Steptise se puede extender al caso de di-
mension alta (p > n). Para iluStpar est€ caso, se realizo una regresion lineal
por simulacion con n = 100 observacionessde p = 300 variables, de tal forma
que solo 30 de estas variables fueran=significativas, es decir, que en la regre-
sion su correspondiente [3; es distint@ deycero. Los subindices de las variables
con coeficientes distintos de cero fueron,

5 22 26 42 53 67 85 103117 137
153 171 172 182 187 189 191 208 220 222
224 232 238 242 243 255 266 275 276.289.

Utilizando la metodologia de Stepwise, y el paquete “bigstep” de R, se selec-
cionaron las siguientes variables, en azul se marcan las corre€las.

16 22 25 206 41 67 &5 103 142 147
154 171 172 188 207 221 222 229 231 232
236 238 241 253 255 265 266 275 281 282
285 287 297.

Podemos notar que el método de Stepwise en este caso de dimensiona alta,
selecciono pocas variables de forma correcta y varias incorrectas.
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1.5.2. Método de minimos cuadrados penalizados

Como se'menciona en |[Gonzalez et al., 2015], la idea clave del método que se
describe “a.eontinuacion es la penalizacién, la cual evita el sobre ajuste de-
bido al gran-mimero de variables predictoras imponiendo una penalizacién o
término de penalizacion, el cual obliga a que algunas componentes del vector
de pardmetros’3 = (1, ..., Bp) sean cero. La eleccién del parametro de pena-
lizacion es fundamental, por lo cual es necesario un procedimiento que estime
el valor de dicho parametro a partir de los datos.

Para ello se propone unsénfoque unificado a través de minimos cuadrados
penalizados, que consiste ew’estimar el vector de parametros S minimizando
la siguiente expresion:

n p
> (i = €87+ A mIBiD), (1.9)

i=1 j=1
donde p) es la funcion de pénalizaciondiie serd diferente para cada método y
A es el parametro de penalizacién; el ctial debe ser elegido a través de algun
procedimiento basado en los datos.muestrales. De este modo estimamos el
vector 5 como el que minimiza la expresién(((1.9)) y se denotara por B\n Note-
mos que si A = 0, este estimador es igual al estimador de minimos cuadrados

ordinarios.

Se proponen tres condiciones deseables que un métode’de penalizacion deberia
cumplir:

e Esparsidad: efectuar seleccion de variables automaticamente, es decir,
tener la potencialidad de fijar variables a cero.

e Continuidad: ser continuo en los datos para evitar inestabilidad en la
prediccion.

e Insesgadez: tener bajo sesgo, especialmente para valores grandes.de los
coeficientes f3;.

A continuacién se describen dos métodos de regresién penalizada, el método
Ridge y Lasso, los cuales difieren en los tipos de penalizacién p(A) utilizada.
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1.5.3./ Método Ridge

Las definiciones y resultados que se presentan a continuacién fueron obtenidos
en [Hastic et al., 2015].

La regresion‘de Ridge reduce los coeficientes de regresiéon al imponer una
penalizacion en sm tamano. Los coeficientes de Ridge minimizan una suma
residual de cuadrados penalizada,

N p 2 p
[ridse — arg mﬁl’n Z (yZ — Bo — Z xijﬁj) + A Z 5]2 : (1.10)
i=1 j=1 j=1

Aqui A > 0 es un parametro,de complejidad que controla la cantidad de con-
traccién, cuanto mayor es el valor de A, mayor es la cantidad de contraccion,
los coeficientes se reducen hacia gexo (y entre si).

Una forma equivalente de esetibir el problema de Ridge es

N P 2 P
5”‘196 = arg mﬁlnz <yz — Po= Z %‘jﬁj) ,sujeto a Z 612 <t, (1.11)
i=1 §=1 J=1

que hace explicita la restriccion de tamano en los.parametros. Existe una co-
rrespondencia uno a uno entre el parametro A en y t en . Cuando
hay muchas variables correlacionadas en un modeléde regresion lineal, sus
coeficientes pueden llegar a estar mal determinadoS-y\exhibir una varianza
alta. Un coeficiente positivo grande en una variable puede ser cancelado por
un coeficiente negativo igualmente grande de la variablesCorrelacionada. Al
imponer una restriccion de tamano en los coeficientes, como en (|1.11)) este
problema se resuelve. Las soluciones de Ridge no son equivalentes bajo la es-
cala de las entradas, por lo que normalmente se normalizan las entradas antes
de resolver (1.10). Ademés, notemos que el intercepto () ha quedado fuera
del término de penalizacion.

La penalizacion del intercepto haria que el procedimiento dependa del ‘origen
elegido para Y'; es decir, agregar una constante c a cada uno de los objetivos
y; no solo resultaria en una desviacién de las predicciones por la misma can-
tidad c. Se puede mostrar que la solucién a puede ser separada en dos
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partesgdespués de la reparametrizacion usando entradas centradas, cada x;;
es reemplazada por z;; — ;. Estimamos [y por y = % Zf\il y;. Los coeficientes
restanteés_se estiman mediante una regresion de Ridge sin intercepto, usando
las x;; cenitpales. En adelante, suponemos que este centrado se ha realizado,
por lo que la<matriz de entradas X tiene p (en lugar de p + 1) columnas.
Escribiremos els€riterio en (|1.10) en forma matricial

RSS(N) = (y — XB)"(y — XB) + A8 B, (1.12)

la solucion de la regrésion Ridge esta dada por

Bridss = (XTX + M) X7y, (1.13)

donde I es la matriz identidad de p x p. Note que con la eleccion de pe-
nalizacién cuadratica 87/, la,solucién de la regresién Ridge es nuevamente
una funcion lineal de y. La solugién agrega una constante positiva a la dia-
gonal de X7 X antes de obtener la_inlversa. Esto hace que el problema sea no
singular, incluso si X7 X no-s de'rango completo, y fue la principal moti-
vacion para la regresion de Ridge cuando se introdujo por primera vez por
[Hoerl and Kennard, 1970]. La'descripcidn- tradicional de la regresién Ridge
comienzan definiendo (|1.13)).

1.5.4. Método Lasso

Las definiciones y resultados que se presentan a continnacion fueron obtenidas
en [Friedman et al., 2001].

Dada una coleccién de N pares de respuestas predictivas &fa;, yi)}Y,, Lasso
encuentra la solucién (5, 3), para el problema de optimizacién

N D 2
1
mi%irgize ON Z <yz — Bo — Z xijﬁj) (1.14)
’ i=1 j=1

p
sujeto a Z 18| < t.
j=1

La restriccién Y. | |3;| <t puede ser escrita de manera més compacta como
la restriccién || B ||1< t. Ademés (1.14]) es usualmente representada usando
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la nota¢ién matriz-vector. Sea y = (y1,...,yn) que denota el N-vector de
respuesta, y sea X una matriz de N X p con z; € R en su i-ésima fila,
entonces el problema de optimizacién ((1.14])) puede ser reescrito como:

1
minjmize{— |y — Bl — X8 Hg} (1.15)
s (2N
sujetoa || B8 1< t,
donde 1 es el vector de~N unos y || - ||2 denota la norma euclidiana usual

sobre vectores. La cotas# limita la suma de los valores absolutos de la esti-
macion de los parametrostBado que una estimacién de parametros reducidos
corresponde a un modelo més.fuertemente restringido, esta cota limita qué
tan bien podemos ajustar los datos.

Por lo general, primero estandarizamos los predictores X para que cada co-
lumna esté centrada (4 S V77 = 0) ytenga varianza unitaria (v S, 7 =
1). Sin estandarizacién, las soldciones de lLasso dependerian de las unidades
(por ejemplo pies contra metros) mtilizadéds.para medir los predictores. Por
otra parte, normalmente no estandarizariameos-si las caracteristicas se midie-
ran en las mismas unidades. Por convenienci&, también asumimos que los
valores de salida y; se han centrado (% Zj\il y;>< 0). Estas condiciones de
centrado son convenientes, ya que significan que“podemos omitir el término
de interseccién [ en la optimizacién del Lasso. Dadauna solucién 6ptima de
Lasso B sobre los datos centrados, podemos recuperatlas soluciones 6ptimas
para los datos no centrados, en este caso, B es igual, y la_interseccion ﬁo viene

dada por:

p
Bo=7-> TB
j=1

donde 7 y {Z;}} son las medias originales. Por esta razén omitimdsila inter-
seccién [y para Lasso. A menudo es conveniente reescribir el problemia del
Lasso en la llamada forma lagrangiana

1
. . . - . 2 1.1
mlgé%yze{m ly—XBl;+A13 Hl}a (1.16)
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para algin A > 0. Por la dualidad lagrangiana, hay una correspondencia uno
a uno‘entre el problema restringido y la forma lagrangiana (1.16). Para
cada valor’de ¢ en el rango donde la restriccién || 5 [[1< t esta activa, existe
un valor correspondiente de A que produce la misma solucién de la forma la-
grangiana (|1 A6|). Por el contrario, la solucion B, al problema ({1.16)) resuelve
el problema acotado con t =|| By ||1.

En algunas descripéiones del método de Lasso, el factor 1/2N que estd en
(1.14) y (1.16]) es reemiplazado por 1/2 o simplemente por 1, aunque esto no
hace diferencia en y.corresponde a una simple reparametrizaciéon de A
en ([L.16). Este tipo de €standarizacién hace que los valores de A sean com-
parables para diferentes taménos de muestra (1til para la validacién cruzada).

La teoria del analisis convexo‘nes dice que las condiciones necesarias y sufi-
cientes para una solucién al problema (|1.16) toma la forma

1
—N@j,y—Xﬁ}—F)\sj:O, j=1,2...,p. (1.17)

Aqui cada s; es una cantidad destenocidarigual al sign(53;) si §; # 0 y algtin
valor en [—1,1]. Este es un subgradiente para-la funcién valor absoluto. En
otras palabras, las soluciones 3 al problema({l.16) son las mismas que las

soluciones (5, $) en (|1.17). Este sisterhajes una’ferma de las llamadas condi-
ciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)’para el pteblema ([1.16]).

Ejemplo 1.5.3 Para ilustrar el funcionamiento de la metodologia de la re-
gresion Lasso en la seleccion de variables, utilizaremos lasregresion simulada

del ejemplo |1.5.1,.

Para la eleccion del parametro A, una opcion simple es utilizgan validacion
cruzada. Se eligen un conjunto de valores para A\ y se calcula el €rnor de va-
lidacion para cada valor, se elige el valor de \ para el cual el errorha sido
menor y finalmente se reajusta el modelo con todas las observaciones, dispo-
nibles con el valor de \ escogido. Asi escogemos el valor A = 0.06742703.

Entonces con la metodologia de la regresion Lasso, y el paquete “glmnet”
de R, se selecctonaron las sigquientes variables, donde en azul se marcan las
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correctas.

4 5 10 12 15 17 18 19 20 22
24 25 27 28 30 31 32 36 37 38
39 40 41 42 44 55 58 60 61 62
65 66 67 68 70 75 76 77 79 80
8L 8 8 87 90 92 93 94 96 97
98, 99 100.

Podemos notar quela segresion Lasso, en este ejemplo, selecciona todas las
variables que si son distintas de cero, pero también selecciona varias que no
lo son.

Ejemplo 1.5.4 La regresion” Lasso se puede extender al caso de dimension
alta (p > n). Para ilustrar estescaso, utilizaremos la regresion simulada del
ejemplo [1.5.9. La eleccion del parametro A se realiza de la misma manera
que en el ejemplo ast el valorses N\ = 2.721152. Los subindices de las

variables significativas son:

5 6 22 23NV20 82, 40 42 48 53
64 67 72 75785« 87¢ 103 116 117 118
121 137 142 153 199170 7L 172 174 178
182 187 189 190 191192 1957208 209 214
220 221 222 224 229 232 236\.238 241 242
243 255 266 269 271 275 276 282~289 294.

Podemos notar que la regresion Lasso en este ejemplo de dimension alta se-
lecciono a todas las variables que son distintas de cero,pero también varias
que no lo son.



Capitulo 2

Control de . Falsos Positivos

2.1. Introducciéon

En muchos campos de la ciehiela, cominmente observamos una variable de
respuesta junto con un gran ndmero de variables explicativas potenciales, y
deseamos ser capaces de descubrir Cudles son las variables que estan verdade-
ramente asociadas con la respuestas Al mismo tiempo, necesitamos saber que
la tasa de falsos positivos (false»discovery rate), la fraccion esperada de los
falsos positivos entre todas las fariables/Seleccionadas, no es demasiado alta,
para asegurarle al cientifico que tajmayoria“de las variables seleccionadas son
verdaderas y replicables.

En este capitulo se mostrara la teoria del control de falsos positivos. Las
definiciones y resultados que se presentan fueron‘obtenidas de [Efron, 2012],
[Simes, 1986], [Holm, 1979], [Hommel, 1988|, [Hochbérg, 1988] vy

[Benjamini and Hochberg, 1995].

2.2. Prueba de hipotesis miiltiples

Como se menciona en [Casella and Berger, 2002], una hipétesis es-un enuncia-
do acerca de un parametro poblacional. El objetivo de una prueba«de hipote-
sis es decidir, con base en una muestra de la poblacién, cual de deS. hipdtesis
complementarias es verdadera.

En general, una prueba de hipotesis estadistica posee la siguiente forma:

Hy:0€0y vs H;:0¢€ 0y,

donde 6 denota un parametro poblacional, H, es la hipdtesis nula, H; es la

19
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alternativa, ©( es un subconjunto del espacio parametral ©, y ©f es el com-
plement6_de ©.

Definiremos/una prueba de hipdtesis multiple como una prueba en la que in-
tervienen N > hipétesis nulas Hyi, Hys, . .., Hyn, donde el interés radica en
realizar pruebas‘estadisticas simultaneas para determinar cuantas y cudles de
ellas han de ser rechazadas.

Es importante realizai™pruebas simultaneas ya que al realizar N > 1 prue-
bas individuales por separado no se controla el error de tipo I. Por ejemplo,
supongamos que tenemos

H01:91:0 VS HOQZQQZO,
y estadisticos 21 v 29 tales quegrechazamos Hyy si 21 > ¢; y rechazamos Hy
Sl z9 > Co.

Ahora bien, sea a € (0, 1) la prebabilidad de error de tipo I y

P(rechazar Ho|Hy; es yerdadera) = a,

P(rechazar Hys|Hys"es verdadera) = a.

Por otra parte, para la prueba multiple’se tiene“que

P(equivocarse al menos una vez) = 1 — P(ng*equivocarse)
= 1 — P(no equivocarse en Hyy)P(no equivocars€ en H )
=1-(1-a)(l-a)=1—(1-a)

Asi, si consideramos o = 0.05, el error de tipo I de la prueba matiple seria

P(equivocarse al menos una vez) = 1 — (1 — 0.05)% ~ 0.1

De manera informal, podemos decir que los procedimientos de pruebas.de
hipé6tesis multiples (PHM) intentan controlar el nimero de resultados in-
correctamente significativos, mientras se prueban simultdaneamente un gran



2.2. PRUEBA DE HIPOTESIS MULTIPLES 21

nimeto”de hipdtesis estadisticas.

Para realizar lo anterior, es fundamental definir lo que se entiende por una
adecuada®asa de error, que es basicamente una manera de conceptualizar los
errores que seccometen al realizar en paralelo un gran nimero de contrastes
de hipédtesis.

Consideraremos log'Siguientes tipos de errores:

Definicién 2.2.1 La‘tasa de error familiar (FWER) es la probabilidad
de rechazar al menos un H; verdadero, es decir, de cometer al menos un error
de tipo 1.

Definicién 2.2.2 La tasa dé.descubrimientos falsos (FDR) es la pro-
porcion esperada de errores tipo [N\entre las hipotesis rechazadas.

2.2.1. Descubrimientos yerdaderos y falsos.

Queremos probar N hipétesis nulas, Hyi, Hps, . . . , Hyny con base en un conjunto
de datos X y tomando en cuenta alguna régla-de decisiéon D, la cual produce
una decision de “nulo” o “no nulo "/para cadacuno de los N casos, es decir,
D acepta o rechaza Hy;,2 =1,2,..., N, basandose en X.

Decision
nulo  no nulo
nulo No—a a No
nonulo | Ny —b b Ny
N —R R N

Realidad

Tabla 2.1: Descubrimientos verdaderos y falsos.

Una regla de decisién D a rechazado R de N hipdétesis nulas, ver gabla [2.1],
donde a de estas decisiones fueron incorrectas, es decir, fueron “deseuwbrimien-
tos falsos”, mientras que b de ellos fueron “descubrimientos verdaderas”. La
proporcién de descubrimientos falsos (Fdp) es igual a a/R.

La tabla presenta un resultado hipotético del rendimiento de D, dende
Ny de los N casos eran en realidad nulos, de los cuales D designa a no nulos
(incorrectamente) y Ny — a nulos (correctamente). Similarmente, de los N,
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que eran en realidad no nulos, b son designados por D como no nulos (correc-
tamente).y N7 — b como nulos (incorrectamente). De los R = a + b rechazos
totales, afueron descubrimientos falsos y b descubrimientos verdaderos.

La tasa de erroy familiar (FWER), de acuerdo a la tabla, es igual a P (a > 0).
En la situacionsde prueba clasica de un tnico caso, N = 1, se tiene que Ny o
N es igual a 1 %l otro 0. Entonces

Pla=1|Ny=1) = q,
la cual es la tasa de errof de tipo I, o tamano, de la regla de decision y
P(b=1|N,=1) = 3,

la cual es la potencia de la regla.
La tasa de descubrimientos falsos(FDR) seria igual a

FDRZE|[Fip| = E [}%} .

Ejemplo 2.2.3 Consideremos al método de”Stepwise y la regresion Lasso co-
mo esta regla de decision D, aplicada @ la selecoion de variables de las regre-
siones simuladas en los ejemplos|1.5. Hy|1.5. 5

Tenemos para la regresion del ejemplo [1.5.1]

3
FDRStepwzse —_—— = 0.13636367
22
03 (2.1)
FDRLGSSO —_—— = 0.43396226.
53
Y para la regresion del ejemplo
20
33
30 (2:2)
FDRLGSSO —_—— = 0-5-

60
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2.3. ~Métodos de pruebas de hipdtesis multiples

Esta métodologia surge cuando se quiere contrastar simultaneamente varias
hipétesis, dando una proteccion adicional a la probabilidad de rechazar hipote-
sis nulas verdaderas.

De manera general, la forma estandar de realizar pruebas de hipotesis multi-
ples consiste en uha~extension natural del caso de una prueba de hipdtesis
simple. Un algoritmd.estandar para pruebas de hipdtesis multiples es el si-
guiente:

Parai=1,..., N, donde N.es el numero de hipotesis de prueba, elegimos es-
tadisticos de prueba 11, T, . 7, 45 con correspondientes p-valores p1, po, ..., pN
para las pruebas de hipotesis Hg Ho, ..., Hy y aplicamos un procedimiento
de prueba de hipotesis multiple para determinar cudles hipotesis se han de
rechazar.

2.3.1. Pruebas miultiples de’Bonferroni

El procedimiento clasico de pruebas. multiples de Bonferroni es usual-
mente llevado a cabo para un conjunto-Hy =9 Hy, Ho, ..., Hy}, en el cual la
hipétesis especifica H; € Hy es rechazada si p; < @/N, parai=1,2,..., N.

La desigualdad de Boole

P(LNJ(pi<a/N><ZP i <a/N)< Na/N =a)r(0<a<l),

i=1
asegura que la probabilidad de rechazar al menos una hipétesissnula cuando
todas son verdaderas no es més grande que «.

Asi

N
FWER = P (Um < a/N>) <a (0<a<d)
i=1
es decir, Bonferroni controla la tasa de error familiar.
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Aunque el procedimiento de Bonferroni es relativamente simple, resulta ser
considerablemente conservador, ya que, si N es suficientemente grande, la
cota a/N_se.vuelve muy pequena, de manera que, sélo aquellas pruebas con
evidencia‘en’contra excepcionalmente evidente serian detectadas.

Como consecueneia, exigir control a un nivel muy pequeno de «, especial-
mente cuando N_es_eonsiderablemente grande, viene con el costo de cometer
un gran nimero desérrores de tipo II, es decir, no rechazar hipdtesis que en
realidad son falsas.

Ejemplo 2.3.1 Utilizando A regresion lineal simulada en el ejemplo [1.5.1),
podemos calcular el p — valops asociado a la prueba Hy : 3; = 0 contra Hi :
Bi #£0,1=1,...,p. Los p ~walores obtenidos son los siguientes, de color
azul estin los p — valores cofrespondientes a las betas distintas de cero y

consideramos o = 0.05, entonces'a/100 = 5% 1074

5.940486e — 01
3.927445e — 01
5.143174e — 01
1.002627e — 01
1.758180e — 01
5.310642¢ — 01
3.244553e — 70
8.790030e — 69
9.464218¢ — 03
4.477647e — 01
9.372086e — 01
4.621722e — 01
5.681294e — 72
3.998902¢ — 64
7.722793e — 02
2.390559%¢ — 73
1.160810e — 01
2.135549¢ — 01
1.607731e — 01
2.746740e — 01

1.167430e —01
7.860042¢ — 01
2.827543e — 02
6.360909¢ — 02
3.066264e — 01
9.041794e — 01
4.668017e — 01
3.773595e — 68
3.681254e — 64
9.245236e — 01
7.876298e — 01
2.697455e — 01
3.938088¢ — 01
1.124886¢e — 65
9.928220e — 01
1.931186e — 01
6.904894¢ — 01
2.569015e — 67
1.607616e — 02
1.071445e — 64

2.6141%59¢ — 01
8.254403¢— 01
7970381 =01
5.589601e =04
5.823060le — O
6.493548¢ — 02
3.811319¢ — 01
3.276987e — 02
1.782607e¢ — 01
9.815509¢ — 01
4.215441e — 01
2.418158e — 66
9.206758¢e — 01
5.545532¢ — 65
8.150995e — 01
5.463323e — 01
4.227690e — 01
3.053534e — 01
7.897918e — 68
6.583901e — 02

4.091238e — 69
9.887991e — 01
3.399692¢ — 01
1.183116e — 65
2.091490e — 66
8276563¢ — 01
3#502565¢ — 01
4.477669¢ — 01
1.226016¢ — 68
6.4120584¢c.— 01
9.895819% = 01
7.792889¢ — 01
9.566921e — (1
6.606923e — 01
6.368642¢ — 01
6.065751e — 69
4.495270e — 01
3.740873e — 01
2.661928e — 71
1.682636¢e — 67

9.155224e — 02
2.650218e — 68
2.579670e — 67
3.924809¢ — 72
0.593056e — 02
3.050559¢ — 01
3.410515e — 01
1.881122e — 69
6.927141e — 01
9.225543e — 01
5.436153e — 01
2.700199¢ — 01
6.956183e — 7
6)791583e — 70
3%31953e — 68
1.958048¢e — 62
9.245160e — 73
1.4764%3e — 01
1.783588¢ — 01
8.937961e — 73
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Figura 2.1: Dispersion de los p — valorasoéiado a la prueba de hipétesis, donde de la linea
azul marca la recta o = 0.05 y la linea roja es el valor 5 x 1074,

Entonces el método de Bonferroni=rechdza’la hipotesis nula para las p; que
estan por debajo de la linea roja. Losp— valores que estdn por debajo de esta

linea roja son:

4.091238e — 69
5.091490e — 66
3.681254e — 64
3.998902¢ — 64
2.390559%¢ — 73
7.897918e — 68

2.650218e — 68
3.244553e — 70
1.226016e — 68
1.124886e — 65
6.065751e — 69
2.661928¢ — 71

2.579670e — 67
8.790030e — 69
2.418158e — 66
5.545532e — 65
1.958048¢ — 62
1.071445e — 64

17183116e — 65
3.773995e — 68
5.681294¢ — 72
6.791583e~- 70
9.245160¢ — 73
1.682636e <67

3.924809¢e — 72
1.881122e — 69
6.956183e — 71
3.751953e — 68
2.569015e — 67
8.937961e — 73

Podemos notar que estos p — valores seleccionados por el método de Bonfe-
rront, corresponden a las variables que si son distintas de cero.

2.3.2.

Procedimiento modificado de Bonferroni

Holm (1979) discutié otro “procedimiento modificado de Bonferroni”.
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Sean pfi), p2),---,P(n) los p-valores ordenados de las pruebas de hipdtesis
Hy = {H(l), e H(N)}. La H; es rechazada si

PG < /(N —=j+1)

para toda 7 = 1,2,{. 1.

Sea I el conjunto de indic¢es correspondientes a las hipotesis nulas verdaderas
(desconocidas) y supongamds que tiene Ny elementos.

Definamos el evento:

A = {p;sea/Nypata algin i € Iy} .

Asi tenemos que

P(A) < a (por la desigualdad de Beiiferroni).

Por lo tanto, la probabilidad de rechazar alguna hipotesis verdadera es a lo

mas «. Es decir, Bonferroni modificado también controla & tasa de error
familiar (FWER).

Ejemplo 2.3.2 Aplicando el procedimiento modificado a los p — valores del
ejemplo tenemos lo siguiente:
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Bonferroni modificado (Homel)

27

00 04 08

Figura 2.2: Dispersion de los p — valor asociado a la prueba de hipdtesis, donde la linea azul
marca la recta o = 0.05 y la curva reja es\el valor a/(N — j + 1).

Entonces el procedimiento de Bonférroni medificado rechaza la hipotesis nula
para las pgy que estdn por debajo de”lavecta roja. Los p — valore que estdn

por debajo de esta linea roja son:

4.091238¢ — 69
3.924809¢ — 72
1.881122e — 69
6.956183e — 71
3.751953e — 68
2.569015e — 67

8.937961e — 73.

2.650218e — 68
5.091490e — 66
3.681254¢e — 64
3.998902¢ — 64
2.390559%¢ — 73
7.897918e — 68

2.579670e — 67
3.244553e — 70
1.226016e — 68
1.124886¢e — 65
6.065751e — 69
2.661928e — 71

5.589601 ¢, — 04
8.790030e— 69
2.418158e — 66
0.545532¢ <65
1.958048e — 62
1.071445e — 64

1.183116e — 65
3.773595¢e — 68
5.681294e — 72
6.791583e — 70
9.245160e — 73
1.682636e¢ — 67

Podemos notar que los p — valores que selecciono el procedimiento de Bonfe-

rront modificado corresponden a las variables distinta de cero, excepto por la
que esta de color rojo.
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2.3.3.7 Algoritmo del control del FDR de Benjamini y Hochberg

Asumam6s que nuestra regla de decision D produce un p-valor p; para cada
caso i, tal_gue p; tiene una distribucién uniforme si Hy; es correcta,

Ho; 1 pi ~ U(0,1).
Denotamos a los yalores ordenados de p; por
PSPy S SPE) S - S P

Siguiendo la notacion ‘delas tabla 2.1 sea Rp el nimero de casos rechazados,
ap el nimero de aquellos que en realidad son nulos y F'dpp la proporcion de
descubrimientos falsos

Fdpp = ap/Rp. [lacuales 0si Rp = 0]
El algoritmo de Benjamini-Hochberg (BH) usa esta regla para un valor fijo ¢

en (0,1). Sea 7,4, €l mayor indice para el cual

1
<l
p(l) - NQ)

y rechazar Hy;, la hipotesis nula correspondiente a p(;), si
i S imaxa

no rechazar Hy en caso contrario.

El siguiente teorema y su demostracién se encuentran en [Efron, 2012], pagina
48.

Teorema 2.3.3 Si los p-valores correspondientes a las hipotesissnulas correc-
tas son independientes unos de otros, entonces la regla BH(q) basada en el
algoritmo de BH controla la proporcion esperada de descubrimientos falsos en

q,
E [deBH(q)} =myq < q, donde my= Ny/N.

Demostraciéon 2.3.4 Seat € (0,1] y definamos
R(t) - #{pz < t}v
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a(t) = # de Hy “s realmente nulas tales que p; < t,

_ A
FDR() = max{R(t),1}’
Nt
Q) = max{R(t), 1}
Y
ty = sup{t : Q(t) < ¢}.
Note que
R(pi) = #{pi <puyt =1
Y

_ _ZNro __Npe _ Npg

- méXER(py), 1} max{i, 1} i

Esto implica que la regla de BH puede reescribirse como, rechazar Hyyy si
PG < g

Supongamos que los p-valorespasociados a las Ny hipotesis realmente nulas,
son independientes y uniformesz=Porla Seccion A.1, si

Q(pa)

A(t) = @, entonces @A(t) ~ Bin(Ny,t).
Asi tenemos que E[A(t)] = 1 Not = N

Podemos ver que para s <t se tiene qué

E[A(s) | A(t)] = A().
Entonces A(t) es una martingala conforme t decrece det =1 at = 0.
Del teorema de paro éptimo para martingalas (teorema tenemos que
E[A(t,)] = E[A(1)],
entonces

E[A(t,)] = E[A(1)] = E[1A(1)] = Ny,

Ahora bien, notemos que

Nt, a(ty)

i) 1 =00, ~ PP,y
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entongces

FDP(t,) = %t;)@(tq)-

Podemos ver que Q(t,) = q (véase la Seccion del Apéndice A), asi tene-
mos que

Finalmente tenemos que

E[FDP(t,)] = E [CE(V]Z)Q} =3P [a(tQ)] -

ElA(t))] = %NO = Toq.

|
La proporcién de casos nulos my =~Vy/IV, aunque en la practica es desconoci-

da, veremos que puede ser estimada,\y entonces q generalmente se cita como
la tasa de control de BH(q).

Ejemplo 2.3.5 Aplicando el <lgoritmo de Benjamini y Hochberg a los p —
valores del ejemplo |2.5.1, tenemos lo siguiente:

Benjamini-Hochberg (BH)

00 04 08

Figura 2.3: Dispersion de los p — valor asociado a la prueba de hipdtesis, donde la linea*azul
marca la recta a = 0.05 y la recta roja es el valor ja/N.
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Entoneés el algoritmo de Benjamini y Hochberg no rechaza la hipotesis nula
para las"pgy que estdn por debajo de la recta roja. Los p — valore que estdn

por debajo’de esta linea roja son:

4.091238¢ — 69
3.924809¢e — 72
1.881122e — 69
5.681294e — 72
6.791583e — 70
9.245160e — 73
1.071445¢e — 64

2.650218¢ — 68
5:091490e — 66
9464218¢ — 03
6.956183e — 71
3.751953¢ — 68
2.5690%5€ — 67
1.682636e.~.67

2.579670e — 67
3.244553e — 70
3.681254¢e — 64
3.998902¢ — 64
2.390559%¢ — 73
1.607616e — 02

8.937961e — 73.

5.589601e — 04
8.790030e — 69
1.226016e — 68
1.124886e — 65
6.065751e — 69
7.897918e — 68

1.183116e — 65
3.773595¢e — 68
2.418158e — 66
5.545532¢ — 65
1.958048¢ — 62
2.661928e — 71

Podemos notar que los p-valotes seleccionados por el algoritmo de Benjamini-
Hochberg corresponden a las varwables distinta de cero, excepto por los tres
p-valores que estan de color rojo.

2.4. Error tipo S

Las definiciones y resultados que $€ presentan continuacién fueron obtenidos
de |Gelman and Tuerlinckx, 2000].

Los procedimientos de comparacién clasicos estansbasados en calibrar el error
de tipo I, es decir, la probabilidad de afirmar que#y, # 6, cuando de hecho
01 = 0. Por ejemplo, si realizamos el procedimiento’de afirmar que 61 # 05 si
el intervalo de confianza del 95 % para 6; — 65 excluyeal cero, entonces nues-
tra tasa de error debera ser a lo més 5 %, pero también pedemos pensarlo en
término del signo de la comparacion, asi, si obtenemos un.intervalo de con-
flanza del 95 % para 6, — 65 que es completamente positivo, “afirtmamos con
confianza” que 6; > 65 , con un intervalo de confianza todo negativo “afirma-
mos con confianza” que 6 < 6, y con un intervalo de confianza que contiene al
cero no “afirmamos con confianza” nada. Este procedimiento de comparacion
de signo es calibrado usando el error tipo S (por signo), el cual corresponde a
identificar el error de signo de una comparacién, es decir, afirmar que 6y, > 6
cuando de hecho #; < 5. Desde la perspectiva de la comparacién de signo,
creemos que la tasa de error tipo S es de interés mas directo que la tasa de
error tipo I.
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2.4.1./ Prueba de un lado, prueba de dos lados y la interpretacion
de los intervalos de confianza

La pruebas€lasica de uno y dos lados, prueba las hipétesis 0; < 8y, y 0; # 0
respectivandente. Ya que se prueban las dos desigualdades 0; < 0, y 0, < 0;,
nuestro procedimiento de concentrarnos en el signo del intervalo de confian-
za corresponde ardos pruebas unilaterales simultaneas. Esta interpretacion
podria ser aceptable, pero preferimos pensar en las “afirmaciones con con-
fianza” y el error tipo S surgiendo de la interpretaciéon natural del intervalo
del 95 % de confianza’Guando el intervalo para 6;—6j, incluye al cero, entonces
es estandar decir que los/dos parametros no son estadisticamente diferentes.
Cuando el intervalo para ;- 05, excluye al cero, entonces es estandar aceptar
la diferencia como real y trabajar, con confianza, con la suposiciéon de que
el signo de la verdadera diferencia es como la dada por la diferencia estima-
da. Este procedimiento (de hacer~afirmaciones confiables sobre el signo de
una comparacion si el intervalo del 95 % para la diferencia excluye al cero)
es estandar en aplicaciones de’regresion lineal, modelos lineales generalizados
y analisis estadisticos mas céomplicadoss asi como comparaciones de medias.
Por lo tanto, no nos vemos a nosotros mismos evaluando una prueba de un
lado o dos lados, sino mas bien c¢oro «evalflando el procedimiento estadistico
estandar basado en la ubicacién de‘wmintervalo.del 95 % con respecto al cero.

2.4.2. Prueba de hipdtesis y error tipo S

Las definiciones y resultados que se presentan a continuacién, fueron obteni-
dos de |[Gelman and Carlin, 2014] y [Lu et al., 2019].

Consideremos la prueba de que p no es cero, es decir,

Hy:p=0 wvs. Hy:p#0.

Asumimos que el estadistico de prueba sigue una distribucién normal' Z |1, o ~
N(u,0?). La prueba de hipdtesis tradicional se concentra sobre los‘siguientes
dos errores estadisticos:

1. Tipo I: Rechazar la hipdtesis nula Hj, cuando esta es verdadera.

2. Tipo II: No rechazar la hipdtesis nula Hj, cuando esta no es verdadera.
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La clavé de las pruebas de hipotesis tradicionales es el nivel de significancia
a, la ‘eual controla la tasa de error de tipo I. Mas especificamente, sea z, =
®~1(1 < @f2) el valor critico de dos lados y rechazamos la hipdtesis nula Hy
cuando | Z |5> z,, asi

P(| Z |> 2z, | Hy) = «.

Aunque los erroresg*tipo I/II son sin duda las piedras angulares del marco
de pruebas de signifigacion de la hipdtesis nula, Gelman y Carlin (2014) ar-
gumentaron que el control de estos dos errores es insuficiente para capturar
completamente el riesgd_delos andlisis de pruebas de significacién de la hipéte-
sis nula. Al darse cuenta de“este peligro potencial, propusieron centrarse en
dos nuevos errores:

1. Tipo S: El estadistico de prdeba Z esta en la direccién opuesta al tamano
del efecto u, dado que es estadisticamente significativo.

2. Tipo M: El estadistico dé/prueba Z exagera el tamano del efecto u, dado
que es estadisticamente sighificatiyo.

Bajo el marco de referencia clasico-de,las pruebas de hipétesis multiples, pa-
ra evaluar la credibilidad de una pruweba de.hipdtesis calculamos la funcion
potencia, la cual es una funcion de p"y"Se define’formalmente como la proba-
bilidad de rechazar la hipétesis nula Hy cuando_u no es cero, es decir Hy es
falsa,

p="P(Z|>0z|n. (2.3)

Por definicién, la funcién potencia es uno menos la probabilidad del error tipo
II, por lo tanto con una potencia pequena es mas probable que el error tipo
IT ocurra.

Sin pérdida de generalidad asumimos que p > 0, entonces la probabilidad
de error tipo S es:

s=P(Z<0|u|Z|>0z2). (2:4)

Teorema 2.4.1 Sean ®(-) y ¢(:) la funcion de distribucion acumulada y la
funcion de densidad de probabilidad de la distribucion normal estindar, res-
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pectivamente, y X\ = j/o. Las expresiones cerradas para la potencia y el error
tipo S\.s0n.:

p=P(—2a —A)+1—D(2, — N (2.5)
Y
O(—z4 — )
= 2.6
T B2 N1 D(za - N (2:6)
respectivamente.

2.4.3. Error tipo S y EDR direccional

Las definiciones y resultados ‘que_se presentan a continuacién, fueron obteni-
dos de [Barber and Candes, 2019

El enfoque del error tipo S es.extretnadamente relevante para nuestros proble-
mas en regresion (posible dimension alta) y en nuestra meta de encontrar los
efectos importantes. Cuando elegimos répertar una variable, deberiamos ser
capaces de afirmar con confianza su direceion de efecto, es decir, si 5; > 06
B; < 0. Para insistir en este punto,‘seguramente tendriamos un poco de fe en
un procedimiento que controlara el erron tipo L#pero este no podria decirnos
la direccion de los efectos. Otro aspecto util delerror tipo S es que efectos
pequenos, 3; ~ 0, son generalmente aquellos para lés, que no podemos tener
mucha certeza sobre su direccién, ya que el tamano del.efecto es comparable o
inferior al nivel de ruido de nuestra estimacion. Por lo tanto, si estuviéramos
preocupados por el error de signo probablemente no repertaremos este efecto
como descubrimiento (incluso si creemos que ningin efecto’ es exactamente
Cero).

Para medir nuestro éxito al seleccionar solo estos efectos que sonlo suficien-
temente grandes para ser significativamente distintas del ruido, nos\gustaria
controlar la tasa de descubrimientos falsos de direccién mixta (F DRy, de-
finida como sigue, sea S = {1,...,p} el conjunto de variables seleccidnadas
junto con la estimacion siAgnj € {£1} de la estimacion de los efectos,

FDRgy, = E[FDPy;],
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dondeda proporcién de descubrimientos falsos de direcciones mixtas (£ D Py;.)
esta dada, por

rpp, - | €S sign; # sign(8)} |
1S | vl

, (2.7)

con la convencion de_que sign(0) = 0. Esta definicién incluye el error de tipo
I y tipo S; se prodtice un error o un descubrimiento falso cuando se selecciona
un efecto cero, o cuando un efecto no cero es seleccionado pero con el signo
incorrecto. El términoz“mixtas” viene de esta combinacion de los dos tipos de
errores, para nuestro preposito, consideramos declarar que 3; > 0 es un error
de signo si la verdad es qie8; = 0 o 5; < 0, por lo que no distinguira entre
estos dos tipos de errores yasi-abandonaremos el término “mixtas” y nos
referiremos a esta simplemente’como “FDR direccional”. El FDP direccional
es entonces el nimero total de efferes de estos tipos (combinados) entre el
conjunto seleccionado. En conjuntessde regresion en el cual algunas de las
ﬁg-s son aproximadamente cerQ, pero quizas no exactamente cero, controlar el
FDR direccional puede ser mas“apropiado que el FDR clasico.

Notemos que el control del FDR dixeccioalstiene un sentido diferente al del
FDR clasico, ya que la significanciamo es calibtada usando el error tipo I, el
cual implica asumir que algunas de las Bg-s son«Ceros. En contraste, buscamos
un origen de inferencia que se sostiene sin importar.el valor de las B}S. Debe
quedar claro que la nocién equivalente asociada al error tipo S es en
principio mas dificil de controlar, ya que por definicién,) tenemos que

FDRy, > FDR,

debido a que el FDR cléasico no registra un error cuando la variable j-ésima es

incluida correctamente en el modelo pero con signo incorrectogthientras que
la FDR direccional lo hace.

Ejemplo 2.4.2 Para ilustrar la aplicacion del F' D Rg;, utilizaremos {a regre-
sion lineal del ejemplo|1.5.1. Los valores verdaderos de las 30 B’s distintas_de
cero son 5 y las demds son ceros.

Los valores estimados de los 8’s seleccionados por el método de Stepwise son:
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5.853672
6.053700
4.732620

8.413910
1.736408
4.761029
1077919 5.290481
4287953 3.601286,

los de color rojo.eorresponden a las 5’s que realmente son ceros.

3.463552 2.425703 5.189199
5.642772 4.786781 4.312202
0.044814 7.035653 —1.208749
3.882444 4.516975 3.865281

El signo de los valores-de color rojo son +1,—1 y +1 respectivamente, mientras
que su signo verdaderof€s D, por otra parte el signo de los demas valores es
+1, que corresponde a su signo verdadero, asi

3
FD RdiTStepwise - ﬁ

Por otro lado, los valores de 3 estimados por la regresion Lasso son:

> FDRStepwise-

4.944207431
5.161641946
0.018742928
0.055922572
4.874263362
4.813188785
5.048082439
0.011891637
0.081747283

0.021757416
4.780627157
4.963327418
0.011736179
4.931928218
4.984562391
4.783468978
4.850059547
4.872851045

4. 77329097
5,019850248
0000142423
4:830721292
4.898254990
4.888936605
5.089163295
4.920012235

4.930373262.

5.072456980
0.001435765
4.840454832
4.749276238
0122573574
0070724195
0.146396407
0.149642912

0.083269775
0.214540592
4.971011350
4.843873687
4.934583000
0.006356862
4.800765696
4.831705392

El signo de los valores de color rojo es +1, mientras que s _signo verdadero es
0, por otra parte el signo de los demds valores también es +17; que corresponde
a su signo verdadero, ast

1
_3 Z FDRLasso-

FDRdirLasso - 43



Capitulo 3

Metodologia de Knockoff

3.1. Introduccion

En este capitulo, exploraremoSwn enfoque innovador y prometedor en el cam-
po de la seleccién de caracteristicas y la inferencia estadistica, la teoria de
“knockoffs”. A lo largo de este capitulo, veremos los detalles de esta teoria,
la cual tiene como objetivo larseleecion de variables controlando la tasa de
descubrimientos falsos (FDRJ)sw enfoque se basa en la construccién de knoc-
koffs (réplicas falsas) de las varfables originales, que se utilizan para estimar
el nivel de importancia de cada variahle en'relacion con el objetivo, teniendo
en cuenta tanto la relacion lineal eomo las'correlaciones existentes entre las
variables.

Las definiciones y resultados que se presentan a cohtinuacion fueron obtenidos
en [Barber and Candes, 2015] y [Barber and Candes; 2019].

3.2. Knockoffs

Supongamos que tenemos una variable de respuesta y y algunagivariables ex-
plicativas potenciales X; sobre n observaciones. Nuestras obseryaciones obe-
decen al clasico modelo de regresién lineal

y=Xp+e, e ~ N(0,0°1), n>np, (3.1)

donde y € R es un vector de respuesta, X € R"*? es una matriz de diseno
conocida, 3 € R? es un vector de coeficientes desconocidos y € ~ N(0, o?L)ses
un ruido gaussiano. Como estamos interesados en una inferencia valida con
un numero finito de muestras, por ahora nos restringiremos al caso donde

37
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n > p,de otra manera el modelo podria no ser siempre identificable.

Informalmente el FDR es la proporcion esperada de variables falsamente se-
leccionadas,/un descubrimiento falso es una variable que no esté en el modelo
verdadero. Formalmente, el FDR de un procedimiento de seleccion que regresa
un subconjunte S c {1,...,p} de variables es definido como

#{j:ﬂjzo;je§}
#{j:jeS}tvl1

donde a V b = max{a, b} y définimos S = () en caso de seleccionar cero varia-

EDR =F

(3.2)

bles. Diremos que una regla de decision controla el FDR a un nivel ¢ si este
FDR es a lo mas ¢, sin importar el valor de los coeficientes de (3.

Por otro lado, la potencia de un- procedimiento de seleccién de variables se
define como

#1440y j e 8}
, ,

P=E (3.3)

donde k es el total de ;’s distintas.de.cero«~La potencia representa la pro-
porcion esperada de descubrimientos verdaderos:

El filtro de knockoffs

Se introducira un procedimiento de control de FDR general que esté garanti-
zado para trabajar bajo la matriz de diseno X € R"*? siempre quen > py la
respuesta y sigue un modelo lineal gaussiano como en . Una caracteristi-
ca importante de este procedimiento es que no requiere ningins¢onocimiento
del nivel de ruido o, ademas no asume ninguin conocimiento sobre el nimero
de variables en el modelo, el cual puede ser arbitrario. Ahora des€ribiremos
los pasos de este método.

Paso 1: Construcciéon del knochoffs

Para cada caracteristica X; en el modelo (es decir, las columnas de X), ¢ons-
truiremos una caracteristica “knockoft” X;. El objetivo de las variables knoc-
koff es imitar la estructura de correlacién de las variables originales de una
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maneca’muy especifica que permita el control del FDR.

Especificamente, para construir log knockoffs, primero calcularemos la ma-
triz de Gfaih ¥ = X7X de las variables originales, después normalizamos
cada variablespara que ¥;; = || X;||3 = 1 para toda j. Aseguramos que estas
variables knockeff cumplen

oT ¥ T :
Xo X =%, X' X =X —diag(s), (3.4)

donde s es un vector {pxdimensional no negativo. En otras palabras, X exhibe
la misma estructura de'covarianza como el diseno original X, pero ademas, las
correlaciones entre variables-Originales y knockoff son la misma como aquellas
entre las originales (porquelay o — diag(s) son iguales en las entradas fuera
de la diagonal),

XIX, =X X, Vi # k.

Sin embargo, comparando un@/variable X,; con su variable knockoft X;, vemos
que

XJTXJ :Ejj_sj :].—SJ',

mientras que X]-TXj = )A(JT)A(J = 1."Para asegusar que el método tiene una
buena potencia estadistica, veremos que debendos escoger las entradas de s
tan grande como sea posible para que la variable”X; no sea tan similar a su
knockoff X j-

Una estrategia para la construccion de X es escoger § &R que satisfaga
diag(s) = 2%y construir la matriz X de n x p de variablés\knockoff como:

X = X(I — ¥ 'diag(s)) + UC, (3.5)
donde U es una matriz de n x p que es ortogonal al espacio generado por las
variables X y CTC = 2diag(s) — diag(s)X"'diag(s) es una descomposicién
de Cholesky.

Paso 2: Calculo del estadistico para cada par de variables originales y knockoff

Ahora deseamos introducir estadisticos W; para cada ;, j € {1,...,p}, que
nos ayudara a apartar las variables que estan en el modelo de las que no lo
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estan. Fstas ijs son construidas de tal manera que valores positivos grandes
son evidéncia en contra de la hipdtesis nula 3; = 0.

Ahora, ‘consideraremos el modelo de regresion Lasso, una regresién con la pe-
nalizacion’deé la norma 1 que provee estimaciones dispersas de los coeficientes
B, dadas por

A

, 1
360 = argmin { 311y~ X3+ Al . (3.6)

Para modelos linealés dispersos, Lasso es conocido por ser asintoticamente
preciso para la selecciom de variables y para la estimacién de coeficientes
Signifi\cativos, e incluso“en un escenario no asintético, tipicamente veremos
que B(A) incluird algunas‘variables significativas y pocas variables nulas con
algun valor del pardmetro dé& penalizacion A. Tomamos Z; como el valor A en
la regresion Lasso para el cual fasvariable X; entra por primera vez al modelo,

Z; — supfh: Bi(\) # 0}, (3.7
el cual es grande para la mayariasde lastyariables significativas y pequeno para
la mayoria de las variables nulagt Sin embargo, para ser capaces de cuantificar
esto y elegir un umbral apropiado. para s€leccionar variables, necesitamos
usar las variables knockoff para calibrar nuestro umbral. Con esto en mente,

calculamos el estadistico (|3.7)con la=pratriz de.diseno aumentada {X X } de

n X 2p, asi que {X X ] reemplaza a X en (3.6])."Esto produce un vector 2p-

~

dimensional (Zi,...,Z,, 21,...,2). Finalmente, para.cada j € {1,...,p},
definimos

W= (%v2) { J_“i 2 z 2 , (3.8)
(podemos tomar W; = 0 en caso de que Z; = 2]) Un valor pesitivo grande
de W; indica que la variable X; entré al modelo Lasso temprano yrque lo hace
antes que su copia X. Por lo tanto, esta es una indicacion de que estavariable
es significativa de forma genuina y pertenece al modelo. También podemos
considerar otra alternativa para la construccion de los Wj{s , por ejemplo,.en
lugar de registrar la entrada de las variables en el modelo de Lasso, podemos
considerar métodos de seleccién hacia adelante y registrar el orden en el cual
las variables son anadidas al modelo.
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Paso 3:#"Calcular un umbral dependiente de los datos para los estadisticos

Deseamos-seleccionar variables tales que W; sea grande y positiva, es decir,
tales que”I¥/; > t para alguna ¢t > 0. Sea ¢ el FDR objetivo y definamos un
umbral T" que-depende de los datos de la siguiente manera:

- C#H W < -t}
T—mm{tEQﬁ.#{j:Wj]Zt}\/lSq}, (3.9)

(0T = +o00 si este conjunto es vacio).
donde Q0 = {| W, |: j&=,...,p} \ {0} es el conjunto de valores distintos de

cero alcanzados por losW; |'s (si W; = 0 para alguna variable X, entonces
éste no da evidencia paratechazar la hipdtesis de que 5; = 0, entonces nues-

tro método podria nunca seléCcionar esta variable). Veremos que la fraccién
anterior es una estimacion deda.proporcion de falsos positivos si selecciona-
mos todas las variables j's con W5 > t. Por esta razén frecuentemente nos
referiremos a esta fraccién como la-estimaciéon knockoff de FDP.

A continuacién definiremos el _ptoceso de seleccién de variables.

Definicién 3.2.1 (knockoff) Geonstruimes X como en (3.9) y calculamos
el estadistico W; que satisface las Propiedddes de suficiencia y antisimetria.
Entonces se selecciona el modelo

S={j:W;>T}, (3.10)
donde T' es el umbral dependiente de los datos .

Teorema 3.2.2 Para cualquier q € [0, 1], el método de gnmockoff satisface
#{j:8=0, €5}

E =
#{j:jeS)+q

donde el valor esperado es tomado sobre el ruido gaussiano € ensel modelo
3.1), cuando se tratan a X y X como fijos.

<q,

El “FDR modificado” delimitado por este teorema es muy cercano al FDR
en escenarios donde un numero grande de variable son seleccionadas, pero
algunas veces puede ser preferible controlar el FDR exactamente. Por eso, a
continuacion se presenta un procedimiento un poco mas conservador.
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Defini€¢ién 3.2.3 (knockoff +) Seleccionamos un modelo como en la defi-
nicton pero con un umbral T que depende de los datos, definido como

LWy < —t) }
HGw >Vl S

T = min {tEQU: (3.11)

T = 400 si esté conjunto es vacio.

Notemos que el umbral T escogido en knockoff+ es siempre mas grande (o
igual) que el escogidelen (3.9) por el filtro de knockoff, esto significa que
knockoff+ es (ligeramente).mas conservador.

Teorema 3.2.4 Para cualgwier q € [0, 1], el método knockoff+ satisface
L4 6=0 €S}

ror=£ #{yje§}v1

<gq,

donde el valor esperado es tommdo sobpe el ruido Gaussiano € en el modelo
3.1), cuando se tratan a X y X Jcomo fijos.

Extensién a p <n <2p

Cuando n < 2p, no podemos encontrar un stubespacio de dimension p el
cual sea ortogonal a X, por lo que ne podemes.construir U como antes.
Atn podemos usar el filtro knockoff, sin embargo,mientras el nivel de ruido
o sea conocido o pueda ser estimado. Por ejemplo, bajo el modelo de ruido
gaussiano (3.1]), podemos usar el hecho de que la suma‘delos cuadrados de los
residuales para el modelo completo es distribuida como [[y=X B\LS 13 ~ axi_p,

donde B\LS es el vector de coeficientes de regresién por niinimos cuadrados.
Ahora tomando ¢ como la estimacion de o, obtengamos wi” vector (2p —
n)dimensional 3’ con entradas i.i.d. N(0,5%). Si n — p es grand&/entonces &
serd un estimacion extremadamente precisa de o y podremos préceder como
si 0 y o fueran exactamente iguales. Ahora aumentamos el vector de.respuesta
y con el nuevo vector y' de tamafio (2p—n) y aumentamos la matriz de/diseno
X con 2p — n filas de ceros. Entonces aproximadamente,

)~ (5] 2)
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Ahorastenemos un modelo lineal con p variables y 2p observaciones y entonces
podemos aplicar el filtro knockoff a estos datos de filas aumentadas usando el
método descrito para el caso n > 2p.

Ejemplo 3.2:54Para ilustrar la metodologia de knockoff utilizaremos la re-
gresion lineal dada en el ejemplo |1.5.1. Las variables seleccionadas por esta
metodologia son:

4710, 15 19 20 24 31 36 37 40
42 44758 61 65 66 67 70 75 T6
79 85 8% 93 94 97 99 100.

Podemos observar que todas estas variables seleccionadas por el método knoc-
koff corresponden a variables con3’s distintas de cero, pero no son todas.

También tenemos que

FDRknockoff — % = 0.

Notemos que en este ejemplo se tiene que

FDRk:nocff < FDRStepwise < FDRLasso-

3.3. Control del error tipo S

Aunque este es mas dificil de controlar, ya hemos discutido.que el error tipo
S es mas significativo para problemas en regresién, ya qu€)nos gustaria ser
capaces de poder decir la direccién del efecto con confianza (y debe evitar
informar aquellas variables cuya direcciéon no podemos deterntinar de manera
confiable).

Consideremos el escenario donde n > 2p y y ~ N(XJ3,0%I), entetices para
estimar la direccién del efecto (el signo de f3;), notemos que

(X; — X;)" ~ N(s;8;,2s;0%) para j=1,...,p,

donde s > 0 es el de la construccién del knockoff en la ecuacion (3.4). Por lo
tanto, un estimador natural para el signo de (3; es
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sign; = sign((X; — X;)"y). (3.12)

Con esto,_el filtro de knockoff sin ajuste alguno controla el FDR direccional
asi como el’FPR. Para entender intuitivamente por qué esta medida de error,
que en principio.es mas dificil de controlar que el FDR, todavia esta acotada
por el mismo métgdo, notemos que para un efecto no negativo (5; > 0), la
probabilidad de elégir un signo negativo, es decir, s?g\nj = —1, es de hecho
mas alta cuando ;= (0, este error es menos posible si 3; > 0 ya que en este
caso tendrfamos qu (X X )Ty se distribuye normalmente con una media
positiva.

Teorema 3.3.1 AsumamossQue.y ~ N(X3,0°I) y fijemos un nivel q para
el FDR deseado. Con la direceion de los efectos estimados (3.19), knockoff+
controla el FDR direccional (2.7)5es decir, F'DRg; < q, para el conjunto S
seleccionado. St en su lugar usamesknockoff, entonces mF D Ry; < q, donde
mE DRy, es la version ligeramente modificada, definida como

mEFDRg,, = E

(44 ,€ S Csign; # sign(8;)} |

‘& 3.13
| Sl gt (313)

donde el conjunto seleccionado S estardado por’(3.10).

Este resultado es mas fuerte que el teorema [3.2.2] y43:2.4], que establecen que
el knockoff+ controla el FDR a un nivel ¢, esto es”’ERDR < q y el knockoft
controla el FDR modificado, es decir, el valor esperado del cociente entre el
nimero de descubrimientos falsos | {j € S y B =0} | v 5 +q L.

3.4. Knockoff en dimension alta

En dimensién alta, cuando p > n, la construccion de knockoff ya'ne es posi-
ble, de hecho, la condicién de la matriz de Gram en podria sex)posible
solo si s = 0, es decir, si )/fj = X para cada variable j = 1,...,p, asijque el
procedimiento de knockoff tendria potencia cero. En este escenario, una.apro-
ximacién sencilla, podria ser usar parte de los datos para reducir el numero
de variables y una parte disjunta de los datos para correr el filtro de knockoff.
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Deteccién de variables y re-utilizacién de datos

Considerémos dividir las n observaciones en dos grupos disjuntos de tamano
nog y n1 =.aw — ng, usadas para la primera deteccion de un conjunto mas pe-
queno de variables potencialmente relevantes, y posteriormente correr el pro-
cedimiento de ‘seleccion del modelo sobre este conjunto reducido de variables,
respectivamente. denotaremos a estas dos particiones disjuntas de los datos
como (X0 yO)eaRroxp 5 R y (X1 (1)) € RMm*P x R™ | posteriormente
se siguen los siguientes dos pasos.

e Paso de deteccion” Usando (X () identificamos un subconjunto
So € {1,2,...,p}, de variables potencialmente relevantes, tal que | Sy |<
ni.

e Paso de seleccion: Ignorames todas las variables descartadas en el paso
anterior, corremos el proceditniento knockoff con los datos restantes, es
decir, con (Xg),y(l)).

0

Este sencillo procedimiento dé€.divisionide datos es una extension natural del
filtro knockoff en dimension baja‘y es clare_que el procedimiento controla el
FDR direccional en el ultimo paso de seleccion del modelo, siempre que el
paso de seleccién capture correctamente todasdas variables relevantes (aque-
llas con coeficiente de regresion distifitas de @€ro), una propiedad a la que
a menudo se hace referencia como filtrado segure en la literatura, los falsos
positivos en el paso de seleccion, incluyendo caracterfsticas nulas, no suponen
ninguin problema.

Existe una pérdida de potencia inherente debido a la diwvision de datos, ya
que el paso de selecciéon del modelo utiliza ny en lugar de¥n observaciones.
Sin embargo, el uso de conjuntos de datos disjuntos para los pagos de filtrado
y seleccién es fundamental, ya que la distribucién de y°) no ¢piiede tratar-
se como un modelo lineal gaussiano una vez que ha tenido lugar el paso de
filtrado. El paso de filtrado es una funcién de la variable aleatoria~g(?), por
lo que la siguiente modificacion del paso de seleccién no controlaria €l FDR,
ignorando cualquier variable que fuera descartada en el paso de filttacion,
corremos el procedimiento knockoff sobre el conjunto completo de datos,/es
decir, (Xg ,y). La pérdida del control del FDR no es meramente tedrica: una
caracteristica nula X; que se elige en el paso de deteccién es generalmente
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mas prébable que aparezca como un falso positivo cuando se ejecuta el filtro
knockeff; lo que lleva a un FDR mas alto.

Debido a ést6, en [Barber and Candes, 2019] se proponen dos mecanismos pa-
ra aumentar lapotencia relativa al procedimiento de divisiéon de datos descrito
anteriormente:

1. Reciclaje de dates, donde la primera parte de los datos divididos se pue-
den reutilizar hasta cierto punto sin perder nada del control del FDR
garantizado.

2. Estadistica signada, donde podemos decidir de manera adaptativa en-
focar nuestra busqueda solo en un efecto positivo o solo en un efecto
negativo.

Ejemplo 3.4.1 Para ilustrar la{metodologia de knockoff en dimension alta
utilizaremos la regresion lineal, dada~en el ejemplo [1.5.9 Las variables selec-
cionadas por esta metodologia son:

5 22 26 58V E7 103,171 172 187 189
192 208 212 221 222% 224 /229 232 238 242
243 255 266 275 276.

Podemos observar que todas estas vartables seleecionadas por el método knoc-
koff corresponden a variables con B’s distintas de sero, excepto por las que
estan de color rojo.

Por lo que tenemos que

)
FDRknockoff = % =0.2.

Notemos que en este ejemplo se tiene que

FDRknockoff < FDRLasso < FDRStepwise-



Capitulo 4

Simulaciones y ejemplo de aplicacion

4.1. Introduccion

Anteriormente se aplicaron los,métodos de seleccién de variables en un mismo
ejemplo simulado y se observo suceomportamiento. En este capitulo se mos-
traran los resultados de una serie_de simulaciones de modelos lineales a los
cuales se les aplicaron los métodos’ de seleccion de variables knockoff, Step-
wise y Lasso. Posteriormenté“se mostrara un ejemplo de la metodologia de
knockoff a datos reales.

4.2. Simulaciones

Se realizé una serie de simulaciones en RStudio. Estas consisten en generar
400 modelos lineales y aplicarles los métodos de séleecién de variables knoc-
koff, Stepwise y Lasso, para algunos valores del nimére' de observaciones (n)
y el nimero de variables (p), y se calculé la media del EPR, y la media de la
potencia (P) de cada método, siendo estas medias las verSianes muestrales de

(3-2) v (3.3]), respectivamente.

Las variables utilizadas en las simulaciones se tomaron de la siguniente manera:

= La matriz X es una matriz de n x p, donde las filas son vectores, inde-
pendientes idénticamente distribuidos N,(0, %), donde

% = toeplitz(1, p, p°, ..., p" 1),
con 0 < p< 1.

47
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= Pata el vector 5, tomamos un vector p-dimensional vy que contiene k
entradas iguales a 1, elegidas aleatoriamente, y el resto de las entradas
iguales a 0. Tomamos A € R, con A # 0, a la cual llamamos amplitud y
definimo6s 8 como:

Vi

5>

= El vector Y se defifie_de la siguiente manera:

Y =X0+e,

donde € es un vector aleatorio.con distribucion normal estandar n-variada.

Las simulaciones se realizaron para 10 waleres diferentes de alguno de los
tres parametros: amplitud (A), el afimero(de betas distintas de cero (k) y
el parametro p. Se mantuvo fijo el.valor de”los otros dos parametros. Se
consideraron los tres casos: p < n, p <t < 2p ymy< p.

4.2.1. CasoIl: p<n
Para el caso p < n fijamos p = 1500 y n = 3000. Veremos €l comportamiento

del FDR y la potencia al modificar la amplitud, el niimero de’betas distintas
de cero o el parametro p.

Efecto de la amplitud

La amplitud tomara los siguientes valores A = 20,40, 60, ...,200, fijamos
k=30yp=0.3.
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Media del FDR por metodo

0.6-

W edia del FDR

&
P
1

50 100 150 200

Amplitud
- knockoff Lasso -B Stepwise

Figura 4.1: Media del FDR de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando la amplitud,
con n = 3000, p=1500y k£ =30, p = 0.3

Podemos observar que si la amplitud créce, el FDR para el método knockoff
disminuye y para los métodos delasso y{Stepwise la variacién de la amplitud,
en este caso, no parece tener ningim efecte’ Lasso y knockoff son los métodos
con FDR més bajo.

Media de la potencia por metodo
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Figura 4.2: Media de la potencia P de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando la
amplitud, con n = 3000, p = 1500 y k£ = 30, p = 0.3
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Por otr6 lado, notamos que la potencia de los tres métodos, en este caso, es
1, es deeir, que los tres métodos seleccionaron todas las variables verdaderas.

Efecto del aumente de la variable k

Ahora el numero de betasdistintas de cero tomara los valores £ = 10, 20, 30, . ..
100, fijando A =50y p =0-3.

Media del FDR por metodo
[

-h-h"'"\-._\_

=
=

I edia del FDR
-.i-

2
i8]

0.0-

25 50 75
Num. de betas distintas de cero

- knockoff Lasso -B Stepwise

Figura 4.3: Media del FDR de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variande el niimero de
betas distintas de cero k, con n = 3000, p = 1500 y A =50, p=0.3

Observamos que la variacion de k£ no tiene un efecto significativo para“el

knockoff y Lasso, en cambio para Stepwise mientras k crece su FDR decrece.
Nuevamente, Lasso y knockoff tienen FDR mas bajo.



4.2. SIMULACIONES 51

Media de la Potencia por metodo
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Figura 4.4: Media de la potencia P dé<los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando el
numero de betas distintas de cero k, com,n = 3000, p = 1500 y A =50, p = 0.3

Por otro lado la potencia de knockoff”y Lasso s¢ mantiene en 1 cuando k
aumenta, mientas que Stepwise decrece ligeramente.

Efecto del parametro p

En lo siguiente la variable p toma los valores p = 0.05,0.15,0.25,...,0.85,0.95,
fijando A = 50 y k£ = 30.
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IMedia del FDR por metodo
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Figura 4.5: Media del FDR de los métédos knockoff, Stepwise, Lasso, variando p, con n =
3000, p = 1500 y k =30, A =50

Observamos que la variacignde p no afecta significativamente al FDR del
método knockoff, a Lasso lo afecta significativamente con p > 0.75 y a Step-

wise notamos que con p alta s FDR atimenta. Lasso y knockoff son los que
tienen menor FDR.

Media de la Potencia por metodo
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Figura 4.6: Media de la potencia P de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando=pseon
n = 3000, p = 1500 y k =30, A =50

Por otro lado, la potencia del método knockoff y Lasso no varia significati-
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vamenté cuando p varia, en cambio Stepwise sufre un decremento cuando p
es cereano a 1. Las potencias de knockoft y Lasso se mantienen cercanas a 1
para los valores de p considerados.

4.2.2. Caso l: p<n<2p

Para el caso p < w'< 2p, fijamos p = 250 y n = 250. Veremos el comporta-
miento del FDR y'laspotencia al modificar la amplitud, el nimero de betas
distintas de cero o el‘parametro p.

Efecto de la amplitud

La amplitud tomara los siguiéntes valores A = 10,20, 30,...,100 , fijamos
k = 30 (donde k es el numero de/hetas distintas de cero) y p = 0.3.

Media del FDR por metodo
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Figura 4.7: Media del FDR de los métodos knockoft, Stepwise, Lasso, variando_dda amplitud,
conn =250, p=250y k=30, p=0.3

Observamos que para este caso la variacién de la amplitud no afecta de'forma
significativa al FDR de los métodos knockoff y Stepwise, para Lasso notamos

que cuando la amplitud crece su FDR decrece. Knockoff y Lasso son los
métodos con menor FDR.
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IMedia de la potencia por metodo
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Figura 4.8: Media de la potencia P deé<los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando la
amplitud, con n =250, p =250y k=30, = 0.3

Para la media de la potencia P, notames que para knockoff y Lasso se man-
tiene en 1, por otro lado para Stepwise se ve variacién, pero se mantiene entre
0.85 y 0.90.

Efecto del aumento de la variable k

El nimero de betas distintas de cero k tomara los siguientes valores k£ =
10, 20, 30, ..., 100, fijando A =30y p = 0.3.
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Media del FDR por metodo
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Figura 4.9: Media del FDR de los métedos knockoff, Stepwise, Lasso, variando el niimero de
betas distintas de cero k, con n = 250, p.= 250y A =30, p = 0.3

Podemos observar que la vapiacion'de k£ no altera de manera significativa la
media del FDR para el método.knockoft{ en cambio en Lasso notamos que en-
tre mas grande es k el FDR aumeénta y con.Stepwise disminuye. Knockoff es el
método que tiene FDR mas bajo para easi todos los valores de k£ considerados.

Media de la Potencia por metodo
1DD .. .__,.__;___:__ ________ ¥ ——, h _\. _______________ .'_' ________________ -'_'\.
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Figura 4.10: Media de la potencia P de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso,variahdoyel
numero de betas distintas de cero k, con n = 250, p =250 y A = 30, p = 0.3

Observamos que cuando k£ > 60 la media de la potencia P en el método
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knockoff decrece, mientras para Lasso no hay una variacién significativa y

mantien€ un valor igual o cercano a 1, mientras que Stepwise decrece cuando
k aumentar.

Efecto del parametro™p

La variable p tomarda los“valores p = 0.05,0.15,0.25,...,0.85,0.95, fijando
A=30y k=30.

Media del FDR por metodo
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Figura 4.11: Media del FDR de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando la p, con
n=250,p=250y k=30, A= 30

Observamos que la variacion de p influye en la media del FDR en lés tres
métodos, para knockoff se ve un ligero incremento, para Lasso crece signifi-

cativamente y Stepwise aumenta conforme p aumenta. Knockoff es el método
con menor FDR.
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Media de la Potencia por metodo
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Figura 4.12: Media de la potencia P _délos métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando p,
conn =250, p=250y k=30, A=30

Observamos que la variacion deyp no influye de manera significativa en la
media de la potencia P para los™métedos¢knockoff y Lasso que se mantiene
en 1, por otro lado para Stepwise hetamos'\gie mientras p crece la potencia
disminuye.

4.2.3. Caso IIl: n < p

Para el caso n < p, fijamos p = 1200 y n = 250. Veremos el*comportamiento
del FDR y la potencia al modificar la amplitud, el niimero deetas distintas
de cero o el parametro p.

Efecto de la amplitud

La amplitud tomara los valores A = 10, 20, 30, . .., 100, fijando k& = 30 (donde
k es el nimero de betas distintas de cero) y p = 0.3.
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Figura 4.13: Media del FDR de los métédos knockoff, Stepwise, Lasso, variando la amplitud,
conn =250,p=1200y k=30, p=03

Observamos que la variaciénsde la amplitud no influye significativamente en
la media del FDR en los métodos de knockof y Stepwise, mientras que para
Lasso notamos que cuando la amplitud crece el FDR decrece. Los métodos
con menor FDR son knockoff y Lassos
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Figura 4.14: Media de la potencia P de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variandoyla
amplitud, con n = 250, p = 1200 y k = 30, p = 0.3

Observamos que la variaciéon de la amplitud no influye significativamente en
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la media de la potencia P en los tres modelos. Knockoff y Lasso son los que
tienen.poOtencia igual a 1 para los valores considerados de amplitud.

Efecto del aumento.de la variable k

En lo siguiente el numero,de betas distintas de cero k tomara los valores
= 10, 20, 30, ..., 100, fijando A =30y p =0.3.
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Figura 4.15: Media del FDR de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando el niimero
de betas distintas de cero k, con n = 250, p = 1200 y A =30, p=0.3

Observamos que la variaciéon de k£ no influye significativamente en la ‘media
del FDR en knockoff, por otro lado en Lasso podemos ver que aumenta ‘y-€n

Stepwise un ligero decremento. Mayormente knockoff es el método con menor
FDR.
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Figura 4.16: Media de la potencia P_dé,los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variando el
numero de betas distintas de cero k, con.n = 250, p = 1200 y A =30, p = 0.3

Por otro lado observamos que la variaeion de £ siafecta significativamente a la
media de la potencia P en los tres métodos, con khockoff vemos que con £ > 40
la potencia empieza a decrecer significativamente; lasso con k > 50 decrece
pero no de manera significativa y Stepwise notamos<que decrece conforme k
aumenta. Lasso es el método con potencia mas alta la’mayoria de las veces.

Efecto del parametro p

A continuacién la variable p tomara los valores p = 0.05,0.15,0.25,...,0.85,
0.95, fijando A = 30 y k = 30.
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Figura 4.17: Media del FDR de los métedos knockoff, Stepwise, Lasso, variando p, con n =
250, p=1200 y k£ = 30, A =30

Observamos que la variacion.de p no afecta de manera significativa a la media
FDR en el método knockoff, por‘otro lado notamos que para Lasso y Stepwise

si aumenta p también aumenta'lymedia.del FDR. Knockoff es el método con
menor FDR.

Media de la potencia por metodo
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Figura 4.18: Media de la potencia P de los métodos knockoff, Stepwise, Lasso, variandoyp,
conn =250, p=1200 y k£ =30, A =30

Observamos que la media de la potencia P de knockoff disminuye significa-
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tivamente cuando p > 0.75, mientras que con Lasso parece no influir y para
Stepwise notamos que si p aumenta la media de la potencia decrece. Lasso es
el métodoscon potencia igual a 1 en todos los casos considerados.

4.3. Aplicacién a datos reales

A continuacion ‘aplicaremos el filtro knockoff, el método de BH, la regre-
sién Lasso y el métode de Stepwise para detectar mutaciones en el Virus de
Inmunodeficiencia Humana Tipo 1 (VIH-1) que estédn asociadas con la re-
sistencia a los medicamentos. El conjunto de datos, descrito y analizado en
[Barber and Candes, 2015], eonsta de medidas de resistencia a los fairmacos e
informacién de genotipo delmuestras de VIH-1, con conjuntos de datos sepa-
rados para la resistencia a los@nhibidores de la proteasa (IP), a los inhibidores
nucleésidos de la transcriptasa inyersa (RT), nucledsidos (NRTI) y a los inhi-
bidores de RT no nucledsidos (NNRITT). En este ejemplo de aplicacion agre-
gamos algunos andlisis a los gue se‘presentan en [Barber and Candes, 2015].

En cada clase de farmaco, a adlgunas muestras les faltan medidas de resis-
tencias para alguno de los medicamentos,gor lo que para el analisis de cada
medicamento el tamano de muestra®y.el nimero.de mutaciones presentes seran
diferentes para cada una.

Se analizara cada farmaco por separado. La respuesta y; viene dada por el
aumento logaritmico de la resistencia a los farmacoS.probada en laboratorio
en la ¢-ésima muestra, mientras que el diseno de la matriz X tiene entradas
Xi; € {0,1}, que indica la presencia o la ausencia de‘la”mutacién j en la
1-ésima muestra. Para cada farmaco, solo se mantienen esas mutaciones que
aparecen tres o mas veces en la muestra de ese farmaco y se“eliminan las
columnas duplicadas de X para permitir la identificacion.

Diferentes mutaciones en las mismas posiciones se tratan como caragteristi-
cas y se asume un valor lineal aditivo sin interacciones. Luego al conjunto de
datos resultantes se les aplica el filtro knockoff y el algoritmo de BHd,_cada
uno con ¢ = .2, también realizamos la regresion Lasso y el método de Stepwise.

Para evaluar los resultados comparamos las mutaciones seleccionadas con los
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paneles”existentes de mutaciones seleccionadas por tratamientos (TSM) de
[Rheewet al., 2005], dado que se trata de un experimento de datos reales, se
desconocesla, verdad fundamental, pero estos paneles proporciona una bue-
na aproximacion que podemos utilizar para evaluar los métodos. Para cada
clase de farmago (IP, NRTI, NNRTI), |[Rhee et al., 2005], crean paneles de
mutaciones quefestan presentes con una frecuencia significativamente mayor
(después de cortegirspara comparaciones multiples) en muestras de virus de
individuos que hangsido tratados con esas clase de farmacos, en comparacion
con individuos que nunca han recibido esa clase de farmaco. Por lo tanto,
los datos que usamos para.la seleccion del modelo (basados en la resistencia
a los medicamentos comprobados en laboratorio) y los paneles de mutacién
usados para validar nuestrostesultados (basados en la asociacién con el histo-
rial de tratamientos del paciente) provienen de diferentes tipos de estudios y
nuestro objetivo es ver la replicabilidad, es decir, evaluaremos los resultados
de la seleccion de nuestros modelos en funciéon de cuantas de las mutacio-
nes identificadas por nuestro analisis aparece también en la lista de TSM.
Se sabe que multiples mutaCiones en-lazmisma proteasa o posicién de RT a
menudo pueden asociarse contesultades.relacionados con la resistencia a los
medicamentos. Dado que la lista TISM es#tina aproximacion de la verdad fun-
damental, compararemos solo las pesiciones” de las mutaciones seleccionadas
con las posiciones de las mutaciones.en. la listad TMS.

4.3.1. Farmacos del tipo PI

APV

Para el farmaco APV se obtuvieron las siguientes tasas de falsgs_paositivos:

Tabla 4.1: Tasa de falso positivos del farmaco APV de la clase PI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
|FDR | 0136 |032] 038 | 0.266 |
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Figura 4.19: Resultado de aplicaz«€l_filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresién Lasso y el métodosde Stepwise al farmaco APV de tipo PI.

Observamos de la figura que paraslos datos de este ejemplo, el méto-
do knockoff tiene el menor FDR~y.una buéna cantidad de descubrimientos
verdaderos, por otro lado el métode _de Lasso'y Stepwise ofrecen una mayor
cantidad de descubrimientos verdadergs,pero“tiene una mayor FDR.

ATV

Para el farmaco ATV se obtuvieron las siguientes tasas de falSos_ positivos:

Tabla 4.2: Tasa de falso positivos del farmaco ATV de la clase PI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 029 [0.259]0.315 | 0.086 |
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Figura 4.20: Resultado de aplicars€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresiéon Lasso y el métodoa/de Stepwise al farmaco ATV de tipo PI.

Observamos de la figura queé para losg“datos de este ejemplo, el método de
Stepwise seria una buena eleccion-ya que offece un menor FDR y una buena
cantidad de descubrimientos verdaderos y €l método knockoff tiene un alto
FDR y una buena cantidad de descubrimientos verdaderos.

IDV

Para el farmaco IDV se obtuvieron las siguientes tasas de falsos positivos:

Tabla 4.3: Tasa de falso positivos del farmaco IDV de la clase PI por método:

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.387 [0.333]0431| 0333 |
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Figura 4.21: Resultado de aplicaz«€l_filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el métodosde Stepwise al farmaco IDV de tipo PI.

Observamos de la figura que, el filkro knockoff tiene un FDR un poco
mayor a los métodos BHq y Stepwise; mientras que Lasso tiene el FDR mas
alto, pero tiene més variables verdaderas.

LPV

Para el farmaco LPV se obtuvieron las siguientes tasas de falsés‘positivos:

Tabla 4.4: Tasa de falso positivos del farmaco LPV de la clase PI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.058 [0.142] 03 | 028 |
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Figura 4.22: Resultado de aplicarel filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresiéon Lasso y el métade de Stepwise al farmaco LPV de tipo PI.

Observamos de la figura queel filtr6 de knockoff tiene la menor FDR,
pero menos descubrimientos verdaderos,”los: métodos BHq, Stepwise y Las-

so proporcionan mayores descubrimientos verdaderos pero tienen una mayor
FDR.

NFV

Para el farmaco NFV se obtuvieron las siguientes tasas de falSos positivos:

Tabla 4.5: Tasa de falso positivos del farmaco NFV de la clase PI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.225 [0.241 ] 0437 | 0.258 |
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Figura 4.23: Resultado de aplicars€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresién Lasso y el métode/de Stepwise al farmaco NFV de tipo PI.

Observamos de la figura que-el FDR del filtro knockoff es ligeramen-
te mas bajo que el de los métedos BHg yeStepwise y ademas tienen mas
descubrimientos verdaderos que estes dos'métodos, para el método de Las-
so observamos que su FDR es el mayor perosfambién es el que tiene mayor
numero de descubrimientos verdaderos,

RTV

Para el farmaco RTV se obtuvieron las siguientes tasas de falsos-positivos:

Tabla 4.6: Tasa de falso positivos del farmaco RTV de la clase PI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.296 |0.307 | 0.325 | 0.225 |
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Figura 4.24: Resultado de aplicar el filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el método)de Stepwise al farmaco RTV de tipo PL

Observamos de la figura que en este ejemplo el método de Stepwise es
una buena opcién, ya que tiene=el menor” FDR y es el segundo mejor en
descubrimientos verdaderos.

SQV

Para el farmaco SQV se obtuvieron las siguientes tasas de falsés‘positivos:

Tabla 4.7: Tasa de falso positivos del farmaco SQV de la clase PI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
|FDR | 019 [0.366] 0333 | 0214 |
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Figura 4.25: Resultado de aplicarel filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el métade/de Stepwise al farmaco APV de tipo PL.

Observamos en la figura [4.25Fqite el filito knockoff tiene el FDR més bajo,
aunque es el de menos descubriinientos verdaderos, una buena opcién en este
caso es el método Stepwise, ya que-es el ségundo en menos descubrimientos
falsos y también el segundo en mas descubrimientos verdaderos.

4.3.2. Farmacos del tipo NRTI

X3CT

Para el farmaco X3CT se obtuvieron las siguientes tasas de falsés positivos:

Tabla 4.8: Tasa de falso positivos del farmaco X3CT de la clase NRTT por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0 | 0 [0533] 0333 |
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Figura 4.26: Resultado de aplicars€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el método/de Stepwise al farmaco X3CT de tipo NRTT.

Observamos en la figura [4.26| qie-el-filtro de knockoff no tiene descubrimientos
falsos, pero tiene el menor numero de desetibrimientos verdaderos, una buena
opcién para este ejemplo seria el BHgeya quetambién no tiene descubrimientos

falsos, pero tiene mas nimero de descubrimientes verdaderos que el filtro de
knockoff.

TDF

Para el farmaco TDF se obtuvieron las siguientes tasas de falsos-positivos:

Tabla 4.9: Tasa de falso positivos del farmaco TDF de la clase NRTT por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
|FDR | 02 [055 | 02 | 0272 |
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Figura 4.27: Resultado de aplicarel filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el métade./de Stepwise al farmaco TDF de tipo NRTT.

Observamos en la figura queen este ejemplo el filtro knockoff tiene un
FDR bajo, pero un bajo nimero.de descubrimientos falsos, en este caso el
método Lasso es una mejor opcionga que tiene un mas numero de descubri-
mientos verdaderos y es el segundo en_menos“déscubrimientos falsos.

DDI

Para el farmaco DDI se obtuvieron las siguientes tasas de falsos positivos:

Tabla 4.10: Tasa de falso positivos del farmaco DDI de la clase NRTT por método.,

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.166 |0.333] 04 | 0375 |
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Figura 4.28: Resultado de aplicar el filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el métade/de Stepwise al farmaco DDI de tipo NRTT.

Observamos en la figura que en este_ejemplo el filtro knockoff es el de
menor FDR, pero también ofrecesmuy pog€os descubrimientos verdaderos, al
igual que el método BHq.

D4T

Para el farmaco D4T se obtuvieron las siguientes tasas de falsés‘positivos:

Tabla 4.11: Tasa de falso positivos del farmaco D4T de la clase NRTT por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.645 | 05 | 0.538 | 0.285 |
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Figura 4.29: Resultado de aplicars€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el métade/de Stepwise al farmaco D4T de tipo NRTI.

Observamos en la figura que en‘este ejemplo la mejor opcién puede
ser el método Stepwise, ya que-ofrece menor FDR y un buen ntmero de
descubrimiento verdaderos, podemes§_notar(que en este caso el filtro knockoft
tiene el FDR mas alto.

AZT

Para el farmaco AZT se obtuvieron las siguientes tasas de falSos positivos:

Tabla 4.12: Tasa de falso positivos del farmaco AZT de la clase NRTI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0 [0.409]0.607 | 0.366 |
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Figura 4.30: Resultado de aplicar-€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el métoda/de Stepwise al farmaco AZT de tipo NRTI.

Observamos en la figura que en este€jemplo el filtro knockoff no se-
leccion6 ninguna variable, y en estelcaso, unabuena opciéon seria el método
Stepwise, ya que tiene la menor tasa 'de’descubrimientos falsos y la segunda
mayor tasa de descubrimientos verdaderos.

Repetimos la seleccion para el farmaco AZT, pero utilizando ¢ = 0.5, y se
obtuvieron las siguientes tasas de falsos positivos:

Tabla 4.13: Tasa de falso positivos del farmaco AZT de la clase NRTT utilizando‘¢*=.0.5 por
método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
|FDR | 0.65 |0.586 | 0.607 | 0.366 |
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Figura 4.31: Resultado de aplicat el filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .5, la regresion Lasso y el métodende Stepwise al farmaco AZT de tipo NRTTI.

Observamos en la figura queen este€jemplo el filtro knockoff ya seleccio-
na variables, pero tiene la mayor.FDR, y"nuévamente en este caso una buena
opcion seria el método Stepwise.

ABC

Para el farmaco ABC se obtuvieron las siguientes tasas de falsés\positivos:

Tabla 4.14: Tasa de falso positivos del farmaco ABC de la clase NRTI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
|FDR | 0.166 | 04 | 055 | 032 |
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Figura 4.32: Resultado de aplicar«€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresién Lasso y el métoda/de Stepwise al farmaco ABC de tipo NRTTI.

Observamos en la figura que_en este ejemplo el filtro knockoft tiene la
menor FDR, pero una baja seleccion de.variables verdaderas y en este caso
una buena opcién seria el método/Stepwise,

4.3.3. Farmacos del tipo NNRTI

DLV

Para el farmaco DLV se obtuvieron las siguientes tasas de falsos=positivos:

Tabla 4.15: Tasa de falso positivos del farmaco DLV de la clase NNRTI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.583 [0.628 ] 0.769 | 0.588 |
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Figura 4.33: Resultado de aplicar#€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresién Lasso y el métodosde Stepwise al farmaco DLV de tipo NNRTT.

Observamos en la figura que en este.€jemplo todo los métodos obtienen
un alto FDR, al igual que bajos deseiibrimientos verdaderos.

EFV

Para el farmaco EFV se obtuvieron las siguientes tasas de falses\positivos:

Tabla 4.16: Tasa de falso positivos del farmaco EFV de la clase NNRTI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
|FDR | 05 [0473]0.641 | 0.625 |
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Figura 4.34: Resultado de aplicarel filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresion Lasso y el métade./de Stepwise al farmaco EFV de tipo NNRTI.

Observamos en la figura qué’en este.ejemplo todo los métodos obtienen
un alto FDR, al igual que un similar,nimere~de descubrimientos verdaderos.

IDV

Para el farmaco IDV se obtuvieron las siguientes tasas de falsos‘\positivos:

Tabla 4.17: Tasa de falso positivos del farmaco IDV de la clase NNRTI por método.

‘ Método ‘ knockoff ‘ BHq ‘ Lasso ‘ Stepwise ‘
| FDR | 0.588 [0.636 | 0.745 | 0.526 |
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Descubrimientos

Falso
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Metodo

Figura 4.35: Resultado de aplicars€l filtro knockoff y el algoritmo de BHq, cada uno con
q = .2, la regresién Lasso y el métodoe/de Stepwise al farmaco IDV de tipo NNRTT.

Observamos en la figura que-énveste ejemplo todo los métodos obtienen
un alto FDR, al igual que un.similar niimero de descubrimientos verdaderos.



Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los métodos de seleccion de variables knockof,
Lasso y Stepwise. Estes.métodos se aplicaron a regresiones lineales simuladas
para observar sus tasassde falsos positivos y potencias, variando diferentes
parametros para analizar & eficiencia.

En las simulaciones se observé”que en el caso donde p < n las metodologias
Lasso y knockoff produjeron las menores tasas de falsos positivos, siendo Lasso
la que generalmente tuvo las tasas.mias bajas, ademas de tener una potencia
igual o cercana a uno, es dec€ir, seleccion6 bien a las variables importantes.
En los casos p < n < 2p y n <p_se obseryo que generalmente la metodologia
knockoff produjo las menores tasas, de falses positivos, sin embargo Lasso fue
la que generalmente tuvo potencia igial olcercana a uno.

En la aplicacion a datos reales, se observé quée-en la mayoria de los casos
la metodologia knockoff tuvo la menor+tasa de“descubrimientos falsos, y en
los casos en los que no, notamos que no hubo ninglin método en particular
que siempre tuviera el menor FDR. Sin embargo, netamos que mayormente
knockoff es el que tiene la tasa de descubrimientos verdaderos més pequena,
siendo Lasso el método con esta tasa mas alta en la mayetia de los casos.
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Apéndice A

Algunos detalles técnicos

A continuacién se presentan-algunos resultados utilizados en la tesis y detalles
técnicos.

A.1. Algunos resultadoes,de la distribucién uniforme

e SiUy,...,Uy son iid. U(0,1) y si X = # de U;s < t, entonces X ~

Bin(N,t).
e Supongamos s y t tales que 0)< s <.#'< 1. Sea U ~ U(0, 1), entonces
PU < s 5
P(USS\USt):ﬁ:?
e Sily,...,Uxysoniid. U(0,1)y
X =4#{U; < s},
YV =#{U; <t}

entonces X | Y es una variable aleatoria que cuenta~cuantas U;s son
menores que s, dado que ya sabemos que hay Y menores que t. Entonces

XyYNBm(Y,§>.

A.2. Teorema de paro 6ptimo para martingalas

Teorema A.2.1 (Teorema de paro 6ptimo) Sea (F;)i>o una filtracidn.de-
finida sobre un espacio de probabilidad (0, F,P) y sea (My)i>o un proceso-€s-
tocdstico adaptado a la filtracion (Fi)e=o, cuyos caminos son continuos por la
derecha vy localmente acotados. Las siquientes propiedades son equivalentes:
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o (My)>0 es una martingala con respecto a la filtracion (Fi)e>o -

o Para-cualquier tiempo de paro acotado casi sequramente de la filtracion
(F)i6"tal que E(| Mr |) < 400, tenemos que E(Mr) = E(My).

A.3. Deniostraciéon de Q(t,) = ¢

Sea p(p) = 0. Porlaforma general de Q(t), tenemos que si ¢ € (0,1) y j = imax
es el indice mas grande tal que Q(p1)) < ¢ (o bien p;) < %q), entonces se
cumple:

Caso 1: Para j =0
Se tiene que Q(t) = Dt, Vt € [0,pq)), y tenemos que 0 < ¢ < Npyy,
entonces por el teoremd del-valor intermedio, existe z € [0, p(1)) tal que
Q(x) = q . Es facil ver ques cumple con ser la minima cuota superior

de {t: Q(t) < ¢}, por lo qué w=t,, asi Q(t,) = q.
Caso 2: j € {1,2,...,N — 1}

En este caso tenemos que.@Q(t) = %, Vt € [p(), pj+1)) ¥ tenemos que
Npg) Npi1) _ Npg+
Qp) = —2 g <= <
Pi) = — D1 ;

entonces por el teorema del valot intermedioy existe € [p(;y, p(j+1)) tal
que Q(z) = q. Es facil ver que = cumple con'Sertla minima cuota superior

de {t: Q(t) < q}, por lo que x =t,, asi Q(t,)=4.
Caso 3: j =N
En este caso se tiene que Q(t) = t, Vt € [p(n), 1] y teneémos que
Qpv)) =pvy) < g <1,

entonces por el teorema del valor intermedio, existe x € [p(yy, 1) tal que
Q(x) = q. Es facil ver que z cumple con ser la minima cuota{superior de

{t : Q(t) < ¢}, porlo que z =t,, asi Q(t,) = q.



Apéndice B
Cadigos

En el siguiente apéndice se.mostraran los cédigos utilizados para realizar las
simulaciones de los ejemplos presentados en los capitulos anteriores.

Simulaciones de Regresion lineal

Regresion lineal en dimensiona baja

library (glmnet)
library (knockoff)
library (dplyr)
library (readxl)
library(data.table)
library(bigstep)
library (openxlsx)
library (ggplot2)
library (openxlsx)
library(readxl)
library (doMC)
library (multtest)

Listing B.1: Librerias

set.seed (4567)

3ln1=200 # Nimero de observaciones.
p1=100 # Nimero de variables.
51 k1=30 # Nimero de variables con coeficientes distintos d€ ckro.

# Generar las variables a partir de una distribucidén normal multi™e¥ ada.
mul = rep(0,pl)

rhol = 0.3

Sigmal = toeplitz(rhol~(0:(pl1-1)))

X1 = matrix(rnorm(nix*pl),nl) %*% chol(Sigmal)

# Generate the response from a linear model
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nonzerols= sample(pl, k1)
betal = 5% (1:pl %in’% nonzerol)
Y1 = X1 Y%% betal + rnorm(nl)

Listing B.2: Creacion de la regresion lineal.

fdp = function(sklected) sum(betalselected] == 0)/max(l,length(selected))

Listing B.3: Calculo del FDR

d = prepare_data (Y1, X1)
fs=fast_forward(d,maxf\= p1l)

;| ve=as .numeric (sub ( 3 #"Nas.character (fs$model)))

fdp (betal,vs)

Listing B.4: Aplicacion de Stepwise

gR=cv.glmnet (X1,Y1,alpha = 0)
LR=gqR$lambda.min

;J|Ridge <- glmnet (

X1 ,

Y1 ,

alpha = 0 ,

lambda = LR,

standardize = TRUE
)
fdp(betal,vs)

Listing B.5: Aplicaeion de Regresion Ridge

gL=cv.glmnet (X1,Y1,alpha = 1)
plot (qL)

;] LL=qL$lambda.min

mlasso <- glmnet(
X1 ,
Y1 s
alpha =1 ,
lambda = LL,
standardize = TRUE
)
fdp(betal ,which(mlasso$beta>0))

Listing B.6: Aplicacién de Regresion Lasso

mknockoffl = knockoff.filter (X1, Y1)
mknockoffl$selected

Listing B.7: Aplicaciéon del metodo knockocft

Regresién lineal en dimensiona alta




N

87

library (gdimnet)
library(knockoff)
library{(dplyzr)
library(readxl)
library (datd.table)
library (bigstep)
library (openxlsx)
library (ggplot2)
library (openxlsx)
library (readxl)
library (doMC)
library (multtest)

Listing B.8: Librerias

set.seed (3445)

n2=100 # Nimero de ‘gbsgryvaciones
p2=300 # Numero de varwables
5| k2=30 # Nimero de varig@bles con coeficientes distintos de cero.

# Generar las variables

mu2 = rep(0,p2)

rho2 = 0.3

Sigma2 = toeplitz(rho2~(0: (p2=1)))

X2 = matrix(rnorm(n2*p2),n2) %* % chol (Sigma2)

# Generate the response from a 1ing@&r model

nonzero2 = sample(p2, k2)

a partir“de \una distribucién normal multivariada.

beta2 = 100 * (1:p2
Y2 = X2 %xY% beta2 +

%in% nonzero2)
rnorm(n2)

Listing B.9: Creacion de la regresion lineal

d2=prepare_data(Y2,

fs2=fast_forward (42,

vs2=as.numeric (sub(
fdp(beta2,vs2)

X2)
maxf = p2)
s ,as.character (fs2$model)))

Listing B.10: Stepwise

gR=cv.glmnet (X2,Y2,alpha =

LR=gR$lambda.min
Ridge2 <- glmnet (
X2 ,

Y2 ,
alpha = 0 s
lambda = LR,
standardize = TRUE

0)

Listing B.11: Regresion Ridge
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ql2=c¥ .glmnet (X2,Y2,alpha = 1)
LL2=qL2$ lambda.min
mlasso2“<-Jglmnet (

X2 ,

Y2 ,

alpha =1 3

lambda =VvLL2,

standardize & TRUE
)
fdp(beta2,which(mlasso2$beta>0))

Listing B.12: lasso

mknockoff2 = knockoff.filtwer (X2, Y2)
mknockoff2$selected

Listing B43: Aplicacién del método knockocft

Regresiéon lineal para pruebas-de hipétesis multiples

set.seed (4567)

nl1=200 # number of Ghs@rvations
pl1=100 # number of vdrgmabdes
k1=30 # number of varWables Wish nonzero coefficients

# Generate the variables from a mUl#ivariapgke Ynormal distribution

mul = rep(0,pl)

rhol = 0.3

Sigmal = toeplitz(rhol~(0:(p1-1)))

X1 = matrix(rnorm(nl*pl),nl) ¥%x’% chol(Sigmal)

# Generate the response from a linear model
nonzerol = sample(pl, k1)

betal = 5 * (1:pl %in’% nonzerol)
Y1 = X1 ¥%*x% betal + rnorm(mnil)

Listing B.14: creacion de la regresion linel

MCO=1m (Y17 X1)

summary (MCO)

pval = summary (MCO)$coefficients[-1,4]
Pval=as.numeric (pval)

OP=sort (Pval)

Listing B.15: Célculos de loo p-valores

a=(1:p1)
c1=0.05/pl
windows ()
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plot (agPval ,main= , xlab = , ylab = )

abline (h=tl1,col= )

abline (h=0.05, col= )

which (0P < ci)

which(Pval#f<pcl)

Pval[c(4,104,15,19,20,24,31,36,37,40,42,44,58,61,65,66,67,68,70,
75,76 479),,80,85,87,93,94,97,99,100)]

Listing B.16: Bonforroni

c2=0.05/(pl-a+1)
#graficas

windows ()

plot(a,0P,main= 1% , xlab = , ylab =
)

abline(1lsfit(a, c2),col="rad')

abline (h=0.05,col= )

0P < c2

which(Pval < c2)

Pval([c(4,10,15,18,19,20,24,31,36,37 ,40,42,44,58,61,65,66,67,68,70,

75,76,79,80,85,87,93,94,97¢99:5100) ]

Listing B.17: Benforroni modif

c3=ax*(0.05/p1)

plot(a,c3, ,col= , xlab =<, ylab ="")
par (new=TRUE)
plot(a,0P,main= , xlab = , ylab= Net )d')

#tgraficas

windows ()

plot(a,0P,main= , xlab = ¢ , ylab = _ )

abline(lsfit(a, c3),col= );abline (h=0.05, col="06lmcy)

which(Pval < c¢3)

Pval[c(4,10,15,18,19,20,24,31,36,37,40,41,42,44,58,61,6566,67,68,70,
75,76,79,80,85,87,92,93,94,97,99,100)]

Listing B.18: Bengamine and Hochber

#fdp = function(selected) sum(betal[selected] ==
fdp = function(beta,selected) sum(betalselected]
selected))

0)/max (1,length*yselected))
== 0)/max (1, ength (

#vdp = function(selected) sum(betal[selected] != 0) / k
vdp = function(beta,selected,k) sum(betal[selected] != 0) / k

fdp (betal ,mknockoffi$selected)
vdp (betal ,mknockoffi$selected , k)

fdp(beta2 ,mknockoff2$selected)
vdp (beta2 ,mknockoff2$selected,h k)




90 APENDICE B. CODIGOS

Listing B.19: Funcién para calcular el FDR y la potencia.

library (MASS)

-

N

# Definir la gmnci?n de c?lculo del error tipo S

5| calc_error_S <# function(model, sigma, alpha = 0.05) {
6 t_value <- qt(alpha/2, df = model$df.residual)

7 beta <- model$coéfficients[-1]

8 se_beta <- sigma(* sqrt(diag(solve(model$X)))

9 ci_width <- 2 * tivalue * se_beta

10 width_ratio <- ci_width / abs(beta)

11 max_width_ratio <- méax (width_ratio)

12 return(max_width_ratio)

15| # Cargar el conjunto de dates

17| data(Boston)

19| # Ajustar el modelo lineal
20l model <- 1m(medv ~ ., data = Boston)

22| # Calcular el error tipo S

23| sigma <- summary(model)$sigma

24 error _S <- calc_error_S(model, ‘sigma, alphas= 0.05)
25| print (pasteO ( , erroreS))

28| library (meta)

30| # Cargar el conjunto de datos
si{data(Boston)

33| # Ajustar el modelo lineal

34/model <- 1m(medv ., data = Boston)
36| # Calcular el error tipo S
371 error _S <- sens.s(model)

ss| print (pasteO ( , error_S))

| sens_slope (model)

Listing B.20: Error tipo S

Simulacion para dimensiona baja

| library (glmnet)
2| library (knockoff)
3/ library (dplyr)
i|library (readxl)



library(data.table)
library (bigstep)
library (openxlsx)
library (ggplet2)
library (opénxlsx)
library (readxls)
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Listing B.21: Librerias

set.seed (4567)

n=3000
p=1500
NI=400
na=10
k=30

rho = 0.3
Sigma = toeplitz(rho~(0: (p—1)7))
AFDRK=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=na,ncol = NI)
AFDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nagincol = NI)
AFDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=naywncol = NI)
AVDRK=matrix (rep(0,p*NI),nrow=na,ncol = NI)
AVDRL=matrix (rep(0,p*NI),nrow=na,ncol = _NI)

;| AVDRS=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=na’, ncol \=/NI)

fdp = function(beta,selected) sum(betalsedected] == 0)/max(l,length(
selected))
vdp = function(beta,selected,k) sum(betalsglected] != 0) / k

for (j in 1:mna) {
amplitudej = j*50
for(i in 1:NI) {
# Generate the variables from a multivariate¥nokmal distribution
mui = rep(0,p)

Xi = matrix(rnorm(n*p),n) %*% chol(Sigma)

# Generate the response from a linear model
nonzeroi = sample(p, k)

betai = amplitudej * (1:p %in?% nonzeroi)

yi = Xi %*% betai + rnorm(n)

#knockocff

mknockoffi = knockoff.filter(Xi, yi)

#FDR

AFDRK[j,i]l= fdp(betai,mknockoffi$selected)
#Potencia
AVDRK[j,i]l= vdp(betai,mknockoffi$selected, k)
#lasso
gi=cv.glmnet (Xi,yi)
Li=qi$lambda.min
mlassoli <- glmnet (
Xi ,
yi s
lambda = Li,
standardize = TRUE
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45 )

46 AFDRIA[j,i]l= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))

17 AVDRELj,i]l= vdp(betai,which(mlassoli$beta>0) ,k)
18 #Stepwise

19 di = prepare_data(yi, Xi)

50 fsi=fast _£forward (di,maxf = p)

51 vsi=as.numeric (sub( , ,as.character (fsi$model)))
52 AFDRS[j,13< £dp (betai,vsi)

53 AVDRS[j,i]% vdp(betai,vsi,k)

571 #FDR de las pruebas "wyarjando la amplitud

solwrite.xlsx (AFDRK, RK €1 )
60| write .x1lsx (AFDRL, [ x'")
61| write.xlsx (AFDRS, & 5x ")

63| #FDR del metodo knockoff

64| AFDRK

65| meanAFDRK=numeric (na)

66| for (i in 1:mna){

67 meanAFDRK[i] = mean (AFDRKI[i,])
68| }

60| meanAFDRK

70l plot (meanAFDRK, type = )

72| #FDR del metodo Lasso

73| AFDRL

74 meanAFDRL=numeric (na)

75| for(i in 1:na){

76 meanAFDRL[i] = mean (AFDRLI[i,])
771 }

7s| meanAFDRL

7ol plot (meanAFDRL, type = )

g1l #FDR del metodo stepwise

s2| AFDRS

s3] meanAFDRS=numeric (na)

s/ for(i in 1:na){

85 meanAFDRS[i] = mean (AFDRS[i,])
86| F

s7| meanAFDRS

ss| plot (meanAFDRS, type = )

89
90| #todos juntos

91| meanFDR=c (meanAFDRK ,meanAFDRL ,meanAFDRS)

92| ampli=rep (1:na,3)*100

93| FDR=rep (c( , s ),c(na,na,na))

os| FDRA=data.frame (meanFDR , ampli ,FDR)

95| ggplot (data=FDRA, aes(x = ampli, y = meanFDR, group = FDR, color = FDR)) +
96| geom_line () +

97 geom_point () +

98 ggtitle( )+
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xla Amplitud") +
ylab ("Media del FDR")

#VDR de@pruebas variando la amplitud
#exportar aAel

write.xlsx (A\% "AVDRK.x1lsx")
write.xlsx (AVDRL ,/ AVDRL . x1lsx")
write.xlsx (AVDR&S\}VDRS . x1sx")

#VFDR del metodo k@ﬁff
AVDRK
meanAVDRK=numeric (na)

for(i in 1:na){ Q
meanAVDRK[i] = mean(AVDRKI[4i,])

}
meanAVDRK Q
plot (meanAVDRK, type = "1") @‘

#VDR del metodo Lasso g
AVDRL

meanAVDRL=numeric (na) é

for(i in 1:mna){

meanAVDRL[i] = mean (AVDRLTi —y
: O, ¢

meanAVDRL

plot (meanAVDRL, type = "1") ‘ (

g -
#VDR del metodo stepwise 7 O
AVDRS O

meanAVDRS=numeric (na) o 6
for(i in 1:na){ . O

meanAVDRS[i] = mean (AVDRSI[i,])

}

meanAVDRS

plot (meanAVDRS, type = "1") @

#todos juntos Q
meanVDR=c (meanAVDRK ,meanAVDRL ,meanAVDRS) ®
ampli=rep(l:na,3)*100
Potencia=rep(c("Knockoff","Lasso","Stepwise"),c(na,na,na)) )
VDRA=data.frame (meanVDR ,ampli,Potencia) Q

ggplot (data=FDRA, aes(x = ampli, y = meanFDR, group=Potencia, cé
Potencia)) +

geom_line () + ;0
geom_point () + O
ggtitle ("lMedias de las Potencias'")+ O

xlab("Amplitud") +
ylab("Medias de las potencias") .

Listing B.22: Variando la amplitud
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#libr@rias
library(gdmnet)
library(knockoff)
library (dpd¥r)
library (datd.table)
j| library (bigstep)
library (ggplot2)
s|library (openxlsx)
library(readxl)

# Variando las betds dé#¢stintas de cero
set.seed (3456)
n=3000

;| p=1500
a=50

gl rho=0.3

Sigma = toeplitz(rho~(0:(p-1)))
NI=400
nk=10

3| KFDRK=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=mk,ncol = NI)
1| KFDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow nk ,ncol _==NI)

25| KFDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)

;| KVUDRK=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=nk,ncol =#NI)
KVDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nk,ncol =“NT)
;| KVDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nk,ncols = NI)

fdp = function(beta,selected) sum(betad[selected] == 0)/max(l,length(
selected))
vdp = function(beta,selected,k) sum(betal[selected] != 0) / k

for (j in 1:nk) {

kj= 10%j

for(i in 1:NI) {

# Generate the variables from a multivariate normalF distribution
mui = rep(0,p)
Xi = matrix(rnorm(n*p),n) %*% chol(Sigma)

# Generate the response from a linear model
nonzeroi = sample(p, kj)
betai = a* (l1:p %inY% nonzeroi)
yi = Xi %*% betai + rnorm(n)
#knockocff
mknockoffi = knockoff.filter(Xi, yi)
#FDR
KFDRK[j,i]l= fdp(betai,mknockoffi$selected)
#Potencia
KVDRK[j,i]l= vdp(betai,mknockoffi$selected,kj)
#lasss
gi=cv.glmnet (Xi,yi)
Li=qi$lambda.min
mlassoli <- glmnet (
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= Li,

a
st axrdize = TRUE

L
KFDRL [j, imdp(betai ,which(mlassoli$beta>0))
KVDRL[j,1i (betai,which(mlassoli$beta>0) ,kj)

#Stepwise
di = preparm;&(yi, Xi)
)

fsi=fast_forw

di
vsi=as .numeric@"X" ,"",as.character (fsi$model)))
KFDRS[j,1i]l= fdp i,vsi)
KVDRS [j,i]= vdp(@' ,vsi,kj)
) 0%
} (/

#FDR de las pruebas varian@as betas distintas de cero.

#exportar a Exel @‘

write.x1sx (KFDRK, "KFDRK.xlsx"
write.x1sx (KFDRL, "KFDRL.xlsx") ®
write.x1sx (KFDRS, "KFDRS.xlsx")

#FDR del metodo knockoff @
-

KFDRK=as .matrix (KFDRK) @

meanKFDRK=numeric (nk)
for(i in 1:nk){ Ad

meanKFDRK[i] = mean (KFDRK[i,]) / O
} Q O
meanKFDRK O

plot (meanKFDRK, type = "1") . O

‘/l’

#FDR del metodo Lasso
KFDRL=as.matrix (KFDRL) :9

meanKFDRL=numeric (nk)

for(i in 1:nk){
meanKFDRL[i] = mean (KFDRL[i,]) o/
}

meanKFDRL c:
plot (meanKFDRL, type = "1") A

#FDR del metodo stepwise Q
KFDRS=as.matrix (KFDRS) 6

meanKFDRS=numeric (nk)

for(i in 1:nk){ @
meanKFDRS [i] = mean (KFDRS[i,]) @

}

meanKFDRS O

plot (meanKFDRS, type = "1") O

#todas las graficas juntas
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7l meanKEDR=c (meanKFDRK ,meanKFDRL ,meanKFDRS)
;| bet=rep (I nk,3) *10

FDR=rep (X s s ),c(nk,nk,nk))
FDRK=data«frame (meanKFDR ,bbet ,FDR)
ggplot (dat@=FDRK, aes(x = bet, y = meanKFDR, group = FDR, color = FDR)) +
geom_line/().+
geom_point () %

ggtitle ( a1 o )+
xlab ( e Dhe ) +
ylab( L) FDR ")

8| #VDR de las pruebas wydriando los betas distintos de cero

#exportar a Exel

write.xlsx (KVDRK, RK €1 )
write.xlsx (KVDRL, [ x'")
write.xlsx (KVDRS, & 5x ")

5| #VFDR del metodo knockoff

KVDRK

;lmeanKVDRK=numeric (nk)

for(i in 1:nk){

meanKVDRK[i] = mean(KVDRKI[i,])
}
meanKVDRK

>l plot (meanKVDRK, type = )

#VDR del metodo Lasso

5| KVDRL

meanKVDRL=numeric (nk)

7l for(i in 1:nk){

meanKVDRL[i] = mean(KVDRLI[i,])
}
meanKVDRL
plot (meanKVDRL, type = )

#VDR del metodo stepwise
KVDRS
meanKVDRS=numeric (nk)
for(i in 1:nk){
meanKVDRS [i] = mean (KVDRS[i,])
}
meanKVDRS
plot (meanKVDRS, type = )

#todos juntos

meanVDR=c (meanKVDRK ,meanKVDRL ,meanKVDRS)
betaO=rep(1:nk,3)*10

il Potencia=rep (c( s s ),c(nk,nk,nk))

VDRK=data.frame (meanVDR,betalO,Potencia)
ggplot (data=VDRK, aes(x = betaO, y = meanVDR, group=Potencia, color=
Potencia)) +
geom_line () +
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geomgpoint () +

gegtitleX )+
xlab (" A%y )+

ylab ("Media )
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Listing B.23: Variando las betas distintas de cero

#librerias
library (glmnet)
library (knockoff)

5| library (dplyr)

library (data.table)
library(bigstep)
library (ggplot2)
library (openxlsx)
library(readxl)

#Variando RHO
set.seed (5678)

n=3000

| p=1500

a=50
k=30
NI=400
nr=1

RFDRK=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr,ncgl )= NI)
RFDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr ,ncols=\NI)

5| RFDRS=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=nr,ncol\s NI)

RVDRK=matrix (rep(0,p*NI),nrow=nr,ncol = NI)

| RVDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr,ncol = NI)

RVDRS=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=nr,ncol = NI)

fdp = function(beta,selected) sum(betal[selected] == Q)/max(1l,length(
selected))
vdp = function(beta,selected,k) sum(betal[selected] !'= 0/ k

for (j in 1:mnr) {

rhoj = (j/nr) - 0.05

Sigma = toeplitz(rhoj~(0:(p-1)))

for(i in 1:NI) {
# Generate the variables from a multivariate normal distrib@tibn
mui = rep(0,p)
Xi = matrix(rnorm(n*p),n) %*% chol(Sigma)
# Generate the response from a linear model
nonzeroi = sample(p, k)
betai = a * (l:p %in’% nonzeroi)
yi = Xi %*7% betai + rnorm(n)
#knockocff
mknockoffi = knockoff.filter(Xi, yi)
#FDR
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REDRK[j,i]= fdp(betai,mknockoffi$selected)
RVDRKM{j,il= vdp(betai ,mknockoffi$selected,b k)
#1lasgle
gi=cveglmnet (Xi,yi)
Li=qi$dambda.min
mlassold <~ glmnet (

Xi ,

yi s

lambda = Li,

standardize) =, TRUE
)
RFDRL[j,i]= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))
RVDRL[j,i]l= vdp(petai,which(mlassoli$beta>0) ,k)
#Stepwise
di = prepare_data(yi , Xi)
fsi=fast_forward(di)
vsi=as.numeric (sub ("XLy"# ,as.character (fsi$model)))
RFDRS[j,il= fdp(betai,usi)
RVDRS[j,i]= vdp(betai, vsimk)

#FDR de las pruebas variando la amp<situd
#exportar a Exel

write.xlsx (RFDRK, )
write.xlsx (RFDRL, )
write.xlsx (RFDRS, )

#FDR del metodo knockoff
RFDRK = as.matrix (RFDRK)
meanRFDRK=numeric (nr)
for(i in 1:nr){

meanRFDRK[i] = mean(RFDRKI[i,])
}

2| meanRFDRK

plot (meanRFDRK, type = )

5| #FDR del metodo Lasso
| RFDRL=as .matrix (RFDRL)

meanRFDRL=numeric (nr)

gl for(i in 1:nr){

meanRFDRL[i] = mean(RFDRLI[i,])

}
meanRFDRL
plot (meanRFDRL, type = )

#FDR del metodo stepwise

5| RFDRS=as .matrix (RFDRS)

meanRFDRS=numeric (nr)
for(i in 1:nr){
meanRFDRS[i] = mean(RFDRS[i,])
}
meanRFDRS
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plot( nRFDRS, type = "1")

#todas graficas juntas

L )
meanRFDR= anRFDRK ,meanRFDRL ,meanRFDRS)
R=rep(l:nr r -0.05

FDR=rep (c("K off","Lasso","Stepwise"),c(nr,nr,nr))

FDRR=data.fra eanRFDR ,R,FDR)

ggplot (data=FDRR ,m~aes(x =R , y = meanRFDR, group = FDR, color = FDR)) +
geom_line() + .

geom_point () +
ggtitle ("Media d@R por metodo")+
xlab ("RHO") +

ylab("Media del FDQO

#leer los datos en R (’/)
RFDRK <- read_excel("RFDRK<§;px")
RFDRL <- read_excel ("RFDRL. @5

RFDRS <- read_excel ("RFDRS.x

#exportar a Exel

write.x1lsx (RVDRK, "RVDRK.xl !
write.xlsx (RVDRL, "RVDRL.xlsx -
write.xlsx (RVDRS, "RVDRS.XlSX"@ Q
#VFDR del metodo knockoff 1 g (

-
RVDRK 7 O
meanRVDRK=numeric (nr) O 6
for(i in 1:nr){ o
7 O

#VDR de las pruebas variando la GS)Eelaci?n

meanRVDRK[i] = mean(RVDRKI[i,])

}
meanRVDRK
plot (meanRVDRK, type = "1") @
#VDR del metodo Lasso
RVDRL o/
meanRVDRL=numeric (nr) <S>
for(i in 1:nr){

meanRVDRL[i] = mean (RVDRL[i,]) )\
}

meanRVDRL

plot (meanRVDRL, type = "1") ;:6
#VDR del metodo stepwise @
RVDRS 0

meanRVDRS=numeric (nr)

for(i in 1:nr){ <:‘
meanRVDRS[i] = mean(RVDRSI[i,]) <:>

b .

meanRVDRS

plot (meanRVDRS, type = "1")
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#todog jwhtos

7| meanVDR=¢meanRVDRK ,meanRVDRL ,meanRVDRS)

rho=rep (linr43)*(1/nr) - 0.05
Potencia=gép/c( ) ,
VDRR=data.frame (meanVDR ,rho,Potencia)
ggplot (data=VDRR, aes(x = rho, y = meanVDR,
)) +
geom_line () %
geom_point () +
ggtitle( o
xlab (
ylab ( N )

)+
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),c(nr,nr,nr))

group=Potencia,

color=Potencia

Listing B.24: Error tipo S

Simulacion para dimensiona media

library (glmnet)
library (knockoff)
library (dplyr)
library(readxl)
library (data.table)
library(bigstep)
library (openxlsx)
library (ggplot2)
library (openxlsx)
library(readxl)
library (doMC)

#Variando la amplitud

set.seed (6789)

7ln=250
p=500
NI=3
na=3
k=30
rho = 0.3
Sigma = toeplitz(rho~(0:(p-1)))
5| AFDRK=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=na,ncol = NI)
AFDRL=matrix (rep(0,p*NI),nrow=na,ncol = NI)
7| AFDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=na,ncol = NI)
AVDRK=matrix (rep(0,p*NI),nrow=na,ncol = NI)
AVDRL=matrix (rep(0,p*NI),nrow=na,ncol = NI)
AVDRS=matrix (rep(0,p*NI),nrow=na,ncol = NI)

fdp = function(beta,selected) sum(betalselected]
selected))
vdp = function(beta,selected,k) sum(betal[selected]

0) / k

== 0)/max(1,length(




5| for (join 1:na) {

amplituwdej = j*20
for(i 4m 1:NI) {

# Gengffatte the variables from a multivariate normal distribution

mui =grep (0,p)

Xi = matrdx (rnorm(n*p),n) %*% chol(Sigma)

# Generat® Yhe response from a linear model
nonzeroi = sample(p, k)

betai = amplisudej * (1l:p %in?% nonzeroi)

yi = Xi %*x%‘betai + rnorm(n)

#knockocff

mknockoffi = knockoff.filter (Xi, yi)

#FDR

AFDRK[j,i]l= fdp(betai, ,mknockoffi$selected)
#Potencia
AVDRK[j,i]l= vdp(betai,mknockoffi$selected, k)
#lasso
gi=cv.glmnet (Xi,yi)
Li=qi$lambda.min
mlassoli <- glmnet (

Xi ,

yi s

lambda = Li,

standardize = TRUE
)
AFDRL[j,i]= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))
AVDRL[j,i]= vdp(betai,which(mlassold$beta>0) ,k)
#Stepwise
di = prepare_data(yi, Xi)
fsi=fast_forward(di,maxf = p)
vsi=as.numeric(sub("X","",as.character (f€i$model)))
AFDRS[j,i]l= fdp(betai,vsi)
AVDRS[j,i]l= vdp(betai,vsi,k)

#FDR de las pruebas variando la amplitud
#exportar a Exel

write.x1lsx (AFDRK, "AFDRK.xlsx")
write.x1lsx (AFDRL, "AFDRL.xlsx")
write.xlsx (AFDRS, "AFDRS.xlsx")

#FDR del metodo knockoff
AFDRK
meanAFDRK=numeric (na)
for(i in 1:na){
meanAFDRK[i] = mean (AFDRKI[i,])
}
meanAFDRK

5/ plot (meanAFDRK, type = "1")

#FDR del metodo Lasso
AFDRL
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meanAEDRL=numeric (na)
for (il i na){
mean [i] = mean(AFDRLI[i,])

} :j .
meanAFDRL/
plot(meanAFéj‘, type = "1")

#FDR del metc@ tepwise
AFDRS
meanAFDRS=numerm D)
for(i in 1:na){ 4’&
meanAFDRS[i] =

mFDRS [i,1)
}

meanAFDRS
plot (meanAFDRS,

crve SO
>

#todos juntos

meanFDR=c (meanAFDRK ,meanAF@meanAFDRS)

ampli=rep(l:na,3)*100
FDR=rep (c("Knockoff","Lasso"
FDRA=data.frame(meanFDR,ampli,
ggplot (data=FDRA, aes(x =
geom_line () +
geom_point ()+
ggtitle("Media del FDR po
xlab("Amplitud") +
ylab("VMedia del FDR")

#VDR de las pruebas variando 1la
#exportar a Exel

write.xlsx (AVDRK,
write.xlsx (AVDRL,
write.xlsx (AVDRS,

"AVDRK.xlsx")
"AVDRL.x1lsx")
"AVDRS.x1lsx")

#VFDR

AVDRK

meanAVDRK=numeric (na)

for(i in 1:na){
meanAVDRK[i] =

}

meanAVDRK

plot (meanAVDRK,

del metodo knockoff

type = "1")

#VDR del metodo Lasso

AVDRL

meanAVDRL=numeric (na)

for(i in 1:na){
meanAVDRL[i] =

}

meanAVDRL

plot (meanAVDRL, type = "1")

#VDR del metodo stepwise

ampli,

S

mean (AVDRK[i,])

mean (AVDRL[i,])

-

o

wise"),c(na,na,na))

meanFDR , color = FDR)) +

‘_\

doll

group = FDR,

-

LSl
g

o

.
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AVDRS
meanAVDRS=numeric (na)
for(i ingM:na){
meanAVDRS [i] = mean (AVDRS[i,])
}
meanAVDRS
plot (meanAVDRS,) type = )

#todos juntos

meanVDR=c (meanAVDRK ,meanAVDRL ,meanAVDRS)
ampli=rep(1:na,3)*100

5| Potencia=rep (c( Cle X ", s ),c(na,na,na))

VDRA=data.frame (meanVDR gampli,Potencia)

‘| ggplot (data=FDRA, aes(X =" ampli, y = meanFDR, group=Potencia, color=

Potencia)) +
geom_line () +
geom_point ()+
ggtitle ( femCyas ")+
xlab( ) +
ylab( £)
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Listing B.25;_Variando la amplitud

library (glmnet)
library (knockoff)
library (dplyr)
library(data.table)
library(bigstep)
library (ggplot2)
library (openxlsx)
library(readxl)

#Variando las betas distintas de cero
set.seed (5678)

n=250

5| p=500

a=

7ltho=0.3
;| Sigma = toeplitz(rho~(0:(p-1)))

NI=400
nk=10

KFDRK=matrix (rep(0,p*NI),nrow=nk,ncol = NI)
KFDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)
KFDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)

5| KVDRK=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)

KVDRL=matrix (rep(0,p*NI),nrow=nk,ncol = NI)

| KVDRS=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)

fdp = function(beta,selected) sum(betal[selected] == 0)/max(l,length(
selected))
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vdp = #function(beta,selected, k) sum(betal[selected] != 0) / k

for (j im®1:nk) {
kj= 10%j
for(i in@1sNI) {
# Genergte the variables from a multivariate normal distribution
mui = rep/0)p)

Xi = matrix(enorm(n*p),n) %*% chol(Sigma)

# Generate¥the, response from a linear model
nonzeroi = sample(p, kj)

betai = a*x (1¢p%in’% nonzeroi)

yi = Xi %% betai”+ rnorm(n)

#knockocff

mknockoffi = knockoff .filter (Xi, yi)

#FDR

KFDRK[j,i]l= fdp(betai,mknockoffi$selected)
#Potencia
KVDRK[j,i]l= vdp(betai,mknockoffi$selected,kj)
#lasss
gi=cv.glmnet (Xi,yi)
Li=qi$lambda.min
mlassoli <- glmnet(
Xi ,
yi s
lambda = Li,
standardize = TRUE
)
KFDRL[j,i]l= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))
KVDRL[j,i]l= vdp(betai,which(mlasso1i$beta0) ,kj)
#Stepwise
di = prepare_data(yi, Xi)
fsi=fast_forward(di)
vsi=as.numeric (sub("X","",as.character (fsi$model)))
KFDRS[j,il= fdp(betai,vsi)
KVDRS[j,il= vdp(betai,vsi,kj)

#FDR de las pruebas variando las betas distintas de ceXo,
#exportar a Exel

write.x1lsx (KFDRK, "KFDRK.xlsx")
write.xlsx (KFDRL, "KFDRL.xlsx")
write.xlsx (KFDRS, "KFDRS.xlsx")

#FDR del metodo knockoff
KFDRK=as .matrix (KFDRK)
meanKFDRK=numeric (nk)
for(i in 1:nk){

meanKFDRK[i] = mean(KFDRKI[i,])
}
meanKFDRK
plot (meanKFDRK, type = "1")
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#FDR metodo Lasso
KFDRL=as+#matrix (KFDRL)
meanKF umeric (nk)
for (i in I'nk){

meankKF i] = mean(KFDRLI[i,])
}
meanKFDRL

plot(meanKFDJ:j’gype = nyin)
#FDR del metodo @Pﬁise

KFDRS=as.matrix (K )
meanKFDRS=numeric (
for(i in 1:mnk){

meanKFDRS [i] = mear@ RS[i,])
}
meanKFDRS

plot (meanKFDRS, type = "1 :

#todas las graficas juntas @‘
meanKFDR=c(meanKFDRK,meanKFDRLfm KFDRS)
bet=rep(1:nk,3)*10 &

FDR=rep(c("Knockoff","Lasso","Stepusse ") ,c(nk,nk,nk))

FDRK=data.frame (meanKFDR , bet R

ggplot (data=FDRK, aes(x = b = DR, group = FDR, color = FDR)) +
geom_line() + -

geom_point () +

ggtitle ("lMedia del FDR por me ")+ (a(
xlab("Num. de betas distintas 4q i&o") L -
ylab("Media del FDR") <:>

#leer en R Oo 6

KFDRK <- read_excel ("KFDRK.xlsx")
KFDRL <- read_excel ("KFDRL.xlsx")
KFDRS <- read_excel ("KFDRS.xlsx")

#VDR de las pruebas variando los betas distintos de ce2:>,

#exportar a Exel

write.xlsx (KVDRL, "KVDRL.xlsx")
write.xlsx (KVDRS, "KVDRS.xlsx")

#VFDR del metodo knockoff ;:6

write.xlsx (KVDRK, "KVDRK.xlsx") c:)

KVDRK

meanKVDRK=numeric (nk) @

for(i in 1:nk){ ‘S\
meanKVDRK[i] = mean (KVDRK[i,])

) Q

meanKVDRK O

plot (meanKVDRK, type = "1") .

#VDR del metodo Lasso
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;| KVDRL

meanKVDRE=numeric (nk)

for (i insA:nk){
meanKVDRL [i] =

}

meanKVDRL

plot (meanKVDRE,

mean (KVDRL[i,])

type = )

#VDR del metodd s@epwise

7| KVDRS

meanKVDRS=numericd{nk»)
for(i in 1:nk){

meanKVDRS [i] =
}

mean(KVDRS[i,])

> meanKVDRS

plot (meanKVDRS, type = "1")

5| #todos juntos

'l meanVDR=c (meanKVDRK ,meanKVDRL"ymeanKVDRS)

betaO=rep (1:nk,3)*10
Potencia=rep (c( s ' W S
VDRK=data.frame (meanVDR ,betalO,Potencia)
ggplot (data=VDRK, aes(x = betdld, y‘=
Potencia)) +
geom_line () +
geom_point () +
ggtitle( 128
xlab ( ) o+
ylab( )

)+

meanVDR ,
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),c(nk,nk,nk))

group=Potencia, color=

Listing B.26: Variando las betas distintas de cero

library (glmnet)
library (knockoff)
library (dplyr)
library(data.table)
library(bigstep)
library (ggplot2)
library (openxlsx)
library (readxl)

#Variando RHO
set.seed (6789)

n=250
p=500
a=
k=30
NI=400
nr=10

RFDRK=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr,ncol =

NI)




RFDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr ,ncol = NI)
RFDRS=masrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr ,ncol = NI)
RVDRK=matTix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr ,ncol = NI)

5| RVDRL=matpix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr ,ncol = NI)

RVDRS=matpix rep(0,p*NI),nrow=nr,ncol = NI)

s|fdp = functiof(beta,selected) sum(betalselected] == 0)/max(1l,length(

selected))
vdp = function(beta,selected,k) sum(betal[selected] !'= 0) / k
for (j in 1:nr)
rhoj = (j/nr) -¢0.05
Sigma = toeplitz(rhoj~(0:(p-1)))
for(i in 1:NI) {
# Generate the vaPilakles from a multivariate normal distribution
mui = rep(0,p)

Xi = matrix(rnorm(n*p),n) %*% chol(Sigma)

# Generate the respon&e& gdrom a linear model
nonzeroi = sample(p, k)

betai = a * (l:p %in’ nonzeroi)

yi = Xi %*7% betai + rnorm{mn)

#knockocff

mknockoffi = knockoff.filter(Xi, yi)

#FDR

RFDRK[j,i]l= fdp(betai,mknockoffi$selected)
RVDRK[j,i]l= vdp(betai ,mknockoffi$selected,h k)
#lasso
gi=cv.glmnet (Xi,yi)
Li=qi$lambda.min
mlassoli <- glmnet (

Xi ,

yi ,

lambda = Li,

standardize = TRUE
)
RFDRL[j,i]l= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))
RVDRL[j,il= vdp(betai,which(mlassoli$beta>0) ,k)
#Stepwise
di = prepare_data(yi, Xi)
fsi=fast_forward(di)
vsi=as.numeric (sub( s ,as.character (fsi$model)))
RFDRS[j,il= fdp(betai,vsi)
RVDRS[j,il= vdp(betai,vsi,k)

#FDR de las pruebas variando la amplitud

7| #exportar a Exel

write.xlsx (RFDRK, )
write.xlsx (RFDRL, )
write.xlsx (RFDRS, )

#FDR del metodo knockoff
RFDRK = as.matrix (RFDRK)
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sl meanREDRK=numeric (nr)

for (il i :nr){
mean [i] = mean(RFDRKI[i,])
} .

meanRFDR
plot(meanRFéﬁ';, type = "1")

#FDR del meto g’gess
RFDRL=as.matriXx ( R
menRFDRL=numeri ")\

for(i in 1:nr){
meanRFDRL[i] = m&an)¢RFDRL[i,])

}
meanRFDRL @

plot (meanRFDRL, type =

= o

)

RFDRS=as.matrix (RFDRS)
meanRFDRS=numeric (nr) ™
for(i in 1:nr){

meanRFDRS[i] = mean(RFDRS[i,f;<SD

#FDR del metodo stepwise (/:

¥
meanRFDRS e
plot (meanRFDRS, type = "1") z

#todas las graficas juntas -
meanRFDR=c (meanRFDRK ,meanRFDRL @anRPD

R=rep(1:nr,3)/nr -0.05 e)(
FDR=rep (c("Knockoff","Lasso","Ste ﬁjﬁ%"), <nr,nr))
FDRR=data.frame (meanRFDR,R,FDR)
ggplot (data=FDRR, aes(x =R , y = me R, g‘fﬁ» = FDR, color = FDR)) +
geom_line () +
7 O

geom_point () +
ggtitle ("Media del FDR por metodo'")+
xlab ("RHO") +

ylab("Media del FDR") :9
#leer los datos en R Q

RFDRK <- read_excel ("RFDRK.xlsx") ®
RFDRL <- read_excel ("RFDRL.xlsx")
RFDRS <- read_excel ("RFDRS.xlsx") ";*\

#VDR de las pruebas variando la correlacidn

#exportar a Exel ;6

write.xlsx (RVDRK, "RVDRK.xlsx") @
write.x1lsx (RVDRL, "RVDRL.xlsx") @
write.x1sx(RVDRS, "RVDRS.xlsx") <:‘
#VFDR del metodo knockoff <:>
RVDRK .

meanRVDRK=numeric (nr)
for(i in 1:nr){




meanRVDRK[i] = mean (RVDRKI[i,])
}
meanRVDRK
plot (meanRVDRK, type = )

#VDR del mefo@édo Lasso
RVDRL
meanRVDRL=numer ic (nr)
for(i in 1:nr)Y
meanRVDRL [i] = _mean (RVDRL[i,])
}
meanRVDRL
plot (meanRVDRL, type = )

#VDR del metodo stepwisge
RVDRS
meanRVDRS=numeric (nr)
for(i in 1:nr){
meanRVDRS [i] = mean (RVDRS [im])
}
meanRVDRS
plot (meanRVDRS, type = )

#todos juntos
meanVDR=c (meanRVDRK ,meanRVDRL/, neanRVDRS")
rho=rep(1:nr,3)*(1/nr) - 0.05
Potencia=rep (c( s gAY, fise"),c(nr,nr,nr))
VDRR=data.frame (meanVDR ,rho,Potencia)
ggplot (data=VDRR, aes(x = rho, y # meanVDR ,sgroup=Potencia,
)) +

geom_line () +

geom_point ()+

ggtitle( )+

xlab ( ) o+

ylab( )
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color=Potencia

Listing B.27: variando rho

Simulacion para dimencion alta

library (glmnet)
library (knockoff)
library (dplyr)
library(readxl)
library (data.table)
library(bigstep)
library (openxlsx)
library (ggplot2)
library (doMC)

#Variando la amplitud

set.seed (6789)
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oeplitzdrho~(0:(p-1)))

AFDRK=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=na,ncol = NI)
AFDRL=matrix (rep (0%, pkNI) ,nrow=na,ncol = NI)
AFDRS=matrix (rep (0 4p*%NI) ,nrow=na,ncol = NI)

;| AVDRK=matrix (rep (0,p#NI) ,nrow=na,ncol = NI)

AVDRL=matrix (rep (0, p*NI)snrow=na,ncol = NI)
AVDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,Arow=na,ncol = NI)

fdp = function(beta,selectedd sum(betalselected] == 0)/max(1l,length(
selected))
vdp = function(beta,selected gk)) sum(betal[selected] != 0) / k

for (j in 1:na) {
amplitudej = j*20
for(i in 1:NI) {
# Generate the variables gffom & multivariate normal distribution
mui = rep(0,p)

Xi = matrix(rnorm(n*p),n) *% chol(Sigma)

# Generate the response fr@mJa ling@r gnodel
nonzeroi = sample(p, k)

betai = amplitudej * (1l:p %in/ nonzeroin

yi = Xi %*% betai + rnorm(n)

#knockocff

mknockoffi = knockoff.filter (Xi, (yi)

#FDR

AFDRK[j,i]l= fdp(betai,mknockoffi$selected)
#Potencia

AVDRK[j,i]l= vdp(betai,mknockoffi$selected,h k)
#lasso

gi=cv.glmnet (Xi,yi)

Li=qi$lambda.min

mlassoli <- glmnet (

Xi s

yi s
lambda = Li,
standardize = TRUE

)
AFDRL[j,i]l= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))
AVDRL[j,i]l= vdp(betai,which(mlassoli$beta>0) ,k)

#Stepwise

di = prepare_data(yi, Xi)

fsi=fast_forward(di,maxf = p)

vsi=as.numeric (sub( ,"",as.character (fsi$model)))

AFDRS[j,i]l= fdp(betai,vsi)
AVDRS[j,i]l= vdp(betai,vsi, k)
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#FDR de pruebas variando la amplitud
#exportar /Rxel

write.xlsx (&RK, "AFDRK.
write.xlsx (A , "AFDRL.
write.xlsx (A

"AFDRS.
#FDR del metodo

@ ¥off
AFDRK /
meanAFDRK=numeric (@

for(i in 1:mna){
meanAFDRK[i] = mean RK[i,])
}

meanAFDRK
plot (meanAFDRK, type

= "16335
#FDR del metodo Lasso @‘
AFDRL P
for(i in 1:mna){

meanAFDRL=numeric (na)
meanAFDRL[i] = mean (AFDRL [i )
}
meanAFDRL
5‘

plot (meanAFDRL, type = "1")

xlsx")
xlsx")
xlsx")

#FDR del metodo stepwise

AFDRS

meanAFDRS=numeric (na)

for(i in 1:na){
meanAFDRS[i] =

}

meanAFDRS

plot (meanAFDRS,

mean (AFDRS[i,])

type = "l")

#todos juntos

meanFDR=c (meanAFDRK ,meanAFDRL ,meanAFDRS)
ampli=rep(l:na,3)*100
FDR=rep(c("Knockoff","Lasso"
FDRA=data.frame (meanFDR, ampli , FDR)
ggplot (data=FDRA, aes(x = ampli, y =

geom_line () +

geom_point ()+

ggtitle("Media del FDR por metodo")+

xlab("Amplitud") +

ylab("VMedia del FDR")

meanFDR ,

#VDR de las pruebas variando la amplitud
#exportar a Exel

write.x1sx (AVDRK, "AVDRK.xlsx")

,"Stepwise"),c(na,na,na))

group =

FDR, co@ ;
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write .®1sx (AVDRL, )
writel.x1ls% (AVDRS, )

#VFDR delgmetodo knockoff
AVDRK

| meanAVDRK=ntimeric (na)
7l for(i in 1:nad){

meanAVDRK [i% "=¢ mean (AVDRK [i,])
}
meanAVDRK
plot (meanAVDRK, type== )

#VDR del metodo LassSo
AVDRL

slmeanAVDRL=numeric (na)
| for(i in 1:na){

meanAVDRL[i] = mean (AVDRE[4,])
}
meanAVDRL
plot (meanAVDRL, type = )

#VDR del metodo stepwise
AVDRS
meanAVDRS=numeric (na)

s for(i in 1:na){

meanAVDRS[i] = mean (AVDRS[i,4)
}
meanAVDRS
plot (meanAVDRS, type = )

#todos juntos

meanVDR=c (meanAVDRK ,meanAVDRL ,meanAVDRS)
ampli=rep(l:na,3)*100

5| Potencia=rep (c( , s ) ,c(na’,na,na))

VDRA=data.frame (meanVDR,ampli,Potencia)

| ggplot (data=FDRA, aes(x = ampli, y = meanVDR, group=Rotencia,

Potencia)) +
geom_line () +
geom_point ()+
ggtitle( )+
xlab( ) +
ylab ( )

color=

Listing B.28: Variando la amplitud

library (glmnet)
library (knockoff)
library (dplyr)
library(data.table)
library(bigstep)
library (ggplot2)
library (openxlsx)
library(readxl)




#Vatkiamlo las betas distintas de cero
set.seed (3456)

n=250

p=1500

a=

rho=

Sigma = toeplitz(rho¢(0:(p-1)))
NI=400

nk=10

KFDRK=matrix (rep (0, p*NI)snrow=nk,ncol = NI)
KFDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,Arow=nk,ncol = NI)
KFDRS=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)
KVDRK=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)

;| KIDRL=matrix (rep (0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)

KVDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nk,ncol = NI)

fdp = function(beta,selected) Sumflbetalselected] == 0)/max(1l,length(

selected))
vdp = function(beta,selected,k) sumlbetal[selected]

for (j in 1:nk) {
kj= 10%]
for(i in 1:NI) {

0) / k

# Generate the variables frqm/a multvafiate normal distribution

mui = rep(0,p)

Xi = matrix(rnorm(n*p),n) %*% ‘chol (Sigma)

# Generate the response from a Yingar model
nonzeroi = sample(p, kj)

betai = a*x (1:p %in?% nonzeroi)

yi = Xi %*% betai + rnorm(n)

#knockocff

mknockoffi = knockoff.filter(Xi, yi)

#FDR

KFDRK[j,i]l= fdp(betai,mknockoffi$selected)
#Potencia
KVDRK[j,i]= vdp(betai,mknockoffi$selected,kj)
#lasss
gi=cv.glmnet (Xi,yi)
Li=qi$lambda.min
mlassoli <- glmnet(
Xi ,
yi ,
lambda = Li,
standardize = TRUE
)
KFDRL[j,i]l= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))
KVDRL[j,i]= vdp(betai,which(mlassoli$beta>0) ,kj)
#Stepwise
di = prepare_data(yi, Xi)
fsi=fast_forward(di)
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62 vsd=as.numeric (sub("X","",as.character (fsi$model)))
63 KEDRSM{j,i]l= fdp(betai,vsi)

64 KVDRSTj,il= vdp(betai,vsi,kj)

65 }

6s| #FDR de las pHugbas variando las betas distintas de cero.
69| #exportar a Ewck

71l write.x1sx (KFDRK,,) "K¥DRK .xlsx")
72|l write.x1sx (KFDRL ,¢" KEDRL . xlsx")
73l write.x1sx (KFDRS, "KEPRS.xlsx")

75| #FDR del metodo knockeff

76| KFDRK=as .matrix (KFDRK)

77l meanKFDRK=numeric (nk)

7z for(i in 1:nk){

79 meanKFDRK[i] = mean (KFDRK[ig])
20| }

s1| meanKFDRK

s2| plot (meanKFDRK, type = "1")

g4| #FDR del metodo Lasso

35| KFDRL=as .matrix (KFDRL)

s6| meanKFDRL=numeric (nk)

s7| for(i in 1:nk){

88 meanKFDRL[i] = mean (KFDRLI[i,])
g0l }

ool meanKFDRL

91| plot (meanKFDRL, type = "1")

93| #FDR del metodo stepwise

94| KFDRS=as .matrix (KFDRS)

95| meanKFDRS=numeric (nk)

96| for (i in 1:nk){

97 meanKFDRS[i] = mean (KFDRS[i,])
os| }

99| meanKFDRS

100 plot (meanKFDRS, type = "1")

101
102| #todas las graficas juntas

103l meanKFDR=c (meanKFDRK , meanKFDRL ,meanKFDRS)

14| bet=rep (1:nk,3)*10

105| FDR=rep (c ("Knockoff ", ,"Lasso","Stepwise"),c(nk,nk,nk))

06| FDRK=data.frame (meanKFDR ,bet ,FDR)

07| ggplot (data=FDRK, aes(x = bet, y = meanKFDR, group = FDR, color “='EDR)) +
108 geom_line () +

19| geom_point () +

110 ggtitle("Media del FDR por metodo")+

111 xlab("Num. de betas distintas de cero") +

112 ylab("Media del FDR")

113
114 #leer en R
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KFDRK read_excel ("KFDRK.xlsx")
KFDRL| <-sread_excel ("KFDRL .x1lsx")
KFDRS - ad_excel ("KFDRS .xlsx")

<+
#VDR de J ruebas variando los betas distintos de cero
#exportar aAel

write.xlsx (K\% "KVDRK.x1lsx")
write.xlsx (KVD &KVDRL.XISX")

write.x1lsx (KVDR )VDRS.xlsx”)

#VFDR del metodo k@ﬁff
KVDRK
meanKVDRK=numeric (nk)
;DRK[' ,1)

for(i in 1:nk){
meanKVDRK[i] = mean (K

}
meanKVDRK Q
plot (meanKVDRK, type = "1") @‘

#VDR del metodo Lasso v
KVDRL

meanKVDRL=numeric (nk) e

for(i in 1:mnk){

meanKVDRL[i] = mean (KVDRLTi —y
: O, ¢

meanKVDRL
plot (meanKVDRL, type = "1") (a(

g -
#VDR del metodo stepwise / o
KVDRS O 6
meanKVDRS=numeric (nk) O O

for(i in 1:nk){
meanKVDRS[i] = mean(KVDRS[i,])

.

}

meanKVDRS

plot (meankKVDRS, type = "1") @
#todos juntos O
meanVDR=c (meanKVDRK ,meanKVDRL ,meanKVDRS) ®
betaO=rep (1:nk,3)*10

Potencia=rep(c("Knockoff","Lasso","Stepwise"),c(nk,nk,nk)) )
VDRK=data.frame (meanVDR,betal ,Potencia)

ggplot (data=VDRK, aes(x = betal, y = meanVDR, group=Potencia,@o =
Potencia)) + 6

geom_line () +

geom_point () + @
ggtitle("Medias de las Potencias")+ @
xlab("Amplitud") + O
ylab("Medias de las potencias") Pl
\ 4

Listing B.29: Variando las betas distintas de cero

.

1| library (glmnet)
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library(knockoff)
library (dplyr)
library (data.table)
library (bigstep)
library (ggplot2)
library (openixdsx)
library(readzl)

#Variando RHO
set.seed (5678)
n=250

p=1500
a=

| k=30

NI=400
nr=10

RFDRK=matrix (rep(0,p*NI),nrowsnrgncol = NI)
RFDRL=matrix (rep(0,p*NI),nrow=nr ,ncol = NI)
RFDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr,ncol = NI)
RVDRK=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nr,ncol = NI)
RVDRL=matrix (rep(0,p*NI) ,nrowsnr ,ncol = NI)
RVDRS=matrix (rep(0,p*NI) ,nrow=nx,, ncodg=,NI)

fdp = function(beta,selected) sum(betalfsSelected] == 0)/max(1l,length(
selected))
vdp = function(beta,selected,k) sum(beta[seleected] != 0) / k

for (j in 1:nr) {
rhoj = (j/nr) - 0.05
Sigma = toeplitz(rhoj~(0:(p-1)))
for(i in 1:NI) {
# Generate the variables from a multivariate #0rkhal distribution
mui = rep(0,p)

Xi = matrix(rnorm(n*p),n) %*% chol(Sigma)

# Generate the response from a linear model
nonzeroi = sample(p, k)

betai = a * (l:p %in’ nonzeroi)

yi = Xi %*% betai + rnorm(n)

#knockocff

mknockoffi = knockoff.filter (Xi, yi)

#FDR

RFDRK[j,i]l= fdp(betai,mknockoffi$selected)
RVDRK[j,i]l= vdp(betai ,mknockoffi$selected,h k)
#lasso
gi=cv.glmnet (Xi,yi)
Li=qi$lambda.min
mlassoli <- glmnet (

Xi ,

yi ,

lambda = Li,

standardize = TRUE




117

55 )

56 RFDRE{j,i]l= fdp(betai,which(mlassoli$beta>0))
57 RVDRELj,i]l= vdp(betai,which(mlassoli$beta>0) ,k)
58 #Stepwise

59 di = prepare_data(yi, Xi)
60 fsi=fast_fiorward (di)

61 vsi=as.numeric (sub( , ,as.character (fsi$model)))
62 RFDRS [j, 13~ £dp (betai,vsi)

63 RVDRS[j,i]E vdp (betai,vsi,k)

64 }

65| F

67| #FDR de las pruebas "wyarjando la amplitud
6s| #exportar a Exel

70| write.x1lsx (RFDRK, K x'")
7ilwrite.x1lsx (RFDRL, &4 o
72| write.xlsx (RFDRS, Usx)

74| #FDR del metodo knockoff

75| RFDRK = as.matrix (RFDRK)

76| meanRFDRK=numeric (nr)

771 for(i in 1:nr){

78 meanRFDRK[i] = mean (RFDRK [i/])
7| }

s0l meanRFDRK

si|plot (meanRFDRK, type = )

83| #FDR del metodo Lasso

s4| RFDRL=as .matrix (RFDRL)

s5) meanRFDRL=numeric (nr)

s6| for(i in 1:nr){

87 meanRFDRL[i] = mean (RFDRLI[i,])
s8] }

sol meanRFDRL

ool plot (meanRFDRL, type = )

92| #FDR del metodo stepwise

93| RFDRS=as .matrix (RFDRS)

94| meanRFDRS=numeric (nr)

95| for (i in 1:nr){

96 meanRFDRS[i] = mean(RFDRS[i,])
o7l }

os| meanRFDRS

9| plot (meanRFDRS, type = )

01| #todas las graficas juntas

102l meanRFDR=c (meanRFDRK ,meanRFDRL ,meanRFDRS)
103|R=rep(1:nr,3)/nr -0.05

104/ FDR=rep (c( s s
05| FDRR=data.frame (meanRFDR,R,FDR)
06| ggplot (data=FDRR, aes(x =R , y = meanRFDR, group = FDR, color = FDR)) +
107 geom_line () +

108 geom_point () +

),c(nr,nr,nr))
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ggtitle ("Media del FDR por metodo'")+
x1la (n Ou) +
ylab (" ia del FDR")

.
#leer 1os!£s en R

RFDRK <- rea@tcel("RFDRK.xlsx")

RFDRL <- rea —fel("RFDRL.Xlsx")

RFDRS <- read_ W("RFDRS.XlSX")
A )

#VDR de 1las prueb(:ariando la correlaciédn

#exportar a Exel

write.xlsx(RVDRL, "RVD sx ")
write.xlsx (RVDRS, "RVD .(7")

#VFDR del metodo knockoff Q
RVDRK @‘

meanRVDRK=numeric (nr)

for(i in 1:nr){ A

meanRVDRK[i] = mean(RVDRKI[i,])

} ‘_\
meanRVDRK

plot (meanRVDRK, type = "l")@ —y
-

#VDR del metodo Lasso ® Q
RVDRL K
meanRVDRL=numeric (nr) Ad

for(i in 1:nr){ / o‘
meanRVDRL[i] = mean (RVDRL[i,]) % O

write.x1lsx (RVDRK, " RQ;XISX")
RS .x1

}

meanRVDRL .

plot (meanRVDRL, type = "1")

#VDR del metodo stepwise

RVDRS @

meanRVDRS=numeric (nr)

for(i in 1:nr){ Q
meanRVDRS [i] = mean (RVDRS[i,]) ®

}

meanRVDRS )

plot (meanRVDRS, type = "1")

#todos juntos ;6

meanVDR=c (meanRVDRK ,meanRVDRL ,meanRVDRS)

rho=rep(l:nr,3)*(1/nr) - 0.05 @
Potencia=rep(c("Knockoff","Lasso","Stepwise"),c(nr,nr,nr)) ‘S\
VDRR=data.frame (meanVDR,rho,Potencia)
ggplot (data=VDRR, aes(x = rho, y = meanVDR, group=Potencia, color=Poé<:)'a
)) o+
geom_line () + .
geom_point () +
ggtitle("Medias de las Potencias")+
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xla Amplitud") +
ylab("Medias de las potencias™")

Listing B.30: Variando RHO

Aplicacio n@l tos reales

library (glmnet) d}‘

library (knockoff)

library(bigstep) O

library (doMC) @
#0btencion y preparacm% datos.

20| }

23
24
25
26
27
28

29

30

31

32
33

34

36
37

drug_class = ’NNRTI’ # Pogsible drug types are ’PI’, ’NRTI’, and ’NNRTI’.
#Primero, descargamos 1los S;;g J los leemos en marcos de datos.
base_url = ’http://hivdb.sta(%é}d edu/pages/published_analysis/
genophenoPNAS2006°’ ‘f“
gene_url = paste(base_url, ’DATA(S)pasteO(drug_class, ?_DATA .txt’), sep=’/
)
tsm_url = paste(base_url, ’MUT TI STs?, ’NP_TSM’, drug_class, sep=’/’)
gene_df = read.delim(gene_u na. str ing = c(’NA’, ’’), stringsAsFactors =
FALSE)
tsm_df = read.delim(tsm_url, er E, stringsAsFactors = FALSE)
names (tsm_df) = c(’Position’ th
# Returns rows for which every co mat! )\ the given regular expression
grepl _rows <- function(pattern, df) ’ >
cell _matches = apply(df, c(1,2), fu 1on(x pl(pattern, x))
apply (cell _matches, 1, all) 3
pos_start = which(names(gene_df) == ’'P1’)

pos_cols = seq.int(pos_start, ncol(gene_df))
valid_rows = grepl_rows(’ ~(\\.|-|[A-Zid]l+)$’, gene_ ,pos_cols])

gene_df = gene_df[valid_rows,] Q

#Ahora construimos la matriz de dise?o X y la matriz de <§;lores de

respuesta
#Y. Las caracter?sticas (columnas de X ) est?n dadas por paaﬁgxﬁe
#mutaci?n (posici?n). Defina [X_ {i, j} = {1 si el i 7simo pagcwente
#tiene el j “7simo par mutaci?n (posici?n) y O en caso contrg§;>

0 , Yo {i
» jr =
#{resistencia del paciente i a la droga j }.] Por ejemplo, en gé?
s (A

#muestra de f?rmacos de tipo PI, se observan tres mutaciones dife

, Cy D)
#en la posici?n 63 de la proteasa, por lo que tres columnas de X ( <:\
denominadas o
#P63.A, P63 .C y P63.D) indican la presencia o ausencia de cada mutaci?
en *

#esta posici?n.
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# Fla n
# rowycodimn names.

flatten’zssrix <- function(M, sep=’.") {
c

(aplanar) a matrix to a vector with names from concatenating

x <- .
names(x)f% c(outer (rownames (M), colnames (M),
function(...) paste(..., sep=sep)))

G

# Comnstruct pre ary design matrix.
muts = C(LETTERS,}’ 7d?)

X = outer (muts, as ix(gene_df[,pos_cols]), Vectorize(grepl))
X = aperm(X, c(2,3,
dimnames (X) [[3]] <-

X = t(apply(X, 1, flat atrix))
mode (X) <- ’numeric’ (’/)
# Remove any mutation/posifi pairs that never appear in the data.

/X = X[,colSums(X) !'= 0] (9‘

# Extract response matrix.

Y = gene_df[,4:(pos_start-1)] <S>

hist(Y[,1], breaks=’'FD’) :
hist (log(Y[,1]), breaks=’FD —y
-

#Uso del filtro knockoff ®

knockoff_and_bhq <- function (X, i(ﬁ { -
# Log-transform the drug resista meas(Z)R nts.
y = log(y) b

# Remove patients with missing mea@ments O

missing = is.na(y)
y = y[!missing]
X = X['missing,]
# Remove predictors that appear less than 3 times”
#Elimina los predictores que aparecen menos de 3 ‘;;!s

X = X[,colSums (X) >= 3]

# Remove duplicate predictors. O
X = X[,colSums (abs(cor(X)-1) < le-4) == 1] <S>
# Run the knockoff filter.

knock.gen = function(x) create.fixed(x, method=’equi’) éﬂ;>\
result = knockoff.filter (X, y, fdr=fdr, knockoffs=knock.g , statistic=

stat.glmnet_lambdasmax)
knockoff_selected = names(result$selected) 6
# Run BHq.
p = ncol(X) @
Im.fit = 1m(y ~ X - 1) # no intercept KS\

p-values = coef (summary (lm.fit)) [,4]

cutoff = max(c(0, which(sort(p.values) <= fdr * (1:p) / p))) <:)
bhg_selected = names(which(p.values <= fdr * cutoff / p)) <:>
list (Knockoff = knockoff_selected, BHq = bhq_selected) .
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fdr = _0.20

ol results & lapply (Y, function(y) knockoff_and_bhq(X, y, fdr))

print(results[1])

s|print (results [2])

get_position /&-) function (x)
sapply (regmatches (x, regexpr( , X)), as.numeric)

comparisons <- lapply(results, function(drug) {
lapply (drug, functdion(selected) {

positions = unique(get_position(selected)) # remove possible
duplicates

discoveries = length{positions)

false_discoveries = leéngth(setdiff (positions, tsm_df$Position))

list(true_discoveries = discoveries - false_discoveries,
false_discoveries~=¢o false_discoveries,
fdp = false_discoverdes / max(l, discoveries))

b

1))

print (comparisons [1])

il for (drug in names (comparisons)) A

plot_data = do.call(cbind’, fcomparisens|[[drugl])

plot_data = plot_datalc( e’ ¥ri , _ )]
barplot (as.matrix(plot_data)j ‘\main = (paste ( , drug),
col = c( s ), ylim™=2€(0,40))
}
#DLV
#Seleccionar la variable X e y.
y1 = log(Y[,11)
missing = is.na(yl)
5yl = yi[!missing]
| X_NNRTI_DLV = X['missing,]
7| X_NNRTI_DLV = X_NNRTI_DLV[,colSums (X_NNRTI_DLV) >= 3]
25| X_NNRTI_DLV = X_NNRTI_DLVI[,colSums (abs(cor (X_NNRTI_DLV)-1)" < le-4) == 1]
dim (X_NNRTI_DLV)
length(y1)
#knockoff
knock.gen = function(x) create.fixed(x, method= )
fdr=0.2

5| get _position <- function(x)

sapply (regmatches (x, regexpr ( , X)), as.numeric)

‘lresultl.1 = knockoff.filter (X_NNRTI_DLV, y1, fdr=fdr, knockoffs=knock )gen,

statistic=stat.glmnet_lambdasmax)
positionsl.l=unique(get_position(names(resultl.1$selected)))
discoveriesl.l1 = length(positionsl.1)
false_discoveriesl.l1 = length(setdiff (positionsl.1, tsm_df$Position))

ol true_discoveriesl .1l = discoveriesl.1 - false_discoveriesl.1
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#B&H
pl = ncol(X_NNRTI_DLV)
Im.fitl =~1m(yl -~ X_NNRTI_DLV - 1) # no intercept

7|p.valuesl = coef (summary(lm.fit1)) [,4]

cutoffl =gnax(c(0, which(sort(p.valuesl) <= fdr * (1:pl) / pl)))
bhq_selectedls= names (which(p.valuesl <= fdr * cutoffl / pl))
positions2.1sMnique (get_position(bhq_selectedl))

discoveries2.% =¢length(positions2.1)
false_discoveries2,.1 = length(setdiff (positions2.1, tsm_df$Position))
true_discoveries2.1_ s discoveries2.1 - false_discoveries2.1

5| #Lassso

ql=cv.glmnet (X_NNRTI #DLV,y1)

571L1=ql$lambda.min

mlassol <- glmnet(
X_NNRTI_DLV ,
yi ,

lambda = L1,
standardize = TRUE

)

which(mlassol$beta>0)

positions3.1=unique (get_position(colnames (X_NNRTI_DLV) [which(mlassol$beta

>0)1))

discoveries3.1 = length(positdons3t1)

false_discoveries3.1 = length(setdifdf(positions3.1, tsm_df$Position))
true_discoveries3 .1 = discoverdes3.1 -/, false_discoveries3.1

#Stepwise

pl=dim (X_NNRTI_DLV) [1]

dl = prepare_data(yl, X_NNRTI_DLV)

fsi=fast_forward(dl,maxf = pl)

fsi$model

positions4.1=unique (get_position(fsi$model))

discoveries4.1 = length(positions4.1)

false_discoveries4.1 = length(setdiff (positions4.?, tsm_df$Position))
true_discoveries4 .l = discoveries4.l1 - false_discoverdesd.1

#Graficas
knockoofl=c(true_discoveriesl.1,false_discoveriesl.1)

2| BHql=c(true_discoveries2.1,false_discoveries2.1)

Lassol=c(true_discoveries3.1,false_discoveries3.1)
Stepwisel=c(true_discoveries4.1,false_discoveries4.1)

5| tablal=data.frame (knockoofl ,BHql,Lassol,Stepwisel)

7| barplot (as.matrix(tablal),

main = s

xlab = ,

col = c( s ), ylim = c(0,60))
#EFV
#Variables

y2 = log(Y[,2])
missing2 = is.na(y2)
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1071y2 = y2[!'missing?2]

10| X_NNRTI_EFV X['missing?2,]

199| X_NNRTI _EEV X_NNRTI_EFV[,colSums (X_NNRTI_EFV) >= 3]

200l X_NNRTI_EEV = X_NNRTI_EFV[,colSums(abs(cor (X_NNRTI_EFV)-1) < le-4) == 1]
201| dim (X_NNRTEI_EFV)

202| length (y2)

204| #knockoof

205 result2 = knockof#,. filter (X_NNRTI_EFV, y2, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,
206 statistic=stat.glmnet_lambdasmax)

207| positionsl.2=unique(get_position(names(result2$selected)))

208 discoveriesl.2 = length(positionsl.2)

200 false_discoveriesl .2 = length(setdiff (positionsl.2, tsm_df$Position))
210 true_discoveriesl .2 =7discoveriesl.2 - false_discoveriesl.2

211

212 #B&H

213 p2 = ncol (X_NNRTI_EFV)

214/ 1m.£it2 = Im(y2 ~ X_NNRTI_EFVs- 1) # no intercept

215 p.values2 = coef (summary (lm:£4t2)) [,4]

216 cutoff2 = max(c(0, which(sort(p.walues2) <= fdr * (1:p2) / p2)))
217| bhq_selected2 = names(which(p.Values2 <= fdr * cutoff2 / p2))

215) positions2.2=unique (get_position(bhq_selected2))

219/ discoveries2.2 = length(positions2w2)
220 false_discoveries2.2 = length{setdiff (positions2.2, tsm_df$Position))
221 true_discoveries2.2 = discoveries2 .2« "false_discoveries2.2

223| #Lassso

224| q2=cv.glmnet (X_NNRTI_EFV,y2)
225 L2=q2$lambda.min

226) mlasso2 <- glmnet (

227 X_NNRTI_EFV ,
228 y2 s

229 lambda = L2,

230 standardize = TRUE

231 )
232l which (mlasso2$beta>0)
233 positions3.2=unique (get_position(colnames (X_NNRTI_EFU)[which(mlasso2$beta

>0)1))
231/ discoveries3.2 = length(positions3.2)
235 false_discoveries3.2 = length(setdiff (positions3.2, tsm_df$Position))
236| true_discoveries3.2 = discoveries3.2 - false_discoveries3w2

238| #Stepwise

230 p2=dim (X_NNRTI_EFV) [1]

240 d2= prepare_data(y2, X_NNRTI_EFV)

211 fs2=fast_forward (d2,maxf = p2)

212| £s2¢model

213 positions4.2=unique (get_position(fs2$model))

214/ discoveries4.2 = length(positions4.2)
245 false_discoveries4.2 = length(setdiff (positions4.2, tsm_df$Position))
246 true_discoveries4 .2 = discoveries4.2 - false_discoveries4.2

248| #Graficas
210l knockoof2=c(true_discoveriesl1.2,false_discoveriesl.2)
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BHg2=c{true_discoveries2.2,false_discoveries2.2)
Lasso2=c{true_discoveries3.2,false_discoveries3.2)
Stepwise2=c (true_discoveries4.2,false_discoveries4.2)
tabla2=dapa.frame (knockoof2 ,BHq2,Lasso2,Stepwise?2)
barplot (asfmatrix(tabla2),

main_= s

xlab &= ,

col =wc(# s ), ylim = c(0,45))

#NVP

#Variables

y3 = log(Y[,3])
missing3 = is.na(y3)
y3 = y3[!missing3]

5| X_NNRTI_NVP = X[!missing3,]

X_NNRTI_NVP

X_NNRTI_NVP{scolSums (X_NNRTI_NVP) >= 3]

7| X_NNRTI_NVP = X_NNRTI_NVP[,co2Sums (abs(cor (X_NNRTI_NVP)-1) < 1le-4) == 1]
dim (X_NNRTI_NVP)
length (y3)
#knockoof

2l result3 = knockoff.filter (X_NNRTI<NVR, y3, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,

statistic=stat.glmnet_lambdasmax)
positionsl.3=unique(get_position(names(result3$selected)))

discoveriesl1.3 = length(positionsl.3)

276| false_discoveriesl.3 = length(§etdiff (positionsl1.3, tsm_df$Position))
true_discoveriesl.3 = discoveriesl.3 - fals€_discoveriesl.3
#B&H

p3 = ncol (X_NNRTI_NVP)
Im.fit3 = 1Im(y3 ~ X_NNRTI_NVP - 1) # (no/interceps

o|p.values3 = coef (summary(lm.fit3)) [,4]

cutoff3 = max(c(0, which(sort(p.values3) <= fdr # (1:p3) / p3)))
bhq_selected3 = names(which(p.values3 <= fdr * cut©off3 / p3))

285 positions2.3=unique (get_position(bhq_selected3))

s )

discoveries2.3 = length(positions2.3)

false_discoveries2.3 = length(setdiff (positions2.3, tsmadf$Position))
;| true_discoveries2.3 = discoveries2.3 - false_discoveries2i3

#Lassso

q3=cv.glmnet (X_NNRTI_NVP,y3)

2| L3=g3$lambda.min

mlasso3 <- glmnet(
X_NNRTI_NVP R
y3 ,
lambda = L3,
standardize = TRUE

which(mlasso3$beta>0)

positions3.3=unique(get_position(colnames (X_NNRTI_NVP) [which(mlasso3$beta
>0)1))

discoveries3.3 = length(positions3.3)

2| false_discoveries3.3 = length(setdiff (positions3.3, tsm_df$Position))
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true_dd'scoveries3.3 = discoveries3.3 - false_discoveries3.3

#Stepwlsg
p3=dim (X_NNRTI_NVP) [1]
d3= prepape_data(y3, X_NNRTI_NVP)

s| fs3=fast_forward (d3,maxf = p3)

fs3$model
positions4 .3=unique (get_position(fs3$model))
discoveries4.3"= dength(positions4.3)

2| false_discoverieg4.3¢= length(setdiff (positions4.3, tsm_df$Position))

true_discoveries4¢3 = discoveries4.3 - false_discoveries4.3

#Graficas
knockoof3=c(true_discoveriesl.3,false_discoveriesl.3)

7| BHq3=c(true_discoveries2 .3, false_discoveries2.3)

Lasso3=c(true_discoveries3 .34 false_discoveries3.3)
Stepwise3=c(true_discoverfies4.3,false_discoveries4.3)
tabla3=data.frame (knockoof3,BHq3,Lasso3,Stepwise3)
barplot (as.matrix(tabla3),

main = s

xlab = s

col = c( , YL \ylim = c(0,50))

Listing B.31: NNRTI

library (glmnet)
library (knockoff)
library(bigstep)
library (doMC)

#0btencion y preparacion de datos.
drug_class = # Possible drug types are "’ e ’NRTI’, and ’NNRTI’.

#Primero, descargamos los datos y los leemos en marg®s de datos.

base_url = // / / A% /

gene_url = paste(base_url, , pasteO(drug_class, ZZDAI ), sep=’/
)

tsm_url = paste(base_url, s _ , drug_‘class, sep=’/’)

gene_df = read.delim(gene_url, na.string = c( , ), stringsAsFactors =
FALSE)

tsm_df = read.delim(tsm_url, header = FALSE, stringsAsFactors ==FALSE)

names (tsm_df) = c( , )

# Returns rows for which every column matches the given regular €XxpgRession

grepl _rows <- function(pattern, df) {
cell _matches = apply(df, c(1,2), function(x) grepl(pattern, x))
apply(cell _matches, 1, all)

}

pos_start = which(names (gene_df) == )

pos_cols = seq.int(pos_start, ncol(gene_df))

5| valid _rows = grepl_rows( $’, gene_df[,pos_cols])




26
27
28

29

30

31

32
33

34

35

126 APENDICE B. CODIGOS

gene_ C gene_df [valid_rows,]

#Ahora gtjitrulmos la matriz de dise?o X y la matriz de vectores de

respue

Las ¢ ter?sticas (columnas de X ) est?n dadas por pares de
#muta017n ici?n). Defina [X_ {i, j} = {1 si el i 7simo paciente
#tiene el J imo par mutaci?n (posici?n) y O en caso contrario} , Y_ {i

, jr o=
#{re31stenc1a e aciente i a la droga j }.] Por ejemplo, en la
#muestra de f7r ¢de tipo PI, se observan tres mutaciones diferentes (A
, Cy D)

#en la posici?n 63@a proteasa, por lo que tres columnas de X (
denominadas

#P63.A, P63 .C y P63. <::£'1can la presencia o ausencia de cada mutaci?n
en

#esta posici?mn.

# Flatten (aplanar) a matrix g#o a vector with names from concatenating

# row/column names. "
flatten_matrix <- functlon(M, ) A

x <= c(M)

names (x) <- c(outer(rownames( olnames (M),

function (. aste( , sep=sep)))

X

}
‘

# Construct preliminary de31gn rlx
muts = c(LETTERS, ’i’, ’d’)
X = outer(muts, as.matrix(gene_df ‘jd% co y.Vectorize(grepl))
X = aperm(X, c(2,3,1))

dimnames (X) [[3]] <- muts
= t(apply(X, 1, flatten_matrix))
mode (X) <- ’numeric’

# Remove any mutation/position pairs that never apPedr in the data.

X = X[,colSums(X) != 0] qp
# Extract response matrix.
Y = gene_df[,4:(pos_start-1)] O

hist(Y[,1], breaks=’FD’) C:A

‘0'3

hist (log(Y[,1]), breaks=’FD’)

#Uso del filtro knockoff

knockoff_and_bhq <- function (X, y, q) { ;6

# Log-transform the drug resistance measurements.

y = log(y) Q

# Remove patients with missing measurements. ‘S\
missing = is.na(y)

y = y['missing] <:‘

X = X[!missing,] O
# Remove predictors that appear less than 3 times. .

#Elimina los predictores que aparecen menos de 3 veces.
X = X[,colSums (X) >= 3]
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75 # ReafOve duplicate predictors.

76 X =l X[4sco0lSums (abs(cor(X)-1) < 1le-4) == 1]
77 # Run gfhe knockoff filter.
78 knock.gen = function(x) create.fixed(x, method= )

79 result =‘knockoff.filter(X, y, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen, statistic=
stat.glmnet_lambdasmax)
80 knockoff_selected = names(result$selected)

82 # Run BHgq.

83 p = ncol(X)

84 Im.fit = 1lm(y “¢X s 1) # no intercept

85 p.values = coef (summary (lm.fit)) [,4]

86 cutoff = max(c(0, “which(sort(p.values) <= fdr * (1:p) / p)))
87 bhq_selected = nameg(which(p.values <= fdr * cutoff / p))

89 list (Knockoff = knockoff_selected, BHq = bhq_selected)
90 }

91
92l fdr = 0.20

o3 results = lapply(Y, function(y) knockoff_and_bhq(X, y, fdr))

94| dim (X)

95| print (results [1])

o6 print (results [2])

97| get _position <- function (x)

98 sapply (regmatches (x, regexpr( gt , X)), as.numeric)

00| comparisons <- lapply(results,(functiondrug) {
101 lapply (drug, function(selected) /{

102 positions = unique (get_positipn(selected)) # remove possible
duplicates

103 discoveries = length(positions)

104 false_discoveries = length(setdiflf (positionss, tsm_df$Position))

105 list (true_discoveries = discoveries - false_discoveries,

106 false_discoveries = false_discoveries,

107 fdp = false_discoveries / max(l, discoveries))

108 D)

09| 1)

110 print (comparisons [1])

11| for (drug in names (comparisons)) {

112 plot_data = do.call(cbind, comparisons[[drug]])

113 plot_data = plot_datalc( _ s _ werigs’) ,]
114 barplot (as.matrix(plot_data), main = paste( , sdrug) ,
115 col = c( s ), ylim = c(0,40))

16| F

117

18| #DLV

120l #Seleccionar la variable X e y.

21|yl = log(Y[,11)

122/missing = is.na(y1)

123yl = y1['missing]

124| X_NRTI_XTC = X[!missing,]

125| X_NRTI_XTC X_NRTI_XTC[,colSums (X_NRTI_XTC) >= 3]

126| X_NRTI _XTC X_NRTI_XTC[,colSums (abs(cor (X_NRTI_XTC)-1) < 1le-4) == 1]
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dim (X_NRTI_XTC)

length (yd)
#knockoff
fdr=0.2
get_positiom <~ function (x)
sapply (regmatches (x, regexpr( , X)), as.numeric)

resultl.1 = knockoff.filter (X_NRTI_XTC, yl1, fdr=fdr,knockoffs=create.fixed

B

statistic=stat.glmnet_lambdasmax)

;| #tu=knockoff.filte® EaNRTI_XTC, yi, fdr=fdr)
37| #u$selected

positionsl.1=unique (gety position(names(resultl.1$selected)))

discoveriesl.l = length(positionsl.1)

false_discoveriesl .1 ={length(setdiff (positionsl.1, tsm_df$Position))
true_discoveriesl .l = discoveriesl.l1 - false_discoveriesl.1

#B&H

pl = ncol (X_NRTI_XTC)

51 Im. £fitl1l = lm(yl “ X_NRTI_XTC % 1) # no intercept
i|p-valuesl = coef (summary (1lm.fit1)).[,4]

cutoffl = max(c(0, which(sort(p.lvaluesl) <= fdr * (1:pl) / pl)))

s|bhq_selectedl = names(which(p.valuesl <= fdr * cutoffl / pl))

positions2.1l=unique(get_positdon(bhq_selectedl))

discoveries2.1 = length(positions2.19

false_discoveries2.1 = length(Setdiff (positions2.1, tsm_df$Position))
true_discoveries2.1 = discoveries2.1 - (false_discoveries2.1

#Lassso

5/ql=cv.glmnet (X_NRTI_XTC,y1l)

Li=ql$lambda.min

s7imlassol <- glmnet (

X_NRTI_XTC s
y1 ,
lambda = L1,
standardize = TRUE
)
which(mlassol$beta>0)
positions3.1=unique (get_position(colnames (X_NRTI_XTC) [which(mlassol$beta
>0)1))

discoveries3.1 = length(positions3.1)

false_discoveries3.1 = length(setdiff (positions3.1, tsm_df$Posgition))
true_discoveries3.1 = discoveries3.1 - false_discoveries3.1

#Stepwise

pl=dim (X_NRTI_XTC) [1]

dl = prepare_data(yl, X_NRTI_XTC)
fsi=fast_forward(dl,maxf = pl)

fsi$model
positionsé4.l=unique(get_position(fsi$model))

5| discoveries4.1 = length(positionsé4.1)

false_discoveries4.1 = length(setdiff (positions4.1, tsm_df$Position))
true_discoveries4 .l = discoveries4.1 - false_discoveries4d.1
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#Grafighas
knockbofld=c(true_discoveriesl.1l,false_discoveriesl.1)
BHql=c(true_discoveries2.1l,false_discoveries2.1)

| Lassol=c(true_discoveries3.1,false_discoveries3.1)

Stepwisel=€(true_discoveries4.1,false_discoveries4.1)
tablal=data/ fpame (knockoofl ,BHql,Lassol,Stepwisel)

5| barplot (as.matrix (tablal),

main =& s
xlab
col = c@Wmnavy’, ), ylim = c(0,40))

[
)

#ABC

2| #Variables

y2 = log(Y[,2])

missing2 = is.na(y2)

y2 = y2[!'missing?2]

X_NRTI_ABC = X[!missing2,]

X_NRTI_ABC X_NRTI_ABC[, colSums (X_NRTI_ABC) >= 3]

X_NRTI_ABC = X_NRTI_ABC[,colSums{abs(cor (X_NRTI_ABC)-1) < le-4) == 1]
dim (X_NRTI_ABC)

length(y2)

#knockoof

result2 = knockoff.filter (X_NRTI_ABCy«¥2, fdr=fdr, knockoffs= create.fixed
statistic=stat.glmnet_lambdasmax)

positionsl.2=unique(get_position(names (result2$selected)))

jldiscoveriesl1.2 = length(positions].2)
7| false_discoveriesl.2 = length(setdiff(positionsl.2, tsm_df$Position))
08| true_discoveriesl .2 = discoveriesl.2, - _falseddiscoveriesl .2
#B&H

p2 = ncol (X_NRTI_ABC)

Im.fit2 = lm(y2 “ X_NRTI_ABC - 1) # no intercept

p-values2 = coef (summary(lm.fit2)) [,4]

cutoff2 = max(c(0, which(sort(p.values2) <= fdr * (1:p2)=/ p2)))

il bhq_selected2 = names (which(p.values2 <= fdr * cutoff21/ p2))

positions2.2=unique(get_position(bhq_selected2))

discoveries2.2 = length(positions2.2)

false_discoveries2.2 = length(setdiff (positions2.2, tsm_df$Posgition))
true_discoveries2.2 = discoveries2.2 - false_discoveries2.2

#Lassso

g2=cv.glmnet (X_NRTI_ABC,y2)
L2=qgq2$%lambda.min
mlasso2 <- glmnet(
X_NRTI_ABC s
y2 ,
lambda = L2,
standardize = TRUE
)
which(mlasso2$beta>0)
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positions3.2=unique (get_position(colnames (X_NRTI_ABC) [which(mlasso2$beta
>021)0

discoveri®es3.2 = length(positions3.2)
false_disgoveries3.2 = length(setdiff (positions3.2, tsm_df$Position))
true_discoveries3.2 = discoveries3.2 - false_discoveries3.2

37| #Stepwise

p2=dim (X_NRTIwABC) [1]

d2= prepare_data(y2, X_NRTI_ABC)

fs2=fast_forward(d2,maxf = p2)

fs2$model

positions4.2=unique (get_position(fs2$model))

discoveries4.2 = length{(positions4.2)

false_discoveries4.2 ¥ length(setdiff (positions4.2, tsm_df$Position))

245 true_discoveries4 .2 = disc€overiesd4.2 - false_discoveries4.2

247| #Graficas

knockoof2=c(true_discoveriesle?2,false_discoveriesl.?2)
BHq2=c(true_discoveries2.2,false_discoveries2.2)
Lasso2=c(true_discoveries3.2,false_discoveries3.2)
Stepwise2=c(true_discoveries4.2,false_discoveries4.2)
tabla2=data.frame (knockoof2 ,BHq2,Lasso2,Stepwise?2)
barplot (as.matrix(tabla2),

main = s

xlab = ,

col = c( s 5) , _ylim)=_c(0,40))

| #AZT

#Variables
y3 = log(Y[,3]1)

2lmissing3 = is.na(y3)

y3 = y3[!'missing3]
X_NRTI_AZT = X[!'missing3,]

5| X_NRTI_AZT = X_NRTI_AZTI[,colSums (X_NRTI_AZT) >= 3]

X_NRTI_AZT = X_NRTI_AZT[,colSums (abs(cor (X_NRTI_AZT) -4) < le-4) == 1]
71 dim (X_NRTI_AZT)

length (y3)

#knockoof

result3 = knockoff.filter (X_NRTI_AZT, y3, fdr=fdr, knockoffs=create.fixed,
statistic=stat.glmnet_lambdasmax)
positionsl.3=unique(get_position(names(result3$selected)))

discoveries1.3 = length(positions1.3)

5| false_discoveriesl1.3 = length(setdiff (positionsl.3, tsm_df$Positdon))
true_discoveriesl .3 = discoveriesl.3 - false_discoveriesl.3
#B&H

p3 = ncol (X_NRTI_AZT)

Im.fit3 = 1lm(y3 -~ X_NRTI_AZT - 1) # no intercept

p-values3 = coef (summary(lm.fit3)) [,4]

cutoff3 = max(c(0, which(sort(p.values3) <= fdr * (1:p3) / p3)))
bhq_selected3 = names(which(p.values3 <= fdr * cutoff3 / p3))
positions2.3=unique (get_position(bhq_selected3))
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discoveTries2.3 = length(positions2.3)

| falselLldiscoveries2.3 = length(setdiff (positions2.3, tsm_df$Position))
true_discoyveries2.3 = discoveries2.3 - false_discoveries2.3
#Lassso

93=cv.glmnet (X_NRTI_AZT,y3)
L3=gq3$lambda ymin
mlasso3 <- glmnes (
X_NRTI_AZT >
y3 )
lambda = L3¢
standardize = TRUE
)

205 which(mlasso3$beta>0)

positions3.3=unique (get_position(colnames (X_NRTI_AZT) [which(mlasso3$beta
>0)1))

discoveries3.3 = length(pbsitions3.3)

false_discoveries3.3 = lengthdsetdiff (positions3.3, tsm_df$Position))

true_discoveries3.3 = discoveries3.3 - false_discoveries3.3

#Stepwise
p3=dim (X_NRTI_AZT) [1]

j|d3= prepare_data(y3, X_NRTI_AZT)

fs3=fast_forward(d3,maxf = p3)

s| fs3$model

positions4.3=unique (get_position(£fs3$model))

discoveries4.3 = length(positiéonsg4.3)

false_discoveries4.3 = length(setdiff (positions4.3, tsm_df$Position))
true_discoveries4.3 = discoveries4 .3, falseandiscoveries4.3

#Graficas
knockoof3=c(true_discoveriesl.3,false_discoveriesl.3)
BHg3=c(true_discoveries2.3,false_discoveries2.3)
Lasso3=c(true_discoveries3.3,false_discoveries3.3)
Stepwise3=c(true_discoveries4.3,false_discoveries4’ . 3)
tabla3=data.frame (knockoof3,BHq3,Lasso3,Stepwise3)
barplot(as.matrix(tabla3),

main = s

xlab = ,

col = c( s ), ylim = c(0,55))

#D4T

#Seleccion de variables

y4 = log(Y[,4])

missing4 = is.na(y4)

y4 = y4[!'missing4d]

X_NRTI_DT = X[!missing4,]

X_NRTI_DT X_NRTI_DT[,colSums (X_NRTI_DT) >= 3]

X_NRTI_DT X_NRTI_DT[,colSums (abs (cor (X_NRTI_DT)-1) < 1le-4) == 1]
dim (X_NRTI_DT)

5| length (y4)

337| #knockoof
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s|result4” = knockoff.filter (X_NRTI_DT, y4, fdr=fdr, knockoffs=create.fixed,

statistic=stat.glmnet_lambdasmax)
positions®.4=unique (get_position(names(result4$selected)))

discoveriesl+4 = length(positionsl.4)

2| false_discgbveriesl .4 = length(setdiff (positionsl.4, tsm_df$Position))
true_discoverdiesl .4 = discoveriesl.4 - false_discoveriesl.4

5| #B&H

p4 = ncol (X_NRTI_BT)

7|lm.fit4 = 1Im(y4 \") X_NRTI_DT - 1) # no intercept
|p.values4 = coef (Summary (1lm.fit4)) [,4]

cutoff4d = max(c (0, (which(sort(p.values4) <= fdr * (1:p4) / p4d)))
bhg_selected4 = nameswhich(p.values4 <= fdr * cutoffd / p4))
positions2.4=unique (get position(bhq_selected4))

discoveries2.4 = length(positions2.4)

false_discoveries2.4 = length(setdiff (positions2.4, tsm_df$Position))
true_discoveries2.4 = discoveries2.4 - false_discoveries2.4

#Lassso

'|q4=cv.glmnet (X_NRTI_DT,y4)

L4=qg4$lambda.min

mlasso4 <- glmnet(
X_NRTI_DT ,
y4 ,
lambda = L4,
standardize = TRUE

)

sl which(mlasso4$beta>0)

positions3.4=unique (get_position (colnames(XeNRTI_DT) [which(mlasso4$beta>0)
1)

discoveries3.4 = length(positions3.4)

false_discoveries3.4 = length(setdiff((positions3=4, tsm_df$Position))
true_discoveries3.4 = discoveries3.4 - _false_disgoveries3.4

#Stepwise

p4=dim (X_NRTI_DT) [1]

d4= prepare_data(y4, X_NRTI_DT)
fs4=fast_forward(d4,maxf = p4)

fs4$model

positionsé4 .4=unique(get_position(fs4$model))

|discoveries4.4 = length(positions4.4)

false_discoveries4 .4 = length(setdiff (positions4.4, tsm_df$Posgition))
true_discoveries4.4 = discoveries4.4 - false_discoveries4.4

#Graficas
knockoofd=c(true_discoveriesl.4,false_discoveriesl.4)
BHq4=c(true_discoveries2.4,false_discoveries2.4)
Lasso4=c(true_discoveries3.4,false_discoveries3.4)
Stepwised=c(true_discoveries4.4,false_discoveries4.4)
tablad=data.frame (knockoof4 ,BHq4 ,Lasso4,Stepwised)
barplot (as.matrix(tabla4),

main = s

xlab = s

col = c( s ), ylim = c(0,45))
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2| #DDI

#Seleccionf de variables

y5 = log(¥wl,5]1)

missingb = Aswna(y5)

y5 = y5[!'missding5]

X_NRTI_DDI = %[lmissing5,]

X_NRTI_DDI XINRTI_DDI[,colSums (X_NRTI_DDI) »>= 3]

X_NRTI_DDI X_NRTI_DDI[,colSums (abs(cor (X_NRTI_DDI)-1) < le-4) == 1]
dim (X_NRTI_DDI)

2| length (y5)

#knockoof

5| resultbs = knockoff.filter/(X_NRTI_DDI, y5, fdr=fdr, knockoffs=create.fixed,

statistic=stat.glmnet_lambdasmax)
positionsl.5=unique (get_position(names(resultb$selected)))

discoveriesl.5 = length(posSit#onsl.5)

false_discoveriesl.5 = length«(setdiff (positionsl.5, tsm_df$Position))
true_discoveriesl .5 = discoveriesl .5 - false_discoveriesl.b

#B&H

p5 = ncol (X_NRTI_DDI)
Im.fit5 = 1lm(y5 ~ X_NRTI_DDI » 1) % no intercept

5|p.valuesbs = coef (summary (1m" £it5)) [ ,41

cutoff5 = max(c(0, which(sort(p.valuesh) <= fdr *x (1:p5) / p5)))
bhq_selected5 = names(which(p.values5 <= fdr * cutoffb5 / p5))

;| positions2.5=unique(get_position(bhq_sellected5))

discoveries2.5 = length(positions2.5)
false_discoveries2.5 = length(setdiff(positions2.5, tsm_df$Position))
true_discoveries2.5 = discoveries2.5, - _falseddiscoveries2.5b

#Lassso
g5=cv.glmnet (X_NRTI_DDI,y5)

5| L6=gq5$lambda.min

mlassob5 <- glmnet(

X_NRTI_DDI s
y5 >
lambda = L5,
standardize = TRUE

)

which(mlasso5$beta>0)
positions3.5=unique (get_position(colnames (X_NRTI_DDI) [which(mlasso5$beta
>0)1))

discoveries3.5 = length(positions3.5)

5| false_discoveries3.5 = length(setdiff (positions3.5, tsm_df$Position))

true_discoveries3.5 = discoveries3.5 - false_discoveries3.5

#Stepwise

p5=dim (X_NRTI_DDI) [1]

d5= prepare_data(y5, X_NRTI_DDI)
fsb=fast_forward(d5,maxf = pb)

2| fs5$model

positions4.5=unique (get_position(fs5$%model))
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discoveTries4.5 = length(positions4.5)
falselldistoveries4.5 = length(setdiff (positions4.5, tsm_df$Position))
true_discoyveriesd4 .5 = discoveries4.5 - false_discoveries4.b

#Graficas
knockoof5=cltrue_discoveriesl.5,false_discoveries1.5)
BHg5=c(true_ddsicoveries2.5,false_discoveries2.5)
Lassob=c(truewdiscoveries3.5,false_discoveries3.5)
Stepwiseb=c(true_discoveries4.5,false_discoveries4.5)
tablab=data.frame/(knockoof5 ,BHq5,Lasso5,Stepwiseb)
barplot (as.matrix{tablab),

main = L,
xlab = 5 da™,
col = c( P ), ylim = c(0,40))

#TDF

#Seleccion de variables

y6 = log(Y[,6])

missing6 = is.na(y6)

y6 = y6[!'missing6]

X_NRTI_TDF = X[!missing6,]

X_NRTI_TDF = X_NRTI_TDF[,colSums (¥=NRTI_TDF) >= 3]

X_NRTI_TDF = X_NRTI_TDF[,colSdms (abs(cor (X_NRTI_TDF)-1) < le-4) == 1]
dim (X_NRTI_TDF)

length (y6)

#knockoof

result6 = knockoff.filter (X_NRTI_TDEsg~y6, fdr=fdr, knockoffs=create.fixed,
statistic=sstat.glmiet) lambdasmax)

5| positionsl.6=unique (get_position(namels (result6$selected)))

discoveriesl1.6 = length(positionsl.6)

false_discoveriesl.6 = length(setdiff (positionslg#®,) tsm_df$Position))
true_discoveriesl .6 = discoveriesl.6 - false_discoveriesl.6

#B&H

p6 = ncol (X_NRTI_TDF)

2l lm.fit6 = 1lm(y6 “X_NRTI_TDF - 1) # no intercept
;|p.values6 = coef (summary(1lm.fit6)) [,4]

cutoff6 = max(c(0, which(sort(p.values6) <= fdr * (1:p6) % p6)))

5| bhq_selected6 = names (which(p.values6 <= fdr * cutoff6 / p6))

positions2.6=unique (get_position(bhq_selected6))

7ldiscoveries2.6 = length(positions2.6)
false_discoveries2.6 = length(setdiff (positions2.6, tsm_df$Positdon))
true_discoveries2.6 = discoveries2.6 - false_discoveries2.6
#Lassso

g6=cv.glmnet (X_NRTI_TDF,y6)
L6=q6$lambda.min
mlasso6 <- glmnet(
X_NRTI_TDF ,
y6 )
lambda = L6,
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standardize = TRUE
)
which(mlasso6$beta>0)
positions3/ 6sunique(get_position(colnames (X_NRTI_TDF) [which(mlasso6$beta

>0)1))

discoveries8.6 = length(positions3.6)
false_discovefies3.6 = length(setdiff (positions3.6, tsm_df$Position))
true_discover®es8.6 = discoveries3.6 - false_discoveries3.6

#Stepwise
p6=dim (X_NRTI_TDF)'[1]

;| d6= prepare_data(y6, X_NRTI_TDF)

fs6=fast_forward(d6,maxf = p6)

fs6$model

positions4.6=unique (get_position(fs6$model))

discoveries4.6 = length(positions4.6)

false_discoveries4.6 = length(setdiff (positions4.6, tsm_df$Position))
true_discoveries4.6 = discoveries4.6 - false_discoveries4.6

#Graficas

‘| knockoof6=c(true_discoveriesl.6,false_discoveriesl.6)

BHg6=c(true_discoveries2.6,false_discoveries2.6)
Lasso6=c(true_discoveries3.6,falsewdiscoveries3.6)
Stepwise6=c(true_discoveries4{6,false_discoveries4.6)
tabla6=data.frame (knockoof6,BHqg6,, Lasse6 ,Stepwiseb)
barplot(as.matrix(tabla6),

main = s

xlab = ,

col = c( s ), ylim = ‘¢ (0%45))

Listing{B.32: NRTI

library (glmnet)
library (knockoff)
library(bigstep)
library (doMC)

#0btencion y preparacion de datos.
drug_class = # Possible drug types are ’PI’, ’NRTI’ { “ahd °NNRTI’.

#Primero, descargamos los datos y los leemos en marcos de da@fsh

base_url = // / / - ./

gene_url = paste(base_url, , pasteO(drug_class, ’_ ©7)), sep=’/
)

tsm_url = paste(base_url, s _ , drug_class, sepz./’)

gene_df = read.delim(gene_url, na.string = c( R ), stringsAsFactors =
FALSE)

tsm_df = read.delim(tsm_url, header = FALSE, stringsAsFactors = FALSE)

names (tsm_df) = c( s )

3| # Returns rows for which every column matches the given regular expression
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19| grepl ws <- function(pattern, df) {
20 cel ches = apply(df, c(1,2), function(x) grepl(pattern, x))
21 apply 1_matches, 1, all)

22

23 pos start hich(names (gene_df) == ’P17)
21| pos_cols éq int (pos_start, ncol(gene_df))
o5 valid_rows = pl_rows(’ " (\\.|[-|[A-Zid]+)$’, gene_df[,pos_cols])

26| gene_df = gen %[valid_rows,]
27
28| #Ahora construm@ & matriz de dise?o X y la matriz de vectores de

respuesta
20| #Y. Las caracter'?s@ columnas de X ) est?n dadas por pares de

30| #mutaci?n (posici? fina [X_ {i, j} = {1 si el i 7simo paciente

si|#tiene el j 7simo p utaci?n (posici?n) y O en caso contrario} , Y_ {i
, 3t o= < >

32| #{resistencia del pacie t a la droga j }.] Por ejemplo, en la

33| #fmuestra de f7rmacos de t PI, se observan tres mutaciones diferentes (A
, Cy D) Q

34| #en la posici?n 63 de la pr £33, por lo que tres columnas de X (
denominadas ®

35| #P63.A, P63 .C y P63.D) 1nd1ca presenc1a o ausencia de cada mutaci?n
en

36| #esta posici?n.
37
3s|# Flatten (aplanar) a matri v with names from concatenating
39| # row/column names.

‘
s|flatten_matrix <- function(M, D) Q

41 x <- c(M) (
42 names (x) <- c(outer(rownames(M)i/‘_l.nam ﬁ%,

43 function (

ste ( sep=sep)))
44 X O 6

.
47| # Construct preliminary design matrix.

ss|muts = c(LETTERS, ’i’, ’d’)
19X = outer(muts, as.matrix(gene_df[,pos_cols]), Vec ize (grepl))
s0/X = aperm(X, c(2,3,1)) &

51| dimnames (X) [[3]] <- muts

52|X = t(apply(X, 1, flatten_matrix)) Q
53l mode (X) <- ’numeric’ ®
54

# Remove any mutation/position pairs that never appear in t%ta.
X = X[,colSums (X) != 0]

7|# Extract response matrix
Y

58)Y = gene_df [,4:(pos_start-1)] %
5o0lhist(Y[,1], breaks=’FD’)

60| hist (log(Y[,1]), breaks=’FD’) Q

61| #Uso del filtro knockoff 0

62| knockoff _and_bhq <- function (X, y, q) {

63 # Log-transform the drug resistance measurements. O
64 y = log(y) O
65 # Remove patients with missing measurements. .
66| missing = is.na(y)

671 'y = y[!missing]
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X = X['missing,]

# Remoy® predictors that appear less than 3 times.
#Elimi@@&, los predictores que aparecen menos de 3 veces.
X = X[,e0lSums (X) >= 3]

# Removefdmplicate predictors.

X = X[,colSums (abs (cor(X)-1) < le-4) == 1]
# Run the kAoxkoff filter.
knock.gen =wfumnction(x) create.fixed(x, method= )

137

result = knockofif .filter(X, y, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen, statistic=

stat.glmnet_lambdasmax)
knockoff_selected .= names(result$selected)

# Run BHq.
p = ncol(X)
Im.fit = Im(y ~ X - 1) # no intercept
p-values = coef (summary (lmsfit)) [,4]
cutoff = max(c(0, whichsort(p.values) <= fdr *x (1:p) / p)))
bhg_selected = names(which(p.values <= fdr * cutoff / p))
list (Knockoff = knockoff_selected, BHq = bhq_selected)
}

71 fdr = 0.20

results = lapply(Y, function(y) (knockoff_and_bhq(X, y, fdr))
print (results [1])
get_position <- function (x)

sapply (regmatches (x, regexpr( gt , X)), as.numeric)
comparisons <- lapply(results o function(drug) {

lapply (drug, function(selectéd)) {

positions = unique(get_position(selected)) # remove possible
duplicates

discoveries = length(positions?

false_discoveries = length(setdiff (positdions, tsm_df$Position))

list(true_discoveries = discoveries/- falseasdiscoveries,
false_discoveries = false_discoveries),
fdp = false_discoveries / max(l, discoveries))

b

1))
print (comparisons [1])
for (drug in names (comparisons)) {

plot_data = do.call(cbind, comparisons[[drugll)
plot_data = plot_datalc( _ R _ AREY ), ]
barplot (as.matrix(plot_data), main = paste( %07, Jdrug),
col = c( s ), ylim = c(0,40))
}
#PI (APV)

#tomar la variable X e y.

y1 = log(Y[,11)

missing = is.na(yl)

yl = y1[!'missing]

X_PI_APV = X[!missing,]

X_PI_APV X_PI_APV[,colSums (X_PI_APV) >= 3]

X_PI_APV X_PI_APV[,colSums (abs(cor(X_PI_APV)-1) < 1le-4) == 1]
dim (X_PI_APV)
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length(y1)

22| #knockofd
knock.gens= function(x) create.fixed(x, method= )
fdr=0.2
get_positiom <~ function (x)
sapply (regmatches (x, regexpr( , X)), as.numeric)

resultl.1 = knockoff.filter (X_PI_APV, yl1, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,
statistic=stat.glmnet_lambdasmax)

positionsl.l=unigue(get_position(names(resultl.1$selected)))

discoveriesl.1 = Jdength(positionsl.1)

false_discoveriesl{l = length(setdiff (positionsl.1, tsm_df$Position))

2ol true_discoveriesl .1l =ndiscoveriesl.l1 - false_discoveriesl.1

fdri=false_discoveriegl o1/discoveriesi.1

35| #B&H

ilpl = ncol (X_PI_APV)

7| lm.fitl = 1Im(yl ~ X_PI_APV(- #) # no intercept

p-valuesl = coef (summary (1lm>£itd)) [,4]

cutoffl = max(c(0, which(sort(p.wvaluesl) <= fdr * (1:pl) / pl)))
bhq_selectedl = names(which(p.Valuesl <= fdr * cutoffl / pl))
positions2.1=unique (get_position{(bhq_selectedl))

discoveries2.1 = length(positions2ul)
;| false_discoveries2.1 = length{setdiff (positions2.1, tsm_df$Position))
true_discoveries2.1 = discoveries2.les"false_discoveries2.1

fdr2=false_discoveries2.1/discOveries2i1

7| #Lassso

ql=cv.glmnet (X_PI_APV,yl)
Li=ql$lambda.min
mlassol <- glmnet(
X_PI_APV >
yi ,
lambda = L1,
: standardize = TRUE
55| )
jlwhich (mlassol$beta>0)
positions3.1=unique (get_position(colnames (X_PI_APV) [which(mlassol$beta>0)
1)

discoveries3.1 = length(positions3.1)
false_discoveries3.1 = length(setdiff (positions3.1, tsm_df$Position))
true_discoveries3 .1 = discoveries3.1 - false_discoveries3.1

fdr3=false_discoveries3.1/discoveries3.1

#Stepwise

pl=dim (X_PI_APV) [1]

5/dl = prepare_data(yl, X_PI_APV)
fsi=fast_forward(dl,maxf = pl)

7| fs1$model
positionsé4.l=unique(get_position(fsi$model))
discoveries4.1 = length(positions4.1)
false_discoveries4.1 = length(setdiff (positions4.1, tsm_df$Position))
true_discoveries4.1 = discoveries4.1 - false_discoveries4.1

fdr4=false_discoveries4.1/discoveries4.1
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#Graflicag

s| knockoofd=c(true_discoveriesl.1,false_discoveriesl.1)

BHql=c(true_discoveries2.1,false_discoveries2.1)

7l Lassol=c(tfue_discoveries3.1,false_discoveries3.1)
75| Stepwisel=c{{true_discoveries4.1,false_discoveries4.1)

tablal=data. ffame (knockoofl ,BHql,Lassol,Stepwisel)
barplot (as.matrix (tablal),

main = \P s

xlab = "VMetod s

col = c(C’dauw’, ), ylim = c(0,40))

5| #ATV

#Variables

y2 = log(Y[,2])

missing2 = is.na(y2)

y2 = y2[!'missing?2]
X_PI_ATV = X[!missing2,]

2| X_PI_ATV = X_PI_ATV[,colSums (¥ZPI_ATV) >= 3]

X_PI_ATV = X_PI_ATV[,colSums(abs(cor(X_PI_ATV)-1) < 1le-4) == 1]
dim (X_PI_ATV)
length(y2)

#knockoof

result2 = knockoff.filter (X_PLLATV, y2, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,
stati§tic=statl glmnet_lambdasmax)

positionsl.2=unique(get_position(names (result2$selected)))

discoveriesl.2 = length(positions].2)

ol false_discoveriesl .2 = length(setdiff(positionsl.2, tsm_df$Position))
true_discoveriesl.2 = discoveriesl.2, - _falseddijscoveriesl.2

5| #B&H

i|p2 = ncol (X_PI_ATV)
7|lm.fit2 = 1m(y2 ~ X_PI_ATV - 1) # no intercept

208| p.values2 = coef (summary (lm.fit2)) [,4]

cutoff2 = max(c(0, which(sort(p.values2) <= fdr * (1:p2) / p2)))
bhq_selected2 = names(which(p.values2 <= fdr * cutoff2 /=p2))
positions2.2=unique (get_position(bhq_selected2))

discoveries2.2 = length(positions2.2)
false_discoveries2.2 = length(setdiff (positions2.2, tsm_df$Position))
true_discoveries2.2 = discoveries2.2 - false_discoveries2.2

;| #Lassso

gq2=cv.glmnet (X_PI_ATV,y2)

215 L2=q2$lambda.min

mlasso2 <- glmnet(

X_PI_ATV >

y2 ,

lambda = L2,

standardize = TRUE
)

which(mlasso2$beta>0)

139

positions3.2=unique (get_position(colnames (X_PI_ATV) [which(mlasso2$beta>0)
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)
discoveries3.2 = length(positions3.2)
false_discoveries3.2 = length(setdiff (positions3.2, tsm_df$Position))
true_discovVexries3.2 = discoveries3.2 - false_discoveries3.2

#Stepwise
p2=dim (X_PI_ATVY) [1]

233 d2= prepare_datafy2, X_PI_ATV)

fs2=fast_forward (d2,maxf = p2)
fs2$model

236) positions4 .2=unique (get _position(fs2$model))

discoveries4.2 = length(positions4.2)
false_discoveries4 .2 = length(setdiff (positions4.2, tsm_df$Position))
true_discoveries4 .2 =gdisscoveries4.2 - false_discoveries4.2

#Graficas
ol knockoof2=c(true_discoveriesd .2,false_discoveriesl.2)
BHq2=c(true_discoveries2.2 false_discoveries2.2)
Lasso2=c(true_discoveries3.2 gfalse_discoveries3.2)
5| Stepwise2=c(true_discoveries4y2,false_discoveries4.2)
tabla2=data.frame (knockoof2 ,BHg2,Lasso2,Stepwise?2)
barplot (as.matrix(tabla2),

main = s

xlab = ,

col = c( s nge’)., yldam™= c(0,50))

#IDV

#Variables

5/y3 = log(Y[,31)

missing3 = is.na(y3)

y3 = y3[!'missing3]
s|X_PI_IDV = X[!missing3,]

X_PI_IDV = X_PI_IDV[,colSums(X_PI_IDV) >= 3]
X_PI_IDV = X_PI_IDV[,colSums(abs(cor(X_PI_IDV)-1)¢< 1le-4) == 1]
dim (X_PI_IDV)
2| length (y3)
#knockoof

5| result3 = knockoff.filter (X_PI_IDV, y3, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,
statistic=stat.glmnet_lambdasmax?)
7| positionsl.3=unique(get_position(names(result3$selected)))

discoveries1.3 = length(positions1.3)
false_discoveriesl1.3 = length(setdiff (positions1.3, tsm_df$Pos§ition))
true_discoveriesl.3 = discoveriesl.3 - false_discoveriesl.3

72| #B&H

p3 = ncol(X_PI_IDV)

Im.fit3 = Im(y3 ~ X_PI_IDV - 1) # no intercept

5|p.values3 = coef (summary (lm.fit3)) [,4]

276 cutoff3 = max(c(0, which(sort(p.values3) <= fdr * (1:p3) / p3)))
| bhq_selected3 = names(which(p.values3 <= fdr * cutoff3 / p3))
s|positions2.3=unique (get_position(bhq_selected3))

discoveries2.3 = length(positions2.3)
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false_discoveries2.3 = length(setdiff (positions2.3, tsm_df$Position))
true_discoveries2.3 = discoveries2.3 - false_discoveries2.3

#Lassso
q3=cv.glmpet(X_PI_IDV,y3)

5| L3=q3$lambda_.min
jimlasso3 <- glmnet (

X_PI_IDV >
y3 ,
lambda = L3,
standardize = TRUE
)
which(mlasso3$beta>0)
positions3.3=unique (get sposition(colnames (X_PI_IDV) [which(mlasso3$beta>0)
1)

discoveries3.3 = length(positions3.3)

5| false_discoveries3.3 = length(setdiff (positions3.3, tsm_df$Position))

206| true_discoveries3.3 = discovexries3.3 - false_discoveries3.3

208| #Stepwise

p3=dim (X_PI_1IDV) [1]

d3= prepare_data(y3, X_PI_IDV)

fs3=fast_forward(d3,maxf = p3)

fs3$model

positions4 .3=unique(get_position(fs3$model))

discoveries4.3 = length(positions4.3)

false_discoveries4.3 = length(§etdiff (positions4.3, tsm_df$Position))
true_discoveries4.3 = discoveries4.3 - fals€_discoveries4.3

#Graficas
knockoof3=c(true_discoveriesl.3,false_discoveériesl.3)
BHq3=c(true_discoveries2.3,false_discoveries2¢3)
Lasso3=c(true_discoveries3.3,false_discoveries3.3)
Stepwise3=c(true_discoveries4.3,false_discoveries4 .3)
tabla3=data.frame (knockoof3,BHq3,Lasso3,Stepwise3)
barplot (as.matrix(tabla3),

main = s

xlab = s

col = c( s ), ylim = c(0,50))

#LPV

#Seleccion de variables
y4 = log(Y[,4])
missing4 = is.na(y4)

y4 = y4[!'missing4]

325)| X_PI_LPV = X[!'missing4,]

| X_PI_LPV = X_PI_LPV[,co0lSums (X_PI_LPV) >= 3]

X_PI_LPV = X_PI_LPV[,colSums (abs(cor(X_PI_LPV)-1) < 1le-4) == 1]

;| dim (X_PI_LPV)

length (y4)

#knockoof
result4 = knockoff.filter (X_PI_LPV, y4, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,
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333 statistic=stat.glmnet_lambdasmax)
331| positions? .4=unique (get_position(names(resulté4$selected)))

335 discoverd®esl .4 = length(positionsl.4)

33| false_discoveriesl .4 = length(setdiff (positionsl1.4, tsm_df$Position))
337 true_discoveriesl .4 = discoveriesl.4 - false_discoveriesl.4

339| #B&H

320l p4 = ncol (X_PT_LPV)

31| lm. fit4 = 1m(y4 “~X_PI_LPV - 1) # no intercept

32| p.values4 = coefi(summary (1lm.fit4)) [,4]

313 cutoff4 = max(c(0¢ which(sort(p.values4) <= fdr * (1:p4) / p4)))
314 bhq_selected4 = names/(which(p.values4 <= fdr * cutoffd / p4))

315 positions2.4=unique (gety position(bhq_selected4))

s discoveries2 .4 = length(positions2.4)

317 false_discoveries2 .4 ={length(setdiff (positions2.4, tsm_df$Position))
34| true_discoveries2.4 = discoveries2.4 - false_discoveries2.4

349

350 #Lassso

351 q4=cv.glmnet (X_PI_LPV,y4)
352| L4=q4$lambda.min

353 mlasso4 <- glmnet (

354 X_PI_LPV s

355 y4 s

356 lambda = L4,

357 standardize = TRUE

358 )
350 which (mlasso4$beta>0)

360 positions3.4=unique (get_position(colnames (XZPI_LPV) [which(mlasso4$beta>0)

1)
s61| discoveries3.4 = length(positions3%4)
362| false_discoveries3.4 = length(setdiff (positionsB8.4, tsm_df$Position))
363 true_discoveries3.4 = discoveries3.4 (- false_discoveries3.4
364
365| #Stepwise

366| p4=dim (X_PI_LPV) [1]

367| d4= prepare_data(y4, X_PI_LPV)

s6s| fs4=fast_forward (d4,maxf = p4)

360 fs4$model

370 positions4 .4=unique (get_position(fs4$model))

s7ildiscoveries4 .4 = length(positions4.4)

s72| false_discoveries4 .4 = length(setdiff (positions4.4, tsm_df$Position))
373l true_discoveries4 .4 = discoveries4.4 - false_discoveries4.4

375| #Graficas

376| knockoofd=c(true_discoveriesl.4,false_discoveriesl.4)
377| BHq4=c (true_discoveries2.4,false_discoveries2.4)

37s| Lasso4=c(true_discoveries3.4,false_discoveries3.4)

370| Stepwised=c(true_discoveries4.4,false_discoveries4.4)
3s0| tablad=data.frame (knockoof4 ,BHq4 ,Lasso4 ,Stepwised)

ssi| barplot (as.matrix (tabla4),

382 main = s

383 xlab s

384 col = c( s ), ylim = c(0,45))




407
408
109
110
111
412

413

50 )
sl which(mlasso5$beta>0)
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;| #NFV

| #Seleccigf, de variables

y5 = log(¥l[,581)
missingb =/ 1is.na(y5)
y5 = y5[!'migsdng5]

2| X_PI_NFV = X[fmissingh,]

X_PI_NFV X_PI_NFV[,colSums (X_PI_NFV) >= 3]

X_PI_NFV X_PI_NFV[,colSums(abs(cor (X_PI_NFV)-1) < le-4) == 1]
dim (X_PI_NFV)

length (y5)

#knockoof

resultb5 = knockoff.filtex (X_PI_NFV, y5, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,
Statistic=stat.glmnet_lambdasmax)

positionsl.5=unique(get_position(names(resultb5$selected)))

2|/discoveriesl .5 = length(pbositionsl.5)
false_discoveriesl.5 = lengthdsetdiff (positionsl.5, tsm_df$Position))
true_discoveriesl .5 = discovexriesl.b - false_discoveriesl.b

;| #B&H

p5 = ncol (X_PI_NFV)

Im.fit5 = 1lm(y5 ~ X_PI_NFV - 1) #emelintercept

p-valuesb = coef (summary (lm.£4t5))¥{,4]

cutoff5 = max(c(0, which(sort(p.values5) <= fdr * (1:p5) / p5)))
bhq_selected5 = names(which(p.¥aluesb5 <=_fdr * cutoff5 / pb5))
positions2.5=unique (get_positiom(bhq_selected5))

discoveries2.5 = length(positions2.5)

false_discoveries2.5 = length(setdiff'(positdons2.5, tsm_df$Position))

5| true_discoveries2.5 = discoveries2@. 5 falseddiscoveries2.5

7|#Lassso
s|gb=cv.glmnet (X_PI_NFV,y5)

L5=g5%$lambda.min

mlassob5 <- glmnet(
X_PI_NFV ,
y5 s
lambda = L5,
standardize = TRUE

positions3.5=unique (get_position(colnames (X_PI_NFV) [which(mlasso5$beta>0)
1)

discoveries3.5 = length(positions3.5)

false_discoveries3.5 = length(setdiff (positions3.5, tsm_df$Positdon))

true_discoveries3.5 = discoveries3.5 - false_discoveries3.5b

#Stepwise
p5=dim (X_PI_NFV) [1]
d5= prepare_data(y5, X_PI_NFV)

5| fsb=fast_forward (d5,maxf = pb)

fs5$model
positions4 .5=unique (get_position(fs5$model))

s|discoveries4.5 = length(positions4.5)




144 APENDICE B. CODIGOS

130 false discoveries4.5 = length(setdiff (positions4.5, tsm_df$Position))
10| true_'discoveries4 .5 = discoveries4.5 - false_discoveries4.5b

u2| #Graficas

113l knockoofb=€ (true_discoveriesl.5,false_discoveriesl.5)
114| BHgb=c (truel disscoveries2.5,false_discoveries2.5)

145| Lassob5=c(truefdiscoveries3.5,false_discoveries3.5)
16| Stepwiseb=c(truesdiscoveries4 .5,false_discoveries4.5)
17| tablab=data.framefknockoof5 ,BHq5,Lasso5,Stepwiseb)

sl barplot (as.matrix(tablab),

449 main = W

450 xlab = Rode™" ,

151 col = c( TP ), ylim = c(0,50))
152

153| #RTV

455 #Seleccion de variables

156 y6 = log(Y[,6]1)

57\missing6 = is.na(y6)

55| y6 = y6[!'missing6]

50| X_PI_RTV = X[!missing6,]

160| X_PI_RTV = X_PI_RTV[,colSums (X_PIANRTV) >= 3]

161| X_PI_RTV = X_PI_RTV[,colSums (abs (goxr(X_PI_RTV)-1) < le-4) == 1]
62| dim (X_PI_RTV)

63| Llength (y6)

465| #knockoof

166 result6 = knockoff.filter (X_PI_RIV, y6, #drsfdr, knockoffs=knock.gen,
167 statistigc=stat.glmmet. lambdasmax)

65| positionsl.6=unique (get_position (names (result6$selected)))

6o discoveriesl .6 = length(positionsl.6)

70| false_discoveriesl.6 = length(setdiff((positiouSim6, tsm_df$Position))
71| true_discoveriesl .6 = discoveriesl.6 - _false_disgoveriesl.6

472

73| #B&H

74| p6 = ncol (X_PI_RTV)

175 lm. £it6 = 1m(y6 ~ X_PI_RTV - 1) # no intercept

176|p.values6 = coef (summary (lm.fit6)) [,4]

477l cutoff6 = max(c(0, which(sort(p.values6) <= fdr *x (1:p6) 4/ p6)))
73| bhq_selected6 = names (which(p.values6 <= fdr * cutoff6 / p6))

1790| positions2.6=unique (get_position(bhq_selected6))

is0| discoveries2.6 = length(positions2.6)
1s1|false_discoveries2.6 = length(setdiff (positions2.6, tsm_df$Position))
182l true_discoveries2.6 = discoveries2.6 - false_discoveries2.6

1s4| #Lassso

155/ q6=cv.glmnet (X_PI_RTV,y6)
56| L6=q6$lambda.min
1s7|mlasso6 <- glmnet (

488 X_PI_RTV )

189 y6 ,

190 lambda = L6,

191 standardize = TRUE




which (mlasso6$beta>0)

145

positions8.6=unique (get_position(colnames (X_PI_RTV) [which(mlasso6$beta>0)

1)
discoveries346 = length(positions3.6)
false_discgbveries3.6 = length(setdiff (positions3.6, tsm_df$Position))
true_discoveries3.6 = discoveries3.6 - false_discoveries3.6
#Stepwise

p6=dim (X_PI_RTV) [&]
d6= prepare_data(y6,*X_PI_RTV)
fs6=fast_forward (d6 jmaxf = p6)

fs6$model

positions4.6=unique (gety position(fs6$model))

discoveries4.6 = length(positions4.6)

false_discoveries4 .6 ={length(setdiff (positions4.6, tsm_df$Position))
true_discoveries4.6 = discoveries4.6 - false_discoveries4.6

#Graficas

knockoof6=c(true_discoverieslmb), false_discoveriesl.6)
BHq6=c(true_discoveries2.6,falksesdiscoveries2.6)
Lasso6=c(true_discoveries3.6,false_discoveries3.6)
Stepwiseb=c(true_discoveries4 .6 /false_discoveries4.6)
tabla6=data.frame (knockoof6 ,BHq6 ,Lasso6 ,Stepwiseb)

5| barplot (as.matrix(tabla6),

main = s
xlab = s
col = c( s "N, ylim & ¢,(0,45))

#SQV

522| #Seleccion de la variable

y7 = log(YL[,71)
missing7 = is.na(y7)
y7 = y7['missing7]

| X_PI_SQV = X['missing7,]
| X_PI_SQV
¢l X_PI_SQV = X_PI_SQV[,colSums(abs(cor(X_PI_SQV)-1) <\le-4) == 1]

X_PI_SQV[,colSums (X_PI_SQV) >= 3]

dim (X_PI_sSQV)
length (y7)

#knockoof

result7?7 = knockoff.filter(X_PI_SQV, y7, fdr=fdr, knockoffs=knock.gen,
statistic=stat.glmnet_lambdasmax)

positionsl.7=unique(get_position(names(result7$selected)))

jldiscoveriesl .7 = length(positionsl.7)
false_discoveriesl.7 = length(setdiff (positionsl.7, tsm_df$Position,))
true_discoveriesl.7 = discoveriesl.7 - false_discoveriesl.7
#B&H

p7 = ncol (X_PI_SQV)

Im.fit7 = 1lm(y7 -~ X_PI_SQV - 1) # no intercept

p-values7 = coef (summary(lm.fit7)) [,4]

cutoff7 = max(c(0, which(sort(p.values7) <= fdr * (1:p7) / p7)))
bhq_selected7 = names(which(p.values7 <= fdr * cutoff7 / p7))
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positions2.7=unique (get_position(bhq_selected7))

discoveries2.7 = length(positions2.7)

false_discoveries2.7 = length(setdiff (positions2.7, tsm_df$Position))
true_discovVeries2.7 = discoveries2.7 - false_discoveries2.7

#Lassso

q7=cv.glmnet (X_PI_SQV,y7)
L7=q7$lambda .min
mlasso7 <- glmhetd
X_PI_SQV >
y7 ,
lambda = L7,
standardize = TRUE
)
which(mlasso7$beta>0)
positions3.7=unique (get_position(colnames (X_PI_SQV) [which(mlasso7$beta>0)
1))
discoveries3.7 = length(posit#ons3.7)
false_discoveries3.7 = length«(setdiff (positions3.7, tsm_df$Position))
true_discoveries3.7 = discoveries3.7 - false_discoveries3.7

| #Stepwise
7| p7=dim (X_PI_SQV) [1]

d7= prepare_data(y7, X_PI_SQV)

fs7=fast_forward(d7 ,maxf = p7)

fs7$model

positions4.7=unique (get_positiom(fs7$model))

discoveries4.7 = length(positions4.7)

false_discoveries4.7 = length(setdiff'(positdonsd.7, tsm_df$Position))
true_discoveries4.7 = discoveries4® 7»~ falseddiscoveries4d .7

5| #Graficas

knockoof7=c(true_discoveriesl1.7,false_discoveriesl .7)
BHq7=c(true_discoveries2.7,false_discoveries2.7)
Lasso7=c(true_discoveries3.7,false_discoveries3.7)
Stepwise7=c(true_discoveries4.7,false_discoveries4 ¢7)
tabla7=data.frame (knockoof7 ,BHq7 ,Lasso7,Stepwise7)
barplot (as.matrix(tabla7),

main = s

xlab = ,

col = c( s ), ylim = c(0,40))

Listing B.33: PI
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