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Introduccion

El estudio de los movimientos de los cuerpos ha fascinado a la humanidad durante cientos
de anos. Fueron los estudios del Sir. Isaac Newton para entender y modelar la dinamica de los
planetas del sistema solar lo que dlev al desarrollo del calculo diferencial y de la teoria sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias®Elestudio de los sistemas no lineales mostré la dificultad de
dar una solucién analitica explicita y#que en la mayoria de los casos era imposible. Debido a ello,
a finales del sigo XIX, Henry Poincaré prepuso métodos cualitativos y geométricos para describir
los comportamientos limites de las solucionies de una ecuacién diferencial en general [(:]. Por otra
parte, al analizar los conjuntos limites.de un sistema dinamico no lineal, se han observado conjuntos
muy complicados, lo que ha permitido_introdueir un nuevo término que actualmente conocemos
como caos [GH, R]. Los métodos geamietricos ycualitativos para analizar los sistemas no lineales
introducidos por Poincaré, fueron seguidos por Birkhoff (1927), Lyapunov (1949), Smale (1963),
Melnikov (1963), Lorenz (1963), Androney=(1973), pér mencionar algunos [C:H].

La dinamica cadtica en un sistema no lineal se caraeteriza principalmente por: tener sensibilidad
a las condiciones iniciales, ser transitivo y ques&lconjunte‘de érbitas periédicas sea denso [D]. En
1965, Stephen Smale detectd la manifestacion ‘de caos en{un sistema conocido actualmente como
herradura de Smale [GGH, S]. En la literatura se pueden apreciaf varios enfoques que en cierto sentido
generalizan el trabajo de Smale y permiten determinar caos e’ unsistema dinamico discreto. Estos
proporcionan una herramienta para determinar condiciones que garantizan la presencia de caos en
la aplicacién de Poincaré en un sistema diferencial [, R, W]. De hecho, en sistemas discretos, el caos
aparece desde las funciones de una variable, mientras que para sistemas!de ecuaciones diferenciales,
las soluciones no presentan caos cuando se tiene una o dos variables. Eni€l caso de tres variables se
conocen ejemplos que presentan caos y hay muchos resultados numéricos que muestran caos, pero
aun falta mucho por analizar y formalizar, por lo que resulta ser un problema’de interés, sobre todo
en las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales.

Entre los sistemas diferenciales de tipo depredador-presa que modelan pfocesos ecoldgicos o
bioldgicos se encuentran los de tipo Leslie. Tales sistemas se caracterizan por la guposicion de que
el depredador es generalista y el beneficio de alimentarse de la presa se refleja en sufcapacidad de
carga (ver [I11, , , 1.X] y las referencias alli citadas). En el caso tridimensionalgAgiz- Alaoui
considera un modelo de depredacion intragremial, basado en una version modificada del"esquema
de Leslie-Gower, donde el depredador es especialista y el superdepredador es generalista=Ademas,
el superdepredador se alimenta del depredador y el recurso. El establece condiciones para acotar las

11
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soluciones.del sistema, existencia de un conjunto atractor, existencia de equilibrios y su estabilidad
local o global)las cuales representan la extincién del superdepredador o depredador [A]. Posterior-
mente, Priyadatrshi y Gakkhar analizaron la dindmica de un sistema tritréfico de red alimentaria,
donde el depredador y el superdepredador son generalistas. Ellos dan condiciones para las cuales las
soluciones del sistema son acotadas. Ademas, prueban la bifurcacién de Hopf en los planos fase y la
coexistencia de las _trés especies a través de soluciones periddicas o la existencia de érbitas cadticas
[PG]. Agrawal et al. ¢dnisideran un sistema tritrofico del tipo Leslie-Gower y analizan el efecto de un
retardo en la respuestagiumérica del depredador. Ellos muestran la estabilidad de los equilibrios, bi-
furcacién de Hopf y bifurcaeién doble de Hopf cuando las respuestas funcionales son de tipo Holling
IV y tipo Beddington-DeAmngelis para el depredador y superdepredador, respectivamente. Suponen
que el superdepredador es de"tipo generalista y su crecimiento se debe a la reproduccion sexual.
Numéricamente ellos muestrawla existencia de comportamiento cadtico en el sistema | ].

Recientemente, Blé y Dela-Ros& muestran las condiciones de los pardametros bajo las cuales un
modelo tritrofico de tipo Leslie experimenta una bifurcaciéon de codimensién 2 Bogdanov-Takens,
lo que implica que hay curvas en elgéspacio de parametros en las que el sistema puede exhibir
una bifurcacién silla-nodo, Hopf o un@ bifurcacién homoclinica [BR]. Falconi et al. analizan un
modelo de cadena tritréfica tipo Leslie, eonsiderando la interferencia del superdepredador sobre el
depredador. Ellos analizan la dindmica delos puntos de equilibrio y muestran la existencia de una
bifurcacién cero-Hopf usando la teeria del promedio | |.

Es importante mencionar que cuandoyocurreé wha bifurcacion cero-Hopf, el valor de bifurcacion
en el espacio de pardmetros estd en la intersecciom”deedos ramas, una donde ocurre la bifurcacién
silla-nodo y otra donde aparece una bifurcacién Hopf, por-lo que esta bifurcacién permite encontrar
conjuntos limites estables invariantes mas gémplicades gque los puntos de equilibrio o los ciclos
limite. De hecho, se pueden detectar toros invariantes o atractores cadticos [I<, , W]. En este
sentido, Liu y Han estudiaron un modelo depredédor-presd con respuesta funcional Holling tipo II,
que incorpora la dispersion de la presa y el tiempo de retapdo,en el sistema. Al elegir el tiempo
de retraso debido a la gestaciéon como parametro de bifurca€ion, ellos probaron la existencia de
bifurcacién de Hopf en el punto de equilibrio positivo y mostraton numéricamente la existencia
de caos [LLH]. Ademds, Adak et al. analizaron un modelo depredador-presa-parasito con un retardo
inducido y captura de la presa. Ellos suponen que la interaccion deprédador-presa esta representada
por un modelo tipo Leslie-Gower con respuesta funcional Holling tipo H{y, muestran que la demora
puede causar inestabilidad en un punto de equilibrio de coexistencia y qite una, demora mayor puede
incluso producir caos | ].

En este trabajo analizamos la dindmica de un sistema de ecuaciones diferenciales que modela
la interaccién entre una presa, un depredador y un superdepredador. En particular analizaremos
la presencia de bifurcacion cero-Hopf o Bogdanov-Takens y de comportamientos cadticos en el
sistema. En primer lugar, analizaremos un modelo tritréfico tipo Leslie propuesto, ény [B1R] y por
ultimo analizaremos un modelo intragremial tipo Leslie, el cual considera un factor‘en™la tasa de
crecimiento de la presa, para modelar el efecto del miedo de la presa ante la presencia del*depredador.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1, se presentan losseénceptos
y resultados de la teoria local y de bifurcacién de ecuaciones diferenciales, los cuales seran utilizados
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en el desawrdllo del trabajo.

En el eupftulo 2, analizamos un sistema tritréfico tipo Leslie propuesto en [B1R] y mostramos
que el sistemagpresenta una bifurcacion cero-Hopf y exhibe 6rbitas con comportamientos cadticos.
Con el uso defrespuestas funcionales de tipo Holling se verifican los resultados demostrados en
la seccion 2.2 y mediante simulaciones numéricas mostramos atractores como: érbitas periddicas,
toros invariantes y_atractores extranos (cadticos), seccién 2.3. Ademds, via el méximo exponente
de Lyapunov (MLE),(mostramos que existen comportamientos cadticos, para pardametros en una
vecindad del valor de bifurcacion del sistema diferencial asociado.

En el capitulo 3, consideramos un sistema intragremial tipo Leslie que considera un factor en

e @ la tasa de crecimiento degla Jpresa que modela el efecto del miedo de la presa ante la presencia

del depredador. Para este Sistéma demostramos que existen parametros para los cuales se exhibe
una bifurcacién de Bogdanov-Fakens y usando respuestas funcionales Holling I1, ejemplificamos los
resultados de la seccién 3.1, mediante simulacién numérica encontramos un atractor extrano, misma
que del calculo del maximo exponéntese Lyapunov mostramos que el atractor es cadtico. Finalmente
calculamos el MLE para una familiagde)parametros en una vecindad del valor de bifurcacién de los
sistemas diferenciales asociados, teniendé-en todos ellos MLE positivos, concluyendo que el sistema
presenta caos, seccién 3.3.

En el capitulo / analizamos la dinaniica\de un sistema intragremial Leslie y mostramos que
exhibe una bifurcacién cero-Hopf. Usando‘respuestas funcionales Holling ejemplificamos la exis-
tencia de tal bifurcacién y mediantg simulaciofics numéricas mostramos atractores cerca del valor
de bifurcacién, tales como: orbitas péridgdicas, tores invariantes, 6rbitas homoclinicas y atractores
extranos, subseccion 4.5.1 y 4.5.2. Siguiendo el enfogque de los capitulos anteriores, se calcula el
MLE del atractor extrano, resultando ser/positivo, €n.consecuencia tal atractor es caodtico. Luego,
se calcula el MLE para una familia de sistemas-diferenciales, con parametros que son tomados en un
intervalo o bien en un rectangulo que contiene elvalor de bifurcacion y se obtiene que los maximos
exponentes de Lyapunov son positivos, seccion4.6. Del MLE concluimos que el sistema presenta
caos.

+ iThenticate Pagina 16 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 17 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Indice general

Agradecimientos I
Introduccion I
1. Preliminares 1
1.1. Estabilidad local . . . . . S~ . . oo 1
1.1.1. Puntos de equilibrio . @\). . . . . . 1

1.1.2. Orbitas Periodicas . . . wmmeh - - e e e e e e e 4

1.1.3. Aplicacion de Poinca®é . . . . . . . ... 6

1.2. Teorfa de bifurcacién . . Lemd . TN 4 L L 7
1.2.1. Bifurcacién unidimentsienat . . ¢ % . . . ..o 8

1.2.2. Bifurcacion de Hopf . ™= /. . . %% 3w . . . . . . . 11

1.2.3. Bifurcacién homoclinica £ .o%. . S o=, . . . . . . .. L 16

1.2.4. Bifurcacion de Bogdanov-Takéns . ~o 0. . . 0 . 0 000000 19

1.2.5. Bifurcacion cero-Hopf . . . ™~ . . 7. 00 0000 22

2. Bifurcacion cero-Hopf y caos en un modelo tritréfieo Leslie 28
2.1. Analisis de bifurcacién cero-Hopf . . . . . . . . . . &N ..o 28
2.1.1. Condicién necesaria cero-Hopf . . . . . . . . @ _ = . . . ... ... . .... 29

2.1.2. Condiciones de no degeneracién cero-Hopf . . . . . . . . ... ... ... 30

2.2. Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling . . ™. . . . .. .. .. .. 32
2.2.1. Caso 1: Holling II-IT . . . . .. ... .. .. % . ... 33

2.2.2. Caso 2: Holling II-IV . . . . . ... ... .. WY oo 34

2.2.3. Caso 3: Holling IV-IIT . . . . . .. . . . N e 35

2.3. Resultados numéricos . . . . . . . . .. e e 37
2.4. Determinacion de caos . . . . . .. ..o 40
2.4.1. Célculo del maximo exponente de Lyapunov . . . . .. ... 7. 4. .. ... 40

3. Bifurcacion de Bogdanov-Takens en un modelo intragremial 44
3.1. Anélisis de bifurcacion de Bogdanov-Takens . . . . . . . .. ... ... M/ . 46
3.1.1. Condicién necesaria para la bifurcacién Bogdanov-Takens . . . . . == . 47

3.1.2. Condiciones de no degeneraciéon de la bifurcaciéon Bogdanov-Takens . .\ . 48

3.2. Aplicaciones del resultado principal . . . . . .. ... o000 49

+ iThenticate Pagina 17 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 18 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

INDICE GENERAL vi
3.271. Caso 1: Holling II con factor miedo ko 0 . . . . . . . ... ... ... ... 50

3¢2.2) Caso 2: Holling II con factor miedo ko =0 . . . . . . .. ... .. .. .... 51

3.3. Resultddos numéricos . . . . . . .. L 54
3.3.1. / Dinamica complicada via el maximo exponente de Lyapunov . . . . . . .. 54

4. Bifurcacion ‘eero-Hopf en un modelo intragremial 59
4.1. Existencia defun punto de equilibrio. . . . . . . . ... oo oL 60
4.2. Condicion neCESATIA . . . . . . . . . .. 60
4.3. Simplificacion del modelo intragremial . . . . . ... ..o 62
4.4. Resultado princtpal™ . . . . . . . . oL 63
4.5. Aplicaciones para espuestas funcionales Holling . . . . . . . . ... ... ... ... 64
4.5.1. Caso 1: Hollimg/TI-TI-IT . . . . . . . . .. ..o 64

4.5.2. Caso 2: Holling ITIAL-IIT . . . . . .. .. .. .. .. 69

4.6. Comportamiento cadticofvia,el maximo exponente de Lyapunov . . . . . . . .. .. 75
4.6.1. MLE para el caso Vi dlotting IT-II-IT . . . . ... . ... ... ... ... .. 75

4.6.2. MLE para el caso 2: Holding IIT-II-IIT . . . . . . .. .. ... ... .. .. 7
Bibliografia 83
A. 87
A.1. Términos de la proposicion™2.47. . . . M. . . . . . 87
A.2. Términos de la proposicion 26850, . . @ .. . . . 87

B 94
B.1. Términos de la seccion 3.1.1 . . . % . . e . . 0oL 94
B.2. Vectores propios normalizados . . . =7y . . 0 4oL Lo 94
B.3. Expresiones correspondientes a la seccién 3.2.1 . ¢ 0. . . . . .. ... 96
B.4. Regularidad y coeficientes cuadréaticos para ko =0 &~ % . . . . . . . . . ... .. 96

C 99
C.1. Vectores propios normalizados . . . . . . . . . . ... €. .. ... ... ... .. 99
C.2. Términos de la secciéon de aplicaciones . . . . . .. . .. @ b . .. ... .. ... 101

+ iThenticate Pagina 18 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 19 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos y resultados basicos de la teoria geométrica para
sistemas de ecuaciones diferenciales’ordinarias. En la primera seccién se muestran los conceptos de
la teoria local de ecuaciones difereficiales ordinarias y en la segunda se presentan los diferentes tipos
de bifurcacién que seran abordados ewlos capitulos posteriores.

1.1. Estabilidad local

1.1.1. Puntos de equilibrio
Consideremos un sistema de ecuacignés diferentiales ordinarias en un subconjunto abierto £ de
R",
X = f(x), (1.1)

donde f : £ — R", es un campo vectorial con'f € C"(EY; #> 1. Los resultados expuestos en este
apartado estan basados en [P, W].

Un punto xo € R" es llamado punto de equilibrio de (1.1) %1 f(xy) = 0.
1. La linealizacién de (1.1) en xq, es el sistema lineal x = Ax;"donde la matriz A = Df(xy).

2. Un punto de equilibrio xq es llamado punto de equilibrio hiperbélico de (1.1), si ninguno de
los valores propios de la matriz Df(x) tiene parte real cero.

a Sean Af, ..., A, , los valores propios con parte real negativa de A, Af,..., A} , los\valores propios con
parte real cero de Ay AY,..., A}, , los valores propios con parte real positiva deA, eon n,+n.+n, =
n; consideremos también los vectores propios generalizados uq, ..., Upn,, V1,. A, ¥n, ¥ Wi, ..., Wy,

correspondientes a los valores propios con parte real negativa, cero y positiva,(respectivamente.
Definimos los espacios estable, central e inestable, respectivamente como

E* = (uy,...,un,), E°=(v1,...,05), E*=(wy,...,w,,).
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1.1 Estabilidad local 2

Sea xq € L consideremos el problema de valor inicial

x = f(x),
x(0) = xo,
del teorema fundaemental de existencia y unicidad, existe una solucién ¢(t,xg) que pasa por Xg

definida en un intervaloymaximal /(xg). Asi para todo t € I(xp), el conjunto de aplicaciones ¢; dado
por

¢i(x0) = &(t,%0),

es llamado el flujo de la ecuagién diferencial (1.1), a la funcién ¢; es también conocido como el flujo
del campo vectorial f(x).

El flujo ¢, satisface las siguientes propiedades

L do(x) = x,

2. ¢s 0 ¢y(x) = ¢s14(x), para todo s§t € I(x),

3. 10 P(x) = Py 0p_y(x) = x, paratodo t € I(x).

Por lo anterior, a la familia ¢; se'le/llama sistema dindmico asociado a (1.1). El sistema diferencial
(1.1), tiene variedades diferenciables dé clase C"Jen, el punto de equilibrio xg, las cuales se conocen
como variedad estable, central e inestable,, denotadas como S, C'y U, respectivamente, los cuales
son tangentes a los subespacios estable,~egntral e iméstable E®, E¢ y E* respectivamente. Ademas
tienen la misma dimensién y las siguientes propiedades

lim ¢y(x) = x§, para todo.x € S,

t—o00

lim ¢y(x) = x¢, para todox &U.
t——o00

Definicién 1.1. Sea ¢, el flujo para el sistema no lineal (1.1). Definimos la variedad global estable
e inestable de (1.1) en el punto de equilibrio xo como,

W*(x0) = #u(9) v

respectivamente.

Las variedades globales estable e inestable en X son tnicas e invariantes con respecto al flujo

.
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1.1 Estabilidad local 3

Teorema.1.2. Supongamos que el origen es un punto de equilibrio del sistema (1.1) y que Df(0)
tiene c valores propios con parte real cero y s valores propios con parte real negativa, con c+s =n.
El sistema (14°), puede escribirse en la forma diagonal

x =Cx+F(x,y),

y =Py + G(x,y), (12

donde (x,y) € R® x R® pC, P son matrices cuadradas con ¢ valores propios con parte real cero y s
valores propios con parté réal negativa, respectivamente y F(0) = G(0) = 0, DF(0) = DG(0) = 0.
Ademds existe d > 0 y unafamcionh € C” (N(;(O)) que define la variedad central local y que satisface

Dh(x)\(@% + F(x,h(x))) — Ph(x) — G(x,h(x)) =0 (1.3)
para |x| < d; y que el flujo en la-tariedad central W¢(0) es definido por el sistema de ecuaciones

diferenciales
X = Cx + F(x,h(x)), (1.4)

para todo x € R® con |x| < 6.

Definicién 1.3. Sean Ey, Es subcomjuntos abiertos de R™, £ g campos vectoriales tales que f €
CHE)), g € CH(Es) y ¢r, 04 los flujos’asociados@ty g, respectivamente. Los sistemas de ecuaciones
diferenciales autonomos

x ="£(x), (1.5)
* = g(x) (1.6)

son topologicamente equivalentes si existe un homeomorfismo H : By — FEs que preserva la orien-
tacion y satisface H o ¢y(x) = ¢, o H(x). Si't = 7 se digengque los sistemas son topoldgicamente
conjugados.

Teorema 1.4 (Hartman-Grobman). Si el origen es un punto de.equilibrio hiperbdlico del sistema
(1.5), entonces el sistema no lineal x = f(x) es topoldgicamenterconjugado, en una vecindad del
origen, al sistema lineal y = Df(0)y.

Estabilidad estructural

Sean f € C!(E), E un subconjunto abierto de R™, se define la C'-norma def gémo

[[£[ls = sup [£(x)] + sup [ DE(x)]], (1.7)
xel xel
donde | - | denota la norma euclideana en R™ y || - || denota la norma de operadores agotados.

En particular, si K es un subconjunto compacto de E, la C!- norma de f en K es

£l = mitx |£G0)| + mas | DEGO) | < oo. (18)
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1.1 Estabilidad local 4

Definicién”1.5. Sea E un subconjunto abierto de R". Un campo vectorial £ € C*(E) es estructu-
ralmente e§table si existe € > 0 tal que para todo g € C(E) con

If —gll <e,

f y g son topoldgicamente equivalentes en E. En este caso, decimos que el sistema dindmico (1.5)
es estructuralmente estable. Un campo vectorial £ € C'(E) que no es estructuralmente estable, es
llamado inestable.

Teorema 1.6. Sea f € \C¥HE) donde E es un abierto en R"™ que contiene un punto de equilibrio
hiperbdlico xo de (1.5). Eftonces para € > 0 existe § > 0 tal que toda g € C'(E) con

If —glh <9,

tiene un punto de equilibrio hiperfolico yo € N.(xo) de (1.6). Mds ain, Df(x0) y Dg(yo) tienen el
mismo numero de valores propios comparte real negativa y positiva.

Cuando un campo vectorial no es ‘estructuralmente estable se presenta un fenémeno conocido

como bifurcacion.

1.1.2. Orbitas periddicas

Sea x € F, la funcién ¢(-,x) : R £\F defin€ una curva solucién, trayectoria u érbita para el
sistema (1.1) que pasa por un punto xq en' -k, la cual’estd dada por:

Iy, ={x€ H:x=¢(t*q), t € R}

Definicién 1.7. Sean p,q € E y I' = ¢(-,x)“ina trayedtoria que pasa por X, del sistema (1.1).
Diremos que

1. p es un punto w-limite de I', si existe una sucesion t, — & #al que

lim ¢(t,,x) = p,

n—oo
2. q es un punto a-limite de T', si existe una sucesion t, — —oo talque

lim ¢(tn,X) =4q.

n—o0

El conjunto de todos los puntos w-limite de una trayectoria es llamado conjufite w-limite de I'
y es denotado por w(T'), de manera similar, el conjunto de todos los puntos a-limiite, es llamado
conjunto a-limite de I'; denotado por a(I'). El conjunto de todos los puntos limites de I, a(T") Uw(T")
es el conjunto limite de T'.

Definicién 1.8. Una solucion cerrada I' que no contiene puntos de equilibrio del sistema (1.1) es
llamado un ciclo u orbita periodica. Una orbita periodica I es:
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1. estable si para cada € > 0, eziste una vecindad U de I tal que para todo x € U, d(gb(t, x), F) <
g, para todo t > 0,

2. asintoticamente estable si es estable y para todo punto x en una vecindad U de T,

tliglo d(¢(t7 X), F) =0,

3. inestable, si na es estable.

Teorema 1.9. Los conguntos a-limite y w-limite de una trayectoria I' del sistema (1.1) son sub-
conjuntos cerrados de E y'si]' esta contenido en un subconjunto compacto de R™, entonces a(T") y
w(T), son subconjuntos de\E¥no vacios, conexos y compactos.

Una orbita ¢(-,xg) definequma curva solucién cerrada del sistema (1.1) si y solo si para todo
t €R, o(t+T,%x9) = ¢(t,x0) para’algin T' > 0; al minimo 7" que satisface esta propiedad, se le
conoce como el periodo de la orbifa periddica.

Definicién 1.10. Un ciclo limite T_de un sistema es un ciclo de (1.1), el cual es el conjunto «
u w-limite de alguna trayectoria del si§téma (1.1) distinta de T'. Si en una vecindad del ciclo, T’
es el conjunto w-limite de cada trayectonia, ' es llamado ciclo limite estable; y si I' es el conjunto
a-limite de alguna trayectoria, es llamadoseiclo limite inestable.

Definicién 1.11. Sea E un subconjunto abierto-de R*™ y H € C*(E) donde x,y € R". Un sistema
diferencial de la forma

. O0H
X = —4
y
/Ty _OH
y4 aX’

donde

oM (oM om\'C om _om,  om!
0x ox, " Oz, Y dy  \og, > T oy,/)

es llamado un sistema hamiltoniano con n grados de libertad en(F.,

Ejemplo 1.12. FEl sistema hamiltoniano

T =y,

1.9
y =z + 2’ (L9)
con hamiltoniano H(x,y) = % — %2 — %3 tiene curvas solucion definidas por,
223
v -1’ —- - =C.

3

El retrato fase para este sistema (1.9), se muestra en la figura 1.1. La curva solucién y? = x2+§x3,
corresponde a C' = 0, pasa por el punto (—%, 0) y la silla en el origen el cual es el conjunto a-limite
y w-limite de I'. La curva solucién I' € W#*(0) N W*(0) es conocida como drbita homoglinica y la
curva cerrada simple determinada, por la union de esta érbita homoclinica y el punto de*€quilibrio
en el origen es llamado ciclo separatriz.
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~

LN

Figura 1.1: Orbita honfoelinica I que define un ciclo separatriz.

1.1.3. Aplicaciéon de Poincaré

Los resultados presentados en este @partado‘estan basados en [I’; GGH]. Una herramienta basica
para el estudio de la estabilidad y bifurcacion deérbitas periddicas es la aplicacion de Poincaré o
de primer retorno, definida por Henry Paingaré en* 1881+ La idea de la aplicacion de Poincaré es
bastante simple, la cual considera una 6rbifa periédieal’, cerrada en xo del sistema (1.1) y un
hiperplano ortogonal a I' en x.

La demostracion del siguiente resultado estd basada en" ¥

Teorema 1.13. Sea E un subconjunto abierto de R™ y f € C'(E). Supongamos que el flujo, ¢+(Xo),
es una solucion periddica de (1.1) de periodo T y que el ciclo

D= {x€R":x=dyx0), 0<t<TH
esté contenido en E. Si 3 es el hiperplano ortogonal a I' en xq, es deci,

Y={xeR": (x—x)-f(xq) =0},

entonces existe un § > 0 y una unica funcion 7(x) continuamente diferenciable par@todo x € Ny(zo),
tal que T7(x0) =T y
Pr(x0) (X) €

para todo x € Ns(Xo).

Demostracion. Sea xq € I', definimos la funcién

F(t,x) = (¢1(x) — x0) - f(x0).
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1.2 Teoria de bifurcacion 7

Para Flasi“definida, F' € C'(R x
Ademas, dado que ¢(t,xq9) = ¢y(x
sigue que

E) y de la periodicidad de ¢;(xg) se tiene que F(T, XO) = 0.
0) es una solucién de (1.1), el cual satisface ¢(T',xg) = xq, se

8F(T, XO) - 8¢(T’ XO) B B )
G = g Ex0) =f(x0) - £(x0) = [£(x0)[" # 0,

dado que x¢ € I" nefes un punto de equilibrio de (1.1). Asi del teorema de la funcién implicita, se
sigue que existe 6 >(0, y una tnica funcién 7(x) definida y continuamente diferenciable para todo
x € Ns(xo) tal que 7(x¢) =Ty

F(r(x),x) =0

para todo x € Nj(xo), verfigura 1.2. Asi, para todo x € Nj(xo), (¢(7(x),x) — Xo) - f(x0) = 0. En
consecuencia

ng(x) (X) €.

De la demostracion del teorema 1,13, se garantiza la existencia de la aplicacion de Poincaré.

Definiciéon 1.14. Sean I',X.0 y 7, definadas como en el teorema 1.13. Para x € Ns(x9) NX, la
funcion

P(x) = ¢r(x (),

es llamada aplicacion de Poincaré para’l’ en xgyver figura 1.2.

Definicién 1.15. Una drbita periodicad” que pasaporxq es hiperbolica si todos los valores propios
de DP(xq) son de mddulo distinto de 1.

Teorema 1.16. Sean E un subconjunto abierto de R¥yf € C1(E) un campo vectorial con una
orbita periodica hiperbolica I' contenida en E [ Entonces®para todo € > 0 existe & > 0 tal que todo
campo g € C(E) con

If —gll1 <9,

tiene una orbita periodica hiperbolica I contenida en una e-vecigdad tubular de I'. Mds ain, las
variedades estables W*(I') y W*(I") y las variedades inestables W*(I') y W*(I") tienen la misma
dimension.

1.2. Teoria de bifurcacion

En esta seccién estudiamos la estructura cualitativa del conjunto de soluciénesyo retrato fase de
una familia de campos vectoriales en un abierto de R™ y los cambios que sufre lasdinamica al mover
los parametros en una vecindad pequena. Los resultados que se muestran a contiffiacion pueden
ser ampliados en [GH, I, W].

Consideremos una familia de campos vectoriales no lineales que dependen de un gparametro
p € RF
x = f(x, p), (1.10)
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1.2 Teoria de bifurcacion 8

Figura 1.2: Aplicacién de Poincaré.

con f € C"(E x R¥), para r > 1 y Efinesubconjunto abierto en R™. Supongamos que (1.10) tiene
un punto de equilibrio en (xg, o).

Enseguida surgen dos preguntas:

1. ;El punto de equilibrio es establez® inestable?

2. ;Cémo se ve afectada la estabilidad’o,inestabilidad del punto de equilibrio cuando se varia u?

Del teorema 1.6, si el punto de equilibriogX,_es hiperbélico entonces existe una vecindad de g
para la cual todos los campos vectoriales f(x, 1) de es@ vecindad son localmente equivalentes a
f(x, io), en una vecindad de xq. Por lo que ho/se afectd.da dindmica del punto x, al mover el
parametro p. Por otro lado, cuando el punto de equilibriosxy no es hiperbdlico responder a las
preguntas anteriores, resulta ser més dificil. En este caso, paradx, i) en una vecindad de (xo, to),
puede ocurrir un comportamiento dindmico radicalmente diferente al de (xg, i1). Por ejemplo, se
pueden crear puntos de equilibrio, érbitas periddicas, érbitas casipetiodicas o incluso se pueden crear
dindmicas cadticas. En cierto sentido cuantos mas valores propios sestengan en el eje imaginario,
mayores seran las posibilidades de obtener dinamicas diferentes enunia vecindad de py. En esta
direccién estudiaremos el sistema (1.10), cuando el punto de equilibrio| (%, o) no es hiperbdlico.

1.2.1. Bifurcacién unidimensional

Comenzamos el estudio del sistema (1.10) cuando la linealizacién en (xo, fug), Pf (X0, 110), tiene
un solo valor propio cero y el resto de los valores propios tiene parte real distinto“de cero; luego
la estructura de la érbita cerca de (xq, po) esta determinada por la ecuacién en lawariedad central
asociada, la cual se escribe como

= f(z,)\), v€R, XeRF (1.11)

donde A\ = p — pp. Ademds, el sistema diferencial (1.11) debe satisfacer

+ iThenticate Pagina 26 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 27 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

1.2 Teoria de bifurcacién 9
£(0,0) =0, (1.12)
af
—(0,0) =0. 1.13
0.0 (113)
La ecuacién (1.¥2) es la condicién del punto de equilibrio y (1.13) es la condicién del valor propio
cero.

Si consideramos que A € R, la dindmica en la variedad central estd determinada por los términos
no lineales que tiene lafuncion f. En particular, si ésta tiene términos cuadraticos, una posible forma
normal es la siguiente,

&= f(z,pu) =p— 22 (1.14)

La ecuacién (1.14) es la forma normal para la bifurcacion silla-nodo. Para p > 0 existen dos
puntos de equilibrio # = #£,/j; ld derivada del campo en el punto de equilibrio es D f(£,/z, p) =
+2,/u, ast el punto de equilibrio x £\ /i es estable, mientras que el punto x = —,/p es inestable.
Notemos que para i = 0, solo existe tnspunto de equilibrio en & = 0 y este no es hiperbdlico, dado
que Df(0,0) = 0; asf el campo vectorial f{) = —x? es inestable y 1 = 0 es un valor de bifurcacién.
No existen puntos de equilibrio cuando 1 < 0. Para > 0 las variedades estables e inestables del

sistema (1.14), estan dadas por Wg/n) = (—/p,00), W*(—y/n) = (—o00, /i) y para p = 0 la
variedad central es W¢(0) = (—o0, ob)s=yer figuta l.3).

0 0 ~i 0 Vi
— Y T - - "4 xr

<0 pE 0 p=>0

Figura 1.3: Bifurcacién silla-nodo.

Toda la informacién pertinente sobre la bifurcacion que tiené lugar en este sistema en p = 0
se captura en el diagrama de bifurcaciéon que se muestra en lasfigura 1.4. La curva g — 22 = 0
determina la posicién de los puntos de equilibrio; la curva sdlida’es usado para indicar la familia
de puntos de equilibrio estables, mientras que la curva punteada indiea la familia de puntos de
equilibrio inestables para el sistema (1.14)

Consideremos ahora el sistema unidimensional
&= f(z) = pr — z°. (1.15)

La ecuacién (1.15) es la forma normal para la bifurcacion transcritica, los puntos.de, equilibrio son
x =0y x = p. La derivada del campo es Df(x, ) = p — 2x; en consecuencia si /1> 0, el punto de
equilibrio x = u es estable, mientras que si u < 0 es inestable. Por otra parte el punte de equilibrio
x = 0 es inestable si el pardmetro 1 > 0 y estable si u < 0. Para p = 0 existe solo‘un_punto de
equilibrio en = 0 y este no es hiperbdlico, en consecuencia el cambio de estabilidad ocurre en este
punto de equilibrio y ¢+ = 0 es un valor de bifurcacion. El retrato fase para esta ecuaciéon diferencial
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1.2 Teoria de bifurcacion 10

=
|
8

[t 0 0 0 K

® ° T ® xr — = T

< p=0 >0

Figuras1.5: Bifuréaciéon transcritica.

se muestra en la figura 1.5. Toda la informagién relagienada con la bifurcacion que tiene lugar en
este sistema en p = 0 se muestra en el diagrama de bifurcacién de la figura 1.6.

Consideremos ahora el campo vectorial
i = f(x) = px — 25 (1.16)

La ecuacién (1.16) es la forma normal para la bifurcacion tridenteyPara p > 0 existen tres puntos
de equilibrio, z = 0 y @ = 4,/j; mientras que si u < 0, existe solo upspunto de equilibrio en x = 0
y para pu = 0, solo hay un punto de equilibrio z = 0, el cual no es hiperbolico. En este caso, se tiene
el campo vectorial f(z) = —x3, el cual es inestable, por lo que p = 0 és un valor de bifurcacién.
El retrato fase para el sistema (1.16) se muestra en la figura (1.7) y la figura {1.8) muestra toda la
informacion relacionada a la bifurcacion tridente.

Supongamos ahora que en el campo vectorial (1.10), el pardmetro r = 1 y&u € R. Ademds,
hagamos las siguientes hipdtesis,

= en el pardametro pu = 0 el sistema tiene un punto de equilibrio xq = 0,
» la matriz jacobiana Ay = Df(0,0) tiene un unico valor propio A\; = 0.

Cuando i < 0 existen dos puntos de equilibrio uno silla y el otro nodo, y cuando pu = 0 solo existe
un punto de equilibrio silla, mientras que si ¢ > 0 no existen puntos de equilibrio. En este caso

+ iThenticate Pagina 28 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 29 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

1.2 Teoria de bifurcacion 11

Figura 1.6: Diagrama de bifurcacion transcritica.

0 —/B 0 Vit
—— Z - £

p=0 p=0

Figura 1.7: Retrato fase para la“bifurcacién tridente.

@ la bifurcacién que se presenta es conocida comd silla-nodo; y.se caracteriza por la condicién de
bifurcacién A\; = 0 y aparece genéricamente en familias de campos vectoriales suaves dependientes
de un parametro, el caso unidimensional ya lo hemos estudiado.“En=este apartado estudiaremos solo
el caso bidimensional, el caso general puede consultarse en [I<, Pf#La forma normal bidimensional
asociada es

&=+’
y =Y,
@ El diagrama de bifurcacién se muestra en la figura 1.4, los retratos fases pafa,distintos valores en
los pardmetros se muestra en la figura 1.9.
1.2.2. Bifurcacién de Hopf
Q Consideremos el campo vectorial
x=f(x,pu), x€e ECR", peR, (1.17)
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1.2 Teoria de bifurcacion 12

Figura 1.8: Diagrama de la bifurcacién tridente.

donde f es una funcién de clase C" (&), r > 3, con un punto de equilibrio x¢ en pu = . Estamos
interesados en la estructura cualitativa-de la*éthbita cerca de x; a medida que varia el parametro
(. Suponemos que la matriz jacobiana.asoeciada’as(1.17) en el punto de equilibrio xq tiene un par
de valores propios imaginarios puros y'w ' —2 valores propios con parte real distinto de cero. Por el
teorema de la funcion implicita tenemos que para (i cerca. de iy existe un punto de equilibrio x(u)
cerca de X el cual varia suavemente con respeete a . Sim‘embargo, las dimensiones de las variedades
estable e inestable en x(u) cambian si los valeres,propits de Df (x(1)) cruzan el eje imaginario en
o Cuando el punto de equilibrio no es hiperbélico, la patte lineal del campo vectorial (1.17) en
X(, proporciona poca informacion sobre la dinamica de ésté_efi,una vecindad de xq, por lo que es
necesario analizar la dinamica en la variedad central, en unagfecindad del punto de equilibrio xq.
Los resultados aqui presentados pueden consultarse en [I<, P, W],

El campo vectorial (1.17) en la variedad central tiene la siguienteforma

@ ReA(p) —fmk(u)> (:Ir) (f(x,y,u)) 2
= + , (z,y,p) €R* xR 1.18
(y) (fmk(u) ReXp) ) \y gy T (1.18)
donde f y g son no lineales en la variable x y en la variable y, y los valores”propios del campo

vectorial linealizado en el origen, son A(u) y A(u).
Supongamos que /iy = 0 y denotemos por

Ap) = ap) = iw(p),

los valores propios de la parte lineal del sistema (1.18). De las hipétesis hechas, se tiene que.(0) = 0
y w(0) # 0, la forma normal asociada al sistema es
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o
//

s p=20 p>0

Figura 1.9: Retrato fasepara la bifurcacién silla-nodo bidimensional.

= —y + x(2® + y),

1.19
Y=+ £ y(z® +y?), (1.19)

la cual tiene un punto de equilibrio en‘eMorigen paza todo p € R y la matriz jacobiana en el (0,0)

es
Cfp —1
4§ (1 ) ) |
Tomando el signo negativo en el sistema (1.19) y usando“coerdenadas polares, el sistema queda
como

T :T<M - TQ)’
-1 (1.20)

Como estas ecuaciones estan desacoplados para r y 6, es posible resolverlas de'manera individual. La
primera ecuacion se resuelve para r > 0. Esta tiene un punto de equilibrio ene = 0 para todo valor
de p. El punto de equilibrio es estable si < 0, permanece estable en = 0 yessdnestable si g > 0.
Ademads, hay un punto de equilibrio adicional zo(u) = |/ para p > 0. La segunda€cuacion describe
una rotacion con angulo constante, por lo que se tiene una orbita periddica, cuande# = /i, u > 0.

La dindmica definida por el sistema (1.20), se muestra en el diagrama de bifurcacion del sistema
bidimensional (1.19), ver figura 1.10. Como puede observarse, el punto de equilibrio éwel origen
es un foco estable para i < 0 e inestable para p > 0. En el valor del parametro de bifurcacion
1 = 0, el equilibrio es un foco débilmente estable. Cuando i > 0, el origen esté rodeado por una
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tinica 6rbitd periddica estable que es una circunferencia de radio ro(u) = |/#, cuya ecuacién es
[, (t) = fi(cost,sint). En la figura 1.11, se muestra la familia de 6rbitas periédicas en el espacio
(x,y, 1), las’cugles forman un paraboloide circular.

y

I I ¢

u<0 u=0 u>0

©

Figura @.10: Bifurcaciéon de Hopf supercritica.

=\

Figura 1.11: Diagrama de bifurcacién de Hopf supercritica.

Ahora consideremos el sistema (1.19) con el signo positivo en la parte ne lineal. Este sistema
es posible analizarlo de la misma manera que el caso negativo. El sistema gifre una bifurcacién de
Hopf en 1 = 0. Contrario al sistema analizado, existe una tnica orbita perigdicda inestable cuando
i < 0, la cual desaparece cuando p es mayor que cero. Cuando p # 0, el puntesde equilibrio en el
origen tiene la misma estabilidad que el caso anterior, es estable para u < 0 e inestable para p > 0,
mientras que si u = 0 la estabilidad del origen se invierte con respecto al caso negativo, ya que es
inestable. En las figuras 1.12 y 1.13 se muestran los retratos fases y los diagramaside_bifurcacién
correspondientes a este caso.

Este analisis nos permite mostrar dos tipos de bifurcaciéon de Hopf. La bifurcacion en €l sistema
(1.19) cuando la parte no lineal es negativa, se le llama bifurcacion de Hopf supercritica, porque
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LQ |

pu<0 u=0 pu>0

Figura 1.12: Bifurcacién de Hopf Subcritica.

\
\

Figura 1.13: Diagrama.de bifurgacion de Hopf subcritica.

=

la o6rbita periédica que aparece para valores 'positivos del parametro p, es estable, ver figura 1.10.
Mientras que la bifurcacion para el caso no linealpositivo, $€ le llama bifurcacion de Hopf subcritica,
ya que la érbita periddica que aparece para valores negativosdeltparametro u, es inestable, ver figura
1.11.

Primer coeficiente de Lyapunov

La estabilidad del ciclo limite es determinado por el signo del primer coeficiente de Lyapunov
11(0) del sistema dindmico cerca del punto de equilibrio. Este coeficiente\puede calcularse en p = 0
de la siguiente manera. Escribimos la expansién de Taylor de f(x,0) en x = 0,como

1 1
f(x,0) = Agx + §B(x, x) + EC(X, X, X) + O(HXH4),

donde B(x,y) y C(x,y,2z) son las funciones bilineales y trilineales con componernfes

o - aZfJ(gaO) o - 83f](€,0)
Bj(xa Y) = k; W o TeYr Y Cj(x,y,z) = k;zZm:1 m o TrY1&m
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donde j\=A, ..., n. Sean q € C™ un vector complejo de Ay correspondiente al valor propio iwy tal
que Apq =1wpq y el vector propio adjunto p € C" tal que Al'p = —iwyp, con (p,q) =1 donde (,)
es el producetodnterno usual en C™. Asi

11(0) = QiORe KDy C(a,a,q)) — 2(p, B(q, 45 ' B(q,q))) + (p. B(@, (2iweln — Ao) 'B(a,q)))], (1.21)

es la férmula para el primer coeficiente de Lyapunov.

El siguiente teorema permite determinar la existencia de la bifurcacién de Hopf.

Teorema 1.17 (Androno¢-Hopf). Consideremos el campo vectorial
x=f(x,n), xe ECR? peR,

conf € C*(E xR), k>3 yE CR? abierto, tal que para todo . suficientemente pequeno, existe un
punto de equilibrio en x = 0 con valeges propios A\(p) = a(u) £ iw(p), donde a(0) =0 y w(0) > 0.
Ademds, supongamos que se cumplentlastsiguientes condiciones:

1. 11(0) # 0, donde Iy es el primer coeficiente de Lyapunov.
2. o/(0) #0.

Entonces el sistema es topologicamentesequivalenteren una vecindad del origen, a una de las sigui-

entes formas normales
T\  (p T\ 2 o [T
(y) - <1 u) (y) oY) (y) (1:22)

Las condiciones genéricas 1. y 2. del teorem& 1.17, soh las condiciones de no degeneracién y
transversalidad, respectivamente. La condicién de no degenéra€ion (primer coeficiente de Lyapunov
[1) nos permite determinar la estabilidad del ciclo limite; si [; < Oyentonces se tiene una bifurcacién
de Hopf supercritica, de otra manera si [; > 0, se tiene una bifurcacién de Hopf subcritica (c.f.
teorema 1, sec. 4.4, [I’]).

1.2.3. Bifurcacion homoclinica

En este apartado estudiamos la bifurcaciéon global correspondiente a la apaxicion de érbitas ho-
moclinicas que conectan puntos de equilibrio hiperbélicos en sistemas dinamicos-de tiempo continuo.
Los resultados mostrados en esta seccién estén basados en [I<, I].

Definicién 1.18. Consideremos el sistema (1.10) con dos puntos de equilibrio distintos Xo,x1. Una
orbita I' que comienza en x € R",

1. es homoclinica, si o(I') = w(I') = {x0},

2. es heteroclinica, st a(T') = {xo} yw(I') = {x1}.
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w*

(a) Orbita homeélinica bidimensio- (b) Orbita heteroclinica bidimensional.
nal.

\
W(ro) \\ \

&y

(¢) Orbita homoclinica tridi- (d)=Orbita heteroclinica tridimensional.
mensional.

Figura 1.14: Orbitds homoelinicas v heteroclinicas.

En las figuras 1.14a y 1.14b, se muestran érbitas homethnicas y heteroclinicas para el caso n = 2
y n = 3. Una dérbita homoclinica I' en el punto de equilibrié xg, esta en la interseccion de la variedad
estable e inestable de xg, esto es I' C W*(x) N W*(xo).

Definicién 1.19. Sean M y N variedades diferenciables en RE con dimensiones m y n respecti-
vamente. Diremos que M y N se intersecan transversalmente, sida’suma de los espacios tangentes
en p, es R¥ para todap € MNN.

Consideremos un sistema bidimensional con una 6rbita homoclinigd\én un punto de equilibrio
silla xo. Sea X una seccién transversal local a la variedad estable W?¥(xg)\como se muestra en
la figura 1.15. Representemos la coordenada en ¥ por &, tomando el punte”de interseccion con la
variedad estable como & = 0. Esta construccion es posible para todos los sistemas suficientemente
cercanos. Sin embargo, para tales sistemas, la variedad inestable W*(xy) genéri€amente no vuelve
a la silla. En la figura 1.15 se muestran las diferentes posibilidades. Denotemos'por-£" al punto de
interseccion de la variedad inestable W*"(x() con la seccién transversal ¥, al valor = £" se le llama
funcion de separacion. Esta funcién es diferenciable en los parametros, para un sistema dependiente
de parametros. La ecuacién 8 = 0, es la condicién de bifurcacién, para la bifurcacién homoclinica
es sistemas bidimensionales.

Por otra parte, consideremos un sistema diferencial en R? con una érbita homoclinica I'y en un
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B < B>0

Figura 1.15: Funcion de separacion en el plano.

punto de equilibrio silla xq. Supongamos que la dimensiéon de la variedad inestable es uno, si no fuese
asi, invertimos la direccion en el tiempo;, consideremos también una seccion transversal bidimensional
¥ con coordenadas (£,77) como en la figura 1.16. Tomemos como £ = 0 a la interseccién de la seccién
transversal ¥ con la variedad estable W*(Xg) y el punto (£*,n*) como la interseccién de la variedad
inestable W"(x) con X. Definimos la funcién de separacién como en el caso bidimensional: g = £*.
Asi, cuando = 0 se tiene la condicién para-la bifurcaciéon homoclinica en dimensién tres. Por lo
que hemos encontrado bajo que comdiciones se presenta una orbita homoclinica I'y en un punto de
equilibrio silla y una bifurcacion homoelinica, ver figura 1.16.

Figura 1.16: Funcion de separacion en el espacio:

En el caso bidimensional, la bifurcacién homoclinica estd completamenté earacterizada por el
siguiente resultado.

Teorema 1.20 (Andronov-Leontovich). Consideremos el sistema bidimensional
x=f(x,p), x€ E, peR, (1.23)

con f € CY(E), E C R? abierto. Teniendo en p = 0, un punto de equilibrio tipo silla‘en_el origen,
con valores propios A\1(0) < 0 < A2(0) y una orbita homoclinica T'y. Supongamos ademds que se
cumplen las siguientes condiciones:
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1. Agp=X1(0) + A2(0) # 0,
2. B'(0) #0,donde 5(n) es la funcion de separacion.

Entonces para fu-suficientemente pequeno, existe una vecindad Uy de la orbita homoclinica Ty, en el
cual existe un unieo ciclo limite Lg que se bifurca de I'y. Ademds, el ciclo es estable si existe para
B>0y A <0, y esinestable si existe para <0 y \g > 0.

Al niimero real A\'= M 4+ A5 se le conoce como cantidad silla. Las figuras 1.17a y 1.17b muestran
el resultado del teorema”1320. Si la cantidad silla es negativa, la 6rbita homoclinica en § = 0 es
estable en el interior, y s€ tiene la existencia de un unico ciclo limite estable Lg C U, para 3 > 0.
Para § < 0 no existen orbitas.peridédicas en U,. Ahora, si la cantidad silla es positiva, la 6rbita
homoclinica en § = 0 es inestable en el interior, y se tiene la existencia de un tnico ciclo limite
inestable Lg C Uy para 8 < 0. Para’ > 0 no existen érbitas periédicas en Uy. En consecuencia, el
signo de la cantidad silla determin@ la direccién de bifurcaciéon y la estabilidad del ciclo limite.

Como |B| — 0, la érbita periodicasse acerca cada vez més a la silla y su perfodo Tj tiende a
infinito cuando g — 0, ya que un punto.que se mueve a lo largo del ciclo gasta més y més tiempo
cerca del equilibrio, ver Figura 1.18.

‘/Q‘Z rﬂ@ Q / __i FUQ
B<0 B=0 B>0 B0 B=0 B>0

(a) Bifurcacién homoclinica, Ag < 0. (b) Bifurcacién homoclinica, Ag > 0.

Figura 1.17: Bifurcaciéon homoclinica bidimensional.

1.2.4. Bifurcacion de Bogdanov-Takens

En este apartado estudiamos una bifurcacién de codimensién dosf Begdanov-Takens (BT), la
cual ocurre en un punto de equilibrio de una familia de campos vectorialesydependientes de dos
parametros, cuando la linealizacion tiene un valor propio cero de multiplicidad dos. Para valores de
los parametros en una vecindad, el sistema tiene dos puntos de equilibrio, unasilla y el otro foco,
que se intersecan y desaparecen a través de una bifurcacién silla-nodo. El pungé de equilibrio foco
sufre una bifurcacién de Hopf, generando un ciclo limite, este ciclo limite se degenera,en una orbita
homoclinica a la silla y desaparece a través de una bifurcacién homoclinica. Los résultados que se
muestran a continuacion estan basados en [I, P, W].

Sea
x=f(x,p), x€ECR", peR? fcC(ExR?, r>2, (1.24)

hacemos las siguientes suposiciones para (1.24):
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0 B

Figura 1.18: Periode del ciclo cerca de la érbita homoclinica.

1. En p = 0, el sistema tiene un puntd de‘equilibrio x = 0.
2. La linealizacién Df(0,0) tiene fin valor_prepio cero de multiplicidad algebraica dos A; 5 = 0.
3. El resto de los valores propios defla)linealizaCion tiene parte real distinto de cero.

En general, el punto de equilibrio x( esTaiz doble de_la_ecuacién f(x,0) y u = 0 es el origen del
plano de parametros de

= una curva con dos ramas de bifurcacion gilla-nodo,
@ » una curva de bifurcacién de Hopf y
= una bifurcacién homoclinica en una silla.

Estas bifurcaciones no son degeneradas y no ocurren otras bifurcaciones en una vecindad pequena
de x = 0 para valores suficientemente cercanos de pu = 0.

a o De acuerdo a la teoria de la variedad central y las condiciones en*los wvalores propios de la
jacobiana del sistema (1.24) en xq, i = 0, se sigue que la variedad central es'hidimensional. El si-
guiente resultado permite caracterizar la bifurcacion de Bogdanov-Takens en una, familia de sistemas
diferenciales dependientes de dos pardmetros cuya prueba puede consultarseen’ [k].

o Teorema 1.21. Consideremos el sistema bidimensional
x="f(x,u), xc ECR? pecR?® fecC(ExR?, r>2

Supongamos que en i = 0 tiene un punto de equilibrio xg = 0 y la linealizacion DF(0y0) tie-
ne un valor propio de multiplicidad algebraica dos, A1 o = 0. Ademds, supongamos las Siguientes
condiciones de no degeneracion:
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1. a(Q)b(0) # 0, donde a(0) y b(0) son los coeficientes cuadrdticos.
2. La aplitacton (x,p) — (£(x, u), TrDE(x, p), Det DE(x, j1)) es regular en (x, 1) = (0,0).

Entonces, el sistema es localmente topologicamente equivalente cerca del origen a la forma normal

=y, (1.25)
=1 + Pox + 2 +bry, b= sign a(0)b(0) = £1, '
y presenta una bifurcacidnsde Bogdanov-Takens en (0,0).
El diagrama de bifurcaciomnde la forma normal con b = —1, se muestra en la figura 1.19. El

origen separa las dos ramas de-da curva de bifurcacién silla-nodo:

Ty = {(51,52) DB = %ﬁ%,& > 0} y T = {(ﬁh@) (P = ;153752 < 0}-

Sobre la curva de pardmetros T (7_) elSistema tiene un punto de equilibrio no hiperbdlico, el cual
es silla-nodo y su parte lineal tiene un valor propio cero y uno positivo (negativo). Por otra parte,
en los parametros que estan sobre el rayo

HEB, BB =0, B2 < 0},

el sistema presenta una bifurcacién de Hopt supetcritica por lo que se genera un ciclo limite estable.
Este ciclo limite existe y permanece hiperbélico en la region de pardmetros limitada por el rayo H
y la curva suave

P={ (6 : 1 S + OUBP), <0}

Sobre la curva P se produce una bifurcacion hoémoclinica y.€uando el ciclo limite se acerca a la
orbita homoclinica, su periodo tiende a infinito. El caso b = 14 se reduce al caso anterior bajo las
transformaciones t — —t, y — —y. Este no afecta las curvas<e bifurcacién, pero la bifurcacion
de Hopf es subcritica, por lo que el ciclo limite se vuelve inestable. Ademés T, se encuentra en el
cuarto cuadrante y 7 en el primero.

Coeficientes cuadraticos

Los coeficientes cuadraticos a(0) y b(0) involucrados en la condicién“de no degeneracion, se
pueden calcular para n > 2 como sigue. Supongamos que la serie de Taylor de)f(x,0) en x = 0 es

1
f(x,0) = Aox + 5 B(x,x) + O([Ix[]") ,

donde B(x,y) es la forma bilineal con componentes

Ty, paraj =1,2... n.
£=0

"L 0%5(¢,0)
B. = AL A
J (X> y) ’;1 afkafl
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Sean.qe?q1, Po, P1 € R" vectores distintos de cero que satisfacen

Aoqo =0, Agar =qo, Agp1 =0, AJpo=Dp1, ¥

(Po,q0) = (P1,a1) = 1, (Po,a1) = (P1,q0) =0,

donde (,) es el producto interno usual en R”. Entonces

a(0) = 5 (e Blav. @), b(0) = (po. Blao,a0))) + (b1, Blaw, )

@

@ - <
(GX .
(5%

® @

(2

Figura 1.19: Diagrama de bifurcacion de Bogdanov-Takens,

1.2.5. Bifurcacion cero-Hopf

En este apartado, estudiamos la bifurcacién de codimension dos, cero-Hopf, la ‘etakocurre en

o un sistema diferencial dependiente de un parametro bidimensional, definida en un abierte de R".
Suponemos que el sistema tiene un punto de equilibrio y la jacobiana del sistema tiene«in valor

3 propio cero y un par de valores propios imaginarios puros, en el valor de bifurcacién. Esta bifurcacion
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es tambiénsConocida como Hopf-nodo-silla, el valor de bifurcacién en el espacio de parametros se
encuentra«€n una interseccién tangencial de curvas de bifurcaciones nodo-silla y Hopf, ver [1<].

Los resultados que a continuacién mostramos estdn basados en [l |. Consideremos una
familia de sistemas.diferenciales

x=f(x,pn), x€E, pucR? (1.26)

donde f € C*(E x R?), 4> 3, E C R™ abierto. Hacemos las siguientes suposiciones para el sistema
(1.26):

1. En el pardmetro p =07 el sistema tiene un punto de equilibrio x = 0.

2. La jacobiana A = Df(0,0), tiene un valor propio cero, A\; = 0, y una pareja de valores propios
imaginarios puros, A3 = Fiws w > 0.

3. La jacobiana tiene n — 3 valores,propios con parte real distinto de cero.

Genéricamente, © = 0 se encuentra en una bifurcacién tangencial de curvas de bifurcacion
silla-nodo y curva de bifurcacion de Hopf,seomo una familia de dos parametros.

En una vecindad local de x = 0, paca,valores™de parametros suficientemente cercanos a = 0, el
sistema (1.26) tiene a los mas dos puntos.de equilibrio que pueden colisionar y desaparecer a través
de una bifurcacién silla-nodo o sufrir una’ hifurcacion de Hopf, generando un ciclo limite.

Las curvas adicionales de las bifurcacioneg®de codindension uno se acumulan en ¢ = 0 en el espacio
de parametros. Las bifurcaciones de codimefisién uno apécrecen dependiendo de los coeficientes de
segundo orden en la expansién en serie de Taylor lde f(x,0)..El caso més complicado estd asociado
con la aparicién de una rama de bifurcacion en toro de cicles imites generados por las bifurcaciones
de Hopf. Las bifurcaciones del toro generan, un toro bidimensional invariante, es decir, la interaccién
del nodo-silla y Hopf, pueden generar toros. Este, desaparece mediante una destruccion heteroclinica
o una explosion. En el primer caso, las 6rbitas homoclinicas y héteroclinicas que conectan los dos
puntos de equilibrio aparecen y desaparecen, en el tltimo caso, el toro.interseca cualquier vecindad
fija de x = 0. La dinamica en el toro puede ser periddica o cuasiperigdica, y el toro puede perder
diferenciabilidad antes de desaparecer.

De acuerdo a la teoria de la variedad central y las condiciones en logsValores propios de la
jacobiana del sistema (1.26), se sigue que la variedad central es de dimension tres. En consecuencia,
basta con hacer el estudio de esta bifurcacién considerando que n = 3, la cwalsse visualiza en el
siguiente resultado, cuya prueba se muestra en [I].

Teorema 1.22. Supongamos n = 3 en el sistema diferencial (1.26) y que en el paFimetro p =0 el
sistema tiene un punto de equilibrio x = 0 y la jacobiana tiene valores propios,

A =0, >\273 = t+iwy, wp > 0.

Ademds consideremos las siguientes condiciones genéricas:
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1. B(0)@(0)E(0) £ 0,

2. la aplicacion

(x, 1) = (£(x, 1), Tr(A), Det(A))
es reqular én(x, 1) = (0,0),

3. 0(0) = "HEe # 0y

Entonces el sistema es topoldgicamente equivalente cerca del origen a la forma normal compleja,

£ =61 %% s+ O (]I O,
¢ =(Ba + 1w) A (0(8) +1i61(8))EC + £2¢ + O(|[(&. OIY).

donde E€R, (€ C, BeR? y

(1.27)

s = singB(0)G(0) = +1, 0(0) = %

Donde B, C son las formas bilinealy trilineal de la expansién en serie de Taylor del sistema (1.26)
y Hi1p es un valor calculable a traves delos veetotes propios de la jacobiana y su transpuesta. Esta
forma normal es simple en coordenadas.reales cilindricas,

£ =P+ sp’ + O + p°)°),
p=p(Bs + 0(F)e~ €%) O +p*)?), (1.28)
¢ =w + 01(B)E T O + p°),

Los términos de orden superior son 27 periédicos en la diteceion ¢. En general, los diagramas de

bifurcacién de la forma normal (1.28) dependen de los términosstiperiores, aunque sus caracteristicas
esenciales estan determinadas por la forma normal truncada,

§=p1+E +sp%,
p=p(Ba +0(B)E + £2), (1.29)
b =w + 01 (B)E.

Donde las primeras dos ecuaciones son independientes de la tercera y la ecuagiénspara ¢ describen
una rotacién mondétona alrededor del eje &, con velocidad angular casi constante <;5 ~ w, para ||
suficientemente pequeno. Asi, para entender las bifurcaciones en (1.29), basta con éstudiar el sistema
plano en coordenadas (&, p) para p > 0,

é :Bl + 52 + San

p=p(B2 + 0(B)E + €). (130
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A lasecrtacion (1.30), se le denomina sistema de amplitud. Si se considera todo el plano (¢, p),
es simétried, ya que la reflexién p — —p, lo deja invariante.

El sistemag(1.30), puede tener entre cero y tres puntos de equilibrio en una vecindad pequena
del origen para/||5|| pequeno. Existen dos puntos de equilibrio cuando p = 0, para $; < 0 y estan
dados por

Bia = (9.0 = ( V5.0,

Los puntos de equilibrio aparecen a través de una bifurcacién silla-nodo genérico en la linea

S = {(51752) P = 0}-

La bifurcacién en la linéa”S'\tiene dos ramas, S, y S_, separados por el punto § = 0 y corres-
pondientes a B > 0y [ < 07Tespectivamente. Cruzar la rama S, da lugar a un nodo inestable y
una silla, mientras que pasar potS= implica la existencia de un nodo estable y una silla.

Los puntos de equilibrio £ » pucden-bifurcarse en un equilibrio no trivial con p > 0,

o oy _ [P 1 B3 2
Es= (&, p3) 9 +.0(32), S Bi+ 02 +0(33) ) |,

pudiendo ramificarse desde F; o #5f El sistemas(1.30) podria tener otro punto de equilibrio no
trivial, pero no es de nuestro interés debido a que'se encuentra fuera de cualquier vecindad suficien-
temente pequena del origen en el plang fase y no dnteractia con ninguno de los puntos de equilibrio
mencionados. El punto de equilibrio F3 aparece en la‘eurva de bifurcacién

>
H= {(51,52) :6125—3+0(5§)}-

Los diagramas de bifurcacion para las primeras dos ecuaCiones con # # 0, se presentan en las
figuras 1.20.
Mostramos ahora los casos posibles en el retrato fase del sistema (1.30):

1. s =1, 6(0) > 0; aparicién de bifurcaciéon de Hopf subcritica y ne.existen toros.
2. s =—1, 0(0) < 0; aparicién de bifurcacién de Hopf subcritica y né, existen toros.

3. s =1, 6(0) < 0; existencia de la bifurcacién de Hopf subcritica y supereritica y destruccién
de toros heteroclinicos.

4. s = —1, 0(0) > 0; existencia de la bifurcacién de Hopf subcritica y supefcritica y explosion
de toros.
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WA A

(a) s=1, 6(0) > 0 (b) s=-1, 6(0) < 0
Figura 1¢202 Bifurcacién cero-Hopf, parte 1.

Coeficientes de la forma normal

Los coeficientes de la forma norm@l asociada, que estan involucrados en las condiciones de no
degeneracion 1. y 3. del teorema 1i22-se pweden calcular para n > 3 de la siguiente manera.
Escribimos la expansién de Taylor def(x,0) ensx.= 0 como

1 1
f(X7 ,LL) = Ax + §B(X7X) + EC(X,X,X) + O(||X|l4)7

donde B(x,y) y C(x,y,z) es la forma bilindal y trilinéal{"tespectivamente; con componentes

D% f; (€, 0)’ —~ &f(£0)
—gz:l —agka& . 017kyl7 y Ci(xy,z Z

| 98k0€08m |

xkylzm )

paraj=1,....n

Consideramos dos vectores propios, qo € R" y q; € C” tales que 4q¢ = 0, Aq; = iwq;. Ademas
dos vectores propios adjuntos po € R" y p; € C" tales que ATpy =04 ATp; = —iwp;. Las cuales
satisfacen (po,qo) = (pP1,q1) = 1, donde (,) es el producto interno usualen C".

Calculamos

1
Gaoo = §<p0,B(QO,QO)>7 Hyyp = <P1,B(QO,Q1)>7 Goin = <poaB(Q1,ﬁ1)>,

1
Gso0 = 6<P07C(QO,(10,(10) + 3B(qo, haoo)) ,

G = <P0, C(Qm Q1,Q1) + B(Ql,ﬁno) + B(ﬁp hno) + B(QO, h011)> )

1
Hyp = §<p1, C(d0,90,91) + 2B(qo, h110) + B(q1, haoo)) ,

Hyo1 = =(p1, C(au, a1, q;) + 2B(qy, hou) + B(@;, hozo))
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L

B

(a) s=1, 6(0) < 0. (b) s=-1, 6(0) > 0.

Figura 1.24% Bifurcacion cero-Hopf, parte II.

donde hgyy = (2iwl, — A)"'B(qi,q1) yelosivectores hago, hoir ¥ hi1o son las soluciones de los
sistemas no singulares

< A q ) ( haoo ) - ( —Bfeao, q0) + (Po, B(qo, q0)) 0 ) ’

P, O s 0
A q hou \ ' f#=B(ai@)*+ (Po, Blai, a@))do
pl 0 s 0 Y
iwl, —A  q hio \ ~ B(qo,af) + (P1, B(do, a1))q:
iz 0 s n 0 '

Finalmente, B(O) = GQO(), C(O) = G011 y

E(0) = Re {Hmo(o) + Hiro(0) (Re Hon(0) _ 3Gs(0) | Crull ) . H021<0>Gzoo<0)]

Go11(0) _2G200(0) 2G11(0) Go11(0)
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Capitulo 2
Bifurcacion cero-Hopf y caos en un
modelo tritréfico Leslie

En este capitulo analizamos la‘dinamica local del siguiente modelo tritréfico tipo Leslie,

& =hi(z) — yfi(2),

. Y
Y :y51(1 ' B m) - Zgl(y)7 (2.1)

z
(T ),
? Qg 3o

donde x,y y z, representan la densidaddde poblacién de la especie presa (P), la especie depredadora
(MP) y la especie superdepredadora (SP), respectiVamente. La tasa de crecimiento de la poblacién
P es de la forma hy(x) = zh(z) y las respuestas fup€ionales generales de la interacciéon MP-P y
SP-MP, son fi(z) =zf(x) y g1(y) = yg(y), véspectivamiente; donde f, g y h son funciones positivas
de clase C3(R.).

Los parametros adimensionales s; y sy son“las tasas @de _erecimiento intrinsecas del MP y del
SP, respectivamente. El parametro 3, es la capacidad de carga del MP en ausencia de la poblacién
presa y (3o es la capacidad de carga en ausencia de la poblac¢ion'MP, lo que indica que se tienen
depredadores generalistas. Por otra parte, los parametros a; y ag*son el aprovechamiento derivado
de la depredacion y el sistema serd analizado en la regiéon ecoldgica de interés

Q={(r,y,2) ER* x>0,y >0,z >0}

El sistema (2.1) fue propuesto en [BR] y los autores demostraron que estesistema de ecuaciones
diferenciales, exhibe una bifurcacién de Bogdanov-Takens con respecto a los pardmetros s, y 2. En
este capitulo se generalizaran estos resultados, mostrando que el sistema presenta” una bifurcacion
cero-Hopf con respecto a los mismos parametros.

2.1. Analisis de bifurcacién cero-Hopf

El siguiente resultado, demostrado en [BR], da condiciones para la existencia de un=punto de
equilibrio en 2.

28
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Proposicién 2.1. Si

gehwo) o 9B)abt B taw) s s (22)
f(xo) A1%o

entonces el sistema diferencial (2.1) tiene un punto de equilibrio po = (o, Yo, 20) € €2, donde
aq, Qo, B1, Ba, $1 soh nuaneros reales positivos con significado ecologico y xo es un numero real posi-
tivo.

Para analizar la estabilidad del punto de equilibrio pg, calculamos la derivada en un punto
(x,y, z) del campo vectorial(2.1), la cual estd dada por,

h(z) — y(J (g zf'(2)) + =h’ () —zf () 0
I(z,y,2) = GarT i)z — sl 4 s —FW W) —ve)
sz 250z
Y (ya22+622)2 52— yaziﬁé

Si las hipdtesis de la proposiciong2.ly se cumplen, entonces J(py) es,

zo (R (z0) — B1f' (zo)) ,%(120) 0
J = B3 (2B1+82)9(B1) B1(a2B1+82)(9(B1)+zoa1g’ (B1))
(o) la;oz(acéali/h) - \ ool —B1g9(B1)
0 5202 5o

De ahora en adelante fijamos todesdos parametros excepto s, y (2, por lo que consideramos a
J(z,y, z) como una matriz dependientese dos pardinetros, la cual denotaremos por J(z, y, z, 2, f2).
En particular, J(pO(SQ, Bg)) = J(x0, b1, 0231 + P2,95,88) tiene polinomio caracteristico

polo(X, s2, B2) SN + At ALd + Ao,
con coeficientes dependiente de (s, f2), las cualeg estan dades por
K
a1 (B + aqxo)’

Ke Ag(sn o) = — 270 (23)

_Cn%o(ﬁl + Oéﬂo)’ Q1T

Ao(s2, 2) = — Ai(s2, B2) =

ademés K5, K¢ y K7 son como en el apéndice A.2 (cf. [BR, Eq. (12)]).

2.1.1. Condicién necesaria cero-Hopf

El anélisis de bifurcacién para el modelo (2.1) comienza verificando la validlez de las condiciones
necesarias, esto es demostrando que la aproximacién lineal J(po) tiene un valor propio cero y un
par de valores propios imaginarios puros conjugados. Para simplificar la notagionfintroducimos

Ky = Bif(x0) — W (o), Ko = 14+ aqze y Kg = o (W (x0) — rf (w0)) + @3819(51).

Proposicién 2.2. Supongamos que las hipdtesis de la proposicion 2.1 se satisfacen. Si“Aq(s20, B20) <
0,
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B @1a251g(ﬁl)2h($0)
a1z0g' (B1) KoKy + g(B81) (KoK + arh(zo))
oo (a1 fraog (B KK + g(B) (K3EK) + a1 fih(x0)))

S99 = + K3 > 0, Y (24)

= > 0,
v a1mog (1) KoK + g(B1) (K2 K + anh(wo))
entonces los valores proptos de J(po(sm, Bgo)) son
)\1 = 0, Yy )\273 = :f:iUJo, (25)

donde wy = v/ —A1(820, B20) €s_uft nimero real positivo.

Demostracion. Primero, notemés“que el polinomio caracteristico de J(po(s2, 32)) es determinado
por las condiciones dadas en (2.3)._Rér lo tanto, una factorizacién es de la forma

pOlo()\) = _)\()\2 — )\2) = —>\()\2 +w§), wp > 0,

si y solo si existen condiciones en los paramettos tales que Ag(sg, B2) = Aa(s2,52) =0y Ay = —wi =
Ay (s, B2) (esto es, wg = —Aj(sq, 82).2 0).hora, de la ecuacién (2.3), Ay(sz, B2) = Aa(ss, f2) =0
si y solo si K5 = K7 = 0. Usando ¢l softwaredMathematica, un calculo directo demuestra que si
Pa = (a9, entonces Ks(sq, 52) = 0 donde 8o es como en las hipdtesis. En consecuencia, Ag(sz, F20) =
0. Ademés, haciendo By = [y y sustituyendo en#s(sq, 52), tenemos que si s3 = s90, entonces
As(89, B20) = 0, donde s9p es como en lag-hipotesis’ Finalmente, tomando (sq, 52) = (S20, 520) se
concluye la prueba. |

2.1.2. Condiciones de no degeneracion cero-Hopf

En esta seccién mostramos que existen condiciones de pasémetros para el modelo (2.1), que
aseguran la validacion de regularidad y las condiciones de no dégeneracion ZH. Supongamos que
S90, P20 son como en la proposicion 2.2 y definamos los siguientes.valores de parametro

By = h(xo) v s = 9(B10)(2B10 + Bao) (BibA all’o)‘ (2.6)

f(zo) Q1Zo
Por lo tanto, se sigue que si So9 y P20 son como en (2.4), s = s19 y B1 = o, entonces el sistema
diferencial (2.1), depende solamente de los pardmetros zg, so, a1, 0 y [a (efs 312, Sec. 3.1]). En

particular, variando los pardmetros (sq, 52) en una vecindad pequena del puntofssg, 320) €l plano
R? . . el sistema diferencial (2.1) se escribe como,

52,827
& =2 (h(z) - yf(z)),

Y= y(310(1 - ﬁ) - Zg(y))v (2.7)

- =
z = 252(1 5 —l—ozgy)‘
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Observacién 2.3. Del andlisis anterior, es importante tener en cuenta los siguientes hechos que
usaremos #mas adelante:

1. El punto fo(s2, P2) = (o, P10, a2810 + [2) es un punto de equilibrio del sistema diferencial
(2.7) si y solo,si Ba = Pa.

2. De acuerdo ala proposicion 2.2, los valores propios de la aproximacion lineal en po(Sa0, F20)
son Ay =0 y g 3= Fiwp.

Ahora, fijamos algunas nétaciones para demostrar la regularidad ZH. En lo que sigue E(x, y, z, s9, B2)
denota el campo vectorial para el sistema diferencial (2.7). Ademds, denotamos por 7(z, vy, z, S2, 32)
y 0(x,y, 2, $2, P2) a la traza ¥ gl'determinante de la matriz jacobiana J(x, y, 2, 2, f2), respectivamen-
te. Explicitamente, las expresiones matematicas para 7 y 0 son dadas en el apéndice A.1. Definimos
la siguiente expresion

Dy = o B120g(B1) (h' (o) — 61f/(x0))2 B3 (Bs By + B5>, (2.8)

K» (0 2ogt81) Be + g(51) K2 Ky + anh(xg))’

donde las expresiones matemaéticas para los términos Bs, By, Bs y Bg son como en el apéndice A.2.
Por lo tanto, la condiciéon de regularidad ZH puede probarse mediante el siguiente criterio.

Proposicién 2.4. La aplicacion

R: <x7y72752562) = <E($,y,z,32,ﬁg),7'(a:,y,z, 82,52),(5(1',y,2,82,ﬁ2)),

es reqular en (Po, S20, B20) Sty solo si Dy # (.

Demostracion. Usando el software Mathematica, calculamos la derivada de la aplicaciéon R, con
respecto a las variables x,y, 2,52 y B2 en el punto (po(s20¢82d), S20, B20)- Esta es una matriz no
trivial My, la cual omitimos aqui, porque tiene una expresién matematica muy grande. Finalmente,
el determinante de My es igual a Dy. Esto completa la prueba. <

Para continuar con el analisis de bifurcacion supondremos las condiciones que definen el sistema
diferencial (2.7). Por lo tanto, de acuerdo con las féormulas de Guckentheimer-Kuznetsov y usando
el software Mathematica, calculamos las siguientes expresiones:

By = B(po, 520, 520) = Gaoo, Co = C(Po, S20, f20) = Gb1,

2.9
Eo = E(po, 520, £20), 0o = 0(po, 520, B20) (2.9

El término Eg tiene una expresiéon matematica muy grande (el cual se omite enjeste texto, lo
daremos de manera explicita en las secciones posteriores). Por otro lado, las exprésignes para By,
Co y by en (2.9) se calculan explicitamente (el apéndice A.2 contiene los términos pringipales) y los
calculos correspondientes son resumidos en la siguiente resultado, la cual nos permite-mestrar las
condiciones de no degeneracién de la bifurcacion cero-Hopf.
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Proposicién 2.5. Si las hipotesis de las proposiciones 2.1 y 2.2 se cumplen, entonces

K1C1 _ ReHuo (g(ﬁl)alh(ﬂfo) + (zoa1 + B1)K1 + zoa (zoar +ﬁ1)g’(51)K1>D1

B =—F 2 ——— = )
0 202819(B81)C3C2 0 Bo ai(zoal + B1)g'(B1) K1z — D2

con Hyyp = —%, donde Cy,Cs,Cs, D1, Dy, M y N son como en el apéndice A.2.

De las proposiciones 2.1, 2.2, 2.4 y 2.5 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6 (Teoremagprincipal). Si Dy, So = BoCoEq y 0y, son nimeros reales distintos de
cero, entonces existen condietones de pardmetros para los cuales el punto de equilibrio po(S20, B20)
del sistema diferencial (2.1) exhibe una bifurcacion cero-Hopf con respecto a los parametros (sa, Po)
en el valor de bifurcacion (S0, 520).

Del teorema de bifurcacion cere-Hopf, si en particular s =1y 0y < 0, 0 bien s = —1y 6y > 0, se
tiene la existencia de ciclos limite estables provenientes de érbitas casiperidédicas de una bifurcacion
de Hopf supercritica, o bien una bifurcacion homoclinica o heteroclinica. Asi mismo, se puede
detectar cerca del valor de bifurcacién el’eomportamiento caético del sistema diferencial (2.1).

2.2. Aplicaciones para. respuestas funcionales tipo Holling

En esta seccién ilustramos los resultados generales del apartado 2.1, para lo cual utilizamos
respuestas funcionales tipo Holling para“™fi ¥ g4 en el sistema diferencial (2.7) y mostramos que las
hipétesis del teorema 2.6 se verifican. En leque sigué consideremos las siguientes premisas:

1. la poblacién de presas tiene una tasa de ¢recimientodogistico, esto es, h(z) = p(1 — %), donde
p v R son parametros constantes adimensionales positivos, que miden la tasa de crecimiento
y la capacidad de carga de la poblacion presa, respectivamente,

2. las interacciones poblacionales se rigen por respuestas fungienales tipo Holling.

En este sentido, mostraremos diferentes dindmicas que el sistema difeTencial (2.7) puede tener. De
hecho, se consideran tres casos, donde la respuesta funcional f; es Holling I o IV y g; es Holling
IT, IIT o IV. Estos casos se etiquetan de la siguiente manera:

» Caso 1: Holling II-II,
» Caso 2: Holling II-1V,
= Caso 3: Holling IV-III.

Para facilitar la lectura y apreciar las diferentes dindmicas, cada caso se ha incorporade, de forma
independiente en un apartado.

+ iThenticate Pagina 50 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 51 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 33

2.2.1.\_€aso 1: Holling II-I1

Sean f; y“g; respuestas funcionales de tipo Holling II-II dadas por

fi(x)

. a1r
N blfL' + ]_7

frg a2y
be + 1 ’

91(y)

donde ai,as,b; y by sem parametros constantes positivos adimensionales. En este caso, el sistema
(2.7) se transforma ew

. AN ai

P == 5) i)

- L _ Y _ az

y—y(slo(l Bw(w) Zbe+1>’ (2.10)
z

. € 1_—>’

< S

para sig y S0 son como en la férmula’(2:6).
El siguiente teorema demuestra que elsistema diferencial (2.10) presenta una bifurcacién cero-
Hopf.

Teorema 2.7. (Caso 1: Holling IFFII) Si

9 1 4 24
0122—5, a2:a—27 bl:ﬁ’ b2:@7 (2 11)
w1 g B, SRR
PT 0 TN T N%aka P T 100

entonces si By = Pag, Se sigue que Py = (E R TooR

TR TR ) es punto-de equilibrio para el sistema diferencial

(2.10) en el cual ocurre una bifurcacion cero-Hopf con respeetora (sa, P2), en el valor de bifurcacion

(820, B20) = (WRO, @28 - Mds atn, So # 0,00 <0y s= 1.

Demostracion. Primero mostramos la existencia de un punto de equilibrio en (2. Para simplificar el
analisis sean by = % y xg = %. Por lo tanto, de las férmulas en (2.6),.se sigue que

3p asaz(aion R + 6p)?

Pro=gq ¥ 510 = a1a2R(ayba R + 20) + 12a1 p(3a1b2 R — 2) — 36bap?

Por otro lado, de las hipétesis hechas en (2.11), si £ = Bio ¥ $1 = S10, €ntonees

R R TR«
Po(s20, B20) = (%o, Pro, 22510 + Pao) = (Z> 24’ 1442) ’

es un punto de equilibrio del sistema (2.10) cuando By = [, ver observacién 2.3 @)sAdemds, se

cumplen las hipétesis de la proposicion 2.2 y por lo tanto se sigue que sop = % y By = oﬁf y la
aproximacién lineal J (po(s20, 20)) tiene valores propios Ay = 0y Ay 3 = Fiwp, donde wy™= Vz‘i%loR,

ver observacién 2.3 b).

+ iThenticate Pagina 51 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 52 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 34
Luego,por la proposicion 2.4, Dy = — 1070175’6061516%20000%, lo cual garantiza la condicion de regula-

ridad. Findalmente, de la proposicién 2.5, las expresiones dadas en (2.9) tienen los siguientes valores

explicitos,
B — _ 15055 L 6243906250 _ _39479312
07 49492805 YT 67116227157y’ 0 3387375
258268150247369007709 _ 11347439829883009072534036365917
B — 68826064303672200000&3 6130086656833978628709802162291204‘21
0 — R .
Por lo tanto, Sy # 0, 8¢<\Osy s = 1, por lo que la demostracién se sigue del teorema 2.6. <
Observacion 2.8. Del teorema 2.7 se tiene s = 1 y 6y < 0. En este caso, existen curvas en

el espacio de parametros REZ& del sistema (2.10), donde se presenta bifurcacion de Hopf, donde
aparece un toro invariante y donde desaparece con una destruccion heteroclinica, (ver [, BL]).

2.2.2. Caso 2: Holling IFF1V.

Sean f1 y g respuestas funcionalessde*tipo Holling II-IV dadas por

- a1 x.
N 61$ + ]_7

_ DY
b2y2—|—1’

fi(x) 91(y)

donde ay,as,by y by son pardmetros constantesyadimensionales positivos. Asi, el sistema (2.7) se
transforma en

b =(p(1-Fy) _yblscclirl)’

. Yy a2y
= 1— =i )T —)
Y y<310( Bmﬂw) o 11 (2.12)

z
. 1__>’
i S ey

para si9 y S0 como en la férmula (2.6).

En el siguiente teorema se muestra que el sistema diferencial (2,12) presenta una bifurcacién
cero-Hopf.

Teorema 2.9. (Caso 2: Holling II-1V) Si

30p 2p b 4
a1 = —— Ao = = —
1 alR7 2 OflOéQR’ 1 Ra (2 13)
b 100 3 a1 R 18p '
= —— = —_— S = —_—
27 3a2R2 VT o0 YN 15y

entonces para Bo = Pog, €l sistema (2.12) tiene como punto de equilibrio a py = (%, RQ—%‘I, %), en

el cual ocurre una bifurcacion cero-Hopf con respecto a (sq, B2), en el valor de bifurcacion’ ($sp, S) =

1943p 3a100R . -
(16120’ 1240 ) Mas aun, So # 0,600 >0y s=1.
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2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 35

Demostracion. Siguiendo la misma idea como en la prueba del teorema 2.7. De las férmulas en
(2.6), en cdso)se tiene
_3p ~ 9p(Bazp + 25,)
Bro = X y S10 = 18byp? + 8

En consecuenciaf

47207 248
es un punto de equilibtigrdel sistema diferencial (2.12), cuando fs = (9, ver observacién 2.3 a).
Por otra parte, tomando las asignaciones dadas en (2.13) y sustituyendo en (2.4) obtenemos que

(R ROél 130&10&2R>
Po = )

_1943p _ 3aja2R . S : ,
520 = Tg15 ¥ Boo = 555~ ~Por la proposicién 2.2, la matriz jacobiana J (po(s20, B20)) tiene valores
propios Ay = 0y Ag;s = Fiwp,donde wy = ﬁ 3265527 :
3 PP _ 373749651p° . L
Ademés, por la proposicion 24Dy = — g55sem0r—r, lo cual garantiza la condicion regula-

ridad. Finalmente, de la proposiciéns2,5, las expresiones dadas en (2.9) tienen los siguientes valores
explicitos,
23316p 398802982118400p 45376693

By =- — - — _ T
0 2057casR’ " 406707982284890 s R’ 0 162870032’

52240460060544360669085874700089839243232473128p> 56003083588473797292382368773p

B 183121434589936589712026278788626487747157Tatas Rt 5494592584722432739090400002 a3 R?

E =

Por lo tanto, Sg # 0, 8y > 0 y s = 1_por lo quedla_demostracién se sigue del teorema 2.6. <

Observacién 2.10. Para este caso, del teorema 249 yexiste una curva en el espacio de parametros
en el cual el sistema diferencial (2.14) presenta una bifurcacion de Hopf (subcritica) y no existen
toros invariantes.

2.2.3. Caso 3: Holling I'V-III

Sean f y g1, las respuestas funcionales de Holling tipo IVAIIydadas por

f(x)_L ()_y—2
MW= ez MY T 21

donde by, by son pardmetros constantes adimensionales positivos. Asi, elSistema diferencial (2.7) se
transforma en

S

. Yy Yy
— [ A —) 2.14
Y y<810( Bio + Oéﬂ) Zbe2 +1 ( )

z
2 =zs 1——),
2< B2 + aoy

para s19 y 10 son como en la férmula (2.6).
En el siguiente teorema se muestra que el sistema diferencial (2.14) presenta una bifurcacién
cero-Hopf.
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Teorema.2.11. (Caso 3: Holling IV-11I) Si

53 a? 12p
by = —— =L p=="r 2.15
2 27/)2’ 1 9p27 Oél ) ( )
14661p 181 5 3p
S = — Ny = —— = —
LT 205000 T 2500 Y YT o
entonces para [y =“Pag, el sistema diferencial (2.14) tiene como punto de equilibrio a py =
i—’l’, %, %), en el cu@l presenta una bifurcacion cero-Hopf con respecto a (s, 32) en el valor

. 7, 4 . ,
de bifurcacion (g, fag) = (1323538, %) Mas ain, Sg # 0,00 >0 y s =1.

Demostracion. Una vez mas, siguiendo la misma idea como en la demostracion del teorema 2.7. De
las férmulas en (2.6), se tiene

3P ~ 9p(Bazp +2,)
Bl - y 51 = 2 .
2 18()2p +38
En consecuencia,
= [(8p 3p 7059
Po =\’ 21100 )

es un punto de equilibrio del sistem&(2:14).

Por otro parte, tomando las asignagiones dadas’en (2.15) y sustituyendo en (2.4) obtenemos que

_ 749329p _ 3258 Y ) N . :
520 = T3p9m08 ¥ P20 = 755~ Por la proposicién 2.2,7lamatriz jacobiana J (po(s20, f20)) tiene valores

. ] /88872073p
propios A1 = 0y Ag3 = Fiwp, donde wy = F 55—

3 P il 1L 74088565240349709 0% . L.
Ademas, por la proposicion 2.4, Dy = N 0256550008000 lo cual garantiza la condicién de

regularidad. Finalmente, de la proposicién 2.5)Jas expresiones dadas en (2.9) tienen los siguientes
valores explicitos,

_505797075p _2317444969494307044593938590 | 2177670123253642
T 46213477967 0 118626751046532190925959873 © 7 1219894030411875°

0

_ 3p (Eo1 — Eo2)
1184832802649434111550036435636371855246147565608557345608415699459094100000°

E) =
donde

Eo1 = 323338642012188959455722592032821803491638299803250109733636508999893672656257,
Eoy = 16218016742362238950855666415473506060934950295257226891312756788413682864932872.

Por lo tanto, Sg # 0, 8y > 0 y s = 1, luego la demostracién se sigue del teoretna™2.6. <

Del teorema 2.11, existe una curva en el espacio de parametros en el cual el sistema presenta
una bifurcacién de Hopf (subcritica) y no hay toros invariantes.
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2.3 Resultados numéricos 37

2.3. sultados numéricos

<
Ejemplo Z.VECaso 1: Holling II-11, teorema 2.7 ). Consideramos las asignaciones (2.11), ay =1

y R=10. En ecuencia, soo = 0.0125 y [og = 0.069444. El punto de equilibrio para el sistema
(2.10) en el cua@ resenta la bifurcacion cero-Hopf es po(sao, P20) = (2.5,0.416667,0.486111).
Haciendo sy = 34 6. By = 0.069855 y tomando como condicién inicial el punto qo(s2, f2) ~
(2.500001, 0.416676,0.486121) se obtiene una orbita que es densa en un toro invariante, véase la

figura 2.1d. Las corres( ientes series de tiempo de las densidades de poblaciones se muestran en
las figuras 2.1a, 2.1b y :

R

2.60

\

e
~
[

2,55

o
Y
N

°
a

Densidad de poblacion P
3

Densidad de poblacion MP

3
IS
=]

0.39
95000 96000 97000 98000 99000 100000

J Tiempo
@gerie de tiempo para la poblacién depredadora.

2.35 o
95000 96000 97000 98000 000
Tiempo -
a.

(a) Serie de tiempo para la poblaci@t

.

T y 0.44

2.65 ~

2.60 Py
&
S
'S 255
E
2
2
@ 2.50
©
°
3
‘D 245
c
a

2.40

2.35

95000 96000 97000 98000 99000 100000
Tiempo
(c) Serie de tiempo para la poblacién superdepredadora. (d) Toro invari
Figura 2.1: Series de tiempo para el Caso Holling II-1I y una 6rbita con condicié cial qo(sg, B2) &~

(2.500001, 0.416676,0.486121) la cual es densa en el toro invariante.

S

Ejemplo 2.13 (Caso 2: Holling II-1V, teorema 2.9). Consideramos las asignaciones 00% (2.13),
ar =1, a0 =1, p =05y R =10. En consecuencia sy9 ~ 0.060267 y (o9 ~ 0.02419 uego el
sistema (2.12) tiene un punto de equilibrio po(sa0, B20) = (2.5,0.5,0.524194), en el cual presenta una
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bifurcacion’cero-Hopf. Hagamos Ps ~ 0.024194 y s ~ 0.088344. Tomando como condicion inicial
qo(se, B2) 2 (2.501,0.51,0.624194), obtenemos una drbita tendiendo a una drbita periddica, véase la
figura 2.2d.“Las correspondientes series de tiempo para las densidades de poblaciones se muestran
en las figuras 2.2a, 2.2b y 2.2c.

3.0 0.52
0.50
S
fg A3 S
5 = oas
-] g
o 20 2 045
- -
2 2
b=t 2 044
£ 15 &
a o
o = 0.42
1.0
0.40
997000 997 500 998000 998500 999 000, 899 500 1x10° rem oo upod ;00 i o 1x10°
Tiempo Tiempo
(a) Serie de tiempo para la poblacién ptesa. (b) Serie de tiempo para la poblacién depredadora.
N - - N /—I
T 7 |
™ v I
fpe== = = 5 ey
I | / | |
0.50 - | | |
s [ | ” / 5 |
E )7 / |
'§. ZF |7 o \ |
rd
& 20 / ‘ |
© /
L] 7 ‘
= b s '
2 | s | |
é-: 15 0.45 - f/
5 2 © T T 7 Thpso
2
1.0 045y
7 .40
997000 997500 998000 998500 999 000 999 500 1x10°8 10 gos 20 25 3.0
Tiempo X
(c) Serie de tiempo para la poblacién superdepredadora. (d) Orbita periddica.

Figura 2.2: Series de tiempo para el caso Holling II-IV y una 6rbita con condi€idn inicial qo(sz, 52) ~
(2.501000, 0.510000, 0.624194) tendiendo a una érbita periddica.

Ejemplo 2.14 (Caso 3: Holling IV-III, teorema 2.11). Consideramos una vez mds§ las asignaciones
(2.15), ay = 0.5 y p = 0.5. En consecuencia, sy = 0.281174 y [y = 0.635707. "Parilo tanto, el
punto de equilibrio para el sistema (2.14) en la cual presenta bifurcacion cero-Hopf es Po($20, B20) =
(3,0.75,1.72171). Haciendo sy = sa0 + 1076 y By = 0.6356, el sistema diferencial tieng up inico
punto de equilibrio en 2 dado por qo(s2, f2) ~ (2.754592,0.710004, 1.663685), el cual esTocalmen-
te asintéticamente estable, ya que J(qo(sq,B2)) tiene valores propios —0.0167396, —0.00199505 +
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0.05723%9.4¢ Tomando como condicion inicial q; =~ (3.000001,0.750010,1.721717), se obtiene una
trayectoria’que se acumula en un atractor extrano oculto [LK], ver figura 2.4b. Las correspondientes
series de tiémpo, para las densidades poblacionales se muestran en las figuras 2.3a, 2.3b y 2.3¢c. Fi-
nalmente, escogiendo como condicion inicial q =~ (2.98,0.74,1.71), se obtiene una trayectoria que
tiende a un cicloflimite, ver figura 2.4a.

275459
275450
s
0
]
2 275459
O
o
@
&2 75459
o
-3
b
0
Shag8#59
i
o
275480
275459
494000 494500 495000 495500 496000
Tiempo
. > .,
(a) Serie de tiempo para la poblacién presa.
0.710004 186369
5 )5 166368
'S 0.710004 8
8 s
2 5.1566369
2 2
§ 0.710004 S 1466369
° o
-] o
o o
3 3 @66368
£ 0.710003 H
a 9 1 shass
o o
= [}
0.710003 _
0.710003 196308
494000 494500 495000 495500 496000 494000 494500 495000 495500 496000
Tiempo Tiempo

(b) Serie de tiempo para la poblacién depredadora. (c) Serie de tiemipdpara la poblacién superdepredadora.

Q

Figura 2.3: Series de tiempo para el caso Holling IV-III: una érbita gon condicién inicial go(s2, 52)
(2.754592,0.710004, 1.663685) detectando un atractor extrano ocultos
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y V
P 2.75459 X

-~ ' s
5 2.75459

1.66369

z

1.66368

o o008 I = e g 1.66368
0.710004 | >
-t Y 0710003 T
a 6 | e
2 0710003 b ey B

(a) Una érbita con condicién igfeial qo =~ (b) Una O6rbita con condicién inicial ¢q; =
(2.98,0.74,1.71) tendiendo a un cicle limite. (3.000001, 0.750010, 1.721717) acumuldndose en
un atractor extraino oculto.

Figura 2.4: Caso 3 Helling IV-III: Conjuntos limites.

2.4. Determinacion dé<caos

En esta seccién calculamos el maximo exportente dedsyapunov (MLE), como una herramienta que
permite mostrar el comportamiento caético‘enrel sistemasdiferencial correspondiente. Efectivamente,
usando los algoritmos propuestos en [Sa], se harimplementado una rutina en el software Mathematica
que permite calcular el M LE como una funcion(sy, B2) —" MLE(s3, f2).

2.4.1. Calculo del maximo exponente de Lyapunov

Para el caso Holling II-1I, con las asignaciones (2.11), oy =¥y R = 10 en el sistema (2.10),
se tiene el valor de bifurcacion (sa9, 520) = (0.0125,0.069444) y en la"figura 2.5a se muestra que el
sistema presenta caos ya que al calcular M LE, éste resulta ser positivogara valores del parametro
Bo en el intervalo [0.14,0.35]. De igual manera en la figura 2.5b se muestran diferentes valores de
los parametros sy y (B2 para los cuales el M LE del sistema resulta ser positivos

Para el caso Holling II-IV, con las asignaciones (2.13), a3 = ap = 1, p&E\0.5y R = 10 en el
sistema (2.12), se tiene el valor de bifurcacién (sq, F20) = (0.060267,0.024194)." Ademads, en la figura
2.6a se muestra que el sistema presenta caos ya que al calcular M LE, éste resulta-séx positivo para
valores del pardmetro s, en el intervalo [0.01,0.5]. De igual manera en la figura 2/6lb~se muestran
diferentes valores de los parametros s, y B2 para los cuales el M LE del sistema resulta ser positivo.

Para el caso Holling IV-III, con las asignaciones (2.15) y a3 = p = 0.5 en el sistema (2.14), se
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-0.02

(a) MLE(SQo,ﬂg), donde s90'=0.0125 y 5 € [014, 035] (b) MLE(SQ,IBQ), S2, P2 € [001,05]

Figura 2.5: Maximo exponernte de Lyapunov variando los pardmetros s; v fo: caso Holling II-II.

MLE
0.03

B2 0.0

(a) MLE(SQ, 620), donde 620 = 0.060267 y S &€ [001,05] (b) MLE(SQ,ﬂQ), 59, 62 S [001,05]

Figura 2.6: Maximo exponente de Lyapunov_variando Jésparametros s, v f2: caso Holling II-1V.

obtiene el valor de bifurcacién (sa0, S20) = (0.281174,0.635707)En la figura 2.7a se muestra que el
sistema presenta caos, ya que al calcular M LFE, éste resulta sef positivo para valores del parametro
B2 en el intervalo [0.5,0.8]. De igual manera, en la figura 2.7b seminestran diferentes valores de los
parametros sy y (o para los cuales el M LE del sistema resulta ser positivo.

De acuerdo con el ejemplo 2.14, ver figura 2.3, consideramos una‘géndicion inicial
to = (z(to), y(to), 2(to)) ~ (2.754589,0.710003, 1.663684);

la cual en ¢ty = 494000 esta cerca del atractor extrano que se muestra en lanfigura 2.4b. Usando
Mathematica, en la figura 2.8 se muestra el calculo de los exponentes de Lyapun6y, (L1, Lo, L3) (cf.
Sandri [Sa]) asociadas a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [494000, 495000}~ En particular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extrano son L; ~ 0.001486, s = 0.001446 y
L3 ~ —0.023662. Por lo tanto, M LE(0.281175,0.6356) = 0.001486.

Por otra parte, para los sistemas (2.10) y (2.14), calculamos M LE(sy, f90) en un inteérvalo I
del pardmetro ; donde M LE es positivo. Ademads, para el sistema (2.12) calculamos M LFE(sq0, 52)
en un intervalo Iy del pardmetro sy, donde M LE es positivo. Finalmente, en los tres ejemplos,

+ iThenticate Pagina 59 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pagina 60 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

2.4 Determinacién de caos 42

MLE
0.010

0.005

702

101
0.000

oad?

100 MLE
-0.005

-0.015 B2
(a) MLE(s2, 32), donde s 281174 y B2 € [0.5,0.8]. (b) MLE(s2,f2), s2, 2 € [0.01,1.5].

1-01

L 5 -02

Figura 2.7: Médximo expon » Lyapunov variando los parametros sy y (5: caso Holling IV-III.

Comportamiento cadtico { Valor de bifurcacién (sq, fo0) | Gréafica de M LE(sq, 32)

Ejemplo 2.12 del teorema 2.7 @125, 0.069444) Figura 2.5

Ejemplo 2.13 del teorema 2.9 77 (Q 06 ;é 0.024194) Figura 2.6
Ejemplo 2.14 del teorema 2.11 174 @507 Figura 2.7

Cuadro 2.1: Maximo exponente de Lyapunov cerca Valor de bifurcacion (s, B20)-

calculamos M LE(sy, 2) en una regién I3 x I, para valores dcg > en el cual M LE es positivo.
Estos resultados se resumen en el cuadro 2.1.

S
6%
Q
O

.
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Figura 2.8: Exponentes de Lyapunov para las trayectoria mostrada en @gu a 2.4b la cual corres-
ponde al ejemplo 2.14, caso 3 Holling IV-III.
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Capitulo 3
Bifurcacion de Bogdanov-Takens en un
modelo intragremial

En la depredacién de seres vives, existen factores que ademas del ataque directo del depredador
hacia la presa, inhiben el crecimiente~dé-la densidad de la poblacion presa, tal es el caso del factor
miedo, el cual consiste en el temor quiedos depredadores infunden a sus presas y en consecuencia
se reduce la tasa de natalidad y la densidad de poblacién para las siguientes generaciones [, PB].
En los modelos depredador presa se ha“incluido el factor miedo y se ha analizado tanto el caso
bidimensional como tridimensional, yéase [\\'7, Ss, , , , PP, ].

En el caso bidimensional. Wang-et al. des¢ribieron el efecto miedo, mediante una funcién en
dos variables F'(k,y) = ﬁ, conocida cemo coste’de, la depredacion, debido al miedo, sobre la tasa
de natalidad de la presa. Donde y representa la densidad de la poblacién depredadora y k refleja el
nivel de miedo que infunden los depredadéregs*hacia 1as presas. En general, desde un punto de vista

biol6gico, ellos suponen que la funciéon F(k,g) debe cutnplir,

OF (k,y) <0 OF (k,y)

o =y <O

F0,y) =1, F(k,0)=1, lim F(k,y) =0, km F(k, H"D,

Tomando una respuesta funcional Holling tipo II, ellos analizan.€l siguiente sistema,

. pry
— rorF(k,y) — do — az® —
b = P (k) — do = aa? - {2
. cpry
= —m
Y 1+qx Y

donde z es la densidad de la presa. Ellos demostraron que altos niveles de miede pueden estabilizar
el sistema depredador presa, pero excluir la existencia de ciclos limites. Par)otro lado, niveles
relativamente bajos de miedo pueden inducir multiples ciclos limites a través_débifurcaciones de
Hopf subcriticas [WZ].

Posteriormente, Sasmal estudia un sistema depredador presa, considerando que lal presa tiene
un crecimiento logistico en ausencia de la poblacién depredadora, la respuesta funcional es lineal, el
factor miedo en el sistema es el mismo que en el trabajo de Wang y ademaés, considera el efécto Allee.
El muestra que el efecto miedo no perturba la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistéma y que
éste presenta biestabilidad [5s]. Huang et al. analizan un modelo depredador presa con efecto miedo,

44

+ iThenticate Pagina 62 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 63 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

45

efecto Allee’e incluyen un refugio para la presa. Ellos dan una condicién umbral para la estabilidad
del sistema’y prueban que el sistema sufre una bifurcacion de Hopf supercritica. Ademas, muestran
la dindmica“qué presenta el sistema ante variaciones de los parametros correspondientes al refugio
o al efecto Allee [LIZ1].

Por otra parte,*Sasmal-Takeuchi estudian la dinamica de un modelo de interaccion depredador
presa con efecto miedewy defensa grupal, al considerar una respuesta funcional Holling tipo IV. En
el analisis muestran la exiStencia de puntos de equilibrio de coexistencia, estabilidad de los puntos
de equilibrio, presencia dé\bifurcaciéon de Hopf y de ciclos limites estables [ST'1]. Posteriormente,
ellos consideran el efectommiedo, el efecto arrastre, y una respuesta funcional lineal. Ellos muestran
que este efecto tiene un papel significativo en la estabilidad asintética local y global de cada punto
de equilibrio de coexistencia."Adémas, muestran la existencia de ciclos limite y bifurcacién de Hopf
sobre el pardmetro del efecto miedg*o del efecto arrastre [5172].

El caso tridimensional. Panday et al. analizaron el impacto del factor miedo en una cadena
alimentaria tritréfica de Hastings-Péwell, donde la presa tiene una tasa de crecimiento logistico y
la respuesta funcional es Holling tipo 1l en ausencia del factor miedo. Ellos muestran existencia de
puntos de equilibrio, andlisis de estabilidad\local y global; y numéricamente, variando los parametros
del factor miedo garantizan la coexistenciade-especies debido a la existencia de ciclos limite estables.
Ademds, muestran que existen pardietros para los cuales el sistema presenta caos, mediante el
enfoque del maximo exponente de Iiyapunov ).

En Saha et al. los autores estudiaron un sistemra de cadena alimentaria tritréfica, en el que
consideran el factor miedo. La interaccidiiientre lasg@species estd dada por una respuesta funcional
Holling tipo III. Ellos muestran la existeneia.de purtos de equilibrio, su dinamica local y global.
Ademas, determinan pardametros donde se presentan biftircacion de Hopf o transcritica [S5a.

En este capitulo analizaremos un modelo intragremial que.considera la interaccion de tres pobla-
ciones: una presa (P), un depredador (MP) y un superdepredadon (SP) con densidades poblacionales
X,y v z, respectivamente. Suponemos que la presa es devorada por el depredador y el superdepre-
dador. Ademas, el depredador es devorado por el superdepredador.

Para el andlisis consideramos las siguientes premisas:

» La poblacién P tiene funcién de crecimiento de Richards raTy(z) et ansencia de las poblaciones
MP y SP.

» Las respuestas funcionales para la interaccién entre P y MP es fi(z) ylas que corresponden
a SP son g;(x) y hi(y). Estas funciones son positivas y de clase C*(R).

» Las poblaciones MP y SP son depredadores generalistas.

» La poblacién MP (SP) se beneficia linealmente de P (MP) sobre su capacidad“de"carga.
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Especificamiente, analizaremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

T = R1($7yvz) - yfl(x) - Zgl(l‘),

. Y
sy (1-—Y )
Y Sly( b1+clx> (). (3.1)

. z
Z = S9% (1 — m) )
donde
Ri(z,y,2) = reTo@)R(y)T1(2), fi(z) =zf(z), g1(z) =zg9(z), v h(y) =yh(y).

En este sistema suponemos que todos los parametros son constantes adimensionales positivos y su
significado ecoldgico es el siguiente:

= Los pardmetros s; y sg son las@asas de crecimiento intrinsecas del MP y SP, respectivamente.

» El pardmetro by (by) es la capacidad=de carga de MP (SP) en ausencia de la poblacién presa
(presa y depredadora).

= Los parametros ¢y, co y c3 representan el aprovechamiento derivado de la depredacién.

Ademds, los factores f, g y h son fufigiones de clase C3(R, ). Nétese que el origen es un punto de
equilibrio para el sistema diferencial y los planos =0, y = 0 y z = 0 son invariantes, siempre que
f1(0) =0, g1(0) = 0 y hy1(0) = 0. En este trabajo &l factor miedo de la presa hacia el depredador
estd dado por R(y) = klyl -1 ¥ T1(2) es una’furigion pesitiva que mide el efecto del factor de miedo
de la presa hacia SP.

Para el sistema (3.1) se buscan condiciones'ent los parametros que garanticen la coexistencia de
las tres especies o la presencia de caos en el sistema. Para ellof'se determinaran condiciones para la
existencia de puntos de equilibrio con coordenadas positivas y#Condiciones para las cuales se puede
presentar una bifurcaciéon de Bogdanov-Takens. Como es usual] Ja“region ecologica de interés sera
el octante positivo

Q={(z,y,2) €R*: >0, y>0, >0}

3.1. Analisis de bifurcacion de Bogdanov-Takens

El siguiente resultado provee condiciones suficientes en los parametros paraxue el sistema dife-
rencial (3.1) tenga un punto de equilibrio de coexistencia en €.

Proposicién 3.1. Sea pg = (20, Yo, 20) € Q2. Si by + 120 — yo > 0, —cayo — 320 F203 0,

(F1go + 1)(yof (20) + 209(0)) 20h(yo) (b1 + 1)
B B by = —cayo — 3.2
r T()(.T}())Tl (Zo> , S1 bl T 170 — Yo Y 09 C2Y0 c3xp F 20, ( )

entonces po es un punto de equilibrio para el sistema diferencial (3.1).
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@ Demostraeion. Un punto (zg, Yo, 20) € 2 es un punto de equilibrio si y solo si
0 =rTy(zo) R(y0)T1(20) — Yof (z0) — 209(0),
0=s, (1 - #;O_yo) — 20h(yo), (3.3)
0=1- =

b2 + C2Yo + C3x07

suponemos que by + c1xy 40 > 0y —coyo — 329 + 29 > 0. Resolviendo el sistema de ecuaciones
(3.3) con respecto a las variables r, s y by, se completa la prueba.

<
o Si las condiciones de la préposicion 3.1 se cumplen, entonces la matriz jacobiana del sistema
(3.1) en el punto (z,y, z) es
—J1+yo f(z0)I3Ty (2)Io+209(zg)T3TH2) T kaJ3To(x)Tq (2)J 2J3To (x)Ty (2)J
gt e *—ﬂg%&;))nl((zo)) Lo ef@) T oo ()~ ©9(@)
c1y2zgh b clx zoh b crzg(b cla—27

T2 = %51+‘51§3’3‘;§++21‘100 e e — = (0 () + k(W) ~vh() o G0

035%2 czs%z2 sy — ijz

I a2 6

donde

J1 =J7To(z0)T1 (20) (zyf' (z) &uf@) + x2g’ (%) 29(z)), J2 = 2Ty(x) + To(z), I3 = kiyo + 1,
J4 =yof(zo) + z0g9(xo0), JIs =0b1 #e1xo, Je = caly —yo) + c3(x —xo) + 20, J7 =kiy+ 1.

En particular, la aproximacion lineal delgistema diferencial (3.1) en el punto de equilibrio py es

T (20) 34 B0 (2k1y0 FE0) # i @0) k1 209(z0))  ®0T(20)T4

zo (= yof (zo0) + %0(10) — 209’ (z0)) FLuo Bl Tz~ *09(@0)
Hbo) = SR Y=o (097 vo)) ~yoh(u0) R
3.1.1. Condiciéon necesaria para la bifurcacién’Bogdanov-Takens
Definamos
- f (o)Lt + 209(0) K3 (h(yo) K1 + c3Kah/(y0)J4)
10 — )
209(20)Ke + yo.f (z0) (Yo20T7 (20) L + 2h(yo)T1(20)Li3) (3.6)
630 = 1526 (T1(20)J4 — g(w0) Th(20)) Lz
KoL (Yol (yo)T1(20) (cads + 20) + yoJsKs + camog(wvo) Kz ds).
@ donde K1, Ks, K3, Ky, K5, Kg, L, Ly v L3 son como en el apéndice B.1.

Proposicién 3.2. Si las hipotesis de la proposicion 3.1 se cumplen,

vy %09 (o) oo Ty(xo)da
f'(zo) = VY (o) = —Z;OT()(%),
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entonces_lo§ valores propios de J(po(kzl, 82)) son
M=X=0 y A3= Ak, s20),

donde hwo)
Z
A2(k1782> _ Yozot\Yo

- h — S9.
by + c1z0 — Yo Yozl (yo) = 2

Demostracion. Bajo Tag#hipétesis, el polinomio caracteristico de J(po(k;l, 52)) es polo(A, k1, 89) =
—/\3 + AQ}\Q + Al/\ + Ao, donde

saZoYol20g(70) Kz + f(x0) (Kg))

A - 9
0 J3T1 (ZO)K2J5
A = _yoh(yo)(SQJgKg(c2J5 + 20) + c1oyozo f (o) (2k1yo + 1)) 1 Ko, (3.7)
J3KoJ5
zoh
Ay = YoZoh (o) =20l (yo) — S2;

_bl + 1o — Yo

y K7, Kg y Ky son como en el apéndice B'1, Sustituyendo k19 y sao se obtiene que Ay = A; = 0.
Esto demuestra la proposicion. <

3.1.2. Condiciones de no“degeneracion de la bifurcacion Bogdanov-
Takens

Supongamos que las hipdtesis de la proposicion 3.2 son validas. Ademas si k1g y S0 son como
en la ecuacién (3.6), y r =g, $1 = s10 ¥ be =.b3g donde

ro = vo.f(wo) + z0g(xo) 510 = 20h(y0) (b1 + c124)
R(yo)To(xo)T1(20)’ b1 + c1z0 — Yo

entonces el sistema diferencial (3.1) solo depende de los pardmétros by, cq, ca, 3, k1, S2,Z0, Y0 ¥ Z0-
En particular, para pardmetros (k1, so) en una vecindad pequena‘del punto (kyg, so9) en el plano de
pardmetros R} _ . se tiene que el sistema (3.1) se escribe como

P ((/ﬁyo + D)To(2)T1(2)(yof (xo) + 209(0))
(kry + 1)To(z0)T1(20)
Zoh(y(])(bl + Cl.’Eo) (1 — blfclx
b1 + c1To — Yo

Vo bog = —coyo — c3x0 + 20, (3.8)

Y 0o,

) —zh(y) | , (3.9)

Y=y

z
Z = S9% (1 — ) .
ColY — C2lYp + C3T — C3Xg + 2o

Se tiene que po(k1, s2) = (o, Yo, 20) €s un punto de equilibrio para el sistema diferencial™(3.9) si y
solo si k1 = k19 y S2 = sg0. Por otro lado, la aproximacion lineal en pg(kig, S20) €s J(po(kw, 520))
con valores propios A\ = Ay =0, A3 = Ay(k1, S20), de acuerdo a la proposicién 3.2.
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En lo_gtie sigue E(z,y, 2, s9, f2) denota el campo vectorial asociado a (3.9). Denotamos por
T(z,y, 2, ks 53) v 6(x,y, 2, k1, s9) la traza y el determinante de la matriz jacobiana J(po(k’lo, 320)),
respectivamente,

Las condiciones.de no degeneracion se establecen mediante el determinante Dy del jacobiano de
la funcion

R : (x7y7zak1752) = (E('I’y7z7kla82)a7-($ay>za k1,82),5($,y,2,k1,52)),

y los coeficientes cuadratieos (los cuales se calculan usando los vectores propios normalizados del
apéndice B.2),

ag’= a(po, k10, 520) ¥ bo = b(po, k10, 520). (3.10)

Usando el software Mathematica(podemos calcular las expresiones matematicas para Dy, ag y by
las cuales son expresiones muy grandes) tazon para no escribirlas aqui; sin embargo, se pueden dar
explicitamente para el caso de ausen€iasde factor de miedo de la presa hacia el superdepredador,
ver apéndice B.4. Asi mismo, dichas expréSiones seran mostradas en las aplicaciones donde usamos
respuestas funcionales especificas.

De las proposiciones 3.1, 3.2 y las/condiciones.de no degeneracion se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3 (Teorema principal).” 9i. Dy y Se#= agby, son nimeros reales distintos de cero,
entonces el sistema diferencial (3.1) presenta uné@ bifurcacion Bogdanov-Takens en el punto de
equilibrio po(kig, S20) con respecto a los pardmétros (kepss) en el valor de bifurcacion (kig, Sao)-

Si sign Sg = —1 entonces existen ciclos limites establesque emanan de una bifurcacion de Hopf
o bifurcacién homoclinica las cuales se detectansmediantesdos ramas en el espacio de parametros
en una vecindad del valor de bifurcacién Bogdanov-Takens:

Corolario 3.4. Supongamos que se cumplen las hipdtesis del teorema 3.3, si T1(z) = 1 entonces
el sistema diferencial (3.1) presenta una bifurcacion BogdanovsTakens en el punto de equilibrio
po(k10, S20) con respecto a los parametros (ky, s2) en el valor de bifurcacion (kio, S20)-

Demostracion. En este caso, las formulas para Dy, ag y by se simplifican, notablemente, obteniendo
asi las expresiones correspondientes mostradas en el apéndice B.4. De 16 cual,se tiene el resultado.
<

3.2. Aplicaciones del resultado principal
En esta apartado ilustramos los resultados de la seccién 3.1 cuando las respuestas funcionales fi,

g1y hy en el sistema diferencial (3.9) son de tipo Holling. En particular, mostramos que’elyresultado
principal, teorema 3.3 y corolario 3.4, se verifican.
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3.2.1.\_€aso 1: Holling IT con factor miedo k; # 0

Para mostrar diferentes dindmicas que el sistema diferencial (3.9) puede tener, consideremos
R(y) = 1+1—kly> T(2) = 5 +§<22 como los factores que miden el efecto del miedo en los depredadores
y que las respuéstas funcionales fi,¢; y hy sean de tipo Holling II con crecimiento logistico en la
presa.

Sean fi, g1 y M1 las respuestas funcionales tipo Holling II dadas por fi(z) = 25, gi(z) =

T2X — 3Y. , . . ..
st M hi(y) = ) donde 7y, 79,73, mM11, M9y ¥ M3y son pardmetros adimensionales positivos.

En este caso, el sistemagdiferencial (3.9) se convierte en

g‘g:g;(( r(l-%) Yy T2 )’

kiy + 1)(kaz + 1) Compz+ 1 mer + 1

. Yy URY
_ 1 = - , 3.11
y y(( b1+clx) mglyﬂ) (3.11)

4
Z=z28y1— —<—— — |.
2( b2—|—02y—|—03x>

Tomemos los siguientes valores de los pardmetros en el sistema (3.11), de tal manera que se satisfagan
las hipotesis de las proposiciones 3714 3.2.

1 1 3
b=, by=3ky, c1=3, co=2A\s=— o=+,
1 2 2 2 1 2 3 ]{?2 0 k%—i-Qk%
2

1 1 k2
=1, r2= g T3 g m11=m21=§2, m31 =k,
. 864K5 — 1368kT + 576kS — 1368kF L W56k4 —AT4KS + 202 — dky + 1 (3.12)
1= y

ko (1296k§ — 2376k + 1224k§ — 2568k3 + 408k] <. 370k3 + 58k3 — 8ks + 3)
12ky (k3 + 1) (6k3 +1)% (2k4 + 3) (36k4 — 84Kk3 #12k3 — 2k + 1)
r= ’
(K& + 3)? (1206k5 — 2376k] + 1224kS — 2568k3 + 408k —370k3 + 58k3 — 8ky + 3)

El siguiente resultado demuestra que con estos valores de los pardmetpes el sistema diferencial (3.11)
satisface las hipotesis del teorema 3.3, en consecuencia presenta una hifurcacion Bogdanov-Takens.

Teorema 3.5 (Caso Holling II). Si los parametros en el sistema diferencial (3,11) satisfacen (3.12)
y ko € [1.821014, 1.868685], entonces po = (k3, ko, 6ks) es un punto de equilibTio* de coexistencia y el
sistema presenta una bifurcacion Bogdanov-Takens con respecto a los parametros (ki,s2) con valor
de bifurcacion (kyo, S20)-

Demostracion. Mostramos primero la existencia de un punto de equilibrio de cdoexistencia en ().

— 10 _ ___mw . -
Hagamos zg = =% y 1y = 54—, de las férmulas en (3.8), se tiene

Gk (6k3 + 1) (2k3 + 3) (kiks + 1) 2 (6k3 + ky)

by — 3k, 1 — _ |
2o (ki + 3)° YOS G2 0) (6k2 — 2k £ 1)
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° Por lo_ténto, po = (k3, ko, 6k2) , es un punto de equilibrio del sistema diferencial (3.11). Por otra
parte, baje’las asignaciones en los parametros en (3.12), la proposicién 3.2 implica que
864kS — 1368k] + 5T6kS — 1368k3 + 156k4 — 174k3 + 20k3 — 4ky + 1
Ty (1206k5 — 2376k + 1224k — 2568Kk3 + 408k — 370k3 + 58k3 — 8ky + 3)
A32k35 (18k3 + 1) (36k5 — 48k5 + 12k5 — 40k3 + ko — 2)
T (6kZ + 1) (36K — 84k3 + 123 — 2kp + 1) Ay

k1o =

520 =

y la aproximacién lineal J (po(k19, S20) tiene valores propios Ay = Ay =0y
2k2A

(k2 +1)" Ag (62 — 2ky + 1) AgAy’

donde Ag, Ay, Ay v Ag son como en el apéndice B.3.

)\3:

Usando el software Mathemati€a calculamos las condiciones de no degeneracién, las cuales ga-
rantizan la condicién de regularidad, -asi como los coeficientes cuadréticos dados en (3.10) cuyos
valores explicitos son:

186624k1°(T8k3 + 1)° A2A5A;
(k3 +1)° AT (6k3 <2ky +1)° (K + 3)" AJAT
648K3 (18k3 +1)° AyAz A b L44R3 (183 + 1) AsAg

N Bl )T (o) (3 AT

Por 1ltimo, se toman los valores del pardmetro”ksec [1.821014,1.868685], para que los valores
de bifurcacion kig, s90 y todos los parametres asignades-en (3.12) sean mayores que cero, y los
coeficientes cuadraticos ag, by sean distintos/dé) cero, ver figuras 3.1 y 3.2.

<

3.2.2. Caso 2: Holling II con factor miedo ks'= 0

e En esta seccién analizamos el modelo (3.1), cuando en la tasa’de crecimiento de la presa no
se ve reflejado el factor miedo debido a la presencia del superdepredador (esto equivale a ky = 0).
En este caso consideramos el crecimiento logistico de Richards en la.presa [T'W]. Sean fi, g1 v by
respuestas funcionales Holling II dados por fi(z) = -5, gi(z) = 245 v h(y) = T donde
r1,T2,T3,M11,Ma1 ¥ M3 son parametros mayores que cero. Consideramos también un factor en el
crecimiento de la presa Ty(z) = 1 — (%)L para L > 0. En este caso, el sistéma diferencial (3.9) se

escribe como,

2N\ L
. re (1 B (E) > Ty ToXTZ
T = — — ,
k’ly + 1 mi1x + 1 mo1 T + 1
Y y % (3.13)
- 1— ) _ ,
y y (Sl< bl + ms1y + 1)

z
=521 — ——mF— |.
2 ( bQ+02y+ch)
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80

60

400

20+

1.83 1.84 1.85 1.86 183 184 185 1.86

(a) Gréfica del pardmetrosde bifurcacién k. (b) Grafica del pardmetro de bifurcacién sgq.

0.005 -

40

20 Fyg 183 1.84 185 186

/—,Z $20 by

183 184 185 186 ~0.005 -

=20

-0.010+

(c) Gréfica del valor de bifureacion. (d) Gréfica de los coeficientes cuadréticos.

Figura 3.1: Grafica de los valores_ de Jos paramtetros cuando ko € [1.821014, 1.868685] .

Tomemos los siguientes valores de los parametros=éncel sistema (3.13), de tal manera que se
satisfagan las hipotesis de las proposiciones 37175°3.2.

—-1/L
SURECTPUNE: SRR SRS SRS SR ()N (R N
1—167 2_487 1_27 2_37 3_47 0 — A L+7(L+1) )

4
24 3817
T = 1, To = ﬁ’ r3 = ?, mi1 = Myl = 1, ms1 = 394,
y 39 5225473 25058574464 233840(11L + 7)
= — S = —— 5 = -—— ’," =
10759191 °' 7 398160 ° °* T 1300660711 3532111L

El siguiente resultado demuestra que con estos valores de los pardmetros el sistéma diferencial (3.13)
satisface las hipdtesis del teorema 3.3 en consecuencia presenta una bifurcacién, Bogdanov-Takens.

Teorema 3.6. Si los pardmetros del sistema diferencial (3.13) satisfacen las asighaciones en (3.2.2)
y L # Lo = 15.792184, entonces existe un punto de equilibrio de coexistencia pgy.= (;Z, 1, ;’—Z) en el
cual el sistema exhibe una bifurcacion Bogdanov-Takens con respecto a los pardmetres, (kq, s2) con

valor de bifurcacion (kig, S20)-

Demostracion. Primero mostramos la existencia de un punto de equilibrio en €2. Por lo que haciendo
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1.020 |
=50

-100

—-150F 510
1.010
-200F

—250f 1005}

_a00f 183 1.84 185 186

(a) Grafica dela regularidad. (b) Gréfica del pardmetro sj.

800
00
8001
5001
400
3001

2001

1001

1 83 184 185 1.86

(C)«Grafica del pardmetro ro.

Figura 3.2: Grafica de los valores/de los pardmetros para ko € [1.82101, 1.86868].

T1Y0

_ T1Y0 _
20 = yr2= 2(c2yo+c3z0)”’

- de las formulas en la.ecuacitn (3.8) se sigue que
2

b oo 4 en g 233810011L + 7) L 522473
2= QYT Gt TE T e 1L Y o1 T 308160

Por lo tanto, py = (%, 1, %) , es un punto de equilibrio del sisterasdiferencial (3.13). Por otra parte,

bajo las hipdtesis (3.2.2) y la proposicién 3.2 implica que
39 25058574464
= — S =
20191° “*° " 1309660711
y la aproximacién lineal J (po(k19, S20) tiene valores propios
_ 1789813151810701237
102987265466622600

Usando el software Mathematica calculamos los siguientes valores en los pardmétros, los cuales
garantizan la no degeneracion de la bifurcacion de Bogdanov-Takens,

klO

AM=X=0y A3 =

40715264503212095638659328(4247823926368L + 120736501474497)

Do(L) = 67669546736652780787971245653552959375 ’

ao(L) = 16039164263157349515264(4247823926368L + 120736501474497) (3.14)
14823620832665615092594497495177230303

bo(L) = — 450607102869504(9920290555389423661985886339296009491 L — 156663050330006404342030348231520141783) .

76459687388357394882105759337282404987892498253244913
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Noétesesque Dy(L) < 0, ag(L) > 0y bo(Ly) = 0. Por lo tanto, si L # Ly entonces se cumplen las
hipétesis dél teorema 3.3 y el sistema (3.13) presenta una bifurcacién Bogdanov-Takens, ver figuras
3.3 and 3.47

<

Observaciéon 3.7« De 3.1 se tiene que:
1. Si el parametro Ls> Lo, entonces el producto de los coeficientes cuadrdticos ag y bg es negativo.
2. Si el pardmetro L <" Lgyentonces el producto de los coeficientes cuadrdticos ag y by es positivo.

En el caso 1. el sistema pre§enta’ ciclos limites estables que provienen de una bifurcacion de Hopf
supercritica, mientras que en el case 2. los ciclos limites que aparecen son inestables.

3.3. Resultados numéricos

3.3.1. Dinamica complicada Vvia\el maximo exponente de Lyapunov

Ejemplo 3.8 (Caso 1: Holling IF./Para ilustrar el resultado del teorema 3.5, consideramos las
asignaciones hechas en (3.12) y ko =71.8601. Entonces, kiyp = 6.058631, so9 = 10.589253, Dy =
—1.846464, ag = 0.004791 y by = —0.008485. &l punto de equilibrio para el sistema diferencial
(3.11) en el que existe bifurcacion de Bogdanov-Takens es py = (3.459972,1.8601, 11.1606). Sean
sy = 9.360999 y ki = kig — 107, Tomande™una confdicion inicial po + (107*,107%,10™%) se tiene
una orbita que detecta un atractor extrano aculto, ver figuras 3.5d. Las correspondientes series de
tiempo para cada una de las densidades de poblacion se muestran en las figuras 3.5a, 3.5b y 3.5¢.

Ejemplo 3.9 (Caso 2: Holling II ). Para ilustrar el teorema §.5, consideramos las asignaciones
hechas en (3.12) y ke = 1.85. Entonces, k1o = 2.60001, sof" =113.5354, Dy = —6.24912, a, =
0.0035332 y by = —0.006349. El punto de equilibrio en el cual el gistema diferencial (2.10) presenta
una bifurcacion Bogdanov-Takens es po = (3.4225,1.85,11.1).

Del teorema 3.5 y el ejemplo 3.8 se tienen condiciones en los pardinetros del sistema (3.1) que
implican un comportamiento cadtico, lo cual se puede mostrar numéricamiente. En efecto, mediante
los algoritmos desarrollados en [Sa], implementamos una rutina en el software Mathematica que
permite calcular el maximo exponente de Lyapunov al variar los parametros de-bifurcacion (ky, s2),
en una vecindad del valor de bifurcacién (kjg, $20). En este sentido, mostramos-gl siguiente resultado
obtenido en el caso Holling II.

Como antes, definimos la funcién (ki, s2) — MLE(ky, s2) y consideramos 1o§ valores para los
parametros utilizados en el ejemplo 3.8, ya que éstos satisfacen las hipotesis del teorema 3.5. En la
figura 3.6a se muestra que el sistema diferencial (3.9), presenta un comportamiento cabtico ya que
el MLE es positivo para un amplio rango de parametros s, en el intervalo [9.0, 10.6], dond€ k; = ko
y k1o = 6.058631. Méds atn, la figura 3.6b muestra un amplio rango de k; € [5,6.6] y s2 €79.0, 10.6]
para los cuales el MLE del sistema es positivo.
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Sobre la'solucion numérica del ejemplo 3.8, la cual se acerca al atractor, tomamos una condicién
inicial
to ~ (3.45151,1.86069, 11.1572),
para continuar<ta_drbita mucho més cerca del atractor extrano que se muestra en la figura 3.5d.
Usando Mathematiea, calculamos los exponentes de Lyapunov (Ly, Lo, L) asociadas a las trayectoria
en el intervalo de ti€mpo [992000, 996000], ver figura 3.7. En particular, los exponentes de Lyapunov

asociados al atractor_extrano son L; ~ 0.002182, L, ~ 0.001334 y L3 ~ —10.1159. Por lo tanto,
MLE(kyp — 1074,9.360999) ~~ 0.002182.
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(a) Gréfica del coeficiente cua
L € [0.1,1000].

ico,ag, para (b) Gréfica del coeficiente cuadratico by, para
(9 L € [0.1,1000].

)
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(c) Gréfica de los coeficientes cuadraticos paro (d) ca  de la regularidad para
L € [0.1,100]. L € [0.1{1000].
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Figura 3.3: Grafica de los valores de los parametros para L > O.%
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Figura 3.4@1‘1(5& de los coeficientes cuadraticos para L > 0.
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Figura 3.5: Series de tiempo y trayectoria con condicién inicial py + (1074, 1074, 107%) (@detecta
un atractor extrano.
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Figura 3.6: Maximo exponente yyapunov variando los parametros k; y ss en el caso Holling
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Figura 3.7: Caso 1 Holling II-II-II: exponentes de Lyapunov para la trayectoria mostra@ a figura
3.5d, la cual corresponde al ejemplo 3.8.
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Capitulo 4
Bifurcacion cero-Hopf en un modelo
intragremial

En este capitulo retomamos el{modelo intragremial (3.1) con Ry = raRyT:(y)T2(z) y demostra-
remos que el sistema exhibe una bifurcacion cero-Hopf. Explicitamente el sistema a estudiar es el
siguiente:

. reRy(x)
P ) o)

j= s — L) 2y, (4.1)
= t)

b1 + az

2
Z2=89z |1 =mp——=— | .
2 ( b2+02y—|—63x)

Debido a la naturaleza de la bifurcacién cero-Hof, la“dindmica encontrada para este sistema es
mucho mas variada a diferencia de la que se ebtuvo con J@ bifurcacion de Bogdanov-Takens, pu-
diendo encontrarse ciclos limite, 6rbitas homoclinicas, toros mmyariantes y atractores cadticos. Los
parametros donde buscaremos bifurcacién cero-Hof son ¢; que_e§-el aprovechamiento que se obtiene
de consumir la presa por el depredador y k; que es el nivel de miede, que refleja el depredador sobre
la presa.

El resultado principal en este capitulo es el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Ezxisten condiciones en los pardmetros bajo las cuales el sistema diferencial (4.1)
sufre una bifurcacion cero-Hopf con respecto a los parametros (cq, ky).

Verificaremos las hipdtesis del teorema 4.1 usando respuestas funcionales tiper Holling y creci-
miento logistico generalizado para la poblacién presa. Ademas, garantizaremos la coexistencia de
las tres poblaciones por medio de conjuntos limites estables, como puntos de c@existencia, ciclos
limite, toros invariantes y atractores extranos. Finalmente, mostraremos el comportamiento cadtico
mediante el calculo de los maximos exponentes de Lyapunov para una amplia gama d€ yalores de
parametros.

29
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4.1. “Fxistencia de un punto de equilibrio

La derivad@ en un punto arbitrario p = (x,y, z) del campo vectorial que define el sistema (4.1)
esta dada por

rRo(z)— (k1 y+1)(k22+1)(yf{ (z)+zg{ (z))+7‘zR6(z) kirz R (x)

kaorzRo(x)
(agp 1) (kg =+ 1) ~1(®) = T (ka0 ~91(2) ~ G D a2
— E 2
Ip = Bader ) ~htes 1= 2 (h(y) + b () ~yh() - (42)
C3522 625'222 80 — 2s0z
(b2+e€3xHcoy)? (b2+c3z+cay)? 2 b2+4czx+cay

El primer paso para el anélisis dindmico es garantizar la existencia de un punto de equilibrio con
entradas positivas, esto es establecida por el siguiente resultado

Proposicién 4.2. i

1 1
by = —cszo — cayo + 70, = (k1yo +1)(k2z0 + 1)(yo f1(z0) + 2091(900))7 s — zoh1 (yo) (b1 + C1cco)7 (4.3)
zoRo(z0) yo(b1 + 170 — yo)

donde xo, Yo, 20 > 0, by + c120 — yo > 0 y'<c3xo — cayo + 20 > 0, entonces po = (o, Yo, 20) € 2 €s un
punto de equilibrio para el sistema diferencial (4.1).

4.2. Condicién necesaria

De las hipétesis hechas en la proposieion 4.2 § lasexpresion (4.2) se tiene que Jy,, es

M _ 2kiyof1(zg)+ fu(®o)+k120 galamo) _ kayofi(z0)+2k2z091(z0)+g1(z0)
o a0) (b 290) e utti) 2
c z 1 +cixo— Z
(b1+C1§c?fB(ng-cT;o—yo) ; (bi+0cwgiyoo)yt + — 20/ (yo) —h1(yo) ’ (4.4)
Cc352 C259 —S52
donde
@ My = yo.f1(z0) + 2091 (z0) — @0 (yo fi (zo0) + 209} (o)) N @o fiwo) + 2091 (x0)) Ry (o)
T Ro(wo) '

Para el anélisis del modelo (4.1), suponemos que las respuestas funcionales satisfacen las sigui-
entes condiciones en las entradas del punto de equilibrio pg = (¢, Yo, 20) (ver proposicién 4.2). Esto
se basa en las ideas usadas en | |, de hecho, supondremos que z§, ygrSatisfacen

i) Simplificacién a través de las respuestas funcionales.T (SRFI): Supongamos
que f1(zo), 91(20), h1(yo) > 0y

fi(zo) = 2z fi(20), g1(x0) = 22091 (x0) ¥ h1(yo) = 2y0M; (o),

ii) Simplificacién a través de las respuestas funcionales II (SRFII):

f{(ifo) = hl(zyo) y gi(xo) = _h1(2y0)7

iii) Simplificacién mediante el crecimiento de la presa (SCP):
suponemos que Rj(xg) < 0y Ro(xo) = —xoRj(x0).
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Por lo tant6, bajo las condiciones de simplificacion SRFI, SRFII y SCP, tenemos que J,, se
convierte en

20 (k1 (2yo+20)+1)AR zo(k 2z0)+1)hR
3o+ ()~ BRI st )

2c1y320h] (yo) (brte1wo—3yo)20h] (yo) /
(b1+614v0§(b1+161wo—y0) bi+e1zo—yo ' —2y0h4 (o) ' (4.5)
C389 C989 —52
con polinomio caracteristico P(\) = =A% + A3A? + A1\ + Ay cuyos coeficientes son
AOO

0= 2(k1y0 + 1)(/€220 + 1)(b1 + Clxo)(bl +cixg — y0)7

1 All
A1 = =i <
1=5 1(%0) (k1yost 1) (b1 + c170) (b1 + c10 — Yo)
+ 52 <Zo(b1 +€126 — 5y0)

2czzo (k2 (yo + 220) + 1)) )
b1 + 1™ Yo ’

kozo +1
A, — R (yo)(20(br + ér 29— 5y0) — yo(by + c120 — Yo))
? 2(b"Fero — o)

— (deg + Dyo —

— 52,

donde

Aoo = s2h (y0)? ( — 2c2y5 (ki) (ko zo B 1) (b1 + c120) (b1 + c1mo — yo)

— 2¢2y020(k1yo + 1) (k220 H1).(b1 + c120)(b1 + c120 — Yo)

+ 2¢1 32220 (k1yo + 1) (b1 + crza) (ka2 (yo 472200+ 1)

+ 4ezwoyo(kazo + 1) (b1 + c120) (kid2yo + 20) F 1)(b1 + c120 — vo)

+ 2b1cszxozo(k1yo + 1) (b1 + c1zo) (K2 (Yo + 220) A1)

— 6csoyozo(k1yo + 1)(b1 + crzo) (k2o + 220) + &)

—3y2z0(kryo + 1) (kazo + 1)(b1 + c120) oF c12028 (kigortal) (kazo + 1) (b1 + c120)

+ b125 (k1yo + 1) (kazo + 1) (b1 + c120) — 3025 (k1yo + Liikazo + 1)(b1 + c120)

+ c1zoyozo(k1yo + 1) (k220 + 1) (b1 + c120) + biyozo(k1yoe 1) (k220 + 1)(b1 + c120)

— dereazoyzo(kryo + 1) (k2 (yo + 220) + 1) — derzoys 2o (ko 27t 1) (k1 (240 + 20) + 1)),
A1 = 2o} (o) (b3 (k1o + 1) (yo + 20) + b1 (k1yo + 1) (yo + 20)(2c126"™— Byo)

+ crzo(crzo(k1yo + 1) (yo + 20) — yo(yo(11k1yo + Th1zo0 + 7) + 32’0))).

Consideramos la aproximacion lineal como una matriz dependiente de_dos pardmetros pu =
(c1,k1). Necesitamos valores en los parametros para los cuales Ay = As"= 0 y la factorizacién
del polinomio caracteristico sea P(\) = A(A* + w?), con wi = —A; > 0. Pataybener esto, primero
resolvemos Ay = 0 con respecto al pardmetro k; y por lo tanto obtenemos queg(cy, k1p) = 0, con
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el valor'delpardmetro dado por kjy = E—(l)fl), donde

Eoo 2 =7 (2c3m0 (3kayozo + 2ka23 + 2y0 + 20) — (k220 + 1) (yo + 20) (2290 — 20))
F b (yo (2e3z0 (5kayozo + 6ka2g + 2yo + 320) — (k220 + 1)(yo + 20)(2c2y0 — 320))
— 2cqip)(2c320 (3kayozo + 2ka2g + 20 + 20) — (k220 + 1) (3o + 20) (2c2y0 — 20)) )
+ c1zofdo (2c2y0 (k2yozo + 3ko2g — yo + 20) + 2¢370(yo(5kazo + 2) + 320(2k2z0 + 1))
+ 2zo(k2zoF L) (Tyo + 320)) — 120 (2031'0 (Bkgyozo + Qszg + 2yo + zo)
— (k220 + 1) (@65+020) (2c210 — 20)) ),
E11 = yo (b3 (2c3zd(yelBhazo + 4) + 20(4kazo + 3)) — (k220 + 1) (yo + 20)(2c2y0 — 20))
+ b1 (2c120(2c320(y50kaz0 + 4) + 20(4dkazo + 3)) — (k220 + 1)(yo + 20)(2¢2y0 — 20))
+ yo((k2z0 + 1) (yo & 20)(2c2y0 — 320) — 2¢c3x0(yo(Thazo + 4) + 20(8k220 + 5))))
+ c1mo (e1z0(2c320 (yol5kazo + 4) + 20(4kazo + 3)) — (k220 + 1) (o + 20)(2c2y0 — 20))
— Yo (202y0 (k:gygzo + 3k2z3 =40 + zo) + 2c320(yo(Thazo + 4) + 20(8k220 + 5))
+ 2z0(kazo + 1)(11yo + 7,20)))).

Notamos que kjp depende de ¢, es/decir, kig(cp). Por otro lado, considerando el coeficien-

te Ay en el valor (c¢y, ko), tenemos que_As(cy, k1o) = 0 siempre que ¢; = c¢yo, donde ¢p =

by (20— —520))1, (y0)+252 (Yo —b S . .
(b1(z0=v0) +yo(go—520))h (W) +2s2(u0=b1) Py |5 tanto, obtenemos la factorizacién deseada si v solo si
x0(yo—=z0)h} (yo)+2s220

Ao(po) = Aa(po), donde g = (Cho, H15)5 con Clhgf= c1o y Kio = kio(c10)-
Usando la notacion anterior, resumiios estos#esultados en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3. Sea pg = (Cho, K1) =Sie—A1 (Cig5 K10) > 0, Cho, K19 > 0, donde o, yo, 20 son
numeros reales positivos, entonces los valoges propios’dela aprozimacion lineal Jy, (o) son

)\ - O, )\ - ii\/—Al(Clo, KlO)-

4.3. Simplificaciéon del modelo intragremial

Supongamos que se cumplen las hipdtesis de la proposicién 4.3¢ Con el objetivo de simplificar
nuestro analisis hacemos

205220 — 491 (yo) 23 ~ —3609h] (y0)z0 — 1398083 11z

1T 9(20082 — 90, (yo)z0)” 2 560s3 — 1484K, (yo)zo LNV° 1122’ (4.6)
. _ 190100020 + 560000 W (o) 2
= N S = s = —.
27 5723928 + 95028528 2 WO =g

De las condiciones en (4.6) tenemos que los valores del parametro py = (Cio;a46) son

oo _ 20(4920 = 20) - z0(z0(=0(3033667z0 + 49697325) + T9096000) — 96514000) 36960000
10 S00(920 —20) T 0T 1020 (1320 + 460)(1901z0 + 560) '

223

Sea zy = Por lo tanto, de las condiciones (4.3) se tiene que r, s; y by deperidén de c¢; y k,

100°
luego se tienen los valores de bifurcacion haciendo ¢; = Chg y k1 = Kip:
. A1104921  11246984424463560622460970121521 7 (225 8927 223
207 1832880007 T 568823027042959802987000000000 20 Ry(zo) T ° T 892 {1000/

+ iThenticate Pagina 80 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 81 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

4.4 Resultado principal 63

Més aun, dé (4.6) tenemos que todos los parametros son positivos y estdn dados por

,_ logo721 734269 2453
= —— = Co = Copr = ——
! PR T 91644 T 11200

4.
14000 (4.7)

0 479923000000000 B B . 593
Y 2 1905356054748899° | 10» 1= 810, S2= 14 .

1000

Dado que asumimos gue v v 2o son valores fijos, debemos suponer que estos valores permiten
que la condicion SRFI"para h; siga siendo cierta, es decir, suponemos que

223 223 223
| —)==—h | —|. 4.8
! <1000) 500 <1000> (4:8)
De las simplificaciones de supuestos generales SRFI, SRFII y SCP para fi,91 y Ry siguen

siendo ciertas para las condiciones'deos pardmetros en (4.7). Por lo tanto, bajo las condiciones del

, . — 1990721 _ 76729387200665647
pardmetro en (4.7) y (4.8) se tiene Ghg &= 1200070 Y 1510 = 5533300315271000 -

Ahora, supongamos que se cumplendlas asignaciones de pardametros (4.7), en consecuencia el
sistema diferencial (4.1) se convierte en:

11246984424463560622460970121521zh) (222) Ro(x)

T 568823027042959802987000000000 z¢ (113923000000000= 1 1) (k; 1y + 1) Ry (o)

—yfi(z) — zq1(x) = Gu,

8927h (2 (1 - 4y'7—r>
1 (3560 c1yo+ 199072 zh1(y)

j= A gl 4.9
=y 2000 y $ (4.9)
223 2
z':zh’l()<1— >=G3
2453 734269 41104921 ’
1000 1120050 + 91644y + 183288000

donde (ci1, k1) varfa en una vecindad pequena,de (Cig, K49) en el plano Rguku' Luego, se tiene

que pg = (930, %, %) es un punto de equilibrio del sistema diferencial (4.9) si y solo si (¢11, k11) =

(0107 Kl[))-

4.4. Resultado principal

De la simplificacion anterior del modelo intragremial en la seccion 4.3 y.a proposicién 4.3, se
sigue el siguiente resultado,

Corolario 4.4. Si las condiciones del pardametro en (4.7) y (4.8) se cumplén,yeéntonces el sistema

- ' - : > _ 1990721 76720387290665647
diferencial (4.9) tiene valores de bifurcacion en Cg = K10 = 55330031 5271900

\*.J) tene 14000z’
de la aproximacion lineal Jp, (1to),

y valores propios

A=0, A= *tiwg,
donde

501166761802996374402167 h' ( 223 )
77931110497073281 1 \1000

6000

Wo = \/—Al(Cm,Klo) = \/
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Enseguida, caracterizamos la condicién de regularidad para la bifurcacién cero-Hopf. Conside-
remos el campo vectorial G(z,vy, z, c11, k11) = (G1, G2, G3) definido por el sistema diferencial (4.9).
Usando la traza,y el determinante

T(2,y, 2, c11, k1) LT (Di@y ) G(2,y, 2, c11, k1)), 0(x,y, 2, c11, k1) = Det(Dgy o G(2,y, 2, c11, k1))

definimos la aplicatiéu-R = (G, 7,0) .
El determinante delladerivada en (pg, Cho, K10) de la aplicacién R es calculada usando el software
Mathematica y su valor es

a0

= 4.10
76628486569661744608876082776614954057368924249430786739200000000000 R (o)’ (4.10)

Dy

donde

a0 = 286271962833022714029k (10)” (Rp (o) ( — 2008, (o) (01)
— 7298791 (o) (1358804271740342865953568320739195024¢ ( f{ (w0) + 10} (20))
+ 523909732632815456485069068284588236971', (y0)) )
— 1584x0h’, (y0) (6887240993427567435134197863700020311959A7 (yo)
+ 1238140952197463215228373868886646314539751, (o)) Ry (20) ).
o1 = 89146148558217351496442918559838534646862 ( f1 (20) + 104} (20))
+ 1762179781046044100837952606643487205056897H/, (/o).

223

o0+ Resumimos estos calculos-en.el sigtiiente resultado.

con Yy =

Proposicién 4.5 (Condicion de regularidad)e”Si las hipétesis del corolario 4.4 se cumplen, entonces
la aplicacion R es reqular en (po, Cro, K10) si*yrselo si Dy.# 0.

Prueba del teorema 4.1. De las féormulas de Guckenheimer=Kuznetsov [1], podemos calcular las
condiciones no degeneradas de la bifurcacién cero-Hopf por medio de las cantidades So, 6y, Eqy (ver
apéndice C.1). Luego del corolario 4.4 se establece que la aproximacion lineal Jy,, tiene valores
propios 0 v +iwy. La proposicién 4.5 permite determinar la regularidad de la aplicacién R en
(po, C1o, K19). Por lo tanto, tenemos que bajo las hipdtesis (4.7) y (498) si Do, So, 6o, Ey son todos
numeros reales distintos de cero, entonces se completa la demostracién’ del teorema 4.1. |

4.5. Aplicaciones para respuestas funcionales Holling

En esta seccién, ilustramos el teorema 4.1 usando respuestas funcionales Holling.

4.5.1. Caso 1: Holling I1I-II-11

Consideremos las respuestas funcionales f1,g; y h; Holling tipo II,

fi(z) hi(x)

B e1xr
N dll’ + 17

B €2
N dQ!L’ + 1’

N €3
N d3.’L’ +1

g1(x)
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y el creeimiénto logistico de Richards rzRy(z), donde Ry(z) =1 — £1.

Ry
Los valores de los parametros
1 1000
dl :d2: s d3: WS, €y = €4, 63:261, Rl = (L.Z'OL+£COL)1/L, L>0. (411)
Lo

satisfacen las condiciones SRFI, SRFII y SCP determinadas en la seccion 4.2. Las asignaciones
hechas en (4.7) se congierten en

,, _ 1990721 241104921 734260 2453 ~479923000000000

714000 0 2 TLI83288000° 2 916447 0 11200m, 2 1205356054748899’
11246984424463560622460970121521 ¢, (L + 1) 8927¢, el

T = S1 = S9 = —

1137646054085919605974000000000 L ’ 4000 ’ 2
Por lo tanto, las cantidades para lascondicion de no degeneracion de la bifurcacién cero-Hopf son

31489915911632498639¢] N1 7o

Dy = —
0 49042231404583516549680692977033570596716111519635703513088000000000
o 110003 N5
2007 950075019978199758200693915489877193899729
o 210103745377526926233096175¢, N Mg . (31252 Ng N3 No + NsNs)
011 — Nlo ) 0 — 44000(./\/'2)3 0 — N’? )
donde NV, ..., Njp son como en apéndiee C.2.

En consecuencia, las hipotesis del teorema 4.1 sényélidas. Existe un valor Ly ~ 0.270654, para el
cual Dy se anula, en consecuencia se pierde lasregularidadde la aplicacién R, y a su vez se degenera
la bifurcacién cero-Hopf, ver figura 4.1.

1.x10~10

- -11
10 2
I X L”

0.2
-5.x10"11F
-1.x10~10F

~15x10"10F

-2 x10"10F

~25x10710F
Figura 4.1: Grafica de la regularidad para el Holling II-TI-H.

Asi, las hipotesis del teorema 4.1 son validas. Lo cual resumimos en el siguienteyresultado.

Teorema 4.6 (Holling-1I-1I-1I). Ezisten condiciones en los pardmetros bajo las ‘euales el siste-
~ ~ ~ e _ 223 223

ma diferencial (4.1) presenta una bifurcacion cero-Hopf en py = (xo, 15067 ﬁ) con respecto a los

1990721  76729387290665647

140000’ 5233309315271000

pardmetros (c1, k1) en el valor de bifurcacion (cio, k1) = ( . En“este caso,

SQZI,'00<OSiL>Oy€1>O.
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Noteseg€n este caso, dado que Sy = 1y 6y < 0, hay ramas en el espacio de parametros donde las
bifurcaciones de Hopf sub y supercriticas se manifiestan como también la destruccién heteroclinica
del toro (cf#Guickenheimer—Kuznetsov [G1<]), cuando L > 0y e; > 0.

Simulacién numérica para el caso 1: Holling II-TI-11

De acuerdo al teorema 4.6, tenemos que los parametros libres en el sistema diferencial (4.9) son

e1, Ly xg. Sean e =0.5,"L = 1 y g = 1, entonces los valores de bifurcaciéon son c;g = 1?288(2)1 R
142.194357 y k1o = 7562223933&221950267615060%7 ~ 14.661733. El punto de equilibrio de coexistencia en el que se

presenta la bifurcacion céfo-Hopf es po = (1, s, 223).

A continuacién mostrames.varias simulaciones numéricas en las que se muestran diferentes tipos
de conjuntos w-limite, como 6rbitas periddicas, toros invariantes, érbitas homoclinicas y atractores
extranos.

Ejemplo 4.7 (Orbita periédica). \Sedn ¢, = 142.194 y ky = kyo— 1075, donde kio = 14.661733. To-

mando la condicion inicial qo = (1 45, % + €, % + 8) , con e = 1072, se obtiene una trayectoria

tendiendo a una orbita periodica, véase la figura 4.2d. Las correspondientes series de tiempo para
las densidades de poblaciones se muestranen las figuras 4.2a, 4.2b y 4.2c. Ademds, los puntos de

equilibrio y su dindmica local se muestransensel cuadro 4.1.

’ Puntos de equilibrio r; I\/alores propios de J,, ‘ Dindmica de r; ‘
ro = (0,0,0) X1, = 9.88619, A\p= 1.11587, Ag = 0.25 Fuente
r; = (0,0,0.224264) Xj =8.963660,45 = 0.891611, A3 = —0.25 Silla
ro = (2,0,0) A —9.88619, Xo =1.11588, A3 = 0.25 Silla
r3 = (1.97183,0,0.656131) Ao =\—T7:65184, Ay =90.459744, A3 = —0.252962 Silla
r, = (1.00032,0.222977,2.22988) | A12 = 0,000701 + 0.10530%i, A3 = —0.001707 Silla
r; = (0.99968,0.223023,2.23012) | A1 = —0:000689 + 0.10608%i2)3 = 0.001683 Silla
r¢ = (0,0.294603, 2.58468) A1z = 0.190746 + 0.244905i, M§ = —0.523716 Silla
r; = (0,142.194357,0) A1 = —71.0924, Ao = —1.11588¢X3 =,0.25 Silla

Cuadro 4.1: Dinamica de los puntos de equilibrio para los pardmetros.c; = 142.194 y
ki = k1o — 107° del ejemplo 4.7.

Ejemplo 4.8 (Toro invariante). Sean ¢, = 142.1977 y ky = k1o — 107°, "donde k19 = 14.661733.
Tomando la condicion inicial ¢y = (1 + €, % + €, % + 5), con € = 1078, obteremos una trayecto-

ria acumuldndose en un toro invariante, véase la figura 4.3d. Las correspondientes series de tiempo
para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.3a, 4.3b y 4.3c. Ademads, los puntos
de equilibrio y su dindmica local se muestran en el cuadro 4.2.

Ejemplo 4.9 (Orbita homoclinica). Sean c¢; = 142.1974 y ki = k19— 107%, donde k1o =A4661733.
Tomemos una condicion inicial ¢y = (1 + €, % + €, % + 6), con € = 107!, obtenemos una tra-

yectoria tendiendo a una orbita homoclinica, véase la figura 4.4d. Las correspondientes series de
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1.0004 0.22303
0.22302
% 1.0002 E
bl 5
E g 0.22301
.s-; 1.0000 -g 0.22300
3 -
2 3 022299
@ 0.9998 2
e 8 0.22298
0.9996 0.22297
99500 99600 99700 99800 99900 100000 99500 99600 99700 99800 99900 100000
Tiempo Tiempo
(a) Serie de tiempo parala poblacién presa. (b) Serie de tiempo para la poblacién depreda-
dora.

1.0004
%
:g 1.0002
3
2 1.0000
8
-
b
% 0.9998
a
0.9996
99500 99600 99700 99800 99900 10000¢
Tiempo
(c) Serie de tiempo para la poblacién @uperde- (d) Trayectoria tendiendo una érbi-
predadora. tagperiddica.

Figura 4.2: Series de tiempo y trayectoria con condicién inieiéldgg + (107,107, 107?) que converge
a una Orbita periddica.

tiempo para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.4a, 4.4b y 4.4c. Ademds, los
puntos de equilibrio y su dinamica local se muestran en el cuadro 4.5.

Ejemplo 4.10 (Atractor extrano). Sean c¢; = 142.1972 y ky = k19 — 1075, donde k1o = 14.661733.
Tomemos una condicion inicial qo = (1 + €, % + €, f—gg + 8) con € = 107 se obtiene una trayec-
toria que se acumula en un atractor extrano, véase la figura 4.5d. Las correspondientes series de
tiempo para las densidades poblacionales se muestran en las figuras 4.5a, 4.504) [ybc. Ademds, los

puntos de equilibrio y su dindmica local se muestran en el cuadro 4.4.
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’ Puntos“de equilibrio u; \ Valores propios de u; \ Dindmica de u; ‘

uy = (0;040) A1 = 9.88619, A2 = 1.11587, A3 = 0.25 Fuente
u; = (2,040) AL = —9.88619, A2 = 1.11588, A3 = 0.25 Silla
uy = (0,0,0:224264) A1 = 8.96366, Ao = 0.891611, A3 = —0.25 Silla
uz = (0, 14270.494357,0) Al = —71.0924, Ao = —1.11588, A3 = 0.25 Silla
= (0,0.294603,2.58468) A1 = —0.523716, Aa.3 = 0.190746 = 0.244905i Silla
= (1.97183,0,04656131) Al = —7.65184, Ao = 0.459744, A3 = —0.252962 Silla
= (1.06806, 0.217774,2.20303) | A1,2 = 0.000701 + 0.1053044, A3 = —0.001707 Silla
u7 = (0.929425, 0.227779, 2.25283) | A1,z = —0.000689 + 0.106039i, A3 = 0.001683 Silla

Cuadro 4.2: Dindmica de los puntos de equilibrio para los pardmetros ¢; = 142.1977y k; = kip—107°
del ejemplo 4.8.

’ Puntos de equilibrio q; \ Valeres propios de Jg, \ Dindmica de q; ‘
qo = (0,0,0) A1 = .88619, Ao = 1.11587, A3 = 0.25 Fuente
= (0,0,0.224264) X1 = 8.96366, A2 = 0.891611, \3 = —0.25 Silla
= (0,142.194357,0) XM= 710924, A0 = —1.11588, A3 = 0.25 Silla
=(2,0,0) A2=9.88619, )= 1.11587, A3 = 0.25 Silla
= (0,0.294603, 2.58468) | A= H0.523716;2%,3 =0.190746 =+ 0.2449054, Silla
= (1.97183,0,0.656131) | a1 = £7.65184, \o ' 059744, A3 = —0.252962 Silla

Cuadro 4.3: Dindmica de los puntos de equilibriopara lospardmetros ¢; = 142.1974 y ky = ko—107°
del ejemplo 4.9.

] Punto de equilibrio p; \ Valores propios de J,. \ Dindmica de p; ‘
po = (0,0,0) A1 = 9.886190, Ao = 1.115870, A3 =(0.25 Fuente
p1 = (0,0,0.224264) A1 = 8.96366, Ao = 0.891611, A3 = —0.25 Silla
p2 = (2,0,0) A1 = —9.88619, A2 = 1.11587, A3 = 0.25 Silla
ps = (0,0.294603, 2.584681) A1 = —0.523716, Ay 3 = 0.190746 + 0.244905¢ Silla
ps = (0,142.194357,0) A1 = —71.0924, Ay = —1.11588, A3 = 0.25 Silla
ps = (1.971833,0,0.656131) A1 = —7.65184, Ay = 0.459744, A3 = —0.252962 Silla
= (1.000047,0.222997,2.229983) | A1,z = 0.000102 + 0.105609i, A3 = —0.000249 Silla
= (0.999953, 0.223003, 2.230017) | A1,z = —0.000102 + 0.1057184, A3 = 0.000249 Silla

Cuadro 4.4: Dindmica de los puntos de equilibrio para los pardmetros ¢; = 142.1972 y k{'=)k1o—10~°
del ejemplo 4.10.
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0.22310

0.22305

0.22300

0.22295

Densidad de poblacion P
g
8

0.9990

Densidad de poblacion MP

0.22290
0.9985

7, )
97000 97500 98 0 99000 99500 100000 97000 97500 98000 98500 99000 99500 100000
iempo Tiempo

(a) Serie de tiempo a poblacién presa. (b) Serie de tiempo para la poblacién depreda-

O dora.
X
1.001 1.000 0999
I

i

i
97000 97500 98000 98500 99000
Tiempo

2.2306

2.2304

2.2302

2.2300

2.2298

Densidad de poblacion SP

2.2296

2.2204

a%erde— O‘d) Trayectoria tendiendo a un Toro

(c) Serie de tiempo para la poblacidn

predadora. ariante.

Figura 4.3: Series de tiempo y trayectoria con eehdicién i@d po + (1078,1078,107%) que detecta
un toro invariante. ‘

4.5.2. Caso 2: Holling ITI-II-III (}')
Consideremos las respuestas funcionales fi, g y hy, Q

2
fl (:L’) e1xr €2 @

RENCESE g1(x) = oz + 1 hi(y) = W

y el crecimiento logistico de Richards rzRy(x), donde Ry(x) =1 — 4

i
Los valores de los parametros ' 6
3 1 3000000 QD
di=, dy=—dy= 2= o= L0 )

22’ o 19729 0 T T2 O
2000e; g 1/L
€5 = oo Ry = (Laf+ )", L>0, O (4.12)

satisfacen las condiciones SRFI, SRFII y SCP determinados en la seccién 4.2. Las asignaciones

+ iThenticate Péagina 87 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 88 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 70

Densidad de poblacién P
° b :
o
Densidad de poblacion MP

g AL % AT

99000 99200 99400 99600 99800 100000 99000 99200 99400 99600 99800 100000
Tiempo Tiempo

(a) Serie de tiempo para la‘peblacién presa. (b) Serie de tiempo para la poblacién depredadora.

100

M e

99000 99200 99400 99600 99800 10000g,
Tiempo

Densidad de poblacién SP

o
=]

(c) Serie de tiempo para la poblacién superdepreda- (d) Trayectoria detectando una
dora. orbita homoclinica.

Figura 4.4: Series de tiempo y trayectoria con condicién inicialgyt (1071, 1071, 107!) que converge
a una 6rbita homoclinica.

hechas en (4.7) se convierten en

,, _ 1990721 _ 41104921 734260 2453 ¥ 479923000000000
714000 0 P T 1832880007 2 916447 ° T 11200m° ° 1205356054748899°
11246984424463560622460970121521 ¢, 220
7’:
A
2275292108171839211948000000000 (1 b ((La:g 4y L) )
. 892761330 . €120
LT Tgoo0  PT T4

Por lo tanto, los valores para la condicién de no degeneracién de la bifurcacién cero-Hopf son
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O 0.222997

0.222997

L N

0.222997
1.00005

0.222997

0.222997
1.00004

0.222996

Densidad de poblacion P

Densidad de poblacién MP

0.222996

1.00004

)y
0.222996

997000 997500 998000 500 999000 999500 1x10° 997000 997 500 998000 998500 999000 999500 1x10°
Tiempo Tiempo

(a) Serie de tiempo @a poblacién presa. (b) Serie de tiempo para la poblacién depreda-

O dora.

1.00005

i

' il
'l
1.00004 100005  1.00005

!

(c) Serie de tiempo para la poblas+su erd e( (d) Orbita detectando un atractor
predadora. / trano oculto.

Figura 4.5: Series de tiempo y trayectoria C(%dici '@cial po + (1072,1072,107%) que detecta

un atractor extrano.

1.00005

1.00004

Densidad de poblacion SP

1.00004

997000 997500 998000 998500 1.00004

Tiempo

_ 2862719628330227149¢7 (M) G — 2875eQx0
0= Mo 7200 T 9500750199781997582006939 15489877193899729

210103745377526926233096175e1 (Ma4)xo Mg
011 = M- , 6y =

donde My, ..., My son como en el apéndice C.2. Existe un valor L —}1 48948 para el cual

Dy se anula, en consecuencia se pierde la regularidad de la aplicacién R, y éz se degenera la

bifurcacién cero-Hopf. En consecuencia, las hipdtesis del teorema 4.1 son valida: to lo resumimos

en el siguiente resultado. @
Teorema 4.11 (Holling-III-II-111). Exzisten condiciones en los pardmetros, bajo las s el siste-
ma diferencial (4.1) presenta una bifurcacion cero-Hopf en py = (mo7 %, f—gg), con to a los

y - y _ (1990721 76729387290665647
pardmetros (c1, k1) en el valor de bifurcacion (cio, k1) = (14000900, 5233309315271000). En ’te caso,
So =1;6y<0, st L>0ye >0.
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Del teoréma 4.11, dado que So = 1y 8y < 0, existen ramas en el espacio de parametros donde las
bifurcaciones de Hopf sub y supercriticas se manifiestan, como también la destrucciéon heteroclinica
del toro (cf#Guickenheimer—Kuznetsov [G1<]), cuando L > 0y e; > 0.

Simulacién numérica para el caso 2: Holling ITI-TI-111

De acuerdo al teorema 4.11, los pardmetros libres en el sistema diferencial (4.9) son ey, L y .

Fijamos e; = 0.5, L= lry xp = 1, en consecuencia los valores de bifurcacién son c¢1g = 1?28531 ~

142.194357 y kig = 756222393%897321950267615060407 ~ 14.661733, cuyo punto de equilibrio de coexistencia en el que
223 223)

existe bifurcacion cero-Hopfes pg = (1, 15067 100
Enseguida mostramos algunas simulaciones numéricas, obtenidas con pardametros en una pe-
quena vecindad del valor de bifurcacion cero-Hopf, donde se muestran diferentes tipos de conjuntos

w-limite, como Orbitas periddicas, téros invariantes, érbitas homoclinicas y atractores extranos.

Ejemplo 4.12 (()rbita periédica).ySean.c) = 142.194321 y ky = kyo— 1075, donde kyo = 14.661733.

Tomando la condicion inicial qp = (1 4 e, % + e, % + &?) , con € = 1077, se obtiene una trayec-

toria tendiendo a una orbita periodicay véase la figura 4.6d. Las correspondientes series de tiempo
para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.6a, 4.6b y 4.6¢c. Ademds, los puntos

de equilibrio y su dindmica local se muestran=en el cuadro 4.5.

’ Puntos de equilibrio p; J Valoreg propios de Jy, \ Dindmica de p; ‘
po = (0,0,0) M = 4.943095, Ap— 0.557938, A3 = 0.125 Fuente
p1 = (2,0,0) A1 =+"4.943095 X53=0.557937, A3 = —0.125 Silla
p2 = (0,0,0.224264) A1 2481828, Noe 0557937, A3 = 0.125 Silla
ps = (0,0.317874,2.771130) A1l = 07277612, Ao = 01204346, A3 = 0.069187 Silla
ps = (0,142,0) A1 = —07857938, Ay = 0.125) A3 = —0.00237 Silla
ps = (0.000033, 142.199096, 0) A1 = —0.557937, Az = 0.125), A= —0.00237 Silla
ps = (0.999729,0.22302, 2.230097) | A12 = —0.000375 + 0.05292%, A= 0.000899 Silla
pr = (1.000271, 0.22298, 2.229903) | A1,2 = 0.000378 + 0.052751i, Ax/=,~0.000906 Silla
ps = (1.971833,0,0.656131) Al = —3.82592, A2 = 0.557938, \s'= —0.126481 Silla

Cuadro 4.5: Dinamica de los puntos de equilibrio para los pardmetros er= 142.194321 y
ki = k1o — 107 del ejemplo 4.12.

Ejemplo 4.13 (Toro invariante). Sean c; = 142.197765 y k1 = kio — 107>, donde k1o = 14.661733.
Tomando la condicion inicial qo = (1 + e, % + ¢, % + 5), con € = 1077, obtenemos una trayecto-
ria acumuldndose en un toro invariante, véase la figura 4.7d. Las correspondientes sefies de tiempo
para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.7a, 4.7b y 4.7c. Ademas;Nos puntos

de equilibrio y su dindmica local se muestran en el cuadro 4.6.
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(c) Serie de tiempo para la poblacién_superde-
predadora.

(d) Trayectoria covergiendo a una
Orbita periddica.

Figura 4.6: Series de tiempo y trayectoria con ¢ondicién ifiieial po + (1072,1072,107?) que converge
a una orbita periédica.

Ejemplo 4.14 (()rbita homoclinica con “movimiento complicado’®). Sean ¢, = 142.407805 y k; =

kio — 1079, donde kg = 14.661733. Tomando la condicion inicial qo = (1 + €, % + €, % + 8),
con € = 1072, obtenemos una trayectoria tendiendo a una dérbita homotlinica, véase la figura 4.8d.
Las correspondientes series de tiempo para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras

4.8a, 4.8b y 4.8c. Ademas, los puntos de equilibrio y su dindmica local se muestran en el cuadro

4.7,

Ejemplo 4.15 (Atractor extrano). Sean ¢; = 142.197243 y k; = k19— 107C, dendek,o = 14.661733.

Tomando la condicion inicial qg = (1 + €, % + €, % + s) con e = 1079, se obtiene una trayectoria

que se acumula en un atractor extrano, véase la figura 4.9d. Las correspondiente§ series de tiempo
para las densidades poblacionales se muestran en las figuras 4.9a, 4.9b y 4.9c. Ademas, los puntos

de equilibrio y su dindmica local se muestran en el cuadro 4.8.

! Trayectoria que permite detectar un conjunto con dindmica cadtica en una vecindad tubular de la drbita ho-
moclinica, que a través del calculo del maximo exponente de Lyapunov, se permite determinar que la, dindmica
presentada es cadtica, véase la seccién 4.6 y figura 4.13.
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] Puntos de egtilibrio q; \ Valores propios de Jg; \ Dindmica de q; ‘
qo = (0,0,0) A1 = 4.943095, Ao = 0.557938, A3 = 0.125 Fuente
q: = (2,0,0) A1 = —4.943095, A2 = 0.557938, A3 = 0.125 Silla
q2 = (0,0,0.224264) A1 = 4.481828, Ao = 0.557937, A3 = —0.125 Silla
qs = (0,0.317874, 27 7413) A1 = —0.277612, Ag = 0.204346, A3 = 0.069187 Silla
qq = (0,142,0) A1 = —0.557938, A2 = 0.125, Ag = 0.00237 Silla
g5 = (0.000033, 142.199096,10) A1 = —0.557937, Ay = 0.125, As = —0.00237 Silla
a6 = (0.999199,0.223058,2.230287) | A2 = —0.001094 + 0.053126i, A3 = 0.002633 Silla
q7 = (1.000799, 0.222942, 2.229712) | A2 = 001125 + 0.052624i, A3 = —0.002688 Silla
qs = (1.971833,0,0.656131) A1 = —3.825921, A2 = 0.557938, A3 = —0.126481 Silla

Cuadro 4.6: Dinamica de los puntos desquilibrio para los pardmetros ¢; = 142.197765 y
ki1 = k1o — 107° del ejemplo 4.13.

’ Puntos de equilibrio v; \ Valores propios de Jy, \ Dindmica de v; ‘
vo = (0,0,0) A1 = 4.943095, Ao = 0.557938, A\g’= 0rl25 Fuente
v = (2,0,0) A1 = —4.943095, A2 = 0.557938, A3"=0.125 Silla
vy = (0,0.317874,2.771129) A1 = —0.277612, Az = 0.204346, A3 = 0069187 Silla
vs = (0,142.194357,0) A1 = —0.557938, A2 = 0.125, A3 = 0.00237 Silla
vy = (1.971833,0,0.656131) A1 = —0.557937, A2 = 0.125, A3 = —0.00237 Silla
v; = (0.000033, 142.199104, 0) | A1 = —0.557937, A2 = 0.125, A3 = 0.002633 Silla
v = (0.000033, 0, 0.224264) A1 = 4.481835, \2 = 0.557938\3 = —0.125 Silla

Cuadro 4.7: Dinamica de los puntos de equilibrio para los parametros ¢; = 142{407805 y
ki = kip — 107 del ejemplo 4.14.
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Figura 4.7: Series de tiempo y trayectoria con céndicién ini€ial po+ (1077, 1077, 10~7) que se acumula
en un toro invariante.

4.6. Comportamiento caético via el maximo exponente de
Lyapunov

4.6.1. MLE para el caso 1: Holling II-TI-I1

Para el caso Holling II-II-11, del teorema 4.6 y los parametros dados ensel apartado 4.5.1, obte-
nemos numéricamente que el sistema diferencial (4.9) presenta caos, para lo§ pardmetros cercanos
al valor de bifurcacion (cio, ko) = (Hjomr, DEEEt200000 ) ~ (142.194357,14.661733), via el calculo
del maximo exponente de Lyapunov. En la figura 4.10a se muestra que el sistéma presenta caos,
ya que al calcular M LE, éste resulta ser positivo para valores del parametro c¢i em el intervalo
[141.5,143]. De igual manera, en la figura 4.10b se muestran diferentes valores de losspardmetros c¢;
y ky para los cuales el M LE de 6rbitas del sistema resulta ser positivo.

De acuerdo con el ejemplo 4.10 y la trayectoria de la figura 4.5d, consideramos otra solicién con
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Figura 4.8: Series de tiempo y trayectoria con condicion inicia%—# (1072,1079,107?) que converge
a una 6rbita con movimiento complicado.
condicién inicial ;
Ty = (Qf(t()), y(to), Z(to)) ~ (100004, 0222997, 2.2 )
la cual corresponde a ty = 997000 y esta cerca del atractor extrano queAuestra en la figura

4.5d. Usando Mathematica, en la figura 4.11 se muestra el calculo de los ex ntes de Lyapunov
(L1, Lo, L3) asociados a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [997000, 10 |. En particular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extrano son L; =~ 0.011389; ~ 0.000465 y

L3 ~ —0.010304. Por lo tanto, M LE(142.197200, k1o — 1075) = 0.011389.

5
o
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’ Puntos<de equilibrio w; ‘ Valores propios de Jy, ‘ Dindmica de w; ‘
wo =140,0,0) A1 = 4.943095, Ay = 0.557938, A3 = 0.125 Fuente
wi = (2,000) A1 = —4.943095, A2 = 0.557938, A3 = 0.125 Silla
wy = (0, 142.494357,0) A1 = —0.557938, A2 = 0.125, A3 = 0.00237 Silla
ws = (0,0.317874,2.77113) A1 = —0.277612, Ay = 0.204346, A3 = 0.069187 Silla
wy = (1.971833¢030.656131) A1 = —3.82592, Ao = 0.557938, A3 = —0.126481 Silla
w5 = (1.000026,00:222998, 2.229991) | A1» = 0.000037 + 0.052823i, A3 = —0.000088 Silla
wg = (0.999974,0.223002, 2.23001) | A1,2 = —0.000036 = 0.052840i, A3 = 0.000087 Silla
w7 = (0.000033, 142199097, 0) A1 = —0.557937, Az = 0.125, A3 = —0.00237 Silla
wg = (0,0,0.224264) A1 = 4.48183, Ap = 0.557938, A3 = —0.125 Silla

Cuadro 4.8: Dinamica de los pintos de equilibrio para los pardmetros ¢; = 142.197243 y
ki1 = k1o — 107 del ejemplo 4.15.

4.6.2. MLE para el caso 2:/Holling ITI-1I-1II

Mostramos ahora la existencia de caes én los sistemas diferenciales para el caso Holling III-
[I-ITI. Del teorema 4.11 y los parametros ‘dados en el apartado 4.5.2, obtenemos numéricamente

que el sistema diferencial (4.9) présenta.caoszpara los parametros cercanos al valor de bifurcacién
(c10, k1o) = (B0t radd8T2000000T ) ~e(142.194357,:14.661733), via el calculo del méximo exponente
de Lyapunov. En la figura 4.12a se muestra que el sistema presenta caos, ya que al calcular M LE,
éste resulta ser positivo para valores del pardmetrofc,_en el intervalo [141,143]. De igual manera,
en la figura 4.12b se muestran diferentes valores de 16s parametros ¢; y k; para los cuales el M LE

de orbitas del sistema resulta ser positivo.

Por otra parte del ejemplo 4.14 y la figura 4.8d, consideramos una condicion inicial
to = (x(to), y(to), 2(to)) ~ (4.38483 x 1071261014, 134.081),

la cual corresponde a t; = 997000 y esta cerca de la érbita homoelihica que se muestra en la figura
4.9d. Usando Mathematica, en la figura 4.13 se muestra el calculo deé"los exponentes de Lyapunov
(L1, Lo, L3) asociados a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [997000, 1000000]. En particular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extrano son L; ~ 0.0192167, Ly, ~ —0.27117 y
L3 ~ —17.6554. Por lo tanto, M LE(142.407805, k1o — 1075) ~ 0.0192167.

Finalmente del ejemplo 4.15 y la figura 4.9d, consideramos una condicién-inicial

to = (z(to), y(to), z(to)) ~ (1.00002, 0.222998, 2.22999),

la cual corresponde a t, = 996000 y estd cerca del atractor extrano que se muestra en la figura
4.9d. Usando Mathematica, en la figura 4.14 se muestra el calculo de los exponentes de Lyapunov
(Ly, Ly, L3) asociados a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [996000, 1000000]. En gpazticular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extrano son L; =~ 0.007425, L, ~ —07000891 y
L3 ~ —0.005886. Por lo tanto, M LE(142.197243, kip — 1075) ~ 0.007425.

+ iThenticate Pagina 95 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



« iThenticate Pagina 96 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

4.6 Comportamiento cadtico via el maximo exponente de Lyapunov 78

C
%
2,

A
1.00003 0.222999
1.00003
= ” & 0222008
5 c
5 1.00003 !§
] T 0222008
& 1.00003 a
3 5
S 1.00002 § 022200
3 5
= 7]
5 5
i ongene 9 222908
'y
1.00002
0.222998
996000 997000 998000 599000 ¥ 1ar0° 996000 997000 998000 999000 1x10°
Tiempo @ Tiempo
(a) Serie de tiempo para la poblacién presa. : (b) Serie de tiempo para la poblacién depredadora.
S‘ s
2.22999 i
1.00003
)
4 222999 I
20
[=]
=
8 222909
) ¢ 1.00002 X
°
°
8 222099
3
c
@
[=]
2.22999
. 1.00002
2.22999 0.22299:
996000 997000 998000 999000 1x10° D:z22888
Tiempo y
(c) Serie de tiempo para la poblacién superdepreda- (d) Orbita tendiend@m atractor extrafio ocul-
dora. to.

Figura 4.9: Series de tiempo y trayectoria con condicién inicial pg+ (1072, 10@0_9) tendiendo un
atractor extrano.
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Figura 4.10: Maximo exponente yapunov variando los parametros c¢; y k;: caso Holling ITI-II-1I.
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Figura 4.11: Exponentes de Lyapunov para la trayectoria mostrada en la figura 4.5d, 1 corres-

ponde al ejemplo 4.10, caso Holling II-II-II.
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Figura 4.12: Maximo exponente yapunov variando los parametros ¢; y ky: caso Holling ITI-TI-I11.
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Conclusiones

En este trabajo se analizg la.dindmica de dos modelos tipo Leslie, basados en un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias_gitle modela la interaccién de tres especies (una presa, un depredador
y un superdepredador) que forman’parte de un ecosistema. El primer modelo, corresponde a una
cadena alimentaria tritréfica, y sefestablecieron condiciones en los parametros del sistema para la
existencia de una bifurcacién cero-Hopf~En consecuencia, el sistema presenta diferentes conjuntos
limites estables que garantizan la coexistencia de las tres especies, tales como puntos de equilibrio,
orbitas periddicas y toros invariantes. Asimismo, se mostro la existencia de érbitas cadticas, a través
del célculo del maximo exponente de Lyaptnov.

El segundo modelo describe la_ifiteraceién a través de una cadena alimentaria intragremial
donde se consideraron los parametros-que niiden el efecto del factor miedo de la presa hacia los
depredadores. En el capitulo tres se dénmmuiestra la presencia de una bifurcacion de Bogdanov-Takens
en el sistema, la cual garantiza la coexistencia degdas.especies a través de conjuntos limites como
puntos de equilibrio, 6rbitas periddicas y orbitas hémeelinicas. De igual manera que en el sistema
tritréfico, en el capitulo cuatro se muestra‘quenel sistemia,presenta una bifurcacion cero-Hopf y en
consecuencia se presentan toros invariantes y=érbitas caoti¢as en el sistema intragremial.

Los resultados analiticos obtenidos consideran una respuesta funcional general. Estos resultados
fueron validados con diferentes simulaciones numéricas. En#patticular, en el modelo intragremial
se eligieron las respuestas funcionales de Holling en donde el Sistema presenta caos (cualquier otra
variacién presentada permite mostrar: puntos de equilibrio, érbitas’ periddicas y toros invariantes,
pero no necesariamente la apariciéon de érbitas cadticas). El comportamiento cadtico que presentan
algunas variaciones de los sistemas estudiados fue corroborado calculando el maximo exponente de
Lyapunov en una familia de ecuaciones diferenciales cercanas al valor dehparametro de bifurcacion.

Finalmente, vale la pena mencionar que las bifurcaciones de Bogdanov-Takens y cero-Hopf se
pueden degenerar. En el caso del modelo intragremial pudimos caracterizar esta, propiedad a través
del parametro ky que es el factor del efecto de miedo de la presa hacia el‘superdepredador, ver
la figura 3.1d. Mientras que para cuando el efecto de miedo de la presa hacia ‘el superdepredador,
no existe, la no degeneracion es caracterizada por el parametro L en la funcigiinde crecimiento
de Richards, ver figura 3.3c. De igual manera, en el modelo intragremial la no degeneracion de la
bifurcacién cero-Hopf esta determinada por el parametro L en la funcién de crecimientodéyRichards,
debido a que existe un unico valor aislado Ly para el cual la condicion de regularidad Sespierde; en
consecuencia la bifurcacion se degenera, ver figura 4.1.
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Apéndice A

A.1. Términos de la proposicion 2.4

Usando el software Mathematicaglos calculos directos nos permiten calcular la traza y el deter-
minante de J (po(sm, ﬁgo)), cuya expresion son dados por

282z oyg(B1)°K5K1 | a2g(B1)°K3(=f1 —anz +y)Ki
B2 + a2y B+ a12)C3 (B1 + 01x)C3
+z (hd@) — yfx)) — yf(z) —yzg'(y) — z9(y) + h(z) + s2,
s2 ((Baftasy) (B2 65y = 22) Ko + azyz?g(y)(B1 + a12)?L4Cs)
(B2 F a2y)2(B1 + anz)2C3

7'(337 Y,z,82, 52) =

6(171 Y, 2,82, ﬁQ) =

)

donde

K1 =B1f(z0) — b (z0), K2 =p1+ oaad, Kz =zo(h (ko) — B1f (x0)) + a2B19(B1),

Ko =(f1 + a12) (zyf'(z) + yf(z) — zh’ (%), —"h(=)) (yzg(ﬁl)g'(y)(ﬂl + a1z) (K2 K1 + ath(zo))
+29(y)(B1 + a12)Cs + arzoyzg' (B1) 9 (W1 + c1a) KoKy
— a2g(81)* K3 (—B1 — anz + 2y)K1> — diazay® f(z)g(BT) K3 K1,

Ly =z (W (z) — yf'(z)) — yf(z) + h(z).

A.2. Términos de la proposicién 2.5

G K1Cq G 1 (9(B1)%o1 + woar (woar + B1)g’ (B1) K1 )D1
2 = T o o 11 = 5
® T 200B19(B)C3C,T T T WIRE T an(woon + Br)g/(Br) Kiwg — Ds
donde

‘1’(2)7 xO\I’gs

_ - 1
a2B19(B1) (9(B1)Wo1 + zoar (woas + B1)g’ (B1) K1) KiVos 13 B879(81)3h(z0)Yos >’
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A.2 Términos de la proposicion 2.5 88

Vo1 = audi(moh+ (woa1 + B1) K1, Wos = —B1f (z0) + arazBig’(B1) + ' (z0),
Vo2 = (zga1 # B1) (—2B1f (zo0) + caaeBig’(B1) + 20/ (z0)) — 2a1h(zo),
Wo3 = a3 h(ZE)2 201 (zoar + B1) (B (o) + arazBig’ (B1) — I (20)) h(zo) + (zoar + 1) (K (z0) — B1f' (z0))?
Vo5 = af(zoard BL)2g' (B1)2 Kiad + 201 (zoar + B1)9(B1)g (B1)Wor (W (z0) — Brf (z0)) @3 + 9(B1)? K1 Vo3

— a1 a2B19(81) himo) Tozzo — 10383 (oo + B1)g(B1)*h(zo),
Vo = —ai (zoar + B)g’ (BD K122 + g(B1) ((oa1 + B1)Pos — a1h(zo)) zo + a2b1 (zocs + B1)g(B1)?,
Wor = Wog — af a2 BT glBFNxa)d (B1)ad — 201 B19(B1) f (zo) (z0)zd + afazfrg(Br)g (Bi)h (zo)zd

— 20187 f(w0)g' (B1)PAE0)g + BT 9(B1) I (w0)* w0 + B1g(B1)H (x0)x0 + a1 B1g(B1) (o) I (wo)wo

— a1a287g(B1) f' (x0)g' B0 + a1a2819(B1)*h' (z0)zo — arg(B1)h(xo)h/ (zo)zo — 2679(81) f (w0 )R (x0)mo

+ a102B79(B1)g (BN (oo 28/ K1v/ o5 — a2Big(81)? ' (z0) — moanaaBig(B1)* ' (wo0) + a2Big(Br) R (o),
Wog = Wog — 201 819(B1) [ (wo) k' (wo)xd = 201 BT f (w0) g (B1)R (wo)x + B g(B1) f' (w0)* @0 + Big(B1)R’ (x0)* o

+ 01 B19(B1)h(@0) f' (z0) w0 — a1g(BTIh(x0 )R (0)zo — 289(B1) f' (z0) R (wo)To + c1a2Brg(B1)*h(w0) — VK1 os,
Wog = afg’ (Bu)R (x0)?ag + i BT f' (20)29"(Ba)ad — 2031 (x0)g' (B1)h' (x0)zf + @187 g(Br) [ (x0)?ad

+ a1g(B1)h (z0)?af + a1B1g’ (B1)h' (2a) 385 + a1 87 ' (x0)* g (B1)a3-

By =afzig (81)° K3 KT + 2a1239(81)9' (B1) B (K2K1 + Oflh(wo)> + 239(81)* K1 <2a1h(mo)K2
(BLf (o) + arazprg (B1) — H(20)) + K3 (h’(wo) = 51]“'(900))2 + Oé?h(zo)Q) — arazBizog(B1)h(zo) (Kz
(—2B1f (z0) + c1azBig’ (B1) + 20 (wg))= 2041’1(7?0)) — a103879(B1)*h(x0)Ka,
Bs = — a123¢'(B1)By + woy(ﬂ1)<K2 (= BLf (@0) + a1asBrgdB1) + K (z0)) — alh(wo)> + a2B19(B1)* Ka,
By = — a1B123g (B1)? K2 (W (z0) — B1 £ (20))? =0 (Brg'(Bi)F a(B1)) B2
(cazog’ (B1) + 9(B1)) + og(B1) K1 (K2K1 (mﬁwog"([ﬁ) +4"(61) (a1 — /31))
— a1Bih(wo)g'(B1)) +9(B1)* (w0 B3 — cnzoh () (wo) — afhit)? ),

Bs =a19(81)h(zo) (519609/(51)1(2 (W' (z0) — B (20))” + g(ﬂl)(foh'(wo)BG

+ h(z0)( — zo K2 (Brf" (z0) — " (z0)) — Bf (x0)(B1 + Barzo) + B/ (#6)(Bu+ 3041960))))7

Bg =Ko (h/(xo) - Blf'(:vo)) .

. ~ a19(81)*h(ao) (h(z0) (" (z0) — B1" (w0)) = 261 (z0)h (w0) + 262" (@0)*) COr * 1,65
b (W (w0) — B1f'(20))? #N

, = K1 (C5)  eng(Bh(zo)Ca 1,

az2619(81)Cs z0C3

C3 =a1z0g'(B1) K2 K1 + g(B1) (K2K1 + ath(zo)), Ci= —aiz3g (B1)K2K1 + 20g(1)

(K2 (—=B1f'(z0) + arazfig' (B1) + B (z0)) — arh(zo)) + a2819(B1)? K2,

Cs =239’ (B1) K2 K1 — 20g(B1) <K2( — B1f (w0) + cn1a2Brg’ (B1) + B (o)) — alh(%)) — asBig(By) K,

Cs =2a1B10g' (B1)° K5 K1 — B1g(B1) K2 (K2K1 (amog” (B1) — 29" (B1)) — 201’1(360)9'(31))

2&1_(](,31)2}1(1‘0) <K2K1 =+ alh(xo))
_ K .
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A.2 Términos de la proposicion 2.5 89

ol — oDy 281 (De + D3)
(roo1 +B1)Ds  aq(zoan + B1) K1
£239(51) (Ds + D3)* (287 f'(w0)? — 2614/ (z0) /' (z0) + h(wo) (R (z0) — B1f" (x0)))
K1Ds ’
Dz = g(B)at((z0or + B1) (=81 £ (w0) + ara2prg (B1) + ' (w0)) — arh(w0)) + azba (@oas + B1)g(51)?,
D3 = zoa1(zoailt B1)g' (B1) K1,

Dy = — 203 B1(zgen + £1)%9 (B1)° Kz
+ 201 (zoar +B1)3g(81)d (B1)? (W (x0) — Brf’ (20))? (al(xoal — 2f1)h(x0)
+ (woar + B1) (2a102g'(B1)BT + (zoar — 2B1) f (x0)B1 + (281 — woa1)R (z0)) )zg
— 2(zoan + B1)g(B1) (B K1 ((aFadg (8287 + (B — 2m00n) f (20)*8]
+ darazg (BN (z0)B7 # f'(m0)< —daraag (B1)BF + zoatazg (B1)B7
+ (4zoon — 261)/1'(330))61 +h (wo) (81 — 2zoc1 )W (z0) — zoafa2B7g” (B1)) ) (xoon + B1)?
— 2a1h(z0) (1029’ (81)B7 + (22ag@1 — B1) ' (z0)B1 + (B1 — 2zo1 )R (x0)) (woar + 1)
+af(B1 - 2930&1)/1(930)2)933 +9(8)? <K1 ( —dara3g’ (B1)?B] + 2z0 f (0)* B
+ azg (B1) (zoaf a2 19" BL)us AW/ (2o BT 220k’ (20) (a1a2g” (B1)BF + K/ (20))
+ f'(20) (402839 (B1) — 2ofr(en azg” BLBE + 21/ (20))) ) (woas + B1)°
— 2a1h(z0) K1 ( — 2029’ (1)} +hvoa1a29"(B1)8} — 320 ' (v0)B1
+ 3x0h'(:c0))(zoa1 + 81)? + 6z0adM(z0)2 K1 (ades 2 B1) + 2x0a§h(x0)3) o

+ o383 (woa1 + B1)3g(B1) K1 (zoarg” (81— 29'(A1)) ,

D5 =a?(woar + B1)%9’ (B1) 2K + 201 (woa + B1)g(61)gB) (e h(wo)
+ (zoa1 + 61)K1) (1 (z0) — B1f'(x0))?
+9(B1)* K1 (oz%h(avo)2 + 2a1 (zoar 4 B1) (B1f (o) + arazBig/(B1)
— 1! (z0))h(z0) + (zoa1 + B1)? (K (z0) — B1f (z0))* )x%
— ara2f19(B1)*h(z0) ((1170&1 + B1) (=281 (z0) + ara2B1g’(B1)% 2h/ (q))

— 2a1h(x0)>xo — a1a§5% (550061 + ﬁl)g(ﬁl)4h(10)7
Dg = g(B1) (crh(wo) + (woc + B1)K1) .
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F1 = g(Budarhlzo) + (zoa1 + B1)K1) + zoa1(zoor + B1)g’ (B1) K1,
Fy = aih(0)*f+ 201 (zoon + B1) (Blf’(mo) + aronBig’ (B1) — h’(xo)>h(xo) + (zoar + B1)% (W (o) — B1f (0))?,
Fs = Fs + /K1 (T — 0283 9(81) ' (z0) — moo1aaBig(B1)* ' (w0) + a2Big(B1)H (o),
Fy = a2g(B1)? f(20) B + zoc1a2g(B1) ' (w0)g’ (B1) BT + mo1aag(B1)* f (w0) BT + zgaiaag(B1) £ (xo)g (B1)BT
— a2g(B1) 1 (20) 37 Ewoora2g(B1)g (B1)R (20) BT — moarazg(B1)2h (z0)B1 — xgefazg(Br)g (B1)R (z0)B1 — K1/ Fe,
F5 = mg’(ﬁl)h’(wo)%é B BT f (0)29' (B1)xg — 2031 f (wo)g' (BL)h' (wo)z§ + o1 BTg(B1) f' (wo)?
+ a1g(B1)h (x0)?ag + d1 BLghB1 R (20)*xd + a1 BT £ (x0)?d' (B1)xd — afaeBig(B)f (zo)g (B1)x]
— 201 819(B1) [ (wo) ' (zd) zg i a2 B19(B1)g’ (B1)h' (wo)af — 22187 f' (x0)g’ (B1)h' (wo)af + B9 (B1) f' (z0)?xo
+ B1g(B1)h/ (z0)*w0 + 01 BralBh(xo) f (z0)zo — ara2Big(B1) f (z0)g (B1)zo + arazBig(B1)?h (z0)wo
— a19(B1)h(wo)h' (wo)zo — 287g(B1) [ (z0) ' (z0)xo + ara2B7 9(B1)g’ (B1)H (z0)xo,
Fs = a3 (zoar + B1)2¢ (B1)? Kz + 2 (@0 + /Bl)g(ﬁl)g/(ﬂl)<a1h($0) + (zoar + 51)K1>
(R (20) = B1f(20))* & + 9(81)? K1 Foaf# cnrazBrg(B1)*h(o) ((wocn + B1)
(2811 (w0) + c1a2B819"(B1) + 2k (z0))'= 2a1h(10))$0 — ar03pf (zoor + B1)g(B1)*h(zo),
Fr = zoa1a2879(81)° ' (z0) + a2879(81)h' (#0).

Ky =aof1 + B2, Ks = BrsaliwoKag (B1) KoK+ g(B1) (K2K1(K4 + araamo) + arh(wo)Ks) ),
Kg =a1x0 K2 (ﬂ1K4g'(ﬂ1) (Brzo fAmo) + s2) +)B1sazof’ (zo) — zoh/(z0) (B1Kag' (B1) + s2) )

+ B19(B1) ($0K4 (K2K1 4 anhl@o)) + so Ko (K4 + Oc10c2560))7
K7 =aamo(Brzof' (wo) + B1Kag'(B1) 7 xoh! (wo) + 2) £.819(81)Ka.

M =2 (Igg(fh)QKl (M1) + afagg’ (B1)? K3 + 20128 9(80) 9" (1) Ko
(R (z0) — B1f'(z0))? (K2 K1 + a1h(zo)) — arazfrzog(B1)°hiko) (Kz( — 281 f/(wo)
+araaig (1) + 20/ (20) ~ 201 h(an)) ~ rd () A,

Ml :2a1h(3:0)K2 (ﬁlf/(ito) =+ a1a2,81g'(51) — h'(mo)) + K; (h'(fﬂo) - ﬂlf/(z()))z + a%h(:ﬂo)Q,

N =a103819(81)? ( — a1 (zoon + B1)g' (B1) K123 + g(B1) ((zoar + B1)

(=B1f (z0) + cnazfig’ (B1) + b/ (20)) — arh(xo))xo + azfi(zoar + 61)9(ﬁ1)2>

( _ h(@o)NiNao  (h(zo) + zoB1f"(20)) K1 N1o — h(zo) N11 (281 (o) — 20 (z0) + z0B1 [ (29) — Ioh"(xo)))
No a10329(51)? (W (20) = S (20))* Nur ’
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N1 =\/E1y/N12 + N1 + Nia + Nis — of B7ad ' (z0) 29  (B1) — o Bad £ (20)?g (B1) + a2 Bizog(B1) £ (z0)g’ (B1)
+ 201 fizgg(B1) f (o) (x0) + 28Tz0g(B1) f' (wo)h' (w0) — e1frzog(Br)h(wo) ' (wo) — a1 fTagg(B1)f (o)
+ a1 @3B209(81)° [ (z0) + @287 9(81)* f' (w0) — Bizog(B1) ' (x0)* — afazBragg(B1)g’ (B1)h (wo)
— ofa3 gl (B (z0)? — a1 Pradg’ (B1)h/ (z0)? — arazBizog(B1)g’ (B1) (z0) — crxdg(Bi)h! (z0)?
— araaBi#09(Bi) R (w0) + armog(Br)h(wo)h (z0) — a2 Big(B1)?H (x0) — Br1zog(B1)h (x0)?,
Nz = — VK1V N2 4a3Bi33 £ (20)g (B1)K (o) — da1 BTag £ (z0)g (BL)K (w0) — 2N15 + 203 87 ] £ (z0)g' (B1)
+ 201 B2 f' (20)° g81) — 201287 0g(B1) [ (20)g' (B1) — 41 Bradg(B1) f' (wo)h' (o) — 4BTw0g(B1) f' (wo)h' (z0)
+ 2a1 B1z0g(B1)h ()" (x0) + 201 8723 g(B1) ' (20)* — 2010287 209(81)? f (w0) — 2287 9(81)* f' (o)
+287209(B1) ' (w0) £ 207 a2 B1239(B1)g’ (B1)R (o) + 2aiz3g’ (B1)h/ (w0)? + 201 Bragg’ (B1)h (w0)?
+ 201 a287z0g(B1)g’ (BUI (o)™ 201239(B1)h/ (w0)* + 201 2 B1209(B1)H (20)
— 2a1209(B1)h(w0)h/ (x0) F 202 87g(B1) R (w0) + 2B1209(B1)R (20)?,
N3 =Na21 + a3 iz [/ (z0)g (B1) Hhai Ba f' (0)% g’ (B1) — 128l wog(B1) [ (x0)g' (B1) — 221 B125g(B1) f' (wo)h' (o)
— 287 20g(B1) f' (wo)h' (z0) + a1 Bra@dG(81)h(x0) f' (xo) + c1 Badg(B1) [ (w0)* — craaBizog(B1)? ' (wo0)
— a2f3g(B1)2f" (z0) + Bizog(B1) F0)? + o azBradg(Br)g’ (B1)I (z0) + oFadg’ (B1)h (o)
+ a1Brzgg (BN (x0)? + arazBizog(B1)GHB1)N (z0) + c123g(B1)h (20)® + arasBizog(B1)*h' (z0)
— a1mog(B1)h(wo)h (z0) + a2 B g(B1)* W2+ Brzog(B1)h (0)?,
Nu =Na1 + a3 Biad [/ (20)? (B1) + ar Biag f' (z0)2g4(B1) — arazBiwog(B1) [ (x0)g' (B1) — 2a1B1259(B1) ' (wo)h (o)
— 2B7x0g(B1) ' (wo)P' (w0) + 1 BLw6G(B1)h(20) f' (w0) + a1 BLagg(B1) f (w0)? — anaaBizog(B1)” ' (wo)
— a2Bg(B1)2f (z0) + Biwog(Br) flhmey* s+ of a5Braga(B1)g’ (B1)R (xo) + aizlg’ (B1)R (20)?
+ a1fragg (B1)h (w0)? + arazfizod(BeYg BN (#0)# a1 g(B1)h (x0)? + arazBizog(B1)h (zo)
— a1z0g(B1)h(wo)R (z0) + 27 g(B1) R () + Brzo g (x0)?,
Ns = — /K1/Ni2 + Nis + a1aa2Biw0g(81) ' (20)g' (Bt) + efoaBiaea(81)? f (wo) + a2Big(B1)? f (o)
— afazfragg(B1)g’ (B1)h (z0) — araafizog(Bg (Br)h’ (Ta)# aa a2 Brzog(B1)?h (z0) — a2B7g(B1)*h' (z0),
No =Na21 + a3 iz [/ (x0)? (B1) + a1 Biag f' (0)* g B 128709 (B1) [/ (x0)g' (B1) — 221 B1259(B1) ' (wo)h' (o)
— 2B{w0g(B1) f (wo)h' (o) + a1 B120g(B1)h(w0) f(@o) + c1 BT 239 (B1)] (20) — arazBizog(81)” ' (x0)
—a2Big(B1)? [ (w0) + Biwog(B1) ' (z0)* + af a2 frafg(B1)g’ (B1)hW(Fo)ek aizlg’ (B1)h (w0)?
+a1Bragg (B1)h (0)” + arazBizog(B1)g’ (B (w0) + ar2gg(B1)h’ (ze)*+ arazBrzog(B1)R (z0)
— a1wog(B1)h(wo)h/ (o) + a2 B g(B1) R (w0) + Brwog(B1)h (x0)?,
N7 = = VE1V/Niz — 43 ra ' (z0)g (B (w0) — 41 BTad [ (wo)g' (B1)A' (wo) 52N15 + 203 Biad /' (w0) g (B1)
+ 201 BY g £ (0)° g (B1) — 201028 20g(B1) [ (w0)g' (B1) — 41 Br1adg(B1) f (wo )W ) — 48T m0g(B1) f' (o) b (w0)
+ 201 B120g(B1)h(xo) f' (o) + 201 BTadg(B1) f (w0)? — 201287209 (B1)° f' (w0) 9202 9(81)° ' (wo0)
+2B3209(B1) f' (z0)? + 2aiazfr239(B1)g’ (B1)R (z0) + 2aizdg’ (B1)N (z0)? + 201 Beady’ (B (z0)?
+ 20102 B8709(B1)g’ (B1)R (w0) + 201239(B1)H (20)? + 20102 B1209(B1) R (w0) — 201z0g(Bi (0 )R (0)
+ 2a2879(81) R (z0) + 2B1209(B1)h (20)?,
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Ng =/ Bag’ (B (20)%g” (B1)zg + o B £ (20) g (B1)g" (B1)xd — 203 BT f' (wo)g (B1)R (w0)g” (B1)
~20ipi ' (20)*g' (B1)*xd — 20319 (B1)* 1 (w0)af + 403 BT f (w0)g' (B1)* ' (wo) )
+aiBYg(B1) [ (w0)*9" (B1)x] + aiBrg(Bu) (w0)g" (B1)x + aiBTg (B1)h' (z0)*g" (B1)=]

+ a3 B @0)7 g (B1)g" (B1)2 — afaaBig(B1) [ (wo)g' (B1)g” (B1)xh — 20187 9(B1) ' (wo) ' (w0)g” (B1)«}
+ afa2BT9(BLg (BN (x0)g” (B1)xd — 22787 ' (z0)g’ (B1)h/ (z0)g” (B1)xh — 201 BT ' (20) g (B1) 23

+20F a2 Y g(B1) f(#0)g' (B1)*ad — 201 819 (B1)*h' (w0)*af — 201 B19(B1)g’ (B1)h' (o)«

— 20187 9(B1) fMz0)2g’ (B2 — 2010267 9(B1)g (B1)*h' (w0)a§ + dar 57 f' (x0)g’ (B1)H (z0) ]
+4a1879(B1) f' (2g)d" (B1)h (wo)ag + 181 9(B1) f (w0)?g" (B1)af + a1 87 g(B1)h/ (w0)?g" (B1)x]

— ajaaBg(B1)? f (#0)g(B1)ag + of BT g(B1)h(wo) f' (w0)g" (B1)ag — afaaBig(B1) f (w0)g' (B1)g” (B1)a]
+afazpig(81)? R (wo)g (BU#E — aiBrg(B1)h(wo)h (w0)g” (B1)zg — 20183 9(B1) £ (o) (w0)g” (B1)x?
+ afa2pig(B1)g (BN (20)g" (Br)g + 2010281 9(B1) ' (z0)g' (B1) 0 — 287 9(B1)g’ (B1)I (20)*wo

—a1g' (B1)VE1V Nazzo — 281g(81) £ (20)?g' (B1)z0 + 2010287 9(81)° f' (z0)g' (B1)z0

— 20187 g(B1)h(w0) [ (x0)g' (B)we™ 2010287 9(B1)g’ (B1)° ' (wo)wo — 2010287 g(B1)? g’ (B1)R (w0)o

+ 201 B19(B1)h(w0)g (B1)h (z0)xd + 4B 9(B1) ' (z0)g' (B1)R (w0)wo — a1 B1+/K1v/Nazg” (B1)wo

— anaafBig(B1)? f (w0)g” (B1)wo + ardaBRg(B1)h (z0)g” (B1)zo + B1v/K1v/Nazg (B1)

+ 20281 9(81)* ' (20)g (B1) — 20287 9(B1)3g! (B1) W (o),

Ny = a2 K> (a1wog’ (B1) K2 K1 + g(81) (K2 KiSFeth(zo))) (- VK1V N1z = Nis — Nua + o Bad f' (20)% g’ (B1)
+ a18ag ' (w0)%g’ (B1) — 201 Butgd(B1) 1 (wo) R (@od 2B7w0g(B1) ' (wo)h (o) + a1 Bizog(B1)h(xo) ' (wo)
+ a1 Bagg(B) [ (20)? + Bizog(B1) [A0)” + afadd (B (w0) + a1 Biagg’ (Bu)H (z0)?

+ onxdg(Br)h (z0)? — cnzog(Br)h(zb) Wig) + Bragg (B (x0)? + 041062,319(/31)271(130))7

Nig = arazfih(zo) ( —aig (B (w0)’zf — B filwo) g (B1)zh + 203 B1 £ (0)g' (B1)H (o)l
— a1B89(81) ' (x0)*xf — a1g(B1)h' (z0)?f —'au Bag (B1)h' (#0)?af — a1 81 f' (w0) g’ (B1)
+afaafig(B1)f (wo)g' (B1)d + 201 B19(B1) ' (@ab!(z0)af — ai6Brg(B1)g  (B1)h (o)
+ 20187 ' (wo)g' (B (wo)xd — BT g(B1) ' (w0) o 2 Brg(B1) (w6)P ot a1a2B7g(B1)* f (wo)wo
— a1B19(B1)h(mo) £ (wo)wo + 127 g(B1) £ (w0)g' (B1)x0 — a1 caaBig(BLYRD (wo)wo
+ a1g(B1)h(@o)h (wo)zo + 2879(B1) ' (mo)h' (z0)mo — a1 aaBig(B1)g’ (B (@o)zo + v/ K1v/Naz
+a2839(81)2 ' (w0) — a2B2g(81)*H (w0) ) 9(B1)? + a2B1 (9(B1) (ch(wo) Ffor + B1)K1)
+ zoou (oo + B1)g’ (B1) K1) K1Ni7g(81) + ( — a29(B1)? f' (20) B} — moaraad(B1)fzo)g’ (B1)B3
— zoarasg(81)* f'(x0)B7 — agaiazg(B1) ' (x0)g (B1)BT + a2g(B1) R (x0) BT + zalirag(B1)g’ (B1)R (z0) BT
+ zoarazg(B1)?h (20)B1 + xgaiazg(B1)g’ (B1)h (x0)B1 + JEM) ( —afg (BN (x0)a]
— aiBL [ (w0)*g (B1)xd + 203 B1f (w0)g (B1)h' (z0)xg — a1 BT9(Br) [ (w0)*xg — arg(BL)H (w0)*
— 1819 (B1)M (z0)?2] — a1 B3 £/ (z0)% 9" (B1)xd + of a2 Bg(B1) [/ (z0)g' (B1)z] + 2011 B19(B1) flwo)h (z0)z]
— afaaB1g(B1)g (Br)R (m0)xd + 20181 f' (m0)g' (B1)R (w0)xd — BEg(B1) f (z0)?@0 — B1g(B1)hA&0)2 w0
+ ona2B7g(B1)? f'(zo)zo — 1 B1g(B1)h(z0) f (w0)zo + ara2Big(B1) £ (z0)g (B1)zo — 1B g(Ba)*h/ (zo)wo
+ a19(B1)h(zo)h/ (z0)zo + 2B79(B1) f' (zo) ' (wo)wo — arc2B7g(B1)g’ (BL)R (0)wo + v/ E1v/Naz
+a2879(81)2f' (z0) — a2B29(81)2 M (20) )
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Nip = ( £ ap9(81)° ' (20) B} — wocra2g(B1) f' (w0)g' (B1)BT — moa1a2g(B1) ' (0) BT — wgaicag(B1)f' (w0)g’ (B1)B7
+ cag(B4) 1/ (20) BT + mocraag(B1)g’ (B1)R' (x0) BT + woa1aag(B1)*h/ (z0)B1 + xgaiazg(B1)g (BN (x0)B1
+ MM) ( — aig (B1)h (z0)*zh — 3 BT ' (x0)? g’ (B1)al + 20381 f (w0)g' (B1)h (z0)x — 1 BT g(B1) f' (z0)*xd
— a1g(B1) i (zo)2al — a1B1g’ (B (w0)*af — a1 87 [ (z0)%9 (Br)af + afazpTg(B1) [ (z0)g’ (B1)ad
+ 201 819(81) fL (£0)h' (w0)af — afaaBig(B1)g’ (B1)R (z0)ag + 20187 f' (w0)g' (B1)R (zo)ag — BT g(B1) [ (x0) o
= Brg(B1)h (z0)*za craaBTg(B1)° f' (wo)zo — 1 Brg(B1)h(xo) £ (w0)zo + araaBig(Br) £ (z0)g (B1)zo
— a1a2819(81)*h (€0)xg# a19(B1) k(o) (x0)wo + 287 9(B1) [ (wo)h' (m0)zo — araaBig(B1)g (B1)R (wo)wo
+ VE1V/Nag + a287g(B1)3f (z0) — 0425%9(61)2’/(%0)) + a2f19(B1) (9(B1) (cah(zo) + (zoa1 + B1)K1)
+ zoar(zoon + B1)g (B ) EA) K1 N1 7,

Niz = 23g(81)? K1 (201 h(zo) K2 (BLf (®0) + c1a2frg’ (B1) — B (o)) + K3 (R (x0) — Buf' (z0))”
+aih(z0)?) + afagy (B1)2 K3 Kgh20n239(B1)g' (B1) BE (K2K1 + arh(zo))
— araaBizog(81)h(zo) (K2 (—28:1F @8+ 102819’ (B1) + 21/ (z0)) — 2a1h(w0)) — a1a3B7g(B1)* h(wo) Ka,
Nz = 203123 f' (w0)g' (B (z0); Nia = 280 Biad f (z0)g’ (B1)h (z0),
Nis = afe2Biagg(B1)f (0)g'(B1), Nie = K1N13,
N1z = —ai(zooa + B1)g’ (B1) K123 + (1) ((zodu + B1)
(=B1f'(z0) + c1c2Brg’ (B1) + H (20)).=, 01 h(mo)) 6 A+ 2 B1 (zoas + B1)g(B1)?,
Nig = a1(zoar + B1)g’ (B1) K13 + a1gdB1)h(zo)zo — (roga + B1)g(B1)(— Bif (zo)
+ arasBig (B1) + k' (z0))zo — a2 (zodd + B1)g(B)?,

Nig = ar(zoar + /Bl)h(l'())(NL; + 1) + K ((380041 +B)?

2 (zoertly 4 ehlro) Y (NeNa o6 6(81) (Nas))
B19(61)2 K1
_ (woa1 + B1) (2arh(zo) + (zoos + B1)K1) N4)
(W (z0) — B1f(x0))? N1s ’

Noo = Niog(81)? + zoa B1(zoar + B1)2g’ (B1)2N2 n (zoo1 + B1)g(B1) ((woau1 + B1)ElNs — a151h(wo)g’(51)N7)’
Nig Ki1Ni7

Noi = —/K1/Niz = Nig — Nua — Nis,

Naz = o2 (zoar + B1)29 (B1)? K + 2a1 (zoa1 + B1)9(B1)g (B1) (a1h(zo) + (zoar + B1) K1) (hao) — B1f’ (o)) ad
+9(81)% K1 <a%h(fbo)2 + 201 (zoar + B1) (Brf (z0) + araaBig’ (B1) — I (z0)) h(zo) + (ze@1 + B1)% (B (z0)
- 51f’($0))2>$(2) — a102B19(81)3h(zo) ((zocr + B1) (=281 f (z0) + arazBrg’(Br) + 2k (20)).22aush(z0)) o

— ara3pf (woar + B1)g(B1) (o),
Na3 = g(B1) (arh(zo) + (zoc + B1)K1) + zoar(zoar + B1)g’ (B1)K1.

+
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Apéndice B

B.1. Términos de€ la.seccion 3.1.1

K1 = bics + cicayo + cicszo, Ko & byt cimo, Ks = Ti(20) — 2074 (20), Ka = h(yo)Ki1 + csKah/(y0)J5
Ks = 20T1(20)h (0) — cazo f(z0) T (20); Ko = h(yo)<T1(20)(b§C3 + 2bic3(c1mo — yo)

+ c1 (e1e333 — yo(cayo + 2c3w0 + 20)) Yuf* onOT{(ZO)K1) — c3yoKah' (y0)K3Js,
K7 = h(yo) <T1(ZO)(b%f33k1 + bica(2cak1zo — 2k1yo — 1) — c1yo(c2k1yo

+ ca + k120) + cicszo(c1kizo —2k7H0 — 1)) + 20J4T] (zo)Kl)

+ e3J3Kah' (y0) (2077 (20) — T1(20)) 355
Ks = y020J377 (20) (h(yo)K1 + csKah/(50)J5) + h(yo 2k + 1)T1(20)(csK2Js — c1y020),

20T (z0) ) 01k1y828h(y0)) (%Iof(l’oﬂl'(zo) , )
Ko = 2°10%0) ) - 25500} csroslro)t1tz0) _ oy, 7
9 = zog(zo0) <C382 ( Tr (z20) JiKods 5210 Ti(20) 20h" (yo)

L1 = h(yo)T1(20)(c1y020 — csK2J5) — yoz0 T (%0) Ka,
Lo = h(yo)K1 + c3Kah'(yo)Js, Lz = csKaJs — c1yozo.

B.2. Vectores propios normalizados

De acuerdo con las férmulas de Guckenheimer-Kuznetsov [GIX] calculamos vectores propios p;,q; € R3, 4,1 € {0,1} tales que

Aoq =0, Aoar = qo, Af'p1 =0, Al'po = p1,
Po-9o=P1-91=1, po-qi1 =p1-9o=0.

Entonces se obtienen las siguientes féormulas

K2yop13 ’ c1y3h(yo)aiepis " c1ydzoq16P13
_ yozo (h(yo)K1 + csKah'(yo)ai2) c3zoz09(zo)d12 (h(yo)Ki + csKah!(yo)ai2) 1)

q = (K2 (h(yo)(c2a12 + 20) + z0h’ (yo)q12) h(yo)(c1yo2z0 — csKaqu2) i)
(zoh(yo)K1 + c3z0Kah/ (yo)aiz) a1 ~ (z0h(yo)K1 + cszo0 K2k (yo)di2) ai1’ qi1
d14P16917 _ yo(c1y0z0—c3Kaq12)
q1 = ( q14n(yo)d17 c1z0K24q12209(z0)d184d16 d2020h(yo)+csKadi2z0h/ (ye) )
c1w0K2239(z0)a1saie (q19)’ dio
o = (010009 z0)ai1sPis  qi2d14d1s (zod129(z0)ais + Koyopi6dis)  dipd14dispiz }

)

Kopir h(yo)(csKaqi2 — c1y020)P17

94
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B.2 Vectores propios normalizados 95

donde

—b1 —c1zo +yo  Ka(ezsKaqiz — c1yozo) (B (yo)aiz + h(yo))
p17 c170y0209(z0) (h(yo)K1 + csKah/(yo)ai2)
1=K — 5o, a13 = K2, ai4 = c3b} + c3(2c120 — yo)b1 + c1 (c1c333 — yo(cszo + 20))

qi1 =

qis= bica + c1zoca — Yocz + 205 d16 = d15h(yo) + 1220k’ (yo),
a17 = qigyoa16 K3 + zodi2d149(z0)K2; dis = a20h(yo) + csKaqi2h' (yo),

e = yo(c1yozo — caKaqi2) q14P16417
d20z0h(yo) + caKaqizzoh'(yo)  c1zoKaqiz2zog(zo)disqie
B €3912914917
c1K220(esKeai2 — c1y0z0)ai6 (c3zod129(z0) + yo(czqiz + 20)h(yo) + aizyozoh’ (yo0))’
q14P16P12 yo(c1yozo — c3Kaqi2)

Q20 = bic3 + c120¢8 H\Cc1c2y0, P11 = —
’ c1zoz09(z0)disdie  qz2020h(yo) + csKaaqiz220h (yo)’

P12 = Zod149(%0) + Kayoais,

P13 = Koyoqiapieqic Toai29(zo0) (P1sh(yo) + csKaaqizb11h/ (1)) ,

P14 = c3zodq129(z0) + yoarshlyo) + ar2yozoh’ (yo),

AK3q3,p12 | c293,y0q14h(yo)P12 . K2z0q14P16P11
c1416P14 c1209(%0)q16P14 c1zog(xo)

P16 = h(yo) + q12h’(y0), P17 = yotilyo)(caqi2 + 20) + cazog(zo)q12 + yozoh’ (yo)d12,

p15 = —c3Kaozop11qi2 +

Pis = cgb‘;’ + cg(Sclxo — yo)b% + cres (30103:1:% — 2yo(c3xo + zo)) b1

+ c% (cw%x% — Y0 (cgacg + 2c3z0ToNt+ ngozo)) .
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B.3 Expresiones correspondientes a la seccién 3.2.1 96

B.3. \“Expresiones correspondientes a la seccion 3.2.1

Ao =6k3=+ 1,
Ay = 378248k1° — 1430784k + 1280448k17 4 998784k16 — 1297728k15 4 1591488k14
— 2978640%4% + 3331872k32 — 4072512k4" + 1959760k3° — 2500172k5 + 492776k5
— 599036k % 41508kS — 62115k3 + 5726k3 — 2442k3 + 816k3 + k2 + 30,
Ao = 288k30 — 240k3 — 372k5 — 28k3 + 104kS — 514k3 — 619k5 — 288k5 — 198k3 — 42ko — 15,
Az = 87340032k38(— 349360128k37 + 315207936k3° — 31228416k32° — 107868672k3* + 655060608k3>
— 1476626112k3° 472144988864k — 2730338496k3° + 3112277760ks° — 3658504464k3°
+ 4361950368k57 — 4246987344k16 + 3861997320k1° — 2678060516k4* + 1989024620k13
— 910131496k32 + 461568652k3 — 175484092k3° + 55472146k3 — 19455729k5 + 3951168k
— 1205532kS + 198024k3 —239822k5 + 6516k3 — 756k3 + 90ks — 9,
Ay = 36k5 — 48k3 + 12k3 — 40k3 + ko — 2,
As = 1296k5 — 2376k3 + 12245 = 2568k3 + 408k3 — 370k + 58k2 — 8ka + 3,
Ag = 36k5 — 84Kk3 + 12k3 — 2k + 1,
A7 = 373248k3°% — 1430784k38 + 1280448k47Y 998784k35 — 1297728K1° + 1591488k — 2978640k33
+ 3331872k32% — 4072512k31 + 1959760k50 —\2500172k9 + 4927765 — 599036k3 + 41508kS
— 62115k3 + 5726k3 — 2442k3 + 816k3 4 9ko + 30,
Ag = 60183678025728k52 — 519084222971904k5 L 4=1694337713307648k5° — 2320972397936640k5°
+ 306502562414592k458 + 28854734971296256k47 = 4822783648948224k30 4 8449920232574976k35°
— 14724046495825920k5* 4 17557903986253952k48 — 14858756536320000k32 + 11391725970745344k4*
— 8858768326723584k3° 4 1323953696844288k3° + 9832042651009536k3° — 15881016219321600k3"
+ 21572620971314688k35° — 28092654426237696k3° + 35684885273610240k3% — 46329530288613120k5°
+ 56180479617706752k3% — 63684390564328608%3" + 64808053498422240k3° — 63567344849140432k3°
+ 54638647057026816k3° — 44839151807025776k37 M 33676410296398912k2° — 20589135169608280k2°
+ 13611193123345272k3* — 3287689894492338k5°,+ 4260137016597974k32 + 2466812822871765k3
+ 1482725735938758k3° + 1788608658466139k1° 4 469799916935640k18 4 551085868700614k37
+ 90713824932563k16 + 97510354870784k3% + 7541707566980k3* +10491723069810k43
— 357437411514k + 711201928956k31 — 137029201644k1° + 35372518776k§ — 12665319777kS
+ 1779585462k5 — 596990502kS + 80725329k5 — 17833122k4 + 1930149k3 — 402408k3 + 13122k2 — 4860.

B.4. Regularidad y coeficientes cuadratices para ky, = 0

c?ccgygzéblgg(ccg)QD&Dm Do7

Dy =
5>
2K3q%,a5,h(y0)To(zo) (cazoqizg(zo) + yoDoo)
D D b b, b 2¢3 23 y0g(z0)?P4Boabos
D ( 09 30) _boo 02 06 1% 14
ap = 20202 | S3Koq12—c1y020 Ko bo = bo1 + bos + bog + bo7

2 (a2020h(y0) + csKaqi2z0h’ (y0))? DaoD3, 2 (K2y0q14P164916 + Z0d129(0)bos)?
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B.4 Regularidad y coeficientes cuadraticos para ks = 0 97

donde
Doo = qi5k(yo) + d1220k’ (yo),

Do1 = Zog(wo)( (2¢3(yo — c120)b1 — bics + c1 (yo(2e3zo + cayo + 20) — c1czxd)) h(yo)
+ C3K2q12y0h/(y0)) — 2yod14.f(z0)h(yo),
Doz = a20h(yo).FcsKaqiah' (o),
Doz = yoqu4 (2K2To(w0)Doo (yof" (z0) + 209" (z0)) + f(z0) <K2q12yoh'(yo) (eaTy(wo) — 2207 (w0))
+ h(yo) ((c3b? +2ci€320b1 + c1 (creazd + yoleayo — 20))) To(zo) — 2KayoaisTH (o)) )) — z09(xo)
X <Q12y0h/(y0) (4esyp20To(z0)ct + Kaaia (c3Th(zo) + 22074 (20))) + h(yo) (4e1csarzyoazoTo(zo)
+ a4 ((c3b% + 2c1c3mobiF ey (creazd + yoleayo — 20))) Th(xo) + 2Kayoa1s Ty (z0)) )>,
Dos = —<Q20(((303Z0 — c2y0)b3. #(2c10(3caz0 — cayo) + yo(—3cawo + cayo — 20))Ka(c1z0(3cazo — cayo)
+ yo(—3c3wo + cayo — 520))) Tolze) = $0K2y0q15T6(xo))h(y0)2> + Kaqi2
X <xoy0 (Cgcgb% + c3(2c1c220 — cayart 220)b1 + 1 (0102031(2) + 2¢3z0x0 + cayo(z0 — 0310)))
x b/ (y0)T4(xo) + To(zo) ((63(02?;0 —8egitn)b? 4 c3(2c1z0(c2yo — 3c320) + Yo (2¢3z0 — cayo + 220))b1
+ c1 (c1ea(cayo — 3eazo)zd + yo (2¢323 — 2e8C3y020 + 6eszozo + c2y020)) )R (yo) + 03:coyoq14h”(yo)))h(yo)

— esK3adayoh’ (y0)? ((cazo — 20)To(x0) — 26207 ((x0)) »
Dos = zoyoq1ah(yo) (h(yo) (4q14To(z0) =Kayoa15T, (o)) — Kaqizyozoh' (yo)Ty(wo))

x f(20)? + 2y0z09(z0) (Doa) f(x0) H209@0)> ((2qzo ((CSmo + c210)bT + (2c120(c3z0 + c2y0)

~+ yo(ezzo — cayo + 20))Ka(ci1zo(czzo +€2y0) + yo(c3zd + cayo + zo)))To(wo) + $0K2D60Q15T6(10)) h(yo)?

+ Kaqi2 (Io (03(2C2y0 + 20)b3 + c3(2c120(2e2y0.+ 20) + Yo(B20 — 2c2y0))b1 + c1 (c1c323 (2c2y0 + 20)

—yo (28 — 3esmoz0 — 2c2y020 + 2c2¢320%0) ))h'(yo)Té(on) + 2To(x0) ((63(63% + c2y0)bi + e3(2c10(cazo + c2v0)
+ y0(2e3w0 — c2yo + 220))b1 + c1 (c1es(cszo + c2¥o)@Gt vo (28325 F 2c3(cayo + 20)z0 + c23020)) )h'(yo)

+ Csxoyoth”(yo)))h(yo) + 2c3K3a72y0h’ (10)? (€30 + 20)To(26) +£020TH(x0)) ):
Dos = 2(b1(csmo + cayo) + c1zo(czzo + c2y0) + yo(—c3mo — cayo + 20))To@o) + Toyoa15TH(xo),
Do7 = —q14Do2 (wof(fCo)DooTé(fco)y(Q) + zog(x0) <Q12yoh/(y0)(2(c3$0 + 20)To(z0)

(e19020 — c3Kaqi2)Dos

+ 202075 (0)) + h(yo)Dos ) ) — z0DooDos —

KoJy ’
Dos = (c2q12 + 20)h(y0) + d1220h’ (¥0),
2h(yo
Dog = c3zoq129(0) (Zoh(yO)( - % — 21/ (yo) — yoh” (v0)) (csKza12 — c1020)>
1
4c1yozo(c1yozo — csKaqiz)h(yo)Dos
= o qi2 et — 2(c1y020 — c3Kaqi2) (h(yo) + yoh' (yo)) (az20z0h(@6)
2c¢2y22oD2
+ csKaqiazoh/ (yo)) — M),

qiz
Dio = K> (zoyoqu(wo)h(yo)Té(fo) - 209($0)<203K2quyoh'(yo) (To(zo) + x0Ty (x0))
+ h(yo) (2yoaz20To(zo0) + zoDeo Ty (xo))))DOO,

_ —bi—cizo+yo , Ka(esKaqiz — c1yoz0) (h(yo) + ai2h/(yo))
Do = + )

Do c1zoyoz09(zo) (Do2)
20K3 (To(w0) (30" (w0) + 209" (20)) — J4T{ (w0) ) D
D30 = yo( To(z0)
. K2Doz (2090 (20) T (w0) + 209(x0) (2Tb(0) + 20T§(20))) Doo
To(zo)
Dig N 220(—1) (q14f(w0)h(yo) — ZOQ(CUO)DOZ)Z)
yoTo(zo) T4 7
v iThenticqteD40 %quu@q@go}a@ygé%magﬁdéﬂ)h(yO) + qmyozoh'(yo), Identificador de la entrega  trn:oid:::3117:535534800

Dso = cicazd + yo(cszo + 2coyo — 20), Deo = e3b + c3(2e1z0 + yo)b1 + c1Dso,
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boo = yoz0(K2god14P164d16 + Tod129(x0)bos) ( — 2c1z0y0q149(w0) 16 (—cazoqizg(zo) — yoqish(yo) — di2yoz0h’ (yo))

JuT! b h T b
« b (—g(a:o) y woJ4 O(xo)) b1  @12P14P1 (woyobis f(zo)h(yo)TH(z0) + 209(z0)b1s) )7

220To (o) z0J4q16 z0To(z0)
S by caaaf, (1 - 25qgatel)
01 = big — ,
h(yo)K1 +€3K2h/(yo)a12 c1big

bo2 = 2c3x0y0209(x0)q12 (y0K2b19 (R (yo)aiz + h(yo)) bis + zog(z0)q12 (h(yo) (c3K3q12 — c1y020(2c3 K2 + c1c2y0))
+ csKah/(yo)ai2(csKaqig'— 201y0Z0))> (h(yo)b19 (a2 (21 (y0) + yoh' (y0)) + 2h(yo)) (c1woyozog(zo) — Kabig)
— 2c1y0h(y0)bi1s (zog(wo)b1orkyoKabig) + (yoh'(yo) + h(yo)) <b19 (iog(xo)(hQ (h(yo)K1 + csKah' (yo)ai12)
+yoKa (A (yo)aiz + h(yo)) blS) — qu2*(h(yo)K1 + csKah' (yo)q12) (c1zoyozog(wo) — Kobis) ))7

. 2 _ c120Y0209(%0)
b1z c3Keqy, (1 Ksbig )

h(yo)K1 + csKah/(yo)arz c1big

bos = bis

Koq3,h' (yo)braang Y c2K2q3,9(z0)q18P12 N c2a2,y0q14h(yo)d18P12 N K2q?,h(yo)b12

bos = —c3Kaqi4g(xo)bi2q12 +

c1xo c1916P14 €170q16P14 c1o
209(z0) (b219 /
h(yo)K2b1ob1s (yoh(yo)(—bfc3+b1C3(yo—261:v0)+01b22) +$Of($O)TO($O))
bos = —
T()(:Co)
n 220 (f(zo)h(yo) (—bIcs + bres(yo — 2c1mohit c1 ([e1esad + cszoyo + yo20)) + 209(wo) (h(yo) K1 + 63K2h'(y0)0112))2
Ja
Ko (woyo f(z0)TH(z0) + z0g(wo) (zoTH(20) #2T0(20))) (hyo)K1 + csKzh/ (yo)a12) bis
TO(-’IUO)

T (x0)J

+ z0K3 (—yof"(wo) y Toleolds Zog”(ﬂfo)) bis,
To(zo)

bos = 2c123209(z0)?q12bTg (R(y0)K1 + csK2h (yo)q12) big (wog(xo)Qm (h(yo)K1 + csKah/(yo)ai2)
+yoKa (M (yo)ai2 + h(yo)) b1s)b207

bor = K2 (Kayoa14pP16a16 + zoq129(zo0) (P1sh(yo) + csKaqizbi1h'(y0))) ,
bos = (c5K3a12 — c190(2c3K2 + c1c290)20) h(yo) + caKaaia(csKaqia — 2c1y028)h o),
bio = bi3qis <K2y0(h4p16thﬁ + zoq129(20) <p18h(yo) + C3K2qub11h/(yo)>);

P16P12

bi1 = Cgb% + 63(26110 — yo)b1 +c1 (61631(2) — yo(c;;xo + 2,20)) ; b=y + ———=—
c1zog(zo)dis

b1z = c3(yo — 2c120)b1 — bics + c1baa,

C1IT Z| X
b14 = 4I0Q12?J0P%4 ((03(:[/0 - 261$0)b1 — b%03 +c1 (—clch% + ¢c3yoxo + yOZO)) f(mo)h(yo) + ZOg(xO)q18)2 (1 — %I:g(o))
2P14
bis = 2esKaqiayoh' (yo) (To(zo) + z0Tg(wo0)) + A(yo) (2yoa20To(z0) + zoDeoTh(w0)) ,
bis = yoh(yo)(bica + cicazo — cayo + 20) + cazog(zo)q12 + yozoh' (yo)qi2;
h' h b Ksb
bir = bio (( (yo)a12 + h(yo)) (zog(zo)b1g + yoKabis) +y0) 7
c1z0g(wo)b1s
b1s = h(yo)(bicz + c1camo — c2yo + 20) + 20k’ (yo)d12, big = bics + bics(2c1z0 — yo) + 1 (c1eszd — yolegzd + 20))
4ciyoh bigb
b2o = 2 (yoh' (y0) + h(yo)) b1o (h(yo)K1 + csKah/(yo)a12) — w
12
2h 2¢212b2
+ h(yo)big (-M — 2k (yo) — yoh”(yo)) _ ¥
q12 q12

ba1 = h(yo) (zoT§(z0) (bes + bics(2c1mo + yo) + c1 (crezzd + yo(2c2y0 + cazo — 20))) + 2yoTo(z0)K1)
+ 2c3y0 K2k (y0) (x0T} (o) + To(x0)) d12, b2z = yo(c3mo + z0) — c1cszs.

+ iThenticate Pagina 116 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 117 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Apéndice C

C.1. Vectores propios normalizados

De las férmulas de Guckenheimer—Kuznetsovf€1<] y las condiciones en (4.7) y (4.8), se tiene que si qo = 0 € R3, entonces

Aqy = D(g,y,2) Gl zo, y + 0, 2 + 20,1 + C1o0, &2 + K10) l(q0,0,0)5 €8

 2453h(yo) _ 944220402264987764zoh) (yo) _ 15483567102013z0h} (yo)
1561%90(0 ) 100}13254}1130(676)365647 10204414102013
_ 1(%0 1(%0 1o /
Aqo = 2000000z¢ 2000 500 (—223)h] (yo) )
2453h] (yo) 734269h (yo) 1 (yo)
11200z¢ 01644 —h1(Yo

donde yo = %. Por lo tanto, elegimos Py, Qo € R3#tal que Ay Qo =0, Ag:] Py =0:

’

Po — 1359320727043274251447416 21779270563478046314481500 7651002771719078508811333 Q
o= 501166761802996374402167:100y 501166761802996374402167 501166761802996374402167 ’ 0

3031400029 9819
10904477 48899 ° )’

Por otro lado, elegimos P1,Q; € C3 tal que

AgQ1 =iwQi, A{ P1=%iwoP1, P1 QI =1, Py-Qo=1,

\/501166761802996374402167 h/l( 223

77931110497073281 1000
donde wg 5000 , de hecho, tenemos
P = (P11, P12,1), Q1= (Q11,Q12,Q13),
donde
P 1712906379521220483628 + 3i1/39056482291529715400697344170559564199927
11 — )
10789889089721137354000z¢
P —10955508903768133491639111 + 15157i1/39056482291529715400697344170559564199927
12 = ’

3937656729458287005400083
Q ( 10634737366216286481053000
11 = -

5114113171602686316707783707026262171

7637
+ 46450701306039000i\/ zo,
501166761802996374402167

0 669 (2296463376632968638417 + 41 39056482291529715400697344170559564199927)
2= 1002333523605992748804334 ’
750 (5434779689014716588809 + 44 39056482291529715400697344170559564199927)

501166761802996374402167

99

+ iThenticate Pagina 117 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



+ iThenticate Pégina 118 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

C.1 Vectores propios normalizados 100

Por otra partef
i) o _Is
500150039956399516401387830979754387799458 R (w0) I’

Gapo =

/1

223
Z= 5R)(x0) (T2) + 128583235705749097167043605344788137522240000 k), (ﬁ) " (x0),
T, '2337877012831801766673520097177966136 768000 (f{ (z0) + 104/ (z0))

223
— 195434308028541852486779864439140599296843hY (m>

223
+ 3356958029678941790505135963947119285011800h (m) .

T3 = 42020749075505385246619235 ( Rg (o)
x (219551901343103717685190983865665326290142142148918747223442739200z¢ (1’ (z0) + 10g7 (z0))

223
— 203822993942446399026758526993787595448292220523783802874136201246h (m>

223
+ 3133394248201892126977439536462312064479313166092765434200430194235h (—) )
223

1000
m) R()'(aco)),

T4 = 33633405783297927956215517810519217616334624084174013929842294052569475561435951349257496 R(, (o).

+ 2415070914774140894537100822522318589191563563638106219457870131200z0 k) (

s
3897724802895778727003196377319580906716217745600295808169800]%6 (zo) ’

Hii0 =

T5 = R{ (o) (177338815016036546784460347067619

X (3031400i (33\/39056482291529715400697344170559564199927

+ 146981580933684653780711‘) zo (1 (x0) + 1097 (x0)) + 9819 (3872146755094914355099333

1000
+50( — 2147528424495722702331087750545746581905684522533570890199668

223
+ l3359i\/39056482291529715400697344170559564199927) hY ( ) )

223
+ 9072836505376907692695682541029003534165i\/39056482291529715400697344170559564199927) h} (ﬁ) )

+ 59134337222357450671465440571085826026004 (33\/39056482291529715400697344170559564199927

223
+ 14698158093368465378071i) zohf (ﬁ) R (x0).
Luego S := sign (G200 - Go11) y de las férmulas de Guckenheimer—Kuznetsov [GK], 6 := %ﬂz, se tiene que
00 = Lo
°~ 500 (R{(x0) (T2) + 2571664714114981943340872106895762750444800z0 1, (12555) Re(zo))’
223
Is = R{ (o) (86519102591542334984932850826668436027099573h'1/ (m)
— 200 (506954639865968525166040146647094478466153xo ( 1 (wo) + 109'1'(x0))
, (223
+ 6889188447328662079133970921510447893820957h7 1000
, [ 223 "
— 1115300207705130755365288322623607852625536600x0 h 7 1000 Ry (z0).
A partir de las férmulas de Guckenheimer—Kuznetsov [GGX] y usando el software Mathematica, podemos calcular la tercera cantidad

Eo, cuya expresién matemética es muy larga y por lo tanto solo la mostramos explicitamente en las aplicaciones (ver seccién 4.5 ).
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C.2 Términos de la secciéon de aplicaciones 101

C.2. "“Términos de la secciéon de aplicaciones

N1 = 66909316651186640495112772990941608079102L1 — 18109292832012541988111243450434361640881,

Na = 292234626603975220834190012147245767096 L1 + 42709998866431110742918602039704219237;

N3 = 483014182954828178907420164504463717838312712727621243891574026240L
+ 84958466636339205488849612996562885867803627377151537481770919887,

Ni = 18369476045738701950L1 (Ng) + 385786342354488391688264503570287822884617112896256690200384
35439008029351620051967157148363389134434642797115736357573946385961950127988303089759711844
58723831395910811747642010269265229661293334921146907403512958174590177747658089,

N5 = 112248555122143 L1 (446 L1 (12908947623898020752574610896777563508213191278063578956428808770
119948810225128619312380681350663355968586266664983908394371975883977888L1 + 837879255671498
74667826110101049340698671672444036482865861318679963130363578976781120308016343560796155095
83107007425803147730544965561)y4 743710522665190101615845050071562263436582051267341312977229
051790311183299209623339856577550736792425351260642884775613917968243089389775) + 63438349571
6279537972666860594339730868325757566182327448780427858413815145153694771039180084699287610
0645058057604678332073698277785461999444796728800,

N = 360645390877729188891148545217161666717352610589084348280489864412860963404543930674349830
7594754359255532564204520703947653916650657312425847363554284786173297942939996035839981983980288,

N7 = 50295122884277598221007465595589094385337710962136484113695218471234084045406930995241414
26887084189063762885684794104440465899885129573653581340480385737089354390121271458071600447
8822904244005813676140325595765379231186281887016806590454933879699586881702204893470614784(N3),

N = 11153002077051307553652883226236078526255366 L1+ 928654164351319553570359193203479165393375,

Ny = 21274815602379231232L1 (68405649186083241061655487236272875220900496366527896558792849435773
3740354774736170695948098382005124762471675646840833922150192934858487732158133910858709255437
200396854540149973080251243959040L1 + 42824822547530996864787937233916829746291941495033100261
5398523913689360155583413735231526617574062181773612280031886667594713959163645107268226397433
21797299795524015723311293789914847299346166 1)+ 2346283189480427792200072748885111214988505190
7985863700927786598638418574989142387416179775194911992213237484298793863254504287829464403257
45668713526556819388029668854658863232080232933094024808844947243108597439,

Nio = 67266811566595855912431035621038435232669248168348027859684588105138951122871902698514992.
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C.2 Términos de la secciéon de aplicaciones 102

M1 = 491397332185715224431608901642491496624762L1 — 712009014511811689631983120026729680238727,

Mo = 6277405619786690118359128701060297036379662274513370049675264000000000,

M3 = 559057646546735205074102631933861467488 L1 + 246813298021984475053883388573134954867,

My = 483014182954828178907420164504463717838312712727621243891574026240L
+ 245804167930231882174822467070792402968199476412289979238472566367,

Ms = 134533623133191711824862071242076870465338496336696055719369176210277902245743805397029984,

Mg = 5576501038525653776826441613118039263127683 L1 + 2150739954878153877093030618046542927030866,

M7 = 834976183897213725 L4 (21274815602379231232L1 (68405649186083241061655487236272875220900496366
5278965587928494357733740354774736170695948098382005124762471675646840833922150192934858487732
158133910858709255437200396854540149973080251243959040L1 + 48303445741510097801646069144222175
3121478689646983666079975463657614884731235205830624439234506217239804885833625896014454486368
876365150019349736703074702361235852259863108199254915924392498101) + 3740699541437060615793133
1814627536552426122560517269063642225859979405771234222597755495981281283159063275407371549195
8369208282278734953390106705974546478309752470411448297112011029969402128959524510442854382271)

— 46173601900843846458628399275020181144964520631449757591945042219085043770122880863471418036
0770446158193565044934416715095651262238289896387430307343689142951423230337111766493851002761
216969014803368206424673788684266329610685538,

Mg = 100590245768555196442014931191178188770675421924272968227390436942468168090813861990482828537741683
781275257713695882088803317997702591473071626809607714741787087802425429161432008957645808488011627352
280651191530758462372563774033613180909867759399173763404409786941229568,

Mg = 5e1(112248555122143 L1 (4906 L1 (1173540693081.6382502340555360706875916557446616421435414935280700109044
37293193510846580061940969395997144206060453082581306543262179808L1 + 898732679689320012711797929637536
970124794980289558972351391525781541159764343082108918430225384536476706100256468202531504420319917323)
—496019907526402336236185045040906290051574970314604720092706249129945820654 766768575601 7573261946892
098712238193673086366686563711213795) — 380457006755383572717398250863270913550394345386132269324206468
55111793300567003901266199142714399533688676838457764115119438396288408654325757070840369)z0,

Mo = 27891731965225265653874017619527001999643278053455659989882126196509636961824197954686.
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Fuentes principales

10% @ Fuentes de Internet
4%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Fuentes principales

Las fuentes con el mayor nimero de coincidencias dentro de la entrega. Las fuentes superpuestas no se mostraran.

o Internet

doczz.es 1%
° Internet

ouci.dntb.gov.ua 1%
Internet

repositorio.usm.cl <1%
Internet

zaguan.unizar.es <1%
o Internet

repositorio.utb.edu.co <1%
° Internet

bindani.izt.uam.mx <1%
Internet

cdigital.uv.mx <1%
° Internet

digibuo.uniovi.es <1%
o Internet

oa.upm.es <1%
“ Publicacién

Fidadelfo Mondragén-Sanchez, Gamaliel Blé, Miguel Angel Dela-Rosa. "Zero Hopf ... <1%
Internet

sired.udenar.edu.co <1%
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https://doczz.es/doc/2476353/modelizaci%C3%B3n-matem%C3%A1tica---fcfm
https://ouci.dntb.gov.ua/works/40yq6dPl/
https://repositorio.usm.cl/bitstream/handle/11673/13924/3560900231395UTFSM.pdf?isAllowed=y&sequence=1
http://zaguan.unizar.es/record/87463
https://repositorio.utb.edu.co/bitstream/handle/20.500.12585/12247/IV%20Encuentro%20Matem%c3%a1tico%20del%20Caribe%202022.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://bindani.izt.uam.mx/downloads/05741r719
https://cdigital.uv.mx/bitstream/handle/1944/51971/CalderonSaavedraPablo.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://digibuo.uniovi.es/dspace/bitstream/handle/10651/72859/TFG_FernandoAlonsoFernandez.pdf?isAllowed=y&sequence=4
https://oa.upm.es/43388/
https://doi.org/10.1007/s40819-023-01613-4
https://sired.udenar.edu.co/1672/1/90510.pdf

+ iThenticate Pé4gina 4 de 120 - Descripcién general de integridad

Publicacién

Gamaliel BIé, Miguel Angel Dela-Rosa. "Bogdanov-Takens Bifurcation in a Leslie T...

Internet

www.fcfm.buap.mx

° Internet

bdigital.unal.edu.co

o Internet

iieta.org

e Publicacién

Coppejans, M.. "On efficient estimation of the ordered response model", Journal ...

Internet

uvadoc.uva.es

a Internet

ri.ujat.mx

o Internet

dgsa.uaeh.edu.mx:8080

m Internet

docencia.mat.utfsm.cl

Internet

pdfs.semanticscholar.org

Publicacién

Rafael Moreno Cano. "Aplicacién de la Visién por Computador a la docencia de Fis...

Internet

crm.ics.org.ru

a Internet

www.science.org

Internet

www.slideshare.net
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https://doi.org/10.1007/s10440-019-00302-z
https://www.fcfm.buap.mx/cima/public/docs/publicaciones/MatematicasYSusAplicaciones6.pdf
http://bdigital.unal.edu.co/3948/
https://iieta.org/journals/mmep/paper/10.18280/mmep.110219
https://doi.org/10.1016/j.jeconom.2005.10.003
https://uvadoc.uva.es/handle/10324/50579
http://ri.ujat.mx/bitstream/20.500.12107/3534/1/12.pdf
http://dgsa.uaeh.edu.mx:8080/bibliotecadigital/bitstream/handle/231104/2561/Homeostasis%20del%20hierro%20celular.pdf?isAllowed=y&sequence=1
http://docencia.mat.utfsm.cl/~paguirre/tesis.pdf
https://pdfs.semanticscholar.org/09f5/2abb09d783865c4ef2cf5af6454802bd2b93.pdf
https://doi.org/10.4995/Thesis/10251/59470
https://crm.ics.org.ru/uploads/crmissues/crm_2025_1/42_gaber.pdf
https://www.science.org/doi/abs/10.1126/science.1210908
https://www.slideshare.net/cesaraugustoarriagaarriaga/cinematica-de-las-maquinas
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10% Similitud general

El total combinado de todas las coincidencias, incluidas las fuentes superpuestas, para ca...

Filtrado desde el informe

» Coincidencias menores (menos de 8 palabras)

» Trabajos entregados

Fuentes principales

10% @ Fuentes de Internet
4%  ME Publicaciones

0% 2 Trabajos entregados (trabajos del estudiante)

Marcas de integridad
N.° de alerta de integridad para revision
Los algoritmos de nuestro sistema analizan un documento en profundidad para

F Caracteres reemplazados buscar inconsistencias que permitirian distinguirlo de una entrega normal. Si

3123 caracteres sospechosos en N.° de paginas advertimos algo extrafio, lo marcamos como una alerta para que pueda revisarlo.

Las letras son intercambiadas por caracteres similares de otro alfabeto. Una marca de alerta no es necesariamente un indicador de problemas. Sin embargo,
recomendamos que preste atencién y la revise.
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m Publicacién

Foda, M.A.. "Vibration confinement in a general beam structure during harmonic ...

Internet

fr.scribd.com

Publicacién

Robert L. Devaney. "Sex: Dynamics, topology, and bifurcations of complex expone...

Internet

revistas.chapingo.mx

m Publicacién

"Calculo Cientifico con MATLAB y Octave", Springer Science and Business Media L...

e Publicacién

Renato Mario Benazic Tomé. "Tipos no genérico de bifurcaciones en sistemas din...

e Internet

dspace.cuni.cz

Internet

teses.usp.br

m Internet

www.irsitio.com

e Publicacién

Mohamed BEN AHMED. "UNE SCIENCE NOUVELLE POUR UNE NOUVELLE VISION D...

e Internet

cris.ulima.edu.pe

Internet

ijs.uobaghdad.edu.iq

Publicacién

Jyotirmay Barman, Rajib Haloi. "Two weighted norm inequalities for generalized ...

Internet

arxiv.org
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https://doi.org/10.1016/j.jsv.2005.12.057
https://fr.scribd.com/doc/82884490/salud-ambiental-basica
https://doi.org/10.1016/S0166-8641(00)00099-7
https://revistas.chapingo.mx/inagbi/revista/articulos/r.inagbi.2024.03.015.pdf
https://doi.org/10.1007/978-88-470-0504-4
https://doi.org/10.15381/pesquimat.v26i1.23721
https://dspace.cuni.cz/bitstream/handle/20.500.11956/174070/120418589.pdf?isAllowed=y&sequence=1
https://teses.usp.br/teses/disponiveis/45/45132/tde-16082009-201102/publico/tese.pdf
http://www.irsitio.com/refbase/documentos/145_VerdugoMiranda2012.pdf
https://al-fikr.com/home/book?id=34
https://cris.ulima.edu.pe/es/publications/modelo-matem%C3%A1tico-depredador-presa-con-control-biol%C3%B3gico-an%C3%A1lisis-2
https://ijs.uobaghdad.edu.iq/index.php/eijs/article/download/7680/3646/95263
https://doi.org/10.1007/s13226-024-00676-3
https://arxiv.org/pdf/2202.05967.pdf
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Internet

ora.ox.ac.uk

Publicacién

Gamaliel Blé, Claudia Isabel Guzman-Arellano, Ivan Loreto-Hernandez. "Coexiste...

a Internet

archive.org

Internet

idoc.pub

Publicacién

Robert Carlson. "A Concrete Introduction to Real Analysis", Chapman and Hall/CR...

Internet

hdl.handle.net

Internet

www.ma1l.upc.edu

Publicacién

Dipesh Barman, Jyotirmoy Roy, Shariful Alam. "Impact of wind in the dynamics of ...

Internet

ms.mcmaster.ca

Internet

issuu.com

Internet

fdocumentos.tips

Internet

qdoc.tips

Internet

www.coursehero.com

Internet

www.mdpi.com
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https://ora.ox.ac.uk/objects/uuid:37c2eb81-9243-4758-8bdc-34b7f1a9a057/files/r7h149q67c
https://doi.org/10.1016/j.chaos.2021.111555
https://archive.org/stream/EcuacionesDiferencialesBlanchardDevaneyHall/Ecuaciones%20Diferenciales%20%5BBlanchard,%20Devaney,%20Hall%5D_djvu.txt
https://idoc.pub/documents/calculo-varias-variables-thomas-12ava-ed-3no701v85xld
https://doi.org/10.1201/b15894
http://hdl.handle.net/1884/27385
http://www.ma1.upc.edu/~tqedos/BasicBif.pdf
https://doi.org/10.1016/j.matcom.2021.07.022
http://ms.mcmaster.ca/earn.old/pdfs/Earn2009_PCMI_MathEpi.pdf
https://issuu.com/juanmartinez/docs/ecuaciones_diferenciales_ordinarias
https://fdocumentos.tips/document/anderson-luiz-maciel-tesesuspbr.html
https://qdoc.tips/calculo-una-variable-thomas-12a-edicion-3-pdf-free.html
https://www.coursehero.com/file/60139042/EFIS-U1-A2-JUCRdocx/
https://www.mdpi.com/2073-8994/15/2/478
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e Internet

docslide.net

e Internet

doi.org

a Publicacién

Ana Emilia Ferrazzi de Bressan, Juan Carlos Bressan. "Sistemas lineales planos de ...

Publicacién

Crespo Guerrero, Gloria Solvey. "El Teorema del Centro.", Pontificia Universidad C...

e Publicacién

Mendoza Jimenez, Joel. "Sistemas periodicos: perturbacion y aplicaciones.", Pontif...

e Internet

astrobiologia.astroseti.org

a Internet

epub.uni-regensburg.de

Internet

idus.us.es

Internet

repositoriousco.co

e Internet

repository.library.noaa.gov

a Internet

shukutoku.repo.nii.ac.jp

e Internet

sitios.vtte.utem.cl

a Internet

www.tdx.cat

Publicacién

MARIA PENKOVA VASSILEVA. "METODOS ITERATIVOS EFICIENTES PARA RESOLUCL...
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http://docslide.net/travel/congreso-latinoamericano-de-biologia-matematicas-2005.html
https://doi.org/10.24275/uami.xs55mc20k
https://doi.org/10.33044/revem.10231
http://gateway.proquest.com/openurl?res_dat=xri%3Apqm&rft_dat=xri%3Apqdiss%3A27756140&rft_val_fmt=info%3Aofi%2Ffmt%3Akev%3Amtx%3Adissertation&url_ver=Z39.88-2004
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