
UNIVERSIDAD JUÁREZ
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Introducción

El estudio de los movimientos de los cuerpos ha fascinado a la humanidad durante cientos
de años. Fueron los estudios del Sir. Isaac Newton para entender y modelar la dinámica de los
planetas del sistema solar lo que llevó al desarrollo del cálculo diferencial y de la teoŕıa sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias. El estudio de los sistemas no lineales mostró la dificultad de
dar una solución anaĺıtica expĺıcita y que en la mayoŕıa de los casos era imposible. Debido a ello,
a finales del sigo XIX, Henry Poincaré propuso métodos cualitativos y geométricos para describir
los comportamientos ĺımites de las soluciones de una ecuación diferencial en general [G]. Por otra
parte, al analizar los conjuntos ĺımites de un sistema dinámico no lineal, se han observado conjuntos
muy complicados, lo que ha permitido introducir un nuevo término que actualmente conocemos
como caos [GH, R]. Los métodos geométricos y cualitativos para analizar los sistemas no lineales
introducidos por Poincaré, fueron seguidos por Birkhoff (1927), Lyapunov (1949), Smale (1963),
Melnikov (1963), Lorenz (1963), Andronov (1973), por mencionar algunos [GH].

La dinámica caótica en un sistema no lineal se caracteriza principalmente por: tener sensibilidad
a las condiciones iniciales, ser transitivo y que el conjunto de órbitas periódicas sea denso [D]. En
1965, Stephen Smale detectó la manifestación de caos en un sistema conocido actualmente como
herradura de Smale [GH, S]. En la literatura se pueden apreciar varios enfoques que en cierto sentido
generalizan el trabajo de Smale y permiten determinar caos en un sistema dinámico discreto. Éstos
proporcionan una herramienta para determinar condiciones que garantizan la presencia de caos en
la aplicación de Poincaré en un sistema diferencial [P, R, W]. De hecho, en sistemas discretos, el caos
aparece desde las funciones de una variable, mientras que para sistemas de ecuaciones diferenciales,
las soluciones no presentan caos cuando se tiene una o dos variables. En el caso de tres variables se
conocen ejemplos que presentan caos y hay muchos resultados numéricos que muestran caos, pero
aún falta mucho por analizar y formalizar, por lo que resulta ser un problema de interés, sobre todo
en las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales.

Entre los sistemas diferenciales de tipo depredador-presa que modelan procesos ecológicos o
biológicos se encuentran los de tipo Leslie. Tales sistemas se caracterizan por la suposición de que
el depredador es generalista y el beneficio de alimentarse de la presa se refleja en su capacidad de
carga (ver [HH, HX, HRS, LX] y las referencias alĺı citadas). En el caso tridimensional, Aziz-Alaoui
considera un modelo de depredación intragremial, basado en una versión modificada del esquema
de Leslie-Gower, donde el depredador es especialista y el superdepredador es generalista. Además,
el superdepredador se alimenta del depredador y el recurso. Él establece condiciones para acotar las
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iii

soluciones del sistema, existencia de un conjunto atractor, existencia de equilibrios y su estabilidad
local o global, las cuales representan la extinción del superdepredador o depredador [A]. Posterior-
mente, Priyadarshi y Gakkhar analizaron la dinámica de un sistema tritrófico de red alimentaria,
donde el depredador y el superdepredador son generalistas. Ellos dan condiciones para las cuales las
soluciones del sistema son acotadas. Además, prueban la bifurcación de Hopf en los planos fase y la
coexistencia de las tres especies a través de soluciones periódicas o la existencia de órbitas caóticas
[PG]. Agrawal et al. consideran un sistema tritrófico del tipo Leslie-Gower y analizan el efecto de un
retardo en la respuesta numérica del depredador. Ellos muestran la estabilidad de los equilibrios, bi-
furcación de Hopf y bifurcación doble de Hopf cuando las respuestas funcionales son de tipo Holling
IV y tipo Beddington-DeAngelis para el depredador y superdepredador, respectivamente. Suponen
que el superdepredador es de tipo generalista y su crecimiento se debe a la reproducción sexual.
Numéricamente ellos muestran la existencia de comportamiento caótico en el sistema [AJUR].

Recientemente, Blé y Dela-Rosa muestran las condiciones de los parámetros bajo las cuales un
modelo tritrófico de tipo Leslie experimenta una bifurcación de codimensión 2 Bogdanov-Takens,
lo que implica que hay curvas en el espacio de parámetros en las que el sistema puede exhibir
una bifurcación silla-nodo, Hopf o una bifurcación homocĺınica [BR]. Falconi et al. analizan un
modelo de cadena tritrófica tipo Leslie, considerando la interferencia del superdepredador sobre el
depredador. Ellos analizan la dinámica de los puntos de equilibrio y muestran la existencia de una
bifurcación cero-Hopf usando la teoŕıa del promedio [FVV].

Es importante mencionar que cuando ocurre una bifurcación cero-Hopf, el valor de bifurcación
en el espacio de parámetros está en la intersección de dos ramas, una donde ocurre la bifurcación
silla-nodo y otra donde aparece una bifurcación Hopf, por lo que esta bifurcación permite encontrar
conjuntos ĺımites estables invariantes más complicados que los puntos de equilibrio o los ciclos
ĺımite. De hecho, se pueden detectar toros invariantes o atractores caóticos [K, GK, W]. En este
sentido, Liu y Han estudiaron un modelo depredador-presa con respuesta funcional Holling tipo II,
que incorpora la dispersión de la presa y el tiempo de retardo en el sistema. Al elegir el tiempo
de retraso debido a la gestación como parámetro de bifurcación, ellos probaron la existencia de
bifurcación de Hopf en el punto de equilibrio positivo y mostraron numéricamente la existencia
de caos [LH]. Además, Adak et al. analizaron un modelo depredador-presa-parásito con un retardo
inducido y captura de la presa. Ellos suponen que la interacción depredador-presa está representada
por un modelo tipo Leslie-Gower con respuesta funcional Holling tipo II y muestran que la demora
puede causar inestabilidad en un punto de equilibrio de coexistencia y que una demora mayor puede
incluso producir caos [ABH].

En este trabajo analizamos la dinámica de un sistema de ecuaciones diferenciales que modela
la interacción entre una presa, un depredador y un superdepredador. En particular analizaremos
la presencia de bifurcación cero-Hopf o Bogdanov-Takens y de comportamientos caóticos en el
sistema. En primer lugar, analizaremos un modelo tritrófico tipo Leslie propuesto en [BR] y por
último analizaremos un modelo intragremial tipo Leslie, el cual considera un factor en la tasa de
crecimiento de la presa, para modelar el efecto del miedo de la presa ante la presencia del depredador.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. En el caṕıtulo 1, se presentan los conceptos
y resultados de la teoŕıa local y de bifurcación de ecuaciones diferenciales, los cuales serán utilizados
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iv

en el desarrollo del trabajo.
En el caṕıtulo 2, analizamos un sistema tritrófico tipo Leslie propuesto en [BR] y mostramos

que el sistema presenta una bifurcación cero-Hopf y exhibe órbitas con comportamientos caóticos.
Con el uso de respuestas funcionales de tipo Holling se verifican los resultados demostrados en
la sección 2.2 y mediante simulaciones numéricas mostramos atractores como: órbitas periódicas,
toros invariantes y atractores extraños (caóticos), sección 2.3. Además, v́ıa el máximo exponente
de Lyapunov (MLE), mostramos que existen comportamientos caóticos, para parámetros en una
vecindad del valor de bifurcación del sistema diferencial asociado.

En el caṕıtulo 3, consideramos un sistema intragremial tipo Leslie que considera un factor en
la tasa de crecimiento de la presa que modela el efecto del miedo de la presa ante la presencia
del depredador. Para este sistema demostramos que existen parámetros para los cuales se exhibe
una bifurcación de Bogdanov-Takens y usando respuestas funcionales Holling II, ejemplificamos los
resultados de la sección 3.1, mediante simulación numérica encontramos un atractor extraño, misma
que del cálculo del máximo exponente de Lyapunov mostramos que el atractor es caótico. Finalmente
calculamos el MLE para una familia de parámetros en una vecindad del valor de bifurcación de los
sistemas diferenciales asociados, teniendo en todos ellos MLE positivos, concluyendo que el sistema
presenta caos, sección 3.3.

En el caṕıtulo 4 analizamos la dinámica de un sistema intragremial Leslie y mostramos que
exhibe una bifurcación cero-Hopf. Usando respuestas funcionales Holling ejemplificamos la exis-
tencia de tal bifurcación y mediante simulaciones numéricas mostramos atractores cerca del valor
de bifurcación, tales como: órbitas periódicas, toros invariantes, órbitas homocĺınicas y atractores
extraños, subsección 4.5.1 y 4.5.2. Siguiendo el enfoque de los caṕıtulos anteriores, se calcula el
MLE del atractor extraño, resultando ser positivo, en consecuencia tal atractor es caótico. Luego,
se calcula el MLE para una familia de sistemas diferenciales, con parámetros que son tomados en un
intervalo o bien en un rectángulo que contiene el valor de bifurcación y se obtiene que los máximos
exponentes de Lyapunov son positivos, sección 4.6. Del MLE concluimos que el sistema presenta
caos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan algunos conceptos y resultados básicos de la teoŕıa geométrica para
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En la primera sección se muestran los conceptos de
la teoŕıa local de ecuaciones diferenciales ordinarias y en la segunda se presentan los diferentes tipos
de bifurcación que serán abordados en los caṕıtulos posteriores.

1.1. Estabilidad local

1.1.1. Puntos de equilibrio

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en un subconjunto abierto E de
Rn,

ẋ = f(x), (1.1)

donde f : E → Rn, es un campo vectorial con f ∈ Cr(E), r ≥ 1. Los resultados expuestos en este
apartado están basados en [P, W].

Un punto x0 ∈ Rn es llamado punto de equilibrio de (1.1) si f(x0) = 0.

1. La linealización de (1.1) en x0, es el sistema lineal ẋ = Ax, donde la matriz A = Df(x0).

2. Un punto de equilibrio x0 es llamado punto de equilibrio hiperbólico de (1.1), si ninguno de
los valores propios de la matriz Df(x0) tiene parte real cero.

Sean λs
1, . . . , λ

s
ns
, los valores propios con parte real negativa de A, λc

1, . . . , λ
c
nc
, los valores propios con

parte real cero de A y λu
1 , . . . , λ

u
nu
, los valores propios con parte real positiva de A, con ns+nc+nu =

n; consideremos también los vectores propios generalizados u1, . . . , uns , v1, . . . , vnc y w1, . . . , wnc

correspondientes a los valores propios con parte real negativa, cero y positiva, respectivamente.
Definimos los espacios estable, central e inestable, respectivamente como

Es = ⟨u1, . . . , uns⟩ , Ec = ⟨v1, . . . , vnc⟩ , Eu = ⟨w1, . . . , wnu⟩ .

1
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1.1 Estabilidad local 2

Sea x0 ∈ E, consideremos el problema de valor inicial

ẋ = f(x),

x(0) = x0,

del teorema fundamental de existencia y unicidad, existe una solución ϕ(t,x0) que pasa por x0

definida en un intervalo maximal I(x0). Aśı para todo t ∈ I(x0), el conjunto de aplicaciones ϕt dado
por

ϕt(x0) = ϕ(t,x0),

es llamado el flujo de la ecuación diferencial (1.1), a la función ϕt es también conocido como el flujo
del campo vectorial f(x).

El flujo ϕt satisface las siguientes propiedades

1. ϕ0(x) = x,

2. ϕs ◦ ϕt(x) = ϕs+t(x), para todo s, t ∈ I(x),

3. ϕ−t ◦ ϕt(x) = ϕt ◦ ϕ−t(x) = x, para todo t ∈ I(x).

Por lo anterior, a la familia ϕt se le llama sistema dinámico asociado a (1.1). El sistema diferencial
(1.1), tiene variedades diferenciables de clase Cr en el punto de equilibrio x0, las cuales se conocen
como variedad estable, central e inestable, denotadas como S, C y U , respectivamente, los cuales
son tangentes a los subespacios estable, central e inestable Es, Ec y Eu respectivamente. Además
tienen la misma dimensión y las siguientes propiedades

ĺım
t→∞

ϕt(x) = x0, para todo x ∈ S,

ĺım
t→−∞

ϕt(x) = x0, para todo x ∈ U.

Definición 1.1. Sea ϕt el flujo para el sistema no lineal (1.1). Definimos la variedad global estable
e inestable de (1.1) en el punto de equilibrio x0 como,

W s(x0) =
⋃
t≤0

ϕt(S) y

W u(x0) =
⋃
t≥0

ϕt(U),

respectivamente.

Las variedades globales estable e inestable en x0 son únicas e invariantes con respecto al flujo
ϕt.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

13

17

57

Página 20 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 20 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



1.1 Estabilidad local 3

Teorema 1.2. Supongamos que el origen es un punto de equilibrio del sistema (1.1) y que Df(0)
tiene c valores propios con parte real cero y s valores propios con parte real negativa, con c+ s = n.
El sistema (1.1) puede escribirse en la forma diagonal

ẋ =Cx+ F(x,y),

ẏ =Py +G(x,y),
(1.2)

donde (x,y) ∈ Rc ×Rs y C,P son matrices cuadradas con c valores propios con parte real cero y s
valores propios con parte real negativa, respectivamente y F(0) = G(0) = 0, DF(0) = DG(0) = 0.
Además existe δ > 0 y una función h ∈ Cr

(
Nδ(0)

)
que define la variedad central local y que satisface

Dh(x)
(
Cx+ F

(
x,h(x)

))
− Ph(x)−G

(
x,h(x)

)
= 0 (1.3)

para |x| < δ; y que el flujo en la variedad central W c(0) es definido por el sistema de ecuaciones
diferenciales

ẋ = Cx+ F
(
x,h(x)

)
, (1.4)

para todo x ∈ Rc con |x| < δ.

Definición 1.3. Sean E1, E2 subconjuntos abiertos de Rn, f ,g campos vectoriales tales que f ∈
C1(E1), g ∈ C1(E2) y ϕτ , φt los flujos asociados a f y g, respectivamente. Los sistemas de ecuaciones
diferenciales autónomos

ẋ = f(x), (1.5)

ẋ = g(x), (1.6)

son topológicamente equivalentes si existe un homeomorfismo H : E1 → E2 que preserva la orien-
tación y satisface H ◦ φt(x) = ϕτ ◦ H(x). Si t = τ se dice que los sistemas son topológicamente
conjugados.

Teorema 1.4 (Hartman-Grobman). Si el origen es un punto de equilibrio hiperbólico del sistema
(1.5), entonces el sistema no lineal ẋ = f(x) es topológicamente conjugado, en una vecindad del
origen, al sistema lineal ẏ = Df(0)y.

Estabilidad estructural

Sean f ∈ C1(E), E un subconjunto abierto de Rn, se define la C1-norma de f como

||f ||1 = sup
x∈E

|f(x)|+ sup
x∈E

||Df(x)||, (1.7)

donde | · | denota la norma euclideana en Rn y || · || denota la norma de operadores acotados.
En particular, si K es un subconjunto compacto de E, la C1- norma de f en K es

||f ||1 = máx
x∈K

|f(x)|+máx
x∈K

||Df(x)|| < ∞. (1.8)

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

1

7 7

32

32

35

56

Página 21 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 21 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



1.1 Estabilidad local 4

Definición 1.5. Sea E un subconjunto abierto de Rn. Un campo vectorial f ∈ C1(E) es estructu-
ralmente estable si existe ε > 0 tal que para todo g ∈ C1(E) con

||f − g||1 < ε,

f y g son topológicamente equivalentes en E. En este caso, decimos que el sistema dinámico (1.5)
es estructuralmente estable. Un campo vectorial f ∈ C1(E) que no es estructuralmente estable, es
llamado inestable.

Teorema 1.6. Sea f ∈ C1(E) donde E es un abierto en Rn que contiene un punto de equilibrio
hiperbólico x0 de (1.5). Entonces para ε > 0 existe δ > 0 tal que toda g ∈ C1(E) con

||f − g||1 < δ,

tiene un punto de equilibrio hiperbólico y0 ∈ Nε(x0) de (1.6). Más aún, Df(x0) y Dg(y0) tienen el
mismo número de valores propios con parte real negativa y positiva.

Cuando un campo vectorial no es estructuralmente estable se presenta un fenómeno conocido
como bifurcación.

1.1.2. Órbitas periódicas

Sea x ∈ E, la función ϕ(·,x) : R → E define una curva solución, trayectoria u órbita para el
sistema (1.1) que pasa por un punto x0 en E, la cual está dada por:

Γx0 = {x ∈ E : x = ϕ(t,x0), t ∈ R}.

Definición 1.7. Sean p,q ∈ E y Γ = ϕ(·,x) una trayectoria que pasa por x, del sistema (1.1).
Diremos que

1. p es un punto ω-ĺımite de Γ, si existe una sucesión tn → ∞ tal que

ĺım
n→∞

ϕ(tn,x) = p,

2. q es un punto α-ĺımite de Γ, si existe una sucesión tn → −∞ tal que

ĺım
n→∞

ϕ(tn,x) = q.

El conjunto de todos los puntos ω-ĺımite de una trayectoria es llamado conjunto ω-ĺımite de Γ
y es denotado por ω(Γ), de manera similar, el conjunto de todos los puntos α-ĺımite, es llamado
conjunto α-ĺımite de Γ, denotado por α(Γ). El conjunto de todos los puntos ĺımites de Γ, α(Γ)∪ω(Γ)
es el conjunto ĺımite de Γ.

Definición 1.8. Una solución cerrada Γ que no contiene puntos de equilibrio del sistema (1.1) es
llamado un ciclo u órbita periódica. Una órbita periódica Γ es:

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

1

1

1

1

1

7

55

Página 22 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 22 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



1.1 Estabilidad local 5

1. estable si para cada ε > 0, existe una vecindad U de Γ tal que para todo x ∈ U , d
(
ϕ(t,x),Γ

)
<

ε, para todo t ≥ 0,

2. asintóticamente estable si es estable y para todo punto x en una vecindad U de Γ,

ĺım
t→∞

d
(
ϕ(t,x),Γ

)
= 0,

3. inestable, si no es estable.

Teorema 1.9. Los conjuntos α-ĺımite y ω-ĺımite de una trayectoria Γ del sistema (1.1) son sub-
conjuntos cerrados de E y si Γ esta contenido en un subconjunto compacto de Rn, entonces α(Γ) y
ω(Γ), son subconjuntos de E no vaćıos, conexos y compactos.

Una órbita ϕ(·,x0) define una curva solución cerrada del sistema (1.1) si y solo si para todo
t ∈ R, ϕ(t + T,x0) = ϕ(t,x0) para algún T > 0; al mı́nimo T que satisface esta propiedad, se le
conoce como el periodo de la órbita periódica.

Definición 1.10. Un ciclo ĺımite Γ de un sistema es un ciclo de (1.1), el cual es el conjunto α
u ω-ĺımite de alguna trayectoria del sistema (1.1) distinta de Γ. Si en una vecindad del ciclo, Γ
es el conjunto ω-ĺımite de cada trayectoria, Γ es llamado ciclo ĺımite estable; y si Γ es el conjunto
α-ĺımite de alguna trayectoria, es llamado ciclo ĺımite inestable.

Definición 1.11. Sea E un subconjunto abierto de R2n y H ∈ C2(E) donde x,y ∈ Rn. Un sistema
diferencial de la forma

ẋ =
∂H

y
,

ẏ = −∂H

∂x
,

donde
∂H

∂x
=

(
∂H

∂x1

, . . . ,
∂H

∂xn

)T

y
∂H

∂y
=

(
∂H

∂y1
, . . . ,

∂H

∂yn

)T

,

es llamado un sistema hamiltoniano con n grados de libertad en E.

Ejemplo 1.12. El sistema hamiltoniano

ẋ = y,

ẏ = x+ x2,
(1.9)

con hamiltoniano H(x, y) = y2

2
− x2

2
− x3

3
tiene curvas solución definidas por

y2 − x2 − 2x3

3
= C.

El retrato fase para este sistema (1.9), se muestra en la figura 1.1. La curva solución y2 = x2+ 2
3
x3,

corresponde a C = 0, pasa por el punto (−3
2
, 0) y la silla en el origen el cual es el conjunto α-ĺımite

y ω-ĺımite de Γ. La curva solución Γ ⊂ W s(0) ∩W u(0) es conocida como órbita homocĺınica y la
curva cerrada simple determinada, por la unión de esta órbita homocĺınica y el punto de equilibrio
en el origen es llamado ciclo separatriz.
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1.1 Estabilidad local 6

Figura 1.1: Órbita homocĺınica Γ que define un ciclo separatriz.

1.1.3. Aplicación de Poincaré

Los resultados presentados en este apartado están basados en [P, GH]. Una herramienta básica
para el estudio de la estabilidad y bifurcación de órbitas periódicas es la aplicación de Poincaré o
de primer retorno, definida por Henry Poincaré en 1881. La idea de la aplicación de Poincaré es
bastante simple, la cual considera una órbita periódica, Γ, cerrada en x0 del sistema (1.1) y un
hiperplano ortogonal a Γ en x0.

La demostración del siguiente resultado está basada en [P].

Teorema 1.13. Sea E un subconjunto abierto de Rn y f ∈ C1(E). Supongamos que el flujo, ϕt(x0),
es una solución periódica de (1.1) de periodo T y que el ciclo

Γ = {x ∈ Rn : x = ϕt(x0), 0 ≤ t ≤ T},

esté contenido en E. Si Σ es el hiperplano ortogonal a Γ en x0, es decir,

Σ = {x ∈ Rn : (x− x0) · f(x0) = 0},
entonces existe un δ > 0 y una única función τ(x) continuamente diferenciable para todo x ∈ Nδ(x0),
tal que τ(x0) = T y

ϕτ(x0)(x) ∈ Σ,

para todo x ∈ Nδ(x0).

Demostración. Sea x0 ∈ Γ, definimos la función

F (t,x) =
(
ϕt(x)− x0

)
· f(x0).
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 7

Para F aśı definida, F ∈ C1(R × E) y de la periodicidad de ϕt(x0) se tiene que F
(
T,x0

)
= 0.

Además, dado que ϕ(t,x0) = ϕt(x0) es una solución de (1.1), el cual satisface ϕ(T,x0) = x0, se
sigue que

∂F (T,x0)

∂t
=

∂ϕ(T,x0)

∂t
· f(x0) = f(x0) · f(x0) = |f(x0)|2 ̸= 0,

dado que x0 ∈ Γ no es un punto de equilibrio de (1.1). Aśı del teorema de la función impĺıcita, se
sigue que existe δ > 0 y una única función τ(x) definida y continuamente diferenciable para todo
x ∈ Nδ(x0) tal que τ(x0) = T y

F
(
τ(x),x

)
= 0

para todo x ∈ Nδ(x0), ver figura 1.2. Aśı, para todo x ∈ Nδ(x0),
(
ϕ(τ(x),x)− x0

)
· f(x0) = 0. En

consecuencia
ϕτ(x)(x) ∈ Σ.

◀

De la demostración del teorema 1.13, se garantiza la existencia de la aplicación de Poincaré.

Definición 1.14. Sean Γ,Σ, δ y τ , definidas como en el teorema 1.13. Para x ∈ Nδ(x0) ∩ Σ, la
función

P(x) = ϕτ(x)(x),

es llamada aplicación de Poincaré para Γ en x0, ver figura 1.2.

Definición 1.15. Una órbita periódica Γ que pasa por x0 es hiperbólica si todos los valores propios
de DP(x0) son de módulo distinto de 1.

Teorema 1.16. Sean E un subconjunto abierto de Rn y f ∈ C1(E) un campo vectorial con una
órbita periódica hiperbólica Γ contenida en E. Entonces para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que todo
campo g ∈ C1(E) con

||f − g||1 < δ,

tiene una órbita periódica hiperbólica Γ′ contenida en una ε-vecindad tubular de Γ. Más aún, las
variedades estables W s(Γ) y W s(Γ′) y las variedades inestables W u(Γ) y W u(Γ′) tienen la misma
dimensión.

1.2. Teoŕıa de bifurcación

En esta sección estudiamos la estructura cualitativa del conjunto de soluciones o retrato fase de
una familia de campos vectoriales en un abierto de Rn y los cambios que sufre la dinámica al mover
los parámetros en una vecindad pequeña. Los resultados que se muestran a continuación pueden
ser ampliados en [GH, K, W].

Consideremos una familia de campos vectoriales no lineales que dependen de un parámetro
µ ∈ Rk

ẋ = f(x, µ), (1.10)
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 8

Figura 1.2: Aplicación de Poincaré.

con f ∈ Cr(E × Rk), para r ≥ 1 y E un subconjunto abierto en Rn. Supongamos que (1.10) tiene
un punto de equilibrio en (x0, µ0).

Enseguida surgen dos preguntas:

1. ¿El punto de equilibrio es estable o inestable?

2. ¿Cómo se ve afectada la estabilidad o inestabilidad del punto de equilibrio cuando se vaŕıa µ?

Del teorema 1.6, si el punto de equilibrio x0 es hiperbólico entonces existe una vecindad de µ0

para la cual todos los campos vectoriales f(x, µ) de esa vecindad son localmente equivalentes a
f(x, µ0), en una vecindad de x0. Por lo que no se afecta la dinámica del punto x0 al mover el
parámetro µ. Por otro lado, cuando el punto de equilibrio x0 no es hiperbólico responder a las
preguntas anteriores, resulta ser más dif́ıcil. En este caso, para (x, µ) en una vecindad de (x0, µ0),
puede ocurrir un comportamiento dinámico radicalmente diferente al de (x0, µ0). Por ejemplo, se
pueden crear puntos de equilibrio, órbitas periódicas, órbitas casiperiódicas o incluso se pueden crear
dinámicas caóticas. En cierto sentido cuantos más valores propios se tengan en el eje imaginario,
mayores serán las posibilidades de obtener dinámicas diferentes en una vecindad de µ0. En esta
dirección estudiaremos el sistema (1.10), cuando el punto de equilibrio (x0, µ0) no es hiperbólico.

1.2.1. Bifurcación unidimensional

Comenzamos el estudio del sistema (1.10) cuando la linealización en (x0, µ0), Df(x0, µ0), tiene
un solo valor propio cero y el resto de los valores propios tiene parte real distinto de cero; luego
la estructura de la órbita cerca de (x0, µ0) está determinada por la ecuación en la variedad central
asociada, la cual se escribe como

ẋ = f(x, λ), x ∈ R, λ ∈ Rk, (1.11)

donde λ = µ− µ0. Además, el sistema diferencial (1.11) debe satisfacer
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 9

f(0, 0) = 0, (1.12)

∂f

∂x
(0, 0) = 0. (1.13)

La ecuación (1.12) es la condición del punto de equilibrio y (1.13) es la condición del valor propio
cero.

Si consideramos que λ ∈ R, la dinámica en la variedad central está determinada por los términos
no lineales que tiene la función f . En particular, si ésta tiene términos cuadráticos, una posible forma
normal es la siguiente,

ẋ = f(x, µ) = µ− x2. (1.14)

La ecuación (1.14) es la forma normal para la bifurcación silla-nodo. Para µ > 0 existen dos
puntos de equilibrio x = ±√

µ; la derivada del campo en el punto de equilibrio es Df(±√
µ, µ) =

±2
√
µ, aśı el punto de equilibrio x =

√
µ es estable, mientras que el punto x = −√

µ es inestable.
Notemos que para µ = 0, solo existe un punto de equilibrio en x = 0 y este no es hiperbólico, dado
que Df(0, 0) = 0; aśı el campo vectorial f(x) = −x2 es inestable y µ = 0 es un valor de bifurcación.
No existen puntos de equilibrio cuando µ < 0. Para µ > 0 las variedades estables e inestables del
sistema (1.14), están dadas por W s(

√
µ) = (−√

µ,∞), W s(−√
µ) = (−∞,

√
µ) y para µ = 0 la

variedad central es W c(0) = (−∞,∞), ver figura (1.3).

Figura 1.3: Bifurcación silla-nodo.

Toda la información pertinente sobre la bifurcación que tiene lugar en este sistema en µ = 0
se captura en el diagrama de bifurcación que se muestra en la figura 1.4. La curva µ − x2 = 0
determina la posición de los puntos de equilibrio; la curva sólida es usado para indicar la familia
de puntos de equilibrio estables, mientras que la curva punteada indica la familia de puntos de
equilibrio inestables para el sistema (1.14)

Consideremos ahora el sistema unidimensional

ẋ = f(x) = µx− x2. (1.15)

La ecuación (1.15) es la forma normal para la bifurcación transcŕıtica, los puntos de equilibrio son
x = 0 y x = µ. La derivada del campo es Df(x, µ) = µ− 2x; en consecuencia si µ > 0 el punto de
equilibrio x = µ es estable, mientras que si µ < 0 es inestable. Por otra parte el punto de equilibrio
x = 0 es inestable si el parámetro µ > 0 y estable si µ < 0. Para µ = 0 existe solo un punto de
equilibrio en x = 0 y este no es hiperbólico, en consecuencia el cambio de estabilidad ocurre en este
punto de equilibrio y µ = 0 es un valor de bifurcación. El retrato fase para esta ecuación diferencial
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 10

Figura 1.4: Diagrama de bifurcación silla-nodo

Figura 1.5: Bifurcación transcŕıtica.

se muestra en la figura 1.5. Toda la información relacionada con la bifurcación que tiene lugar en
este sistema en µ = 0 se muestra en el diagrama de bifurcación de la figura 1.6.

Consideremos ahora el campo vectorial

ẋ = f(x) = µx− x3. (1.16)

La ecuación (1.16) es la forma normal para la bifurcación tridente. Para µ > 0 existen tres puntos
de equilibrio, x = 0 y x = ±√

µ; mientras que si µ < 0, existe solo un punto de equilibrio en x = 0
y para µ = 0, solo hay un punto de equilibrio x = 0, el cual no es hiperbólico. En este caso, se tiene
el campo vectorial f(x) = −x3, el cual es inestable, por lo que µ = 0 es un valor de bifurcación.
El retrato fase para el sistema (1.16) se muestra en la figura (1.7) y la figura (1.8) muestra toda la
información relacionada a la bifurcación tridente.

Supongamos ahora que en el campo vectorial (1.10), el parámetro r = 1 y µ ∈ R. Además,
hagamos las siguientes hipótesis,

en el parámetro µ = 0 el sistema tiene un punto de equilibrio x0 = 0,

la matriz jacobiana A0 = Df(0, 0) tiene un único valor propio λ1 = 0.

Cuando µ < 0 existen dos puntos de equilibrio uno silla y el otro nodo, y cuando µ = 0 solo existe
un punto de equilibrio silla, mientras que si µ > 0 no existen puntos de equilibrio. En este caso
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 11

Figura 1.6: Diagrama de bifurcación transcŕıtica.

Figura 1.7: Retrato fase para la bifurcación tridente.

la bifurcación que se presenta es conocida como silla-nodo, y se caracteriza por la condición de
bifurcación λ1 = 0 y aparece genéricamente en familias de campos vectoriales suaves dependientes
de un parámetro, el caso unidimensional ya lo hemos estudiado. En este apartado estudiaremos solo
el caso bidimensional, el caso general puede consultarse en [K, P]. La forma normal bidimensional
asociada es

ẋ = µ± x2,

ẏ = −y,

El diagrama de bifurcación se muestra en la figura 1.4, los retratos fases para distintos valores en
los parámetros se muestra en la figura 1.9.

1.2.2. Bifurcación de Hopf

Consideremos el campo vectorial

ẋ = f(x, µ), x ∈ E ⊂ Rn, µ ∈ R, (1.17)
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 12

Figura 1.8: Diagrama de la bifurcación tridente.

donde f es una función de clase Cr(E), r ≥ 3, con un punto de equilibrio x0 en µ = µ0. Estamos
interesados en la estructura cualitativa de la órbita cerca de x0 a medida que vaŕıa el parámetro
µ. Suponemos que la matriz jacobiana asociada a (1.17) en el punto de equilibrio x0 tiene un par
de valores propios imaginarios puros y n− 2 valores propios con parte real distinto de cero. Por el
teorema de la función impĺıcita tenemos que para µ cerca de µ0 existe un punto de equilibrio x(µ)
cerca de x0 el cual vaŕıa suavemente con respecto a µ. Sin embargo, las dimensiones de las variedades
estable e inestable en x(µ) cambian si los valores propios de Df

(
x(µ)

)
cruzan el eje imaginario en

µ0. Cuando el punto de equilibrio no es hiperbólico, la parte lineal del campo vectorial (1.17) en
x0, proporciona poca información sobre la dinámica de éste en una vecindad de x0, por lo que es
necesario analizar la dinámica en la variedad central, en una vecindad del punto de equilibrio x0.
Los resultados aqúı presentados pueden consultarse en [K, P, W].

El campo vectorial (1.17) en la variedad central tiene la siguiente forma

(
ẋ
ẏ

)
=

(
Reλ(µ) −Imλ(µ)
Imλ(µ) Reλ(µ)

)(
x
y

)
+

(
f(x, y, µ)
g(x, y, µ)

)
, (x, y, µ) ∈ R2 × R (1.18)

donde f y g son no lineales en la variable x y en la variable y, y los valores propios del campo
vectorial linealizado en el origen, son λ(µ) y λ(µ).

Supongamos que µ0 = 0 y denotemos por

λ(µ) = α(µ)± iω(µ),

los valores propios de la parte lineal del sistema (1.18). De las hipótesis hechas, se tiene que α(0) = 0
y ω(0) ̸= 0, la forma normal asociada al sistema es
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 13

Figura 1.9: Retrato fase para la bifurcación silla-nodo bidimensional.

ẋ = µx− y ± x(x2 + y2),

ẏ = x+ µy ± y(x2 + y2),
(1.19)

la cual tiene un punto de equilibrio en el origen para todo µ ∈ R y la matriz jacobiana en el (0, 0)
es

A =

(
µ −1
1 µ

)
.

Tomando el signo negativo en el sistema (1.19) y usando coordenadas polares, el sistema queda
como

ṙ =r(µ− r2),

θ̇ =1.
(1.20)

Como estas ecuaciones están desacoplados para r y θ, es posible resolverlas de manera individual. La
primera ecuación se resuelve para r ≥ 0. Esta tiene un punto de equilibrio en r = 0 para todo valor
de µ. El punto de equilibrio es estable si µ < 0, permanece estable en µ = 0 y es inestable si µ > 0.
Además, hay un punto de equilibrio adicional x0(µ) =

√
µ para µ > 0. La segunda ecuación describe

una rotación con ángulo constante, por lo que se tiene una órbita periódica, cuando r =
√
µ, µ > 0.

La dinámica definida por el sistema (1.20), se muestra en el diagrama de bifurcación del sistema
bidimensional (1.19), ver figura 1.10. Como puede observarse, el punto de equilibrio en el origen
es un foco estable para µ < 0 e inestable para µ > 0. En el valor del parámetro de bifurcación
µ = 0, el equilibrio es un foco débilmente estable. Cuando µ > 0, el origen está rodeado por una
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 14

única órbita periódica estable que es una circunferencia de radio r0(µ) =
√
µ, cuya ecuación es

Γµ(t) =
√
µ(cos t, sin t). En la figura 1.11, se muestra la familia de órbitas periódicas en el espacio

(x, y, µ), las cuales forman un paraboloide circular.

Figura 1.10: Bifurcación de Hopf supercŕıtica.

Figura 1.11: Diagrama de bifurcación de Hopf supercŕıtica.

Ahora consideremos el sistema (1.19) con el signo positivo en la parte no lineal. Este sistema
es posible analizarlo de la misma manera que el caso negativo. El sistema sufre una bifurcación de
Hopf en µ = 0. Contrario al sistema analizado, existe una única órbita periódica inestable cuando
µ < 0, la cual desaparece cuando µ es mayor que cero. Cuando µ ̸= 0, el punto de equilibrio en el
origen tiene la misma estabilidad que el caso anterior, es estable para µ < 0 e inestable para µ > 0,
mientras que si µ = 0 la estabilidad del origen se invierte con respecto al caso negativo, ya que es
inestable. En las figuras 1.12 y 1.13 se muestran los retratos fases y los diagramas de bifurcación
correspondientes a este caso.

Este análisis nos permite mostrar dos tipos de bifurcación de Hopf. La bifurcación en el sistema
(1.19) cuando la parte no lineal es negativa, se le llama bifurcación de Hopf supercŕıtica, porque
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 15

Figura 1.12: Bifurcación de Hopf Subcŕıtica.

Figura 1.13: Diagrama de bifurcación de Hopf subcŕıtica.

la órbita periódica que aparece para valores positivos del parámetro µ, es estable, ver figura 1.10.
Mientras que la bifurcación para el caso no lineal positivo, se le llama bifurcación de Hopf subcŕıtica,
ya que la órbita periódica que aparece para valores negativos del parámetro µ, es inestable, ver figura
1.11.

Primer coeficiente de Lyapunov

La estabilidad del ciclo ĺımite es determinado por el signo del primer coeficiente de Lyapunov
l1(0) del sistema dinámico cerca del punto de equilibrio. Este coeficiente puede calcularse en µ = 0
de la siguiente manera. Escribimos la expansión de Taylor de f(x, 0) en x = 0 como

f(x, 0) = A0x+
1

2
B(x,x) +

1

6
C(x,x,x) +O(∥x∥4),

donde B(x,y) y C(x,y, z) son las funciones bilineales y trilineales con componentes

Bj(x,y) =
n∑

k,l=1

∂2fj(ξ, 0)

∂ξk∂ξl

∣∣∣∣
ξ=0

xkyl y Cj(x,y, z) =
n∑

k,l,m=1

∂3fj(ξ, 0)

∂ξk∂ξl∂ξm

∣∣∣∣
ξ=0

xkylzm ,
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 16

donde j = 1, . . . , n. Sean q ∈ Cn un vector complejo de A0 correspondiente al valor propio iω0 tal
que A0q = iω0q y el vector propio adjunto p ∈ Cn tal que AT

0 p = −iω0p, con ⟨p,q⟩ = 1 donde ⟨, ⟩
es el producto interno usual en Cn. Aśı

l1(0) =
1

2ω0
Re
[
⟨p, C(q,q, q̄)⟩ − 2⟨p, B(q, A−1

0 B(q, q̄))⟩+ ⟨p, B(q̄, (2iω0In −A0)
−1B(q,q))⟩

]
, (1.21)

es la fórmula para el primer coeficiente de Lyapunov.

El siguiente teorema permite determinar la existencia de la bifurcación de Hopf.

Teorema 1.17 (Andronov-Hopf). Consideremos el campo vectorial

ẋ = f(x, µ), x ∈ E ⊂ R2, µ ∈ R,

con f ∈ Ck(E ×R), k ≥ 3 y E ⊂ R2 abierto, tal que para todo µ suficientemente pequeño, existe un
punto de equilibrio en x = 0 con valores propios λ(µ) = α(µ)± iω(µ), donde α(0) = 0 y ω(0) > 0.
Además, supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

1. l1(0) ̸= 0, donde l1 es el primer coeficiente de Lyapunov.

2. α′(0) ̸= 0.

Entonces el sistema es topológicamente equivalente en una vecindad del origen, a una de las sigui-
entes formas normales (

ẋ
ẏ

)
=

(
µ −1
1 µ

)(
x
y

)
± (x2 + y2)

(
x
y

)
. (1.22)

Las condiciones genéricas 1. y 2. del teorema 1.17, son las condiciones de no degeneración y
transversalidad, respectivamente. La condición de no degeneración (primer coeficiente de Lyapunov
l1) nos permite determinar la estabilidad del ciclo ĺımite; si l1 < 0 entonces se tiene una bifurcación
de Hopf supercŕıtica, de otra manera si l1 > 0, se tiene una bifurcación de Hopf subcŕıtica (c.f.
teorema 1, sec. 4.4, [P]).

1.2.3. Bifurcación homocĺınica

En este apartado estudiamos la bifurcación global correspondiente a la aparición de órbitas ho-
mocĺınicas que conectan puntos de equilibrio hiperbólicos en sistemas dinámicos de tiempo continuo.
Los resultados mostrados en esta sección están basados en [K, P].

Definición 1.18. Consideremos el sistema (1.10) con dos puntos de equilibrio distintos x0,x1. Una
órbita Γ que comienza en x ∈ Rn,

1. es homocĺınica, si α(Γ) = ω(Γ) = {x0},

2. es heterocĺınica, si α(Γ) = {x0} y ω(Γ) = {x1}.
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 17

(a) Órbita homocĺınica bidimensio-
nal.

(b) Órbita heterocĺınica bidimensional.

(c) Órbita homocĺınica tridi-
mensional.

(d) Órbita heterocĺınica tridimensional.

Figura 1.14: Órbitas homocĺınicas y heterocĺınicas.

En las figuras 1.14a y 1.14b, se muestran órbitas homocĺınicas y heterocĺınicas para el caso n = 2
y n = 3. Una órbita homocĺınica Γ en el punto de equilibrio x0, está en la intersección de la variedad
estable e inestable de x0, esto es Γ ⊂ W s(x0) ∩W u(x0).

Definición 1.19. Sean M y N variedades diferenciables en Rk, con dimensiones m y n respecti-
vamente. Diremos que M y N se intersecan transversalmente, si la suma de los espacios tangentes
en p, es Rk para toda p ∈ M ∩N .

Consideremos un sistema bidimensional con una órbita homocĺınica en un punto de equilibrio
silla x0. Sea Σ una sección transversal local a la variedad estable W s(x0), como se muestra en
la figura 1.15. Representemos la coordenada en Σ por ξ, tomando el punto de intersección con la
variedad estable como ξ = 0. Esta construcción es posible para todos los sistemas suficientemente
cercanos. Sin embargo, para tales sistemas, la variedad inestable W u(x0) genéricamente no vuelve
a la silla. En la figura 1.15 se muestran las diferentes posibilidades. Denotemos por ξu al punto de
intersección de la variedad inestable W u(x0) con la sección transversal Σ, al valor β = ξu se le llama
función de separación. Esta función es diferenciable en los parámetros, para un sistema dependiente
de parámetros. La ecuación β = 0, es la condición de bifurcación, para la bifurcación homocĺınica
es sistemas bidimensionales.

Por otra parte, consideremos un sistema diferencial en R3 con una órbita homocĺınica Γ0 en un
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 18

Figura 1.15: Función de separación en el plano.

punto de equilibrio silla x0. Supongamos que la dimensión de la variedad inestable es uno, si no fuese
aśı, invertimos la dirección en el tiempo; consideremos también una sección transversal bidimensional
Σ con coordenadas (ξ, η) como en la figura 1.16. Tomemos como ξ = 0 a la intersección de la sección
transversal Σ con la variedad estable W s(x0) y el punto (ξu, ηu) como la intersección de la variedad
inestable W u(x0) con Σ. Definimos la función de separación como en el caso bidimensional: β = ξu.
Aśı, cuando β = 0 se tiene la condición para la bifurcación homocĺınica en dimensión tres. Por lo
que hemos encontrado bajo que condiciones se presenta una órbita homocĺınica Γ0 en un punto de
equilibrio silla y una bifurcación homocĺınica, ver figura 1.16.

Figura 1.16: Función de separación en el espacio.

En el caso bidimensional, la bifurcación homocĺınica está completamente caracterizada por el
siguiente resultado.

Teorema 1.20 (Andronov-Leontovich). Consideremos el sistema bidimensional

ẋ = f(x, µ), x ∈ E, µ ∈ R, (1.23)

con f ∈ C1(E), E ⊂ R2 abierto. Teniendo en µ = 0, un punto de equilibrio tipo silla en el origen,
con valores propios λ1(0) < 0 < λ2(0) y una órbita homocĺınica Γ0. Supongamos además que se
cumplen las siguientes condiciones:
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 19

1. λ0 = λ1(0) + λ2(0) ̸= 0,

2. β′(0) ̸= 0, donde β(µ) es la función de separación.

Entonces para µ suficientemente pequeño, existe una vecindad U0 de la órbita homocĺınica Γ0, en el
cual existe un único ciclo ĺımite Lβ que se bifurca de Γ0. Además, el ciclo es estable si existe para
β > 0 y λ0 < 0, y es inestable si existe para β < 0 y λ0 > 0.

Al número real λ = λ1+λ2 se le conoce como cantidad silla. Las figuras 1.17a y 1.17b muestran
el resultado del teorema 1.20. Si la cantidad silla es negativa, la órbita homocĺınica en β = 0 es
estable en el interior, y se tiene la existencia de un único ciclo ĺımite estable Lβ ⊂ U0 para β > 0.
Para β < 0 no existen órbitas periódicas en U0. Ahora, si la cantidad silla es positiva, la órbita
homocĺınica en β = 0 es inestable en el interior, y se tiene la existencia de un único ciclo ĺımite
inestable Lβ ⊂ U0 para β < 0. Para β > 0 no existen órbitas periódicas en U0. En consecuencia, el
signo de la cantidad silla determina la dirección de bifurcación y la estabilidad del ciclo ĺımite.

Como |β| → 0, la órbita periódica se acerca cada vez más a la silla y su peŕıodo Tβ tiende a
infinito cuando β → 0, ya que un punto que se mueve a lo largo del ciclo gasta más y más tiempo
cerca del equilibrio, ver Figura 1.18.

(a) Bifurcación homocĺınica, λ0 < 0. (b) Bifurcación homocĺınica, λ0 > 0.

Figura 1.17: Bifurcación homocĺınica bidimensional.

1.2.4. Bifurcación de Bogdanov-Takens

En este apartado estudiamos una bifurcación de codimensión dos, Bogdanov-Takens (BT), la
cual ocurre en un punto de equilibrio de una familia de campos vectoriales dependientes de dos
parámetros, cuando la linealización tiene un valor propio cero de multiplicidad dos. Para valores de
los parámetros en una vecindad, el sistema tiene dos puntos de equilibrio, una silla y el otro foco,
que se intersecan y desaparecen a través de una bifurcación silla-nodo. El punto de equilibrio foco
sufre una bifurcación de Hopf, generando un ciclo ĺımite, este ciclo ĺımite se degenera en una órbita
homocĺınica a la silla y desaparece a través de una bifurcación homocĺınica. Los resultados que se
muestran a continuación están basados en [K, P, W].

Sea
ẋ = f(x, µ), x ∈ E ⊂ Rn, µ ∈ R2, f ∈ Cr(E × R2), r ≥ 2, (1.24)

hacemos las siguientes suposiciones para (1.24):
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 20

Figura 1.18: Peŕıodo del ciclo cerca de la órbita homocĺınica.

1. En µ = 0, el sistema tiene un punto de equilibrio x = 0.

2. La linealización Df(0,0) tiene un valor propio cero de multiplicidad algebraica dos λ1,2 = 0.

3. El resto de los valores propios de la linealización tiene parte real distinto de cero.

En general, el punto de equilibrio x0 es ráız doble de la ecuación f(x,0) y µ = 0 es el origen del
plano de parámetros de

una curva con dos ramas de bifurcación silla-nodo,

una curva de bifurcación de Hopf y

una bifurcación homocĺınica en una silla.

Estas bifurcaciones no son degeneradas y no ocurren otras bifurcaciones en una vecindad pequeña
de x = 0 para valores suficientemente cercanos de µ = 0.

De acuerdo a la teoŕıa de la variedad central y las condiciones en los valores propios de la
jacobiana del sistema (1.24) en x0, µ = 0, se sigue que la variedad central es bidimensional. El si-
guiente resultado permite caracterizar la bifurcación de Bogdanov-Takens en una familia de sistemas
diferenciales dependientes de dos parámetros cuya prueba puede consultarse en [K].

Teorema 1.21. Consideremos el sistema bidimensional

ẋ = f(x, µ), x ∈ E ⊂ R2, µ ∈ R2, f ∈ Cr(E × R2), r ≥ 2.

Supongamos que en µ = 0 tiene un punto de equilibrio x0 = 0 y la linealización Df(0,0) tie-
ne un valor propio de multiplicidad algebraica dos, λ1,2 = 0. Además, supongamos las siguientes
condiciones de no degeneración:

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

1 1

4

20

Página 38 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 38 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



1.2 Teoŕıa de bifurcación 21

1. a(0)b(0) ̸= 0, donde a(0) y b(0) son los coeficientes cuadráticos.

2. La aplicación (x, µ) 7→
(
f(x, µ), T rDf(x, µ), DetDf(x, µ)

)
es regular en (x, µ) = (0,0).

Entonces, el sistema es localmente topológicamente equivalente cerca del origen a la forma normal

ẋ =y,

ẏ =β1 + β2x+ x2 + bxy, b = sign a(0)b(0) = ±1,
(1.25)

y presenta una bifurcación de Bogdanov-Takens en (0,0).

El diagrama de bifurcación de la forma normal con b = −1, se muestra en la figura 1.19. El
origen separa las dos ramas de la curva de bifurcación silla-nodo:

T+ =

{
(β1, β2) : β1 =

1

4
β2
2 , β2 > 0

}
y T− =

{
(β1, β2) : β1 =

1

4
β2
2 , β2 < 0

}
.

Sobre la curva de parámetros T+ (T−) el sistema tiene un punto de equilibrio no hiperbólico, el cual
es silla-nodo y su parte lineal tiene un valor propio cero y uno positivo (negativo). Por otra parte,
en los parámetros que están sobre el rayo

H = {(β1, β2) : β1 = 0, β2 < 0},

el sistema presenta una bifurcación de Hopf supercŕıtica por lo que se genera un ciclo ĺımite estable.
Este ciclo ĺımite existe y permanece hiperbólico en la región de parámetros limitada por el rayo H
y la curva suave

P =

{
(β1, β2) : β1 = − 6

25
β2
2 +O(|β2|3), β2 < 0

}
.

Sobre la curva P se produce una bifurcación homocĺınica y cuando el ciclo ĺımite se acerca a la
órbita homocĺınica, su periodo tiende a infinito. El caso b = 1, se reduce al caso anterior bajo las
transformaciones t 7→ −t, y 7→ −y. Éste no afecta las curvas de bifurcación, pero la bifurcación
de Hopf es subcŕıtica, por lo que el ciclo ĺımite se vuelve inestable. Además T+ se encuentra en el
cuarto cuadrante y T− en el primero.

Coeficientes cuadráticos

Los coeficientes cuadráticos a(0) y b(0) involucrados en la condición de no degeneración, se
pueden calcular para n ≥ 2 como sigue. Supongamos que la serie de Taylor de f(x,0) en x = 0 es

f(x,0) = A0x+
1

2
B(x,x) +O(∥x∥3) ,

donde B(x,y) es la forma bilineal con componentes

Bj(x,y) =
n∑

k,l=1

∂2fj(ξ, 0)

∂ξk∂ξl

∣∣∣∣
ξ=0

xkyl , para j = 1, 2 . . . , n.
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 22

Sean q0,q1,p0,p1 ∈ Rn vectores distintos de cero que satisfacen

A0q0 = 0, A0q1 = q0, AT
0 p1 = 0, AT

0 p0 = p1, y

⟨p0,q0⟩ = ⟨p1,q1⟩ = 1, ⟨p0,q1⟩ = ⟨p1,q0⟩ = 0 ,

donde ⟨, ⟩ es el producto interno usual en Rn. Entonces

a(0) =
1

2
⟨p1, B(q0,q0))⟩, b(0) = ⟨p0, B(q0,q0))⟩+ ⟨p1, B(q0,q1))⟩ .

Figura 1.19: Diagrama de bifurcación de Bogdanov-Takens.

1.2.5. Bifurcación cero-Hopf

En este apartado, estudiamos la bifurcación de codimensión dos, cero-Hopf, la cual ocurre en
un sistema diferencial dependiente de un parámetro bidimensional, definida en un abierto de Rn.
Suponemos que el sistema tiene un punto de equilibrio y la jacobiana del sistema tiene un valor
propio cero y un par de valores propios imaginarios puros, en el valor de bifurcación. Esta bifurcación
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 23

es también conocida como Hopf-nodo-silla, el valor de bifurcación en el espacio de parámetros se
encuentra en una intersección tangencial de curvas de bifurcaciones nodo-silla y Hopf, ver [GK].

Los resultados que a continuación mostramos están basados en [K, GK]. Consideremos una
familia de sistemas diferenciales

ẋ = f(x, µ), x ∈ E, µ ∈ R2, (1.26)

donde f ∈ Ck(E ×R2), k ≥ 3, E ⊂ Rn abierto. Hacemos las siguientes suposiciones para el sistema
(1.26):

1. En el parámetro µ = 0, el sistema tiene un punto de equilibrio x = 0.

2. La jacobiana A = Df(0,0), tiene un valor propio cero, λ1 = 0, y una pareja de valores propios
imaginarios puros, λ2,3 = ±iω, ω > 0.

3. La jacobiana tiene n− 3 valores propios con parte real distinto de cero.

Genéricamente, µ = 0 se encuentra en una bifurcación tangencial de curvas de bifurcación
silla-nodo y curva de bifurcación de Hopf, como una familia de dos parámetros.

En una vecindad local de x = 0, para valores de parámetros suficientemente cercanos a µ = 0, el
sistema (1.26) tiene a los más dos puntos de equilibrio que pueden colisionar y desaparecer a través
de una bifurcación silla-nodo o sufrir una bifurcación de Hopf, generando un ciclo ĺımite.

Las curvas adicionales de las bifurcaciones de codimensión uno se acumulan en µ = 0 en el espacio
de parámetros. Las bifurcaciones de codimensión uno aparecen dependiendo de los coeficientes de
segundo orden en la expansión en serie de Taylor de f(x,0). El caso más complicado está asociado
con la aparición de una rama de bifurcación en toro de ciclos ĺımites generados por las bifurcaciones
de Hopf. Las bifurcaciones del toro generan, un toro bidimensional invariante, es decir, la interacción
del nodo-silla y Hopf, pueden generar toros. Éste, desaparece mediante una destrucción heterocĺınica
o una explosión. En el primer caso, las órbitas homocĺınicas y heterocĺınicas que conectan los dos
puntos de equilibrio aparecen y desaparecen, en el último caso, el toro interseca cualquier vecindad
fija de x = 0. La dinámica en el toro puede ser periódica o cuasiperiódica, y el toro puede perder
diferenciabilidad antes de desaparecer.

De acuerdo a la teoŕıa de la variedad central y las condiciones en los valores propios de la
jacobiana del sistema (1.26), se sigue que la variedad central es de dimensión tres. En consecuencia,
basta con hacer el estudio de esta bifurcación considerando que n = 3, la cual se visualiza en el
siguiente resultado, cuya prueba se muestra en [K].

Teorema 1.22. Supongamos n = 3 en el sistema diferencial (1.26) y que en el parámetro µ = 0 el
sistema tiene un punto de equilibrio x = 0 y la jacobiana tiene valores propios,

λ1 = 0, λ2,3 = ±iω0, ω0 > 0.

Además consideremos las siguientes condiciones genéricas:
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 24

1. B(0)C(0)E(0) ̸= 0,

2. la aplicación
(x, µ) 7→ (f(x, µ), T r(A), Det(A)) ,

es regular en (x, µ) = (0,0),

3. θ(0) = ReH110

B(0)
̸= 0.

Entonces el sistema es topológicamente equivalente cerca del origen a la forma normal compleja,

ξ̇ =β1 + ξ2 + s|ζ|2 +O
(
||(ξ, ζ)||4

)
,

ζ̇ =(β2 + iω)ζ +
(
θ(β) + iθ1(β)

)
ξζ + ξ2ζ +O

(
||(ξ, ζ)||4

)
,

(1.27)

donde ξ ∈ R, ζ ∈ C, β ∈ R2 y

s = singB(0)C(0) = ±1, θ(0) =
Re(H110)

B(0)
.

Donde B, C son las formas bilineal, trilineal de la expansión en serie de Taylor del sistema (1.26)
y H110 es un valor calculable a través de los vectores propios de la jacobiana y su transpuesta. Esta
forma normal es simple en coordenadas reales ciĺındricas,

ξ̇ =β1 + ξ2 + sρ2 +O
(
(ξ2 + ρ2)2

)
,

ρ̇ =ρ
(
β2 + θ(β)ξ + ξ2

)
+O

(
(ξ2 + ρ2)2

)
,

ϕ̇ =ω + θ1(β)ξ +O(ξ2 + ρ2).

(1.28)

Los términos de orden superior son 2π periódicos en la dirección ϕ. En general, los diagramas de
bifurcación de la forma normal (1.28) dependen de los términos superiores, aunque sus caracteŕısticas
esenciales están determinadas por la forma normal truncada,

ξ̇ =β1 + ξ2 + sρ2,

ρ̇ =ρ
(
β2 + θ(β)ξ + ξ2

)
,

ϕ̇ =ω + θ1(β)ξ.

(1.29)

Donde las primeras dos ecuaciones son independientes de la tercera y la ecuación para ϕ describen
una rotación monótona alrededor del eje ξ, con velocidad angular casi constante ϕ̇ ≈ ω, para |ξ|
suficientemente pequeño. Aśı, para entender las bifurcaciones en (1.29), basta con estudiar el sistema
plano en coordenadas (ξ, ρ) para ρ ≥ 0,

ξ̇ =β1 + ξ2 + sρ2,

ρ̇ =ρ
(
β2 + θ(β)ξ + ξ2

)
.

(1.30)
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 25

A la ecuación (1.30), se le denomina sistema de amplitud. Si se considera todo el plano (ξ, ρ),
es simétrico, ya que la reflexión ρ → −ρ, lo deja invariante.

El sistema (1.30), puede tener entre cero y tres puntos de equilibrio en una vecindad pequeña
del origen para ||β|| pequeño. Existen dos puntos de equilibrio cuando ρ = 0, para β1 < 0 y están
dados por

E1,2 =
(
ξ
(0)
1,2 , 0

)
=
(
∓
√
−β1, 0

)
.

Los puntos de equilibrio aparecen a través de una bifurcación silla-nodo genérico en la ĺınea

S = {(β1, β2) : β1 = 0}.

La bifurcación en la ĺınea S tiene dos ramas, S+ y S−, separados por el punto β = 0 y corres-
pondientes a β2 > 0 y β2 < 0, respectivamente. Cruzar la rama S+ da lugar a un nodo inestable y
una silla, mientras que pasar por S− implica la existencia de un nodo estable y una silla.

Los puntos de equilibrio E1,2 pueden bifurcarse en un equilibrio no trivial con ρ > 0,

E3 =
(
ξ
(0)
3 , ρ

(0)
3

)
=

(
−β2

θ
+O(β2),

√
−1

s

(
β1 +

β2
2

θ2
+O(β2

2)

))
,

pudiendo ramificarse desde E1 o E2. El sistema (1.30) podŕıa tener otro punto de equilibrio no
trivial, pero no es de nuestro interés debido a que se encuentra fuera de cualquier vecindad suficien-
temente pequeña del origen en el plano fase y no interactúa con ninguno de los puntos de equilibrio
mencionados. El punto de equilibrio E3 aparece en la curva de bifurcación

H =

{(
β1, β2

)
: β1 =

β2
2

θ2
+O

(
β2
2

)}
.

Los diagramas de bifurcación para las primeras dos ecuaciones con θ ̸= 0, se presentan en las
figuras 1.20.

Mostramos ahora los casos posibles en el retrato fase del sistema (1.30):

1. s = 1, θ(0) > 0; aparición de bifurcación de Hopf subcŕıtica y no existen toros.

2. s = −1, θ(0) < 0; aparición de bifurcación de Hopf subcŕıtica y no existen toros.

3. s = 1, θ(0) < 0; existencia de la bifurcación de Hopf subcŕıtica y supercŕıtica y destrucción
de toros heterocĺınicos.

4. s = −1, θ(0) > 0; existencia de la bifurcación de Hopf subcŕıtica y supercŕıtica y explosión
de toros.
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 26

(a) s=1, θ(0) > 0. (b) s=-1, θ(0) < 0.

Figura 1.20: Bifurcación cero-Hopf, parte I.

Coeficientes de la forma normal

Los coeficientes de la forma normal asociada, que están involucrados en las condiciones de no
degeneración 1. y 3. del teorema 1.22 se pueden calcular para n ≥ 3 de la siguiente manera.
Escribimos la expansión de Taylor de f(x,0) en x = 0 como

f(x, µ) = Ax+
1

2
B(x,x) +

1

6
C(x,x,x) +O(∥x∥4),

donde B(x,y) y C(x,y, z) es la forma bilineal y trilineal, respectivamente; con componentes

Bj(x,y) =
n∑

k,l=1

∂2fj(ξ, 0)

∂ξk∂ξl

∣∣∣∣
ξ=0

xkyl , y Cj(x,y, z) =
n∑

k,l,m=1

∂3fj(ξ, 0)

∂ξk∂ξl∂ξm

∣∣∣∣
ξ=0

xkylzm ,

para j = 1, . . . , n.
Consideramos dos vectores propios, q0 ∈ Rn y q1 ∈ Cn tales que Aq0 = 0, Aq1 = iωq1. Además

dos vectores propios adjuntos p0 ∈ Rn y p1 ∈ Cn tales que ATp0 = 0, ATp1 = −iωp1. Las cuales
satisfacen ⟨p0,q0⟩ = ⟨p1,q1⟩ = 1, donde ⟨, ⟩ es el producto interno usual en Cn.

Calculamos

G200 =
1

2
⟨p0, B(q0,q0)⟩, H110 = ⟨p1, B(q0,q1)⟩, G011 = ⟨p0, B(q1,q1)⟩,

G300 =
1

6
⟨p0, C(q0,q0,q0) + 3B(q0, h200)⟩ ,

G111 = ⟨p0, C(q0,q1,q1) +B(q1, h110) +B(q1, h110) +B(q0, h011)⟩ ,

H210 =
1

2
⟨p1, C(q0,q0,q1) + 2B(q0, h110) +B(q1, h200)⟩ ,

H021 =
1

2
⟨p1, C(q1,q1,q1) + 2B(q1, h011) +B(q1, h020)⟩ ,
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1.2 Teoŕıa de bifurcación 27

(a) s=1, θ(0) < 0. (b) s=-1, θ(0) > 0.

Figura 1.21: Bifurcación cero-Hopf, parte II.

donde h020 = (2iωIn − A)−1B(q1,q1) y los vectores h200, h011 y h110 son las soluciones de los
sistemas no singulares(

A q0

pT
0 0

)(
h200

s

)
=

(
−B(q0,q0) + ⟨p0, B(q0,q0)⟩q0

0

)
,(

A q0

pT
0 0

)(
h011

s

)
=

(
−B(q1,q1) + ⟨p0, B(q1,q1)⟩q0

0

)
y

(
iωIn − A q1

pT1 0

)(
h110

s

)
=

(
B(q0,q1)− ⟨p1, B(q0,q1)⟩q1

0

)
.

Finalmente, B(0) = G200, C(0) = G011 y

E(0) = Re

[
H210(0) +H110(0)

(
Re H021(0)

G011(0)
− 3G300(0)

2G200(0)
+

G111(0)

2G011(0)

)
− H021(0)G200(0)

G011(0)

]
.
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Caṕıtulo 2

Bifurcación cero-Hopf y caos en un
modelo tritrófico Leslie

En este caṕıtulo analizamos la dinámica local del siguiente modelo tritrófico tipo Leslie,

ẋ =h1(x)− yf1(x),

ẏ =ys1

(
1− y

α1x+ β1

)
− zg1(y),

ż =zs2

(
1− z

α2y + β2

)
,

(2.1)

donde x, y y z, representan la densidad de población de la especie presa (P), la especie depredadora
(MP) y la especie superdepredadora (SP), respectivamente. La tasa de crecimiento de la población
P es de la forma h1(x) = xh(x) y las respuestas funcionales generales de la interacción MP-P y
SP-MP, son f1(x) = xf(x) y g1(y) = yg(y), respectivamente; donde f, g y h son funciones positivas
de clase C3(R+).

Los parámetros adimensionales s1 y s2 son las tasas de crecimiento intŕınsecas del MP y del
SP, respectivamente. El parámetro β1 es la capacidad de carga del MP en ausencia de la población
presa y β2 es la capacidad de carga en ausencia de la población MP, lo que indica que se tienen
depredadores generalistas. Por otra parte, los parámetros α1 y α2 son el aprovechamiento derivado
de la depredación y el sistema será analizado en la región ecológica de interés

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0, y > 0, z > 0}.

El sistema (2.1) fue propuesto en [BR] y los autores demostraron que este sistema de ecuaciones
diferenciales, exhibe una bifurcación de Bogdanov-Takens con respecto a los parámetros s2 y β2. En
este caṕıtulo se generalizarán estos resultados, mostrando que el sistema presenta una bifurcación
cero-Hopf con respecto a los mismos parámetros.

2.1. Análisis de bifurcación cero-Hopf

El siguiente resultado, demostrado en [BR], da condiciones para la existencia de un punto de
equilibrio en Ω.

28

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.5

5

61

Página 46 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 46 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



2.1 Análisis de bifurcación cero-Hopf 29

Proposición 2.1. Si

β1 =
h(x0)

f(x0)
, s1 =

g(β1)(α2β1 + β2)(β1 + α1x0)

α1x0

, y0 = β1 y z0 = α2β1 + β2, (2.2)

entonces el sistema diferencial (2.1) tiene un punto de equilibrio p0 = (x0, y0, z0) ∈ Ω, donde
α1, α2, β1, β2, s1 son números reales positivos con significado ecológico y x0 es un número real posi-
tivo.

Para analizar la estabilidad del punto de equilibrio p0, calculamos la derivada en un punto
(x, y, z) del campo vectorial (2.1), la cual está dada por,

J(x, y, z) =


h(x)− y (f(x) + xf ′(x)) + xh′(x) −xf(x) 0

s1y
2α1

(xα1+β1)2
− 2ys1

xα1+β1
+ s1 − z (g(y) + yg′(y)) −yg(y)

0 s2z
2α2

(yα2+β2)2
s2 − 2s2z

yα2+β2

 .

Si las hipótesis de la proposición 2.1 se cumplen, entonces J(p0) es,

J(p0) =


x0 (h′(x0)− β1f ′(x0)) −x0h(x0)

β1
0

β2
1(α2β1+β2)g(β1)

x0(x0α1+β1)
−β1(α2β1+β2)(g(β1)+x0α1g

′(β1))
x0α1

−β1g(β1)

0 s2α2 −s2

 .

De ahora en adelante fijamos todos los parámetros excepto s2 y β2, por lo que consideramos a
J(x, y, z) como una matriz dependiente de dos parámetros, la cual denotaremos por J(x, y, z, s2, β2).
En particular, J

(
p0(s2, β2)

)
= J(x0, β1, α2β1 + β2, s2, β2) tiene polinomio caracteŕıstico

pol0(λ, s2, β2) = −λ3 + A2λ
2 + A1λ+ A0,

con coeficientes dependiente de (s2, β2), las cuales están dados por

A0(s2, β2) = − K5

α1(β1 + α1x0)
, A1(s2, β2) = − K6

α1x0(β1 + α1x0)
, A2(s2, β2) = − K7

α1x0

; (2.3)

además K5, K6 y K7 son como en el apéndice A.2 (cf. [BR, Eq. (12)]).

2.1.1. Condición necesaria cero-Hopf

El análisis de bifurcación para el modelo (2.1) comienza verificando la validez de las condiciones
necesarias, esto es demostrando que la aproximación lineal J(p0) tiene un valor propio cero y un
par de valores propios imaginarios puros conjugados. Para simplificar la notación introducimos

K1 = β1f
′(x0)− h′(x0), K2 = β1 + α1x0 y K3 = x0 (h

′(x0)− β1f
′(x0)) + α2β1g(β1).

Proposición 2.2. Supongamos que las hipótesis de la proposición 2.1 se satisfacen. Si A1(s20, β20) <
0,
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2.1 Análisis de bifurcación cero-Hopf 30

s20 = − α1α2β1g(β1)
2h(x0)

α1x0g′(β1)K2K1 + g(β1) (K2K1 + α1h(x0))
+K3 > 0, y (2.4)

β20 = −α2 (α1β1x0g
′(β1)K2K1 + g(β1) (K

2
2K1 + α1β1h(x0)))

α1x0g′(β1)K2K1 + g(β1) (K2K1 + α1h(x0))
> 0,

entonces los valores propios de J
(
p0(s20, β20)

)
son

λ1 = 0, y λ2,3 = ±iω0, (2.5)

donde ω0 =
√

−A1(s20, β20) es un número real positivo.

Demostración. Primero, notemos que el polinomio caracteŕıstico de J(p0(s2, β2)) es determinado
por las condiciones dadas en (2.3). Por lo tanto, una factorización es de la forma

pol0(λ) = −λ(λ2 − λ2) = −λ(λ2 + ω2
0), ω0 > 0,

si y solo si existen condiciones en los parámetros tales que A0(s2, β2) = A2(s2, β2) = 0 y λ2 = −ω2
0 =

A1(s2, β2) (esto es, ω2
0 = −A1(s2, β2) > 0). Ahora, de la ecuación (2.3), A0(s2, β2) = A2(s2, β2) = 0

si y solo si K5 = K7 = 0. Usando el software Mathematica, un cálculo directo demuestra que si
β2 = β20, entonces K5(s2, β2) = 0 donde β20 es como en las hipótesis. En consecuencia, A0(s2, β20) =
0. Además, haciendo β2 = β20 y sustituyendo en A2(s2, β2), tenemos que si s2 = s20, entonces
A2(s2, β20) = 0, donde s20 es como en las hipótesis. Finalmente, tomando (s2, β2) = (s20, β20) se
concluye la prueba. ◀

2.1.2. Condiciones de no degeneración cero-Hopf

En esta sección mostramos que existen condiciones de parámetros para el modelo (2.1), que
aseguran la validación de regularidad y las condiciones de no degeneración ZH. Supongamos que
s20, β20 son como en la proposición 2.2 y definamos los siguientes valores de parámetro

β10 :=
h(x0)

f(x0)
y s10 :=

g(β10)(α2β10 + β20)(β10 + α1x0)

α1x0

. (2.6)

Por lo tanto, se sigue que si s20 y β20 son como en (2.4), s1 = s10 y β1 = β10, entonces el sistema
diferencial (2.1), depende solamente de los parámetros x0, s2, α1, α2 y β2 (cf. [BR, Sec. 3.1]). En
particular, variando los parámetros (s2, β2) en una vecindad pequeña del punto (s20, β20) el plano
R2

s2,β2
, el sistema diferencial (2.1) se escribe como,

ẋ = x
(
h(x)− yf(x)

)
,

ẏ = y
(
s10
(
1− y

β10 + α1x

)
− zg(y)

)
,

ż = zs2
(
1− z

β2 + α2y

)
.

(2.7)
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2.1 Análisis de bifurcación cero-Hopf 31

Observación 2.3. Del análisis anterior, es importante tener en cuenta los siguientes hechos que
usaremos más adelante:

1. El punto p0(s2, β2) = (x0, β10, α2β10 + β2) es un punto de equilibrio del sistema diferencial
(2.7) si y solo si β2 = β20.

2. De acuerdo a la proposición 2.2, los valores propios de la aproximación lineal en p0(s20, β20)
son λ1 = 0 y λ2,3 = ±iω0.

Ahora, fijamos algunas notaciones para demostrar la regularidad ZH. En lo que sigue E(x, y, z, s2, β2)
denota el campo vectorial para el sistema diferencial (2.7). Además, denotamos por τ(x, y, z, s2, β2)
y δ(x, y, z, s2, β2) a la traza y el determinante de la matriz jacobiana J(x, y, z, s2, β2), respectivamen-
te. Expĺıcitamente, las expresiones matemáticas para τ y δ son dadas en el apéndice A.1. Definimos
la siguiente expresión

D0 =
α2β1x0g(β1) (h

′(x0)− β1f
′(x0))

2B2
3 (B6B4 +B5)

K2 (α1x0g′(β1)B6 + g(β1)K2K1 + α1h(x0))
3 , (2.8)

donde las expresiones matemáticas para los términos B3, B4, B5 y B6 son como en el apéndice A.2.
Por lo tanto, la condición de regularidad ZH puede probarse mediante el siguiente criterio.

Proposición 2.4. La aplicación

R : (x, y, z, s2, β2) 7→
(
E(x, y, z, s2, β2), τ(x, y, z, s2, β2), δ(x, y, z, s2, β2)

)
,

es regular en (p0, s20, β20) si y solo si D0 ̸= 0.

Demostración. Usando el software Mathematica, calculamos la derivada de la aplicación R, con
respecto a las variables x, y, z, s2 y β2 en el punto (p0(s20, β20), s20, β20). Ésta es una matriz no
trivial M0, la cual omitimos aqúı, porque tiene una expresión matemática muy grande. Finalmente,
el determinante de M0 es igual a D0. Esto completa la prueba. ◀

Para continuar con el análisis de bifurcación supondremos las condiciones que definen el sistema
diferencial (2.7). Por lo tanto, de acuerdo con las fórmulas de Guckenheimer-Kuznetsov y usando
el software Mathematica, calculamos las siguientes expresiones:

B0 = B(p0, s20, β20) = G200, C0 = C(p0, s20, β20) = G011,

E0 = E(p0, s20, β20), θ0 = θ(p0, s20, β20),
(2.9)

El término E0 tiene una expresión matemática muy grande (el cual se omite en este texto, lo
daremos de manera explicita en las secciones posteriores). Por otro lado, las expresiones para B0,
C0 y θ0 en (2.9) se calculan expĺıcitamente (el apéndice A.2 contiene los términos principales) y los
cálculos correspondientes son resumidos en la siguiente resultado, la cual nos permite mostrar las
condiciones de no degeneración de la bifurcación cero-Hopf.
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2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 32

Proposición 2.5. Si las hipótesis de las proposiciones 2.1 y 2.2 se cumplen, entonces

B0 =
K1C1

2α2β1g(β1)C2
3C2

, θ0 =
ReH110

B0
, C0 =

(
g(β1)α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1 + x0α1(x0α1 + β1)g′(β1)K1

)
D1

α1(x0α1 + β1)g′(β1)K1x2
0 −D2

,

con H110 = −N
M
, donde C1, C2, C3, D1, D2, M y N son como en el apéndice A.2.

De las proposiciones 2.1, 2.2, 2.4 y 2.5 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.6 (Teorema principal). Si D0, S0 = B0C0E0 y θ0, son números reales distintos de
cero, entonces existen condiciones de parámetros para los cuales el punto de equilibrio p0(s20, β20)
del sistema diferencial (2.1) exhibe una bifurcación cero-Hopf con respecto a los parámetros (s2, β2)
en el valor de bifurcación (s20, β20).

Del teorema de bifurcación cero-Hopf, si en particular s = 1 y θ0 < 0, o bien s = −1 y θ0 > 0, se
tiene la existencia de ciclos ĺımite estables provenientes de órbitas casiperiódicas de una bifurcación
de Hopf supercŕıtica, o bien una bifurcación homocĺınica o heterocĺınica. Aśı mismo, se puede
detectar cerca del valor de bifurcación el comportamiento caótico del sistema diferencial (2.1).

2.2. Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling

En esta sección ilustramos los resultados generales del apartado 2.1, para lo cual utilizamos
respuestas funcionales tipo Holling para f1 y g1 en el sistema diferencial (2.7) y mostramos que las
hipótesis del teorema 2.6 se verifican. En lo que sigue consideremos las siguientes premisas:

1. la población de presas tiene una tasa de crecimiento loǵıstico, esto es, h(x) = ρ(1− x
R
), donde

ρ y R son parámetros constantes adimensionales positivos, que miden la tasa de crecimiento
y la capacidad de carga de la población presa, respectivamente,

2. las interacciones poblacionales se rigen por respuestas funcionales tipo Holling.

En este sentido, mostraremos diferentes dinámicas que el sistema diferencial (2.7) puede tener. De
hecho, se consideran tres casos, donde la respuesta funcional f1 es Holling II o IV y g1 es Holling
II, III o IV. Estos casos se etiquetan de la siguiente manera:

Caso 1: Holling II-II,

Caso 2: Holling II-IV,

Caso 3: Holling IV-III.

Para facilitar la lectura y apreciar las diferentes dinámicas, cada caso se ha incorporado de forma
independiente en un apartado.
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2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 33

2.2.1. Caso 1: Holling II-II

Sean f1 y g1 respuestas funcionales de tipo Holling II-II dadas por

f1(x) =
a1x

b1x+ 1
, g1(y) =

a2y

b2y + 1
,

donde a1, a2, b1 y b2 son parámetros constantes positivos adimensionales. En este caso, el sistema
(2.7) se transforma en

ẋ =x
(
ρ
(
1− x

R

)
− y

a1
b1x+ 1

)
,

ẏ =y
(
s10
(
1− y

β10 + α1x

)
− z

a2
b2y + 1

)
,

ż =zs2

(
1− z

β2 + α2y

)
,

(2.10)

para s10 y β10 son como en la fórmula (2.6).
El siguiente teorema demuestra que el sistema diferencial (2.10) presenta una bifurcación cero-

Hopf.

Teorema 2.7. (Caso 1: Holling II-II) Si

a1 =
9

25
, a2 =

1

α2

, b1 =
4

R
, b2 =

24

5R
,

α1 = 1, β1 =
R

24
, s1 =

245R

5184
y ρ =

R

100
,

(2.11)

entonces si β2 = β20, se sigue que p0 =
(
R
4
, R
24
, 7α2R

144

)
es punto de equilibrio para el sistema diferencial

(2.10) en el cual ocurre una bifurcación cero-Hopf con respecto a (s2, β2), en el valor de bifurcación
(s20, β20) =

(
R
800

, α2R
144

)
. Más aún, S0 ̸= 0, θ0 < 0 y s = 1.

Demostración. Primero mostramos la existencia de un punto de equilibrio en Ω. Para simplificar el
análisis sean b1 =

1
x0

y x0 =
R
4
. Por lo tanto, de las fórmulas en (2.6), se sigue que

β10 =
3ρ

2a1
y s10 =

a2α2(a1α1R + 6ρ)2

α1a21R(α1b2R + 20) + 12a1ρ(3α1b2R− 2)− 36b2ρ2
.

Por otro lado, de las hipótesis hechas en (2.11), si β1 = β10 y s1 = s10, entonces

p0(s20, β20) = (x0, β10, α2β10 + β20) =

(
R

4
,
R

24
,
7Rα2

144

)
,

es un punto de equilibrio del sistema (2.10) cuando β2 = β20, ver observación 2.3 a). Además, se
cumplen las hipótesis de la proposición 2.2 y por lo tanto se sigue que s20 = R

800
y β20 = α2R

144
y la

aproximación lineal J (p0(s20, β20)) tiene valores propios λ1 = 0 y λ2,3 = ±iω0, donde ω0 =
√
491R
2400

,
ver observación 2.3 b).

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

6

19

Página 51 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 51 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 34

Luego, por la proposición 2.4, D0 = − 3011R5

10701766656000000α2
, lo cual garantiza la condición de regula-

ridad. Finalmente, de la proposición 2.5, las expresiones dadas en (2.9) tienen los siguientes valores
expĺıcitos,

B0 = − 15055

494928α2
, C0 = − 6243906250

67116227157α2
, θ0 = −39479312

3387375
,

E0 =

258268150247369007709
68826064303672200000α2

2
− 11347439829883009072534036365917

61300866568339786287098021622912α4
2

R
.

Por lo tanto, S0 ̸= 0, θ0 < 0 y s = 1, por lo que la demostración se sigue del teorema 2.6. ◀

Observación 2.8. Del teorema 2.7 se tiene s = 1 y θ0 < 0. En este caso, existen curvas en
el espacio de parámetros R2

s2β2
del sistema (2.10), donde se presenta bifurcación de Hopf, donde

aparece un toro invariante y donde desaparece con una destrucción heterocĺınica, (ver [GK, BL]).

2.2.2. Caso 2: Holling II-IV

Sean f1 y g1 respuestas funcionales de tipo Holling II-IV dadas por

f1(x) =
a1x

b1x+ 1
, g1(y) =

a2y

b2y2 + 1
,

donde a1, a2, b1 y b2 son parámetros constantes adimensionales positivos. Aśı, el sistema (2.7) se
transforma en

ẋ =x
(
ρ
(
1− x

R

)
− y

a1
b1x+ 1

)
,

ẏ =y
(
s10
(
1− y

β10 + α1x

)
− z

a2y

b2y2 + 1

)
,

ż =zs2

(
1− z

β2 + α2y

)
,

(2.12)

para s10 y β10 como en la fórmula (2.6).
En el siguiente teorema se muestra que el sistema diferencial (2.12) presenta una bifurcación

cero-Hopf.

Teorema 2.9. (Caso 2: Holling II-IV) Si

a1 =
30ρ

α1R
, a2 =

2ρ

α1α2R
, b1 =

4

R
,

b2 =
100

3α2
1R

2
, β1 =

α1R

20
y s1 =

18ρ

155
,

(2.13)

entonces para β2 = β20, el sistema (2.12) tiene como punto de equilibrio a p0 =
(
R
4
, Rα1

20
, 13α1α2R

248

)
, en

el cual ocurre una bifurcación cero-Hopf con respecto a (s2, β2), en el valor de bifurcación (s20, β20) =(
1943ρ
16120

, 3α1α2R
1240

)
. Más aun, S0 ̸= 0, θ0 > 0 y s = 1.
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2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 35

Demostración. Siguiendo la misma idea como en la prueba del teorema 2.7. De las fórmulas en
(2.6), en caso se tiene

β10 =
3ρ

2
y s10 =

9ρ(3α2ρ+ 2β2)

18b2ρ2 + 8
.

En consecuencia,

p0 =

(
R

4
,
Rα1

20
,
13α1α2R

248

)
,

es un punto de equilibrio del sistema diferencial (2.12), cuando β2 = β20, ver observación 2.3 a).
Por otra parte, tomando las asignaciones dadas en (2.13) y sustituyendo en (2.4) obtenemos que

s20 =
1943ρ
16120

y β20 =
3α1α2R
1240

. Por la proposición 2.2, la matriz jacobiana J (p0(s20, β20)) tiene valores

propios λ1 = 0 y λ2,3 = ±iω0, donde ω0 =
1

248

√
32527
65

ρ.

Además, por la proposición 2.4, D0 = − 373749651ρ6

2094426464000α1α2R
, lo cual garantiza la condición regula-

ridad. Finalmente, de la proposición 2.5, las expresiones dadas en (2.9) tienen los siguientes valores
expĺıcitos,

B0 =− 23316ρ

2957α1α2R
, C0 = − 398802982118400ρ

40670798228489α1α2R
, θ0 =

45376693

162870032
,

E0 =− 52240460060544360669085874700089839243232473128ρ3

1831214345899365897120262787886264877471577α4
1α

4
2R

4
− 56003083588473797292382368773ρ

54945925847224327390904000α2
1α

2
2R

2
.

Por lo tanto, S0 ̸= 0, θ0 > 0 y s = 1, por lo que la demostración se sigue del teorema 2.6. ◀

Observación 2.10. Para este caso, del teorema 2.9, existe una curva en el espacio de parámetros
en el cual el sistema diferencial (2.14) presenta una bifurcación de Hopf (subcŕıtica) y no existen
toros invariantes.

2.2.3. Caso 3: Holling IV-III

Sean f1 y g1, las respuestas funcionales de Holling tipo IV-III dadas por

f1(x) =
x

b1x2 + 1
, g1(y) =

y2

b2y2 + 1
,

donde b1, b2 son parámetros constantes adimensionales positivos. Aśı, el sistema diferencial (2.7) se
transforma en

ẋ =x
(
ρ
(
1− x

R

)
− y

1

b1x2 + 1

)
,

ẏ =y
(
s10
(
1− y

β10 + α1x

)
− z

y

b2y2 + 1

)
,

ż =zs2

(
1− z

β2 + α2y

)
,

(2.14)

para s10 y β10 son como en la fórmula (2.6).
En el siguiente teorema se muestra que el sistema diferencial (2.14) presenta una bifurcación

cero-Hopf.
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2.2 Aplicaciones para respuestas funcionales tipo Holling 36

Teorema 2.11. (Caso 3: Holling IV-III) Si

b2 =
53

27ρ2
, b1 =

α2
1

9ρ2
, R =

12ρ

α1

, (2.15)

s1 =
14661ρ

20500
, α2 =

181

250ρ
y β1 =

3ρ

2
,

entonces para β2 = β20, el sistema diferencial (2.14) tiene como punto de equilibrio a p0 =(
3ρ
α1
, 3ρ

2
, 7059
4100

)
, en el cual presenta una bifurcación cero-Hopf con respecto a (s2, β2) en el valor

de bifurcación (s20, β20) =
(
749329ρ
1332500

, 3258
5125

)
. Más aún, S0 ̸= 0, θ0 > 0 y s = 1.

Demostración. Una vez más, siguiendo la misma idea como en la demostración del teorema 2.7. De
las fórmulas en (2.6), se tiene

β1 =
3ρ

2
y s1 =

9ρ(3α2ρ+ 2β2)

18b2ρ2 + 8
.

En consecuencia,

p0 =

(
3ρ

α1

,
3ρ

2
,
7059

4100

)
,

es un punto de equilibrio del sistema (2.14).
Por otro parte, tomando las asignaciones dadas en (2.15) y sustituyendo en (2.4) obtenemos que

s20 = 749329ρ
1332500

y β20 = 3258
5125

. Por la proposición 2.2, la matriz jacobiana J (p0(s20, β20)) tiene valores

propios λ1 = 0 y λ2,3 = ±iω0, donde ω0 =

√
88872073

65
ρ

20500
.

Además, por la proposición 2.4, D0 = 74088565240349709ρ6

1230282925625000000000
, lo cual garantiza la condición de

regularidad. Finalmente, de la proposición 2.5, las expresiones dadas en (2.9) tienen los siguientes
valores expĺıcitos,

B0 =
505797075ρ

4621347796
, C0 =

2317444969494307044593938590ρ

118626751046532190925959873
, θ0 =

2177670123253642

1219894030411875
,

E0 = − 3ρ (E01 − E02)

1184832802649434111550036435636371855246147565608557345608415699459094100000
,

donde

E01 = 32333864201218895945572259203282180349163829980325010973363650899989367265625ρ2,

E02 = 16218016742362238950855666415473506060934950295257226891312756788413682864932872.

Por lo tanto, S0 ̸= 0, θ0 > 0 y s = 1, luego la demostración se sigue del teorema 2.6. ◀

Del teorema 2.11, existe una curva en el espacio de parámetros en el cual el sistema presenta
una bifurcación de Hopf (subcŕıtica) y no hay toros invariantes.
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2.3 Resultados numéricos 37

2.3. Resultados numéricos

Ejemplo 2.12 (Caso 1: Holling II-II, teorema 2.7 ). Consideramos las asignaciones (2.11), α1 = 1
y R = 10. En consecuencia, s20 = 0.0125 y β20 = 0.069444. El punto de equilibrio para el sistema
(2.10) en el cual se presenta la bifurcación cero-Hopf es p0(s20, β20) = (2.5, 0.416667, 0.486111).
Haciendo s2 = s20 + 10−6, β2 = 0.069855 y tomando como condición inicial el punto q0(s2, β2) ≈
(2.500001, 0.416676, 0.486121) se obtiene una órbita que es densa en un toro invariante, véase la
figura 2.1d. Las correspondientes series de tiempo de las densidades de poblaciones se muestran en
las figuras 2.1a, 2.1b y 2.1c.

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depredadora.

(c) Serie de tiempo para la población superdepredadora. (d) Toro invariante.

Figura 2.1: Series de tiempo para el Caso Holling II-II y una órbita con condición inicial q0(s2, β2) ≈
(2.500001, 0.416676, 0.486121) la cual es densa en el toro invariante.

Ejemplo 2.13 (Caso 2: Holling II-IV, teorema 2.9). Consideramos las asignaciones como en (2.13),
α1 = 1, α2 = 1, ρ = 0.5 y R = 10. En consecuencia s20 ≈ 0.060267 y β20 ≈ 0.024194. Luego el
sistema (2.12) tiene un punto de equilibrio p0(s20, β20) = (2.5, 0.5, 0.524194), en el cual presenta una
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2.3 Resultados numéricos 38

bifurcación cero-Hopf. Hagamos β2 ≈ 0.024194 y s2 ≈ 0.088344. Tomando como condición inicial
q0(s2, β2) ≈ (2.501, 0.51, 0.624194), obtenemos una órbita tendiendo a una órbita periódica, véase la
figura 2.2d. Las correspondientes series de tiempo para las densidades de poblaciones se muestran
en las figuras 2.2a, 2.2b y 2.2c.

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depredadora.

(c) Serie de tiempo para la población superdepredadora. (d) Órbita periódica.

Figura 2.2: Series de tiempo para el caso Holling II-IV y una órbita con condición inicial q0(s2, β2) ≈
(2.501000, 0.510000, 0.624194) tendiendo a una órbita periódica.

Ejemplo 2.14 (Caso 3: Holling IV-III, teorema 2.11). Consideramos una vez más las asignaciones
(2.15), α1 = 0.5 y ρ = 0.5. En consecuencia, s20 = 0.281174 y β20 = 0.635707. Por lo tanto, el
punto de equilibrio para el sistema (2.14) en la cual presenta bifurcación cero-Hopf es p0(s20, β20) =
(3, 0.75, 1.72171). Haciendo s2 = s20 + 10−6 y β2 = 0.6356, el sistema diferencial tiene un único
punto de equilibrio en Ω dado por q0(s2, β2) ≈ (2.754592, 0.710004, 1.663685), el cual es localmen-
te asintóticamente estable, ya que J(q0(s2, β2)) tiene valores propios −0.0167396,−0.00199505 ±
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2.3 Resultados numéricos 39

0.0572379 i. Tomando como condición inicial q1 ≈ (3.000001, 0.750010, 1.721717), se obtiene una
trayectoria que se acumula en un atractor extraño oculto [LK], ver figura 2.4b. Las correspondientes
series de tiempo para las densidades poblacionales se muestran en las figuras 2.3a, 2.3b y 2.3c. Fi-
nalmente, escogiendo como condición inicial q2 ≈ (2.98, 0.74, 1.71), se obtiene una trayectoria que
tiende a un ciclo ĺımite, ver figura 2.4a.

(a) Serie de tiempo para la población presa.

(b) Serie de tiempo para la población depredadora. (c) Serie de tiempo para la población superdepredadora.

Figura 2.3: Series de tiempo para el caso Holling IV-III: una órbita con condición inicial q0(s2, β2) ≈
(2.754592, 0.710004, 1.663685) detectando un atractor extraño oculto.
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2.4 Determinación de caos 40

(a) Una órbita con condición inicial q2 ≈
(2.98, 0.74, 1.71) tendiendo a un ciclo ĺımite.

(b) Una órbita con condición inicial q1 ≈
(3.000001, 0.750010, 1.721717) acumulándose en
un atractor extraño oculto.

Figura 2.4: Caso 3 Holling IV-III: Conjuntos ĺımites.

2.4. Determinación de caos

En esta sección calculamos el máximo exponente de Lyapunov (MLE), como una herramienta que
permite mostrar el comportamiento caótico en el sistema diferencial correspondiente. Efectivamente,
usando los algoritmos propuestos en [Sa], se ha implementado una rutina en el software Mathematica
que permite calcular el MLE como una función (s2, β2) 7→ MLE(s2, β2).

2.4.1. Cálculo del máximo exponente de Lyapunov

Para el caso Holling II-II, con las asignaciones (2.11), α1 = 1 y R = 10 en el sistema (2.10),
se tiene el valor de bifurcación (s20, β20) = (0.0125, 0.069444) y en la figura 2.5a se muestra que el
sistema presenta caos ya que al calcular MLE, éste resulta ser positivo para valores del parámetro
β2 en el intervalo [0.14, 0.35]. De igual manera en la figura 2.5b se muestran diferentes valores de
los parámetros s2 y β2 para los cuales el MLE del sistema resulta ser positivo.

Para el caso Holling II-IV, con las asignaciones (2.13), α1 = α2 = 1, ρ = 0.5 y R = 10 en el
sistema (2.12), se tiene el valor de bifurcación (s20, β20) = (0.060267, 0.024194). Además, en la figura
2.6a se muestra que el sistema presenta caos ya que al calcular MLE, éste resulta ser positivo para
valores del parámetro s2 en el intervalo [0.01, 0.5]. De igual manera en la figura 2.6b se muestran
diferentes valores de los parámetros s2 y β2 para los cuales el MLE del sistema resulta ser positivo.

Para el caso Holling IV-III, con las asignaciones (2.15) y α1 = ρ = 0.5 en el sistema (2.14), se

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

22

22

25

Página 58 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 58 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



2.4 Determinación de caos 41

(a)MLE(s20, β2), donde s20 = 0.0125 y β2 ∈ [0.14, 0.35]. (b) MLE(s2, β2), s2, β2 ∈ [0.01, 0.5].

Figura 2.5: Máximo exponente de Lyapunov variando los parámetros s2 y β2: caso Holling II-II.

(a)MLE(s2, β20), donde β20 = 0.060267 y s2 ∈ [0.01, 0.5]. (b) MLE(s2, β2), s2, β2 ∈ [0.01, 0.5].

Figura 2.6: Máximo exponente de Lyapunov variando los parámetros s2 y β2: caso Holling II-IV.

obtiene el valor de bifurcación (s20, β20) = (0.281174, 0.635707). En la figura 2.7a se muestra que el
sistema presenta caos, ya que al calcular MLE, éste resulta ser positivo para valores del parámetro
β2 en el intervalo [0.5, 0.8]. De igual manera, en la figura 2.7b se muestran diferentes valores de los
parámetros s2 y β2 para los cuales el MLE del sistema resulta ser positivo.

De acuerdo con el ejemplo 2.14, ver figura 2.3, consideramos una condición inicial

r0 = (x(t0), y(t0), z(t0)) ≈ (2.754589, 0.710003, 1.663684),

la cual en t0 = 494000 está cerca del atractor extraño que se muestra en la figura 2.4b. Usando
Mathematica, en la figura 2.8 se muestra el cálculo de los exponentes de Lyapunov (L1, L2, L3) (cf.
Sandri [Sa]) asociadas a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [494000, 495000]. En particular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extraño son L1 ≈ 0.001486, L2 ≈ 0.001446 y
L3 ≈ −0.023662. Por lo tanto, MLE(0.281175, 0.6356) = 0.001486.

Por otra parte, para los sistemas (2.10) y (2.14), calculamos MLE(s2, β20) en un intervalo I1
del parámetro β2 donde MLE es positivo. Además, para el sistema (2.12) calculamos MLE(s20, β2)
en un intervalo I2 del parámetro s2, donde MLE es positivo. Finalmente, en los tres ejemplos,
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2.4 Determinación de caos 42

(a)MLE(s20, β2), donde s20 = 0.281174 y β2 ∈ [0.5, 0.8]. (b) MLE(s2, β2), s2, β2 ∈ [0.01, 1.5].

Figura 2.7: Máximo exponente de Lyapunov variando los parámetros s2 y β2: caso Holling IV-III.

Comportamiento caótico Valor de bifurcación (s20, β20) Gráfica de MLE(s2, β2)

Ejemplo 2.12 del teorema 2.7 (0.0125, 0.069444) Figura 2.5

Ejemplo 2.13 del teorema 2.9 (0.060267, 0.024194) Figura 2.6

Ejemplo 2.14 del teorema 2.11 (0.281174, 0.635707) Figura 2.7

Cuadro 2.1: Máximo exponente de Lyapunov cerca del valor de bifurcación (s20, β20).

calculamos MLE(s2, β2) en una región I3 × I4, para valores de s2 y β2 en el cual MLE es positivo.
Estos resultados se resumen en el cuadro 2.1.
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2.4 Determinación de caos 43

(a) Exponentes de Lyapunov L1, L2 y L3. (b) Exponente de Lyapunov L1.

(c) Exponente de Lyapunov L2. (d) Exponente de Lyapunov L3.

Figura 2.8: Exponentes de Lyapunov para las trayectoria mostrada en la figura 2.4b la cual corres-
ponde al ejemplo 2.14, caso 3 Holling IV-III.
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Caṕıtulo 3

Bifurcación de Bogdanov-Takens en un
modelo intragremial

En la depredación de seres vivos, existen factores que además del ataque directo del depredador
hacia la presa, inhiben el crecimiento de la densidad de la población presa, tal es el caso del factor
miedo, el cual consiste en el temor que los depredadores infunden a sus presas y en consecuencia
se reduce la tasa de natalidad y la densidad de población para las siguientes generaciones [C, PB].
En los modelos depredador presa se ha incluido el factor miedo y se ha analizado tanto el caso
bidimensional como tridimensional, véase [WZ, Ss, HZL, ST1, ST2, PP, SSa].

En el caso bidimensional. Wang et al. describieron el efecto miedo, mediante una función en
dos variables F (k, y) = 1

1+ky
, conocida como costo de la depredación, debido al miedo, sobre la tasa

de natalidad de la presa. Donde y representa la densidad de la población depredadora y k refleja el
nivel de miedo que infunden los depredadores hacia las presas. En general, desde un punto de vista
biológico, ellos suponen que la función F (k, y) debe cumplir,

F (0, y) = 1, F (k, 0) = 1, ĺım
k→∞

F (k, y) = 0, ĺım
y→∞

F (k, y) = 0,
∂F (k, y)

∂k
< 0,

∂F (k, y)

∂y
< 0.

Tomando una respuesta funcional Holling tipo II, ellos analizan el siguiente sistema,

ẋ = r0xF (k, y)− dx− ax2 − pxy

1 + qx
,

ẏ =
cpxy

1 + qx
−my,

donde x es la densidad de la presa. Ellos demostraron que altos niveles de miedo pueden estabilizar
el sistema depredador presa, pero excluir la existencia de ciclos ĺımites. Por otro lado, niveles
relativamente bajos de miedo pueden inducir múltiples ciclos ĺımites a través de bifurcaciones de
Hopf subcŕıticas [WZ].

Posteriormente, Sasmal estudia un sistema depredador presa, considerando que la presa tiene
un crecimiento loǵıstico en ausencia de la población depredadora, la respuesta funcional es lineal, el
factor miedo en el sistema es el mismo que en el trabajo de Wang y además, considera el efecto Allee.
El muestra que el efecto miedo no perturba la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema y que
éste presenta biestabilidad [Ss]. Huang et al. analizan un modelo depredador presa con efecto miedo,

44
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efecto Allee e incluyen un refugio para la presa. Ellos dan una condición umbral para la estabilidad
del sistema y prueban que el sistema sufre una bifurcación de Hopf supercŕıtica. Además, muestran
la dinámica que presenta el sistema ante variaciones de los parámetros correspondientes al refugio
o al efecto Allee [HZL].

Por otra parte, Sasmal-Takeuchi estudian la dinámica de un modelo de interacción depredador
presa con efecto miedo y defensa grupal, al considerar una respuesta funcional Holling tipo IV. En
el análisis muestran la existencia de puntos de equilibrio de coexistencia, estabilidad de los puntos
de equilibrio, presencia de bifurcación de Hopf y de ciclos ĺımites estables [ST1]. Posteriormente,
ellos consideran el efecto miedo, el efecto arrastre, y una respuesta funcional lineal. Ellos muestran
que este efecto tiene un papel significativo en la estabilidad asintótica local y global de cada punto
de equilibrio de coexistencia. Además, muestran la existencia de ciclos ĺımite y bifurcación de Hopf
sobre el parámetro del efecto miedo o del efecto arrastre [ST2].

El caso tridimensional. Panday et al. analizaron el impacto del factor miedo en una cadena
alimentaria tritrófica de Hastings-Powell, donde la presa tiene una tasa de crecimiento loǵıstico y
la respuesta funcional es Holling tipo II, en ausencia del factor miedo. Ellos muestran existencia de
puntos de equilibrio, análisis de estabilidad local y global; y numéricamente, variando los parámetros
del factor miedo garantizan la coexistencia de especies debido a la existencia de ciclos ĺımite estables.
Además, muestran que existen parámetros para los cuales el sistema presenta caos, mediante el
enfoque del máximo exponente de Lyapunov [PP].

En Saha et al. los autores estudiaron un sistema de cadena alimentaria tritrófica, en el que
consideran el factor miedo. La interacción entre las especies está dada por una respuesta funcional
Holling tipo III. Ellos muestran la existencia de puntos de equilibrio, su dinámica local y global.
Además, determinan parámetros donde se presentan bifurcación de Hopf o transcŕıtica [SSa].

En este caṕıtulo analizaremos un modelo intragremial que considera la interacción de tres pobla-
ciones: una presa (P), un depredador (MP) y un superdepredador (SP) con densidades poblacionales
x, y y z, respectivamente. Suponemos que la presa es devorada por el depredador y el superdepre-
dador. Además, el depredador es devorado por el superdepredador.

Para el análisis consideramos las siguientes premisas:

La población P tiene función de crecimiento de Richards rxT0(x) en ausencia de las poblaciones
MP y SP.

Las respuestas funcionales para la interacción entre P y MP es f1(x) y las que corresponden
a SP son g1(x) y h1(y). Estas funciones son positivas y de clase C3(R+).

Las poblaciones MP y SP son depredadores generalistas.

La población MP (SP) se beneficia linealmente de P (MP) sobre su capacidad de carga.
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3.1 Análisis de bifurcación de Bogdanov-Takens 46

Espećıficamente, analizaremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

ẋ = R1(x, y, z)− yf1(x)− zg1(x),

ẏ = s1y

(
1− y

b1 + c1x

)
− zh1(y),

ż = s2z

(
1− z

b2 + c2y + c3x

)
,

(3.1)

donde

R1(x, y, z) = rxT0(x)R(y)T1(z), f1(x) = xf(x), g1(x) = xg(x), y h1(y) = yh(y).

En este sistema suponemos que todos los parámetros son constantes adimensionales positivos y su
significado ecológico es el siguiente:

Los parámetros s1 y s2 son las tasas de crecimiento intŕınsecas del MP y SP, respectivamente.

El parámetro b1 (b2) es la capacidad de carga de MP (SP) en ausencia de la población presa
(presa y depredadora).

Los parámetros c1, c2 y c3 representan el aprovechamiento derivado de la depredación.

Además, los factores f , g y h son funciones de clase C3(R+). Nótese que el origen es un punto de
equilibrio para el sistema diferencial y los planos x = 0, y = 0 y z = 0 son invariantes, siempre que
f1(0) = 0, g1(0) = 0 y h1(0) = 0. En este trabajo el factor miedo de la presa hacia el depredador
está dado por R(y) = 1

k1y+1
y T1(z) es una función positiva que mide el efecto del factor de miedo

de la presa hacia SP.
Para el sistema (3.1) se buscan condiciones en los parámetros que garanticen la coexistencia de

las tres especies o la presencia de caos en el sistema. Para ello, se determinarán condiciones para la
existencia de puntos de equilibrio con coordenadas positivas y condiciones para las cuales se puede
presentar una bifurcación de Bogdanov-Takens. Como es usual, la región ecológica de interés será
el octante positivo

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : x > 0, y > 0, z > 0}.

3.1. Análisis de bifurcación de Bogdanov-Takens

El siguiente resultado provee condiciones suficientes en los parámetros para que el sistema dife-
rencial (3.1) tenga un punto de equilibrio de coexistencia en Ω.

Proposición 3.1. Sea p0 = (x0, y0, z0) ∈ Ω. Si b1 + c1x0 − y0 > 0, −c2y0 − c3x0 + z0 > 0,

r =
(k1y0 + 1)(y0f(x0) + z0g(x0))

T0(x0)T1(z0)
, s1 =

z0h(y0)(b1 + c1x0)

b1 + c1x0 − y0
y b2 = −c2y0 − c3x0 + z0, (3.2)

entonces p0 es un punto de equilibrio para el sistema diferencial (3.1).
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3.1 Análisis de bifurcación de Bogdanov-Takens 47

Demostración. Un punto (x0, y0, z0) ∈ Ω es un punto de equilibrio si y solo si

0 =rT0(x0)R(y0)T1(z0)− y0f(x0)− z0g(x0),

0 =s1

(
1− y0

b1 + c1x0 − y0

)
− z0h(y0),

0 =1− z0
b2 + c2y0 + c3x0

,

(3.3)

suponemos que b1 + c1x0 − y0 > 0 y −c2y0 − c3x0 + z0 > 0. Resolviendo el sistema de ecuaciones
(3.3) con respecto a las variables r, s1 y b2, se completa la prueba.

◀

Si las condiciones de la proposición 3.1 se cumplen, entonces la matriz jacobiana del sistema
(3.1) en el punto (x, y, z) es

J(x, y, z) =


−J1+y0f(x0)J3T1(z)J2+z0g(x0)J3T1(z)J2

J7T0(x0)T1(z0)
− k1xJ3T0(x)T1(z)J4

J2
7
T0(x0)T1(z0)

− xf(x)
xJ3T0(x)T ′

1
(z)J4

J7T0(x0)T1(z0)
− xg(x)

c1y2z0h(y0)b1+c1x0
(b1+c1x)2b1+c1x0

z0h(y0)b1+c1x0(b1+c1x−2y)

(b1+c1x)b1+c1x0
− z
(
yh′(y) + h(y)

)
−yh(y)

c3s2z2

J2
6

c2s2z2

J2
6

s2 − 2s2z
J6

 , (3.4)

donde

J1 =J7T0(x0)T1(z0)
(
xyf ′(x) + yf(x) + xzg′(x) + zg(x)

)
, J2 = xT ′

0(x) + T0(x), J3 = k1y0 + 1,

J4 =y0f(x0) + z0g(x0), J5 = b1 + c1x0, J6 = c2(y − y0) + c3(x− x0) + z0, J7 = k1y + 1.

En particular, la aproximación lineal del sistema diferencial (3.1) en el punto de equilibrio p0 es

J(p0) =

 x0

(
− y0f

′(x0) +
T ′
0
(x0)J4

T0(x0)
− z0g

′(x0)
)

− x0(2k1y0f(x0)+f(x0)+k1z0g(x0))
k1y0+1

x0T ′
1
(z0)J4

T1(z0)
− x0g(x0)

c1y2
0
z0h(y0)

b1+c1x0J5
y0z0

(
−h(y0)

J5
− h′(y0)

)
−y0h(y0)

c3s2 c2s2 −s2

 . (3.5)

3.1.1. Condición necesaria para la bifurcación Bogdanov-Takens

Definamos

k10 =
f(x0)L1 + z0g(x0)K3 (h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)J5)

z0g(x0)K6 + y0f(x0) (y0z0T ′
1(z0)L2 + 2h(y0)T1(z0)L3)

,

s20 =
c1x0y

2
0z

2
0 (T

′
1(z0)J4 − g(x0)T1(z0))L2

K2L3 (y0h(y0)T1(z0)(c2J5 + z0) + y0J5K5 + c3x0g(x0)K3J5)
,

(3.6)

donde K1,K2,K3,K4,K5,K6,L1,L2 y L3 son como en el apéndice B.1.

Proposición 3.2. Si las hipótesis de la proposición 3.1 se cumplen,

f ′(x0) =
−z0g

′(x0)

−y0
y g′(x0) =

T ′
0(x0)J4

2z0T0(x0)
,
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3.1 Análisis de bifurcación de Bogdanov-Takens 48

entonces los valores propios de J
(
p0(k1, s2)

)
son

λ1 = λ2 = 0 y λ3 = A2(k10, s20),

donde

A2(k1, s2) = − y0z0h(y0)

b1 + c1x0 − y0
− y0z0h

′(y0)− s2.

Demostración. Bajo las hipótesis, el polinomio caracteŕıstico de J
(
p0(k1, s2)

)
es pol0(λ, k1, s2) =

−λ3 + A2λ
2 + A1λ+ A0, donde

A0 =
s2x0y0 (z0g(x0)K7 + f(x0) (K8))

J3T1(z0)K2J5

,

A1 = −y0h(y0)(s2J3K2(c2J5 + z0) + c1x0y0z0f(x0)(2k1y0 + 1))

J3K2J5

+K9,

A2 = − y0z0h(y0)

b1 + c1x0 − y0
− y0z0h

′(y0)− s2;

(3.7)

y K7, K8 y K9 son como en el apéndice B.1. Sustituyendo k10 y s20 se obtiene que A0 = A1 = 0.
Esto demuestra la proposición. ◀

3.1.2. Condiciones de no degeneración de la bifurcación Bogdanov-
Takens

Supongamos que las hipótesis de la proposición 3.2 son válidas. Además si k10 y s20 son como
en la ecuación (3.6), y r = r0, s1 = s10 y b2 = b20 donde

r0 =
y0f(x0) + z0g(x0)

R(y0)T0(x0)T1(z0)
, s10 =

z0h(y0)(b1 + c1x0)

b1 + c1x0 − y0
y b20 = −c2y0 − c3x0 + z0, (3.8)

entonces el sistema diferencial (3.1) solo depende de los parámetros b1, c1, c2, c3, k1, s2, x0, y0 y z0.
En particular, para parámetros (k1, s2) en una vecindad pequeña del punto (k10, s20) en el plano de
parámetros R2

k1s2
, se tiene que el sistema (3.1) se escribe como

ẋ = x

(
(k1y0 + 1)T0(x)T1(z)(y0f(x0) + z0g(x0))

(k1y + 1)T0(x0)T1(z0)
− yf(x)− zg(x)

)
,

ẏ = y

z0h(y0)
(
b1 + c1x0

) (
1− y

b1+c1x

)
b1 + c1x0 − y0

− zh(y)

 ,

ż = s2z

(
1− z

c2y − c2y0 + c3x− c3x0 + z0

)
.

(3.9)

Se tiene que p0(k1, s2) = (x0, y0, z0) es un punto de equilibrio para el sistema diferencial (3.9) si y
solo si k1 = k10 y s2 = s20. Por otro lado, la aproximación lineal en p0(k10, s20) es J

(
p0(k10, s20)

)
con valores propios λ1 = λ2 = 0, λ3 = A2(k10, s20), de acuerdo a la proposición 3.2.
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3.2 Aplicaciones del resultado principal 49

En lo que sigue E(x, y, z, s2, β2) denota el campo vectorial asociado a (3.9). Denotamos por
τ(x, y, z, k1, s2) y δ(x, y, z, k1, s2) la traza y el determinante de la matriz jacobiana J

(
p0(k10, s20)

)
,

respectivamente.

Las condiciones de no degeneración se establecen mediante el determinante D0 del jacobiano de
la función

R : (x, y, z, k1, s2) 7→
(
E(x, y, z, k1, s2), τ(x, y, z, k1, s2), δ(x, y, z, k1, s2)

)
,

y los coeficientes cuadráticos (los cuales se calculan usando los vectores propios normalizados del
apéndice B.2),

a0 = a(p0, k10, s20) y b0 = b(p0, k10, s20). (3.10)

Usando el software Mathematica podemos calcular las expresiones matemáticas para D0, a0 y b0

las cuales son expresiones muy grandes, razón para no escribirlas aqúı; sin embargo, se pueden dar
expĺıcitamente para el caso de ausencia de factor de miedo de la presa hacia el superdepredador,
ver apéndice B.4. Aśı mismo, dichas expresiones serán mostradas en las aplicaciones donde usamos
respuestas funcionales espećıficas.

De las proposiciones 3.1, 3.2 y las condiciones de no degeneración se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3 (Teorema principal). Si D0 y S0 = a0b0, son números reales distintos de cero,
entonces el sistema diferencial (3.1) presenta una bifurcación Bogdanov-Takens en el punto de
equilibrio p0(k10, s20) con respecto a los parámetros (k1, s2) en el valor de bifurcación (k10, s20).

Si sign S0 = −1 entonces existen ciclos ĺımites estables que emanan de una bifurcación de Hopf
o bifurcación homocĺınica las cuales se detectan mediante dos ramas en el espacio de parámetros
en una vecindad del valor de bifurcación Bogdanov-Takens.

Corolario 3.4. Supongamos que se cumplen las hipótesis del teorema 3.3, si T1(z) = 1 entonces
el sistema diferencial (3.1) presenta una bifurcación Bogdanov-Takens en el punto de equilibrio
p0(k10, s20) con respecto a los parámetros (k1, s2) en el valor de bifurcación (k10, s20).

Demostración. En este caso, las fórmulas para D0, a0 y b0 se simplifican notablemente, obteniendo
aśı las expresiones correspondientes mostradas en el apéndice B.4. De lo cual se tiene el resultado.

◀

3.2. Aplicaciones del resultado principal

En esta apartado ilustramos los resultados de la sección 3.1 cuando las respuestas funcionales f1,
g1 y h1 en el sistema diferencial (3.9) son de tipo Holling. En particular, mostramos que el resultado
principal, teorema 3.3 y corolario 3.4, se verifican.
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3.2 Aplicaciones del resultado principal 50

3.2.1. Caso 1: Holling II con factor miedo k2 ̸= 0

Para mostrar diferentes dinámicas que el sistema diferencial (3.9) puede tener, consideremos
R(y) = 1

1+k1y
, T1(z) =

1
1+k2z

como los factores que miden el efecto del miedo en los depredadores
y que las respuestas funcionales f1, g1 y h1 sean de tipo Holling II con crecimiento loǵıstico en la
presa.

Sean f1, g1 y h1 las respuestas funcionales tipo Holling II dadas por f1(x) = r1x
m11x+1

, g1(x) =
r2x

m21x+1
y h1(y) =

r3y
m31y+1

, donde r1, r2, r3,m11,m21 y m31 son parámetros adimensionales positivos.

En este caso, el sistema diferencial (3.9) se convierte en

ẋ =x

(
r
(
1− x

k0

)
(k1y + 1)(k2z + 1)

− r1y

m11x+ 1
− r2z

m21x+ 1

)
,

ẏ =y

(
s1

(
1− y

b1 + c1x

)
− r3z

m31y + 1

)
,

ż =zs2

(
1− z

b2 + c2y + c3x

)
.

(3.11)

Tomemos los siguientes valores de los parámetros en el sistema (3.11), de tal manera que se satisfagan
las hipótesis de las proposiciones 3.1 y 3.2.

b1 =
1

2
, b2 = 3k2, c1 = 3, c2 = 2, c3 =

1

k2
, k0 =

3
3
k22

+ 2k22
,

r1 = 1, r2 =
1

6
, r3 =

1

3
, m11 = m21 =

k22
3
, m31 = k2,

k1 = − 864k82 − 1368k72 + 576k62 − 1368k52 + 156k42 − 174k32 + 20k22 − 4k2 + 1

k2
(
1296k82 − 2376k72 + 1224k62 − 2568k52 + 408k42 − 370k32 + 58k22 − 8k2 + 3

) y

r =
12k2

(
k22 + 1

) (
6k22 + 1

)2 (
2k42 + 3

) (
36k42 − 84k32 + 12k22 − 2k2 + 1

)(
k42 + 3

)2 (
1296k82 − 2376k72 + 1224k62 − 2568k52 + 408k42 − 370k32 + 58k22 − 8k2 + 3

) ,
(3.12)

El siguiente resultado demuestra que con estos valores de los parámetros el sistema diferencial (3.11)
satisface las hipótesis del teorema 3.3, en consecuencia presenta una bifurcación Bogdanov-Takens.

Teorema 3.5 (Caso Holling II). Si los parámetros en el sistema diferencial (3.11) satisfacen (3.12)
y k2 ∈ [1.821014, 1.868685], entonces p0 = (k2

2, k2, 6k2) es un punto de equilibrio de coexistencia y el
sistema presenta una bifurcación Bogdanov-Takens con respecto a los parámetros (k1, s2) con valor
de bifurcación (k10, s20).

Demostración. Mostramos primero la existencia de un punto de equilibrio de coexistencia en Ω.
Hagamos z0 =

r1y0
r2

y r2 =
r1y0

2(c2y0+c3x0)
, de las fórmulas en (3.8), se tiene

b2 = 3k2, r =
6k2 (6k

2
2 + 1) (2k4

2 + 3) (k1k2 + 1)

(k4
2 + 3)

2 y s1 =
2 (6k3

2 + k2)

(k2
2 + 1) (6k2

2 − 2k2 + 1)
.
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3.2 Aplicaciones del resultado principal 51

Por lo tanto, p0 = (k2
2, k2, 6k2) , es un punto de equilibrio del sistema diferencial (3.11). Por otra

parte, bajo las asignaciones en los parámetros en (3.12), la proposición 3.2 implica que

k10 = − 864k82 − 1368k72 + 576k62 − 1368k52 + 156k42 − 174k32 + 20k22 − 4k2 + 1

k2
(
1296k82 − 2376k72 + 1224k62 − 2568k52 + 408k42 − 370k32 + 58k22 − 8k2 + 3

) ,
s20 = −

432k52
(
18k22 + 1

) (
36k52 − 48k42 + 12k32 − 40k22 + k2 − 2

)(
6k22 + 1

) (
36k42 − 84k32 + 12k22 − 2k2 + 1

)
∆2

,

y la aproximación lineal J (p0(k10, s20) tiene valores propios λ1 = λ2 = 0 y

λ3 =
2k2

2∆1

(k2
2 + 1)

2
∆0 (6k2

2 − 2k2 + 1)∆6∆2

,

donde ∆0,∆1,∆2 y ∆6 son como en el apéndice B.3.

Usando el software Mathematica calculamos las condiciones de no degeneración, las cuales ga-
rantizan la condición de regularidad, aśı como los coeficientes cuadráticos dados en (3.10) cuyos
valores expĺıcitos son:

D0 = −
186624k152

(
18k22 + 1

)2
∆2

4∆5∆3(
k22 + 1

)5
∆7

0

(
6k22 − 2k2 + 1

)2 (
k42 + 3

)4
∆4

6∆
2
2

,

a0 =
648k72

(
18k22 + 1

)2
∆4∆2∆3

∆4
0

(
k42 + 3

)4
∆6∆2

7

y b0 = −
144k52

(
18k22 + 1

)
∆2∆8(

6k22 + 1
)2 (

k42 + 3
)4

∆3
7

.

Por último, se toman los valores del parámetro k2 ∈ [1.821014, 1.868685], para que los valores
de bifurcación k10, s20 y todos los parámetros asignados en (3.12) sean mayores que cero, y los
coeficientes cuadráticos a0, b0 sean distintos de cero, ver figuras 3.1 y 3.2.

◀

3.2.2. Caso 2: Holling II con factor miedo k2 = 0

En esta sección analizamos el modelo (3.1), cuando en la tasa de crecimiento de la presa no
se ve reflejado el factor miedo debido a la presencia del superdepredador (esto equivale a k2 = 0).
En este caso consideramos el crecimiento loǵıstico de Richards en la presa [TW]. Sean f1, g1 y h1

respuestas funcionales Holling II dados por f1(x) =
r1x

m11x+1
, g1(x) =

r2x
m21x+1

y h1(y) =
r3y

m31y+1
, donde

r1, r2, r3,m11,m21 y m31 son parámetros mayores que cero. Consideramos también un factor en el
crecimiento de la presa T0(x) = 1 − ( x

k0
)L para L > 0. En este caso, el sistema diferencial (3.9) se

escribe como,

ẋ =
rx
(
1−

(
x
k0

)L)
k1y + 1

− r1xy

m11x+ 1
− r2xz

m21x+ 1
,

ẏ = y

(
s1

(
1− y

b1 + c1x

)
− r3z

m31y + 1

)
,

ż = s2z

(
1− z

b2 + c2y + c3x

)
.

(3.13)
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3.2 Aplicaciones del resultado principal 52

(a) Gráfica del parámetro de bifurcación k10. (b) Gráfica del parámetro de bifurcación s20.

(c) Gráfica del valor de bifurcación. (d) Gráfica de los coeficientes cuadráticos.

Figura 3.1: Gráfica de los valores de los parámetros cuando k2 ∈ [1.821014, 1.868685] .

Tomemos los siguientes valores de los parámetros en el sistema (3.13), de tal manera que se
satisfagan las hipótesis de las proposiciones 3.1 y 3.2.

b1 =
23

16
, b2 =

37

48
, c1 =

1

2
, c2 =

1

3
, c3 =

1

4
, k0 =

(
7

4

)1− 1
L

(
1

L+ 7(L+1)
4

)−1/L

,

r1 = 1, r2 =
24

37
, r3 =

3817

2
, m11 = m21 = 1, m31 = 394,

k10 =
39

29191
, s1 =

5225473

398160
, s20 =

25058574464

1309660711
y r =

233840(11L+ 7)

3532111L
.

El siguiente resultado demuestra que con estos valores de los parámetros el sistema diferencial (3.13)
satisface las hipótesis del teorema 3.3 en consecuencia presenta una bifurcación Bogdanov-Takens.

Teorema 3.6. Si los parámetros del sistema diferencial (3.13) satisfacen las asignaciones en (3.2.2)
y L ̸= L0 = 15.792184, entonces existe un punto de equilibrio de coexistencia p0 = (7

4
, 1, 37

24
) en el

cual el sistema exhibe una bifurcación Bogdanov-Takens con respecto a los parámetros (k1, s2) con
valor de bifurcación (k10, s20).

Demostración. Primero mostramos la existencia de un punto de equilibrio en Ω. Por lo que haciendo
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3.2 Aplicaciones del resultado principal 53

(a) Gráfica de la regularidad. (b) Gráfica del parámetro s10.

(c) Gráfica del parámetro r0.

Figura 3.2: Gráfica de los valores de los parámetros para k2 ∈ [1.82101, 1.86868].

z0 =
r1y0
r2

y r2 =
r1y0

2(c2y0+c3x0)
, de las fórmulas en la ecuación (3.8) se sigue que

b2 = c2y0 + c3x0, r =
233840(11L+ 7)

3532111L
y s1 =

5225473

398160
.

Por lo tanto, p0 =
(
7
4
, 1, 37

24

)
, es un punto de equilibrio del sistema diferencial (3.13). Por otra parte,

bajo las hipótesis (3.2.2) y la proposición 3.2 implica que

k10 =
39

29191
, s20 =

25058574464

1309660711
,

y la aproximación lineal J (p0(k10, s20) tiene valores propios

λ1 = λ2 = 0 y λ3 = −1789813151810701237

102987265466622600
.

Usando el software Mathematica calculamos los siguientes valores en los parámetros, los cuales
garantizan la no degeneración de la bifurcación de Bogdanov-Takens,

D0(L) = −
40715264503212095638659328(4247823926368L+ 120736501474497)

67669546736652780787971245653552959375
,

a0(L) =
16039164263157349515264(4247823926368L+ 120736501474497)

14823620832665615092594497495177230303
y

b0(L) = −
450607102869504(9920290555389423661985886339296009491L− 156663050330006404342030348231520141783)

76459687388357394882105759337282404987892498253244913
.

(3.14)
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3.3 Resultados numéricos 54

Nótese que D0(L) < 0, a0(L) > 0 y b0(L0) = 0. Por lo tanto, si L ̸= L0 entonces se cumplen las
hipótesis del teorema 3.3 y el sistema (3.13) presenta una bifurcación Bogdanov-Takens, ver figuras
3.3 and 3.4 .

◀

Observación 3.7. De 3.14 se tiene que:

1. Si el parámetro L > L0, entonces el producto de los coeficientes cuadráticos a0 y b0 es negativo.

2. Si el parámetro L < L0, entonces el producto de los coeficientes cuadráticos a0 y b0 es positivo.

En el caso 1. el sistema presenta ciclos ĺımites estables que provienen de una bifurcación de Hopf
supercŕıtica, mientras que en el caso 2. los ciclos ĺımites que aparecen son inestables.

3.3. Resultados numéricos

3.3.1. Dinámica complicada v́ıa el máximo exponente de Lyapunov

Ejemplo 3.8 (Caso 1: Holling II). Para ilustrar el resultado del teorema 3.5, consideramos las
asignaciones hechas en (3.12) y k2 = 1.8601. Entonces, k10 = 6.058631, s20 = 10.589253, D0 =
−1.846464, a0 = 0.004791 y b0 = −0.008485. El punto de equilibrio para el sistema diferencial
(3.11) en el que existe bifurcación de Bogdanov-Takens es p0 = (3.459972, 1.8601, 11.1606). Sean
s2 = 9.360999 y k1 = k10 − 10−4. Tomando una condición inicial p0 + (10−4, 10−4, 10−4) se tiene
una órbita que detecta un atractor extraño oculto, ver figuras 3.5d. Las correspondientes series de
tiempo para cada una de las densidades de población se muestran en las figuras 3.5a, 3.5b y 3.5c.

Ejemplo 3.9 (Caso 2: Holling II ). Para ilustrar el teorema 3.5, consideramos las asignaciones
hechas en (3.12) y k2 = 1.85. Entonces, k10 = 2.60001, s20 = 13.5354, D0 = −6.24912, a0 =
0.0035332 y b0 = −0.006349. El punto de equilibrio en el cual el sistema diferencial (2.10) presenta
una bifurcación Bogdanov-Takens es p0 = (3.4225, 1.85, 11.1).

Del teorema 3.5 y el ejemplo 3.8 se tienen condiciones en los parámetros del sistema (3.1) que
implican un comportamiento caótico, lo cual se puede mostrar numéricamente. En efecto, mediante
los algoritmos desarrollados en [Sa], implementamos una rutina en el software Mathematica que
permite calcular el máximo exponente de Lyapunov al variar los parámetros de bifurcación (k1, s2),
en una vecindad del valor de bifurcación (k10, s20). En este sentido, mostramos el siguiente resultado
obtenido en el caso Holling II.

Como antes, definimos la función (k1, s2) 7→ MLE(k1, s2) y consideramos los valores para los
parámetros utilizados en el ejemplo 3.8, ya que éstos satisfacen las hipótesis del teorema 3.5. En la
figura 3.6a se muestra que el sistema diferencial (3.9), presenta un comportamiento caótico ya que
el MLE es positivo para un amplio rango de parámetros s2 en el intervalo [9.0, 10.6], donde k1 = k10
y k10 = 6.058631. Más aún, la figura 3.6b muestra un amplio rango de k1 ∈ [5, 6.6] y s2 ∈ [9.0, 10.6]
para los cuales el MLE del sistema es positivo.
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3.3 Resultados numéricos 55

Sobre la solución numérica del ejemplo 3.8, la cual se acerca al atractor, tomamos una condición
inicial

r0 ≈ (3.45151, 1.86069, 11.1572),

para continuar la órbita mucho más cerca del atractor extraño que se muestra en la figura 3.5d.
Usando Mathematica calculamos los exponentes de Lyapunov (L1, L2, L3) asociadas a las trayectoria
en el intervalo de tiempo [992000, 996000], ver figura 3.7. En particular, los exponentes de Lyapunov
asociados al atractor extraño son L1 ≈ 0.002182, L2 ≈ 0.001334 y L3 ≈ −10.1159. Por lo tanto,
MLE(k10 − 10−4, 9.360999) ≈ 0.002182.
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3.3 Resultados numéricos 56

(a) Gráfica del coeficiente cuadrático a0, para
L ∈ [0.1, 1000].

(b) Gráfica del coeficiente cuadrático b0, para
L ∈ [0.1, 1000].

(c) Gráfica de los coeficientes cuadráticos para
L ∈ [0.1, 100].

(d) Gráfica de la regularidad para
L ∈ [0.1, 1000].

(e) Gráfica del parámetro r para L ∈ [0.1, 1000]

Figura 3.3: Gráfica de los valores de los parámetros para L > 0.1.
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3.3 Resultados numéricos 57

(a) Gráfica de los coeficientes cuadráticos cuan-
do el producto es positivo.

(b) Gráfica de los coeficientes cuadráticos cuan-
do el producto es negativo.

Figura 3.4: Gráfica de los coeficientes cuadráticos para L > 0.

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depreda-
dora.

(c) Serie de tiempo para la población superde-
predadora.

(d) Órbita detectando un atractor ex-
traño.

Figura 3.5: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0 + (10−4, 10−4, 10−4) que detecta
un atractor extraño.
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(a) MLE(k10, s2), k10 = 6.058631, s2 ∈ [9.0, 10.6]. (b) MLE(k1, s2), k1 ∈ [5.0, 6.6], s2 ∈ [9.0, 10.6].

Figura 3.6: Máximo exponente de Lyapunov variando los parámetros k1 y s2 en el caso Holling
II-II-II.

(a) Exponente de Lyapunov L1

(b) Exponente de Lyapunov L2 (c) Exponente de Lyapunov L3

Figura 3.7: Caso 1 Holling II-II-II: exponentes de Lyapunov para la trayectoria mostrada en la figura
3.5d, la cual corresponde al ejemplo 3.8.
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Caṕıtulo 4

Bifurcación cero-Hopf en un modelo
intragremial

En este caṕıtulo retomamos el modelo intragremial (3.1) con R1 = rxR0T1(y)T2(z) y demostra-
remos que el sistema exhibe una bifurcación cero-Hopf. Expĺıcitamente el sistema a estudiar es el
siguiente:

ẋ =
rxR0(x)

(k1y + 1)(k2z + 1)
− yf1(x)− zg1(x),

ẏ = s1y

(
1− y

b1 + c1x

)
− zh1(y), (4.1)

ż = s2z

(
1− z

b2 + c2y + c3x

)
.

Debido a la naturaleza de la bifurcación cero-Hof, la dinámica encontrada para este sistema es
mucho más variada a diferencia de la que se obtuvo con la bifurcación de Bogdanov-Takens, pu-
diendo encontrarse ciclos ĺımite, órbitas homocĺınicas, toros invariantes y atractores caóticos. Los
parámetros donde buscaremos bifurcación cero-Hof son c1 que es el aprovechamiento que se obtiene
de consumir la presa por el depredador y k1 que es el nivel de miedo que refleja el depredador sobre
la presa.

El resultado principal en este caṕıtulo es el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Existen condiciones en los parámetros bajo las cuales el sistema diferencial (4.1)
sufre una bifurcación cero-Hopf con respecto a los parámetros (c1, k1).

Verificaremos las hipótesis del teorema 4.1 usando respuestas funcionales tipo Holling y creci-
miento loǵıstico generalizado para la población presa. Además, garantizaremos la coexistencia de
las tres poblaciones por medio de conjuntos ĺımites estables, como puntos de coexistencia, ciclos
ĺımite, toros invariantes y atractores extraños. Finalmente, mostraremos el comportamiento caótico
mediante el cálculo de los máximos exponentes de Lyapunov para una amplia gama de valores de
parámetros.

59
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4.1 Existencia de un punto de equilibrio 60

4.1. Existencia de un punto de equilibrio

La derivada en un punto arbitrario p = (x, y, z) del campo vectorial que define el sistema (4.1)
está dada por

Jp =


rR0(x)−(k1y+1)(k2z+1)(yf ′

1(x)+zg′1(x))+rxR′
0(x)

(k1y+1)(k2z+1)
−f1(x)− k1rxR0(x)

(k1y+1)2(k2z+1)
−g1(x)− k2rxR0(x)

(k1y+1)(k2z+1)2

c1s1y
2

(b1+c1x)2
− 2ys1

b1+c1x
+ s1 − z (h(y) + yh′(y)) −yh(y)

c3s2z
2

(b2+c3x+c2y)2
c2s2z

2

(b2+c3x+c2y)2
s2 − 2s2z

b2+c3x+c2y

 . (4.2)

El primer paso para el análisis dinámico es garantizar la existencia de un punto de equilibrio con
entradas positivas, esto es establecida por el siguiente resultado

Proposición 4.2. Si

b2 = −c3x0 − c2y0 + z0, r =
(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(y0f1(x0) + z0g1(x0))

x0R0(x0)
, s1 =

z0h1(y0)(b1 + c1x0)

y0(b1 + c1x0 − y0)
, (4.3)

donde x0, y0, z0 > 0, b1 + c1x0 − y0 > 0 y −c3x0 − c2y0 + z0 > 0, entonces p0 = (x0, y0, z0) ∈ Ω es un
punto de equilibrio para el sistema diferencial (4.1).

4.2. Condición necesaria

De las hipótesis hechas en la proposición 4.2 y la expresión (4.2) se tiene que Jp0 es M11 − 2k1y0f1(x0)+f1(x0)+k1z0g1(x0)
k1y0+1 −k2y0f1(x0)+2k2z0g1(x0)+g1(x0)

k2z0+1
c1y0z0h1(y0)

(b1+c1x0)(b1+c1x0−y0)
(b1+c1x0−2y0)z0h1(y0)

(b1+c1x0−y0)y0
− z0h

′
1(y0) −h1(y0)

c3s2 c2s2 −s2

 , (4.4)

donde
M11 =

y0f1(x0) + z0g1(x0)− x0

(
y0f ′

1(x0) + z0g′1(x0)
)

x0
+

(y0f1(x0) + z0g1(x0))R′
0(x0)

R0(x0)
.

Para el análisis del modelo (4.1), suponemos que las respuestas funcionales satisfacen las sigui-
entes condiciones en las entradas del punto de equilibrio p0 = (x0, y0, z0) (ver proposición 4.2). Esto
se basa en las ideas usadas en [BGL], de hecho, supondremos que x0, y0 satisfacen

i) Simplificación a través de las respuestas funcionales I (SRFI): Supongamos
que f ′

1(x0), g
′
1(x0), h

′
1(y0) > 0 y

f1(x0) = 2x0f
′
1(x0), g1(x0) = 2x0g

′
1(x0) y h1(y0) = 2y0h

′
1(y0),

ii) Simplificación a través de las respuestas funcionales II (SRFII):

f ′
1(x0) =

h′
1(y0)

2
y g′1(x0) =

h′
1(y0)

2
,

iii) Simplificación mediante el crecimiento de la presa (SCP):
suponemos que R′

0(x0) < 0 y R0(x0) = −x0R
′
0(x0).
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4.2 Condición necesaria 61

Por lo tanto, bajo las condiciones de simplificación SRFI, SRFII y SCP, tenemos que Jp0 se
convierte en  −1

2
(y0 + z0)h

′
1(y0) −x0(k1(2y0+z0)+1)h′

1(y0)

k1y0+1
−x0(k2(y0+2z0)+1)h′

1(y0)

k2z0+1
2c1y20z0h

′
1(y0)

(b1+c1x0)(b1+c1x0−y0)

(b1+c1x0−3y0)z0h′
1(y0)

b1+c1x0−y0
−2y0h

′
1(y0)

c3s2 c2s2 −s2

 . (4.5)

con polinomio caracteŕıstico P(λ) = −λ3 + A2λ
2 + A1λ+ A0 cuyos coeficientes son

A0 =
A00

2(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)(b1 + c1x0 − y0)
,

A1 =
1

2
h′
1(y0)

(
A11

(k1y0 + 1)(b1 + c1x0)(b1 + c1x0 − y0)

+ s2

(
z0(b1 + c1x0 − 5y0)

b1 + c1x0 − y0
− (4c2 + 1)y0 −

2c3x0(k2(y0 + 2z0) + 1)

k2z0 + 1

))
,

A2 =
h′
1(y0)(z0(b1 + c1x0 − 5y0)− y0(b1 + c1x0 − y0))

2(b1 + c1x0 − y0)
− s2,

donde

A00 = s2h
′
1(y0)

2
(
− 2c2y

2
0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)(b1 + c1x0 − y0)

− 2c2y0z0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)(b1 + c1x0 − y0)

+ 2c1c3x
2
0z0(k1y0 + 1)(b1 + c1x0)(k2(y0 + 2z0) + 1)

+ 4c3x0y0(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)(k1(2y0 + z0) + 1)(b1 + c1x0 − y0)

+ 2b1c3x0z0(k1y0 + 1)(b1 + c1x0)(k2(y0 + 2z0) + 1)

− 6c3x0y0z0(k1y0 + 1)(b1 + c1x0)(k2(y0 + 2z0) + 1)

− 3y20z0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0) + c1x0z
2
0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)

+ b1z
2
0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)− 3y0z

2
0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)

+ c1x0y0z0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0) + b1y0z0(k1y0 + 1)(k2z0 + 1)(b1 + c1x0)

− 4c1c2x0y
2
0z0(k1y0 + 1)(k2(y0 + 2z0) + 1)− 4c1x0y

2
0z0(k2z0 + 1)(k1(2y0 + z0) + 1)

)
,

A11 = z0h
′
1(y0)

(
b21(k1y0 + 1)(y0 + z0) + b1(k1y0 + 1)(y0 + z0)(2c1x0 − 3y0)

+ c1x0(c1x0(k1y0 + 1)(y0 + z0)− y0(y0(11k1y0 + 7k1z0 + 7) + 3z0))
)
.

Consideramos la aproximación lineal como una matriz dependiente de dos parámetros µ =
(c1, k1). Necesitamos valores en los parámetros para los cuales A0 = A2 = 0 y la factorización
del polinomio caracteŕıstico sea P(λ) = λ(λ2 + ω2

0), con ω2
0 = −A1 > 0. Para tener esto, primero

resolvemos A0 = 0 con respecto al parámetro k1 y por lo tanto obtenemos que A0(c1, k10) = 0, con
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4.3 Simplificación del modelo intragremial 62

el valor del parámetro dado por k10 =
E00

E11
, donde

E00 = −b21
(
2c3x0

(
3k2y0z0 + 2k2z

2
0 + 2y0 + z0

)
− (k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − z0)

)
+ b1

(
y0
(
2c3x0

(
5k2y0z0 + 6k2z

2
0 + 2y0 + 3z0

)
− (k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − 3z0)

)
− 2c1x0

(
2c3x0

(
3k2y0z0 + 2k2z

2
0 + 2y0 + z0

)
− (k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − z0)

) )
+ c1x0

(
y0
(
2c2y0

(
k2y0z0 + 3k2z

2
0 − y0 + z0

)
+ 2c3x0(y0(5k2z0 + 2) + 3z0(2k2z0 + 1))

+ z0(k2z0 + 1)(7y0 + 3z0)
)
− c1x0

(
2c3x0

(
3k2y0z0 + 2k2z

2
0 + 2y0 + z0

)
− (k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − z0)

))
,

E11 = y0
(
b21(2c3x0(y0(5k2z0 + 4) + z0(4k2z0 + 3))− (k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − z0))

+ b1(2c1x0(2c3x0(y0(5k2z0 + 4) + z0(4k2z0 + 3))− (k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − z0))

+ y0((k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − 3z0)− 2c3x0(y0(7k2z0 + 4) + z0(8k2z0 + 5))))

+ c1x0
(
c1x0(2c3x0(y0(5k2z0 + 4) + z0(4k2z0 + 3))− (k2z0 + 1)(y0 + z0)(2c2y0 − z0))

− y0
(
2c2y0

(
k2y0z0 + 3k2z

2
0 − y0 + z0

)
+ 2c3x0(y0(7k2z0 + 4) + z0(8k2z0 + 5))

+ z0(k2z0 + 1)(11y0 + 7z0)
)))

.

Notamos que k10 depende de c1, es decir, k10(c1). Por otro lado, considerando el coeficien-
te A2 en el valor (c1, k10), tenemos que A2(c1, k10) = 0 siempre que c1 = c10, donde c10 =
(b1(z0−y0)+y0(y0−5z0))h′

1(y0)+2s2(y0−b1)

x0(y0−z0)h′
1(y0)+2s2x0

. Por lo tanto, obtenemos la factorización deseada si y solo si

A0(µ0) = A2(µ0), donde µ0 = (C10, K10), con C10 = c10 y K10 = k10(c10).
Usando la notación anterior, resumimos estos resultados en la siguiente proposición.

Proposición 4.3. Sea µ0 = (C10, K10). Si −A1(C10, K10) > 0, C10, K10 > 0, donde x0, y0, z0 son
números reales positivos, entonces los valores propios de la aproximación lineal Jp0(µ0) son

λ = 0, λ = ±i
√

−A1(C10, K10).

4.3. Simplificación del modelo intragremial

Supongamos que se cumplen las hipótesis de la proposición 4.3. Con el objetivo de simplificar
nuestro análisis hacemos

b1 =
20s2z0 − 49h′1(y0)z

2
0

2(200s2 − 90h′1(y0)z0)
, c2 =

−3609h′1(y0)z0 − 13980s2
560s2 − 1484h′1(y0)z0

, c3 =
11z0
112x0

, (4.6)

k2 =
1901000z0 + 560000

57239z40 + 959285z30
, s2 = h′1(y0), y0 =

z0
10

.

De las condiciones en (4.6) tenemos que los valores del parámetro µ0 = (C10, K10) son

C10 =
z0(49z0 − 20)

20x0(9z0 − 20)
y K10 =

z0(z0(z0(3033667z0 + 49697325) + 79096000)− 96514000)− 36960000

10z0(13z0 + 460)(1901z0 + 560)
.

Sea z0 = 223
100

. Por lo tanto, de las condiciones (4.3) se tiene que r, s1 y b2 dependen de c1 y k1,
luego se tienen los valores de bifurcación haciendo c1 = C10 y k1 = K10:

b20 =
41104921

183288000
, r10 = −

11246984424463560622460970121521h′
1

(
223
1000

)
568823027042959802987000000000 x0R′

0(x0)
, s10 =

8927

892
h1

(
223

1000

)
.
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4.4 Resultado principal 63

Más aún, de (4.6) tenemos que todos los parámetros son positivos y están dados por

b1 =
1990721

14000
, b2 = b20, c2 =

734269

91644
, c3 =

2453

11200x0

(4.7)

k2 =
479923000000000

1205356054748899
, r = r10, s1 = s10, s2 = h′

1

(
223

1000

)
.

Dado que asumimos que y0 y z0 son valores fijos, debemos suponer que estos valores permiten
que la condición SRFI para h1 siga siendo cierta, es decir, suponemos que

h1

(
223

1000

)
=

223

500
h′
1

(
223

1000

)
. (4.8)

De las simplificaciones de supuestos generales SRFI, SRFII y SCP para f1, g1 y R0 siguen
siendo ciertas para las condiciones de los parámetros en (4.7). Por lo tanto, bajo las condiciones del
parámetro en (4.7) y (4.8) se tiene C10 =

1990721
14000x0

y K10 =
76729387290665647
5233309315271000

.
Ahora, supongamos que se cumplen las asignaciones de parámetros (4.7), en consecuencia el

sistema diferencial (4.1) se convierte en:

ẋ = −
11246984424463560622460970121521xh′

1

(
223
1000

)
R0(x)

568823027042959802987000000000x0

(
479923000000000z
1205356054748899

+ 1
)
(k11y + 1)R′

0(x0)
− yf1(x)− zg1(x) = G1,

ẏ = y

8927h′
1

(
223
1000

)(
1− y

c11x+
1990721
14000

)
2000

−
zh1(y)

y

 = G2, (4.9)

ż = zh′
1

(
223

1000

)(
1−

z
2453x

11200x0
+ 734269y

91644
+ 41104921

183288000

)
= G3,

donde (c11, k11) vaŕıa en una vecindad pequeña de (C10, K10) en el plano R2
c11k11

. Luego, se tiene
que p0 =

(
x0,

223
1000

, 223
100

)
es un punto de equilibrio del sistema diferencial (4.9) si y solo si (c11, k11) =

(C10, K10).

4.4. Resultado principal

De la simplificación anterior del modelo intragremial en la sección 4.3 y la proposición 4.3, se
sigue el siguiente resultado,

Corolario 4.4. Si las condiciones del parámetro en (4.7) y (4.8) se cumplen, entonces el sistema
diferencial (4.9) tiene valores de bifurcación en C10 =

1990721
14000x0

, K10 =
76729387290665647
5233309315271000

y valores propios
de la aproximación lineal Jp0(µ0),

λ = 0, λ = ±iω0,

donde

ω0 =
√

−A1(C10, K10) =

√
501166761802996374402167

77931110497073281
h′
1

(
223
1000

)
6000

.
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 64

Enseguida, caracterizamos la condición de regularidad para la bifurcación cero-Hopf. Conside-
remos el campo vectorial G(x, y, z, c11, k11) = (G1, G2, G3) definido por el sistema diferencial (4.9).
Usando la traza y el determinante

τ(x, y, z, c11, k11) = Tr(D(x,y,z)G(x, y, z, c11, k11)), δ(x, y, z, c11, k11) = Det(D(x,y,z)G(x, y, z, c11, k11))

definimos la aplicación R = (G, τ, δ) .
El determinante de la derivada en (p0, C10, K10) de la aplicaciónR es calculada usando el software

Mathematica y su valor es

D0 =
σ0

76628486569661744608876082776614954057368924249430786739200000000000R′
0(x0)

, (4.10)

donde

σ0 = 2862719628330227149x0h
′
1(y0)

5
(
R′

0(x0)
(
− 200h′1(y0)

(
σ1
)

− 729879h′′1(y0)
(
1358804271740342865953568320739195024x0

(
f ′′
1 (x0) + 10g′′1(x0)

)
+ 52390973263281545648506906828458823697h′1(y0)

))
− 1584x0h

′
1(y0)

(
6887240993427567435134197863700020311959h′′1(y0)

+ 123814095219746321522837386888664631453975h′1(y0)
)
R′′

0(x0)
)
,

σ1 = 89146148558217351496442918559838534646862x0
(
f ′′
1 (x0) + 10g′′1(x0)

)
+ 1762179781046044100837952606643487205056897h′1(y0),

con y0 =
223
1000

. Resumimos estos cálculos en el siguiente resultado.

Proposición 4.5 (Condición de regularidad). Si las hipótesis del corolario 4.4 se cumplen, entonces
la aplicación R es regular en (p0, C10, K10) si y solo si D0 ̸= 0.

Prueba del teorema 4.1. De las fórmulas de Guckenheimer–Kuznetsov [GK], podemos calcular las
condiciones no degeneradas de la bifurcación cero-Hopf por medio de las cantidades S0, θ0,E0 (ver
apéndice C.1). Luego del corolario 4.4 se establece que la aproximación lineal Jp0 tiene valores
propios 0 y ±iω0. La proposición 4.5 permite determinar la regularidad de la aplicación R en
(p0, C10, K10). Por lo tanto, tenemos que bajo las hipótesis (4.7) y (4.8) si D0,S0, θ0,E0 son todos
números reales distintos de cero, entonces se completa la demostración del teorema 4.1. ◀

4.5. Aplicaciones para respuestas funcionales Holling

En esta sección, ilustramos el teorema 4.1 usando respuestas funcionales Holling.

4.5.1. Caso 1: Holling II-II-II

Consideremos las respuestas funcionales f1, g1 y h1 Holling tipo II,

f1(x) =
e1x

d1x+ 1
, g1(x) =

e2x

d2x+ 1
, h1(x) =

e3x

d3x+ 1
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 65

y el crecimiento loǵıstico de Richards rxR0(x), donde R0(x) = 1− xL

RL
1
.

Los valores de los parámetros

d1 = d2 =
1

x0

, d3 =
1000

223
, e2 = e1, e3 = 2e1, R1 =

(
LxL

0 + xL
0

)1/L
, L > 0. (4.11)

satisfacen las condiciones SRFI, SRFII y SCP determinadas en la sección 4.2. Las asignaciones
hechas en (4.7) se convierten en

b1 =
1990721

14000
, b2 =

41104921

183288000
, c2 =

734269

91644
, c3 =

2453

11200x0

, k2 =
479923000000000

1205356054748899
,

r =
11246984424463560622460970121521e1(L+ 1)

1137646054085919605974000000000L
, s1 =

8927e1
4000

, s2 =
e1
2
.

Por lo tanto, las cantidades para la condición de no degeneración de la bifurcación cero-Hopf son

D0 = − 31489915911632498639e71N1x0

49042231404583516549680692977033570596716111519635703513088000000000
,

G200 =
11000e1N2

250075019978199758200693915489877193899729
,

G011 =
210103745377526926233096175e1N3

N10
, θ0 = − N8

44000(N2)
, E0 =

5e1
(
3125e21N8N3N4 +N6N5

)
N7

,

donde N1, . . . ,N10 son como en apéndice C.2.
En consecuencia, las hipótesis del teorema 4.1 son válidas. Existe un valor L0 ≈ 0.270654, para el

cual D0 se anula, en consecuencia se pierde la regularidad de la aplicación R, y a su vez se degenera
la bifurcación cero-Hopf, ver figura 4.1.

Figura 4.1: Gráfica de la regularidad para el Holling II-II-II.

Aśı, las hipótesis del teorema 4.1 son válidas. Lo cual resumimos en el siguiente resultado.

Teorema 4.6 (Holling-II-II-II). Existen condiciones en los parámetros bajo las cuales el siste-
ma diferencial (4.1) presenta una bifurcación cero-Hopf en p0 =

(
x0,

223
1000

, 223
100

)
con respecto a los

parámetros (c1, k1) en el valor de bifurcación (c10, k10) =
(

1990721
14000x0

, 76729387290665647
5233309315271000

)
. En este caso,

S0 = 1; θ0 < 0 si L > 0 y e1 > 0.
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 66

Nótese, en este caso, dado que S0 = 1 y θ0 < 0, hay ramas en el espacio de parámetros donde las
bifurcaciones de Hopf sub y supercŕıticas se manifiestan como también la destrucción heterocĺınica
del toro (cf. Guckenheimer–Kuznetsov [GK]), cuando L > 0 y e1 > 0.

Simulación numérica para el caso 1: Holling II-II-II

De acuerdo al teorema 4.6, tenemos que los parámetros libres en el sistema diferencial (4.9) son
e1, L y x0. Sean e1 = 0.5, L = 1 y x0 = 1, entonces los valores de bifurcación son c10 = 1990721

14000
≈

142.194357 y k10 =
76729387290665647
5233309315271000

≈ 14.661733. El punto de equilibrio de coexistencia en el que se
presenta la bifurcación cero-Hopf es p0 =

(
1, 223

1000
, 223
100

)
.

A continuación mostramos varias simulaciones numéricas en las que se muestran diferentes tipos
de conjuntos ω-ĺımite, como órbitas periódicas, toros invariantes, órbitas homocĺınicas y atractores
extraños.

Ejemplo 4.7 (Órbita periódica). Sean c1 = 142.194 y k1 = k10− 10−6, donde k10 = 14.661733. To-
mando la condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
, con ε = 10−9, se obtiene una trayectoria

tendiendo a una órbita periódica, véase la figura 4.2d. Las correspondientes series de tiempo para
las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.2a, 4.2b y 4.2c. Además, los puntos de
equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro 4.1.

Puntos de equilibrio rj Valores propios de Jrj Dinámica de rj

r0 = (0, 0, 0) λ1 = 9.88619, λ2 = 1.11587, λ3 = 0.25 Fuente
r1 = (0, 0, 0.224264) λ1 = 8.963660, λ2 = 0.891611, λ3 = −0.25 Silla
r2 = (2, 0, 0) λ1 = −9.88619, λ2 = 1.11588, λ3 = 0.25 Silla
r3 = (1.97183, 0, 0.656131) λ2 = −7.65184, λ2 = 0.459744, λ3 = −0.252962 Silla
r4 = (1.00032, 0.222977, 2.22988) λ1,2 = 0.000701 ± 0.105304i, λ3 = −0.001707 Silla
r5 = (0.99968, 0.223023, 2.23012) λ1,2 = −0.000689± 0.106039i, λ3 = 0.001683 Silla
r6 = (0, 0.294603, 2.58468) λ1,2 = 0.190746 ± 0.244905i, λ3 = −0.523716 Silla
r7 = (0, 142.194357, 0) λ1 = −71.0924, λ2 = −1.11588, λ3 = 0.25 Silla

Cuadro 4.1: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.194 y
k1 = k10 − 10−6 del ejemplo 4.7.

Ejemplo 4.8 (Toro invariante). Sean c1 = 142.1977 y k1 = k10 − 10−5, donde k10 = 14.661733.
Tomando la condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
, con ε = 10−8, obtenemos una trayecto-

ria acumulándose en un toro invariante, véase la figura 4.3d. Las correspondientes series de tiempo
para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.3a, 4.3b y 4.3c. Además, los puntos
de equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro 4.2.

Ejemplo 4.9 (Órbita homocĺınica). Sean c1 = 142.1974 y k1 = k10− 10−6, donde k10 = 14.661733.
Tomemos una condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
, con ε = 10−1, obtenemos una tra-

yectoria tendiendo a una órbita homocĺınica, véase la figura 4.4d. Las correspondientes series de
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 67

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depreda-
dora.

(c) Serie de tiempo para la población superde-
predadora.

(d) Trayectoria tendiendo una órbi-
ta periódica.

Figura 4.2: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0 + (10−9, 10−9, 10−9) que converge
a una órbita periódica.

tiempo para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.4a, 4.4b y 4.4c. Además, los
puntos de equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro 4.3.

Ejemplo 4.10 (Atractor extraño). Sean c1 = 142.1972 y k1 = k10 − 10−6, donde k10 = 14.661733.
Tomemos una condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
con ε = 10−9, se obtiene una trayec-

toria que se acumula en un atractor extraño, véase la figura 4.5d. Las correspondientes series de
tiempo para las densidades poblacionales se muestran en las figuras 4.5a, 4.5b y 4.5c. Además, los
puntos de equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro 4.4.
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 68

Puntos de equilibrio uj Valores propios de uj Dinámica de uj

u0 = (0, 0, 0) λ1 = 9.88619, λ2 = 1.11587, λ3 = 0.25 Fuente
u1 = (2, 0, 0) λ1 = −9.88619, λ2 = 1.11588, λ3 = 0.25 Silla
u2 = (0, 0, 0.224264) λ1 = 8.96366, λ2 = 0.891611, λ3 = −0.25 Silla
u3 = (0, 142, 0.194357, 0) λ1 = −71.0924, λ2 = −1.11588, λ3 = 0.25 Silla
u4 = (0, 0.294603, 2.58468) λ1 = −0.523716, λ2,3 = 0.190746 ± 0.244905i Silla
u5 = (1.97183, 0, 0.656131) λ1 = −7.65184, λ2 = 0.459744, λ3 = −0.252962 Silla
u6 = (1.06806, 0.217774, 2.20303) λ1,2 = 0.000701 ± 0.105304i, λ3 = −0.001707 Silla
u7 = (0.929425, 0.227779, 2.25283) λ1,2 = −0.000689± 0.106039i, λ3 = 0.001683 Silla

Cuadro 4.2: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.1977 y k1 = k10−10−5

del ejemplo 4.8.

Puntos de equilibrio qj Valores propios de Jqj
Dinámica de qj

q0 = (0, 0, 0) λ1 = 9.88619, λ2 = 1.11587, λ3 = 0.25 Fuente
q1 = (0, 0, 0.224264) λ1 = 8.96366, λ2 = 0.891611, λ3 = −0.25 Silla
q2 = (0, 142.194357, 0) λ1 = −71.0924, λ2 = −1.11588, λ3 = 0.25 Silla
q3 = (2, 0, 0) λ1 = −9.88619, λ2 = 1.11587, λ3 = 0.25 Silla
q4 = (0, 0.294603, 2.58468) λ1 = −0.523716, λ2,3 = 0.190746 ± 0.244905i, Silla
q5 = (1.97183, 0, 0.656131) λ1 = −7.65184, λ2 = 0.459744, λ3 = −0.252962 Silla

Cuadro 4.3: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.1974 y k1 = k10−10−6

del ejemplo 4.9.

Punto de equilibrio pj Valores propios de Jpj
Dinámica de pj

p0 = (0, 0, 0) λ1 = 9.886190, λ2 = 1.115870, λ3 = 0.25 Fuente
p1 = (0, 0, 0.224264) λ1 = 8.96366, λ2 = 0.891611, λ3 = −0.25 Silla
p2 = (2, 0, 0) λ1 = −9.88619, λ2 = 1.11587, λ3 = 0.25 Silla
p3 = (0, 0.294603, 2.584681) λ1 = −0.523716, λ2,3 = 0.190746± 0.244905i Silla
p4 = (0, 142.194357, 0) λ1 = −71.0924, λ2 = −1.11588, λ3 = 0.25 Silla
p5 = (1.971833, 0, 0.656131) λ1 = −7.65184, λ2 = 0.459744, λ3 = −0.252962 Silla
p6 = (1.000047, 0.222997, 2.229983) λ1,2 = 0.000102± 0.105609i, λ3 = −0.000249 Silla
p7 = (0.999953, 0.223003, 2.230017) λ1,2 = −0.000102 + 0.105718i, λ3 = 0.000249 Silla

Cuadro 4.4: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.1972 y k1 = k10−10−6

del ejemplo 4.10.
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 69

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depreda-
dora.

(c) Serie de tiempo para la población superde-
predadora.

(d) Trayectoria tendiendo a un Toro
Invariante.

Figura 4.3: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0 + (10−8, 10−8, 10−8) que detecta
un toro invariante.

4.5.2. Caso 2: Holling III-II-III

Consideremos las respuestas funcionales f1, g1 y h1,

f1(x) =
e1x

2

d1x2 + 1
, g1(x) =

e2x

d2x+ 1
, h1(y) =

e3y
2

d3y2 + 1
,

y el crecimiento loǵıstico de Richards rxR0(x), donde R0(x) = 1− xL

RL
1
.

Los valores de los parámetros

d1 =
3

x2
0

, d2 =
1

x0

d3 =
3000000

49729
, e2 =

e1x0

2
,

e3 =
2000e1x0

223
, R1 =

(
LxL

0 + xL
0

)1/L
, L > 0, (4.12)

satisfacen las condiciones SRFI, SRFII y SCP determinados en la sección 4.2. Las asignaciones
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 70

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depredadora.

(c) Serie de tiempo para la población superdepreda-
dora.

(d) Trayectoria detectando una
órbita homocĺınica.

Figura 4.4: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0 + (10−1, 10−1, 10−1) que converge
a una órbita homocĺınica.

hechas en (4.7) se convierten en

b1 =
1990721

14000
, b2 =

41104921

183288000
, c2 =

734269

91644
, c3 =

2453

11200x0

, k2 =
479923000000000

1205356054748899
,

r =
11246984424463560622460970121521e1x0

2275292108171839211948000000000

(
1− xL

0

(
(LxL

0 + xL
0 )

1/L
)−L

) ,

s1 =
8927e1x0

8000
, s2 =

e1x0

4
.

Por lo tanto, los valores para la condición de no degeneración de la bifurcación cero-Hopf son

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 88 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 88 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 71

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depreda-
dora.

(c) Serie de tiempo para la población superde-
predadora.

(d) Órbita detectando un atractor
extraño oculto.

Figura 4.5: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0 + (10−9, 10−9, 10−9) que detecta
un atractor extraño.

D0 = −
2862719628330227149e71(M1)x8

0

M2
, G200 =

2875e1M3x0

250075019978199758200693915489877193899729
,

G011 =
210103745377526926233096175e1(M4)x0

M5
, θ0 = −

M6

11500M3
, E0 =

171875e31M6M7x3
0

M8
+

M9

M9(M4)
,

donde M1, . . . ,M10 son como en el apéndice C.2. Existe un valor L0 = 1.448948 para el cual
D0 se anula, en consecuencia se pierde la regularidad de la aplicación R, y a su vez se degenera la
bifurcación cero-Hopf. En consecuencia, las hipótesis del teorema 4.1 son válidas. Esto lo resumimos
en el siguiente resultado.

Teorema 4.11 (Holling-III-II-III). Existen condiciones en los parámetros, bajo las cuales el siste-
ma diferencial (4.1) presenta una bifurcación cero-Hopf en p0 =

(
x0,

223
1000

, 223
100

)
, con respecto a los

parámetros (c1, k1) en el valor de bifurcación (c10, k10) =
(

1990721
14000x0

, 76729387290665647
5233309315271000

)
. En este caso,

S0 = 1; θ0 < 0, si L > 0 y e1 > 0.
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 72

Del teorema 4.11, dado que S0 = 1 y θ0 < 0, existen ramas en el espacio de parámetros donde las
bifurcaciones de Hopf sub y supercŕıticas se manifiestan, como también la destrucción heterocĺınica
del toro (cf. Guckenheimer–Kuznetsov [GK]), cuando L > 0 y e1 > 0.

Simulación numérica para el caso 2: Holling III-II-III

De acuerdo al teorema 4.11, los parámetros libres en el sistema diferencial (4.9) son e1, L y x0.
Fijamos e1 = 0.5, L = 1 y x0 = 1, en consecuencia los valores de bifurcación son c10 = 1990721

14000
≈

142.194357 y k10 =
76729387290665647
5233309315271000

≈ 14.661733, cuyo punto de equilibrio de coexistencia en el que
existe bifurcación cero-Hopf es p0 =

(
1, 223

1000
, 223
100

)
.

Enseguida mostramos algunas simulaciones numéricas, obtenidas con parámetros en una pe-
queña vecindad del valor de bifurcación cero-Hopf, donde se muestran diferentes tipos de conjuntos
ω-ĺımite, como órbitas periódicas, toros invariantes, órbitas homocĺınicas y atractores extraños.

Ejemplo 4.12 (Órbita periódica). Sean c1 = 142.194321 y k1 = k10−10−6, donde k10 = 14.661733.
Tomando la condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
, con ε = 10−9, se obtiene una trayec-

toria tendiendo a una órbita periódica, véase la figura 4.6d. Las correspondientes series de tiempo
para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.6a, 4.6b y 4.6c. Además, los puntos
de equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro 4.5.

Puntos de equilibrio pj Valores propios de Jpj
Dinámica de pj

p0 = (0, 0, 0) λ1 = 4.943095, λ2 = 0.557938, λ3 = 0.125 Fuente
p1 = (2, 0, 0) λ1 = −4.943095, λ2 = 0.557937, λ3 = −0.125 Silla
p2 = (0, 0, 0.224264) λ1 = 4.481828, λ2 = 0.557937, λ3 = 0.125 Silla
p3 = (0, 0.317874, 2.771130) λ1 = −0.277612, λ2 = 0.204346, λ3 = 0.069187 Silla
p4 = (0, 142, 0) λ1 = −0.557938, λ2 = 0.125, λ3 = −0.00237 Silla
p5 = (0.000033, 142.199096, 0) λ1 = −0.557937, λ2 = 0.125, λ3 = −0.00237 Silla
p6 = (0.999729, 0.22302, 2.230097) λ1,2 = −0.000375± 0.052922i, λ3 = 0.000899 Silla
p7 = (1.000271, 0.22298, 2.229903) λ1,2 = 0.000378 ± 0.052751i, λ3 = −0.000906 Silla
p8 = (1.971833, 0, 0.656131) λ1 = −3.82592, λ2 = 0.557938, λ3 = −0.126481 Silla

Cuadro 4.5: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.194321 y
k1 = k10 − 10−6 del ejemplo 4.12.

Ejemplo 4.13 (Toro invariante). Sean c1 = 142.197765 y k1 = k10 − 10−5, donde k10 = 14.661733.
Tomando la condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
, con ε = 10−7, obtenemos una trayecto-

ria acumulándose en un toro invariante, véase la figura 4.7d. Las correspondientes series de tiempo
para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras 4.7a, 4.7b y 4.7c. Además, los puntos
de equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro 4.6.
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 73

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depreda-
dora.

(c) Serie de tiempo para la población superde-
predadora.

(d) Trayectoria covergiendo a una
órbita periódica.

Figura 4.6: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0 + (10−9, 10−9, 10−9) que converge
a una órbita periódica.

Ejemplo 4.14 (Órbita homocĺınica con “movimiento complicado”1). Sean c1 = 142.407805 y k1 =
k10 − 10−6, donde k10 = 14.661733. Tomando la condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
,

con ε = 10−9, obtenemos una trayectoria tendiendo a una órbita homocĺınica, véase la figura 4.8d.
Las correspondientes series de tiempo para las densidades de poblaciones se muestran en las figuras
4.8a, 4.8b y 4.8c. Además, los puntos de equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro
4.7.

Ejemplo 4.15 (Atractor extraño). Sean c1 = 142.197243 y k1 = k10−10−6, donde k10 = 14.661733.
Tomando la condición inicial q0 =

(
1 + ε, 223

1000
+ ε, 223

100
+ ε
)
con ε = 10−9, se obtiene una trayectoria

que se acumula en un atractor extraño, véase la figura 4.9d. Las correspondientes series de tiempo
para las densidades poblacionales se muestran en las figuras 4.9a, 4.9b y 4.9c. Además, los puntos
de equilibrio y su dinámica local se muestran en el cuadro 4.8.

1Trayectoria que permite detectar un conjunto con dinámica caótica en una vecindad tubular de la órbita ho-
mocĺınica, que a través del cálculo del máximo exponente de Lyapunov, se permite determinar que la dinámica
presentada es caótica, véase la sección 4.6 y figura 4.13.
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4.5 Aplicaciones para respuestas funcionales Holling 74

Puntos de equilibrio qj Valores propios de Jqj
Dinámica de qj

q0 = (0, 0, 0) λ1 = 4.943095, λ2 = 0.557938, λ3 = 0.125 Fuente
q1 = (2, 0, 0) λ1 = −4.943095, λ2 = 0.557938, λ3 = 0.125 Silla
q2 = (0, 0, 0.224264) λ1 = 4.481828, λ2 = 0.557937, λ3 = −0.125 Silla
q3 = (0, 0.317874, 2.77113) λ1 = −0.277612, λ2 = 0.204346, λ3 = 0.069187 Silla
q4 = (0, 142, 0) λ1 = −0.557938, λ2 = 0.125, λ3 = 0.00237 Silla
q5 = (0.000033, 142.199096, 0) λ1 = −0.557937, λ2 = 0.125, λ3 = −0.00237 Silla
q6 = (0.999199, 0.223058, 2.230287) λ1,2 = −0.001094 ± 0.053126i, λ3 = 0.002633 Silla
q7 = (1.000799, 0.222942, 2.229712) λ1,2 = 001125 ± 0.052624i, λ3 = −0.002688 Silla
q8 = (1.971833, 0, 0.656131) λ1 = −3.825921, λ2 = 0.557938, λ3 = −0.126481 Silla

Cuadro 4.6: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.197765 y
k1 = k10 − 10−5 del ejemplo 4.13.

Puntos de equilibrio vj Valores propios de Jvj
Dinámica de vj

v0 = (0, 0, 0) λ1 = 4.943095, λ2 = 0.557938, λ3 = 0.125 Fuente
v1 = (2, 0, 0) λ1 = −4.943095, λ2 = 0.557938, λ3 = 0.125 Silla
v2 = (0, 0.317874, 2.771129) λ1 = −0.277612, λ2 = 0.204346, λ3 = 0.069187 Silla
v3 = (0, 142.194357, 0) λ1 = −0.557938, λ2 = 0.125, λ3 = 0.00237 Silla
v4 = (1.971833, 0, 0.656131) λ1 = −0.557937, λ2 = 0.125, λ3 = −0.00237 Silla
v5 = (0.000033, 142.199104, 0) λ1 = −0.557937, λ2 = 0.125, λ3 = 0.002633 Silla
v6 = (0.000033, 0, 0.224264) λ1 = 4.481835, λ2 = 0.557938λ3 = −0.125 Silla

Cuadro 4.7: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.407805 y
k1 = k10 − 10−6 del ejemplo 4.14.
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4.6 Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de Lyapunov 75

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depreda-
dora.

(c) Serie de tiempo para la población superde-
predadora.

(d) Trayectoria convergiendo a un
toro Invariante.

Figura 4.7: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0+(10−7, 10−7, 10−7) que se acumula
en un toro invariante.

4.6. Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de

Lyapunov

4.6.1. MLE para el caso 1: Holling II-II-II

Para el caso Holling II-II-II, del teorema 4.6 y los parámetros dados en el apartado 4.5.1, obte-
nemos numéricamente que el sistema diferencial (4.9) presenta caos, para los parámetros cercanos
al valor de bifurcación (c10, k10) = (1990721

14000
, 76729387290665647

5233309315271000
) ≈ (142.194357, 14.661733), v́ıa el cálculo

del máximo exponente de Lyapunov. En la figura 4.10a se muestra que el sistema presenta caos,
ya que al calcular MLE, éste resulta ser positivo para valores del parámetro c1 en el intervalo
[141.5, 143]. De igual manera, en la figura 4.10b se muestran diferentes valores de los parámetros c1
y k1 para los cuales el MLE de órbitas del sistema resulta ser positivo.

De acuerdo con el ejemplo 4.10 y la trayectoria de la figura 4.5d, consideramos otra solución con
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4.6 Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de Lyapunov 76

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depredadora.

(c) Serie de tiempo para la población superdepreda-
dora.

(d) Trayectoria detectando una órbita ho-
mocĺınica con movimiento complicado.

Figura 4.8: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0 + (10−9, 10−9, 10−9) que converge
a una órbita con movimiento complicado.

condición inicial
r0 = (x(t0), y(t0), z(t0)) ≈ (1.00004, 0.222997, 2.22999),

la cual corresponde a t0 = 997000 y está cerca del atractor extraño que se muestra en la figura
4.5d. Usando Mathematica, en la figura 4.11 se muestra el cálculo de los exponentes de Lyapunov
(L1, L2, L3) asociados a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [997000, 1000000]. En particular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extraño son L1 ≈ 0.011389, L2 ≈ 0.000465 y
L3 ≈ −0.010304. Por lo tanto, MLE(142.197200, k10 − 10−6) = 0.011389.
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4.6 Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de Lyapunov 77

Puntos de equilibrio wj Valores propios de Jwj
Dinámica de wj

w0 = (0, 0, 0) λ1 = 4.943095, λ2 = 0.557938, λ3 = 0.125 Fuente
w1 = (2, 0, 0) λ1 = −4.943095, λ2 = 0.557938, λ3 = 0.125 Silla
w2 = (0, 142.194357, 0) λ1 = −0.557938, λ2 = 0.125, λ3 = 0.00237 Silla
w3 = (0, 0.317874, 2.77113) λ1 = −0.277612, λ2 = 0.204346, λ3 = 0.069187 Silla
w4 = (1.971833, 0, 0.656131) λ1 = −3.82592, λ2 = 0.557938, λ3 = −0.126481 Silla
w5 = (1.000026, 0.222998, 2.229991) λ1,2 = 0.000037 ± 0.052823i, λ3 = −0.000088 Silla
w6 = (0.999974, 0.223002, 2.23001) λ1,2 = −0.000036± 0.052840i, λ3 = 0.000087 Silla
w7 = (0.000033, 142.199097, 0) λ1 = −0.557937, λ2 = 0.125, λ3 = −0.00237 Silla
w8 = (0, 0, 0.224264) λ1 = 4.48183, λ2 = 0.557938, λ3 = −0.125 Silla

Cuadro 4.8: Dinámica de los puntos de equilibrio para los parámetros c1 = 142.197243 y
k1 = k10 − 10−6 del ejemplo 4.15.

4.6.2. MLE para el caso 2: Holling III-II-III

Mostramos ahora la existencia de caos en los sistemas diferenciales para el caso Holling III-
II-III. Del teorema 4.11 y los parámetros dados en el apartado 4.5.2, obtenemos numéricamente
que el sistema diferencial (4.9) presenta caos, para los parámetros cercanos al valor de bifurcación
(c10, k10) = (1990721

14000
, 76729387290665647

5233309315271000
) ≈ (142.194357, 14.661733), v́ıa el cálculo del máximo exponente

de Lyapunov. En la figura 4.12a se muestra que el sistema presenta caos, ya que al calcular MLE,
éste resulta ser positivo para valores del parámetro c1 en el intervalo [141, 143]. De igual manera,
en la figura 4.12b se muestran diferentes valores de los parámetros c1 y k1 para los cuales el MLE
de órbitas del sistema resulta ser positivo.

Por otra parte del ejemplo 4.14 y la figura 4.8d, consideramos una condición inicial

r0 = (x(t0), y(t0), z(t0)) ≈ (4.38483× 10−6, 126.014, 134.081),

la cual corresponde a t0 = 997000 y está cerca de la órbita homocĺınica que se muestra en la figura
4.9d. Usando Mathematica, en la figura 4.13 se muestra el cálculo de los exponentes de Lyapunov
(L1, L2, L3) asociados a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [997000, 1000000]. En particular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extraño son L1 ≈ 0.0192167, L2 ≈ −0.27117 y
L3 ≈ −17.6554. Por lo tanto, MLE(142.407805, k10 − 10−6) ≈ 0.0192167.

Finalmente del ejemplo 4.15 y la figura 4.9d, consideramos una condición inicial

r0 = (x(t0), y(t0), z(t0)) ≈ (1.00002, 0.222998, 2.22999),

la cual corresponde a t0 = 996000 y está cerca del atractor extraño que se muestra en la figura
4.9d. Usando Mathematica, en la figura 4.14 se muestra el cálculo de los exponentes de Lyapunov
(L1, L2, L3) asociados a estas trayectorias en el intervalo de tiempo [996000, 1000000]. En particular,
los exponentes de Lyapunov asociados al atractor extraño son L1 ≈ 0.007425, L2 ≈ −0.000891 y
L3 ≈ −0.005886. Por lo tanto, MLE(142.197243, k10 − 10−6) ≈ 0.007425.
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4.6 Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de Lyapunov 78

(a) Serie de tiempo para la población presa. (b) Serie de tiempo para la población depredadora.

(c) Serie de tiempo para la población superdepreda-
dora.

(d) Órbita tendiendo a un atractor extraño ocul-
to.

Figura 4.9: Series de tiempo y trayectoria con condición inicial p0+(10−9, 10−9, 10−9) tendiendo un
atractor extraño.
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4.6 Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de Lyapunov 79

(a)MLE(c1, k10), donde k10 = 14.661733 y c1 ∈ [141.5, 143]. (b) MLE(c1, k1), c1 ∈ [141.7, 142.7], k1 ∈ [14.1, 15.1].

Figura 4.10: Máximo exponente de Lyapunov variando los parámetros c1 y k1: caso Holling II-II-II.

(a) Exponentes de Lyapunov L1, L2 y L3. (b) Exponente de Lyapunov L1.

(c) Exponente de Lyapunov L2. (d) Exponente de Lyapunov L3.

Figura 4.11: Exponentes de Lyapunov para la trayectoria mostrada en la figura 4.5d, la cual corres-
ponde al ejemplo 4.10, caso Holling II-II-II.
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4.6 Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de Lyapunov 80

(a)MLE(c1, k10), donde k10 = 14.661733 y c1 ∈ [141, 143]. (b) MLE(c1, k1), c1 ∈ [141.7, 142.7], k1 ∈ [14.1, 15.1].

Figura 4.12: Máximo exponente de Lyapunov variando los parámetros c1 y k1: caso Holling III-II-III.

(a) Exponentes de Lyapunov L1, L2 y L3. (b) Exponente de Lyapunov L1.

(c) Exponente de Lyapunov L2. (d) Exponente de Lyapunov L3.

Figura 4.13: Exponentes de Lyapunov para la trayectoria mostrada en la figura 4.8d, la cual corres-
ponde al ejemplo 4.14, caso Holling III-II-III.
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4.6 Comportamiento caótico v́ıa el máximo exponente de Lyapunov 81

(a) Exponentes de Lyapunov L1, L2 y L3. (b) Exponente de Lyapunov L1.

(c) Exponente de Lyapunov L2. (d) Exponente de Lyapunov L3.

Figura 4.14: Exponentes de Lyapunov para la trayectoria mostrada en la figura 4.9d, la cual corres-
ponde al ejemplo 4.15, caso Holling III-II-III.
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Conclusiones

En este trabajo se analizó la dinámica de dos modelos tipo Leslie, basados en un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias que modela la interacción de tres especies (una presa, un depredador
y un superdepredador) que forman parte de un ecosistema. El primer modelo, corresponde a una
cadena alimentaria tritrófica, y se establecieron condiciones en los parámetros del sistema para la
existencia de una bifurcación cero-Hopf. En consecuencia, el sistema presenta diferentes conjuntos
ĺımites estables que garantizan la coexistencia de las tres especies, tales como puntos de equilibrio,
órbitas periódicas y toros invariantes. Asimismo, se mostró la existencia de órbitas caóticas, a través
del cálculo del máximo exponente de Lyapunov.

El segundo modelo describe la interacción a través de una cadena alimentaria intragremial
donde se consideraron los parámetros que miden el efecto del factor miedo de la presa hacia los
depredadores. En el caṕıtulo tres se demuestra la presencia de una bifurcación de Bogdanov-Takens
en el sistema, la cual garantiza la coexistencia de las especies a través de conjuntos ĺımites como
puntos de equilibrio, órbitas periódicas y órbitas homocĺınicas. De igual manera que en el sistema
tritrófico, en el caṕıtulo cuatro se muestra que el sistema presenta una bifurcación cero-Hopf y en
consecuencia se presentan toros invariantes y órbitas caóticas en el sistema intragremial.

Los resultados anaĺıticos obtenidos consideran una respuesta funcional general. Estos resultados
fueron validados con diferentes simulaciones numéricas. En particular, en el modelo intragremial
se eligieron las respuestas funcionales de Holling en donde el sistema presenta caos (cualquier otra
variación presentada permite mostrar: puntos de equilibrio, órbitas periódicas y toros invariantes,
pero no necesariamente la aparición de órbitas caóticas). El comportamiento caótico que presentan
algunas variaciones de los sistemas estudiados fue corroborado calculando el máximo exponente de
Lyapunov en una familia de ecuaciones diferenciales cercanas al valor del parámetro de bifurcación.

Finalmente, vale la pena mencionar que las bifurcaciones de Bogdanov-Takens y cero-Hopf se
pueden degenerar. En el caso del modelo intragremial pudimos caracterizar esta propiedad a través
del parámetro k2 que es el factor del efecto de miedo de la presa hacia el superdepredador, ver
la figura 3.1d. Mientras que para cuando el efecto de miedo de la presa hacia el superdepredador,
no existe, la no degeneración es caracterizada por el parámetro L en la función de crecimiento
de Richards, ver figura 3.3c. De igual manera, en el modelo intragremial la no degeneración de la
bifurcación cero-Hopf está determinada por el parámetro L en la función de crecimiento de Richards,
debido a que existe un único valor aislado L0 para el cual la condición de regularidad se pierde; en
consecuencia la bifurcación se degenera, ver figura 4.1.
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Apéndice A

A.1. Términos de la proposición 2.4

Usando el software Mathematica, los cálculos directos nos permiten calcular la traza y el deter-
minante de J

(
p0(s20, β20)

)
, cuya expresión son dados por

τ(x, y, z, s2, β2) =−
2s2z

β2 + α2y
+

α2yg(β1)2K2
2K1

(β1 + α1x)C3
+

α2g(β1)2K2
2 (−β1 − α1x+ y)K1

(β1 + α1x)C3

+ x
(
h′(x)− yf ′(x)

)
− yf(x)− yzg′(y)− zg(y) + h(x) + s2,

δ(x, y, z, s2, β2) =
s2
(
(β2 + α2y)(β2 + α2y − 2z)K9 + α2yz2g(y)(β1 + α1x)2L4C3

)
(β2 + α2y)2(β1 + α1x)2C3

,

donde

K1 =β1f
′(x0)− h′(x0), K2 = β1 + α1x0, K3 = x0

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)
+ α2β1g(β1),

K9 =(β1 + α1x)
(
xyf ′(x) + yf(x)− xh′(x)− h(x)

) (
yzg(β1)g

′(y)(β1 + α1x) (K2K1 + α1h(x0))

+ zg(y)(β1 + α1x)C3 + α1x0yzg
′(β1)g

′(y)(β1 + α1x)K2K1

− α2g(β1)
2K2

2 (−β1 − α1x+ 2y)K1

)
− α1α2xy

2f(x)g(β1)
2K2

2K1,

L4 =x
(
h′(x)− yf ′(x)

)
− yf(x) + h(x).

A.2. Términos de la proposición 2.5

G200 =
K1C1

2α2β1g(β1)C2
3C2

, G011 =
1

||Ψ||2

(
g(β1)Ψ01 + x0α1(x0α1 + β1)g′(β1)K1

)
D1

α1(x0α1 + β1)g′(β1)K1x2
0 −D2

,

donde

Ψ =−
Ψ2

07

α2β1g(β1) (g(β1)Ψ01 + x0α1(x0α1 + β1)g′(β1)K1)K1Ψ06
−

x0Ψ2
08

α1α2
2β

2
1g(β1)3h(x0)Ψ06

+ 1,
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Ψ01 = α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1, Ψ04 = −β1f
′(x0) + α1α2β1g

′(β1) + h′(x0),

Ψ02 = (x0α1 + β1)
(
−2β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + 2h′(x0)

)
− 2α1h(x0),

Ψ03 = α2
1h(x0)

2 + 2α1(x0α1 + β1)
(
β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1)− h′(x0)

)
h(x0) + (x0α1 + β1)

2
(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

,

Ψ05 = α2
1(x0α1 + β1)

2g′(β1)
2K3

1x
4
0 + 2α1(x0α1 + β1)g(β1)g

′(β1)Ψ01

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

x3
0 + g(β1)

2K1Ψ03x
2
0

− α1α2β1g(β1)
3h(x0)Ψ02x0 − α1α

2
2β

2
1(x0α1 + β1)g(β1)

4h(x0),

Ψ06 = −α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1x

2
0 + g(β1) ((x0α1 + β1)Ψ04 − α1h(x0))x0 + α2β1(x0α1 + β1)g(β1)

2,

Ψ07 = Ψ09 − α2
1α2β

2
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x

2
0 − 2α1β1g(β1)f

′(x0)h
′(x0)x

2
0 + α2

1α2β1g(β1)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0

− 2α1β
2
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 + β3

1g(β1)f
′(x0)

2x0 + β1g(β1)h
′(x0)

2x0 + α1β1g(β1)h(x0)f
′(x0)x0

− α1α2β
3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x0 + α1α2β1g(β1)

2h′(x0)x0 − α1g(β1)h(x0)h
′(x0)x0 − 2β2

1g(β1)f
′(x0)h

′(x0)x0

+ α1α2β
2
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)x0 −

√
K1

√
Ψ05 − α2β

3
1g(β1)

2f ′(x0)− x0α1α2β
2
1g(β1)

2f ′(x0) + α2β
2
1g(β1)

2h′(x0),

Ψ08 = Ψ09 − 2α1β1g(β1)f
′(x0)h

′(x0)x
2
0 − 2α1β

2
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 + β3

1g(β1)f
′(x0)

2x0 + β1g(β1)h
′(x0)

2x0

+ α1β1g(β1)h(x0)f
′(x0)x0 − α1g(β1)h(x0)h

′(x0)x0 − 2β2
1g(β1)f

′(x0)h
′(x0)x0 + α1α2β1g(β1)

2h(x0)−
√

K1

√
Ψ05,

Ψ09 = α2
1g

′(β1)h
′(x0)

2x3
0 + α2

1β
2
1f

′(x0)
2g′(β1)x

3
0 − 2α2

1β1f
′(x0)g

′(β1)h
′(x0)x

3
0 + α1β

2
1g(β1)f

′(x0)
2x2

0

+ α1g(β1)h
′(x0)

2x2
0 + α1β1g

′(β1)h
′(x0)

2x2
0 + α1β

3
1f

′(x0)
2g′(β1)x

2
0.

B1 =α2
1x

4
0g

′(β1)
2K2

2K
3
1 + 2α1x

3
0g(β1)g

′(β1)B
2
6

(
K2K1 + α1h(x0)

)
+ x2

0g(β1)
2K1

(
2α1h(x0)K2(

β1f
′(x0) + α1α2β1g

′(β1)− h′(x0)
)
+K2

2

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

+ α2
1h(x0)

2
)
− α1α2β1x0g(β1)

3h(x0)
(
K2(

−2β1f
′(x0) + α1α2β1g

′(β1) + 2h′(x0)
)
− 2α1h(x0)

)
− α1α

2
2β

2
1g(β1)

4h(x0)K2,

B3 =− α1x
2
0g

′(β1)B9 + x0g(β1)
(
K2

(
− β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + h′(x0)

)
− α1h(x0)

)
+ α2β1g(β1)

2K2,

B4 =− α1β1x
2
0g

′(β1)
2K2

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2 − x0

(
β1g

′(β1) + g(β1)
)
B2

6(
α1x0g

′(β1) + g(β1)
)
+ x0g(β1)K1

(
K2K1

(
α1β1x0g

′′(β1) + g′(β1)(α1x0 − β1)
)

− α1β1h(x0)g
′(β1)

)
+ g(β1)

2
(
x0B

2
6 − α1x0h(x0)h

′(x0)− α1h(x0)
2
)
,

B5 =α1g(β1)h(x0)

(
β1x0g

′(β1)K2

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

+ g(β1)
(
x0h

′(x0)B6

+ h(x0)
(
− x0K2

(
β1f

′′(x0)− h′′(x0)
)
− β1f

′(x0)(β1 + 3α1x0) + h′(x0)(β1 + 3α1x0)
)))

,

B6 =K2

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)
.

C1 =
α1g(β1)2h(x0)

(
h(x0) (h′′(x0)− β1f ′′(x0))− 2β1f ′(x0)h′(x0) + 2β2

1f
′(x0)2

)
C4

(h′(x0)− β1f ′(x0))
2

−
C5C6

K2
,

C2 =
K1 (C5)

α2β1g(β1)C3
−

α1g(β1)h(x0)C4

x0C2
3

+ 1,

C3 =α1x0g
′(β1)K2K1 + g(β1) (K2K1 + α1h(x0)) , C4 = −α1x

2
0g

′(β1)K2K1 + x0g(β1)(
K2

(
−β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + h′(x0)

)
− α1h(x0)

)
+ α2β1g(β1)

2K2,

C5 =α1x
2
0g

′(β1)K2K1 − x0g(β1)
(
K2

(
− β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + h′(x0)

)
− α1h(x0)

)
− α2β1g(β1)

2K2,

C6 =2α1β1x0g
′(β1)

2K2
2K1 − β1g(β1)K2

(
K2K1

(
α1x0g

′′(β1)− 2g′(β1)
)
− 2α1h(x0)g

′(β1)
)

−
2α1g(β1)2h(x0)

(
K2K1 + α1h(x0)

)
K1

.
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D1 =
x0D4

(x0α1 + β1)D5
+

2β1 (D6 +D3)

α1(x0α1 + β1)K1

−
x3
0g(β1) (D6 +D3)

2 (2β2
1f

′(x0)2 − 2β1h′(x0)f ′(x0) + h(x0) (h′′(x0)− β1f ′′(x0))
)

K1D5
,

D2 = g(β1)x0

(
(x0α1 + β1)

(
−β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + h′(x0)

)
− α1h(x0)

)
+ α2β1(x0α1 + β1)g(β1)

2,

D3 = x0α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1,

D4 =− 2α2
1β1(x0α1 + β1)

3g′(β1)
3K3

1x
4
0

+ 2α1(x0α1 + β1)
2g(β1)g

′(β1)
2
(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2 (

α1(x0α1 − 2β1)h(x0)

+ (x0α1 + β1)
(
2α1α2g

′(β1)β
2
1 + (x0α1 − 2β1)f

′(x0)β1 + (2β1 − x0α1)h
′(x0)

) )
x3
0

− 2(x0α1 + β1)g(β1)
2g′(β1)K1

((
α2
1α

2
2g

′(β1)
2β3

1 + (β1 − 2x0α1)f
′(x0)

2β2
1

+ 4α1α2g
′(β1)h

′(x0)β
2
1 + f ′(x0)

(
− 4α1α2g

′(β1)β
2
1 + x0α

2
1α2g

′′(β1)β
2
1

+ (4x0α1 − 2β1)h
′(x0)

)
β1 + h′(x0)

(
(β1 − 2x0α1)h

′(x0)− x0α
2
1α2β

2
1g

′′(β1)
) )

(x0α1 + β1)
2

− 2α1h(x0)
(
α1α2g

′(β1)β
2
1 + (2x0α1 − β1)f

′(x0)β1 + (β1 − 2x0α1)h
′(x0)

)
(x0α1 + β1)

+ α2
1(β1 − 2x0α1)h(x0)

2
)
x2
0 + g(β1)

3

(
K1

(
− 4α1α

2
2g

′(β1)
2β3

1 + 2x0f
′(x0)

2β2
1

+ α2g
′(β1)

(
x0α

2
1α2β1g

′′(β1)− 4h′(x0)
)
β2
1 + 2x0h

′(x0)
(
α1α2g

′′(β1)β
2
1 + h′(x0)

)
+ f ′(x0)

(
4α2β

3
1g

′(β1)− 2x0β1

(
α1α2g

′′(β1)β
2
1 + 2h′(x0)

)) )
(x0α1 + β1)

3

− 2α1h(x0)K1

(
− 2α2g

′(β1)β
2
1 + x0α1α2g

′′(β1)β
2
1 − 3x0f

′(x0)β1

+ 3x0h
′(x0)

)
(x0α1 + β1)

2 + 6x0α
2
1h(x0)

2K1(x0α1 + β1) + 2x0α
3
1h(x0)

3

)
x0

+ α2
2β

3
1(x0α1 + β1)

3g(β1)
4K1

(
x0α1g

′′(β1)− 2g′(β1)
)
,

D5 =α2
1(x0α1 + β1)

2g′(β1)
2K3

1x
4
0 + 2α1(x0α1 + β1)g(β1)g

′(β1)
(
α1h(x0)

+ (x0α1 + β1)K1

) (
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

x3
0

+ g(β1)
2K1

(
α2
1h(x0)

2 + 2α1(x0α1 + β1)
(
β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1)

− h′(x0)
)
h(x0) + (x0α1 + β1)

2
(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2 )

x2
0

− α1α2β1g(β1)
3h(x0)

(
(x0α1 + β1)

(
−2β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + 2h′(x0)

)
− 2α1h(x0)

)
x0 − α1α

2
2β

2
1(x0α1 + β1)g(β1)

4h(x0),

D6 = g(β1) (α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1) .
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F1 = g(β1) (α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1) + x0α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1,

F2 = α2
1h(x0)

2 + 2α1(x0α1 + β1)
(
β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1)− h′(x0)

)
h(x0) + (x0α1 + β1)

2
(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

,

F3 = F5 +
√

K1

√
F6 − α2β

3
1g(β1)

2f ′(x0)− x0α1α2β
2
1g(β1)

2f ′(x0) + α2β
2
1g(β1)

2h′(x0),

F4 = α2g(β1)
2f ′(x0)β

3
1 + x0α1α2g(β1)f

′(x0)g
′(β1)β

3
1 + x0α1α2g(β1)

2f ′(x0)β
2
1 + x2

0α
2
1α2g(β1)f

′(x0)g
′(β1)β

2
1

− α2g(β1)
2h′(x0)β

2
1 − x0α1α2g(β1)g

′(β1)h
′(x0)β

2
1 − x0α1α2g(β1)

2h′(x0)β1 − x2
0α

2
1α2g(β1)g

′(β1)h
′(x0)β1 −

√
K1

√
F6,

F5 = α2
1g

′(β1)h
′(x0)

2x3
0 + α2

1β
2
1f

′(x0)
2g′(β1)x

3
0 − 2α2

1β1f
′(x0)g

′(β1)h
′(x0)x

3
0 + α1β

2
1g(β1)f

′(x0)
2x2

0

+ α1g(β1)h
′(x0)

2x2
0 + α1β1g

′(β1)h
′(x0)

2x2
0 + α1β

3
1f

′(x0)
2g′(β1)x

2
0 − α2

1α2β
2
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x

2
0

− 2α1β1g(β1)f
′(x0)h

′(x0)x
2
0 + α2

1α2β1g(β1)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 − 2α1β

2
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 + β3

1g(β1)f
′(x0)

2x0

+ β1g(β1)h
′(x0)

2x0 + α1β1g(β1)h(x0)f
′(x0)x0 − α1α2β

3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x0 + α1α2β1g(β1)

2h′(x0)x0

− α1g(β1)h(x0)h
′(x0)x0 − 2β2

1g(β1)f
′(x0)h

′(x0)x0 + α1α2β
2
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)x0,

F6 = α2
1(x0α1 + β1)

2g′(β1)
2K3

1x
4
0 + 2α1(x0α1 + β1)g(β1)g

′(β1)
(
α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1

)
(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

x3
0 + g(β1)

2K1F2x
2
0 − α1α2β1g(β1)

3h(x0)
(
(x0α1 + β1)(

−2β1f
′(x0) + α1α2β1g

′(β1) + 2h′(x0)
)
− 2α1h(x0)

)
x0 − α1α

2
2β

2
1(x0α1 + β1)g(β1)

4h(x0),

F7 = x0α1α2β
2
1g(β1)

2f ′(x0) + α2β
2
1g(β1)

2h′(x0).

K4 =α2β1 + β2, K5 = β1s2
(
α1x0K4g

′(β1)K2K1 + g(β1) (K2K1(K4 + α1α2x0) + α1h(x0)K4)
)
,

K6 =α1x0K2

(
β1K4g

′(β1)
(
β1x0f

′(x0) + s2
)
+ β1s2x0f

′(x0)− x0h
′(x0)

(
β1K4g

′(β1) + s2
) )

+ β1g(β1)
(
x0K4

(
K2K1 + α1h(x0)

)
+ s2K2(K4 + α1α2x0)

)
,

K7 =α1x0

(
β1x0f

′(x0) + β1K4g
′(β1)− x0h

′(x0) + s2
)
+ β1g(β1)K4.

M =2

(
x2
0g(β1)

2K1 (M1) + α2
1x

4
0g

′(β1)
2K2

2K
3
1 + 2α1x

3
0g(β1)g

′(β1)K2(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

(K2K1 + α1h(x0))− α1α2β1x0g(β1)
3h(x0)

(
K2

(
− 2β1f

′(x0)

+ α1α2β1g
′(β1) + 2h′(x0)

)
− 2α1h(x0)

)
− α1α

2
2β

2
1g(β1)

4h(x0)K2

)
,

M1 =2α1h(x0)K2

(
β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1)− h′(x0)

)
+K2

2

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

+ α2
1h(x0)

2,

N =α1α
2
2β1g(β1)

2
(
− α1(x0α1 + β1)g

′(β1)K1x
2
0 + g(β1)

(
(x0α1 + β1)(

−β1f
′(x0) + α1α2β1g

′(β1) + h′(x0)
)
− α1h(x0)

)
x0 + α2β1(x0α1 + β1)g(β1)

2
)

(
−

h(x0)N1N20

N9
−

(h(x0) + x0β1f ′(x0))K1N10 − h(x0)N11 (2β1f ′(x0)− 2h′(x0) + x0β1f ′′(x0)− x0h′′(x0))

α1α3
2β

2
1g(β1)2 (h′(x0)− β1f ′(x0))

2 N17

)
,
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N1 =
√

K1

√
N12 +N13 +N14 +N15 − α2

1β
2
1x

3
0f

′(x0)
2g′(β1)− α1β

3
1x

2
0f

′(x0)
2g′(β1) + α1α2β

3
1x0g(β1)f

′(x0)g
′(β1)

+ 2α1β1x
2
0g(β1)f

′(x0)h
′(x0) + 2β2

1x0g(β1)f
′(x0)h

′(x0)− α1β1x0g(β1)h(x0)f
′(x0)− α1β

2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)
2

+ α1α2β
2
1x0g(β1)

2f ′(x0) + α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0)− β3
1x0g(β1)f

′(x0)
2 − α2

1α2β1x
2
0g(β1)g

′(β1)h
′(x0)

− α2
1x

3
0g

′(β1)h
′(x0)

2 − α1β1x
2
0g

′(β1)h
′(x0)

2 − α1α2β
2
1x0g(β1)g

′(β1)h
′(x0)− α1x

2
0g(β1)h

′(x0)
2

− α1α2β1x0g(β1)
2h′(x0) + α1x0g(β1)h(x0)h

′(x0)− α2β
2
1g(β1)

2h′(x0)− β1x0g(β1)h
′(x0)

2,

N2 =−
√

K1

√
N12 − 4α2

1β1x
3
0f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)− 4α1β
2
1x

2
0f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)− 2N15 + 2α2
1β

2
1x

3
0f

′(x0)
2g′(β1)

+ 2α1β
3
1x

2
0f

′(x0)
2g′(β1)− 2α1α2β

3
1x0g(β1)f

′(x0)g
′(β1)− 4α1β1x

2
0g(β1)f

′(x0)h
′(x0)− 4β2

1x0g(β1)f
′(x0)h

′(x0)

+ 2α1β1x0g(β1)h(x0)f
′(x0) + 2α1β

2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)
2 − 2α1α2β

2
1x0g(β1)

2f ′(x0)− 2α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0)

+ 2β3
1x0g(β1)f

′(x0)
2 + 2α2

1α2β1x
2
0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + 2α2

1x
3
0g

′(β1)h
′(x0)

2 + 2α1β1x
2
0g

′(β1)h
′(x0)

2

+ 2α1α2β
2
1x0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + 2α1x

2
0g(β1)h

′(x0)
2 + 2α1α2β1x0g(β1)

2h′(x0)

− 2α1x0g(β1)h(x0)h
′(x0) + 2α2β

2
1g(β1)

2h′(x0) + 2β1x0g(β1)h
′(x0)

2,

N3 =N21 + α2
1β

2
1x

3
0f

′(x0)
2g′(β1) + α1β

3
1x

2
0f

′(x0)
2g′(β1)− α1α2β

3
1x0g(β1)f

′(x0)g
′(β1)− 2α1β1x

2
0g(β1)f

′(x0)h
′(x0)

− 2β2
1x0g(β1)f

′(x0)h
′(x0) + α1β1x0g(β1)h(x0)f

′(x0) + α1β
2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)
2 − α1α2β

2
1x0g(β1)

2f ′(x0)

− α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0) + β3
1x0g(β1)f

′(x0)
2 + α2

1α2β1x
2
0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + α2

1x
3
0g

′(β1)h
′(x0)

2

+ α1β1x
2
0g

′(β1)h
′(x0)

2 + α1α2β
2
1x0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + α1x

2
0g(β1)h

′(x0)
2 + α1α2β1x0g(β1)

2h′(x0)

− α1x0g(β1)h(x0)h
′(x0) + α2β

2
1g(β1)

2h′(x0) + β1x0g(β1)h
′(x0)

2,

N4 =N21 + α2
1β

2
1x

3
0f

′(x0)
2g′(β1) + α1β

3
1x

2
0f

′(x0)
2g′(β1)− α1α2β

3
1x0g(β1)f

′(x0)g
′(β1)− 2α1β1x

2
0g(β1)f

′(x0)h
′(x0)

− 2β2
1x0g(β1)f

′(x0)h
′(x0) + α1β1x0g(β1)h(x0)f

′(x0) + α1β
2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)
2 − α1α2β

2
1x0g(β1)

2f ′(x0)

− α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0) + β3
1x0g(β1)f

′(x0)
2 + α2

1α2β1x
2
0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + α2

1x
3
0g

′(β1)h
′(x0)

2

+ α1β1x
2
0g

′(β1)h
′(x0)

2 + α1α2β
2
1x0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + α1x

2
0g(β1)h

′(x0)
2 + α1α2β1x0g(β1)

2h′(x0)

− α1x0g(β1)h(x0)h
′(x0) + α2β

2
1g(β1)

2h′(x0) + β1x0g(β1)h
′(x0)

2,

N5 =−
√

K1

√
N12 +N15 + α1α2β

3
1x0g(β1)f

′(x0)g
′(β1) + α1α2β

2
1x0g(β1)

2f ′(x0) + α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0)

− α2
1α2β1x

2
0g(β1)g

′(β1)h
′(x0)− α1α2β

2
1x0g(β1)g

′(β1)h
′(x0)− α1α2β1x0g(β1)

2h′(x0)− α2β
2
1g(β1)

2h′(x0),

N6 =N21 + α2
1β

2
1x

3
0f

′(x0)
2g′(β1) + α1β

3
1x

2
0f

′(x0)
2g′(β1)− α1α2β

3
1x0g(β1)f

′(x0)g
′(β1)− 2α1β1x

2
0g(β1)f

′(x0)h
′(x0)

− 2β2
1x0g(β1)f

′(x0)h
′(x0) + α1β1x0g(β1)h(x0)f

′(x0) + α1β
2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)
2 − α1α2β

2
1x0g(β1)

2f ′(x0)

− α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0) + β3
1x0g(β1)f

′(x0)
2 + α2

1α2β1x
2
0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + α2

1x
3
0g

′(β1)h
′(x0)

2

+ α1β1x
2
0g

′(β1)h
′(x0)

2 + α1α2β
2
1x0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + α1x

2
0g(β1)h

′(x0)
2 + α1α2β1x0g(β1)

2h′(x0)

− α1x0g(β1)h(x0)h
′(x0) + α2β

2
1g(β1)

2h′(x0) + β1x0g(β1)h
′(x0)

2,

N7 =−
√

K1

√
N12 − 4α2

1β1x
3
0f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)− 4α1β
2
1x

2
0f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)− 2N15 + 2α2
1β

2
1x

3
0f

′(x0)
2g′(β1)

+ 2α1β
3
1x

2
0f

′(x0)
2g′(β1)− 2α1α2β

3
1x0g(β1)f

′(x0)g
′(β1)− 4α1β1x

2
0g(β1)f

′(x0)h
′(x0)− 4β2

1x0g(β1)f
′(x0)h

′(x0)

+ 2α1β1x0g(β1)h(x0)f
′(x0) + 2α1β

2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)
2 − 2α1α2β

2
1x0g(β1)

2f ′(x0)− 2α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0)

+ 2β3
1x0g(β1)f

′(x0)
2 + 2α2

1α2β1x
2
0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + 2α2

1x
3
0g

′(β1)h
′(x0)

2 + 2α1β1x
2
0g

′(β1)h
′(x0)

2

+ 2α1α2β
2
1x0g(β1)g

′(β1)h
′(x0) + 2α1x

2
0g(β1)h

′(x0)
2 + 2α1α2β1x0g(β1)

2h′(x0)− 2α1x0g(β1)h(x0)h
′(x0)

+ 2α2β
2
1g(β1)

2h′(x0) + 2β1x0g(β1)h
′(x0)

2,
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A.2 Términos de la proposición 2.5 92

N8 = α3
1β1g

′(β1)h
′(x0)

2g′′(β1)x
4
0 + α3

1β
3
1f

′(x0)
2g′(β1)g

′′(β1)x
4
0 − 2α3

1β
2
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)g
′′(β1)x

4
0

− 2α2
1β

3
1f

′(x0)
2g′(β1)

2x3
0 − 2α2

1β1g
′(β1)

2h′(x0)
2x3

0 + 4α2
1β

2
1f

′(x0)g
′(β1)

2h′(x0)x
3
0

+ α2
1β

3
1g(β1)f

′(x0)
2g′′(β1)x

3
0 + α2

1β1g(β1)h
′(x0)

2g′′(β1)x
3
0 + α2

1β
2
1g

′(β1)h
′(x0)

2g′′(β1)x
3
0

+ α2
1β

4
1f

′(x0)
2g′(β1)g

′′(β1)x
3
0 − α3

1α2β
3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)g

′′(β1)x
3
0 − 2α2

1β
2
1g(β1)f

′(x0)h
′(x0)g

′′(β1)x
3
0

+ α3
1α2β

2
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)g

′′(β1)x
3
0 − 2α2

1β
3
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)g
′′(β1)x

3
0 − 2α1β

4
1f

′(x0)
2g′(β1)

2x2
0

+ 2α2
1α2β

3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)

2x2
0 − 2α1β

2
1g

′(β1)
2h′(x0)

2x2
0 − 2α1β1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)

2x2
0

− 2α1β
3
1g(β1)f

′(x0)
2g′(β1)x

2
0 − 2α2

1α2β
2
1g(β1)g

′(β1)
2h′(x0)x

2
0 + 4α1β

3
1f

′(x0)g
′(β1)

2h′(x0)x
2
0

+ 4α1β
2
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 + α1β

4
1g(β1)f

′(x0)
2g′′(β1)x

2
0 + α1β

2
1g(β1)h

′(x0)
2g′′(β1)x

2
0

− α2
1α2β

3
1g(β1)

2f ′(x0)g
′′(β1)x

2
0 + α2

1β
2
1g(β1)h(x0)f

′(x0)g
′′(β1)x

2
0 − α2

1α2β
4
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)g

′′(β1)x
2
0

+ α2
1α2β

2
1g(β1)

2h′(x0)g
′′(β1)x

2
0 − α2

1β1g(β1)h(x0)h
′(x0)g

′′(β1)x
2
0 − 2α1β

3
1g(β1)f

′(x0)h
′(x0)g

′′(β1)x
2
0

+ α2
1α2β

3
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)g

′′(β1)x
2
0 + 2α1α2β

4
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)

2x0 − 2β2
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)

2x0

− α1g
′(β1)

√
K1

√
N22x0 − 2β4

1g(β1)f
′(x0)

2g′(β1)x0 + 2α1α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0)g
′(β1)x0

− 2α1β
2
1g(β1)h(x0)f

′(x0)g
′(β1)x0 − 2α1α2β

3
1g(β1)g

′(β1)
2h′(x0)x0 − 2α1α2β

2
1g(β1)

2g′(β1)h
′(x0)x0

+ 2α1β1g(β1)h(x0)g
′(β1)h

′(x0)x0 + 4β3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x0 − α1β1

√
K1

√
N22g

′′(β1)x0

− α1α2β
4
1g(β1)

2f ′(x0)g
′′(β1)x0 + α1α2β

3
1g(β1)

2h′(x0)g
′′(β1)x0 + β1

√
K1

√
N22g

′(β1)

+ 2α2β
4
1g(β1)

2f ′(x0)g
′(β1)− 2α2β

3
1g(β1)

2g′(β1)h
′(x0),

N9 = α2K2

(
α1x0g

′(β1)K2K1 + g(β1) (K2K1 + α1h(x0))
) (

−
√

K1

√
N12 −N13 −N14 + α2

1β
2
1x

3
0f

′(x0)
2g′(β1)

+ α1β
3
1x

2
0f

′(x0)
2g′(β1)− 2α1β1x

2
0g(β1)f

′(x0)h
′(x0)− 2β2

1x0g(β1)f
′(x0)h

′(x0) + α1β1x0g(β1)h(x0)f
′(x0)

+ α1β
2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)
2 + β3

1x0g(β1)f
′(x0)

2 + α2
1x

3
0g

′(β1)h
′(x0)

2 + α1β1x
2
0g

′(β1)h
′(x0)

2

+ α1x
2
0g(β1)h

′(x0)
2 − α1x0g(β1)h(x0)h

′(x0) + β1x0g(β1)h
′(x0)

2 + α1α2β1g(β1)
2h(x0)

)
,

N10 = α1α2β1h(x0)
(
− α2

1g
′(β1)h

′(x0)
2x3

0 − α2
1β

2
1f

′(x0)
2g′(β1)x

3
0 + 2α2

1β1f
′(x0)g

′(β1)h
′(x0)x

3
0

− α1β
2
1g(β1)f

′(x0)
2x2

0 − α1g(β1)h
′(x0)

2x2
0 − α1β1g

′(β1)h
′(x0)

2x2
0 − α1β

3
1f

′(x0)
2g′(β1)x

2
0

+ α2
1α2β

2
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x

2
0 + 2α1β1g(β1)f

′(x0)h
′(x0)x

2
0 − α2

1α2β1g(β1)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0

+ 2α1β
2
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 − β3

1g(β1)f
′(x0)

2x0 − β1g(β1)h
′(x0)

2x0 + α1α2β
2
1g(β1)

2f ′(x0)x0

− α1β1g(β1)h(x0)f
′(x0)x0 + α1α2β

3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x0 − α1α2β1g(β1)

2h′(x0)x0

+ α1g(β1)h(x0)h
′(x0)x0 + 2β2

1g(β1)f
′(x0)h

′(x0)x0 − α1α2β
2
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)x0 +

√
K1

√
N22

+ α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0)− α2β
2
1g(β1)

2h′(x0)
)
g(β1)

2 + α2β1

(
g(β1) (α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1)

+ x0α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1

)
K1N17g(β1) +

(
− α2g(β1)

2f ′(x0)β
3
1 − x0α1α2g(β1)f

′(x0)g
′(β1)β

3
1

− x0α1α2g(β1)
2f ′(x0)β

2
1 − x2

0α
2
1α2g(β1)f

′(x0)g
′(β1)β

2
1 + α2g(β1)

2h′(x0)β
2
1 + x0α1α2g(β1)g

′(β1)h
′(x0)β

2
1

+ x0α1α2g(β1)
2h′(x0)β1 + x2

0α
2
1α2g(β1)g

′(β1)h
′(x0)β1 +

√
K1

√
N22

)(
− α2

1g
′(β1)h

′(x0)
2x3

0

− α2
1β

2
1f

′(x0)
2g′(β1)x

3
0 + 2α2

1β1f
′(x0)g

′(β1)h
′(x0)x

3
0 − α1β

2
1g(β1)f

′(x0)
2x2

0 − α1g(β1)h
′(x0)

2x2
0

− α1β1g
′(β1)h

′(x0)
2x2

0 − α1β
3
1f

′(x0)
2g′(β1)x

2
0 + α2

1α2β
2
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x

2
0 + 2α1β1g(β1)f

′(x0)h
′(x0)x

2
0

− α2
1α2β1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)x

2
0 + 2α1β

2
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 − β3

1g(β1)f
′(x0)

2x0 − β1g(β1)h
′(x0)

2x0

+ α1α2β
2
1g(β1)

2f ′(x0)x0 − α1β1g(β1)h(x0)f
′(x0)x0 + α1α2β

3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x0 − α1α2β1g(β1)

2h′(x0)x0

+ α1g(β1)h(x0)h
′(x0)x0 + 2β2

1g(β1)f
′(x0)h

′(x0)x0 − α1α2β
2
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)x0 +

√
K1

√
N22

+ α2β
3
1g(β1)

2f ′(x0)− α2β
2
1g(β1)

2h′(x0)
)
,
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A.2 Términos de la proposición 2.5 93

N11 =
(
− α2g(β1)

2f ′(x0)β
3
1 − x0α1α2g(β1)f

′(x0)g
′(β1)β

3
1 − x0α1α2g(β1)

2f ′(x0)β
2
1 − x2

0α
2
1α2g(β1)f

′(x0)g
′(β1)β

2
1

+ α2g(β1)
2h′(x0)β

2
1 + x0α1α2g(β1)g

′(β1)h
′(x0)β

2
1 + x0α1α2g(β1)

2h′(x0)β1 + x2
0α

2
1α2g(β1)g

′(β1)h
′(x0)β1

+
√

K1

√
N22

)(
− α2

1g
′(β1)h

′(x0)
2x3

0 − α2
1β

2
1f

′(x0)
2g′(β1)x

3
0 + 2α2

1β1f
′(x0)g

′(β1)h
′(x0)x

3
0 − α1β

2
1g(β1)f

′(x0)
2x2

0

− α1g(β1)h
′(x0)

2x2
0 − α1β1g

′(β1)h
′(x0)

2x2
0 − α1β

3
1f

′(x0)
2g′(β1)x

2
0 + α2

1α2β
2
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x

2
0

+ 2α1β1g(β1)f
′(x0)h

′(x0)x
2
0 − α2

1α2β1g(β1)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 + 2α1β

2
1f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0)x
2
0 − β3

1g(β1)f
′(x0)

2x0

− β1g(β1)h
′(x0)

2x0 + α1α2β
2
1g(β1)

2f ′(x0)x0 − α1β1g(β1)h(x0)f
′(x0)x0 + α1α2β

3
1g(β1)f

′(x0)g
′(β1)x0

− α1α2β1g(β1)
2h′(x0)x0 + α1g(β1)h(x0)h

′(x0)x0 + 2β2
1g(β1)f

′(x0)h
′(x0)x0 − α1α2β

2
1g(β1)g

′(β1)h
′(x0)x0

+
√

K1

√
N22 + α2β

3
1g(β1)

2f ′(x0)− α2β
2
1g(β1)

2h′(x0)
)
+ α2β1g(β1)

(
g(β1) (α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1)

+ x0α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1

)
K1N17,

N12 = x2
0g(β1)

2K1

(
2α1h(x0)K2

(
β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1)− h′(x0)

)
+K2

2

(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

+ α2
1h(x0)

2
)
+ α2

1x
4
0g

′(β1)
2K2

2K
3
1 + 2α1x

3
0g(β1)g

′(β1)B
2
6 (K2K1 + α1h(x0))

− α1α2β1x0g(β1)
3h(x0)

(
K2

(
−2β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + 2h′(x0)

)
− 2α1h(x0)

)
− α1α

2
2β

2
1g(β1)

4h(x0)K2,

N13 = 2α2
1β1x

3
0f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0); N14 = 2α1β
2
1x

2
0f

′(x0)g
′(β1)h

′(x0),

N15 = α2
1α2β

2
1x

2
0g(β1)f

′(x0)g
′(β1), N16 = K1N18,

N17 = −α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1x

2
0 + g(β1)

(
(x0α1 + β1)(

−β1f
′(x0) + α1α2β1g

′(β1) + h′(x0)
)
− α1h(x0)

)
x0 + α2β1(x0α1 + β1)g(β1)

2,

N18 = α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1x

2
0 + α1g(β1)h(x0)x0 − (x0α1 + β1)g(β1)

(
− β1f

′(x0)

+ α1α2β1g
′(β1) + h′(x0)

)
x0 − α2β1(x0α1 + β1)g(β1)

2,

N19 = α1(x0α1 + β1)h(x0)
( N3

N16
+ 1
)
+K1

(
(x0α1 + β1)

2

+
2
(

x0α1+β1
α2

+
α1h(x0)

α2β1f ′(x0)−α2h′(x0)

)(
N5N6
N16

− α2β1g(β1) (N23)
)

β1g(β1)2K1

−
(x0α1 + β1) (2α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1)N4

(h′(x0)− β1f ′(x0))
2 N18

)
,

N20 = N19g(β1)
2 +

x0α1β1(x0α1 + β1)2g′(β1)2N2

N18
+

(x0α1 + β1)g(β1) ((x0α1 + β1)K1N8 − α1β1h(x0)g′(β1)N7)

K1N17
,

N21 = −
√

K1

√
N12 −N13 −N14 −N15,

N22 = α2
1(x0α1 + β1)

2g′(β1)
2K3

1x
4
0 + 2α1(x0α1 + β1)g(β1)g

′(β1) (α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1)
(
h′(x0)− β1f

′(x0)
)2

x3
0

+ g(β1)
2K1

(
α2
1h(x0)

2 + 2α1(x0α1 + β1)
(
β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1)− h′(x0)

)
h(x0) + (x0α1 + β1)

2
(
h′(x0)

− β1f
′(x0)

)2)
x2
0 − α1α2β1g(β1)

3h(x0)
(
(x0α1 + β1)

(
−2β1f

′(x0) + α1α2β1g
′(β1) + 2h′(x0)

)
− 2α1h(x0)

)
x0

− α1α
2
2β

2
1(x0α1 + β1)g(β1)

4h(x0),

N23 = g(β1) (α1h(x0) + (x0α1 + β1)K1) + x0α1(x0α1 + β1)g
′(β1)K1.
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Apéndice B

B.1. Términos de la sección 3.1.1

K1 = b1c3 + c1c2y0 + c1c3x0, K2 = b1 + c1x0, K3 = T1(z0)− z0T
′
1(z0), K4 = h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)J5,

K5 = z0T1(z0)h
′(y0)− c3x0f(x0)T

′
1(z0), K6 = h(y0)

(
T1(z0)

(
b21c3 + 2b1c3(c1x0 − y0)

+ c1
(
c1c3x

2
0 − y0(c2y0 + 2c3x0 + z0)

) )
+ y0z0T

′
1(z0)K1

)
− c3y0K2h

′(y0)K3J5,

K7 = h(y0)
(
T1(z0)

(
b21c3k1 + b1c3(2c1k1x0 − 2k1y0 − 1)− c1y0(c2k1y0

+ c2 + k1z0) + c1c3x0(c1k1x0 − 2k1y0 − 1)
)
+ z0J3T

′
1(z0)K1

)
+ c3J3K2h

′(y0)
(
z0T

′
1(z0)− T1(z0)

)
J5,

K8 = y0z0J3T
′
1(z0)

(
h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)J5

)
+ h(y0)(2k1y0 + 1)T1(z0)(c3K2J5 − c1y0z0),

K9 = x0g(x0)

(
c3s2

(
z0T ′

1(z0)

T1(z0)
− 1

)
−

c1k1y20z
2
0h(y0)

J3K2J5

)
+ s2y0

(
c3x0f(x0)T ′

1(z0)

T1(z0)
− z0h

′(y0)

)
,

L1 = h(y0)T1(z0)(c1y0z0 − c3K2J5)− y0z0T
′
1(z0)K4,

L2 = h(y0)K1 + c3K2h
′(y0)J5, L3 = c3K2J5 − c1y0z0.

B.2. Vectores propios normalizados

De acuerdo con las fórmulas de Guckenheimer-Kuznetsov [GK] calculamos vectores propios pj ,ql ∈ R3, j, l ∈ {0, 1} tales que

A0q = 0, A0q1 = q0, AT
0 p1 = 0, AT

0 p0 = p1,

p0 · q0 = p1 · q1 = 1, p0 · q1 = p1 · q0 = 0.

Entonces se obtienen las siguientes fórmulas

q0 =

(
K2 (h(y0)(c2q12 + z0) + z0h′(y0)q12)

(z0h(y0)K1 + c3z0K2h′(y0)q12)q11
,

h(y0)(c1y0z0 − c3K2q12)

(z0h(y0)K1 + c3z0K2h′(y0)q12)q11
,

1

q11

)
,

q1 =

0,−
q14h(y0)q17

c1x0K2z20g(x0)q18q16 (q19)
,

q14p16q17
c1x0K2q12z0g(x0)q18q16

− y0(c1y0z0−c3K2q12)
q20z0h(y0)+c3K2q12z0h′(y0)

q19

 ,

p0 =

(
c1x0g(x0)q18p15

K2y0p13
,−

q12q14q18 (x0q12g(x0)q18 +K2y0p16q16)

c1y20h(y0)q16p13
,−

q2
12q14q18p12

c1y20z0q16p13

}
,

p1 =

(
−
y0z0 (h(y0)K1 + c3K2h′(y0)q12)

K2p17
,
c3x0z0g(x0)q12 (h(y0)K1 + c3K2h′(y0)q12)

h(y0)(c3K2q12 − c1y0z0)p17
, 1

)
,
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B.2 Vectores propios normalizados 95

donde

q11 =
−b1 − c1x0 + y0

p17
+

K2(c3K2q12 − c1y0z0) (h′(y0)q12 + h(y0))

c1x0y0z0g(x0) (h(y0)K1 + c3K2h′(y0)q12)
,

q12 = K2 − y0, q13 = K2, q14 = c3b
2
1 + c3(2c1x0 − y0)b1 + c1

(
c1c3x

2
0 − y0(c3x0 + z0)

)
,

q15 = b1c2 + c1x0c2 − y0c2 + z0; q16 = q15h(y0) + q12z0h
′(y0),

q17 = q12y0q16K
2
2 + x0q12q14g(x0)K2; q18 = q20h(y0) + c3K2q12h

′(y0),

q19 = −
y0(c1y0z0 − c3K2q12)

q20z0h(y0) + c3K2q12z0h′(y0)
+

q14p16q17

c1x0K2q12z0g(x0)q18q16

−
c3q12q14q17

c1K2z0(c3K2q12 − c1y0z0)q16 (c3x0q12g(x0) + y0(c2q12 + z0)h(y0) + q12y0z0h′(y0))
,

q20 = b1c3 + c1x0c3 + c1c2y0, p11 =
q14p16p12

c1x0z0g(x0)q18q16
−

y0(c1y0z0 − c3K2q12)

q20z0h(y0) + c3K2q12z0h′(y0)
,

p12 = x0q14g(x0) +K2y0q16,

p13 = K2y0q14p16q16 + x0q12g(x0)
(
p18h(y0) + c3K2q12b11h

′(y0)
)
,

p14 = c3x0q12g(x0) + y0q15h(y0) + q12y0z0h
′(y0),

p15 = −c3K2z0p11q12 +
c23K2q3

12p12

c1q16p14
+

c2q2
12y0q14h(y0)p12

c1x0g(x0)q16p14
+

K2z0q14p16p11

c1x0g(x0)
,

p16 = h(y0) + q12h
′(y0), p17 = y0h(y0)(c2q12 + z0) + c3x0g(x0)q12 + y0z0h

′(y0)q12,

p18 = c23b
3
1 + c23(3c1x0 − y0)b

2
1 + c1c3

(
3c1c3x

2
0 − 2y0(c3x0 + z0)

)
b1

+ c21
(
c1c

2
3x

3
0 − y0

(
c23x

2
0 + 2c3z0x0 + c2y0z0

))
.
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B.3 Expresiones correspondientes a la sección 3.2.1 96

B.3. Expresiones correspondientes a la sección 3.2.1

∆0 = 6k22 + 1,

∆1 = 373248k192 − 1430784k182 + 1280448k172 + 998784k162 − 1297728k152 + 1591488k142

− 2978640k132 + 3331872k122 − 4072512k112 + 1959760k102 − 2500172k92 + 492776k82

− 599036k72 + 41508k62 − 62115k52 + 5726k42 − 2442k32 + 816k22 + 9k2 + 30,

∆2 = 288k102 − 240k92 − 372k82 − 28k72 + 104k62 − 514k52 − 619k42 − 288k32 − 198k22 − 42k2 − 15,

∆3 = 87340032k282 − 349360128k272 + 315207936k262 − 31228416k252 − 107868672k242 + 655060608k232

− 1476626112k222 + 2144988864k212 − 2730338496k202 + 3112277760k192 − 3658504464k182

+ 4361950368k172 − 4246987344k162 + 3861997320k152 − 2678060516k142 + 1989024620k132

− 910131496k122 + 461563652k112 − 175484092k102 + 55472146k92 − 19455729k82 + 3951168k72

− 1205532k62 + 198024k52 − 39822k42 + 6516k32 − 756k22 + 90k2 − 9,

∆4 = 36k52 − 48k42 + 12k32 − 40k22 + k2 − 2,

∆5 = 1296k82 − 2376k72 + 1224k62 − 2568k52 + 408k42 − 370k32 + 58k22 − 8k2 + 3,

∆6 = 36k42 − 84k32 + 12k22 − 2k2 + 1,

∆7 = 373248k192 − 1430784k182 + 1280448k172 + 998784k162 − 1297728k152 + 1591488k142 − 2978640k132

+ 3331872k122 − 4072512k112 + 1959760k102 − 2500172k92 + 492776k82 − 599036k72 + 41508k62

− 62115k52 + 5726k42 − 2442k32 + 816k22 + 9k2 + 30,

∆8 = 60183678025728k522 − 519084222971904k512 + 1694337713307648k502 − 2320972397936640k492

+ 306502562414592k482 + 2885473491296256k472 − 4822783648948224k462 + 8449920232574976k452

− 14724046495825920k442 + 17557903936253952k432 − 14858756536320000k422 + 11391725970745344k412

− 8858768326723584k402 + 1323953696844288k392 + 9832042651009536k382 − 15881016219321600k372

+ 21572620971314688k362 − 28092654426237696k352 + 35684885273610240k342 − 46329530288613120k332

+ 56180479617706752k322 − 63684390564328608k312 + 64808053498422240k302 − 63567344849140432k292

+ 54638647057026816k282 − 44839151807025776k272 + 33676410296398912k262 − 20589135169608280k252

+ 13611193123345272k242 − 3287689894492338k232 + 4260137016597974k222 + 2466812822871765k212

+ 1482725735938758k202 + 1788608658466139k192 + 469799916935640k182 + 551085868700614k172

+ 90713824932563k162 + 97510354870784k152 + 7541707566980k142 + 10491723069810k132

− 357437411514k122 + 711201928956k112 − 137029201644k102 + 35372518776k92 − 12665319777k82

+ 1779585462k72 − 596990502k62 + 80725329k52 − 17833122k42 + 1930149k32 − 402408k22 + 13122k2 − 4860.

B.4. Regularidad y coeficientes cuadráticos para k2 = 0

D0 =
c21x

3
0y

6
0z

4
0b13g(x0)2D2

02D01D07

2K3
2q

2
12q

5
14h(y0)T0(x0) (c3x0q12g(x0) + y0D00)

2
,

a0 =
z0D02

(
D09

c3K2q12−c1y0z0
+ D30

K2

)
2 (q20z0h(y0) + c3K2q12z0h′(y0))

2 D40D2
20

, b0 =
−b00

b01
+ b02

b03
+ b06

b09
+

2c31x
3
0y0g(x0)

2p2
14b04b05

b07

2 (K2y0q14p16q16 + x0q12g(x0)b08)
2

,
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B.4 Regularidad y coeficientes cuadráticos para k2 = 0 97

donde

D00 = q15h(y0) + q12z0h
′(y0),

D01 = z0g(x0)
( (

2c3(y0 − c1x0)b1 − b21c3 + c1
(
y0(2c3x0 + c2y0 + z0)− c1c3x

2
0

))
h(y0)

+ c3K2q12y0h
′(y0)

)
− 2y0q14f(x0)h(y0),

D02 = q20h(y0) + c3K2q12h
′(y0),

D03 = y0q14

(
2K2T0(x0)D00

(
y0f

′′(x0) + z0g
′′(x0)

)
+ f(x0)

(
K2q12y0h

′(y0)
(
c3T

′
0(x0)− 2z0T

′′
0 (x0)

)
+ h(y0)

((
c3b

2
1 + 2c1c3x0b1 + c1

(
c1c3x

2
0 + y0(c2y0 − z0)

))
T ′
0(x0)− 2K2y0q15T

′′
0 (x0)

) ))
− z0g(x0)

×
(
q12y0h

′(y0)
(
4c3y0z0T0(x0)c

2
1 +K2q14

(
c3T

′
0(x0) + 2z0T

′′
0 (x0)

))
+ h(y0)

(
4c1c3q12y0q20T0(x0)

+ q14

((
c3b

2
1 + 2c1c3x0b1 + c1

(
c1c3x

2
0 + y0(c2y0 − z0)

))
T ′
0(x0) + 2K2y0q15T

′′
0 (x0)

) ))
,

D04 = −
(
q20

((
(3c3x0 − c2y0)b

2
1 + (2c1x0(3c3x0 − c2y0) + y0(−3c3x0 + c2y0 − z0))K2(c1x0(3c3x0 − c2y0)

+ y0(−3c3x0 + c2y0 − 5z0))
)
T0(x0)− x0K2y0q15T

′
0(x0)

)
h(y0)

2
)
+K2q12

×
(
x0y0

(
c2c3b

2
1 + c3(2c1c2x0 − c2y0 + 2z0)b1 + c1

(
c1c2c3x

2
0 + 2c3z0x0 + c2y0(z0 − c3x0)

))
× h′(y0)T

′
0(x0) + T0(x0)

((
c3(c2y0 − 3c3x0)b

2
1 + c3(2c1x0(c2y0 − 3c3x0) + y0(2c3x0 − c2y0 + 2z0))b1

+ c1
(
c1c3(c2y0 − 3c3x0)x

2
0 + y0

(
2c23x

2
0 − 2c2c3y0x0 + 6c3z0x0 + c2y0z0

)) )
h′(y0) + c3x0y0q14h

′′(y0)
))

h(y0)

− c3K
2
2q

2
12y0h

′(y0)
2
(
(c3x0 − z0)T0(x0)− x0z0T

′
0(x0)

)
,

D05 = x0y0q14h(y0)
(
h(y0)

(
4q14T0(x0)−K2y0q15T

′
0(x0)

)
−K2q12y0z0h

′(y0)T
′
0(x0)

)
× f(x0)

2 + 2y0z0g(x0) (D04) f(x0) + z20g(x0)
2
((

2q20

(
(c3x0 + c2y0)b

2
1 + (2c1x0(c3x0 + c2y0)

+ y0(c3x0 − c2y0 + z0))K2(c1x0(c3x0 + c2y0) + y0(c3x0 + c2y0 + z0))
)
T0(x0) + x0K2D60q15T

′
0(x0)

)
h(y0)

2

+K2q12

(
x0

(
c3(2c2y0 + z0)b

2
1 + c3(2c1x0(2c2y0 + z0) + y0(3z0 − 2c2y0))b1 + c1

(
c1c3x

2
0(2c2y0 + z0)

− y0
(
z20 − 3c3x0z0 − 2c2y0z0 + 2c2c3x0y0

) ))
h′(y0)T

′
0(x0) + 2T0(x0)

((
c3(c3x0 + c2y0)b

2
1 + c3(2c1x0(c3x0 + c2y0)

+ y0(2c3x0 − c2y0 + 2z0))b1 + c1
(
c1c3(c3x0 + c2y0)x

2
0 + y0

(
2c23x

2
0 + 2c3(c2y0 + z0)x0 + c2y0z0

)) )
h′(y0)

+ c3x0y0q14h
′′(y0)

))
h(y0) + 2c3K

2
2q

2
12y0h

′(y0)
2
(
(c3x0 + z0)T0(x0) + x0z0T

′
0(x0)

) )
,

D06 = 2(b1(c3x0 + c2y0) + c1x0(c3x0 + c2y0) + y0(−c3x0 − c2y0 + z0))T0(x0) + x0y0q15T
′
0(x0),

D07 = −q14D02

(
x0f(x0)D00T

′
0(x0)y

2
0 + z0g(x0)

(
q12y0h

′(y0)
(
2(c3x0 + z0)T0(x0)

+ x0z0T
′
0(x0)

)
+ h(y0)D06

))
− x0D00D03 −

(c1y0z0 − c3K2q12)D05

K2J4
,

D08 = (c2q12 + z0)h(y0) + q12z0h
′(y0),

D09 = c3x0q12g(x0)
(
z0h(y0)

(
−

2h(y0)

q12
− 2h′(y0)− y0h

′′(y0)
)
(c3K2q12 − c1y0z0)

2

+
4c1y0z0(c1y0z0 − c3K2q12)h(y0)D08

q12
− 2(c1y0z0 − c3K2q12)

(
h(y0) + y0h

′(y0)
) (

q20z0h(y0)

+ c3K2q12z0h
′(y0)

)
−

2c21y
2
0z0D

2
08

q12

)
,

D10 = K2

(
x0y0q14f(x0)h(y0)T

′
0(x0)− z0g(x0)

(
2c3K2q12y0h

′(y0)
(
T0(x0) + x0T

′
0(x0)

)
+ h(y0)

(
2y0q20T0(x0) + x0D60T

′
0(x0)

)))
D00,

D20 =
−b1 − c1x0 + y0

D40
+

K2(c3K2q12 − c1y0z0) (h(y0) + q12h′(y0))

c1x0y0z0g(x0) (D02)
,

D30 = y0
(x0K2

2

(
T0(x0) (y0f ′′(x0) + z0g′′(x0))− J4T ′′

0 (x0)
)
D2

00

T0(x0)

+
K2D02

(
x0y0f(x0)T ′

0(x0) + z0g(x0)
(
2T0(x0) + x0T ′

0(x0)
))

D00

T0(x0)

+
D10

y0T0(x0)
+

2x0(−1) (q14f(x0)h(y0)− z0g(x0)D02)
2

J4

)
,

D40 = c3x0q12g(x0) + y0(c2q12 + z0)h(y0) + q12y0z0h
′(y0),

D50 = c1c3x
2
0 + y0(c3x0 + 2c2y0 − z0), D60 = c3b

2
1 + c3(2c1x0 + y0)b1 + c1D50,

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.

Página 115 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800

Página 115 de 120 - Engrega de integridad Identificador de la entrega trn:oid:::3117:535534800



B.4 Regularidad y coeficientes cuadráticos para k2 = 0 98

b00 = y0z0 (K2y0q14p16q16 + x0q12g(x0)b08)
(
− 2c1x0y0q14g(x0)q16

(
−c3x0q12g(x0)− y0q15h(y0)− q12y0z0h

′(y0)
)

× b12

(
−g(x0)−

x0J4T ′
0(x0)

2z0T0(x0)

)
+

b14

z0J4q16
+

q12p14p12

(
x0y0b13f(x0)h(y0)T ′

0(x0) + z0g(x0)b15

)
z0T0(x0)

)
,

b01 = b16

 b17

h(y0)K1 + c3K2h′(y0)q12
−

c3K2q2
12

(
1− c1x0y0z0g(x0)

K2b16

)
c1b18

 ,

b02 = 2c3x0y0z0g(x0)q12

(
y0K2b19

(
h′(y0)q12 + h(y0)

)
b18 + x0g(x0)q12

(
h(y0)

(
c23K

2
2q12 − c1y0z0(2c3K2 + c1c2y0)

)
+ c3K2h

′(y0)q12(c3K2q12 − 2c1y0z0)
))(

h(y0)b19

(
q12

(
2h′(y0) + y0h

′′(y0)
)
+ 2h(y0)

)
(c1x0y0z0g(x0)−K2b16)

− 2c1y0h(y0)b18 (x0g(x0)b19 + y0K2b18) +
(
y0h

′(y0) + h(y0)
) (

b19

(
x0g(x0)q12

(
h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)q12

)
+ y0K2

(
h′(y0)q12 + h(y0)

)
b18

)
− q12

(
h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)q12

)
(c1x0y0z0g(x0)−K2b16)

))
,

b03 = b18

 b17

h(y0)K1 + c3K2h′(y0)q12
−

c3K2q2
12

(
1− c1x0y0z0g(x0)

K2b16

)
c1b18

 ,

b04 = −c3K2q14g(x0)b12q12 +
K2q2

14h
′(y0)b12q12

c1x0
+

c23K2q3
12g(x0)q18p12

c1q16p14
+

c2q2
12y0q14h(y0)q18p12

c1x0q16p14
+

K2q2
14h(y0)b12

c1x0
,

b05 = −
h(y0)K2b19b18

(
z0g(x0)(b21)

y0h(y0)(−b2
1
c3+b1c3(y0−2c1x0)+c1b22)

+ x0f(x0)T ′
0(x0)

)
T0(x0)

+
2x0

(
f(x0)h(y0)

(
−b21c3 + b1c3(y0 − 2c1x0) + c1

(
−c1c3x2

0 + c3x0y0 + y0z0
))

+ z0g(x0) (h(y0)K1 + c3K2h′(y0)q12)
)2

J4

−
K2

(
x0y0f(x0)T ′

0(x0) + z0g(x0)
(
x0T ′

0(x0) + 2T0(x0)
))

(h(y0)K1 + c3K2h′(y0)q12)b18

T0(x0)

+ x0K
2
2

(
−y0f

′′(x0) +
T ′′
0 (x0)J4

T0(x0)
− z0g

′′(x0)

)
b2
18,

b06 = 2c1x
2
0z0g(x0)

2q12b
2
19

(
h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)q12

)
b2
16

(
x0g(x0)q12

(
h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)q12

)
+ y0K2

(
h′(y0)q12 + h(y0)

)
b18

)
b20,

b07 = K2

(
K2y0q14p16q16 + x0q12g(x0)

(
p18h(y0) + c3K2q12b11h

′(y0)
))

,

b08 =
(
c23K

2
2q12 − c1y0(2c3K2 + c1c2y0)z0

)
h(y0) + c3K2q12(c3K2q12 − 2c1y0z0)h

′(y0),

b10 = b13q16

(
K2y0q14p16q16 + x0q12g(x0)

(
p18h(y0) + c3K2q12b11h

′(y0)
))

;

b11 = c3b
2
1 + c3(2c1x0 − y0)b1 + c1

(
c1c3x

2
0 − y0(c3x0 + 2z0)

)
; b12 = y0 +

p16p12

c1x0g(x0)q16
,

b13 = c3(y0 − 2c1x0)b1 − b21c3 + c1b22,

b14 = 4x0q12y0p
2
14

((
c3(y0 − 2c1x0)b1 − b21c3 + c1

(
−c1c3x

2
0 + c3y0x0 + y0z0

))
f(x0)h(y0) + z0g(x0)q18

)2 (
1−

c1x0y0z0g(x0)

K2p14

)
,

b15 = 2c3K2q12y0h
′(y0)

(
T0(x0) + x0T

′
0(x0)

)
+ h(y0)

(
2y0q20T0(x0) + x0D60T

′
0(x0)

)
,

b16 = y0h(y0)(b1c2 + c1c2x0 − c2y0 + z0) + c3x0g(x0)q12 + y0z0h
′(y0)q12;

b17 = b19

(
(h′(y0)q12 + h(y0)) (x0g(x0)b19 + y0K2b18)

c1x0g(x0)b18
+ y0

)
,

b18 = h(y0)(b1c2 + c1c2x0 − c2y0 + z0) + z0h
′(y0)q12, b19 = b21c3 + b1c3(2c1x0 − y0) + c1

(
c1c3x

2
0 − y0(c3x0 + z0)

)
,

b20 = 2
(
y0h

′(y0) + h(y0)
)
b19

(
h(y0)K1 + c3K2h

′(y0)q12

)
−

4c1y0h(y0)b19b18

q12

+ h(y0)b
2
19

(
−
2h(y0)

q12
− 2h′(y0)− y0h

′′(y0)

)
−

2c21y
2
0b

2
18

q12
,

b21 = h(y0)
(
x0T

′
0(x0)

(
b21c3 + b1c3(2c1x0 + y0) + c1

(
c1c3x

2
0 + y0(2c2y0 + c3x0 − z0)

))
+ 2y0T0(x0)K1

)
+ 2c3y0K2h

′(y0)
(
x0T

′
0(x0) + T0(x0)

)
q12, b22 = y0(c3x0 + z0)− c1c3x

2
0.
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Apéndice C

C.1. Vectores propios normalizados

De las fórmulas de Guckenheimer–Kuznetsov [GK] y las condiciones en (4.7) y (4.8), se tiene que si q0 = 0 ∈ R3, entonces

Aq0 := D(x,y,z)G(x+ x0, y + y0, z + z0, ξ1 + C10, ξ2 +K10) |(q0,0,0), es

Aq0 =


− 2453h′

1(y0)

2000
− 944220402264987764x0h

′
1(y0)

100197142067665647
− 15483567102013x0h

′
1(y0)

10204414102013
1561h′

1(y0)

4000000x0

4453h′
1(y0)

2000
1

500
(−223)h′

1(y0)
2453h′

1(y0)

11200x0

734269h′
1(y0)

91644
−h′

1(y0)

 ,

donde y0 = 223
1000

. Por lo tanto, elegimos P0,Q0 ∈ R3 tal que Aq0Q0 = 0, AT
q0
P0 = 0:

P0 =

(
−

1359320727043274251447416

501166761802996374402167x0

,
21779270563478046314481500

501166761802996374402167
,−

7651002771719078508811333

501166761802996374402167

)
, Q0 =

(
−

30314000x0

10904477
,

9819

48899
, 1

)
.

Por otro lado, elegimos P1,Q1 ∈ C3 tal que

Aq0Q1 = i ω0Q1, AT
q0
P1 = −i ω0P1, P1 ·Q1 = 1, P0 ·Q0 = 1,

donde ω0 =

√
501166761802996374402167

77931110497073281
h′
1(

223
1000 )

6000
, de hecho, tenemos

P1 = (P11, P12, 1) , Q1 = (Q11, Q12, Q13) ,

donde

P11 =
1712906379521220483628 + 3i

√
39056482291529715400697344170559564199927

10789889089721137354000x0

,

P12 =
−10955508903768133491639111 + 15157i

√
39056482291529715400697344170559564199927

3937656729458287005400083
,

Q11 =

(
−

10634737366216286481053000

501166761802996374402167
+ 46450701306039000i

√
7637

5114113171602686316707783707026262171

)
x0,

Q12 =
669
(
2296463376632968638417 + 4i

√
39056482291529715400697344170559564199927

)
1002333523605992748804334

,

Q13 =
750
(
5434779689014716588809 + 4i

√
39056482291529715400697344170559564199927

)
501166761802996374402167

.
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C.1 Vectores propios normalizados 100

Por otra parte,

G200 =
I1

500150039956399516401387830979754387799458R′
0(x0)

, G011 =
I3
I4

,

I1 = 5R′
0(x0) (I2) + 12858323570574909716704360534478813752224000x0h

′
1

(
223

1000

)
R′′

0 (x0),

I2 = 233787701283180176667352009717796613676800x0

(
f ′′
1 (x0) + 10g′′1 (x0)

)
− 195434308028541852486779864439140599296843h′′

1

(
223

1000

)
+ 3356958029678941790505135963947119285011800h′

1

(
223

1000

)
.

I3 = 42020749075505385246619235
(
R′

0(x0)

×
(
219551901343103717685190983865665326290142142148918747223442739200x0

(
f ′′
1 (x0) + 10g′′1 (x0)

)
− 203822993942446399026758526993787595448292220523783802874136201246h′′

1

(
223

1000

)
+ 3133394248201892126977439536462312064479313166092765434200430194235h′

1

(
223

1000

))
+ 2415070914774140894537100822522318589191563563638106219457870131200x0h

′
1

(
223

1000

)
R′′

0 (x0)
)
,

I4 = 33633405783297927956215517810519217616334624084174013929842294052569475561435951349257496R′
0(x0).

H110 =
I5

3897724802895778727003196377319580906716217745600295808169800R′
0(x0)

,

I5 = R′
0(x0)

(
177338815016036546784460347067619

×
(
3031400i

(
33

√
39056482291529715400697344170559564199927

+ 14698158093368465378071i

)
x0

(
f ′′
1 (x0) + 10g′′1 (x0)

)
+ 9819

(
3872146755094914355099333

+ 13359i
√
39056482291529715400697344170559564199927

)
h′′
1

(
223

1000

))
+ 50

(
− 2147528424495722702331087750545746581905684522533570890199668

+ 9072836505376907692695682541029003534165i
√
39056482291529715400697344170559564199927

)
h′
1

(
223

1000

))
+ 5913433722235745067146544057108582602600i

(
33

√
39056482291529715400697344170559564199927

+ 14698158093368465378071i

)
x0h

′
1

(
223

1000

)
R′′

0 (x0).

Luego S0 := sign (G200 ·G011) y de las fórmulas de Guckenheimer–Kuznetsov [GK], θ0 :=
Re(H110)

G200
, se tiene que

θ0 =
I6

500
(
R′

0(x0) (I2) + 2571664714114981943340872106895762750444800x0h′
1

(
223
1000

)
R′′

0 (x0)
) ,

I6 = R′
0(x0)

(
86519102591542334984932850826668436027099573h′′

1

(
223

1000

)
− 200

(
506954639865968525166040146647094478466153x0

(
f ′′
1 (x0) + 10g′′1 (x0)

)
+ 6889188447328662079133970921510447893820957h′

1

(
223

1000

)))
− 1115300207705130755365288322623607852625536600x0h

′
1

(
223

1000

)
R′′

0 (x0).

A partir de las fórmulas de Guckenheimer–Kuznetsov [GK] y usando el software Mathematica, podemos calcular la tercera cantidad
E0, cuya expresión matemática es muy larga y por lo tanto solo la mostramos expĺıcitamente en las aplicaciones (ver sección 4.5 ).
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C.2 Términos de la sección de aplicaciones 101

C.2. Términos de la sección de aplicaciones

N1 = 66909316651186640495112772990941608079102L1 − 18109292832012541988111243450434361640881,

N2 = 292234626603975220834190012147245767096L1 + 42709998866431110742918602039704219237;

N3 = 483014182954828178907420164504463717838312712727621243891574026240L1

+ 84958466636339205488849612996562885867803627377151537481770919887,

N4 = 18369476045738701950L1(N9) + 385786342354488391688264503570287822884617112896256690200384

35439008029351620051967157148363389134434642797115736357573946385961950127988303089759711844

58723831395910811717642010269265229661293334921146907403512958174590177747658089,

N5 = 112248555122143L1(446L1(12908947623898020752574610896777563508213191278063578956428808770

119948810225128619312380681350663355968586266664983908394371975883977888L1 + 837879255671498

74667826110101049340698671672444036482865861318679963130363578976781120308016343560796155095

83107007425803147730544965561) + 743710522665190101615845050071562263436582051267341312977229

051790311183299209623339856577550736792425351260642884775613917968243089389775) + 63438349571

6279537972666860594339730868325757566182327448780427858413815145153694771039180084699287610

0645058057604678332073698277785461999444796728800,

N6 = 360645390877729188891148545217161666717352610589084348280489864412860963404543930674349830

7594754359255532564204520703947653916650657312425847363554284786173297942939996035839981983980288,

N7 = 50295122884277598221007465595589094385337710962136484113695218471234084045406930995241414

26887084189063762885684794104440165899885129573653581340480385737089354390121271458071600447

8822904244005813676140325595765379231186281887016806590454933879699586881702204893470614784(N3),

N8 = 11153002077051307553652883226236078526255366L1 + 928654164351319553570359193203479165393375,

N9 = 21274815602379231232L1(68405649186083241061655487236272875220900496366527896558792849435773

3740354774736170695948098382005124762471675646840833922150192934858487732158133910858709255437

200396854540149973080251243959040L1 + 42824822547530996864787937233916829746291941495033100261

5398523913689360155583413735231526617574062181773612280031886667594713959163645107268226397433

217972997955240157233112937899148472993461661) + 2346283189480427792200072748885111214988505190

7985863700927786598638418574989142387416179775194911992213237484298793863254504287829464403257

45668713526556819388029668854658863232080232933094024808844947243108597439,

N10 = 67266811566595855912431035621038435232669248168348027859684588105138951122871902698514992.
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C.2 Términos de la sección de aplicaciones 102

M1 = 491397332185715224431608901642491496624762L1 − 712009014511811689631983120026729680238727,

M2 = 6277405619786690118359128701060297036379662274513370049675264000000000,

M3 = 559057546546735205074102631933861467488L1 + 246813298021984475053883388573134954867,

M4 = 483014182954828178907420164504463717838312712727621243891574026240L1

+ 245804167930231882174822467070792402968199476412289979238472566367,

M5 = 134533623133191711824862071242076870465338496336696055719369176210277902245743805397029984,

M6 = 5576501038525653776826441613118039263127683L1 + 2150739954878153877093030618046542927030866,

M7 = 834976183897213725L1(21274815602379231232L1(68405649186083241061655487236272875220900496366

5278965587928494357733740354774736170695948098382005124762471675646840833922150192934858487732

158133910858709255437200396854540149973080251243959040L1 + 48303445741510097801646069144222175

3121478689646983666079975463657614884731235205830624439234506217239804885833625896014454486368

876365150019349736703074702361235852259863108199254915924392498101) + 3740699541437060615793133

1814627536552426122560517269063642225859979405771234222597755495981281283159063275407371549195

8369208282278734953390106705974546478309752470411448297112011029969402128959524510442854382271)

− 46173601900843846458628399275020181144964520631449757591945042219085043770122880863471418036

0770446158193565044934416715095651262238289896387430307343689142951423230337111766493851002761

216969014803368206424673788684266329610685538,

M8 = 100590245768555196442014931191178188770675421924272968227390436942468168090813861990482828537741683

781275257713695882088803317997702591473071626809607714741787087802425429161432008957645808488011627352

280651191530758462372563774033613180909867759399173763404409786941229568,

M9 = 5e1(112248555122143L1(4906L1(11735406930816382502340555360706875916557446616421435414935280700109044

37293193510846580061940969395997144206060453082581306543262179808L1 + 898732679689320012711797929637536

970124794980289558972351391525781541159764343082108918430225384536476706100256468202531504420319917323)

− 4960199075264023362361850450409062900515749703146047200927062491299458206547667685756017573261946892

098712238193673086366686563711213795)− 380457006755383572717398250863270913550394345386132269324206468

55111793300567003901266199142714399533688676838457764115119438396288408654325757070840369)x0,

M10 = 27891731965225265653874017619527001999643278053455659989882126196509636961824197954686.
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