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Dindmica en un modelo de red alimentaria de cuatro especies
con funcién de crecimiento en el recurso y respuestas funcio-
nales generales

Resumen

En este proyecto se analiza unsfuodelo (tipo.Gause) de red alimentaria en el que interactian
una poblacion de presas, dos de depredadores y wna de superdepredador. Se considera que tanto la
funcién de crecimiento como las respuestas funcionales que describen la interacciéon entre las especies
son generales. Se encuentran diversos conjuntos w-1imite tales como ciclos limite, toros invariantes
que garantizan la coexistencia de las cuatsé especigs, Japlicando la teoria local y las teorias de
bifurcaciéon de ecuaciones diferenciales ordinérias. En particular, el analisis realizado nos permitira
encontrar condiciones suficientes en el espaciofde) pardmetros que garantizan que nuestro sistema
exhibe bifurcaciones de Hopf, Bogdanov-Takens, Hopf-Hopf y/cero-Hopf. Asi mismo, se dan algunos
ejemplos particulares para validar los resultados generales, considerando que la presa tiene una tasa
de crecimiento logistico y la interaccion entre las especies es descrita mediante respuestas funcionales
tipo Beddington—DeAngelis. Para concluir, se llevan a cabo algtihas simulaciones numéricas para
validar los resultados obtenidos.

Abstract

In this work a Gause-type food web model involving a prey, two meso—predator, and a super—
predator is analyzed. Both prey’s growth rate function and predators’ funetienial responses are
considered general, allowing for broad ecological applications. Different types ofw=limit sets, such
as invariant tori, limit cycles are found to guarantee the coexistence of the four‘species via bifur-
cation theory. In particular, the analysis performed allowed us to find sufficient conditions in the
parameter space that guarantee the dynamical system associated to the ecological model exhibit
Hopf, Bogdanov—Takens, Hopf-Hopf, and Zero—Hopf bifurcations. Also, to verify the gesults ob-
tained, some examples are given, considering that the prey has a logistic growth rate,,and the

VI
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interactionsamong predators is described by Beddington—-DeAngelis functional responses. Finally,
some numerical simulations are carried out.

Palabras ‘claves

Estabilidad, Hopfi“Begdanov—Takens, Hopf-Hopf, cero—Hopf, ciclo limite, toro invariante, series
de tiempo, forma normal; coexistencia, respuestas funcionales.

Introduccion

Existe una gran variedad dé-ihteracciones entre poblaciones que conforman un ecosistema en
la naturaleza, que dependen de aspectos biologicos y ecologicos. Una de estas interacciones es la
depredacion entre especies, la cual hi sido de gran interés tanto en el aspecto ecolégico como mate-
maético |!]. Estas interacciones puedender*de varios tipos: depredador—presa, tritofico, intragremial
y red alimentaria que involucra mas de dos/especies.

El analisis dinamico de EDOs aso¢iados a modelos de interacciéon entre especies es un tema de
investigacion interesante hoy en dfa/que,contribiiye a la literatura en modelos ecolégicos determi-
nistas [2, 1]. Rigurosamente hablande’_ en-los modelos deterministas de dindmica poblacional por
medio de sistemas de EDOs, la coexisten¢ia de las_péblaciones involucradas es de gran relevancia y
se garantiza a través de la existencia de diferentes clases_de conjuntos limites estables.

El proposito de este trabajo es analizar(la dinamicafde un modelo de red alimentaria cuatro
dimensional tipo Gause, que modela la intera€cién entre/Cuatro especies, una presa (P), dos po-
blaciones de depredadores (MP1 y MP2) y una poblaciéon'de’superdepredador (SP1), y garantizar
la coexistencia de de cada una de ellas, considerando que las interacciones entre las especies estan
gobernadas por respuestas funcionales generales y que la presa osrecurso tiene funciéon crecimiento
general.

Para precisar el modelo a estudiar fijamos la siguiente notacion: w répresenta la densidad pobla-
cional de un recurso o presa que es comida por dos especies depredadorasespecialistas de densidades
poblacionales x y y, respectivamente, que a su vez son atacadas por unesuperdepredador con den-
sidad poblacional z, que también se alimenta de la presa. También se comSideran las siguientes
premisas:

= La tasa de crecimiento intrinseca de la presa en ausencia de depredadoreS es medida por un
término Rwh(w), donde h(w) es una funcion positiva suave (R es como en Ja, Tabla 1).

» Las interacciones MP1-P y MP2-P estan dadas por funciones suaves positivas.que dependen
solamente de la densidad w: fi(w), fo(w).

» Las interacciones SP-P, SP-MP1 y SP-MP2 estan dadas por funciones suaves positivas que
dependen de las densidades w, x,y: g1(w, z,v), g2(w, z,y) v gs(w, z,y).
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= La_inferaccion en el modelo es de tipo Gause: cada interaccion depredador-presa como se
meneiond antes es llevada a cabo por ataque directo, lo que significa que los depredadores y
el superdépredador son especialistas.

Especificamentey se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que considera
nueve parametros adimensionales cuyo significado ecologico esta dado en la Tabla 1:

= Rjwh(w) - fl( )z — fa(w)y — g1 (w,2,y) 2

(e () = )~ g2 (u,2,9) > "
yeafa (w) — do) — 93 (w,,y) 2,

= % (elgl (wa Z,Y) + €202 (wa ZL’,y) + €393 (wv l’,y) - d3) :

ISPV SN
If

Por cuestiones ecologicas, la region de interés para el estudio del sistema (1) es 2 := {(w, z,y, 2) €
RY:w>0,2>0,y>0 2>0}

Con el fin de destacar el aportesde.nuestros resultados en el presente trabajo, se mencionan los
resultados en [3] y [1] en los cuales los autores obtuvieron un anélisis dindmico para casos especiales
del sistema (1).

En efecto, en [3], los autores propusieron.y analizaron el modelo (1) tomando en cuenta que la
tasa de crecimiento Rwh(w) es logistica y las respuestas funcionales fi, fo son Holling tipo II, y las
funciones positivas suaves g son un giperde réspuestas funcionales Holling I modificadas, es decir;

son de la forma
a; 1w

1+ b2U) + bgfL’ + b4y

Estos autores garantizan la existencia de#varios puntes de equilibrio y estudian su estabilidad.
Finalmente por medio de simulaciones numéricas, exhibén un ciclo limite estable.

gi (w, 2:9)/=

Por otra parte, en [1], los autores analizaron el modelo (1), bajo las hipotesis débiles de que
la razén de crecimiento de la presa, Rwh (w), es logistica, dasrespuestas funcionales f; y fo son
Holling tipo II, la respuesta funcional g;, que depende solo de la_presa w, es de tipo Holling II y las
respuestas funcionales g v g3 dependen solo de la presa y son de(tipo Hollling I (son de tipo Lotka-
Volterra). Los autores prueban que hay varios puntos de coexistencia y estudian su estabilidad.
Ademas, prueban que se da una bifurcacién de Hopf.

En nuestro trabajo estudiaremos la coexistencia de las especies de manera,méas general haciendo
posible que los resultados sean aplicables a una gran variedad de problemas’ independientemente
de la tasa de crecimiento de la presa P y de las respuestas funcionales involucradas en la interaccion
entre las especies.

También, en el presente trabajo de tesis, se establecen los resultados obtenides)en el aspecto
ecologico y matematico, que forman parte del articulo publicado en la AIMS [5].
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Significado ecoldgico

&rametms

Tasa de crecimiento intrinseco
de la presa P.

Constantes de eficiencia de los
depredadores MP1 y MP2 en la
conversion del recurso.

Constantes de eficiencia del
superdepredador en la
/\/conversién del recurso en la
z interaccion SP-P.

> Cons:: de eficiencia en las

€2y €3
- int iones SP-MP1 y
-MP2
b
di,dy y ds

Tasa de m(g: idad de los
depreda
superdepred .

Tabla 1: Significado de los parametros del Modelo (1)@
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MarcoTeodrico

Con el fingde ser més precisos en la motivacion para los resultados principales en este trabajo,
citamos alguneS.trabajos que han influido en el desarrollo de nuestra investigacion.

En el caso bidimensional, existe modelo precursor debido a Lotka—Volterra, la cual supone una
poblacion presa con erecimiento malthusiano y un depredador que perjudica directamente a la
presa en cada encuentro, medido por una respuesta funcional lineal f; (z) [0, 2, 1]. Este modelo ha
inspirado una clase desfmodelos tipo Gause que lo generalizan, donde una funcién suave positiva
hy (x) captura la tasa defecimiento de la presa y la respuesta funcional no necesariamente es
una funcion lineal; en este(Sentido, otros factores ecologicos pueden ser considerados, tales como la
saciedad del depredador y lasdefensa de la poblacion presa, etcétera, [7]; la expresion matematica
para este modelo es

d
= (@) = b2,
d
d_?z = c1fi(z)y — duy,

donde ¢; y d; son las constantes de eficiencia del depredador en la conversion del recurso = y la
tasa de mortalidad del depredador, #éspectivamente. Por otra parte, existen trabajos en los que se
abordan casos en los que interactiah-tres espeeies, modelados a través de sistemas de tres EDOs
para modelos tritroficos (la Figura 1 mugstra la ¢rahsferencia de energia) o interacciéon intragremial
(la Figura 2 muestra la transferencia de energia)."Para el caso de la interaccion intragremial, estos
tipos de modelos tienen la forma

dz

a = hl(x) - fl(x)y - gl(l‘)z7
d

7 = wh(@) —0:)z — dy
dz

I e191(x)z + e292(y)z — da2"

Este modelo considera la interaccion intragremial entre una presa’ (8, un depredador (MP) y
un superdepredador (SP), donde MP y SP son especialistas y las funcionés fy (x), g1 (z), g2 (z) son
respuestas funcionales para cada una de las interacciones P-MP, MP-SP y P=SP, respectivamente.
Maés atn, cuando el término g; (z) z no aparece en la primera y tercera ecuaciony, se recupera el caso
tritrofico. Aqui ¢, e1, e5 son las constantes de eficiencia del depredador en la eghyersion del recurso
x v dyi,ds son las tasas de mortalidad de los depredadores.

En [8] los autores estudiaron un modelo tritrofico (ver Figura 1) y garantizarémla coexistencia
de las especies probando la existencia de un ciclo limite estable que emerge de una hifurcacion de
Hopf.

En [9], los autores hicieron un analisis de un modelo tritrofico, encontrando condicighés en los
parametros para garantizar que el sistema diferencial exhibe una bifurcacion Bogdanov-Takens,
mas aun, en el caso de respuestas funcionales Holling, la coexistencia de las tres especies se obtuvo
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L Depredador LN ‘ Superdepredador

Figura)l: Diagrama del flujo de energia de un modelo tritréfico.

Presa

[

Depredador —_— Superdepredador

Figura 2: Diagrama del flujoyde energia de un modelo intragremial.

mediante la existencia de ciclos limite (esgables. Por otra parte, una gran variedad de modelos
intragremiales han sido estudiados en |10, 442, 13] asumiendo que el superdepredador se alimenta
de la presa. En estos trabajos, los atitores prueban la coexistencia de las especies garantizando la
existencia de conjuntos limite estables“por medio/de bifurcaciones de Hopf, Bautin y cero-Hopf.

Debido a la gran variedad de redestalimentarias que podemos encontrar en la naturaleza, ha
sido necesario incorporar modelos que involucren miaside tres especies, lo que ha hecho dificil llevar
a cabo un analisis matematico exhaustivo/con los mégedos usuales. Por ejemplo, en [14] se analizo
un modelo de red alimentaria intragremial efi ¢l cualvifiteractiian dos presas, un depredador y un
superdepredador (ver Figura 3). Los autores probaron lascoexistencia de las especies a través de
la existencia de conjuntos limite invariantes, mediante las bifurcaciones de Hopf y doble Hopf.
Motivados en estos trabajos analizamos un sistema de red alimentaria de cuatro especies en el que
se consideran ciertas premisas ecologicas.

- ‘ Superdepredador

AN

Figura 3: Diagrama del flujo de energia del modelo intragremial de cuatro €s;
pecies.
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Justifieacion

De acuerde con la literatura en ecologia y ecologia matematica, para el analisis y comprension
de interaccionés.de especies en ecosistemas acuaticos o terrestres, es factible considerar modelos
matematicos que volucren dos mesodepredadores, un superdepredador y una presa, cuyas inter-
acciones son gobermadas a través de respuestas funcionales que generalizan las de tipo Holling,
Crowley—Martin y Beddington—-DeAngelis.

En consecuencia, conSideramos que los resultados esperados en este trabajo, proveerdn un aporte
a la literatura derivado del.amélisis dindmico mas general para el sistema (1), generalizando los ya
obtenidos en los trabajos anteriormente mencionados. La principal tarea para establecer nuestros
resultados consiste en considerat que las respuestas funcionales son generales y que dependen de las
densidades poblacionales (w, x,y) .Fl enfoque principal que se usara es establecer condiciones en los
parametros y las respuestas funcionales para que el sistema diferencial exhiba una o méas bifurcacio-
nes como la de Hopf, de Bogdanov—Iakens, de cero-Hopf o bien Hopf-Hopf; y como consecuencia
de estos resultados que se obtengan sergarantizara la coexistencia de las cuatro especies. Ademas, la
novedad de nuestro trabajo es que los resultados teéricos seran enunciados para respuestas funciona-
les generales y, al considerar una tasa de‘erecimiento logistica para la presa, nos permitira explorar
una gran variedad de ejemplos que inyolucran aspectos ecologicos de gran relevancia (por ejemplo,
saciedad de los depredadores, interférencia emtrezdepredadores, defensa de la presa, competencia
entre los depredadores).

Pregunta de Investigaciéon

. Los modelos de tipo Gause son adecuados para describir la interaccion ecoldgica de poblaciones
consistentes de dos mesodredadores, un superdépredador {y una presa via ecuaciones diferenciales
ordinarias?

.En dichos modelos de tipo Gause se pueden determinar conditiones genéricas en los parametros
ecologicos y las respuestas funcionales para la aparicion de diferentes bifurcaciones de codimension

uno y codimension dos?

.Es posible formular aplicaciones plausibles o viable a través de Tespuestas funcionales que
generalicen las de tipo Holling, Crowley—Martin, Beddington—DeAngelis?

..Se puede garantizar la coexistencia de las cuatro poblaciones mediante la existéncia de conjuntos
invariantes diferentes a puntos de equilibrios y orbitas periédicas?

Hipoétesis y Supuesto

Para el modelo (1) se pueden establecer condiciones en los pardmetros y respuestas ftlicionales
que garanticen la existencia de bifurcaciones de Hopf, de Bogdanov—Takens, de cero-Hopf o bien
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Hopf-Hepf;yasimismo, es posible mostrar ejemplos introduciendo nuevas respuestas funcionales que
generalizant’ lag de tipo Holling, Crowley—Martin, Beddington—DeAngelis. Como consecuencia de los
resultados tedricos, se puede garantizar en los ejemplos la coexistencia de las cuatro poblaciones a
través de la exigtencia de conjuntos invariantes como puntos de equilibrio, orbitas perioédicas y toros
invariantes.

Objetivo General

Determinar condicionés.en los parametros ecolégicos y en las respuestas funciones involucradas
en el sistema de ecuacionesiiferenciales (1) que garanticen la coexistencia de las cuatro especies a
través de las diferentes bifurcagiones que el sistema pueda presentar.

Objetivos Especificos

1.

Comprender los conceptos y resultados basicos de la teoria local y la teoria de bifurcaciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

. Determinar condiciones sobre l@s parametros del sistema (1) que garanticen la existencia de

al menos un punto de equilibrio-hiperbélicos

. Analizar la dinamica local alrededor de los‘pumtos de equilibrio hiperbélicos.

Determinar condiciones sobre los paréietros del Sistema (1) que garanticen la existencia de
al menos un punto de equilibrio no hiperboélico.

. Analizar las posibles bifurcaciones en el sistema (1)g@lrededor de los puntos de equilibrio no

hiperbdlicos.

Determinar en casos concretos, la existencia de conjuntes w—limite que ejemplifiquen los
diferentes escenarios en los diagramas de bifurcacion.

Metodologia

Para alcanzar el objetivo de este trabajo se realiz6 lo siguiente:

1.

2.

Revision de los conceptos y resultados basicos de la teoria local y de bifuréaciones de ecua-
ciones diferenciales [15, 16, 17, 18, 19, 20].

Determinacion de condiciones sobre los parametros del sistema (1), que garantizavenla exis-
tencia de al menos un punto de equilibrio en ).
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. Analisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema (1) en €.

. Deterniindcion de condiciones sobre los parametros del sistema (1) que garantizaron la exis-
tencia de alamenos un punto de equilibrio no hiperbélico.

. Siguiendo las ideas usadas en [11, 12, 21, 10] se analiz6 y determinaron condiciones sobre los
parametros del sistema que garantizaron la existencia de ciclos limite estables a través de una
bifurcacion de Hopff'g, 19, 20].

. Se hizo un analisis sobré”los parametros del sistema para determinar condiciones que garanti-
zaron la existencia de ciclasAimite estables a través de una bifurcacién de Bogdanov—Takens,
esto de acuerdo a [9].

. Siguiendo las ideas usadas en [!1] se\hizo un estudio para determinar condiciones sobre los
parametros del sistema que garantizaron la existencia de conjuntos w-limite (ciclos limite es-
tables, toros invariantes) a trayés de una bifurcacion doble-Hopf [18, 19, 20].

. Aplicando las ideas en |13], se deferminaron’condiciones sobre los parametros del sistema que
garantizaron la existencia de conjuntos w-1imité (ciclos limite estables, toros invariantes) a
través de una bifurcacion cero-Hopf] médiante @sistencia computacional.



Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se presentan conceptos y resultados bésicos para el estudio de sistemas di-
namicos de ecuaciones diferenciales” ordinarias. Se aborda la teorfa local que permite describir el
comportamiento cualitativo de la”solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales. Posteriormente, se aborda la“teoria de bifurcaciéon para estudiar sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias que dependen”de un parametro y comprender el cambio en la estructura
cualitativa de la solucién de un sistema emun punto de equilibrio no hiperbélico a medida que el
parametro varia. Los resultados aqui expuestos estan basados en [19; 15, 18], por lo que el lector
interesado en profundizar en la teoriagpuede consultar estas referencias.

1.1. Teoria local de ecuaciones diferenciales ordinarias

En esta seccion se presenta la teoria bésiea de ecuaciones diferenciales ordinarias que sera usada
en capitulos posteriores. Todos estos resultadosiestan Basados en [15].

Sea E un subconjunto abierto de R™. ConSideremos_el _sistema de ecuaciones diferenciales no
lineales

x =f(x), (1.1)
donde f: £ — R".

Definiciéon 1.1. Suponga que f € C (E). Diremos que una funcion x (t) es una solucion del sistema
diferencial (1.1) en un intervalo I si x (t) es diferenciable en I y paragédot € I,x(t) € E y

x () =f(x(t)). (1.2)

Ademds, dado xo € E,x(t) es una solucion del problema de valor inicial
x =f

x=f(x), (1.3)

X (to) = Xp,

en el intervalo I sity € I,x(ty) =x0 yx(t) es una solucion del sistema diferencial\(1.1) en E.

Bajo ciertas condiciones sobre f, puede asegurarse que el sistema no lineal (1.1) tiew€ Solucion
x(t) y es unica, como lo enuncia el siguiente teorema, cuya demostracion puede encontfarse por
ejemplo en [15].
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Teorema 1.2 (Teorema de existencia y unicidad). Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene
a Xo y supbnga que £ € C' (E). Entonces existe un € > 0 tal que el problema de valor inicial (1.3)
tiene una séludion inica x (t) en el intervalo [—¢,¢€] .

Al conjunto de=soluciones x (¢) en el teorema anterior se conoce como el flujo del sistema (1.1),
el cual se define a-continuacion.

Definicion 1.3. Set _E' un subconjunto abierto de R" y £ € C' (E). Dado xo € E, sea ¢ (t,%o) la
solucion del problema deswalor inicial (1.3) definida en su intervalo mdximo de ezistencia I (Xo).
Entonces, para t € I (xq)g'el.conjunto de funciones ¢, definido por

¢ (x0) = ¢ (t,%0) , (1.4)

es llamado el flujo de la ecuacion”diferencial (1.1) o el flujo definido por la ecuacion diferencial
(1.1) el cual satisface:

a) ¢o (x0) = Xo,
b) s (1 (x0)) = P54t (Xo) ,para todo S,1E I (o),
c) ¢y (¢ (X0)) = &1 (0—y (X0)) =X0, para todo t € I (Xp) .

A ¢ también se le conoce como el flugo-del campo vectorial f(x). Esto da lugar a la siguiente
definicion.

Definiciéon 1.4. Un sistema dindmico en' BE#C R™ abierto, es una funcion ¢: R x E — E de clase
C! que cumple la condiciones a-c de la Defirficién 1.3.

Definicién 1.5. Sean E un subconjunto abierto de R". f € C'(E) y ¢;: E — E el flujo de la
ecuacion diferencial (1.1) definido para todo t € R. Diremossque un conjunto S C E es invariante
con respecto al flujo ¢y si ¢ (S) C S para todo t € R.

Pocos tipos de ecuaciones diferenciales pueden ser resueltasgénaliticamente (en términos de
funciones elementales), sin embargo, como veremos a continuacion,s8€\puede obtener informacion
relevante del comportamiento cualitativo local del sistema (1.1) cerea.de un punto de equilibrio

hiperbélico xy mediante el sistema lineal
x = Ax, (1.5)

cerca del origen, donde A = Df (x¢) . A la funcion lineal Ax = Df (x¢) x se leeonoce como la parte
lineal de f en x( y al sistema (1.5) con A = Df (x¢) se le llama la linealizacion_dél sistema (1.1).

Definicion 1.6. Un punto x¢ es un punto de equilibrio o un punto critico del_sistema (1.1) si
f (x9) = 0. Un punto de equilibrio xo es hiperbdlico si ninguno de los valores propio§ de la matriz
Df (xq) tiene parte real cero.
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Si wy_="u; + iv; es un vector propio generalizado de A en (1.5) correspondiente al valor propio
A; = a;j +4b; )se definen los subespacios estable, inestable y central de (1.5) como

E?® := Span{u;,v; : a; < 0},
E" := Span{u;,v; : a; > 0}, (1.6)
E¢ := Span{u;,v; : a; =0}.

A continuacién entméiamos uno de los resultados mas importantes de la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales(ordinarias. Este teorema muestra que cerca de un punto de equilibrio hi-
perbolico xg, el sistema noJdineal (1.1) tiene variedades estable e inestable S y U tangentes en x a
los subespacios E® y E" dél sistema linealizado (1.5) y ademéas S y U tienen la misma dimension
que E° y E"Y respectivamente;

Teorema 1.7 (Teorema de la Vafiedad Estable). Sean E un subconjunto abierto de R",f € C' (F)
y ¢r: E — E el flujo de la ecuacion diferencial (1.1). Suponga que £(0) = 0 y que Df (0) tiene
k walores propios con parte real negativa, y n — k valores propios con parte real positiva. Entonces
existe una variedad diferenciable S de”dumension k tangente al subespacio estable E® del sistema
lineal (1.5) en 0 tal que para todo t > 0,\oS) C S y para todo xy € S,

lim ¢; (xg) = 0;
t—o

y existe un variedad diferencial U de’dpmensionins= k tangente al subespacio inestable E" de (1.5)
en 0 tal que para todo t < 0, ¢, (U) y para todo x5+€ Us

liffL¢; (xo) =.0.
t——oo

Las variedades estable e inestable en el teoréma anteriérsse\conocen como las variedades estable e
inestable locales del sistema (1.1) en el origen. Asi también'sé definen variedades estable e inestable
globales del sistema no lineal (1.1) en el origen, haciendo que ptmtos en S corran hacia adelante y
elementos en U hacia atrés.

Definiciéon 1.8. Sea ¢, el flujo de la ecuacion diferencial (1.1). Las variedades estable e inestable
del sistema (1.1) en el origen, se definen por

WS(O) = U¢t (S) )

<0

wH(0) = o ),

t>0

(1.7)

respectivamente. Ademds, estas variedades son unicas, invariantes y cumplen quéypara todo X €
w(0)
tlggo@ (x0) = 0;
y para todo x € W*(0)
lim ¢, (xg) = 0.
t——o00



1.1 Teoria local de ecuaciones diferenciales ordinarias 4

El siguiénte teorema establece la existencia de una variedad central invariante WW¢(0) tangente
al subespa€io )¢ del sistema (1.5), en el origen.

Teorema 1.9 (Teorema de la Variedad Central). Sean E un subconjunto abierto de R™ que contiene
al origen, £ € C"(E), r>1y ¢: E — E el flujo de la ecuacion diferencial (1.1). Suponga que
£f(0) =0 y que Pf(Q) tiene k valores propios con parte real negativa, j valores propios con parte
real positiva y m = mw— k — j wvalores propios con parte real cero. Entonces existen variedades
central W*(0), estableVV¥°(0) e inestable W*(0), de dimension m, j, k, de clase C", tangentes a los
subespacios central, estable e inestables E¢, E* y E° del sistema (1.5), respectivamente. Ademds,
We(0),W?*(0) y W*(0) son.invariantes bajo el flujo ¢, del sistema (1.1).

Teorema 1.10 (Teorema defla Variedad Central local). Sean E un subconjunto abierto de R™ que
contiene al origen, f € C"(E) ] r >]1 y¢;: E — E el flujo de la ecuacion diferencial (1.1). Suponga
que £ (0) = 0 y que Df (0) tiené~Cwalores propios con parte real cero, s valores propios con parte
real negativa, donde ¢ + s = n. Entonices el sistema (1.1) puede ser escrito en la forma diagonal

%= Cx+F(x,y),

YS9y +G(xy),
donde (x,y) € R® x R*, C' es unamatrizs cuadrada con ¢ valores propios con parte real cero, S
es es una matriz cuadrada con s valores propios con parte real negativa y F (0) = G (0) = 0,

DF(0) = DG (0) = 0, mds atn, existed~> 0 ymna funcion h € C" (N5 (0)) que define la variedad
central local

Wie(0) = {(x,y) eREX R*:(y = h (x), | x[< 4}, (1.8)
con h (0) = 0, Dh (0) = 0; que satisface
Dh (x) [Cx+F (x,h (x))] — Sh(x) — G (x,h(x)) = 0.
para | X |< 0; y el flujo en la variedad W€(0) estd definido por el sistema de ecuaciones diferenciales
x=Cx+F(x,h(x)), (1.9)
para todo x € R® con | x |< 6.

Otro resultado fundamental en la teoria cualitativa de ecuaciones diferénciales es el Teorema
de Hartman-Grobman, el cual muestra que cerca de un punto de equilibrio liperbélico, el sistema
(1.1) tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal (1.5).

Definicién 1.11. Diremos que los sistemas de ecuaciones diferenciales autonomo§ (113) y (1.5) son
topologicamente equivalentes en una vecindad del origen o que poseen la misma estructura cualitativa
cerca del origen si existe un homeomorfismo H que lleva un conjunto U que contienefaljorigen en
un congunto V' que contiene al origen y que lleva trayectorias del sistema (1.1) en U a l@ayectorias
de (1.5) en V' y preserva sus orientaciones en el tiempo, esto es, si una trayectoria va d€ X, a X
en U entonces su imagen va de H(x1) a H(xz) en V.



1.1 Teoria local de ecuaciones diferenciales ordinarias 5

Teorema .12 (Hartman-Grobman). Sean E un subconjunto abierto de R"™ que contiene al origen,
feC(EY;n>1y ¢ E— E el flujo de la ecuacion diferencial (1.1). Suponga que f(0) =0 y
que A = DF(0) no tiene valores propios con parte real cero. Entonces existe un homeomorfismo H
de un conjuntofabierto U que contiene al origen sobre un conjunto abierto V que contiene al origen
tal que para cada’xy)en U, existe un intervalo Iy C R que contiene al cero, tal que para todo xo € U
ytely

H o ¢y(x0) = e H(x0); (1.10)

es decir H lleva trayectortas de (1.1) cerca del origen sobre trayectorias de (1.5) cerca del origen y
preserva la orientacion Yo parametrizacion en el tiempo.

1.1.1. Conjuntos limites

Para x¢ € E, la funcion ¢ (-, x5)* R — E define una curva solucion, trayectoria o una orbita del
sistema (1.1) que pasa por el punteXe € E, en el tiempo ¢t = 0, la cual se puede considerar como
el movimiento a lo largo de la curva

Iy, = {x&F: x=¢(t,x0),t € R}. (1.11)

Definicién 1.13. Sean p,q € E yA' = ¢(-,x) una trayectoria del sistema (1.1). p es un punto
w-limite de T si existe una sucesionfyz=> oo tal gue

lim ¢ (t,,%) = p,

N=>00

y q es un punto a-limite de I' si existe und sweesion $,~> —oo tal que

lim ¢t x) = q"
n—oo
A los conjuntos
w(l') ={p € F : p es un punto w-limite de I'},

a(l') ={p € E : p es un punto a-limitetde I'},

se les llama conjuntos w-limite y a-limite de I, respectivamente. Aleénjunto de todos los puntos
limite de I', w (I') U a (T") , se llama conjunto limite de T'.

Teorema 1.14. w (') y a (') son subconjuntos cerrados de E. Si ademds A estd contenido en un
subconjunto compacto de R"™, entonces w (I') y o (I') son subconjuntos no vaciosyconeros y compactos

de E.

Teorema 1.15. Si p es un punto w-limite de T' de (1.1), entonces todos los démdgs puntos de la
trayectoria ¢ (-, p) de (1.1) que pasa por p son también puntos w-limite de T'; esto es, si p € w (I')
entonces I'p, C w (I') . Similarmente si p € a (I') entonces I'y, C a(I) .

Notemos del teorema anterior que para todo p € w(I') entonces ¢;(p) € w(I)yfesto es,
¢t (w(T)) Cw(T). Por la Definicion 1.5 tenemos el siguiente resultado.
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Corolarion1.16. w(I') y a (") son invariantes con respecto al flujo de ¢, del sistema (1.1).

Un tipo_eSpecial de curva solucion del sistema (1.1) es aquella que se repite asimismo en el
tiempo.

Definicion 1.17:Un ciclo u orbita periddica del sistema (1.1) es cualquier curva cerrada que no
es un punto de equiltbrio de (1.1). Una drbita periddica I' es estable si para cada € > 0, existe una
vecindad U de T' talyque para todo x € U yt > 0,d (¢ (t,x),I') <e. ' es inestable si no es estable.
Por otra parte, es asingblicamente estable si es estable y para todo x en alguna vecindad U de I’

tli)md (p(t,x),I') =0.

Notese que los ciclos del'sistema (1.1) son soluciones periodicas dado que ¢ (-, %) define una
curva solucion cerrada si y solo,sipara t € R, ¢ (t +T,x0) = ¢ (t,%¢) para T > 0. Al T minimo
para el cual se tiene esta igualdadsSe le llama periodo de la orbita periodica ¢ (.,Xg) .

Definicion 1.18. Un ciclo limite " €syun ciclo del sistema (1.1) el cual es un conjunto o o w-limite
de una trayectoria de (1.1) diferente de'T™ Si un ciclo T' es el conjunto w-limite de cada trayectoria
en una vecindad I', entonces I' es un cidlow-limite o ciclo limite estable.

1.2. Teoria de bifurcaciéon

En esta seccion se estudia como el‘eomportamiefito cualitativo del sistema (1.1) cambia a me-
dida que cambiamos el campo f. Si el compertamiento.cualitativo permanece sin cambios para
todo campo cercano a f entonces el sistema (4,1) o eLeampo f es estructuralmente estable, de lo
contrario se dice que es estructuralmente inestable y entonces da lugar a las bifurcaciones. Primero,
presentamos el concepto de campo o sistema dindmico estriicturalmente estable. Esencialmente, se
dice que un campo f es estructuralmente estable si para cdalquier campo g cercano a f, se tiene
que los campos f y g son topoldgicamente equivalentes.

Definicién 1.19. Sea E CR" y f € C' (F). La norma C! de £ §é\define como
[£lly = supxeplf (x) | + supxep|| DF (%) |[;
donde | - | denota la norma euclidiana en R™ y || - || la norma de transformaciones lineales Df (x) .

Esta norma mide la distancia entre dos funciones en C! (E) . En el casosde que un subconjunto
K C FE es compacto entonces esta norma en K es convierte en

[£]ly = maxye x|f (x) | + maxyex || DF (%) || < oo.

Definicion 1.20. Sea E C R™. Un campo vectorial f se dice que es estructuralimente estable si
existe € > 0 tal que para todo g € C' (E) con

If — gl <e, (1.12)

f y g son topoldgicamente equivalentes en E.
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Comeg _s€¢ mencioné al principio, cuando un sistema no es estructuralmente estable, la estructura
cualitativa’del conjunto de soluciones del sistema cambia para campos muy cercanos a f. En esta
seccion se estudian varios tipos de bifurcaciones que ocurren en sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias

i =f(x p), (1.13)

que dependen de ufi parametro p € R, m = 1,2, x € R"; en un punto de equilibrio no hiperbdlico.
Se vera que las soluciones*del sistema cambian a medida que p pasa cierto valor p. Este valor gy
de p donde el sistemanores estructuralmente estable se le llama valor de bifurcacion. Este tipo de
bifurcaciones son llamadas’bifurcaciones locales ya que se enfocan en cambios que suceden cerca del
punto de equilibrio.

1.2.1. Bifurcacién de Hopf

A continuaciéon estudiamos unutipo_de bifurcaciéon que ocurre en un punto de equilibrio no
hiperbolico x¢ de un sistema diferencial

x =f(xya), xeR", aeckR, (1.14)

cuando la matriz Df(xg, ap) tiene unspar simple de valores propios imaginarios puros y ningin otro
valor propio (n—2 valores propios) con.parte real cero. Dado que Df(xg, ap) es invertible, el teorema
de la funcion implicita nos garantiza que-para cadara cercano a g existe un punto de equilibrio x,,
cerca de xg el cual varia cuando o cambia; gin embargo, si los valores propios de Df(x,, «) cruzan el
eje imaginario en a = g, entonces las dimefisiones e las variedades estables e inestables cambian
y el retrato fase cambiard cuando « pase el vator critico’de bifurcaciéon .

La bifurcacion de Hopf ocurre donde una‘érbita periddica surge cuando la estabilidad del punto
de equilibrio x, cambia. El siguiente teorema ‘caracteriza @€liando ocurre una bifurcacion de Hopf,
el lector interesado en profundizar en el tema puede consultasl9, 15, 22, 23].

Teorema 1.21. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales grdinarias autonomo (1.14). Sea
Xg un punto de equilibrio del sistema en o = g, suponga qué. _para todo o en una vecindad de
ap, el sistema tiene una familia de equilibrios x (o). Mds ain, supenga que la matriz jacobiana
My () := Df (x, ) tiene un par de valores propios complejos

)‘172 (X7 O./) =M <X7 O'/) +iw (Xa O./> )

tal que p(Xg, ) = 0, w (X0, ) = wo > 0, esto es, My, () tiene un pamr de valores propios
puramente imaginarios tiwg,wy > 0; también, ny valores propios con Re(Ng).< 0 y n, valores
propios con Re(\;) > 0, donde ng+ n, + 2 = n. Si las siguientes condiciones se_satisfacen

H].) ll (X(], Oéo) ?é 0,
H2) Onpt (%0, g) # 0,

donde 1y (x,) es el primer coeficiente de Lyapunov, el cual se calcula de acuerdo al"Apéndice
A.1. Entonces existe una familia de variedades invariantes suaves de dimension dos, WCC, cerca del
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origen, talque el sistema de dimension n restringido a Wf es de dimension dos y tiene la forma
normal

01 =By —y2 + oy (i +3)

_ (1.15)
Yo =1+ Bya + oo (v +93) s

donde (y1,15)" € R%, e R y o = sign 1 (x0, o) = £1.
Mas atn el sistema_de dimension n es topologicamente equivalente localmente en el origen a la
forma normal

=By —y2+ou (v +43),
Uo =1+ Bya + oz (v +43)
yo = -y’
Y=y,

donde o = sign Iy (2, ap) = 1 , (41, o)y ~e R2,y® € R™ y y" € R™.

Analisis del diagrama de bifurcacion

Ahora consideremos el sistema diferencial(1/15). El sistema tiene un punto de equilibrio en
xg = (0,0) para todo € R, cuya matrizyjacobiana en este punto esta dada por

- (B &1
A‘(l ﬂ)’

con valores propios A; o = £ 4. Tomando o =" —1 y considerando coordenadas polares, el sistema
(1.15) toma la forma

. 2
p=r Chtl (1.16)

0=1,
por lo que el sistema (1.15) puede ser analizado mediante (1.16)¢%l)eual se resuelve de forma
independiente para p y 6 dado que las ecuaciones estan desacopladag=~Notemos que la primera
ecuacion tiene un punto de equilibrio en p = 0 para todo valor de 5.'8i"3 < 0, entonces p < 0y
p(t) — 0, por lo que el punto de equilibrio xg = 0 es un foco estable del sistemta, (1.15), ademaés este
punto permanece estable para 8 = 0. Para 8 > 0 tenemos lo siguiente

= p > 0 para p > 0 pequeno y el punto de equilibrio xy es un foco inestableg
= para p suficientemente grande p < 0,

» existe pg = /B tal que p = 0; por lo que existe una orbita periodica (ciclo limite) estable
alrededor del punto de equilibrio zg, la cual es una circunferencia de radio py = /B,y en la
cual todas las orbitas tanto al interior o al exterior (excepto en el origen) del ciclo se aproximan
a este ciclo cuando t — oo.
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La dinadmied que presenta el sistema (1.16) se muestra en la Figura 1.1. Esta dinamica presenta una
bifurcacion”de Hopf.

El caso ton”g = 1 puede ser analizado de la misma manera que el caso anterior. En este caso
el sistema pregenta una bifurcacion de Hopf en § = 0, y contrario al caso anterior, se tiene la
existencia de ung€iclo limite inestable cuando g < 0, el cual desaparece cuando [ pasa de valores
negativos a positivesyver Figura 1.2. En este caso, cuando 5 # 0 el punto de equilibrio tiene la
misma estabilidad qué el caso anterior, es estable para < 0 e inestable para § > 0. Esta dinamica
corresponde a una bifuréacion de Hopf.

Como se puede notar, tenemos dos tipos de bifurcacion de Hopf. La bifurcaciéon considerando
o = —1 en el sistema (1.15)se llama supercritica pues el ciclo limite que surge lo hace para valores
positivos del parametro 3, ¥ ademas es estable. La bifurcaciéon considerando ¢ = 1 se conoce como
bifurcacion subcritica dado que el ciclo limite emerge para valores negativos de [3, y es inestable.

Y2 Y2 Y2

Y1 Y1

D

<0 =0 >0

Figura 1.1: Bifufca€ion de Hopf supercritica.’

Y2 Yo Y2

i <§§® Vi A v

B<0 B=0 >0

Figura 1.2: Bifurcacion de Hopf subcritica.!

Imagen tomada de http://www.scholarpedia.org/article/Andronov-Hopf_bifurcation
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Algunos _résultados necesarios

Los siguientes resultados nos permiten determinar, bajo ciertas hipotesis, la estabilidad de los
puntos de eduilibrio del sistema (1.14) mediante el criterio de Routh-Hurwitz, asi como también
una condicién Mécesaria para tener una bifurcacién de Hopf. Sea

Py =M+ A 0% + A% + A\ + Ay, (1.17)

el polinomio caracteristico.de la aproximacion lineal del sistema (1.14) en algtin punto de equilibrio

po. Definamos

Por otra parte, de la condicion d€ la bifurcacion de Hopf, es necesario que el polinomio caracteristico
P, se pueda factorizar de la siguiente forma

(A=) A — M) (M +w?), w>0, (1.19)

esto es, que se tenga dos valores propies imaginarios puros. El siguiente lema da un criterio para la
estabilidad y una condicién necesaria para.tener una bifurcacion de Hopf.

Lema 1.22 (Lema 2.1,[12]). St A; >0,i =\1,...,4, los siguientes enunciados se cumplen.
i) El punto de equilibrio py es localmente asintdlicamente estable si X < 0.

ii) Asuma que el Py se factoriza come.en_(1.19Y. Bhtonces sus raices son

— Ay FALA? — 4A; + 4w?
2 Y

tiw Yy A3pe=

[A
sty solo si X =0, donde w = 3,
Ay

La siguiente proposicién nos permite calcular la condicién de transversalidad H2 del Teorema
1.21.

Lema 1.23 (|19], pag. 190). Sea M (7) una matriz real de n x n que”depende del pardametro T y
que tiene un par de valores propios complejos £ (1) + iw (1) tal que & (7o) =0 y w (1) := wo > 0.
Entonces, la derivada de la parte real de los valores propios complejos estdsdado por

donde p,q € C" son vectores propios que satisfacen las condiciones de normalizacton,

M (1) q = iwpq, M (o) p = —iwop y P"-q=1.
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1.2.2.°_Bifurcaciéon de Bogdanov-Takens

En esta seccién se estudia la teoria referente a la bifurcacion de Bogdanov-Takens. Se sugiere al
lector interesadd en profundizar en dicha teorfa, consultar [19, 15, 22 18]

La bifurcactdn-de Bogdanov-Takens (BT) es un tipo de bifurcaciéon que ocurre en un punto
de equilibrio de una familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias que depende de dos
pardametros (codinlension dos), en el cual el punto de equilibrio tiene dos valores propios cero.
Ademés para valores'cerganos de los parametros, el sistema posee dos puntos de equilibrio, una silla
y un foco, que se unen y desaparecen por medio de una bifurcacion silla-nodo. Por otra parte, el
punto de equilibrio foco stfre una bifurcacién que genera un ciclo limite el cual se degenera en una
orbita homoclinica a la sillas¥_desaparece por una bifurcacién homoclinica.

Empecemos considerando fiuevamente el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (1.14)
con a € R? y ademas agreguemds-las siguiente condiciones:

1. en a = qq el sistema tiene un pinto de equilibrio x = x,

2. la linealizacion A = Dyf(xo, ap); tiene dos valores propios cero, A\; o = 0, donde Dyf es la
matriz jacobiana del campo f, y

3. los valores propios restantes tienen parte real distinta de cero.

En general tendremos que el punto de€guilibrio #£.es una raiz doble de la ecuacion f(x,ap) =0y el
parametro a = «q es el origen del plane.dejparametrds donde aparecen curvas de tres bifurcaciones
de codimensién uno:

= una curva de dos ramas de la bifurcacién silla-nodo,
= una curva de la bifurcacién Andronov-Hopf, y

= una curva de la bifurcacion homoclinica.

Teorema 1.24. Considere el sistema de ecuaciones diferencialesgordinarias autonomo (1.14). Sea
xo un punto de equilibrio del sistema en o = «g, suponga que para todo o en una vecindad de
ap, el sistema tiene una familia de equilibrios x (o). Mds aun, suponge, que la matriz jacobiana
My (o) := Df (x,«) tiene un par de valores propios cero, en X = X y & = ag; también, ns valores
propios con Re(\;) < 0 yn, valores propios con Re (\;) > 0, donde ng+n,+2"=< n. Si las siguientes
condiciones de no degeneracion se satisfacen

H1) a(0)b(0) # 0,
H2) la aplicacion (x, ) — (f(x, @), Tr(Dyf(x, «)), Det(Dxf(x, «))), es reqular en{X, a) = (Xo, ),

donde a(0) y b(0) son ciertos coeficientes cuadrdticos que se calculan usando las fofmulas en el
Apéndice A.2 y Tr y Det son la traza y el determinante de Dyf(x, «), respectivamente! Entonces
existe una familia de variedades invariantes suaves de dimension dos, WCC, cerca del origen, tal que
el sistema de dimension n restringido a WCC es de dimension dos y tiene la forma normal
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yl = Y2,
U2 = B+ Bt + Yt + 11y,

donde (Y, yg)T € R? (B, B2) € R? y i = signa(0)b(0) = 1.

(1.20)

Mds aun el sistemla\de dimension n es topoldogicamente equivalente localmente en el origen a la
forma normal

91:?/27

%z&t&m+ﬁ+wm, (1.21)
y =-Yy,

yu:ys7

donde y® € R™ yy" € R™.

Analisis del diagrama de bifurcacion

A continuacion, analizamos la dinamiea) del sistema (1.20), tomando g = —1. Notemos que un
punto p € R? es punto de equilibrio de este.sistema si cumple 3, = 0 y adicionalmente

B1 + B+ yi = 0. (1.22)

Por lo que el punto de equilibrio del sisteia (1.20) esta dado por p = <_ﬁ2 + 2ﬁ22 — 46 , O) .
Note que si p esta sobre la parébola

T = {(517@) 3522_4/3)1 :0}, (1.23)

entonces el sistema (1.20) exhibe una bifurcacion’silla-nodo (tafabién conocida como tangente, fold,

punto limite o turning point) dado que la parte lineal en el punto de equilibrio Fy = —%, 0)

tiene un valor propio cero. Por otra parte, al atravesar T de derecha’a izquierda se tiene la aparicion

_ /32 _ 4
de dos puntos de equilibrio E; 5 = < b F 2/82 b , O) .

Note también que el origen, esto es, el punto 8 = (f1,32) = (0,0), separa en dos ramas la
bifurcacion silla-nodo, a saber

T = {(61752) : 51 = }153752 < 0} y T_|_ = {(Bl,ﬁg) . ﬂl = }1622,52 > 0} s (124)

en el cual se tiene que para T_ la parte lineal en el punto E, tiene un valor propio,cero y uno
negativo y para 7', se tiene uno valor propio cero y uno positivo.

Ahora si consideramos el conjunto

H=1{(B1,5): fr=0,p <0} (1.25)
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En estewcorfjunto el sistema (1.20) presenta una bifurcacion de Andronov-Hopf supercritica que
genera unsciclo limite estable. Este ciclo limite existe cerca de H para 5, < 0. De hecho este
ciclo limite *sigiie siendo hiperbdlico y estable para valores de los parametros dentro de la regién
delimitada por/H.y por la curva suave

P = {(ﬁl,ﬁz) DO = —2%65 +0(B3), B2 < 0}, (1.26)

y ningin otro ciclo limite/existe fuera de esta region. Por otra parte, en P se origina una bifurcacion
homoclinica. Este analisis’hes da el diagrama de bifurcacion que se muestra en la Figura 1.3.

0 T

<O

@)
P 5 B, o
T
@< 2 @@\
H

©) @fH
Figura 1.3: Diagrama de Bifurcaciéon de Begdanov-Takens.?

El caso p = 1 se trata de manera similar al caso anterior mediante d@ sustitucion t — —t, yo —
—12. Esto no afecta la curva de la bifurcacion pero el ciclo limite que Se obtiene es inestable, esto
es, se tendra una bifurcacion de Hopf subcritica.

1.2.3. Bifurcacion Hopf-Hopf

Ahora se describe otro tipo de bifurcacién que ocurre en un punto de equilibtioyno hiperboélico
cuando una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias que dependen de dos parametros posee dos
pares de valores propios puramente imaginarios. Esta bifurcacion también es llamada bifurcacion
doble Hopf. El lector interesado en profundizar sobre la teoria puede consultar |19, 15, 22 18]

2Imagen tomada de http://www.scholarpedia.org/article/Bogdanov-Takens_bifurcation.
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TeoremaA.25. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo (1.14) con
r € R* n& Ha € R2%. Sea xg un punto de equilibrio del sistema en o = ay, suponga que para todo
a en una vécudad de o, el sistema tiene una familia de equilibrios x (o) . Mds ain, suponga que
la matriz jacobiana M, (o) := D f (x,«) tiene dos pares de valores propios complejos

Moz, o) = 1 (2, @) £iwy (T, @) , As4 (2, ) = po (T, @) £iws (2, @),

tal que 12 (o, ) = 0,12 (g, 00) > 0, esto es, My, (o) tiene dos pares de valores propios
puramente imaginarios’ Liw;, tiws, w; > 0, j = 1,2; también, ns valores propios con Re(\;) <0y
n,, valores propios con Re(X;) > 0, donde ns+n,+4 = n. Si las siguientes condiciones se satisfacen

HH].) k;w1 (Oé()) 7é lLUQ (Oéo) s k',l € Z+7k? +1 S 3,
HH2) la aplicacion ¢: R? — R? definida por 1) (o) = (Reh; (a), Reds () es reqular en ay,

HH3) 6111(040) = Re GQlOO(a0> # 0, a12(060) = Re G1011(040) # 0,
as (ag) = Re Hipip(aw) # 0, @nlag) = Re Hypoi () # 0,
donde Gaipo () , G1o11 (o), Hi110 (), Hegoe1 (o) se calculan de acuerdo al Apéndice A.3, entonces

el sistema (1.14) (restringido a la variedad ceptral) es localmente orbitalmente equivalente cerca del
origen a la forma normal polar

=1

2

( + aw (8)r7 + th2dB) 7"%) +0 ((r% —1—1“3)2) ,
(B2 + as1 (B)r3 4 a3 (8)03) —i—O((rf—i—rg) >
1 =w (B)+ O (r; ¥13),

2 =ws (B) 4+ O (r; + 75"

-2 ) (1.27)

Analisis del diagrama de bifurcacién

Como podemos observar, el diagrama de bifurcacion de la forma normal depende de los términos
O (+). Sin embargo, se pueden analizar ciertas caracteristicas de €ste mediante la forma truncada
de la forma normal (1.27), es decir, sin los términos de orden superiér,)@ (-) . Notemos que las dos
ultimas ecuaciones en (1.27) describen rotaciones con velocidades angulates wq, ws, respectivamente,
y no influyen en la forma del diagrama de bifurcaciéon; por lo que este'se puede analizar mediante
el sistema de amplitudes

1 =11 (51 + an (B) 17 + a12 (B) T;) ;

1.28
To =T (52+6L21 (B) 77 + axn (8) T;) . (1:28)
Con esto, tenemos que:

= el punto (ry,75) = (0,0) es punto de equilibrio del sistema (1.28), y corresponde atun’equilibrio
en el origen del sistema (1.14),

» equilibrios de la forma (r1,0) y (0,72) del sistema (1.28) corresponden a ciclos limite de (1.14),
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» equilibrios con r;o > 0 de (1.28), corresponden a toros de dimensién dos para el sistema

(1.149,
= ciclos limife en (1.28) corresponden a toros de dimension tres del sistema (1.14) .

Ademas la estabilidad de cada uno de los conjuntos invariantes de (1.14) estara determinada por el
sistema (1.28).

En general, se tendzdn dos casos del diagrama de bifurcaciéon a ser considerados dependiendo si
a1, Gz tienen el mismolsign® o no, de los cuales se derivan varios subcasos dependiendo del valor
de 0 y 9, donde

0 := @, 5= (1.29)
22 a11

Caso simple

Consideremos que
a11022¢> 0 y a11a29 — arpas; # 0.

En este caso, el punto ¢, = (0,0) es punte de\equilibrio del sistema (1.28), para todo ;2. También
los puntos €; = (1,0),€e3 = (0, 52) sen puntos de equilibrios del sistema (1.28) que se bifurcan o
dividen en dos lineas de bifurcacion

Hy = {(B1, B2) :(Bal= 0} 4 Hy = {(B1, B2) : B = 0},

respectivamente. Atn maés, existe en una vegindad pegfieiia del espacio fase para || || pequeno, otro

punto de equilibrio
0 o
o= (22 + O, "R 0151 )

el cual coincide con uno de los puntos de equilibrio anteriores y“desaparece en las curvas
Ty ={(B1,32) : Bo =082+ O(53), Bo>0} y To={(B1,5) : Br= 3B1 + O(B}), B1 >0} .

En estas regiones, el comportamiento dinamico del sistema (1.28) ser@‘\diferente, de acuerdo a lo
siguiente:

I.6>0,0>0, 60 >1, IV. 6 <0, 6 <0, 66 <1,
II. 6 >0, 6 >0, 66 <1,
III. 4 >0, § <0, V. 0<0, <0, 0§ >1.

En este caso simple el sistema (1.28) no tiene ciclos limite.
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Caso difieil

Consideremos que

apnaz <0, ajjazp — ajza 7’é 0y an 7’é 12, Q21 7’é az2.

En este caso, los puntos (—31,0) y (0, 82) son puntos de equilibrios del sistema (1.28), para todo
B1.2, que se bifurcan o dividen en las dos lineas de bifurcacion H; y Hs, respectivamente. Atn mas,
existe en una vecindad pequéna del espacio fase para ||| pequeno, otro punto de equilibrio

_ 5B, —
o S0 + OB 2= + OIS ).

siempre que las coordenadas seanspositivas, el cual coincide con uno de los puntos de equilibrio
anteriores y desaparece en las curvas

Ty = {(51,52) b1 =008+ O(53), B2 > 0} y Tr = {(51752) By =05+ O(B), Bi < O}-

En este punto €3 puede ocurrir una bifurcaeién en la que surgen ciclos limite. Tal bifurcaciéon se da
en la curva

0~ 1
0 —.1

C = {(51,52) (P = — Br + OUBI?), 81— 08>0, 681 — o > 0} . (1.30)

En estas regiones, el comportamiento dindmtico del sistema (1.28) seré diferente, de acuerdo a los
siguientes casos (ver Figura 1.4(c))

I.>1, 0>1, IV. 0 > 040 <0,
II. 6 >1, 6 <1, 66 > 1, V. 0<0,630, 606 <1,
1. >0, >0, 86 <1 VI. <0, 6 <005 > 1.

Dependiendo del caso que se tenga, se tendrd un diagrama de bifutcacion distinto. En el caso
dificil, los diferentes tipos de diagramas de bifurcaciéon y dinamicas que se‘obtendran se pueden
observar en la Figura 1.4.

En particular, en este trabajo se encontraron condiciones sufucientes que gaxantizan que se tenga
el caso VI (ver Capitulo 4).

1.2.4. Bifurcacién Cero-Hopf

Los resultados de esta seccion estan basados en [19, 15, 22, 18], por lo que se recomienda’ consultar
dichas referencias.

3Imagenes tomadas de [19]
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(c) Regiones en el plano 6 — 4, caso dificil. 6

Figura 1.4: Diagrama de bifurcacion del sistema (1.28). Caso dificil.” O

Este tipo de bifurcacién ocurre en un punto de equilibrio no hiperboélico de una familia de
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ecuacionesdiferenciales ordinarias que depende de un parametro o € R?, en que la parte lineal del
sistema (er un valor particular de «) tiene un par de valores propios puramente imaginarios y otro
cero. En cofisecuencia, existe una variedad central tridimensional en la cual nuestro sistema puede
experimentar dinamicas distintas, tales como una bifurcaciéon de Hopf, la existencia de cero, uno o
dos puntos de equilibro, una bifurcacion toro, la existencia de caos, entre otros. Esta bifurcacion
esta caracterizada pow, el siguiente teorema.

Teorema 1.26. Consideremos que el sistema diferencial (1.14) con o € R? cumple lo siguiente:
cl) en o = «aq el sistema’ tiene un punto de equilibrio x = X,
c2) la linealizacion A = Dyf(Xg, ), tiene valores propios Ay = 0, Ay 3 = %iw, donde w > 0,
c3) los valores propios restantes tienen parte real distinta de cero.

Adicionalmente, si las siguientes condiciones de no degeneracion se tienen:

ZH1) B(a)C(ag)E(ag) # 0,

ZH2) la aplicacion (x,a) — (f(x, a), Tr(fg(x))), det(fx(x, @))) es reqular en (x, @) = (Xo, ),

ZH3) 0 = 0(ao) := "5aHe # 0,

donde B(w),C(), E(ag) y Hi1o se calculan conlas formulas del Apéndice A.4. Entonces el siste-
ma (1.14) es orbitalmente topoldgicamentelequivalénteva la forma normal en coordenadas cilindricas

(p, @, Q):
£ =B+ &+ sp0((€ +0Y)?),
p=p(Ba+0(B)EEE) + O((EH p*)?), (1.31)
p=w+01(B)E+ 0+ p?),

donde s = sign B(ap)C(ag) = £1.

Analisis del diagrama de bifurcacion

Notemos que la dindmica que presentara la forma normal depende de 16s términos O (-). Sin
embargo, sus caracteristicas esenciales se pueden analizar mediante la fomfia truncada de (1.31),
es decir, sin los términos de orden superior, O (). Observemos que la tltima Jecuacion en (1.31)
describe una rotaciéon que no influye en la forma del diagrama de bifurcaciénspor lo que basta
analizar el sistema planar para (, p)

£=p+E+sp”,
p=p(Be+0(B)E +2) .

Dependiendo de los signos de 6 y s se tendran los siguientes casos:

(1.32)
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I s=160(0) >0, II. s=1, 6(0) <0,
IL 5= —1/0(0) <0, IV. s = —1, 6(0) > 0.

En cada une~de estos casos, el sistema (1.32) en una pequena vecindad del origen puede tener
cero o tres puntos ‘de_equilibrio. Para p = 0 existen dos puntos de equilibrio

Eio = (&2,0) = (i —51,0> , B <0,

sobre la linea
S ={(B1,52) : B1 = 0}.

Esta linea es dividida por elsptinto § = 0 en dos ramas, S+ y S_, correspondientes a f5 > 0y
Ba < 0, respectivamente. Al cruzar”.S, surge un nodo inestable y una silla, mientras que al pasar
por S_ surgen un nodo estable y tinassilla.

Un punto de equilibrio no trivial

Es = <—&+ (B2) \/——"‘52 0(53));

puede surgir de F; 6 E5 sobre la curvasde bifureacion

= {(51,52) O = —& + 0 (53)}

Si sf > 0 este punto es una silla, mientras que serd un fiodo si se tiene la desigualdad opuesta.

Por otra parte, si s@ < 0 el punto Ej3 tiene, dos valores/propios puramente imaginarios para
valores de parametros que pertenecen a la linea

T ={(B1,B2) : 2= 0,08, > 0}¢

El sitema (1.32) experimenta una bifurcacion de Hopf cuando atrafiesa®T, por lo que aparece un
ciclo limite que es inestable si s = 1y 6 < 0 y coexiste con los dos equilibrios Ej 5, los cuales son
sillas. Por el contrario, este ciclo limite es estable si s = —1 y # > 0 cuando no hay equilibrios con
p = 0. También existe una curva de bifurcacién J en § = 0, en la cual el ciclelimite toca la frontera
de esta region.

Con lo anterior, se obtiene la siguiente dinamica para el sistema (1.31) sin considerar los términos
o(.):

= los puntos de equilibrio £} 5 del sistema (1.32) corresponden a puntos de equilibrio.del sistema

(1.31),

» el punto Ej5 del sistema (1.32) corresponde a ciclos limite de (1.31),
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» ciclos”limite en (1.32) corresponden a toros invariantes del sistema (1.31) cuya estabilidad es
la miSma que Ejs.

Con todo esterse tienen las siguiente dindmica para el sistema (1.14) dependiendo del signo de
sy 0 en (1.32):
I. s=1, 6(0) >0, bifurcacion de Hopf subcritica y no exitiran toros;
II. s=-1, 6(0) < 0;bifurcacion de Hopf subcritica y no exiten toros;

III. s =1, 6(0) < 0, bifurcaciones de Hopf supercritica y subcritica, ademas existen toros que desaparecen
via una destruccion heteroeelinica;

IV. s = —1, 6(0) > 0, bifurcaciones de Hopf supercritica y subcritica, ademas existen toros que desapa-
recen via una explosion.

En particular, en este trabajo obtityimos las condiciones necesarias que nos permitieron estar
en los casos III y IV, cuyos diagramas de-bifurcacion estan dados en la Figura 1.5.

D/ VPR ®
v T =2 T, e

® BNC i ® %,
o\, e
@ 0 B

i - RN "2
N DU

(a

Figura 1.5: Diagrama de bifurcacion del sistema (1.32): (a) Caso IIL k) Caso IV.*

4Iméagenes tomadas de [19].



Capitulo 2
Bifurcaciéon de Hopf para un modelo de
cuatro especies

En el apartado 1.2.1 del capitulo.1 se desarrolld la teoria necesaria para el analisis dinamico
del sistema de ecuaciones diferencialed\(1). Por lo que el proposito de este capitulo es analizar el
sistema 4-dimensional (1) con el fin dé encontrar condiciones sobre los parametros del sistema que
puedan garantizar la existencia de ciclos lithite estables a través de la bifurcacion de Hopf, y con ello
la coexistencia de las cuatro especies invelucradas. Mostramos resultados generales que se pueden
aplicar a una gran variedad de respuestas funcionales, de los cuales se presentan algunos ejemplos
en la seccion 2.3. Los calculos se han hecho cenr€lsoftware Mathematica.

2.1. Puntos de equilibrie-y su estabilidad

Para comenzar con el analisis del sistemad (1), debemesiencontrar los puntos de equilibrio resol-
viendo el sistema algebraico

Rywh (w) — f1(w)x — fo(w)y — g1 (@0, B, y) 2 =0,
z(erfr (w) —dy) — g2 (w,,y) 2 =Y, (2.1)
y (cafa (w) —d2) — g3 (w,2,y) 2 .
Z (elgl (wa z, y) + €242 (wv z, y) + €33g3 (wv z, y) - d3) = 07

y posteriormente analizamos su estabilidad mediante el criterio de RuthsHurwitz del Lema 1.22. El
siguiente resultado nos proporciona un criterio para la existencia de puntos de,equilibrio del sistema
(1), cuyas entradas son positivas, garantizando la existencia de al menos un pumto de equilibrio para
el sistema en el interior de ().

Proposicion 2.1. Seap = (wo, To, Yo, 20) un punto en . Si los parametros del sigtema (1) satisfacen

Ry — zof1 (wo) + yof2 (wo) + 2091 (wo, o, Yo) o — dizo + 2092(wo, 0, Yo) (2.2)
woh (wo) ’ 20.f1 (wo) ’
dayo + 2093(wo, o, Yo
cy = ( ) y d3 = e1g1 (wo, To, Yo) + €292 (wo, To, Yo) + €393 (wo, To, Yo)"

Yo f2 (wo)

entonces el punto p es un punto de equilibrio del sistema (1).

21
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Demostracion. Con el fin de encontrar los puntos de equilibrio del sistema (1) debemos resolver el
sistema algebraico (2.1). En efecto, resolvemos la primera ecuacion en términos de R, la segunda
ecuacion en“términos de ¢y, la tercera en términos de ¢y y la cuarta en términos de ds; con lo cual
se obtiene el resultado. |

Observacion 2.2." A partir de ahora, con el fin de garantizar la positividad de los pardmetros del
sistema y hacer el anglisis dindmico del sistema mds sencillo, asumimos que las condiciones del
Apéndice B.1 se cumplem.

El siguiente lema nossda_condiciones para que un punto de equilibrio p € 2 sea localmente
asintoticamente estable.

Proposicion 2.3. Suponga qgue las_condiciones en la Proposicion 2.1 se tienen,

33 f2(10yo)

do = —yn 510 = es = 2.3
S I N ) 23)
ey = 121 f5(10yo) Y 20 — Yo.f2(10yo)
120091 (10y¢, 60, Yo) Dwg1(10y0, 6Y0, o)’
386660234y, f2'(10
ydy > dyy = 12203§§;é Yo) / Entonces, p.es un punto de equilibrio localmente asintotica-

mente estable del sistema (1).

Demostracion. Como las condiciones de la/Proposiciont (2.1) y del Apéndice B.1 se tienen y ademas
dy, e1,e9,€3 y zo satisfacen (2.3), entonces lamatriz jacebiana, J (p), asociada a la aproximacion
lineal del sistema (1) en p esta dada por

—235
—8y0f5(10y0) 5 y0£5(10y0) —15y0 f5(10yg) —20y00wg1 (10y0, 6y0, Yo)
3 ’ 1 ’ 3 !’
I (4d1 + 5y0 5 (10y0)) 5v0/5(10y0) v0f5(1040) —6y0uw91 (10y0, 60, Y0)
Tp = N o £5(100) L o 74 (10y0) 2 yo£5(1040) duwar (1090, 630, 50) | (24)
200 Y0 /2(10%0 22 V0 72(10v0 5 ¥0f2(10%0 y09wg1 (10y0, 6y0, Yo
/7 2 /7 2 ’ 2
37y0.f3(10y0) 11yo f5(10y0) 157y f5(10y0) o
16000w g1 (10y0, 6y0,y0)  240wg1 (10y0, 6y0, yo) 800w g1 (10y0, 6y0, yo)

Entonces se tiene que el polinomio caracteristico estd dado por

pol (/\) = A01A4 + AH)\S + Agl)\z + A31A + A41, donde

1
A = Tyof2'(10y0), A2 = @yoﬁl(loyo) (940d; + 671yo f2' (10yo)) (2.5)

99 yo® f2' (10y0)? (632227yo f2' (10y0) — 197860d, )
As1 = —yo3 fo' (10y0)2, A = .
81 = g00%0 f2' (10y0)?, An 19800
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Por lo queaciendo

b)) (d1> - A112A41 - A11A21A31 + A312

(2.6)
Y5 f5(10y0)° (386660234, f5(10ye) — 1220035254, )
B 160000 ‘
De lo anterior se obtiene.que X (d;) <0, y A;; >0, i=1,...,4, siempre que
38666023410 f2'(10yo)
dy > dy = )
Lo 122003525
La prueba se sigue del Lema(1.22%7). <

2.2. Condiciones necesarias para una bifurcaciéon de Hopf

Asumiendo que las condiciones englas Proposicion 2.1 y (2.3) son validas, consideraremos el
sistema (1) como un sistema dindmico ¢ontinuo dependiente de un parametro con respecto a dj.
Los siguientes lemas nos proporcionan dos.de\las condiciones necesarias para tener una bifurcacion
de Hopf. La primera nos proporcionaslas expresiones para los valores propios del polinomio asociado
al sistema, y la segunda nos garantiza-gue lacondicion de transversalidad se tiene.

Lema 2.4. Si las condiciones de la Proposicion @. Ly (2.3) se tienen, entonces haciendo dy = dyo,
la aproximacion lineal del sistema (1) empeT,, tiene’valores propios

. 7y 1. [588151373
)\172 = :i:zw, )\3,4 = <—§ += Z_ll M) yofgl(loyo),
99
donde w = 4/ ‘(1 .
onae w 5600?/0f2 (10yo)

Demostracion. De la demostracion del Lema 2.3 se tiene que el*polinomio caracteristico asociado
a la aproximacion lineal del sistema (1) esta dado por (2.5) y X (dy)"eomo en (2.6). De lo que se

tiene que X (dy) = 0, si d; = dyo La prueba se sigue del Lema 1.22 i7)s <

Lema 2.5. Si las hipdtesis del Lema 2./ se satisfacen, entonces la condicionnde transversalidad se
ORe (A

tiene: Ofe (M) (dyo) # 0.

0d,

Demostracion. La aproximacion lineal, 7, (dy) , del sistema (1) en el punto de equilibrio p esta dada
en la ecuacion (2.4) del Lema 2.4, la cual tiene dos valores propios puramente imaginarios cuando
dy = dyo. Ademas, tenemos que

0 000
0T, [ & 000
aTzl(dlo)— 0 000

0 000
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Por otrasParte, un par de vectores propios de 7, (dio) v (J, (dio))" correspondientes a los valores
propios iwg y)—iwy, respectivamente, estan dados en el Apéndice B.2. Haciendo uso del Lema 1.23
y con ayuda del software Mathematica calculamos la derivada de la parte real de A; o, lo cual nos
da la condicién’de transversalidad:

5418985509878858378378248102892093750 f2' (10y0)2
r1 (3400000481284371048,,91 (1040, 60, o) + r2.f2' (10y0)?)”

8Re ()\172)

odq (tho) = -

donde
r1 =7924207462928967691929 1y ry = 6527530581280625.

<

Observacion 2.6. Ahora podemos enunciar el resultado principal de este capitulo, para esto hace-
mos las siguientes observaciones:

» Los resultados obtenidos en losdemas 2.4 y 2.5 nos dan condiciones necesarias para tener
una bifurcacion de Hopf, a saber, la. existencia de dos valores propios imaginarios puros iy
la condicion de transversalidad. Porvotra parte, de las hipdtesis del Lema 2.5, con ayuda del
software Mathematica, se calculg el Frimer coeficiente de Lyapunov, | (p,dyo) para el sistema
(1) usando la formula del Apéndice A.1, pero dado que la expresion que se obtuvo es muy
grande se ha decidido no incluwla en este trabajo. Sin embargo se mostrardn expresiones
explicitas en los ejemplos.

» El Teorema de Andronov-Hopf, Teorema*1.21 \nes\permite concluir que sil (p,dyo) es distinto
de cero entonces el sistema (1) presentayuna bifdreacion de Hopf, la cual es supercritica si
[ (p,dio) <0y es subcritica sil(p,dig) S0

Asi, como consecuencia de las observaciones anteriores,*ehunciamos el siguiente resultado.

Teorema 2.7 (Resultado principal). Si las condiciones del Lema 2.4 se tienen y l(p,dip) # 0,
entonces el sistema (1) exhibe una bifurcacion de Hopf en p con tespecto al pardmetro dy y valor de
bifurcacion dyg.

2.3. Ejemplos

En esta secciéon mostraremos como el Teorema 2.7 y su demostraciongsgyaplican en ciertos
ejemplos para garantizar la coexistencia de las cuatro poblaciones. Considerando el sistema (1),
precisamos las siguientes hipotesis que ayudan a proveer ejemplos interesantes:

= El recurso tiene una tasa de crecimiento logistico, esto es, la funcion de crecinmiiento intrinsico

de la presa esta dado por Rywh (w) = Rjw (1 - kﬂ) , donde k; es la capacidad‘de.carga del
1

recurso o presa.
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= Lag réspuestas funcionales f, fo son de tipo Holling II 6 IV, la cual mide la saciedad o la
defensa’de la poblacion presa.

= Con las premisas anteriores, proponemos los siguientes casos de acuerdo al tipo de respuestas
funcionales que g1 (w, x,y), go(w, x,y) y gs3(w, z,y) puedan ser:

i) Caso H1: Los depredadores y el superdepredador experimentan saciedad e interferencia,
medidas aravés de respuestas funcionales de tipo Holling II generalizadas (Falconi et
al. [24] and cfe3)).

ii) Caso H2: La‘peblacion de presas tiene defensa, los depredadores y el superdepredador
experimentan defemsa e interferencia, todos a través de respuestas funcionales de tipo
Holling II o IV generalizadas (ver Falconi et al. [21], Maghool et al. [25] y cf. [3]).

iii) Caso H3: La poblaciéride presas tiene defensa, los depredadores experimentan defensa,
interferencia o competeneia, todos a través de respuestas funcionales de tipo Holling IV
generalizadas (ver Falconi et'al. [24], Maghool et al. [25]).

2.3.1. Caso H1: Saciedad e intérferencia entre depredadores

En este caso las respuestas funcienales son:

a1x ax aw
xr) = ) ) = ) w, T, = ?
hi(@) by + A by + 2 91w, e,y) Bi 4+ yiw + 612 + miy
QT azy
gz(w,x,y) = ) 93(w7m7y)

Bo + Yow + dox + 12y B3 +y3w + Sz + 13y

Con estas respuestas funcionales, el sistema (1) tendra nueyos parametros. Asi que con el fin de que
se cumplan las condiciones del Apéndice B.1, haeemos lasSiguientes asignaciones de parametros

wo = 10yo,  xo = 6yo, k1 = 20yo, b1 = by = 10y,
az = a1 o2 = 015 a3 = o1l "= %
’ 201 201 5y0
B A e
10y’ 10yo’ 6o’ 3yo’
5u B3 25 2P 4P
3_37a m=—, m=—-—, ny=—.:

Yo Yo Yo Yo

Todas estas asignaciones de parametros permiten verificar el Teorema 2.7, a sabeér:

» Existencia de un punto de equilibrio positivo: las condiciones sobre los parametros en la
Proposiciéon 2.1 se satisfacen y estan dadas por:
4aq 1 Lcil 43 163a,

Rzi = — s = — = .
1= 5 950 0 2T 900 Y BT 800
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Elcriterio para la estabilidad del punto de equilibrio se tiene y las hipotesis en la Proposicion
1.2248e gonvierten en:
33&1 (1161 121&1,61 alﬁl 193330117@1
dy # er = , €= g, €3 = = oo
255001 300y001 2550t 2440070500

400 ’

El punto de equilibrio y el valor de bifurcacion: de la Proposicion 2.3

© 2440070500

50[1

2411 193330117a;
b= 10y076y07y07 10 = S nmmnenn

Condicién necesaria para.tener una bifurcacion de Hopf: Si d; = dyg, el Lema 2.4 implica que

7 1 . [588151373 3 /11
Ay = i Nad = [ =0 gy [ 22020000 LA
12 = o Y a3 ( 80 — 160"V “3485815 ) @90 =gno V) 14M

aRe ()\1’2)
Ody

216759420395454335135129924115683750a1 251 2
7921207462928967691929 (261101223251225@12512 + 8500001203210927604123/02) '

(dl()) es

La condicion de transversalidad: déh Lema 2.5

El primer coeficiente de Lyapunot: De actderdo a la formula del Apéndice A.1 tenemos

7
(0} EOQQ

o (261101223251225a,12412+-850000120321092761 2y 2)

l(p7 le) = -

o1 = 2462969600067176324817975122466824746804400998932741257486031563409068557;

02 = 5266887417496056710057826260555524511920829633287830408.

De los resultados anteriores, tenemos una bifurcaciéon de Hopf supercritica y por lo tanto la exis-
tencia de un ciclo limite estable, lo cual en consecuencia nos garantiza la¢oexistencia de las cuatro
poblaciones.

2.3.2. Caso H2: Defensa en la especie depredada e interferencia de los
depredadores

Las respuestas funcionales para este caso estan dadas por:
fi(@) fa(@)

T
B2 + yow + G222 + N2y

a1 x
N by + 22’

asT
a by + 22’

o aqw
B1+mnw? + 61z +my’
_ a3y
B3 + 3w + d3x + 13y>

g1(w,z,y)

) 93(wa .%,y)

g2(w,z,y) =
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Con'estés respuestas funcionales, el sistema (1) tendra nuevos parametros. Asi que con el fin de
que se cumplan las condiciones del Apéndice B.1 hacemos las siguientes asignaciones de pardmetros

wo = 10yo,  xo = 6yo, ki =20yo, by = by = 300yg,
ap = ag Qg = bony, a3 = b1 "= 3751
’ 6(51 ’ 2(51 ’ 25y0 ’
Bi = 18yod1, B2 =30yoy2, B3 =30yoy3, o2 = %,
03 = %7 m=1201,  n2 =20y, 3= s
3 Yo
Todas estés asignaciones.dé parametros permiten verificar el Teorema 2.7, obteniendo lo siguiente:

» Existencia de un punte“de equilibrio positivo: las condiciones de parametros en la Proposicion
2.1 estan dadas por:
a9 1 4Od1y0 43 163&2

R = = = = .
DT I 16000y,

Cl—% a2 ) 02—% 3

El criterio para la estabilidad delpunto de equilibrio se tiene y las hipotesis en la Proposicion
1.22 se convierten en:
33(12 o 3(1251 _ 121(1251 3a2(51

- = 22N — 2w N
8000y0° 1T 250y0ar=" T 1000gocs’ 0 250ypay 0 L7 4O

2

El punto de equilibrio y el valor de bifureacion: de la Proposicion 2.3

( 3a251> 193330117a9
b= 10

10yo,(6 28 ~ 18801410000y,
Yo:0%0: o, 58 48801410000y0

Condicién necesaria para tener una bifurcacion(de Hopf: Si d; = dyg, el Lema 2.4 implica que

7% A (538151373
—— i =] a2
2 4 3485815 3 11
8000 Y07 16000 V 14
aRe()qz)
od,

_ 8670376815806173405405196964627350a:201>
880134162547663076881(340000048128437104y0201 2 + 93996440370441a225,%)

M2 ==Ziwg y A34= as.

= La condicion de transversalidad: del Lema 2.5 (dyp) es

= El primer coeficiente de Lyapunov: De acuerdo a la férmula del Apéndice A.1 tenemos

7 2
—
1\ 99!

o2 (9399644037044 1a2281 % + 340000048128437104a1 2y2) ’

1 (po,di0) = —

o1 = 649948627352984750779096160569506149815372011870035421638445940200357 1474
o2 = 16255825362642150339684648952331865777533424794098242.

Con lo anterior, tenemos una bifurcacion de Hopf supercritica y por lo tanto la existentia de un
ciclo limite estable, lo cual en consecuencia nos garantiza la coexistencia de las cuatro poblaciones.
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2.3.3.\_€aso H3: Defensa, competencia e interferencia en la especie de-

predada
Las respuesta funcionales para este tercer caso estan dadas por:
arxr asx aqw
T)= "5, )= 17—""5, w, T, = )
L) by + 22 fa(@) by + 22 9 v) b1+ nw? + 6122 + my
Qo asy
92(w,$,y) ) 93(w7xay) =

B2 + Yow + ox2 + noy?’ Bs + 3w + 3 + n3y?

Con estas respuestas fungionales, el sistema (1) tendra nuevos parametros. Asi que con el fin de
que se cumplan las condiciones del Apéndice B.1 hacemos las siguientes asignaciones de pardmetros

wo = 10y, w0 =6yss k1 = 20y, b1 = by = 300y3, a1 = az,

Qg = fou ag = T5ubs M= o Yo = h V3 = B
1653, ’ 126~ 175y’ 40yo’ 30y0
512L 22& 53=ﬁ 771:4751 772=ﬁ 7)322753-
252y8 ’ 72y(2) ’ 9o’ Ty 4y§ ’ 3y(2)

Todas estas asignaciones de parametres pexmiten verificar el Teorema 2.7, obteniendo lo siguiente:

» Existencia de un punto de equilibtio positiye: las condiciones de pardmetros en la Proposicion
2.1 estan dadas por:

al 1 40d1y0 43 163@1

Ry = = = = :
1T 25y’ 16000y,

61—2*0 a1 ) CQ-% 3

El criterio para la estabilidad del punto-de“equilibrio.se tiene y las hipotesis en la Proposicién
1.22 se convierten en:

_ 33aq a1 12115 aif

= s = s = 5 = 5 d >d .
8000yy” ' T 1750p2a1” T 210004201 #7) 1750420, T T M0

2

El punto de equilibrio y el valor de bifurcaciéon: de la Proposicion 2.3

193330137a,

= | 10yo,6 P g = L
p Y0, 0Y0: 40> 17500 an ) Y 10 T 4880141060040

Condiciéon necesaria para tener una bifurcacion de Hopf: Si dy = dyp, el’liema 2.4 implica que

7 1. /588151373
——+ i e | W
2 4 3485815 3 11 ay

80050 o 14

A2 =iwo y A34= ~ 16000 V @490

8Re ()\172)
Ody

1238625259400881915057885280661050a12% 3>
7921207462928967691929(2380000336899059728y02a1 2 + 1492006990007a523;2)’

(dw) €S

La condicion de transversalidad: del Lema 2.5
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» Elpriter coeficiente de Lyapunov: De acuerdo a la férmula del Apéndice A.1 tenemos

|7
01 ﬁyéalz .
o9 (1492006990007(112512 + 2380000336899059728a12y04) ’

@1'= 5655950984333915946070106313708512470022267338639122359619109215102383861;
02'= 119701986761274016137677869558080102543655218938359782.

l (p7 le) =

Nuevamente, tenemos“asegexistencia de las cuatro poblaciones mediante la existencia de un ciclo
limite estable via una bifurcacion de Hopf supercritica.

2.3.4. Resultados numéricos

Con el fin de visualizar los résttados anteriores para la coexistencia de las cuatro especies me-
diante el surgimiento de un ciclo limit€ estable, en los siguientes ejemplos daremos valores especificos
a los parametros libres en cada uno ‘dedos casos abordados de la secciéon 2.3.

Ejemplo 2.8 (Caso H1). Consideramos lgs,siguientes valores para los parametros libres en el Caso
H1 de la seccion 2.3

a1 =40, [p=Pa=p03=1, yo =10, a3 =2.

Por lo tanto, p = (100,60, 10, 8) y dig== 358559235" De acuerdo a las formulas explicitas obtenidas
en el Caso H1 para validar el Teoréman2.7, todes los valores numeéricos de los parametros estan

dados en la Tabla 2.1 de la cual, numeéricamentesAdascondicion de transversalidad se tiene ya que

<9}3<9(+f)(dm) < 0, esto quiere decir que Re (X).es una fumeion decreciente en dy, por lo cual si dy > dyg

el punto de equilibrio p es localmente asintotiCamente ‘estable y st di < dyg se vuelve inestable, y por
lo tanto, existe un ciclo limite estable que emenge de una bifurcacion de Hopf la cual es supercritica,
dado que el primer coeficiente de Lyapunov es lf(dip) = —40.0806563.

Con todos los resultados numéricos anteriores, para visualizar el ciclo limite, hacemos la per-
turbacion dy = dyg — # (en el cual existen otros puntos de equilibiio, ver Tabla 2.2), y tomando la
condicion inicial

1 1 1 1
q= <w0+102,$0+102790+102,20+ ﬁ) )
en el espacio fase, se tiene una trayectoria que tiende a un ciclo limite<estable, cuya proyeccion al

hiperespacio R?:v,yz) ~ {(0,z,y,2)} estd dada en la Figura 2.1(e). TambiénsNas correspondientes

series de tiempo de las densidades poblacionales se muestran en la figura 2. 1(@)-(d).

Ejemplo 2.9 (Caso H2). Consideramos los siguientes valores para los pardmetros’ libre en el Caso
H2 de la seccion 2.3

ag =7000, &1 =v2=7=1 y =10, ai=90.

28 . .
Por lo tanto, p = (100,60, 10, 3> Yy dip = %. De acuerdo a las formulas explicitas.obtenidas

en el Caso H2 para validar el Teorema 2.7, todos los valores numéricos de los parametros estdn
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Valores numéricos de los parametros en Caso H1

Coordenadas del puntd de equilibrio wp = 100, zo =60, yo =10, zp =8.
405954979 13 163
Hipotesis de la P sicion 201 Ry = 32, = =— dyg=—,
ipotesis de la Proposicion 1 c 1952056400 Co 500" B =30
Condici (2.3) enla P ieion2.3 d 33 2 121 dy>d
ondiciones (2.3) en la Proposi€ion2. =—, e =e€e3=—, €= . .
ndiciones p 2= 1 @ 3T 550 27 g & 10
Capacidad de carga de la presa k1 = 200

Parametros en las respuestas funcionales de MP1 y MP2

a; = as 2407 bl =b2 = 100.

1 1
Parametros de las respuestas funcionalesydel’SP =2, =a3=1 1 =P2s=03=1 1= 2?7'72 =3 = 100’
5
1 1 1 1 2
51 = —. 0o = —. 62 = — =y = =, Pe = —.
1760 715 BT MTRTy BT
386660234
Valor del parametro del bifurcacié = —— =3.16925
alor del parametro del bifurcacion 10 = 152003525 3.16925,

Condicién de transversalidad y coeficiente de Liapunoy

ARe(ua)do) — _0.00127211, 1 (p, dio) = —0.0306563.

Tabla 2.1: Valores de los parametfos para verificar numéricamente el Teorema 2.7: Caso H1

Puntos de equilibrio ‘

Valores propios Dinamica de los puntos de equilibrio

t = (0,0,0,0) M = —8.15, \a = —3.3, \; = —3.15925, A, = 32, Silla

t, = (61.2347,89.4951, 0, 0) X2 = —0.682686 & 6.560317, A3 — —0.0338391, \; = 3.35867] Silla

t; = (62.2642, 0, 89.3984, 0) X = —7.49251, Ay 3 = —0.752962 & 6.65219i, A, = 0.0327315, Silla

p = (100,60, 10, 8) Mo = —3.50105 & 3.23847, A3 = 0.00105304 = 0.1565674, Silla

t, = (200, 0,0, 0) N = —32, hs = —4.50444, \; = 2.38642, \, = 2.43333, Silla

t; = (160.958, 26.4719, 0, 8.6244) A = —21.1615, \s = —0.465325, Ay 4 = 0.247547 — 2.58722i, Silla
ps = (104.9,57.5775,9.47748, 8.55715) | A1s = —3.83328 £ 1.733494, Ay = —0.334043, \; = 0.107175, Silla

Tabla 2.2: Dinadmica de los puntos de equilibrio para el pardmetro d; = dyg — 1—(1)2: Caso H1.
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60.4
H X 602
T 100. <
5 kS
8 :
= S 60.0
2 2
2 100.0 s
°
© L)
] 3
kS @ 598
c c
o o
a a
99.5
59.1
99.0 SN\ ]
0 200 400 6 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Tiempo Tiempo
(a) Den&d@)blaaonal w. (b) Densidad poblacional .
10.10 '
8.10
5, 1005 N
® ®
g '5 8.05
] s
o 10.00 2
° [}
3 _g- 8.00
-3
3 g
B 2]
g 9.95 5
K] 8 795
9.90 7.9

o 200 400 600 800 0 1200 1 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Tiempo Tiempo
(¢) Densidad poblacion w c (d) Densidad poblacional z.

S - - - — _ . 1010 Q
(e) Proyeccion del ciclo limite estable. 6

Figura 2.1: Densidades poblacionales y proyeccion del ciclo limite a {(w,z,y, z) Eﬁé%\/ =0} en

Caso H1. O
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Valores numéricos de los parametros en Caso H2

Coordenadas dél-punto de equilibrio wo = 100, zo =60, yo =10, 2z =9.3333

Hipotesis de lagPropesicion 2.1 Ry =28, ¢; =0.208463, co = 0.215, d3 = 7.13125,
Condiciones (2.3) en'la Proposiciéon2.3 do = 2.8875, e1 = e3 =0.93333, es =0.941111, dy > dyo,
Capacidad de carga dé la, presa k1 =200

Parametros en las respuéstas-funcionales de MP1 y MP2 | a; = as = 7000, b; = b = 30000.

Parametros de las respuestas fithcionales del SP o =90,a0 =75, a3 =75, /1 =180, 2 =3 =300, 71 =0.012, yo =3 =1,
01 =1, 9 =0.0555556, &3 =3.33333, m1 =12, 1y =20, 13 =2.

Valor del parametro del bifurcacién dio = 2.7731.

Condicién de transversalidad y coeficiente de Liapunov W = —0.00172392, I (p, d1o) = —0.0652417.

Tabla 2.3: Valores de los parametros para verificar numéricamente el Teorema 2.7: Caso H2.

‘ Puntos de equilibrio ‘ Valores propios ‘ Dinamica de los puntos de equilibrio ‘
t; = (65.887,0,92.1118,0) A = —6.680247\, 3 = —2.23862 & 5.95793i, A, = 0.0289307, Silla
o = (0,0, 0,200) Al = =28, \, = —4.5858, A3 = 1.39473, \, = 1.4125, Silla
t5 = (64.9785,92.4147,0,0) Mo = —2:2463T%— 5.86777i, \3 = —0.02992, A, = 2.32866, Silla
t, = (0,0,0,0) A = —7.13125, )\, = —2.8875, \3 = —2.7631, Ay = 28, Silla
5 = (157.0780, 33.3956, 0, 9.81211) AL = —16.1556p9' =0.141686, A3 4 = 0.188479 + 2.37279i, Silla
te = (138.629, 42.1744,4.3054, 11.1057) | A\ = —12.076, Ay ==0.0726883, X34 = 0.150308 =+ 2.03704i, Silla
t; = (100, 60, 10, 9.33333) A2 = =8,06355 + 2.83248i, A3 4 = 0.00105376 + 0.1397044, Silla
| ts = (104.48,57.8423,9.52163,9.91994) [ M1, = —3/1265d+ 1.722267, \s = —0.393033, A4 = 0.0692529, | Silla \

Tabla 2.4: Dinamica de los puntos de\equilibrio para el parametro dy = dig — #: Caso H2.

dados en la Tabla 2.3 de la cual, numéricamente, la\condicion de transversalidad se tiene ya que

8Re(+f)(dl°) < 0, esto quiere decir que Re (\) ésaina funcidn decreciente en dy, por lo cual si dy > dyg

el punto de equilibrio p es localmente asintoticamente estable y si di < dig se vuelve inestable, y por
lo tanto, existe un ciclo limite estable que emerge de una bifupéagion de Hopf la cual es supercritica,
dado que el primer coeficiente de Lyapunov es ly (dyg) = —0.0652417.

Con todos los resultados numéricos anteriores, para visualizar €l ciclo limite, hacemos la pertur-
bacion dy = dig — (ver Tabla 2.4 para los puntos de equilibrio eft este valor de dy), y tomando
la condicion inicial

L
102

1 1 1 1
q= <w0+102,$0—|—102,y0+102,zo+102>,

en el espacio fase, se tiene una trayectoria que tiende a un ciclo limite estables, cuya proyeccion al
hiperespacio R:()’I ) {(0,2,y,2)} estd dada en la Figura 2.2(e). También;dusscorrespondientes
series de tiempo de las densidades poblacionales se muestran en la figura 2.2(ad)-(d).

Ejemplo 2.10 (Caso H3). Consideramos los siguientes valores para los parametrosdibre en el Caso
H3 de la seccion 2.3

al = 6020, 51 = 52 = 53 = 1, Yo = 10, a1 = 1.
8313195031

3485815000
en el Caso H3 para validar el Teorema 2.7, todos los valores numéricos de los parametros estdn

Por lo tanto, p = (100,60, 10,%) Y dio = De acuerdo a las formulas explicitas~obtenidas
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al w
=

Caso H2.
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9.90 J,,,,,L,,,,_,,,,7L,777L7777 ,,59 .
. e
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(e) Proyeccion del ciclo limite estable. ; 6

Figura 2.2: Densidades poblacionales y proyeccion del ciclo limite a {(w,z,y, z) €R': w = 0} en

o

.
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Valores numéricos de los parametros en Caso H3

Coordenadas delfpunto de equilibrio wo = 100, z¢g =60, yo =10, 2o =3.44

Hipotesis de la Proposi¢ion 2.1 Ry =24.08, ¢; =0.207798, ¢ = 0.215, d3 = 6.13288,
Condiciones (2.3) en la Proposicion2.3 dy = 2.48325, e; = e3 = 0.0344, ey = 0.346867, di < dig.
Capacidad de carga de lapresa k1 = 200

Parametros en las respuestas funcionales de MP1 y MP2 | a; = as = 6020, b; = by = 30000.
Parametros de las respuest@s funcionales del SP a; =1, ag =0.4375, a3 =0.583333, 51 =2 =LP3=1, v = 0.0000571429,

v2 = 0.0025, 73 = 0.00333333, §; = 0.0000396825, 2 = 0.000138889, d3 = 0.0111111,

m = 0.0571429, 7o = 0.0025, n3 = 0.00666667.

Valor del parametro del bifurcacion dyp = 2.38486.

Condicion de transversalidad y coeficiente deslyyapunov 0}{9’(2‘73?)({]’“’) = —0.000237563, b (p,d10) = —0.111732.

Tabla 2.5: Valores de los parametros para verificar numéricamente el Teorema 2.7: Caso H3.

Puntos de equilibrio Valores propios ‘ Dinamica de los puntos de equilibrio ‘
t; = (65.887,0,92.1118,0) A1 = —5.75281, A5 — —1.92521 = 5.123824, A, — 0.025206, Silla
ry = (200,0,0,0) A1 = —24.080 Ay = —4.03896, A3 = 1.19927, \y = 1.21475, Silla
=(0,0,0,0) A1 = —6.13288 = —2.48325, \3 = —2.37486, A, = 24.08, Silla
= (143.211, 41.3567, 0, 4.27427) X = —11.1049, Xo/=_—0.100762, X34 = 0.105643 =+ 2.02173, Silla
= (102.863, 58.6174,9.69578, 3.58318) | Aj 2 = —2.66742 £.1.89874i, A3 = —0.251614, A, = 0.0760893, Silla
tg = (100,60, 10, 3.44) Al2 = 206348 £2.434674, A3 4 = 0.00105469 £ 0.1231143, Silla

Tabla 2.6: Dinamica de los puntoés dé equilibrio para el parametro d; = dig — #: Caso H3.

dados en la Tabla 2.5 de la cual, numéricamente, o _condicion de transversalidad se tiene ya que

‘()RL‘W < 0, esto quiere decir que Re (X) €5 wna funéion decreciente en dy, por lo cual si dy > dig

el punto de equilibrio p es localmente asintoticamente estable y si di < dyg se vuelve inestable, y por
lo tanto, existe un ciclo limite estable que emerge’de una bifurcacion de Hopf la cual es supercritica,
dado que el primer coeficiente de Lyapunov es ly (p, dyo) = =07111732.

Con todos los resultados numéricos anteriores, para visualiza«™el ciclo limite, hacemos la per-
turbacion d; = dqig — 02, (todos los puntos de equilibro estin dades en la Tabla 2.6) y tomando la
condicion inicial

. S B
q=|wWo 027 027y0 027 20 102

en el espacio fase, se tiene una trayectoria que tiende a un ciclo limite estable, cuya proyeccion al
hiperespacio Rf’xyz) ~ {(0,z,y,2)} estd dada en la Figura 2.3(e). También, das correspondientes
series de tiempo de las densidades poblacionales se muestran en la figura 2.3(a)-(d).

En resumen, para el sistema (1) se analizaron distintos casos de interaccion entye las especies
que involucran ciertos aspectos ecologicos, que se describen en las seccion 2.3, v s€ encontraron
condiciones en los parametros que permitieron garantizar la coexistencia de las especies:
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Capitulo 3
Bifurcaeion de Bogdanov-Takens para el
modelo de cuatro especies

En este capitulo se analiza el(sistema (1) mediante la bifurcacion de Bogdanov-Takens y en
particular se muestra la existencia d¢\in ciclo limite estable, proveniente de una bifurcacion de
Hopf supercritica.

3.1. Analisis de la bifurcacién Bogdanov-Takens

En la secciéon 2.1 del capitulo 2 obstavimos lag condiciones que garantizan que un punto py € €2
sea un punto de equilibrio del sistema((1), las cuéles,estan dadas en el Proposicion 2.1. Asimismo,
para el caso de la bifurcacion de Hopf,-en-el Lemas2:3 se prueba la estabilidad local del mismo.
Sin embargo, para el caso de la bifurcacion.de Bogdafiov-Takens (BT), tendremos que bajo ciertas
modificaciones en algunos parametros del sistema (1) ensbkpunto de equilibrio py se presentara una
bifurcacién BT, en particular tendremos que nuestros parémetros de bifurcacion seran d; y do. En
el siguiente lema se enuncian condiciones necesatias para tener, una bifurcacion BT.

Denotemos por Py el polinomio caracteristico de la linealizagion del sistema (1) en un punto de
equilibrio pg. Del capitulo 1, seccién 1.2.1, tenemos que el polimomio caracteristico asociado a la
aproximacion lineal del sistema (1) tiene la forma

Py = X4 A3 4 AN + Ash + Ay, (3.1)
y de la condicién de la bifurcacion BT tenemos que Py se debe factorizar’como
M\ = a1)(\ — ay),
esto es

M A3 4 AN+ Agd + Ay = N2\ — 1) (A — ag)
= (N2 = (o1 + )\ + a1az)\?
= )\4 — (Oél + 052))\3 + a1a2)\2,
lo cual implica

Ag = A4 = O, A2 =102 Yy Al = —(Oél + 042). (32)

36
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Lema 3.1+°5i los coeficientes de Py cumplen las condiciones en (3.2), Ay >0 y Ay > 0, entonces
SUS TaicesSony;

—Al—\/A%—ﬁlAQ —A1+\/A%—4A2
A2 =0, Az= y A= 5 : (3.3)

2
Observacion 3.2V Bajo las hipdtesis del Lema 3.1:

» Si A2 — 44y > 0,(eéntonces —/A? —4A5 <0y —A; <0, por lo que A3 es un mimero real negativo.

Mds aun

AT €4l8 < A} <= JA? 445 < A} <= JA? — 445 A, <0,
por lo que A4 también_es un niumero real negativo.
A

» Si A7 — 445 <0, entoncesAz, Ay € C con Re(A\3) = Re(\y) = —71 < 0.

Observacion 3.3. Con el fin de/simplificar el andlisis de la bifurcacion BT, a partir de ahora
convenimos que las condiciones en#el Apéndice B.1 son vdlidas, que las hipdtesis de la Proposicion
2.1 se tienen y que las siguientes condiciones adicionales son vdlidas:

1 (o) = 200w g1 (wo, To ?/0)7 _ 15(1030) Yy er=e3= 5(1%0) '
120,91 (10y0, 6y0, Yo)

Y0 ? 7 1209:,91(10y0, 650, 90)
Con lo anterior, tenemos que el sistema (1) tiene como aproximacion lineal 7 (w, z,y, z) en un punto
(w, z,y,z) dada por

(3.4)

—/xf{(w)—yfé(w)—To —f1(w) %,20291(w, z,uy) —f2(w) — 28y g1 (w, x, y) —g1(w,z,y)
zfi(w)T1 — 20wg2(w, x,y) —d1 — 2802 (w,/&, y) + f1(w)T1 —20yg2(w, z, y) —g2(w, z,y)
yfo(w)Te — 20wgs(w, z,y) — 20793 (waz, y) —dy — 20yg3(w, z,y) + fa(w)T2  —g3(w,z,y)

2T3 2Ty zT5 Te — ?T7

donde

8 (h(w) + wh'(w)) Tz T = 6d1y0 +6T7yo0 Ty — dayo + Tryo
Syoh/(10yo) ¢ 20005 ° 20yTy
200wg1(w,z,y) | 121200wg2(w,z,y) | 200wgs(w,z,¥y)

To = 20wg1(w, z,y) +

Ty = )
3 1250 12090 1240

T, — 200z91(w, x,y) | 121200z92(w, x,y) | 20093 (w,,y)

12yo 120yo0 12yo

o 2000100, 2,y) | 121509y02(0,2,) | 200y93(w,2,)
5 1250 12040 1290

o 001w, 3y) | 120500a(w,2,) | 2003(w,2,1)
6 1240 12040 1240

Tr = 200wg1(10y0, 6Y0, Y0)-

En particular, la aproximacion lineal del sistema diferencial (1) en el puntogeequilibrio p es

—235T- —20yoT-
—8T% 7 —15T% —<VYol7
12 20
6yoT7 + 6d1yo 3T 1 3 6yoT7
_ 4+ — T =T -
2050 40 2 2 20
J(p) = - (3.5)
yoT7 +dayo | T7 1 1 yo' 7
J077 250, 77 T -7, _J0°7
2050 80 24 2 P
zoT7 67129717 15120T% 0

150y0 1440yo 80yo
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3.1.1.\_€ondicién necesaria para la bifurcacién BT

Para probar, la presencia de una bifurcacion BT, consideraremos que el sistema diferencial (1) es
una familia de EDO’s que depende de dos pardmetros, los parametros de mortalidad d; y ds de los
depredadores, pordo tanto la aproximacion lineal en el punto de equilibrio p = (wy, %o, Yo, 20), dada
en (3.5) sera denotada por J(p,d;,ds). Estas premisas y la observacion 3.3 nos permiten tener la
siguiente condicion para la bifurcacion BT.

Lema 3.4. Si

7094054329091 (10y0, 6Y0, Y0) & — d 7306625520 0w 91 (10y0, 6Y0, Yo)
Yy d2 = dgp ‘= )

di = duo = 3309764 8309764

entonces los valores propios dé J (p, dyo, dsg) son

7 11 /37917221
)\172 0y )\3,4 ( 5 7 1 6232323 ) ZOaw.gl( 0y0>6y07y0) (3 6)

Demostracion. La aproximacion lineal del'sistema (1) en p estd dada por la matriz (3.5), la cual
tiene polinomio caracteristico

P)\(dl,dg) = )\4+A1)\3+A2)\2 + As)\ +. Ay, donde

Ag =1, Ay = T200,91(10y¢,6Y0, v0),

1
Ay = — 200491 (10y0, 6y0, yo) (14526091 (1090, 630, yo) + 564d1 + 72d>) ,

96 (3.7)
Ao — 250wg1 (100, 6y0, y0)* (1264929091 (10y0,6yosy0) + 88d1 — 1524dy)
5 1920 ’
A - ~ 250wg1(10y0, 6y0, 90)* (356120991 (10y0, 6y0, 90) ¥ 28907d; — 28471dy)
1920 '
Del Lema 3.1 se sigue que Py(dy,dy) = A2(A — ;) (XA — as) si y solo si=d3 = Ay = 0. Por otro lado,
haciendo d; = dig y da = dag el resultado se verifica, donde a3 = A3 yp@ia.= A4. |
3.1.2. Resultado principal
En esta subseccion, siguiendo las ideas en [20] (cf. [3]), mostraremos la§ gondiciones bajo las

cuales el sistema (1) presenta en p una bifurcacion BT respecto a las tasas definortalidad d; y ds
de los depredadores.

3.1.2.1. Simplificacién del modelo

Sean dyg, dog como en el Lema 3.4. La existencia de un punto de equilibrio p en € esta garantizado
bajo las condiciones en la Proposicion 2.1, y en particular las parametros ¢; y ¢, dependen de las



3.1 Analisis de la bifurcacién Bogdanov-Takens 39

tasas deymertalidad de los depredadores de acuerdo a las expresiones

dixg + 2z wo, Lo,
c1(dy) = == 0g2(wo, 70, %0) y ca(dg) =

dayo + 2093(wo, o, Yo)
xo f1 (wo)

Yo f2 (wo)

Ahora, tomandd &(dyp) v c2(da), €l modelo (1) se convierte en:

% = Ruh(w) = fi(w)z — fo(w)y — gi(w,2,9)2,

M L er(dao) i w) — ) — gala0,2,9)~, 38)
Y W Glso) fo(w) — o) — (. 2,9)z, |
% = z(er g1, z, y) + e2g2(w, z, y) + esg3(w, z, y) — ds).

Por lo tanto, p es un punto de equilibrig del sistema (3.8) si y solo (dy,ds) = (dyo, dao).

En lo que sigue G(w,z,y, z,d;,dy) denota el campo vectorial asociado al sistema (3.8); por
otro lado 7(w, x,y, z,dy,ds) y §(w, z,y, z,d7;ds) denotaran la traza y el determinante de la matriz
jacobiana J(w, x,y, z,dy, ds) de GgTeSpectivamente.

Las condiciones de no degeneracionfestan dadas por la condicion de regularidad y los coeficientes
cuadraticos de acuerdo a las condiciones.BT1 y BT2"del Teorema 1.24. Haciendo uso del software
Mathematica se calcularon cada uno de‘estas condiCiones. Sin embargo para la regularidad, el
determinante del jacobiano, Regq, de la aplicac¢ion

F o (w,x,y, z,dy, do) — (F(w, z,y, z,dy, d3), 7(w, x, 9 2,0d1, d3), §(w, z,y, z,dq, d)) (3.9)

en (po, dio, dao) resulta ser una expresion grande, por lo cual se@mite aqui. Sin embargo, se mostrara
explicitamente en los ejemplos, como veremos mas adelante. En ést€'sentido, enunciamos el siguiente
resultado.

Proposicion 3.5. Si las condiciones de la Proposicion 2.1 se cumplén.para el sistema (3.8), en-

tonces la aplicacion (3.9) es reqular en (po, dyo, dao) si y solo si Rego es.un nimero real distinto de
cero.

3.1.2.2. Coeficientes cuadraticos

En la siguiente proposicion muestran expresiones explicitas para los coeficientés euadraticos, los
cuales se calcularon usando los vectores propios normalizados del Apéndice C.2,"de acuerdo a las
expresiones en (A.9) y (A.10).
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Proposicién 3.6. Si las hipdtesis de la Proposicion 2.1 se cumplen, entonces los coeficientes cua-
drdticos estam dados por

(59200w91 (1090, 6Y0, y0))* ((—220200 + a01) 1’ (10yo) + ag2)
27000409264555091520800h%10y0) ’

ag = —

(3.10)
e 590,91 (10y0, 6y0, o) ((—220boo + bo1) A’ (10y0) + bo2)

b
0 19607423994153610587503247464900A4' (10yo)

donde agg, ag1, ag2, boo,boe1s” v boz son como en el Apéndice C.1.
Enunciamos el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.7 (Resultado principal). Si las hipdtesis de la Proposicion 2.1 se tienen, Rego y k =
agbg son nimeros reales distintoSsde cero, entonces el sistema (3.8) presenta una bifurcacion de
Bogdanov-Takens en p con respectos los parametros dy y dy con valor de bifurcacion (dyg, dao).

Demostracion. Primeramente, del Lema®3.4 se tiene que la linealizacion del sistema (3.8) en p tiene
valores propios como en (3.6) cuando (diyds) = (di9, dso). Por otra parte, de las proposiciones 3.5
y 3.6, se satisfacen las condiciones de regularidad y no degeneracion para la existencia BT, y mas
aun, Regg y x son ntimeros reales distintos' de cero, el resultado se sigue del Teorema 1.24. <

3.2. Ejemplos

En este apartado daremos algunas aplieaciones que ilustran los resultados de las Proposiciones
3.5, 3.6 y del Teorema 3.7. Para precisar en los ejemplos«fue, vamos a tratar, considerando el sistema
(3.8), hacemos las siguientes hipotesis que ayudan a proveer-ejemplos interesantes:

= La presa tiene una tasa de crecimiento logistica, esto és, Ja. funciéon de crecimiento intrinseca

estd dada por la expresion: Rwh (w) = Rw [ 1 — kﬂ , dondevk, es la capacidad de carga de
1

la presa.

= Las respuestas funcionales fi, fo pueden ser de tipo Holling II 6 V) que miden la saciedad o
la defensa de la poblacion presa.

= Con estas premisas, proponemos los siguientes casos de acuerdo al tipo de respuestas funcio-
nales g1(w,z,y), g2(w, z,y) y g3(w, z,y):

a) Caso BT1: Los depredadores y el superdepredador experimentan saciédadie interferencia
a través de respuestas funcionales de tipo Holling IT generalizadas.

b) Caso BT2: la poblacion de presas tiene algtn tipo de defensa, los depredaglores y el
superdepredador experimentan defensa e interferencia, todas a través de respuéstas fun-
cionales de tipo Holling II o IV generalizadas.
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3.2.0.1.__Caso BT1: Saciedad e interferencia entre predadores

En este caSo,das respuestas funcionales son similares a las usadas en el Caso H1 de la subseccion
2.3.1.

Sustituyendo las funciones explicitas anteriores el sistema (3.8) tendra nuevos parametros. Por
lo tanto, con el finvde que las condiciones en el Proposicion 2.1 y las condiciones adicionales (3.1)
de la Seccién 3.1, dsi cemo las condiciones en el Apéndice B.1 se satisfagan, hacemos las siguientes
asignaciones adicionales_de pardmetros:

1212 a1 3a103
€2 = 5 wo = 10y07 o = 6?J0, Qg = , Q3 = ;

120y 2m m

Yom Yon2 m 2
b1 5 () 5 B3 = 3yo03, n=, "2 =55

(3.11)
353 m 2
= 22 0 == 0y = — =126 k1 =20
Y3 10 3 1 127 2 3 ) 73 39 1 Yo,
_ 52’00&1 20

b1 = b2 = 10y0, a1 = as

€1 €3 — .
Yo"’ 12y0
Estas asignaciones permiten validar el Teorema 3.7 dado que se tiene lo siguiente:

» Existencia de un punto de equilibrio al interior de €2: las condiciones dadas por:
Az 79250307, 81376019 3920

R p— = - | —— p—
L7 om0 T 166195280 AT 166195280 © 1T 40yom

nos garantizan, de acuerdo a la Proposicion (2.1, la existencia de un punto de equilibrio
positivo el cual esta dado por

Po = (10y07 63/07 Yos ZO)?
en el cual, por el Lema 3.4, la aproximacion lineal, 7 (pp, (d10,d2)), del sistema (3.8) tiene

valores propios
7 11, /37917221
—— &+ —/—=—= | o129
16 32 6232323

Y

AM2=0 yAz4= (

Yo
cuando d; = dyg y dy = day, donde
709405432001 730662552001
0= G6ar811200m  ° ‘T 66478112507,

que nos garantiza una de las condiciones necesarias para tener una bifurcaeion BT.

= Haciendo uso del software Mathematica, se calcularon las condiciones de n6_degeneracion: la
condiciéon de regularidad en la Proposicion 3.5 y los coeficientes cuadréticos'deda Proposicion
3.6, obteniendo los siguientes valores

3062663712947293zf o]

Rego — :
80 = 1284815926220213184y7 ]

3380501971753539273272203  382586996308070741160901333956320 02
5529683817380882743459840u3n7  °  ° 2007800217001329724160332540405760y277

ag =
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Del Teoremta 3.7 se concluye que el sistema (3.8) presenta una bifurcacion de Bogdanov-Takens
con respeeto a los parametros (dy,ds) con valor de bifurcacion (dig,ds). Asi mismo, del teore-
ma 1.24, el”sistema (3.8) es topologicamente equivalente a una forma normal determinada por
sign(u) := sign(k). En este caso, sign(u) = —1, lo que garantiza la existencia de un ciclo limite esta-
ble proveniente dé una bifurcacion de Hopf supercritica o una bifurcaciéon homoclinica (ver Seccion
1.2.2), y en consecuehcia, la coexistencia de las especies.

3.2.0.2. Caso BT2:#Defensa de la presa e interferencia entre predadores

En este caso, las respuéstas funcionales son similares a las usadas en el Caso H2 de la subseccion
2.3.2 y analogamente comoseshizo en la subseccion 2.3.2 se tienen los siguientes resultados.
Sustituyendo las funciones expliCitas anteriores el sistema (3.8) tendra nuevos parametros. Por lo
tanto, una vez maés, al igual que el ejémplo anterior, con el fin de que las condiciones en el Proposicion
2.1 y las condiciones adicionales (371) de la Seccién 3.1, asi como las condiciones en el Apéndice B.1
se satisfagan, hacemos las siguientés_asignaciones adicionales de parametros:

12129 ) 3a103
ez = ) wo =d10yo zo = 6yo0, arg=——, az=—,
120yo 2m m
3yom 3yon2 m 2
— 2y = 2 = 9yod3, = , =2
B1 ) B2 2 N B3 Y003 71 10050 2 =35
(3.12)
363 71 n2 633
= 2% VAN Bo = 12 =23k =20y,
3 10 1 1 2 3630 3 % 1 Yo
100.
b1:b2:300y8, aliazi—ﬂ, e1'=re3 = il .
m 12yo

Estas asignaciones permiten validar el Teorema 3.7 dado que se tiene lo siguiente:

» Existencia de un punto de equilibrio al matetior de ¢ las condiciones dadas por:

~Adzoon 79250307 81376019 ~ 39201

Ry = gy = et TN _ ’
L om T 1661052800 2T 166195280 © T 40yom

nos garantizan, de acuerdo a la Proposicién 2.1, la existencia de un punto de equilibrio
positivo el cual esta dado por

Po = (10y0, 60, Yo, 20),

en el cual, por el Lema 3.4, la aproximacion lineal, J (po, (d10, dag)), del sistema (3.8) tiene

valores propios
7 11, [37917221
——+ —iy/ ——— | a120
< 16~ 32V 6232323

Yyom

A2=0 yAgq=
cuando d; = dyg y dy = dyg, donde

709405432001 730662552901

ding= —M — oo
0= 6647811200 © 7 T 664781124011

que nos garantiza una de las condiciones necesarias para tener una bifurcacion BT.
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» Haciefido uso del software Mathematica, se calcularon las condiciones de no degeneracion: la
condi€ién de regularidad en la Proposicion 3.5 y los coeficientes cuadraticos de la Proposicion
3.6, obteniendo los siguientes valores

9304331266348609a.7 2}

Rego = )
80 = $4242296311460659201] y7]

31972730566671787440303 22  1582659998470877146043697389907a% 20
5529683817380882743459840m3 3 0= 401560043400265944832066508081152n2y2

ag =

Del Teorema 3.7 se concluye que el sistema (3.8) presenta una bifurcacion de Bogdanov-Takens
con respecto a los paramettos (di, ds) con valor de bifurcacion (dy, dy), esto dado que Regg # 0
y £ # 0(de hecho es menorque.cero); y del Teorema 1.24, el sistema (3.8) es topologicamente
equivalente a una forma normal, cuyo diagrama de bifurcacion estd dado por el sistema (1.20),
en el que se tiene la existencia de“un ciclo limite estable proveniente de una bifurcacion de Hopf
supercritica o una bifurcacion hormoglinica (ver Seccion 1.2.2), y en consecuencia, la coexistencia de
las especies.

3.3. Resultados numérices

A continuacion, se dan algunos‘jémplos numéricos para ilustrar los resultados de la Seccion 3.2,
dando valores especificos a los parametros.para £ada uno de los casos analizados.

Ejemplo 3.8 (Caso BT1: Saciedad e interferencia‘entte predadores). De las condiciones en (3.11),
el sistema diferencial (3.8) tiene pardmetroslibres af;ny, e y O3 y las constantes zg, yo. Con el fin
de obtener simulaciones numéricamente, damos los siguséntes valores:

20 =10, yo =11, "0y = ny =l =03 = 1.

Por lo tanto el punto de coexistencia donde se da una bifurcacién BT es p = (110,66, 11,10) , cuyos
pardmetros de bifurcacion son

354702715 365331275
= 365629616 0970115 y d2o = s—nm ~ 0.999184.

dio 365629616

Mds ain, tenemos que (en la Tabla 3.1 se resumen los valores de cadeuno de los pardmetros del

sistema,)
1690250985876 769636635 3825869963080707411609013339563

© 368000458046697746577252352 © T 24294382625716089662340023738909696 °

ag =

_239270602574007265625
T 195609470883453613375488

Rego

Por lo que se tiene la aparicion de un ciclo limite estable. Para efecto de visualizarlo tomamos el
vector de perturbacion

(d1,d2) = (d1o, d20) + (0.0000992375,0.000100757) = (0.970214073559677, 0.999284791688692),



3.3 Resultados numéricos 44

en el cual#€nemos la existencia de dos puntos de equilibrio en el interior de Q (ver Tabla 3.2 para
mds puntas de equilibrio en la frontera de §2):

p1 =«(110.00697615747258, 66.0025793772039, 11.000661416588835, 9.994715936678885) ,

po = (110.0171440216696, 65.99564544614725, 10.998985443954254, 9.998332860924688) .
El punto py es una _sitla ya que tiene valores propios A\ o = —0.397902+0.770612¢, A3 = —0.000778036 y
Ay = 0.000758752. Por©tra parte, el punto p, es una silla ya que As ¢ = —0.397833+0.770785i y A7 g =

4.78354 x 1077 £0.0007680474, en el que las orbitas del sistema tienden a un ciclo limite estable. Por
lo que tomando la condieion inicial

q0 =

(110.0069761574725 + 1,/10°,66.002579377203 + 1/106, 11.00066141658883 + 1/10°,9.99471593667888 + 1,/10°),

se puede visualizar las correspondientes series de tiempo de las densidades poblacionales para cada
una de las especies en la figura 84 (a)-(d).

110.012 66.005

66.004

110.010

66.003

110.008

66.002

110.006 66.001

Densidades poblacionales
Densidades poblacionales

'66.000
110.004

. . . . N | . 65.999,
9.90x10° 9.92x10° 9.94x10° 9.96x10° 9.98w05 1.00x107 9.90x 10° 9.92x10° 9.94x10° 9.96x10° 9.98x10° 1.00x107

Tiempo Tiempo
(a) Densidad poblacional w. (b) Densidad poblacional z.
ol
11.0012
9.9960
g 11.0010 2
H g
6 11.0008 5 9.9955
s =
'§ 11.0006 '§ 9.9950
8 2
E 11.0004 E 9.9945
2 @
£ 11.0002 5
a 0 9.9940
11.0000
9.9935
9908, ., e £ND) == @
9.90x10° 9.92x10° 9.94x10° 9.96x10° 9.98x10° 1.00x107 9.90x10° 9.92x10° 9.94x10° 9196 x 10° 9.98x10° 1.00x107
Tiempo Tiempo
(c¢) Densidad poblacional y. (d) Densidad poblagional z.

Figura 3.1: Densidades poblacionales y proyecciéon del ciclo limite en Caso BT1.

Ejemplo 3.9 (Caso BT2: Defensa de la presa e interferencia entre depredadores)sDe.las condi-
ciones en (3.12), el sistema diferencial (3.8) depende de los pardametros libres av, n1, Noy035.y de las
constantes zy,yo. Con el fin de obtener simulaciones numéricamente, damos los siguientessvalores:

20:10, y():ll, O_/1:’I71:’I72:53:1.
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Valores de los pardmetros de la simulaciéon numérica en Caso BT1

Punte’de equilibrio wo = 110, 29 =66, yo =11, 29 =10
Hipotesis defla Proposicion 2.1 Ry = 3.63636, ¢; = 0.476851, ¢y = 0.489641, d3 = 0.886364,
Capacidaddde carga de la presa k1 =220

Parametros™de las respuestas funcionales para MP1, MP2 | a; = as = 4.54545, by = by = 110.

Parametros de lag respuestas funcionales para SP ey = 0.916667, as =0.5, ag =3, 1 = P2 =5.5, B3 =33,
v1 =0.2, 72 =0.05, v3=0.3, 03 =0.08333, d> = 0.3333,
n3 =12, e; =e3 = 0.0757576,

Valor de bifurcacion dip = 0.970115, doy = 0.999184
Coeficientes cuadraticos y=# ag = —4.59307 x 10%, by = 0.00015748, k = —7.23315 x 10~
Condicién de regularidad Regp = 0.00122321.

Tabla 3.1: Validacion numérica del Teorema 3.7: Caso BT1

Puntos de equilibrio ‘ Valores propios ‘ Dinamica de los puntos de equilibrio
t; = (89.6325,0,94.6385, 0) A = —<0.8108593 \o 3 = —0.257017 £ 1.058514, A, = 0.00296731, Silla
Ty = (89.1377,94.7622, 0, 0) A2 = =0.252573 4 1.046637, A3 = —0.0030469, Ay = 0.37536, Silla
t3 = (220,0,0,0) A1 = —3.63636, Xo = —0.549663, A3 = 0.474788, \y = 0.484476, Silla
ty = (166.339,30.3513,0,16.0114) A1 = —2.0501, \g™= —0.0837165, A3 4 = 0.027465 £ 0.4033154, Silla
p1 = (110.007,66.0026, 11.0007,9.99472) | A\ o = —0.397833 % 0:770785i, A3 4 = 4.78357 x 1077 £ 0.00076804 74, Silla
p2 = (110.017,65.9956, 10.999,9.99833) | 12 = —0.397902 £ 0:720612i, A3 = —0.000778037, Ay = 0.000758753, Silla
5 = (0,0,0,0) A1 = —0.999285, Ay = —0.970214, A3 = —0.886364, A, = 3.63636, Silla

Tabla 3.2: Dinamica de los puntos de“equilibrio para el parametro (d;, ds) perturbado: Caso BT1.

En la Tabla 3.3, se muestran los valores de eada unesde los parametros dependientes de acuerdo con
el Teorema 3.7. Tomando el vector de pertufbacion

(d1,dz2) = (dip + 0.0000992374, d2p + 0.000100757) = (0.970214073522659, 0.99928479172515),

se tiene la existencia de tres puntos de equilibriosen el intexior, de Q0 (ver Tabla 3.4 para los demds
puntos de equilibrio en la frontera de €0)

p1 = (110.00803904607265, 66.00185474583377, 11.000486256314641,9.995093981589788) ,
p2 = (110.01475582523996, 65.99727475487404, 10.999379214735756,9.9974830868967) ,
p3 = (142.89025013460605,47.09127401357668, 4.81099965386573, 15:4742379367569901 ) .
El punto p; es una silla ()\172 = —0.397807 4 0.770748i, A3 4 = 1.2909 x 1075 0.0006()7103i) en que las

orbitas que pasan por puntos muy cercanos a Py tienden a un ciclo limite estable. Por ejemplo,
tomando la condicion inicial

q1 =
(110.0080390460726 + 1/108, 66.0018547458337 + 1/108, 11.00048625631464 + 1/108, 9.99509398158978 + 1/108),

se observan las correspondientes series de tiempo de las densidades poblacionales enNa figura 3.2(a)-
(d). Por otra parte, el punto py es un punto silla (A5 = —0.397823 + 0.77062i, A7 =-0.000619888,
Ag = 0.000594819) vy ps es un punto de equilibrio estable (g = —1.22539, A\jg = —0.0131659, A\11.12 =
—0.0271966 — 0.354933i) en el cual tomando una condicion inicial qo (distinta de q;),

g2 =
(110.0080390460726 + 1/10%, 66.0018547458337 + 1/10%,11.00048625631464 + 1/10%,9.99509398158978 + 1/10%),
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Valores de los parametros de la simulacion numérica en Caso BT2

Puntoedde equilibrio

wo = 110, xo =66, yo =11, 29 =10

Hipotesis de 1a Proposicion 2.1

Ry = 3.63636, c¢; = 0.476851, c3 = 0.489641, d3 = 0.886364,

Capacidad de carga de la presa

k1 =220

Parametros.derlas respuestas funcionales para MP1, MP2 | a; = as = 1000, by = b = 36300.

Parametros dé'las tespuestas funcionales para SP ex = 0.916667, as =0.5, a3 =3, B = P2 =165, 3 =99,

n3 = 0.545455, e; = ez = 0.0757576,

41 = 0.000909091, ~2 = 0.05, 73 = 0.3, §; = 0.08333, &, = 0.00252525,

Valor de bifurcacion

dyp = 0.970115, dao = 0.999184,

Coeficientes cuadraticos yi <

ag = —4.34412 x 1076, by = 0.000325726, k = —1.41499 x 10~

Condicién de regularidad

Rego = 0.000743216.

Tabla 3.3: Vadidacion numérica para el Teorema 3.7: Caso BT2

Puntos de equilibrio

Valores propios

‘ Dinamica de los puntos de equilibrio

1 = (90.9733,0, 95.0663, 0) N = 0824219, Ay — —0.355887 & 1.101437, Ay = 0.00296731, Silla

t; = (220,0,0,0) A\ = —3163636, \, = —0.610882, \; = 0.268359, \; = 0.27251 Silla

t; = (90.5335, 95.2195,0,0) Az = —0:354029 = 1.08903i, A = —0.0030469, A, = 0.322352, Silla

t = (0,0,0,0) X1 = —0.999285, Ay, = —0.070214, \; = —0.886364, Ay = 3.63636, Silla

vs = (163.699, 37.1329, 0, 15.0367) A = —1.80766] Ay5)= 0.023469 & 0.3978174, \; = 0.0275151, Silla

p1 = (110.008, 66.0019, 11.0005,9.99509) | Ay 2 = —0.397807 £0.770748i, As4 = 1.29089 x 10~6 = 0.0006071034, Silla

p2 = (110.015, 65.9973, 10.9994, 9.99748) | Ay, = —0.397823 + 07062, A = —0.000619887, X, = 0.000594818, Silla
s = (142.89, 47.0013, 4.811, 15.7424) N = —1.29539, Ag3 = —0.0271966 = 0.3549337, Ay = —0.0131650, Foco estable

Tabla 3.4: Dinamica de los puntos de.€quilibrio para el parametro (d;, ds) perturbado: Caso BT2.

la solucion que pasa por este punto tiende @ Py (vewfigura 3.3). Lo que implica que se tiene bi-
estabilidad en el sistema proveniente de ungciglo limitesestable en el punto py y de un punto de

equilibrio estable ps.

En conclusion, la coexistencia del recurso, de los mesodepredadores y del superdepredador se da
cutdando las tasas de mortalidad en las poblaciones de mesodepredadores. En ambos casos analizados
podemos observar que independientemente del tipo de interacciam entre las especies el cuidado de
los valores en estos parametros es indispensable ya que de lo contrario podria ocurrir la extincion de
una de las especies y, dado que las especies son especialistas, la extin€ionsde toda la red alimentaria.
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Densidades poblacionales

Densidades poblacionales

; 66.004

110.012
& 66.003
2
©
c
2
110.010 g 66.002
)
[}
Q
o 66.001
]
110.008 2
°
g 66.000
o
a
110.006
65.999
9.90x10° 9.92x10° 9.94x10° 9.96x10° 9.98x 10 x107 9.90x10° 9.92x10° 9.94x10° 9.96x10° 9.98x10° 1.00x107
Tiempo Tiempo
(a) Densidad poblacional ’y (b) Densidad poblacional z.
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Capitulo 4
Bifurcacién doble Hopf para el modelo de
cuatro especies

En este capitulo se analiza nuévamente el sistema (1) mediante la bifurcacion Hopf-Hopf (HH)
y se muestran condiciones suficientes-¢h los pardmetros del sistema que garantizan la existencia de
conjuntos w-limite dados por ciclos limité,y toros invariantes.

4.1. AnaAlisis de la bifurcacién doble Hopf

En la secciéon 2.1 del capitulo 2" se” mostraren_condiciones suficientes que garantizan que un
punto py € € es un punto de equilibrio{del sistem@ (L), las cuales estan dadas en el Proposicion 2.1.
Asimismo, para el caso de la bifurcacion=de.Hopf, ‘ensel Lema 2.3 se prueba la estabilidad local del
mismo. Por otra parte, modificando dichas géndiciongs en algunos parametros del sistema (1) en el
punto de equilibrio py se presentara una bifurcacion HHj-en particular tendremos, al igual que la
bifurcacion BT, que los parametros de bifurca¢ion seranastueyvamente d; y do. En el siguiente lema
se enuncian una de las condiciones necesarias para tener unasbifurcacion HH.

Denotemos por Py el polinomio caracteristico de la linealizagion del sistema (1) en un punto de
equilibrio py. Del capitulo 1, secciéon 1.2.1, tenemos que el polimomio caracteristico asociado a la
aproximacion lineal del sistema (1) tiene la forma

Py= M+ AN + Ao\ + A3 + Ay, (4.1)
y de la condicion de la bifurcacion HH tenemos que

Py= (N +wi) (W +w), wiz>0, (4.2)
esto es

A A3+ AN+ A3h + Ay = (W +wi) (A +w))
2

=\ - (w% + w%))\2 + w%wQ,

lo cual implica
Al=A3=0, Ay=wi+w; y Ay=wiwj. (4.3)

De lo anterior se tiene el siguiente resultado.

49
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Lema 4.1+°5i Ay > 0, Ay > 0 y A3 —4A4 > 0, entonces las raices de Py son:
A2 =TFiwr Yy Aza = Fiwo, (4.4)

st y solo si A1 &=.A3 = 0; donde

Ag + \/A% —4Ay
2

Ay — /AT = 1A,

2

W1 =

Observacion 4.2. Come™A3 > A3 — 444, Ay > 0 y A3 —4A4 > 0, se tiene que Ay > /A2 —4A4, y
por lo tanto Ay — \/A% —4Ap> 0. Asi, wyo Son siempre niumeros reales positivos.

Observacion 4.3. Para sumplificar el andlisis de la bifurcacion HH, a partir de ahora convenimos
que las condiciones en el Apéndice D.1 son vdlidas, que las hipdtesis del Proposicion 2.1 se tienen
y que las siquientes condiciones adieionales' son vdlidas:

8792933524, #5(10yp) #4(10yp)

— ey = , ep=e3= . 4.5
A763267840899,,91 (w0, 20, Yo) e o~ 20091 (1040, 6y0,90)” 128,91 (1090, 60, o) (4.5)

20

Con lo anterior, el sistema (1) tiene comovaproximacion lineal 7 (w, x,y, z) en un punto (w, x,y, z)
dada por

—20wg1(w, x,y) — o — xf] (w) — yfs(w) —20z91 (w, z,y) — f1(w) —20yg1(w,z,y) — fa(w) —91(w,z,y)
xr1 f](w) — 20wg2(w, z,y) 20292 (W, Tk f1 (w)r1 — da —20yg2(w, z,y) —92(w, z,y)
yrafy(w) — 20wgs(w, x, y) —205 980, T, y) —z0yg3(w,z,y) + r2fo(w) —d2 —g3(w,z,y)

2r3Ty 2ZU3T5 2r3re 7%7"8 + r3r7
donde
o () + hw)) TSR + 14043 14 (10y0) v, £80w0 + SR
100y2Ah’ (10yo) ’ 120y2 £5(10yo)

o 478085370793day — f5(1.0yo0)
7 9526535681780y0 f4(10y0)’ 7 w91 (10y06y0, y0)

91 g2(w,2,y) + —=Bugs (w, 3, ) + =D g1 (w,2,y) = 01 g2 (w, )b —Doga(w,2,) + —=Osgn (w,2,y)
T4 = < w, x, A w, x, e w, x, b s = = w, &, A w, x, T w, x, k)
4 B w g2 Yy 2 wd3 ) 12 w g1 Yy 5 3 'z g2 k) 12 33 Yy 12 g1 Yy

L0, 92(w,2,9) + 0,93 (w, 3, 9) + =Dy g1 (w, 2, y) = ga(w,3,) + s gallt,2,y) + — g1 (w,2,)
Te = 5 w, T, 1o w, x, 1o w, T, ) =z w, T, - w, T, 1o W, T, )
6 3 y g2 Yy 12 y93 Yy 12 yd1 Yy 7 2g2 Yy 1293 Yy 1291 Yy

8 = yof5(10y0)-

Por lo que la aproximacion lineal del sistema diferencial (1) en el punto dé equilibrio p es

 879293352dy 366372230dy 4396466760dsy l2org
T76326784080 — '8 176326784089 — 20"8  Trg3267sd0sy — 2078 1275
6d 10551520224d9 g
190+ Jrgazarsanse -, _320735007dy 879293352d5 1318940028d5 _rs
2090 2381633920445 476326784089 476326784089 T3 (4.6)
478305194131ds 36637223ds 879293352d5 _rs
0526535681780 476326784089 176326784089 673
1575400589dy . 4872750659d . _ 73274446dy . 0
19053071363560 ' 3 5715921409068 ' 5 36640521853 ' 5

!Estas condiciones permiten que los pardmetros se mantengan positivos.
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4.1.1."_€ondicién necesaria para la bifurcacién doble Hopf

Para probar, la presencia de una bifurcacion HH, consideraremos que el sistema diferencial (1) es
una familia de EDO’s que depende de dos pardmetros, los parametros de mortalidad d; y ds de los
depredadores, pordo tanto la aproximacion lineal en el punto de equilibrio p = (wy, %o, Yo, 20), dada

n (4.6), sera denotada por J(p,d;, ds). Estas premisas y la observacion 4.3 nos permiten tener la
siguiente condicioén para la bifurcacion HH.

Lema 4.4. Si

44261301554869y0 /3 (10y0) . _ . _ AT6326784089y0f3(10y0)
30649653984 Y a2 =do = 125613336 ’

entonces los valores propios de~J(p, dyo, dso) son

d1 = d10 =

)\1’2 == :I:iwl, )\374 == :tiWQ, (47)

193264807851 2385341
donde wy = W 0f2 (10110) >0y wy = 16 T szl(loyo) > 0.

Demostracion. La aproximacion lineal.del sistema (1) en p estd dada por la matriz (4.6), la cual
tiene polinomio caracteristico

P)\(dl,dg) = )\4+A1)\3+A2)\2 + Az =44, donde

Ay =1, Ay = 0293852ds £ 7 £5(10y0)s

_ 963241725625day0 | ¢/ _ 109¢fi669d, (476326784089d; +966062791796dp) |
Az = <6d1y0 T 952653568175 ) f2(104o) 226887205240568823559921

36637223d2 (476326784089y0 f4(10yo) (—68144730124727d4 —13410131302708d2+253405849135348y0 f5(10yo
2 2

Az = 216144905646362110646742453041793038 (4.8)
| 36637223 (131894002845 (9526535681781 +3378471 979561d3))
21614490564636211064674245304179393 )
A 36637223day0 £ (10yo) 476326784089y (211789999895881d> —211965418919605d1 ) £5 (10yo))
4 =

108072452823181055323371226520896969

+ 36637223d2y0 f4(10y0)(109911669d2(10104140245973d2 — 126702924567674d1))
108072452823181055323371226520896969

Del Lema 4.1 se sigue que Py(dy,ds) = (A + w?) (A\? + w3) si y solo®i Af = Az = 0. Por otro lado,
haciendo d; = dyg y dy = dyg el resultado se verifica. <

Observacion 4.5. En una vecindad suficientemente pequena de (dyo, dag), para valores (dy, ds) muy
cercanos, la matriz J(p,dy, dy) tiene valores propios

A12 ((d1,d2)) = pa ((di, d2)) £ iwr ((di,dz2)) , A3, ((d1,d2)) = p2 ((di, d2)) £ w2l dis d2))

con pi12 ((dy,d2)), muy cercanos a p ((dyo, dao)) = 0, por continuidad en los valores propios.

4.1.2. Condiciones de no degeneracion y resultado principal

En esta subseccion, siguiendo las ideas en [20] (cf. [3]), mostraremos las condiciones bajo las
cuales el sistema (1) presenta en p una bifurcacion HH respecto a las tasas de mortalidad d; y ds
de los depredadores.
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4.1.2.1.__Simplificaciéon del modelo

Sean dy,459 eomo en el Lema 4.4. La existencia de un punto de equilibrio p en € esta garantizado
bajo las condiciones en la Proposicion 2.1, y en particular las parametros ¢; y c¢o dependen de las
tasas de mortalidad de los depredadores de acuerdo a las expresiones

d d
) = 120 + zogz(wo,:vo,yo), ea(dy) = 240 +;0235323x0,y0)‘

zo f1 (wo)

Ahora, tomando ¢;(dip)¥\ca(d2), el modelo (1) se convierte en:

dw
E = Rwh(w) - fl(’LU)Jf - fQ(w)y - gl<wa x,y)z,
dx
o z(c1(dio)fr(w) — di) — go(w,z,y)2,
dy (4.9)
i y(ca(dag) falw) — da) — ga(w, x, )z,
dz
- z(erg1(w, T, y)ek eaga(w, 2, y) + ezgz(w, z,y) — ds),
Por lo tanto, p es un punto de equilibrio del sistema (4.9) si y solo (dy,ds) = (do, dao).
Sean U C R* abierto y ©: U C— R*definida por
Y1 (dy, de)ton (a (digdy), po(dy, da)) - (4.10)

Denotaremos por §(dy, ds) el determinante de la matriz jacobiana 7 (dy, ds) de .

Las condiciones de no degeneracion estan dadas por latondiciéon de no resonancia y de regulari-
dad expuestas en HH1 y HH2 del Teorema 1.25, las cuales se calcularon haciendo uso del software
Mathematica. Estos resultados se resumen en los siguientes femas.

Lema 4.6. Si las condiciones de la Proposicion 2.1 se cumplen’para el sistema (4.9), entonces
kwy # lws, para k1 € Z, k41 < 3.

Demostracion. Notemos que wq(dig, dag) = wi ¥ wa(dig,dsy) = wo,d0s=cuales estan dados en la
Proposiciéon 4.4. La prueba se sigue, ya que kw; — lws # 0, para k + [ <.3. <

Lema 4.7. Si las condiciones de la Proposicion 2.1 se cumplen para el sistema (4.9), entonces la
aplicacion (4.10) es reqular en (po, dio, dao).

Demostracion. La aproximacion lineal del sistema (4.9) en el punto de equilibzi6 p estd dada en
(4.6), cuyos valores propios, cuando d; = dyg y do = dy, estan dados en el Lema‘'4M, Los vectores

propios de J (p, d1g, d2o) v T (p, dio, dag) correspondientes a los valores propios iwy y '+iws, estan
dados en el Apéndice D.2.

Por otra parte, de (4.6), tenemos
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0 0 0 0 0 0 0 0
loN4 0o —-1 0 O oNA 0 0 0 0
BTll(p’ digst) = | o o o o y 8712(11, diosd20) =1 o o _1 o |-
0 0 0 O 0 O 0 0

por lo que usando el Lema 1.23, tenemos que la derivada de la parte real de los valores propios
A3 (di,da) de J(pidy,ds) (ver Observacion 4.5), respecto a los parametros d; y dy en el valor
(di10, dao) son

Oy 7 )  _ 909383398095340 B o dag) — 2207819796661
ady DU Y = T 070832819529763 ady D10 420 = 5 159665639059526
am( o) T38933976660917 am( dro. dag) —  201520319663212
ady P 02 5 159665639059526° ddy P 100200 = T 576839819529763
por lo que
_909383398095340 729207819796661
1079832819529763 2159665639059526
J(dr,ds) = Y d(dwo, d20) = Big3Eiora110053-
738933976660917 _904520319663212
2159665639059526 1079832819529763 7

Esto demuestra el lema.
|

Observacion 4.8. El cdlculo de 105 goeficientes=etibicos a1, ais, o1, aoa, se realizé con la ayuda del
software Mathematica, usando las formulas del Apéndice A.3. Sin embargo, dado que las expresiones
obtenidas son extensas, no se incluyeron ‘en, este trabajo, no obstante, se dardn expresiones explicitas
en los ejemplos.

De los lemas 4.6, 4.7, y de la observacign anterior; ehunciamos el resultado principal de este
capitulo.

Teorema 4.9 (Resultado principal). Si a1, a12, a1, aga son_distintos de cero y
a) Caso simple: ajjaz >0, ajjas — ajpas # 0,
0
b) Caso dificil: aj1a02 <0, ajq # a1, a1 # ass,

entonces el sistema (4.9) presenta una bifurcacion HH en p con respecto a los pardametros dy y day
con valor de bifurcacion (dg, dsp).

4.2. Ejemplos

En este apartado daremos algunas aplicaciones que ilustran el Teorema 4.9. Para_precisar en
los ejemplos que vamos a tratar, considerando el sistema (4.9), hacemos las siguientes hipotesis que
ayudan a proveer ejemplos interesantes:
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= La présa tiene una tasa de crecimiento logistica, esto es, la funciéon de crecimiento intrinseca
w

esta dada por la expresion: Rwh (w) = Rw [ 1 — ) donde k; es la capacidad de carga de
1

la presa.

= Las respuestas funcionales fi, fo pueden ser de tipo Holling IT o IV, que miden la saciedad o
la defensa de’la poblacion presa.

= Con estas premisasgproponemos los siguientes casos de acuerdo al tipo de respuestas funcio-
nales g1 (w,z,y), g2z, y) que gs(w,z,y):

a) Caso HH1: Los@epredadores y el superdepredador experimentan saciedad e interferen-
cia a través de respuestas funcionales de tipo Holling II generalizadas .

b) Caso HH2: la poblacién de presas tiene algin tipo de defensa, los depredadores y
el superdepredador experitnentan defensa e interferencia, todas a través de respuestas
funcionales de tipo Holling ' o IV generalizadas.

4.2.1. Caso HH1: Saciedad e.interferencia entre predadores

En este caso, las respuestas funcienales son similares a las usadas en el Caso H1 de la Subseccion
2.3.1.

Sustituyendo las funciones explicitas anteriores; el sistema (4.9) tendra nuevos parametros. Por
lo tanto, con el fin de que las condicionés en el Proposicion 2.1, (4.5) y Apéndice D.1 se satisfagan,
hacemos las siguientes asignaciones adicionales de papémnyetros:

_ aim _ _ _ 20072 L — 120163

€2 = oo, wo = 10yo, o = 6yo, 2= T WT T
5
pr = o, B2 = 2812 Ba=A5yods, ME 72 =55
(4.11)
36 212

73:17037 (51:%7 02 = 227 N3 2463, k1 = 20yo,
1)1:1)2:10:’/07 a2 = a1, e] =e3 = aim

60y

Con estas asignaciones tenemos lo siguiente:

» Existencia de un punto de equilibrio en el interior de §2 dado per las condiciones:

Tay 8938079342129 478085370793 _ 47ay

R = — - - T o
1T 5 T 122508615936 2512266720 0 240’

Co =
de acuerdo a la Proposicion 2.1; el cual esta dado por

Tayyom )

Po = (10y0, 60, Yo, z
Qaq

en el cual, por el Lema 4.4, la aproximacion lineal, J(po, (dio, d20)), del sistema=(4.9) tiene

valores propios
93264807851 2385341
5233889 183

30 ay, wz=————ai,

)\1’2 = iiwh )\3,4 = iiWQ, w1 = 640
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cuando d; = dyg y dy = dyp, donde
44261301554869a, 476326784089a4

107 7995986159360 © 2T T 5024533440

que nos‘garantiza una de las condiciones necesarias para tener una bifurcacion HH.

= Haciendo uso del software Mathematica, se calcularon las condiciones de no degeneracion: la
condicién de‘regularidad en la demostracion de la Proposicion 4.7 y los coeficientes cubicos,
los cuales estan_dades por

2

a1l
aIn=47 o oy @111,
y3(61851411562730676313a2n? + 30467027605053032210270560002 )
ara?
aiz = 5 53 oy @121,
y2 (34955540082877833758171a2n? + 791599473886090135998290002 )
0 11 1 (4 12)
ala%
az = —— 73 oy 0211,
y2 (61851411562730676313a2n? + 30467027605053032210270560002 )
2
alo
agy = L

T2 2.2 2y %221,
Y5 (34955540082877833758171(11171 + 7915994738860901359982900&1)

donde

_2372408779862271200260099255387216262135158928456784962681503245957391145
N 1196142391929446082335791882083444840889625293448
_ 5186031227116959974988718966930567997451264054771468061836340190721403325
B 9157825630026534981672332219350130824887626957824
_2985149917622123242227425696816243407264072516616956744955181551886386005
a2 = 1196142391929446082335791882083444840889625293448
_ 43142546626675684512467.74509592198394432757175309446319355655736726949465
N 18315651260053069963344664438700261649775253915648 '

ai11

a121

a221

Notemos que ajjas0 < 0y ay; # a12,021 F=aes. Pordo gue del Teorema 4.9b) se concluye que
el sistema (4.9) presenta una bifurcacion HH ‘con respecteo™, los pardametros (dy,dy) con valor de
bifurcacion (dig, dao).

4.2.2. Caso HH2: Defensa de la presa e interferéncia entre predadores

En este caso, las respuestas funcionales son similares a las usadas enel Caso H2 de la Subseccion
2.3.2 y analogamente como se hizo en la subseccion 2.3.2 se tienen los’Siguientes resultados.

Sustituyendo las funciones explicitas anteriores el sistema (4.9) tendrd nuevos parametros. Por
lo tanto, una vez mas, al igual que el ejemplo anterior, con el fin de que.as condiciones en el
Proposicion 2.1 y las condiciones adicionales (4.5) de la Seccion 4.1, asi coino las condiciones en el
Apéndice D.1 se satisfagan, hacemos las siguientes asignaciones adicionales depardmetros:

— _am _ _ _ 2a1m2 _ 12a163
€2 = 3560150 wo = 10yo zo = 6yo, Qg = TR, Qg = S,

_ 3mwo — 9m2y0 _ —_m _n2
B1 540, B2 = =125, B3 = 2Tyods, = To659 =50

(4.13)
35 126

73 =58, & =15, b2 = 12, n3 = =%, k1 = 20yo,

— — 2 — — — aimy
by =bo = 300yg, az = ay, €1 = €3 = Ta0y0a7

Estas asignaciones permiten validar el Teorema 4.9:
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= Las gondiciones de la Proposicion 2.1:

P dzon 79250307 - 81376019 392004
YT o T Tt T 1661952807 ° T 1661952807 0 40yom |

se cumplen, las cuales nos garantizan la existencia de un punto de equilibrio positivo en el
interior de 0,.€kcual esta dado por

Taym

= (10yo, 6 e
Po ( Yo, BYo, Yo, 1000[1)7

en el cual, por el Lema 4.4, la aproximacion lineal, 7 (po, (dio,d20)), del sistema (4.9) tiene

valores propios
93264807851 a 2385341 a
5233889 1 183 “1
T 1aonn.. 0

Mo = Fiw Mgy = +i _ V5203889 7 _
1,2 Wi, 3,4 Wz, Wi 1600y0 , W2 12800y0
cuando d; = dyig y dy = dyg, donde
_ 44261301554869a, 4763267840894,
107 24519723187200y, 207 100490668800y, ’

que nos garantiza una de las gondiciones necesarias para tener una bifurcacion HH.

= Haciendo uso del software Mathématica, se calcularon las condiciones de no degeneracion:
la condicion de regularidad, la ctial se tien€é en la demostracion de la Proposicion 4.7 y los
coeficientes cubicos, los cuales estan dados per

_ a147

~ 61851411562730676313a2A2yo + 1218681 10420212128841082240000 + a2y3

_ alaf

" 34955540082877833758171a2n270 + 316639789554436054399316000002y3

ala%

© 61851411562730676313a273y0 + 12186811042021212884108224000002 33

a1a%

h 34955540082877833758171a2n?yo + 3166397895544360543993160000a:2y3

ail a111,

ai21,
(4.14)

a1 = a211,

a2 = a221,

donde

26051741814797686998797762260369949552078081109211020575966758587272233325
299035597982361520583947970520861210222406323362
114235809877988415153586743577383665104531544476346237346703590530525908675
6868369222519901236254249164512598118665720218368
111396521317063767453458301505941158954653270302790975082167377411030686825
299035597982361520583947970520861210222406323362
172595758806182482867881392197752784864923306465780947069890248549673849975
13736738445039802472508498329025196237331440436736 3

a1l =

al21 =

a211 =

a221 =

De donde tenemos que ajjase < 0y aj; # aia, as # as. Por lo que del Teorema 4.95)_sé concluye
que el sistema (4.9) presenta una bifurcacion HH con respecto a los parametros (dy, d3) con valor
de bifurcacion (d107 d20>.
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‘ Puntes de equilibrio ‘ Valores propios Dinamica de los puntos de equilibrio ‘
t.=(0,0,0,0) AL = —23.7031, Ay = —9.03365, A3 = —0.0489583, Ay = 0.35, Silla
vy = (98.2704,141.19,0,0) A = —0.123014, Ay,3 = —0.0418681 £ 0.8996557, Ay = 0.0191974 Silla
t3 = (99:292140, 140.492, 0) A = —0.0444784, Ay 3 = —0.0429773 £ 1.447167, Ay = 0.0471275, Silla
ty = (20040,0,0) A1 = —0.35, Ay = —0.0304398, A3 = 3.11722, A\, = 8.01368, Silla
5 = (101.114, 37:5881, 0, 3.58198) A1 = —0.0650887, Ay = 0.0190303, A3 4 = 0.0304125 % 0.3890264, Silla
p1 = (99.8696, 67.6336, 1312289, 3.24767) | A = —0.011219 £ 0.5166674, A3 4 = 0.00413515 + 0.0416924, Silla

Tabla 4.1: Dinamica de\los puntos de equilibrio para el pardmetro (d;, dy) perturbado: Caso HH1.

4.3. Resultados'numeéricos

A continuacién se dan algunoes’ejemplos numéricos para ilustrar los resultados de la Seccion 4.2,
dando valores especificos a los parametros para cada uno de los casos analizados.

Ejemplo 4.10 (Caso HH1: Saciedad.e interferencia entre predadores). De las condiciones en (4.11),
el sistema diferencial (4.9) tiene parduietros libres ay, g, m,m2 y d3. Con el fin de obtener simula-
ctones numeéricamente, damos los siguiehtes valores:

alzi, y0:10, 051:7’]1:772:53:1.

Por lo tanto el punto de coexistenciafdonde se.da=una bifurcacion HH es p = (100, 60, 10, 3.5) cuyos
pardmetros de bifurcacion son

4426130554869 476326784089

107 7903942637440, ¢ #*° T 20098133760

Por otra parte, de (4.12) , tenemos que ayazy < Oy’ ademds 05 = 3.02507 (0 y & se definen en
(1.29) ). Por lo tanto, del Teorema 1.25 se tiemeda, aparicion un toro de dimension tres o dos y para
efecto de visualizarlo tomamos el vector de perturbacion

8 3

(dv,d2) = (d1o,d20) + (103, 108

> = (9.03365,23.7031),

en el cual tenemos la ezistencia de un punto de equilibrio en el intériow de w (ver Tabla 4.1 para
los demds puntos de equilibrios que estan en la frontera de €):

p1 = (99.86959733893991, 70, 13.125, 3.28125) .

Este punto es un foco inestable ya que tiene valores propios A1 = 0.0119807°4)0.526789:, y A3 4 =
0.00445985 + 0.0411779i, en el que las orbitas del sistema con condicion inicial

= (99.8696 ! 70 !
qo = (99. +ﬁ, +

1 1
——13.125 + —,3.28125 + —),
106 * 108 + 1o6)

tienden a un toro invariante tridimensional, que se puede visualizar en el espacio fase Kaciendo una
proyeccion al hiperespacio ]R?w ) {(0,2,y, 2)}, el cual estd dada en la Figura 4.1(e). También, las
correspondientes series de tiempo de las densidades poblacionales se muestran en la figura 4.1(a)-

(d).
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‘ Puntos dé equilibrio ‘ Valores propios Dinémica de los puntos de equilibrio ‘
v = (99.26970, 140.509, 0) A1 = —0.000230821, Ay 3 = —0.000216371 £ 0.007262767, A, = 0.000269823, Silla
©=(0,0,0,0) A1 = —0.1185, Ay = —0.0451283, A3 = —0.000244792, A, = 0.00175, Silla
t3 = (98.1157, 1442307, 0, 0) A1 = —0.000704303, Ao 3 = —0.000212683 £ 0.004543014, Ay = 0.0000310037, Silla
ty = (200,0,0,0) A1 = —0.00175, A, = —0.000169034, A3 = 0.00694681, A, = 0.0174286, Silla
t5 = (100.694, 40.5148,0;000175824) A1 = —0.000372665, Ay 3 = 0.00012042 + 0.002037897, A, = 0.000228158, Silla

Tabla 4.2: Dinamica.de los puntos de equilibrio para el parametro (d;, dy) perturbado: Caso HH2.

Ejemplo 4.11 (Caso HH2: Defensa de la presa e interferencia entre predadores). De las condiciones
en (4.13), el sistema difezencial (4.9) tiene pardametros libres ay, ay,m1,m2 y 3. Con el fin de obtener
simulaciones numéricamentes damos los siguientes valores:

a1:%7 y0:107 061:7']1:7]2:(53:1.

Por lo tanto el punto de coexisteficia donde se da una bifurcacion HH es p = (100,60, 10,0.0175)
cuyos parametros de bifurcacion son,

| 44261301554869 476326784089
= 080788927488000 7 “* T 4019626752000

10

Por otra parte, de (4.14) , tenemos_queS@itaz, < 0 y ademds 65 = 5.66027 (0 y & se definen en
(1.29) ). Por lo tanto, del Teorema ¥25 se tiene la.gparicion de un toro tridimensional y para efectos
de visualizarlo tomamos el vector de“perturbacion

8 3

(dv,d2) = (d1o,d20) (Toiga 108

> =(9.03365, 23.7031),

en el cual tenemos la ezistencia de un punto dé eguilibriofen ) (en la Tabla 4.2 aparecen todos los
puntos de equilibrio en la frontera de Q0 en este pardmetrol(dy, ds)):

p1 = (99.9997,60.019, 10.0072, 0.0174978) .

Este punto es una silla ya que tiene valores propios A\i o = —1.904036611723412 x 10~7 + 0.00208684,
Y A3 = 2.22463 x 1077 £ 0.000222975i. en el que las drbitas del sistemp@ con condicion inicial

1 1 1 1
— (99.9997 + —,60.0169 + ——, 10.0072 + ——, 0.0174978 + ),
q0 = ( * 108 * 106 * 108 AT

tienden a un toro invariante tridimensional, que se puede visualizar en el espacio fase haciendo una
proyeccion al hiperespacio R?m v (0,2,y,2)}, el cual estd dada en la Figutang:2(e). También, las
correspondientes series de tiempo de las densidades poblacionales se muestrangényla figura 4.2(a)-

(d).

Como se pudo observar, la coexistencia de las cuatro especies se tiene al asegurar lalexistencia de
un conjunto w-limite, toro, en el que las densidades poblacionales se preservan en rangos favorables
para la coexistencia.
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Figura 4.1: Densidades poblacionales y proyeccion del ciclo limite en el Caso H
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Capitulo 5
Bifurcacion cero-Hopf para el modelo de
cuatro especies

Asegurada la existencia de al@enos un punto de equilibrio del sistema (1), dado por la Pro-
posiciéon 2.1, en este capitulo, analizainos este sistema a través de la bifurcacion cero-Hopf y ga-
rantizamos la existencia de un conjuntetlimite invariante en ). Denotemos por P, el polinomio

caracteristico de la linealizacion del sisteria (1), el cual esta dado por
Py = A+ AN+ AN+ As) + Ay,
y de la condiciéon de la bifurcacion”ZH tenemeostdie

P,\:)\()\2+w2)()\—a4), w>0, ag <0.

Lema 5.1. Si A; > 0,i=1,2,3, y P\ sé factoriza ¢onio en (5.2). Entonces sus raices son

A =0, M3E iy = ay,
si 1y solo si Ag — Ay Ay =0 y Ay = 0, donde w's /Ay y dg=—A;.
Demostracion. Supdéngase que Py es como en la hipotesis; esto es P, factoriza como
Po=2(N+w) A=), w
esto es
M+ AN+ AN+ Ash + Ay = (N + dw?) (A — ay)
=2 — g\ 4 w2 Lo\

lo cual implica
Al = —Qy, AQ = CL)Q, Ag = —a4w2 y A4 =0.

Equivalentemente
A3 —A1Ay =0, A4=0.

Ahora si A3 — A1Ay =0y Ay = 0, entonces
P)\ - )\4 -+ Al)\B + Az/\2 -+ AlAQ)\ == )\3(/\ -+ Al) —+ AQ)\()\ -+ A1>

= (N + A A (A + Ay) = AN+ A) (A + A

Esto completa la demostracion.

61

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.5)

(5.6)
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Observacién 5.2. A continuacion se analizard el sistema diferencial (1), y para este fin conside-
raremos, @ paytir de ahora, que las condiciones dadas en el Apéndice E.1, la Proposicion 2.1 y las
siquientes condiciones

Yo.f2(10yo) 230 f5(10yo) ~20f3(10yo)

20 = , €3 = , €] =e3= .
O T 0091 (10%0,690,%0)" > 9wg1(10y0,6y0,50) — ° wgr(10y0, 630, yo)

(5.7)
se cumplen.

Con lo anterior, el'sigtéma (1) tiene como aproximacion lineal J (w, x, y, z) en un punto (w, x, y, 2)
dada por

—20wg1 (w, x,y) — xf{(w) —ro=—yfs(w) —20z91(w, z,y) — f1(w) —20yg1(w,z,y) — fa(w) —g1(w,z,y)
@mf{ (w)r1 — 20w g2 (w, B§Y) —20292(w, 2,y) + {5 f1(w)r1 —d1 —Zaygz(win Y) —g2(w,z,9y)
5595 (w)r2 — 20w gs(w, T, Y) —20593(w, T, y) —20yg3(w, ,y) + 55 fo(w)re —d2  —g3(w,z,y)
377 r4TT 577 T6T7
donde
8£5(10yo) (wh'(w) + h(w)) 2d; do
ro = , m=———=+H3 ro=————4+3, r3=20wg91(w,x,y)+ 230wg2(w,x,y) + 20wg3(w, x,y),
5h/(10yo0) y0/5(109q) Y0 f3(10y0) ( ) ( ) ( )

T4 = 2091 (w, z,y) + 230zg2(w, z,y) + 20293(w, 2, Yy), m5 = 20yg1(w, z,y) + 230y g2(w, x,y) + 20yg3(w, z,y),

1025 (10yo)

re = —253y00wg1(10yo, 6y0, yo) + 291 (w, z,y) + 23ga(w, x,%y) + 2g3(w, z,y), = .
dwg1(10yo, 6y0,yo)

Dicha aproximacion lineal en el punte~de equilibrio p esta dada por

—8y0./4(10y0) 5 (—235)pofs@0yo) * “A5y0f5(10y0)  —20300wg1(10y0, 630, yo)
3. (4d1 + Tyo f5(10y0)) 2y0.£5(1090) Swod? (10y0) —9900w g1 (10yo, 6y0, yo)
f (5.8)
55 (4d2 + 13yo f3(10y0)) 5540.f3(10y0) S0 f4(@0yo) —3y00wg1 (10y0, 60, 30)
5y0 £5(10y0)* 490y0.f3(10y0)? __415y0 f5 (10y6)” 0
204 91 (10y0,6Yy0,Y0) 30w 91(10y0,6y0,Y0) 9w 91 (10y0,6yes¥0)

5.1. Condiciéon necesaria para la bifurcacion cero—Hopf

Para probar la presencia de una bifurcacion ZH, consideraremos que'€l sistema diferencial (1) es
una familia de EDO’s que depende de dos parametros, los parametros de_mortalidad d; y ds de los
depredadores, por lo tanto la aproximacion lineal en el punto de equilibrio p = (wo, o, Yo, 20), dada
en (5.8), sera denotada por J(p, d;,ds). Estas premisas y la Observacion 52 nos permiten tener la
siguiente condiciéon para la bifurcacion ZH.

Lema 5.3. S

dl = d10 =

2855183381y0f5(10y0) . 6145801420y03(10y0)
140393244 y G2=d20:= 140393244 :

entonces los valores propios de J(p, dyg, dsg) son

)\1 = O, /\273 = :I:iw, )\4 = Oy, (59)
donde w = §/ 55538350y, f3(10y0) y o = —Zyo f5(10yo).
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Demostrgeitn. La aproximacion lineal del sistema (1) en p estd dada por la matriz (5.8), la cual
tiene polinemio caracteristico

Py(di,da) = X + A1 A3 + Ao)2 + Agh + Ay, donde

Ag =1, Ay =—2yof5(10y),

Ay = 3590 f3(10y0) (188d; + 24dy + 8665y f5(10y0)) (5.10)
Ay = 1Ly? £3(10y0)? (124336d; — 53004d2 + 103053y, f4(10y0))

A =8y8 f5(10y0)? (141992dy — 68044y + 909710 f5(10y0))

Del Lema 5.1 se sigue que\(dy,ds) = A(A\? +w?) (A —ay), w > 0, siysolosi A3 — A1 Ay =
0y Ay = 0. Haciendo dy = dyg y, dor= dog el resultado se verifica. «

5.2. Condiciones de no-degeneraciéon y resultado principal

En esta seccion, siguiendo las ideas en |26] (cf. [8]), mostraremos las condiciones bajo las cuales

el sistema (1) presenta en p una bifurcaciénZH respecto a las tasas de mortalidad d; y dy de los
depredadores.

5.2.1. Simplificacién del modelo

Sean dyg, dog como en el Lema 5.3. La existéncia degimpunto de equilibrio p en € esta garantizado
bajo las condiciones en la Proposicion 2.1, y'en partictilat, las parametros ¢; y c¢o dependen de las
tasas de mortalidad de los depredadores de acderdo a las.€Xxpresiones

er(dy) = dixo + 2092(wo, o, Yo) J(dy) = d8yo & 2093 (wo, 2o, Yo)
xof1 (wo) ’ Yoz (wo)

Ahora, tomando ¢;(dyp) ¥ c2(da), el modelo (1) se convierte en:

% = Rwh(w) — fi(w)z — fa(w)y — gi1(w,z,y)2;

dz

— = z(c1(dio) fi(w) — dv) — g2(w, 2z, y)z,

fg/ (5.11)
— = ylea(dan) fo(w) — do) = gs(w, 2, )z,

dz

% - Z(elgl(wwra y) + 6292(111, xay) + 6393(w7x7 y) - d3)7

Por lo tanto, p es un punto de equilibrio del sistema (5.11) si y solo (dy, ds) = (dy0, dgp)-

Ahora, denotamos por G(w,x,y,z,d;,ds) el campo vectorial asociado al sistema (5.11); por
otro lado 7(w, x,y, z,dy,ds) y §(w, z,y, z,dy, dy) denotaran la traza y el determinante de la matriz
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jacobiana J (w, x,y, z, dy, ds) de G, respectivamente. Definimos la aplicacion
F (’LU, L,Y,%, dla d2) = (F(w7 x,Y, %, d17 d2)a 7'(11}, T,Y,z, dla d2)7 6(11}, T,Y,z, dla d2)) . (512)

Las condicieties, de no degeneracion estan caracterizadas por el determinante ® del jacobiano
de la aplicacion (5¥12), y los coeficientes B(po, dio, d2o), C(Po, d1o, d2o) ¥ E(Po, d1o, d2o) (ver Teore-
ma 1.2.4). Haciendo uso del software Mathematica, mediante las formulas del Apéndice A.4 y los
vectores propios normalizados en el Apéndice E.2, se calcularon cada uno de estas condiciones. Sin
embargo las expresionéssohtenidas resultan ser extensas, por lo que se decidié no escribirlas aqui;
no obstante se mostraranzexpresiones explicitas en los ejemplos considerando respuestas funcionales
especificas. En este sentido,.enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 5.4 (Resultado prin€ipal). Ezisten condiciones suficientes que garantizan que el sistema
(1) exhibe una bifurcacion cero—Hopf en p con respecto a los parametros de mortalidad dy y ds de los
mesodepredadores, con valor de bifurcacion (dyg, dsg); siempre que Do, B(po, dio, dao), C(Po, d1o, d2o) ¥y
E(po, dyo, dao) sean distintos de cero

Demostracion. Del Lema 5.3 se tiene que Janlinealizacion del sistema (5.11) en p tiene valores propios
como en (5.9) cuando (dy, dz) = (d1o, dzo),'y dado que Do, B(po, d1o, d2o), C(po, dio; d2o) y E(Po, dio, d2o)
son nameros reales distintos de cero, el resultado se sigue del Teorema 1.26. <

5.3. Aplicacion del resultado’ principal

En esta seccion se dan algunas aplicaciones del* ¥éSultado principal de este capitulo, utilizan-
do respuestas funcionales especificas que consideran c¢iertos aspectos ecologicos del modelo que se
analiza.

En particular, considerando las hipotesis de"la Seccion 2.3, analizamos las siguientes casos, de
acuerdo al tipo de interaccion entre las especies que considera’las respuestas funcionales g, (w, z, y),

Go(w,z,y) vy gs(w,z,y):

i) Caso ZH1: Los depredadores y el superdepredador experimentan saciedad e interferencia,
medidas a través de respuestas funcionales de tipo Holling I génetalizadas (Falconi et al. [24]

and cf. [3])

iii) Caso ZH2: La poblacion de presas tiene defensa, los depredadores experimentan defensa,
interferencia o competencia, todos a través de respuestas funcionales de tipo Holling IV gene-
ralizadas (ver Falconi et al. [24], Maghool et al. [27]).

5.3.1. Caso ZH1: Los depredadores y el superdepredador éxperimentan
saciedad e interferencia
En este caso, la tasa de consumo del superdepredador se ve afectada por la interferencia de los

mesodepredadores, lo cual es favorable para la presa o recurso, ya que ocasiona que el*perjuicio
hacia esta se vea disminuido.
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En este'cas6 las respuestas funcionales son:

a1xr asT alw
Xr) = ) Xr) = ) w,x, = )
fi(@) b1+ f2(=) by + 91 v) B1+mw + iz +my
Q2T azy
gQ(wvxay) = 93(w7x7y)

© Bo A+ yow + dox + 10y’ " B3+ y3w 4 d3x + 13y’

Con estés respuestds funcionales, el sistema (1) tendra nuevos parametros. Asi que, con el fin de que
se cumplan las condiciones del Apéndice E.1, hacemos las siguientes asignaciones de pardmetros:

ey = 2L, wo = 10yo, zo = 6yo, ag =g oy = Hads
ﬁl - %7 52 - 377%‘@0’ /63 - 27y0537 Y1 = %7 Y2 = %7
(5.13)
303 m 72
=2 o= — 0y = — = 366 k1 =20
8= G 2= 5 73 3, 1 Yo,

a
bi =by =10yy, a2 =Gu*, e1 =e3 =gt

Bajo las asignaciones anteriores, tenémgs los siguientes resultados:

= Existencia de un punto de equilibrio ‘en el interior de 2 dado por las condiciones:

4aq 320792321 460241381 _ 19aq

Fr= =7 7 5810799600 T 1642039980° 4~ 100

de acuerdo a la Proposicion 2.1;%l cual estadado por

alyom)

po = (10y0, 60, Yo :
aq

y donde, por el Lema 5.3, la aproximacion lineal” F(wo, (d1g, da)), del sistema (5.11) tiene
valores propios

B ey B @y [489S3416511 . 23
M =0 Agg =i, A= =G wr = oe) gm0 T T5™

cuando d1 = d10 y d2 = dgo, donde

_18621581a, 267419234,
~ 1642039980 207 7410509995 |

que nos garantiza una de las condiciones necesarias para tener una bifurcacion ZH.

10

Haciendo uso del software Mathematica, se calcularon las condiciones~de no degeneracion,
obteniendo los siguientes resultados:

4194596650298882214526¢1
B(po,di10,d20) = ,
504269996975446547703n1y0

10915206114907406500468049253965¢1
C(po,dio,d20) = , 514
3506739867989384806296036636732n1 Yo (5.14)

2 7
alllo 103988569131039870119a

E(po, di0, d20) = —————L— 55, Do= )
a12101M7Yg 2826489335434444800000
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dendé

a111 = 2480611649303273666379038895549578116783029518943330977436356641020426
9106744876351070448285268839364654624489554131904026358734335533311197800383

a121 = 1013502743959256816436964153618270462856760051466832407162166104043569
0982938504093123068522377143526189263124523648185271071904422898952114176.

Notemos que tanto BC#E como D son distintos de cero. Por lo que del Teorema 5.4 se concluye
que el sistema (5.11) présenta una bifurcacion ZH con respecto a los parametros (di, ds) con valor
de bifurcacion (dyg, dao).

5.3.2. Caso ZH2: Defénsa de la presa e interferencia entre predadores

En este caso, las respuestas fun€ionales son similares a las usadas en el Caso H2 de la Subseccion
2.3.2 y analogamente como se hizo%en la-subseccion 2.3.2 se tienen los siguientes resultados.

Sustituyendo las funciones explicitas.anteriores el sistema (5.11) tendra nuevos parametros. Por
lo tanto, una vez mas, al igual que el gjemplo anterior, con el fin de que las condiciones en el
Proposicion 2.1 y las condiciones adicionalesy(5.7) de la Seccion 1.2.4, asi como las condiciones en
el Apéndice E.1 se satisfagan, hacemos las'siguientes asignaciones adicionales de parametros:

eo = T, wo =100, 2y/= 6o, ay = 22 oy = Had

— 3muyo -3 — 974000 — mn :@
Bl 2 B2 1124073 53 Y003, 7 1001/0’ 2 20’

(5.15)
303 m 72 185

_ 3% Gr=TL Negem 2 — 18 gy — o0y,
73 10 1= 15 235 40 3 %0 1 Yo
by =by =300y, ax=a;, e =e3= —5210731.

Estas asignaciones permiten validar el Teorema 5.4:

» Las condiciones de la Proposiciéon 2.1:

4aq 3065773247 6566981161 \253a1

R = = — = - x
DT 95y, 1T 28078648307 T 28078643807 4.V 80y,

se cumplen, las cuales nos garantizan la existencia de un punto deequilibrio positivo en el
interior de €2, el cual esta dado por

arm
= (10y0, 6Y0, Yo, ——),
po = (10y0, 6y0, Yo 1000”)

en el cual, por el Lema 5.3, la aproximacion lineal, J (po, (d1o, d2o)), del sistema’(5.11) tiene
valores propios

, a1 [1605389501 23
1=0, Ao =i, A=-G w 1600y, V 948603 G 32000 """
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cuando d; = dyg y dy = dyp, donde

2855183381a; 6145801429a,

dg= —M - T
10 = 112314505200y, °  “° T 112314595200y,

que nos garantiza una de las condiciones necesarias para tener una bifurcacion ZH.

= Haciendo use”del software Mathematica, se calcularon las condiciones de no degeneracion,
obteniendo losisiguientes resultados:

o o, dag) — 21 18039088746145015095651
ROn10, 420 = S 005308443328885086 7211 50 |

563131918076985222972669186209484991679306650¢1
320378213354048483696548191838209950414038358471y0 ' (5.16)

C(po, digglzo) =

ain10? 1023767442933247945947

E 7d ’d - — b = ’
(po, d10, d2g) aimain?yo’ ° 4132328913764352000000000

donde

a111 = 128891817218729765160757386743626624718348098810694582017251318708830
85240469698085192740287071685184167599221211170200971169250615736417185

a121 = 1342106110795654284238978692872184489539127468310288857881406091204
338729277703408¥311237371718673734171224080988557350512522768587767808.

Notemos que tanto BC'E como ® son distintos de.¢éro. Por lo que del Teorema 5.4 se concluye
que el sistema (5.11) presenta una bifurcacion ZH cor T¢Specto a los pardmetros (di, ds) con valor
de bifurcacion (dyg, dap).

5.4. Simulaciones numéricas

En esta seccion se dan algunas simulaciones numéricas para”yalidar los resultados de la seccion
anterior.

Ejemplo 5.5 (Caso ZH1: Saciedad e interferencia entre predadores)~.de las condiciones en (5.13),
el sistema diferencial (5.11) tiene pardmetros libres ay, o, m1,m2 y d3. Cow el fin de obtener simula-
ctones numeéricamente, damos los siguientes valores:

CL1:]_, y():lo, Oé1:7’]1:772:53:1.

Con esto, el punto de coezistencia donde se da una bifurcacion ZH es po = (100460, 10,2) , cuyos
pardmetros de bifurcacion son

dio = 0.0113405 y dap = 0.0651432.

Por otra parte, notemos que de (5.14), tenemos que sign(B(po, d19, dao)C (po, d10, dao)) = A hademds
6 < 0. Por lo tanto, del Teorema 1.26 se tiene la aparicion un toro de dimension tres 0 dos, que
para efecto de visualizarlo tomamos el vector de perturbacion
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‘ Puntos*de equilibrio ‘ Valores propios Dinamica de los puntos de equilibrio ‘
t; =%0,0,0,0) A1 = —0.79, Ay = —0.0651432, A\3 = —0.0113405, \, = 0.8 Silla
vy = (18.1346, 84.5638, 0, 0) A1 = —0.0326026, Ay 3 = 0.0171199 £ 0.08484937, A, = 0.230994, Silla
v3 = (30:279,0088.4443, 0) A1 = —0.750245, Ay = 0.0113622, A3 4 = 0.018334 + 0.183334, Silla
ty = (200,0.0,0) A1 = —0.8, 3 = —0.612222, A3 = 0.0537802, \, = 0.121714, Silla
v; = (148.454, 39676570, 1.76651) A1 = —0.464108, Ay = —0.0323217, A3 4 = 0.0120566 = 0.1318084, Silla
p1 = (99.9698, 60.0098, 10:0042,1.99986) | A; = —0.143462, A\, = —0.000233082, A3 4 = 0.0000437508 =+ 0.047834, Silla
p2 = (100.03,59.9902, 9:99577,2.00014) | A\; = —0.144037, Ao 3 = —0.0000427681 + 0.04802877, A, = 0.000230313, Silla

Tabla 5.1: Dindmica deé los puntos de equilibrio para los parametros (dy,dy) perturbados: Caso
ZH1.

5 5
(d# d2) = (d1o, d2o) + <1097 109> )
en el cual nuestro sistema tiene dos puntos de equilibrio dentro de Q) (en la Tabla 5.1 aparecen todos
los puntos de equilibrio del sistema parados pardametros (dy,ds) perturbados)

p1 = (99.9698, 60.0098,10.0042, 1.99986) y p2 = (100.03,59.9902,9.99577,2.00014).

El punto p1 es una silla ya que tienewalores propios x = —0.143462, A = —0.000233036 Y A3 4 = 0.0000436279 +
0.0478301i. Asi también, el punto po es=una silla\ya que sus valores propios Som s = —0.144037, Xe 7 =
—0.0000427762 + 0.0480287i 1 Ag = 0.000230312

Por otra parte, tomando la condicion wicial

= (100 + ! 60+i 10 + ’ 2+i)
= 1077550 T102 " 107
cercana al punto de equilibrio po, (cercanas a Py y P2), las.orbitas del sistema que pasan por este
punto se acumulan en un conjunto invariante, toro, que Se puede visualizar en el espacio fase
haciendo una proyeccion al hiperespacio ]R?I,W) ~ {(0,z,y, z)¥, el cual estd dada en la Figura
5.1(e). También, las correspondientes series de tiempo de las densidades poblacionales se muestran

en la figura 5.1(a)-(d).

Ejemplo 5.6 (Caso ZH2: Saciedad e interferencia entre predadores). De las_eondiciones en (5.15),
el sistema diferencial (5.11) tiene pardmetros libres ay, a1, m1, 12 y d3. Con ‘el fin_de obtener simula-
ciones numéricamente, damos los siguientes valores:

a1:1, y():l(), 061:7]1:772:(53:1.

Con esto, el punto de coezistencia donde se da una bifurcacion ZH es po = (100,60, 10, 0:01) , cuyos
pardmetros de bifurcacion son

dip = 0.00254213 y dap = 0.00547195.
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(e) Proyeccion del toro.

Figura 5.1: Densidades poblacionales y proyeccion del toro en R? en el Caso. ZH1.

Por otra parte, notemos que de (5.14), tenemos que sign(B(po, dig, dao)C (po, d1o,doo))y = —1 y
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‘ Puntes de equilibrio ‘ Valores propios Dinamica de los puntos de equilibrio ‘
v = (88.5249, 0, 84.3569, 0) A1 = —0.296304, Ao 3 = —0.000423479 £ 0.002639474, A, = 0.0000124325, Silla
% = (200,0,0,0) A1 = —0.243523, Ay = —0.004, A3 = 0.000577447, Ay = 0.00121028, Silla
vy = (874941,84.6208, 0, 0) A1,2 = —0.000419224 + 0.001787984, A3 = —0.0000266308, A, = 0.0836684, Silla
vy =((0,040,0) A1 = —0.31625, Ay = —0.00547195, A3 = —0.00254213, A3 = 0.004, Silla
5 = (130.153, 40.6938,0, 0.0187257) A1 = —0.00314207, Ao = 0.0000585122, A3 4 = 0.000913636 £ 0.008038831, Silla
p1 = (122.433,44.8967, 264382, 0.0179928) | A = —0.00298204, Ay = —0.000041609, A3 4 = 0.000940473 £ 0.006779114, Silla

Tabla 5.2: Dindmiea de los puntos de equilibrio para los parametros (dy,dy) perturbados: Caso
ZH2.

ademds 0 > 0. Por lo tantoxdel Teorema 1.26 se tiene la aparicion un toro de dimension tres o dos,
que para efecto de visualizavlostomamos el vector de perturbacion

(dy, dpY’= (dyo, dao) + (—0.146298,0.989241) ,

en el cual nuestro sistema tiene dos_puntos de equilibrio dentro de Q0 (para todos los puntos de
equilibrio ver Tabla 5.2)
p1 = (122.433,44.8967, 2.64382, 0.0179928),

el cual es un punto silla ya que tiene yalores propios x; = —0.00298204, Ao = —0.000041609 Y A3 4 = 0.000940473 +
0.00677911i.

Por otra parte, tomando la condicign wnicial

1 1 1

1
— (100 4+ +—,60 10em 2 — —
g0 = (100 + + 157 154

1071 W7 )1

cercana al punto de equilibrio po, (y a p1), las*grbitas del sistema que pasan por este punto se acu-
mulan en un conjunto invariante, toro, que se<puede vistializar en el espacio fase haciendo una
proyeccion al hiperespacio R?@yﬁz) ~ {(0,x,y,2)}, el cual esta*dada en la Figura 5.2(e). También,
las correspondientes series de tiempo de las densidades poblaciofiales se muestran en la figura 5.2(a)-

(d).

En resumen, como se pudo observar se probo la coexistencia de las especies a través de la existen-
cia de toros invariantes. Para que esto fuera posible se establecieron condiciones en los pardmetros
ecologicos del sistema (1) que permitieron ver la relacion o condiciones que se.dében cumplir en cada
uno de estos, entre los cuales las tasas de mortalidad de los mesodepredadozes, son cruciales para
preservacion de las especies, ya que de estos depende el comportamiento del'amodelo (coexistencia
o extincion de las especies).
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Resultados

Como resultado del analisis @ealizado se logré dar respuestas a cada una de las preguntas de
investigacion:

1. Con cada uno de las premisas qué rigen el comportamiento o interacciéon entre las especies es
posible describir nuestro modelo‘ecoldgico a través de un modelo tipo Gause.

2. En cada uno de los capitulos se mostearon condiciones suficientes en los parametros ecologicos
y en las respuestas funcionales glie garantizaron la presencia de cada una de estas bifurcaciones.

3. Como pudimos observar en cadd_uno de los,ejemplos se consideraron casos que involucran
aspectos ecologicos entre las especies, que permitié obtener respuestas funcionales més gene-
rales con las cuales podemos obtemer-eomo casos particulares las respuestas funcionales tipo
Holling, Crowley—Martin y Beddigton#DeAngelis.

4. De nuestro analisis, ademas de puntos degquilibrio y*6rbitas periodicas, fue posible encontrar
conjuntos invariantes més complejos que garantizardn la coexistencia de las cuatro especies:
los toros invariantes.

Discusion

Para el anélisis del modelo de red alimentaria, consideramos ciéttes, aspectos ecologicos que
influyen en la modelacién matematica del mismo, bajo las cuales nuestr6 modelo ecologico quedo
representado por el sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias (1). Este modelo es de tipo
Gause, lo que significa que la supervivencia de los mesodepredadores solamente-depende del recurso
o presa y la del superdepredador depende de los mesodepredadores, por lo ques€s.de importancia la
coexistencia de cada una de las especies. El analisis del sistema diferencial y 1a coexistencia de las
especies fueron estudiados por otros autores, obteniendo resultados parciales al Wtilizar respuestas
funcionales especificas y una tasa de crecimiento concreta para la presa. Nuestro objetivo principal
en este trabajo fue estudiar la coexistencia de las especies tan general como fuese posibleé indepen-
dientemente de la tasa de crecimiento de la presa y de las respuestas funcionales involdcradas en
la interaccion entre las especies. Primeramente, en el Capitulo 2, se analiz6 el sistema (1) y se en-
contraron condiciones en los parametros ecoldgicos y en las respuestas funcionales que garantizaron
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una bifurcac¢ion de Hopf, y en consecuencia la existencia de ciclos limite estables, lo que garantizo
la coexisteficia de especies, dicho resultado estd expuesto en el Teorema 2.7. Posteriormente, en el
Capitulo 3,%l@nalisis realizado nos permitié encontrar condiciones que garantizan que el sistema
presenta una bifurcacion de Bogdanov-Takens, obteniendo el Teorema 3.7. De hecho, para el caso
de esta bifurcacién se pudo obtener que existe bi-estbilidad proveniente de un ciclo limite estable
y de un punto dé¢ eduilibrio estable. En los capitulos 4 y 5 obtuvimos las condiciones necesarias
y suficientes que pemmitieron obtener los teoremas 4.9 (bifurcacion doble Hopf) y 5.4 (bifurcacion
cero—Hopf), y garantizaf la coexistencia de las especies. Por lo tanto, en cada uno de los anélisis se
garantizo la coexistencia délas especies a través de la existencia de conjuntos limite estables.



Capitulo 6
Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo se analizo.unt modelo de red alimentaria conformado por cuatro poblaciones de
especies que conforman un ecosistema: un poblacion de presas P, dos de mesodepredadores MP1
y MP2, y una de superdepredadet SP. En este modelo fueron considerados ciertos aspectos eco-
logicos que influyen en la modelacion wratematica del mismo, bajo las cuales el modelo ecoldgico
esté representado por el sistema de auatro ecuaciones diferenciales ordinarias (1). Este modelo es
de tipo Gause, lo que significa que MPA~MP2 y SP son especialistas, esto es, la supervivencia
de los mesodepredadores solamente depende‘del recurso o presa y la del superdepredador depende
de los mesodepredadores. El anéalisis«del sistema diferencial y la coexistencia de las especies fue-
ron estudiados por otros autores, 6hteniendoxestltados parciales al utilizar respuestas funcionales
especificas y una tasa de crecimientos€Concreta para la presa. En nuestro trabajo se estudio6 la co-
existencia de las especies mas general ‘haciendo posible que los resultados fueran aplicables a una
gran variedad de problemas, independiefitemente de'la tasa de crecimiento de la presa P y de las
respuestas funcionales involucradas en la 1nteraccion(entre las especies. Asimismo se generalizaron
las respuestas funcionales que generalmente.dependen«de’dos densidades poblacionales a lo mas,
haciéndolas depender de tres. Los resultados obtenidos podemos resumirlos a continuacién.

Resultados matematicos

= Se encontraron condiciones en los pardmetros ecologicos ywen' las respuestas funcionales que
garantizaron la presencia de bifurcaciones de Hopf, Bogdanoy=Takens, Hopf-Hopf y cero—
Hopf.

= Las condiciones en los pardmetros permitieron la existencia de ciclos lfmite estables, puntos
de equilibrio y toros invariantes.

» Se abordaron ejemplos (ver Seccion 2.3) de tipo Holling generalizadas endés que no solo se
consideraba las interacciones descritas por las respuestas funcionales Holling usuales sino que
se introdujeron mas parametros y variables a estas.

= Finalmente, se realizaron simulaciones numéricas que permitieron verificar los restltados teo-
ricos obtenidos.

Resultados ecolégicos
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= Se.garantiz6 la coexistencia de especies.

= Los aspegtos ecologicos considerados entre las especies como la interferencia en el consumo
del superdepredador, y defensa de la presa, permiten que estos resultados sean aplicables a
una gran variedad de ecosistemas.

= Los tasas de mortalidad juegan un papel crucial en la dinamica del sistema de red alimentaria
que conformanilas especies.

En conclusion, los aspeetos ecologicos considerados en las aplicaciones hacen que los resultados
obtenidos sean de gran relevaneia e interés tanto en el aspecto tedrico como aplicado, lo que con-
tribuye a la literatura de modelos matematicos ecoldgicos. Ademés, las simulaciones numéricas nos
ayudan a ilustrar los resultados obtenidos.

Como futuras lineas de investigagién, al modelo estudiado se le puede incorporar la dependencia
de la interaccion de las especies del espac¢io en el que habitan a través del paso del tiempo, convir-
tiéndolo en un problema con ecuaciones diferenciales parciales. Esto permitiria analizar fenémenos
como la difusion o la formacion de patrones [4]. Asimismo, se puede introducir la nocién de retardo
con respecto a algiin aspecto ecologico de interés que se manifieste en las premisas que determinan
el sistema diferencial o bien en las TeSpuestas fuficionales |27]. Esto significa trabajar el modelo con
una combinacion simultanea de estos”des-aspeg¢tos, lo cual representa una linea de investigacion
particularmente prometedora, capaz de.enriquecer la capacidad predictiva del modelo y de ofrecer
nuevas perspectivas para el analisis de procesos ecolbgicos en contextos méas cercanos a la realidad.



Apéndice A

En este apartado se concentran todas las férmulas necesarias para el célculo de las condiciones
de no generacion de cada una de las bifurcaciones de este trabajo.

A.1. Primer coeficiente-de Lyapunov en la bifurcacién de Hopf

El que una bifurcacion de Hopf sea supercritica o subcritica esta determinado a través del signo
del primer coeficiente de Lyapunov, I («ag)s=del sistema diferencial, cerca del punto de equilibrio,
el cual se puede calcular en o = 0#Gomo se describe a continuaciéon. Dado un sistema diferencial
dependiente de un parametro a € R

& ="f(r o)
con x € R". Escribimos el sistema en la forma
T = A (@) + P, «), (A.1)

donde F' es una funciéon vectorial cuyas componéntes tienen’expansion de Taylor en x, que comienzan
con al menos términos cuadraticos, F' = O (|| = ||?) . Dicha'expansion de Taylor cerca de x = 0 esta
dada por
1 1
F(z,0)= §B (x,z) + EC (z,z,z) + (| |I') (A.2)
donde B (z,y) y C(x,y,u) son funciones vectoriales simétricas multilineales de z,y,u € R" con
coordenadas

°F; (,0)
Bi ) = X7 = : = j Ik A3
(ZE y) J,k=1 agjagk |$ 0 LjYk ( )
' PF;(€,0)
Ci (ZE Y, u ) ]k:l 1 85]65 aé- ‘5:0 LYk, (A4>
donde i = 1,...,n. Sea p € C" un vector propio de A correspondiente al valor*prepio iw, (de la

condicion de Hopf), Ap = iwgp, y sea ¢ € C™ un vector propio de AT correspondiente’al.valor propio
—iwg, Aq = —z'wgq, tales que (p,q) = 1, donde (p,q) = p’q, es el producto interior enC?, Entonces

ll (0) = ERQ [< C (C] Q7 —2 <p> ( A~ 1B Q7 )> + <pa (qa (QZWOIn - A)il B (Qa Q))ﬂ )

donde I,, es la matriz identidad de n x n.
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A.2 Coeficientes cuadraticos de la forma normal para la bifurcacién de
Bogdanov—Takens 77

A.2. ".Coeficientes cuadraticos de la forma normal para la bi-
furcacion de Bogdanov—Takens

Para aplicar la~teoria de la bifurcacién descrita en la Seccion 1.2.2 a modelos particulares, se
necesita verificar\as eondiciones de no degeneracion, expuestas en el Teorema 1.24, en el punto de
bifurcacion. En este apartado se derivan las formulas para el calculo de los coeficientes cuadraticos

a(0) y b(0) de la condicion HI.
Supongamos que (1.14). cen o € R?* y a = 0 se puede escribir en la forma
f(z,0) = Ax + F(z), = e€R", (A.5)

donde A = D, f(0,0) y F(x) = O}#||?) es una funciéon suave. Podemos escribir a F' en su expansion
de Taylor cerca de x = 0 en la forma

F{# 25 Blr.2) + O(lal) (A6)

donde B(z,x) es una funcion bilineal con €6mponentes dadas por la expresion (A.4) del Apéndice
Al

Por otra parte, de la condicion debifurcacion tenemos que
A(0) = det A =0, ¢(0)= tr A=0.

Y supongamos que A # 0, esto es, A tiene al menos un_elemento distinto de cero. Entonces existen
vectores propios reales linealmente independieftes ug; €dR%. tales que

AUO = 0, AUI = Uy, (A7>

donde el vector uy es un vector propio de A correspondiente alwvalor propio 0, mientras que el
vector u; es un vector propio generalizado de A correspondientefa este mismo valor propio. Mas
aun, existen similarmente vectores propios adjuntos vp; € R"™ de la matriz transpuesta AT que
cumplen

AT’Ul = 0, ATUO = V1. (AS)
Los vectores ug 1, V91 son vectores normalizados que satisfacen
(uo, vo) = (ur,v1) =1y (uo,v1) = (u1,v0) =0, (A.9)
donde (-, -) es el producto interno usual en R". Entonces

a(0) = % (v1, B(ug,u)),  b(0) = (vg, B(ug, ug)) + (v1, B(ug, u1)) . (A.10)
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A.3. ".Coeficientes cubicos de la forma normal en la bifurcaciéon
Hopf—Hopf

Con el fin de_eenocer el caso para ser analizado, de acuerdo al signo de 6 y ¢, es necesario el
calculo de los coefi¢ientes cubicos de la forma normal. Para esto, escribimos

f(e,0) = Az 3B, ) + 5O, 2,2) + O(a]), (A1)

donde B(z,x) y C(x,x,#) son como en (A.3) y (A.4), respectivamente.

Sean ¢1,q2 € C" vectores™propios de A correspondiente los valores propios iws,iws esto es,
Aqi = iwiqr, v Aga = iweqe?y p1.p2 € C" vectores propios de AT correspondiente los valores
propios —iws, —iws, es decir, ATpr= —iwip1, v ATps = —iwaps, tales que

T

donde (v,w) = " w, es el producto interior en C". Entonces

1
= —(p1, C(q1, q1, 0 B (h2000, q1) + 2B(h1100, q1)) »

G2100(0) 5

G1011(0) = (p1, C(d1, 42, Ga) + Blhaoto, G2) + B(h1oo1, ¢2) + B(hoo11, 1)) , (A12)

Hi110(0) = (p2, C(q1, 91 go)+ B(hiaoosq2) + B(hio10,@1) + B(hioo1, q1)) » .
(0)

1
= 5(1727 C(q2,92:92) + B(hoo20,43) + 2B(hoo11, q2)) »

donde

hi100 = —A_lB(Qh%) s

haooo = (2iw1(0) I, — 4) "' B(q1, 1)

hioto = [i(w1(0) +w2(0))1, — A" B(gatdz)
hioo1 = [i(w1(0) — wa(0))1, — A] ' B(a g,
hooz0 = (2iw2(0) I, — A) "' B(g2, ¢2) ,

hoot1 = —A7"B(g2, Q).

A.4. Coeficientes de la forma normal de la bifurcacién cero—
Hopf
En este apartado se presentan las formulas para el calculo de los coeficientes deda.condicion ZH1
expuesto en el Teorema 1.26, necesario para conocer los signos de s y 6 de la forma normal(1.32)
los cuales permiten saber la dinamica en el diagrama de bifurcacion. Para esto, esctibimos

f(z.0) = Az + _B(x,2) + %C(x, z,2) + O(l]|*), (A.13)

donde B(z,x) y C(z,z,x) son como en (A.3) y (A.4), respectivamente.
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Sean,go"€ R" y q; € C" vectores propios de A correspondiente los valores propios 0 y iw esto
es, Aqgy =0 y)Aq = iwqi; y po € R™ y p; € C" vectores propios de AT correspondiente los valores
propios 0, <fwg'es decir, ATpy =0, y ATp; = —iwp,, tales que

<pj>qj> = 17 .7 = 1727

T

donde (v, w) =" w, es\el producto interior en C". Ahora calculamos

1
GQOO = §<p07 B(qu q0)>7

Hi0 =, Blqo, 1)),
Goi1 =4povB(¢1,71)),
1
G0 = 6(1707 Cl(gv, 90, 90) + 3B(qo, haoo)), (A.14)
Gii1 = (po, C(¢6, 41, 71) + B(q1, hi1o) + B(@y, h11o) + B(qo, ho11)),

1
Hyyo = 5(1017 C(q6, aorq1) + 2B(qo, h110) + B(q1, haoo)).

1
Hyg1 = 5(1717 Clq1, 1,304 2B(q1, ho11) + B(@y, ho20))s

donde

hosg= (2i0Tn+ A) "' B(q1, q1),

y los vectores hogg, ho11 ¥ hi1o son soliciones, de 108 siguiente sistemas

( A ) ( haoo ) g, ( —B(dv: 90) + (Po. B(q0, 90))q0 ) ,

e 0 s 0

(p% %) ) ( h(;ll ) _ ( *B(Q1,§1)+<(1)’073(417§1)>QO ) ,

( iwl, =A@ ) ( h110 ) _ ( B(qo, q1) — (p1, Blqofa1 )har ))

pr 0 s 0
respectivamente. Definimos B(0) = Gago, C(0) = Go11 y

Re Ho21(0)  3G300(0) | G111(0) ) B H021(0)G200(0)}
Go11(0) 2G200(0)  2Go11(0) Go11(0)

E(0) = Re {Hmo(o) + Hi10(0) (



Apéndice B

B.1.
de Hopf

Condiciones mecesarias para el analisis de la bifurcaciéon

En este apartado se dan las condiciones necesarias para llevar a cabo los calculos en la bifurcacion

de Hopf.

wo = 10yo,

h(wo)

—woh’ (we)§

f2(wo) = 2wo f3(wo),

)=
g2(wo, x0,y0) =
)=

Owg2 (wo, To, Yo

Oy g2 (wo, zo,yo) =

0z93(wo, xo,Y0) = —

991 (wo, To,Y0)

f1 (wo) =

= 2:008192(100,950,1/0)

Owg1 (woreo, o),

—531u91(w0,m0,yo),

Owg1(wo, o, yo)
24 ’

5
= ——0Owg1(wo, 0, Yo0),

12
f3(wo),

Owg1 (wo, zo,yo) > 0.

80

zo = 6yo,
f1(wo) = 2wo fi (wo),
91(wo, o, Y0) = 2wo0wg1(wo, 0, Yo),
g3(wo, T0,Y0) = 2yo9ygs(wo, To, Yo),

9xg2(wo, To,Y0) =
Owgs(wo, o, yo) = —
Jyg3(wo, o, Yo) =

Oy g1(wo, zo,yo0) =

75 (10yo) > 0,

1
53w91(wo,960,y0)7

Owg1(wo, zo, Yyo)
80

b
1
3 wg1(wo, o, Yo),

—50wg1(wo, Zo, Yo),
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B.2. ““¥ectores propios para J,(di) y (J, (d1))" de la Seccion
242

Un par de vegtores propios asociado a los valores propios iw; y —iwg estan dados por q; y qq,
respectivamente,\dende:

1

5§
@ =— (aawgl(l(]yo,ﬁyo,yo),
so \'S1

840w g1 (10yo, 6Y0, Yo 85
wd ( 53 Y0¥ )7_Hawgl(10y076y07y0)’56f£(10y0)>7
2

( $159380 348581515250 558181080 558251150 )
q2 = ;T 5 s >
1605700 g1 @0y0s6Y0,y0) " 43257891 (10y0, 6Y0,y0) " 7257w g1 (10yo, 6y0,yo0) " 1857 f2"(10y0)

s0 = \/3400000481284371048wg1(10yo,6y0,yo)2 + 6527530581280625 f2' (10y0)2, s1 = v/1492006990007,
s2 = v/10444048930049, \.s4 = 278865207 (8627174 + 334411'\/1T4) ,

s4 =172 (—57161314102613 £ 1706004474677V 154) , 85 = 4iV7T (33166645833\/154 - 61568786977631’) ,

s¢ = 25v/10444048930049, s7'=128116047502161657v 154 — 114908869777202274,
sg = 128116047502161657v/154 —(11490886977720227i, sg = 1787v/22 + 4460iV/7,
510 = 2919v/22 4 683096iV7, s11 = 95154 + 20452i.



Apéndice C

C.1. Términos de”los, coeficientes cuadraticos en la Proposi-
cién 3.6

ago = 96083802551532096y00; 91 (10y0, 6y, ¥0) + 795089113623108864y0 8z dy g1 (100, 60, Y0)

+ 1644831599641714944y002 g1 (10y0, 6y0, y0) ~\88735656683508631050y, 91 (10y0, 630, y0)
— 1165962976143497280y0 8 dy 91 (10Y0, 60, Yo)u= 4824145405372037760y0 dw Oz 91 (10y0, 6y0, ¥o)

+ 3537197804511027600y0 02,91 (10y0, 640 yo) + 2949805563447597120y0 02 g2 (10y0, 6y0, ¥o)

+ 24409507414573774080y0 9y y g2 (1080, 6y, vo) +50496892032924391680y02 g2 (10y0, 6y0, Yo)
— 35795461695610881600y0 8w dy 92 (10y0e6y0, yo) — 148102912018022467200y0 du Oz 92 (100, 640, yo)

+ 108593181011598922000y0 0, 92 (100, 6J05,0) — 9909438457876897280y0 9}, g3 (10y0, 630, ¥o)

— 82000112977469675520y0 8, 9y 93 (10y0, 6y0, y9) — 169636805093856369920y002 g3 (10y0, 6Y0, ¥0)
+ 120249534464931110400y0 8y Ay 93 (100, 6y0{y0) + 497529725262673996800y0 Oz 93 (10y0, 6y0, Yo)

— 364802654977681968000y0d2, 93 (10y0, 630, Y0 )i
boo = 4176349552521202149970551361/()6§g1(1Oyg, 6y05y0) T+ 4181605554814705668293497152y0 0 9y 91 (10y0, 6y0, Yo)

+ 10151922900977566424314375680y092 g1 (10y0, 6y0, Yo) — 8782283295019253626571796158., g1 (10y0, 6y0, ¥0)
— 6090728136122323311124787160y0 8w dy g1 (10y0, 6y0, Jo) — 29603352702257865402807468240y0 dwy Oz g1 (10y0, 6Y0, yo)

+ 21580373074016479704338355300y0 0, 91 (100, 60, yo) + 2887487251311478300082820640y0 9, 92 (10y0, 630, ¥o)+

46172917332116025067581337920y0 9y dy g2 (10y0, 630, yo) + 141609317300649745173453127680y0 2 g2 (10y0, 630, ¥0)
— 66439199506043649506337659800y0 1 Oy g2 (10y0, 6y0, yo) — 410067449191752856089515826000y0 vy 9z 92 (10y0, 60, o)

+ 296815998858298941202973510500y0 0, 92 (10y0, 60, ¥o) + 15500682198414711104279800320y09; g5 (100, 60, ¥0)

+ 53424146993221012497259875840y0 8, dy 93 (10y0, 630, yo) — 44310622013710573340404915200y092 g3 (10y0, 630, y0)
— 82615020512826474158497675200y0 duy 8y g3 (10y0, 6y0, yo) + 112288482473485626189517795200y0 Dy 92 93 (10y0, 6y0, ¥o)

— 69376432530706260133488324000y092 g3 (10y0, 6y0, ¥0);
bo1 = 88195506331244395959855580050y3 1 (10y0) — 87002878567368244422273281625y7 f4 (10y6),
boz = 64879172730106024136557430400y0 200w 91 (10y0, 6y0, yo)h'' (10y0).

C.2. Vectores propios normalizados para la bifuteacion BT

Usando las expresiones en (A.9) y (A.10) y con ayuda del software Mathematigd, se calcularon
los vectores propios normalizados para J (p, dig, dao) v T (p, d1o, dao):

qo = (QOlaQOQaQO3>QO4)7 1 = (Q11,Q12,Q137Q14);

82
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3677070570y00291(10y0, 6Y0, Yo) 2507454216y002 91 (10y0, 6y0, yo)
- qo2 =

a1 = 5800519049 ’ 5809519049 ’
606034548y002 g1 (10y0, 6y0,Y0) 2877826539200 91 (10y0, 6y0, yo)
5 3¢ 5809519049 . oa=— 11619038098
11516185029671887866060y0 7930731255421833848520y0
M S367880576229563121970920 2 = 3 57880576229563121970920
(', 143446 460859792465 1548y, _ 4351305094969314954798
B8 A 3 67880576229563121970920 4 = 3678805762295631219709
10929 28907z 28471z
= (17700y0’_21240y0’ 354090 ’1)

(0 1519549 1480963 4438 )
po = y ) )
231516%00w g1 (10y0, 6yo, yo) ~ 38586y00w g1 (10y0, 6y0,y0) 6431200 g1 (10y0, 6y0, yo)



Apéndice D

D.1. Condiciones™ecesarias para el analisis de la bifurcaciéon
doble Hopf

En este apartado se dan las condiciones necesarias para llevar acabo los calculos en la bifurcacion
doble Hopf.

wo = 10yo, zo = 6yo,
h(wo) = —woh' (wo)g f1(wo) = 2wo f1 (wo),
f2(wo) = 2wo f3(Wo), g1(wo, o, Y0) = 2wodw g1 (wo, zo, yo),
g2(wo, 20, Y0) = 2200z 92(wesTa, Y0), g3(wo,x0,Y0) = 2yo0ygs(wo, o, Yo),
3
Owg2(wo, o, yo) = *angl(wmﬂﬂo,yo), 0z g2(wo, o, Yo) = dwg1(wo, To,Yo),
3 Owg1(wo, To, Yo
Oy g2(wo, 2o, Yo) = —58w91(wo,1’07y0)7 Owgs(wo, 0, Yo) = —%,

Owg1(wo, o, Yo)

093 (wo, zo,Y0) = — Ay g3 (wo, o, yo) = dwg1(wo, To,Yo),

24 ’
5
0291 (wo, z0,Y0) = *angl(wo,wo,yo% Oyg1(wo, 0, y0) = —50wg1(wo, o, Yo),
f1 (wo) = f5(wo), #5 (10y0) > 0,

dwg1 (wo, zo,y0) > 0.

D.2. Vectores propios normalizados para Ja, bifurcacion HH

Un par de vectores propios normalizados asociado a los valores prepios Fiw, estan dados por
qo Y ¢1 respectivamente, donde:

)

q02903~ 02903 902903 q03 P03 P03 pos  faEOY)Pos

q0—< qo1 qo4 qos 7) po—( tpo1po2pos  61ipo1po2pos po1pPo2Po7  AROLPO2 >
- ) - - ) )

donde

qo1 = 117120 (367233912947\/488137651898462539 + 54562691837786514319i) dwa1 (10y0, 6y0, %)

qo2 = (45410308450645\/488137651898462539 + 631748494744760445634861’) 4 (10y0)

121868110420212128841082249y, g1 (10y0, 6y0, yo)2
qo3 = + 49

1262273705361850537 f4(10y0)?

84
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qgott = 336 (31244661453028\/488137651898462539 - 5928788211199457355073231’) dwg1(10y0, 630, yo)

qo5 =4 (29561 10442042037+/488137651898462539 — 21652243009642132836871329i) Owg1(10yo0, 6y0,yo)

po1 = (13558102336302524256048234949099087 — 2546766784324242966072889:¢24) ,

121868110420212128841082240. 10yo, 6yo0, 2
pos = /4 10yo)\/ w91 (10yo, 6y0, yo) 440,

1262273705361850537 £ (10y0)?

po3 = (—1448450974526853545461119422139440 — 12552990691274470657664014g24) Aw g1 (10y0, 6y0, Yo),

367233912947q24 + 54562691837786514319¢

1808552037112259756258240
| 7Tgas — 948434006381  —637qa4 + 3493860189419i
PO6 = 155495926012285872 € _~10" ~ T 103663950674857248

pog = 1079832819529763 (10424885173871g24 — 342500003273728161468977) ,

)

po4 = V488137651898462539, Po5 =

Del mismo modo, un parte de vectores propios correspondientes a los valores propios +iwy estan
dados por:

L= ( q11 6q14 4q15 i)
qi2q13” 427q12q13° Tq12q13° q13
o (pw P11f5(10y0)p15 . P11 f5(10y0)p12 pis 7(—ip11) f5(10y0)p12 7 4p11p12 )
P14P130w g1 (100, 60, Y0) P14p139wgn(10y0, 6y0,Y0) (—ip13) P140wg1(10y0, 6Y0, yo) 1079832819529763p13

donde

q11 = 209355560 <976\/43651740 - 73665081i) 0w g1 (10y0, 6yfY0)

q12 = 51888775546v 436517403 — 1509097780410169031) F5(10yo)

+1

3166397895544360543993160., g1 (10y0, 6y0, Y0 )2
34955540082877833758171 f4 (10y0 )2

q14 =

/\

—738933976660917v436517403 + 21163891204980465872i> w91 (1070, 60, o)

qi5 = ( 19624874750787+/436517403 + 218946156309322505i> Awg1 (10y0, 630, ¥0)s

p11 = 7833084862646536074v 436517403 + 425447540116713014056277,

+ 3721,

 [193150271628205993183582760,.91 (1050, 630, Y0)?
p1z= 573041640702915307511 4 (10y0)2

p13 = 3507861v/436517403 4 202876659684, p14 = 52436517403 4 2741173,

_[221647852688105238079521200,91 (10y0, 630, %0)° , o  17827\/436517403 — 1648204176
p1s = 4993648583268261965453 f4 (1010 )2 o o= 259159876687143120 ’
_ 976+/236517403 — 736650813  —26+/436517403 + 19945651
pir= 38873981503071468 18T 3230498458589289



Apéndice E

E.1. Condiciones necesarias para el analisis de la bifurcacion
cero-Hopf

A continuacién se enlistan las condigiones necesarias para llevar acabo el analisis dindmico en
la bifurcacién cero-Hopf.

wo = 10yo, zo = 6yo,
h(wo) = —woh' (wo)s f1(wo) = 2wo f7 (wo),
f2(wo) = 2wo f3(wwg), g1(wo, 0, y0) = 2wodwg1 (wo, To, Yo),
g2(wo, z0,Y0) = 2200z g2 (WesZ0,Y0), g3(wo, 0, Yo) = 2y09ygs(wo, o, Yo),
3 3
Owg2(wo, o, yo) = —angl(wo7xo7yo)7 Oxg2(wo, To,Y0) = 53wg1 (wo, o, Y0),
3 Owg1(wo, To, Yo
Oyg2(wo, o, y0) = —53w91(w075007y0), Owgs(wo, o, y0) = —%,
Owg1(wo, o, Yo 3
0293 (wo, To,Y0) = —%7 Jy93(wo, o, Y0) = Zawm (wo, 0, Y0),
5
9z 91(wo, zo,yo) = _Ea1l)gl(w07x07y0)7 Oy g1(wo, zo,yo) = —50w g1 (wo, To, Yo),
f1 (wo) = f5(wo), 72 (10yo) > 0,

awgl (wO"’Eano) > 0.

E.2. Vectores propios normalizados para la)bifurcaciéon cero-
Hopf

Un par de vectores propios normalizados asociado al valor propio 0, estén dados por

6568159920 2133009912 920071306
o= ( 151361717 ©°V 151361717 PV T 151361717 OV ) ’
B 58576984479 1713565998157 1635463352185 273207899185
po= <_ 5552592808765¢01 " 3331555739259¢01 = 1110518579753q01 " 1110518579753) \

respectivamente. Del mismo modo, un parte de vectores propios correspondientes & los valores
propios +iw estan dados por:

) - ) )

@ = (140(q13q12)q01 6 (q14912) 901 (q15912) go1 21((116q12)) oy = <47(p11) (p12) 3(p13) 1)
q11 ’ q11 ’ q11 q11 ’ qo1 qo1 qo1 ’ ’

86
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donde

_ 9wg1(10y0, 696, yo)
f3(10yo)
q11 = 23301721234578019449931,

qo1

V/809013268184225610,

q12
q13 = —64073812286286605775 —2210909848873¢,

q14 = —4765107759866365971730-166935787620211,

q15

q16

P11

P12

P13

—12277082107539302971280 + 374293380482073,

671589661073792690488 — 657055311654,

194339691763515718875 — 463141/118917169198913491036950800770410

1851253589836313526431400

—32317085603734840 + 7i+/169888665546827261149027741889610

94702506297228120
2606561570173445 — 65591474+/809013268184225610
7891875524769010 '

)

)
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En este proyecto se analiza un modelo (tipo Gause) de
red alimentaria en el que interactian una poblacion de
presas, dos de depredadores y una de superdepredador.
Se considera que tanto la funcién de crecimiento como
las respuestas funcionales que describen la interaccion
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