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Foliaciones”determinadas por sistemas Dinami-
cos no-singulares en un 2—toro

Resumen

En este trabajo, se estudia.la teoria basica de 2-variedades diferencia-
bles y su aplicaciéon para comprender el teorema de Denjoy-Siegel en el to-
ro 2-dimensional T?, el-eual estiblece que las curvas integrales asociadas a
un campo vectorial no-Simgular X¢de clase C", r > 2, pueden ser algunas
periodicas o bien todas ergodicas. Asimismo, se aborda la teoria béasica de
foliaciones, y derivado del analisis de dighe~teorema, se obtiene un ejemplo
del concepto de foliacion de codimiensionk¢’dende las hojas son dadas por las
curvas integrales correspondientéss@hcampo X. Finalmente, para enriquecer
el tema, se explica un ejemplo de Penjoy de fin kampo vectorial no-singular
de clase C', cuyas curvas integrales forman unad=foliacion, pero para el que
el teorema de Denjoy-Siegel no aplica.

Abstract

In the present work, the basic 2-differentiable manifolds theory and its
application to the understanding of the Denjoy-Siegel Theorem int the 2-torus
T? are studied. Such a Theorem states that the integral curves.for a given
C", r > 2, non-singular vector field X, are such that some of thém“can be
periodic or all of them are ergodic. Besides, the basic theory of\foliations
is studied, and derived from the analysis of the Denjoy-Siegel theorem, an
example of the concept of codimension 1 foliation is given, where the leaves
are given by the integral curves corresponding to X. Finally, in order  to
provide an enrichment of the present topic, a Denjoy example of a non*
singular C! vector field is given, whose integral curves form a 1-dimensional
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foliation but the Denjoy-Siegel Theorem does not apply.

Palabras claves

Campo vectorial no-singular, curvas integrales, teorema de Denjoy-Siegel,
foliaciones de“¢odimension 1.

Introduccion

El estudio de sistemas dindmicos continuos asociados con las soluciones a
ecuaciones diferenciales, actialmente usa en gran medida un enfoque geomé-
trico, el cual, sin duda, proveé métodos matematicos analitico-numéricos que
facilitan el analisis cualitativo_de soluciones a ecuaciones que modelan pro-
blemas de interés en variadas ateas de la ciencia: quimica, ecologia, biologia
y fisica, por mencionar algunas, vew'|[Kul998].

Ahora bien, para fortalecer estasaplicaciones en las que métodos mate-
maticos son méas “ad-hoc”, €5/ primordial el estudio de enfoques puramente
abstractos, cuya comprension _esta basada en nociones geométricas que re-
quieren de una mezcla de varias\disciplinds como por ejemplo topologia di-
ferencial y sistemas dindmicos, con_un enfoqué moderno, es decir, sistemas
dinamicos (flujos asociados a campossvectorialés\suaves) que estan definidos
sobre variedades diferenciables, “las €uales soin”espacios topologicos que lo-
calmente son como un espacio euclidiago”) ver [Bu#Gi2005]. En este sentido,
se pueden estudiar ciertos teoremas importantes que yacen en el corazéon de
teorias unificadas muy elaboradas, para las que se reqdiete de madurez mate-
mética para abordarlas. Tal es el caso de la teoria de foliagiones y su relacion
con sistemas dinamicos en variedades, ver por ejemplo [Tal992], [C-N2013|
y [Niv2001].

Marco Teodrico

Foliar un espacio es uno de los conceptos primordiales en geometrianmo-
derna y topologia, lo cual se enmarca en la teoria de foliaciones cuyes_eo-
mienzos se le atribuyen a Ch. Ehresmann y G. Reeb motivados por los\ma-
tematicos brillantes H. Poincaré, A. M. Lyapunov y G. D. Birkhoff, quienes
promovian un enfoque geométrico para el anélisis de ecuaciones diferenciales.
El desarrollo contemporaneo de esta teoria, desde su comienzo en los anos
1940 s, es grande, y atribuido a muchos matematicos destacados. En parti-
cular, se tiene un enfoque tratable e interesante que consiste en precisar dicha
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teoria de foliaciones en superficies, aprovechando una estructura de “varieda-
des, diferenciables dos dimensionales”. El estudio de la teoria de foliaciones
en_superficies es de interés para expertos y principiantes en diferentes areas
de lanmatematica, como son: geometria y topologia; teoria ergddica; sistemas
dinamicos; y geometria-topologia con un enfoque diferencial, ver [Niv2001].
Un aspecto importante que cabe mencionar, es que actualmente se usa mucho
el enfoquefde la teoria gométrica de foliaciones, el cual naci6 con las ideas
de P. Painlevé“sobre la necesidad de crear una teoria que facilitara la com-
prension de problemas relacionados con el estudio de soluciones a ecuaciones
diferenciales holemoxfas definidas en el campo complejo, ver [C-N2013|. Mo-
tivados por estos’trabajos y su vasta literatura, en el presente trabajo de
tesis se abordara un.problema sobre el estudio de flujos asociados a campos
vectoriales suaves né-simgulares (es un problema mas tratable, y por ende
permitira explorar las ddeas de una forma mas o menos simple) que estan
definidos en un dos toro, se analizard su relacién con la nocién de folia-
cion. Concretamente, usando,ésencialmente el texto [Tal992| se estudiara el
teorema de Denjoy-Siegel: Paralcampos vectoriales clase C" que no tienen
puntos de equilibrio (es/ecir, son no-singulares), en el toro T?, se tiene que
si r > 2, entonces se cumaplen las Signientes afirmaciones: i) X tiene algunas
trayectorias periodicas; il)«Gada trayettoria de X es densa en el 2-toro T2.

En el caso de r = 1, se*tiene el ejemple de Denjoy de un campo vectorial
no-singular en T? para el cual la, propiedades 1), ii) no se cumplen.

Finalmente, mencionamos” quie, a través.de las curvas integrales de un
campo vectorial no-singular X, sepuede Construir una 1-foliacion en T2, lo
cual es uno de los objetivos principales de este trabajo.

Justificacion

En sistemas dindmicos continuos es importante esttidiar el flujo asocia-
do a campos vectoriales cuyas descripciones en coordenadas, sean funciones
diferenciables de clase C". Lo que permite hacer uso de lasteoria cualitativa
de EDO en un espacio eucludiano, usando la estructura de 2-variedades, de
tal forma que se pueden obtener resultados en conjuntos contenidos,en “espa-
cios diferentes” y mucho mas complicados que espacio EuclidianozEns€spacio
Euclidiano, es usual trabajar las técnicas cualitativas para analizar retratos
de fase que muestren una descripcion de las curvas integrales de interes en
ejemplos tratables de dindmica usual.

Estudiar la descripcion cualitativa de curvas integrales pero para campos
vectoriales definidos en superficies, es un punto de partida para abastecet
la comprension de literatura mas avanzada en el area de sistemas dinamicos
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en*variedades, misma que da cavida a una madurez tedrica que puede ser
apliCadé ,a problemas de interés, donde los espacios topoldgicos ambiente,
globalmiente no son un espacio Euclidiano; por ejemplo, se tiene el caso de
una superficie cerrada orientada, o mas concretamente, el 2-toro.

Es asi qué-el caso de estudiar las curvas integrales asociadas a un campo
vectorial de elase C", definido en un 2-toro se convierte en un tema intere-
sante y de partida, ya que si r > 2, es posible, a traves del Teorema de
Denjoy-Siegel, dar ufia descripcion del tipo de curvas integrales que uno pue-
de esperar, de hech@'solo puede haber de dos tipos: algunas 6rbitas periddicas
o bien todas ergodicas."De esto, se puede ir mas lejos, y tratar una teoria
que evoluciona a técnieas mas avanzadas, y que ya no dependen de la teoria
de EDO, como es la dedoliaciones. Sin embargo, como punto de inicio, es
relevante y pertinente establecer resultados que describan la agrupacion de
curvas integrales como las hojas de una 1-foliacion. Para realizar esto, las
técnicas pueden llegar a ser muy ilustrativas, ya que se puede relacionar la
dindmica discreta con la continudj aspectos muy relevantes en el estudio de
sistemas diferenciales.

Pregunta de Investigacion

..Se pueden caracterizar a todas las curvas integrales de un campo vec-
torial clase C" definido en una 2-variedad cerrada, y en particular en un
2-toro?

Hipotesis y supuestos

1. Las curvas integrales para campos vectoriales de clase @, con r > 2, sin
puntos de equilibrio, definidos en un 2-toro pueden ser descritas de for-
ma dindmico-topoldgica, a través de las nociones de orbitas periddicas
y ergodicas; asimismo, forman una 1-foliacion.

2. Las curvas integrales para campos vectoriales de clase C", con’r*> 1,
sin puntos de equilibrio, definidos en una 2-variedad cerrada ferman
una 1-foliacion.

Objetivo general

Analizar la dinamica del flujo asociado a campos vectoriales no-singulares,
que estan definidos sobre un toro 2 dimensional, para ejemplificar la nociéon
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de foliacién suave de codimension uno en una superficie diferenciable. En
patticular, se abordara el teorema de Denjoy-Siegel.

Objetivos especificos

i)

i)

iii)

~—

v

Estudiar la teoria basica de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias defini-
das eft subconjuntos de un espacio euclidiano.

EstudiaxJa teoria basica de variedades diferenciables y campos vecto-
riales suaves.

Analizar las propiedades topologicas de campos vectoriales en el Toro.
Analizar la nociép-de foliacion y su relaciéon con el inciso iii).

Interpretar el teorema~de Denjoy-Siegel para campos vectoriales no-
singulares en el Toro.

Metodologia

1.

Comprension de la tegria basicasde Beuaciones Diferenciales Ordinarias,
se abordara desde el enfoque’en [Perko2013|. Se contemplan como apoyo
los textos [Pa-De M2012] & [Bu-G12005].

Comprension de la teoria basiea de variedades diferenciables y campos
vectoriales suaves, se estudiatd en [Lee2013|. Como apoyo se usaran
[Pa-De M2012| y [Bu-Gi2005].

. El anélisis de propiedades topologicas de campos~ectoriales en el Toro;

el anéalisis de la teorfa basica de foliaciones y sus relacion con el objeti-
vo iii); y la interpretacion del teorema de Denjoy-Siegel (ver [Br 2010],
donde se prueba un resultado paralelo en toros comiplejos, cuyos cam-
pos vectoriales son singulares), se basaran principalmente én [Tal1992].
Como apoyo se contemplan los textos [Niv2001]| y [C-N2013].






Capitulo 1
Preliminares

En este capitule vamos a establecer algunos conceptos y resultados ba-
sicos sobre la teorialdesvariedades diferenciables, los cuales estan basados
en los textos [Pa-De M2012; Bu-Gi2005, Lee2013|. El contenido de esta teo-
ria exhaustiva, se ha elegidé,en base al objetivo de este trabajo, que, como
se vera mas adelante, es el @studio cualitativo de flujos asociados a campos
vectoriales en un 2-toro.

1.1. Estructura-diferenciable en variedades

Empezaremos definiendo /la _estructura.de variedad suave para un espa-
cio topoloégico M, para lo cudl partiremeossde la hipotesis de que M es una
variedad topologica de dimension -

1.1.1. Variedad topologica

Definicion 1.1.1. Sea M wun espacio topoldgico. (Piremos que M es una
variedad topoléogica de dimension n o (n—variedad topolégica), si
cumple las siguientes propiedades:

1. M es un espacio Hausdorff: es decir, para cada par dé puntos p,q € M,
existen subconjuntos abiertos disjuntos U,V C M tal_quesp € U y
qeV.

2. M es sequndo contable: existe una base contable para la topelogia de
M.

3. M es localmente euclidiana de dimension n: para cada punto de p € (M
existen abiertos U C M, V C R", y un homeomorfismo ¢ : U — V]
conpelU.
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Nos vamos a referir a los homeomorfismos ¢ : U — V como cartas
coordenadas o simplemente cartas, denotado por (U, ¢).

Nota 1.1+2,
e Si p(ph= 0 € R", diremos que (U, ¢) es una carta centrada en p.

e U representa elrabierto coordenado o entorno coordenado.

e ¢ es llamada‘fuficion de coordenadas, es decir, p € U C M — ¢(p) =
(x1(p), ...,z (P))E V C R" es decir, omitiendo el punto p, ¢ =

(1.0 Tp).

A un conjunto de cartas coerdenadas {(Uy, ¢a)}acr en M, tal que M =

U Us le llamaremos un atlas dé M y se denota por Ay.
acl

1.1.2. Estructuras diferenciables

Sea M una n—variedad top6logica. S¥(U, ¢), (V, 1) son dos cartas tal que
UNV # 0, entonces la funcion'composiciénao o=t : o(UNV) = »(UNV)
es llamada funcién transiciéon de ¢ a 1.

Definicion 1.1.3. 1. Dos cartas (Ujp) y (V) de M son suavemente
compatibles, si UNV =0, o Hien, la fun€idn transicion o p=1 es
un difeomorfismo.

2. Un atlas Ay; es suave, si todas las cartas de® Ay son suavemente
compatibles entres si.

3. Un atlas Ay, es maximal, si no esta contenido estrictam@€nte en ningin
otro atlas suave A),.

4. Una estructura suave en M es un atlas suave maximal.
5. M es una variedad suave si tiene una estructura suave.

Nota 1.1.4. Cabe hacer notar que de aqui en adelante, pondremos “sua-
ve”, pero sin perder generalidad, debido a que los resultados que veremos
més adelante son validos para el caso de funciones o mapeos de clase C"
lo que incluye el caso analitico e infinito diferenciable, es decir, clase C*¥ y
C, respectivamente; ver [Tal992|. Por esta razon, de aqui en adelante, solo
definiremos y enunciaremos los resultados en términos de la palabra “suave”,
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aunque se puede usar indistintamente suave y clase C"; y cuando sea el caso
nécesario aclararemos que se tiene clase C", cuando sea importante resaltar
elfvalor explicito de r.

Pordo tanto, un par (M, A) es una estructura suave en M, si M es una
n—variedad topologica y A es una estructura suave en M.

Lema 1.1.57\Sea M una variedad topoldgica:

1. Cada atlas suave para M estd contenido en un unico atlas suave ma-
ximal.

2. Dos atlas suaveSspara M determinan el mismo atlas suave mazximal st
y solo si su unionsdisjunta es un atlas suave.

A continuacién, enunciarémos el siguiente resultado que establece un pro-
cedimiento para construir una variedad suave, el cual puede ser consultado
en [Lee2013].

Lema 1.1.6 (Construceién de variedades suaves). Sea M un conjunto y
supongamos que se tieneluna, colecéiow {U,} de subconjuntos de M, junto
con una funcion inyectiva g =l, —R™ para cada o, tal que se satisfacen
las siguientes propiedades:

1. Para cada o, po(Uy) es subfongunto abierto de R™.
2. Para cada o y B, o (Us NUp) y pp(Us N5, son abiertos en R™.
3. SiU,NUg # 0, entonces se tiene que
Pa 00y 0p(Ua NUp) — pa(Ua @3),
es difeomorfismo.
4. Una cantidad numerable de conjuntos U, cubren a M.
5. Siempre que p y q son puntos distintos en M se tiene que:

e 0 bien, existe U,, tal que p,q € Uy,
e 0 bien, existen U,, Ug, disjuntos conp € U, y q € Us.

Entonces M tiene una tinica estructura suave tal que cada par (U, @A)
es una carta suave.
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Proéposicion 1.1.7 (|Lee2013|, pag. 20). Sean M una m-variedad suave y
N unasn-variedad suave. Entonces, el producto cartesiano M x N es una
(m + n)-variedad suave, con cartas coordenadas suaves dadas por:

(U x Vo x 1),

donde (U, ¢) ‘es garta de M y (V,v) es carta de N.

1.1.3. Funciones'jy» mapeos suaves

Usando una estructura_stave en una variedad M, definiremos la nocién
de funciéon y mapeo suave{ lasg cuales dependerén de las estructuras suaves
de los dominios y rangos correspondientes.

Definicién 1.1.8. Sea M unafi—variedad suave, una funcion f : M — RF
es llamada suave si para cada p.&/M existe una carta (U, ) para M cuyo
dominio contiene a p y tal que la faneion composicion f = f o ot es suave
sobre el subconjunto abiertoVV' = o(U) CR", ver figura 1.1.

g
N

Figura 1.1: Funcién suave.

Nota 1.1.9. f denota la representacion coordenada de f en U.

La definicién de funciones suaves claramente se generaliza a mapeos entre
variedades.

Definicién 1.1.10. Sean M, N variedades suaves y F': M — N cualquier
mapeo. Diremos que F' es un mapeo suave, si para cada p € M existen
cartas suaves (U, ¢) que contiene a p y (V,1) que contiene a F'(p) tales que
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F(U) C V y el mapeo de composicion F = 1o F o ¢! es suave para o(U)
y(V), ver figura 1.2.

Figura 12" Funciéon suave entre variedades.

Nota 1.1.11. La definicion afiterior expresa que I’ es diferenciable en p, si
y solo si F' lo es en @(p), para cada-par de cartas suaves (U, )y (V 1), de
M y N, respectivamentegtales queyp € U y F(p) € V.

Lema 1.1.12. Sean M y N variedades swaves, y {U, }acn una cubierta abier-
ta de M. Supongamos que parascada e eN-existe F, : U, — N suave tal
que las funciones restriccion

Folwarosy v Falwgnm)

coinciden en U, N Ug, para todo (o, B) € A x A._BEntonces, existe una unica
funcion F : M — N suave tal que

F’UQIFQ Va € A.

Lema 1.1.13. Cada funcion suave entre variedades suaves,es continua.

1.1.4. Difeomorfismos y cubriente suave

En esta seccion vamos a definir lo que es un difeomorfismo y ‘etibriente
suave, asi como también mostraremos un resultado de las propiedades.de
cubrientes suave, el cual puede ser consultada en [Lee2013].

Definiciéon 1.1.14. Un difeomorfismo F : M — N es una funcion diferen-
crable entre variedades suaves y biyectiva con inversa suave.
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Afirmacién 1.1.15. Dada una carta suave (U, ), el mapeo de coordenadas
0 : U3 ¢p(U) es un difeomorfismo entre variedades suaves.

Definiciéony1.1.16 (Difeomorfismo local). Sea F' : M — N un mapeo
suave entre variedades suaves. Decimos que F' es difeomorfismo local, si
para cada puptoyp € M, existe un abierto U C M con p € U, tal que F(U)
es un conunto”abierto y la restriccion

Fly:U — F(U),
es un difeomorfismo.

Definicion 1.1.17. Sea #: E — B un mapeo continuo y sobre entre
variedades suaves. Decimosquer-es un cubriente suave, si para cada p € B
existe V. C B abierto, con p &V, _tal que:

7 AW = Ve,

aEA

donde para cada o € A, Vf=es7un conjunto abierto y la restriccion w|y, :
Vo, — V' es un difeomorfismo.

Definicién 1.1.18. Sean m : M *—=.M ufi cubriente suave y M variedad
suave. Diremos que:

1. Unaseccion p: M — M es un'mapeo contindo tal que 7o pu = Idyy.

2. Una seccién local p: U — M sobre U, es unsmapeo continuo defi-
nido sobre algin conjunto abierto U C M tal que T.om = Idy.

Proposicion 1.1.19 (Propiedades de cubrientes suaves).

1. Cualquier cubriente suave es un difeomorfismo local y un mapeo abierto.
2. Un mapeo cubriente suave inyectivo es un difeomorfismo.

3. Un mapeo cubriente topologico es un cubriente suave si y solo sitesun
difeomorfismo local.

Lema 1.1.20. Sea 7 : M —s M un cubriente suave. Entonces, cada punto
de M estd en la imagen de una seccion local de w. Es decir, para todo g € M
existe una vencindad U C M de p = 7(q) y una seccion local suave j: U —

M tal que pu(p) = q.
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1.1.5. Vectores tangentes geométricos en R"

Definicion 1.1.21. Sea p € R™. Definamos el espacio tangente geométrico
en elpunto p € R™, de la siguiente manera:

R) = {p} x R
Los elétpentos de R} los denotaremos por:

vy, (p,v) o bien vl,.

Proposicion 1:#722. El conjunto R} es un R—espacio vectorial bajo las
siguientes operaciones:

i) v, + v, = (U + 03
i) av, = (aw),.

Demostracion. Demostraremos Yas propiedades para que R} sea un espacio
vectorial.
e Cerradura de la sumai.Sean v;o{ @ R" y v, v, € RY.

Up U; r (U + U/)p & (p,v + U/)>
como v + v" € R™, lo cual impli¢a que
UpF, € RY,
e Cerradura del producto por un escalar:
a- v, =a(p,v) = (p,a- v,
dado que a- v € R", entonces
a-v, € RY.

e Asociativa:
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e @onmutatividad:

vy +u, = (v+'), (vaque v+ €R?)
= (V' +v),

_ /
= U, + Up.
e Existe un“elemento neutro:

v, +0, = (v+0), = v,

e Inverso aditivo:

Up + (_U;) = (v+ (=v))p = 0.

e Propiedad distributiva réspéeto de la suma vectores:

oty + ) = (afapt O, (va que a(v+v) € RY)
= (at=gan'),

_ !
= v, + Q.

e Propiedad distributiva respectosde la sumajde escalares:

(a+ B)up = ((a+ B)v)p (Va que (o G)v € R")
= (aw + pv),

= avp, + Bup.

e Asociativa:

a(Buy) = (a(Bv)), (va que a(fv) € R")
((aB)v)y
= (af)vy.

e Existe un elemento unidad:
Lv,=(1-v), =1,

Por lo tanto, R} es un R—espacio vectorial. [
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Lema 1.1.23. La transformacién lineal
T:R) — R"
Up U
es unsomorfismo.

Demostracién. Primero, veamos que es tranformacion lineal:

T(av, + fw,) = T((av + pw),)
= av + fw
= aT(vp) + BT (wp).

Por lo tanto, T es transformacion lineal. Ahora, veamos que la transforma-
cién lineal T' esta bien definida, es decir, si cada v, le corresponde un tnico
elemento en R", digamos w\eVR” tal que

L(®,) =w, paratodo v, € R}.

Supongamos que existe v w’ € R™fal que

/

v="TF(v) ="y v=T(v,) =w
== yr=o
= W'EV.
Por lo que, T esta bien definida.
O

Nota 1.1.24. Dado que R" es un espacio vectorialfinito con base canénica
{e;:i=1,...,n}, T7! es isomorfismo y T!(e;) = (Pyé;), entonces una base
para ]R;‘ es entonces R;} es un espacio vectorial que tiene.como base:

{(p.e1), (D €2), -, (P en)}
Por otro lado,

R" xR"= | |{p} xR"

peR™

= | |®.

peR™

Supongamos que p # p', entonces (p,v) # (p/,v), para todo v € R™. Por 16
tanto, Ry N R, = (), siempre que p # p'.
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A eontinuacién, usamos la nocién de derivada direccional de funciones
para determinar un clase especial de derivaciones en R™ .

Definicién/1.1.25. Sea D, |, : C*°(R™) — R el mapeo que toma la derivada
direccional®en da direccion de v en p:

Dylpf = Do f(p) =< Vf(p),v >

Lema 1.1.26. Se tiéhegtie D,|, : C>°(R") — R es lineal y cumple con la
regla del producto:

Dolp(f- 9Y=4p)Duly(9) + 9(p)Dolp(f)-

Demostracion. Veamos que D,|y(eslineal:

oDulp(f +9) =< V(f#49)(p)v >
=< Vf(p) $#Ng(p),v ¥ _por linealidad del gradiente

=< Vf(p),v'=h < Vaprv >
= Dylp f+ Dolplg.

oD,lp(af) =< V(af)(p);v >
=< Oé(Vf(p)),U >
=a<Vfp),v>
=aD,|, f

Ahora, veamos que cumple la regla del producto:

Dulp (fg) =< V(fg),v >
=< f(p)Vg+g(p)Vfv>
=< f(p)Vy(p),v >+ < g(p)Vf(p),v >
f(p) < Vg(p),v>+gp) < Vf(p),v>

)
= f(»)Dulp 9+ 9(p) Dulp f
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Nota 1.1.27. Si

(p,v) = vp =) v'-ei,

i=1
= Zvi<p7 ei)

=1
= Z(pv ’Uiei)

=1
= (p7 Zviei)

1=1

= I = S v ®) i vy

i=1 O

of(p) _ Of

Ahora, definamos una“derivacion en un punto p.

D.,

p(f)s eV f(p) =1-

Definicion 1.1.28. 1. Sed p € R, wm mapeo lineal X := D, |, : C*(R") —
R es llamado una derivaeion en p~si-satisface la regla del producto:

X(f9)=f(0)Xg #9(p)X .
2. El tangente de R" en p, denotado por T,(R™);se define como el conjunto
T,(R") = {X|X es una derivacion en p}.

Nota 1.1.29. (7,(R"),+,-) es un espacio vectorialy' dado que cumple las
propiedades:

o(X +Y): C®([R") = R
fr= X(f) +Y(f)
o(c-X): C®°(R") = R

fr= e X(f).

Proposicion 1.1.30. (Propiedades de las derivaciones). Supangamos
peER" y X € T,(R").

1. Si f es funcion constante entonces X f = 0,

2. Si f(p) = g(p) =0, entonces X(fg) = 0.
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Proposicion 1.1.31. Para cualquier punto p € R", el mapeo v, — D, |, es
un isgmorfismo de R} sobre T,(R").
)

0
ox1

2]

p,...,%

Corolario\.1.32. Para cualquier p € R", el conjunto {

donde

9 of
| .C®R") >R il
305 1y C*[R") = R, fHaxj(p),

es una R-base para’T,(R™) como espacio vectorial.

Notamos que come”R-espacio vectorial, 7T,R" tiene dimensiéon n. Mas
adelante se usara este hegho’para inducir una descripcion en coordenadas del
espacio tangente a una vafiedad abstracta M (ver seccion 1.2.1).

1.1.6. Derivadas de mapeos suaves entre variedades

A continuacién, definimos de forma,abstracta la nocién de vector tangente
en el sentido de derivaciones,dda idea de introducir este concepto es para que
se visualice la nociéon de derivada de untinapeo entre variedades.

Definicion 1.1.33. Sea M una variedad suaye (de clase C") y p € M. Un
vector tangente X, en p es un mapeo lineal X, : C"(M) — R que satisface

ser una derivacion!.

Nota 1.1.34. El conjunto de vectores tangentes X, sera denotado por T,,M.

Una vez que ya hemos precisado la nociéon de variedades suaves, y vectores
tangentes de forma abstracta, en este apartado colectaremos algunos resulta-
dos sobre la nocion de derivada de un mapeo suave (clasex(") cuyo nombre
en inglés es “push-forwad”. Esto nos ayudara a precisar una base tratable
para los espacios tangentes T, M, usando sus propiedades coro dérivaciones,
ver definicion 1.1.33.

Definiciéon 1.1.35. Sean M, N variedades suaves y F': M — N unsmapeo
suave. Para cada p € M definamos el mapeo F, ), : T,M — Tr N, llamado
el pushforward asociada con F' mediante

(FepX)(f) =Y (f) := X(f o F).

Afirmacion 1.1.36. Y € Tr,N.

'Es decir, cumple la regla del producto: X,(fg) = f(p)Xp(9) + 9(p)X,(f), para cada
frg € C(M).
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Demostracion. Para demostrar esta afirmacion debemos ver que Y es lineal
y*que cumple la regla del producto en F(p). Observemos primero lo siguiente:

I~ Sean f,g € C*°(M). Entonces, para todo p € M se sigue que F(p) € N,
y por tanto,

[(f +9)o Fl(p) = (f + 9)(F(p))

= f(F(p)) + 9(F(p))

= (foF)(p)+ (g0 F)(p)
= (f+g)oF=foF+goF.

2. Sean [ € T*(M) y a € R. Entonces, para todo p € M se tiene
F(p) € N, y peLsanto,

Haf)o Fl(p) = (af)(F(p))
—af( ()

a(f o F)(p)
(af)oF—a( F).

Visto esto, procedamos’a~demostrar/que Y es lineal:
Y(af + Bg) =(Xl(af + Bg)e F)
= X{{eef o F) #(Bg o F)) (Aplicando 1.)
= X((@fe F)) £ X((Bg o F))
= aX(fo )+ X (g0 F) (Aplicando 2.)
=Y (f) +BY(g).

Por lo tanto, Y es lineal.
Finalmente, veamos que satisface la regla del prodaicto, es decir,

Y(f-g)=f(F(p)Yg+g(F(p)Yf.

Notemos que

[(fg) o Fl(p) = (f9)(F(p)) = f(F(
=(foF)(p) (g0 )(p)

Entonces

Y(fg)=X((fg)oF)=X((foF)-(g0F))
= (foF)(p)X(go F)+ (g0 F)(p)X(f o F)
= f(F(p)Yg+g(F(p)Yf.
Asi, Y cumple la regla del producto en F(p). Por lo tanto, Y € T, N.
(]
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Préposicion 1.1.37. (Propiedades del push-forwards).
Sean B M — N y G : N — P mapeos suaves y sea p € M

a) Fy M — TrpyN es lineal.
b) (GOF)*:G*OF* ZTpM—>Tg(F(p))P.
C) (IdM)*:IdTpMITpM%TpM.

d) Si F' es un difegmorfismo, entonces Fy : T,M — TppyN es un iso-
morfismo.

Proposiciéon 1.1.38. Sean*M una variedad suave, U C M un abierto e
t: U <= M la funcion inclusion. Para cualquier p € U, @, : T,U — T,M es
un isomorfismo lineal.

1.2. Nocién de campos vectoriales

En este apartado, se desatrolla el concepto de campo vectorial, como las
secciones del haz tangente a®ma variedads Se precisara este material usando
[Lee2013].

1.2.1. Descripcién de unarbase para 7),M

Describiremos una base de T,,M, usafido los resultados y notacién presen-
tados previamente, a través de la base dada para T{R™, x € R™ (ver corolario
1.1.32).

De forma concreta se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.2.1 (Base para los espacios tangentes a tma variedad). Sea
M una n-variedad variedad suave (de clase C") con una estructura suave
dada por el atlas A,;. Entonces:

» Para cada p € M, se tiene que el R-espacio vectorial de derivagiones
T,M es de dimension finita n.

» Méas atn, por cada carta suave (U,,p,) € A, se tiene una bése
U1]ps - - -, Unlp para T,M, la cual depende de dicha carta.

Demostracion. La idea central esté en el uso adecuado de la estructura suave
que se esté considerando. Veamos, sea M una n-variedad variedad suave (de
clase C") con una estructura suave dada por el atlas A,;. Entonces, dado
p € M, existe una carta (U,, @) € Ay con p € U, y donde por definicion,
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Yo iUy C M — V C R” es un difeomorfismo entre variedades suaves, ya
gie U es un subconjunto abierto de M y V un subconjunto abierto de R™.
Séap, ! el difeomorfismo inverso de ¢, € i, €l mapeo inclusion de U, en
M. Sea (x1,...,2,) = o las coordenadas al rededor de p. Entonces, cada
z;: Ug™ R es una funcion suave (de clase C"). Ahora bien, sean p := ¢, (p),
y consideramos la composicién de mapeos:

—1 .
V2L U, s M.

Por lo tanto, desos incisos a) y b) de la proposicion 1.1.37, se tiene una
composicion (a nivel de push-forwards) de transformaciones lineales:

Ly: T,V 2T, U, —2= T, M,

donde Ly = (p; '), , Lo=Hin)s vy L3 = Ly o Ly.

Por el inciso d) de la pfopesicion 1.1.38, se sigue que L; es un isomorfismo
lineal, y por incisos b) y c),.aplicados a ¢, y su inversa, se tiene que L; =
(1), = ((pa)s) "t Asimism@, por la proposicion 1.1.38 se sigue que Ly es
un isomorfismo lineals#Entonces, se.sigue que L3 es un isomorfismo lineal de
espacios vectoriales. AsimiSmo, de 14 proposicion 1.1.38, se tiene que, por la
inclusion iy : V' — R", ekiste un 1sémorfismo lineal L, := (iy);': THR™ ~
T;V. Por lo tanto, definimos-el.isomorfismo lineal L := L3 o L4, de tal forma
que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Ly

T,V 7,U,

L4 L2

n L
T,R T,M

Entonces, definimos v;|, := L (% ) , donde cada % son los elementos
7lp 71p
de una base dada como en el corolario 1.1.32. Como L es un”isemorfismo

lineal, esto completa la demostracion. O

Nota 1.2.2. De acuerdo con la demostracion de la proposicion 1.2.1, el

mapeo L = (iy)« 0 (1), o (iv);' es obtenido de mapeos inclusiom;\y por

tanto podemos hacer una convencion, al introducir el siguiente abusé ‘en
notacion:

o1 0

= (Ya').p <8$i

Vily = 35—
1

), i=1,2,... ..
®a(p)
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:izl,...,n>.
P

1.2.2. Representaciéon coordenada de push-forwards

Esto es:

0
a.’L‘i

T,M ::R<

La nota 1.2.2mo0s ayuda a dar un resultado practico para comprender, en
térmimos matricialess el push-forward de un mapeo suave entre variedades
suaves.

En efecto, sean F\.#/M — N un mapeo suave entre variedades suaves
(clase C"), p € M y F(p)£€ N. Consideramos dos cartas suaves (U, ) en
My (V;9) en N tales qae (p, F(p)) € U x V. Por lo tanto, se tiene la
representacion coordenada:

F:=voFop™ o (UnFXV)) = ¢(V). (1.1)

De lo cual se tiene que F, := 1), oo o, !, es decir, el siguiente diagrama
conmuta:

~

- Bfov)
Tcp(p)@ (U NF 1(V)) K Y A Tw(F(p))¢(V)

it Vs
i,
T,M Try)N,

donde por proposicion 1.1.38 y el inciso d) en la proposicion 1.1.37 se tiene
que ¥, v ;! son isomorfismos lineales.

Por lo tanto, denotamos por ¢ = (z1,...,Z,) Y ¥ = @-.-,Yn), las
coordenadas? en M y N. Entonces, usando la nota 1.2.2, consideramos las
bases correspondientes para los espacios tangentes:

0 0
T M =R g =1.... T M=R{— ci=1,... )
p <axz » ? 3 7m> y F(p> <ayj F(p) J ’ ,Tl>
Definimos
0 0
= e=1,... =] — 1 =1,... .
BM {al‘l » 1 3 7m} YBN {ay] Fo) J ) ,TL}

2Aqui, donde m = dim M y n = dim N, son las dimensiones como variedades suaves,
respectivamente.
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Finalmente, es asi que tenemos el siguiente resultado cuyos detalles de la
deémostracion pueden ser consultados en [Lee2013, pag. 71].

Proposicion 1.2.3 (Representacion coordenada de push-forwards). Dado
un vector tangente X, € T, M, su imagen bajo L := F, , estd dada por:

[L(Xp)g,, = A([XplBa)-

Aqui, la matrizg’A _es

W) - 2(p)

A = : :
O, [~ OF, [~
@ - 5=®)/

1.2.3. Haz tangente.en el 2-toro T?

Primeramente, podeios considerar el haz tangente de una 2-variedad M

como la unién disjunta
T™ & | T, M.
peEM

De hecho, se tiene una definigién mas pregisa que puede ser consultada en
[Lee2013, pag. 81]. En efecto, 1a estructurasque sera mas adelante ttil en la
definicion de campo vectorial, es(que T'M puede ser dotado de una estruc-
tura diferenciable de clase C"; comenzamos per<efinir la funciéon proyeccion

canodnica
II:TM — M, X, — p,

donde X, € T,M, para cada p € M. Para que exista un atlas en T'M, se
puede usar un método de construccion dado en el siguigntéresultado para el
caso especial de 2-variedades, ver lemal.1.6 y cf. [Lee2013sTemma 4.1]:

Proposicion 1.2.4. Para una 2-variedad M suave (de clase C™) con atlas
Ay se tiene:

i) una topologia natural Ty, y
ii) un atlas Agrys suave (de clase C7),

tales que TM es una 4-dimensional variedad suave (de clase C"). Mas afin;
con respecto a las estructuras Ary, v Ay, la proyeccion I1: TM — M es un
mapeo suave (de clase C").
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Demostracion. Daremos una idea de la demostracion. El punto importante
en esta’prueba es usar el lema 1.1.6 de construcciéon de variedades suaves
(de clage.€"). El primer paso es proponer los candidatos para ser las cartas
coordenadas en Ary, : dada (Uy, ¢a) € Ay = {(Ua, ¢a) : @ € A}, conside-
ramos U, :="H(U,) C TM. Por conveniencia, sea ¢o(p) = (2,4), p € Us,.
Entonces, sedefine un mapeo

Pu: Uy — R? x R?,
tal que para cada vp=.a(z, y)%|p + b(z, y)%]p,

o, (Up) = (2,9, a(x, y), bz, y)).

Notamos que Im@,, = ¢, (Ua)%R?, el cual es un conjunto abierto de R?xR? =
R*, ya que ¢, es un difeomdrfismo. Més atin, @, es una biyecciéon sobre su
imagen, ya que su inverso esta.dado por:

0

ayv (12

N\ 0
0a(Ua) X R? 2 (z,y,v,w) — @atla, y,v,w) == v@lq +w

donde g = gp(;l({p,y) € ﬁoa = Hﬁl(Ua)‘

Por lo tanto, se tiene la coleccién {(ﬁa,ﬁa)} que satisface las hipo-
QaEA
tesis en lema 1.1.6, y determina el atlas, A7, La topologia que se menciona

en el inciso 1), se consigue tomando comorbase de’ella’a la coleccion {Ua} .
a€cl

Finalmente, se tiene que II es suave ya que su represemtacion coordenada

~

II=ggollo@,’ =pgop,’,

pero pgop, ! es un difeomorfismo?, en el particular suave (de clase C™). Estos
completa la demostracion. [

Por la proposicion 1.2.4, dada una estructura suave (clase €") para M,
con respecto a un atlas Ay, se tiene una estructura suave (clase €M) pa-
ra T M, dada por un atlas Arjy;. Con respecto a dichos atlas Ay y=Aras,
respectivamente, se tiene la siguiente definicion.

Definicion 1.2.5 (Campo vectorial en una 2-variedad). Sea M una 2-variedad
suave (de clase C"). Un campo vectorial de clase C" en M es una seccion

del mapeo proyeccion Il : TM — M, esto es, una funcion X : M — TM

suave (de clase C") tal que Il o X = Idy,.

3Pues las cartas (Uy, ¢a), (Us, ¢5) € Ay son cartas suavemente compatibles.
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Nota 1.2.6. A la coleccion de campos vectoriales de clase C" en una va-
riedad suave M, se le denotara por X"(M). Cabe destacar que un campo
vectorial se puede describir en coordenadas locales: En efecto, dado p € M
v Xp.x= X(p) € TM, podemos considerar cartas coordenadas* (Ugs, ¢5) vy
(IR, o) para M y T M, respectivamente, con p € Us y X, € [T71(U,).
La representacion coordenada de un campo vectorial X : M — TM esta
dada de lasiguiente manera:

~

X:ganXogogl.

Es decir, si (z,4)

s decs (= sO) 5(q), ¢ € Ugy 0a(Xy) = (2,y,a(z,y),b(z,y)) €
R* x R*, X, EH ento

Nnces
X'=0a0X 0p;'(z,y)
£0h (X (95" (2,9)))

= PaXo)= (z,y,a(z,y),b(z,y)),

de donde, el vector de ¢oordenadas Yineales es [X] = [X] = (a(z,y), b(z,y)) €
R2. Otro abuso en nota¢iém que s€ usa comunmente es: En coordenadas
locales, X = a2 + bl 8 , con=@sb € C"(Ug), lo que significa si (U, pg) € Ar2
ws(q) = (x,y), q € Ug C T?, entonces:

0 0
X:qr—>Xq:a(x,y)£+b(:p,y)a—y. (1.3)

1.2.4. Nocién de campo vectorial en T?

En este apartado, se definira de forma explicita, &l espacio tangente para
cada punto en el 2-toro: T,T?, p € T? y el haz tangente”T(T?).
Consideremos la notacion y resultados como antes, y el‘@péndice A.1.2. Sea
M = T yseap € T. Entonces existe una carta (U, = U in, o= ©5 Xgoj[).
Dado p = (p1,p2) € U x U; £ tenemos coordenadas locales

Pa(p) = (&7 (11), 5 (p2)) = (x(p1), y(p2))-

Sin perder generalidad, esto lo podemos denotar como ¢, = (z, y)L
Ahora bien, por la nota 1.2.2, tenemos que

B L/ B 0
2= (e (elont) ¥ b= (20 (e )

4Ver (1.2) en la demostracion de la proposicion 1.2.4.




20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

9, 0
T,T? :=R{ —|p, =—
p <ax|P’ ay|p>’

esto es, para todo v, € T,T?, v, = a(%|p + ba%|p con a,b € R.

Entonces

Notamos (queé de la proposicién 1.1.31, dado p € T? con coordenadas
(z,y), se tienedque, T, ,)(R?) es un R—espacio vectorial. Més atn, se tiene
que R%@y) > T p(R?) como R—espacios vectoriales.

Por otra parte, dado)gue, para todo p € T existe una carta coordenada
suave (Wy, ) tal qué p € W, v ¢o(W,) ~ W, C R? entonces por la
demostracion de proposieton 1.2.1 y la nota 1.2.6, se tienen isomorfismos
canoénicos dependientes de'esta carta coordenada, tales que:

2 T T 2 2
Tp(T%) = T,Wo = TgipWo = Tpp)Wa = TypmR™ = R (»)*

v

Nota 1.2.7. Es importante establecer que en coordenadas locales, y como
consecuencia de lo realizado en la neta 1.2.6 en (1.3), los campos vectoriales
suaves (o clase C") X € XAT?), son tales que todo valor que toma X en
un punto p, X, € T,T? sefeotfesponde/con un elemento vy € Ty R?
¥, a su vez, Xy se corresponde)con ut€lemento en coordenadas lineales
Xo] = v = (a,0) € B.

1.2.5. Caracterizacion de €éampos yéctoriales en T?

Mas adelante, vamos a dar ejemplos”de campos ivectoriales en el toro
T2. Para esto, son necesarios algunos resultados o heéhos importantes que
nos haran falta, en los que hacemos uso del “push-forward”, y que pueden
consultarse en [Pa-De M2012].

Sea p : R? — Sy ~ R?/Z? ~ T? la parametrizaciéon como en apendice A.3.
Entonces, ¢ es un cubriente suave de tal forma que localmente,)su derivada
dp, es un isomorfismo para cada p € R?. Por lo tanto, se tiefigeel siguiente
método para determinar campos vectoriales en T?, asi como la eompzrension
de un campo vectorial dado en el toro, a través de campos vectoriales Hevados
al plano.

Proposicién 1.2.8. Via el mapeo ¢:
i) Si X € X"(R?), entonces Y = p, X € X"(T?).

ii) Si Y € X"(T?), entonces X = ¢*Y € X"(R?). Aqui, ¢*Y es el campo
vectorial pull-back definido tal que

X =¢"Y siysolosi Y(q) = (go*.q)*lX@(q),Vq.
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Mas aun, podemos utilizar los resultados de la proposiciéon 1.2.8 para
establecer el siguiente resultado-definicion, el cual es préactico y elegante, y
que.podemos encontrar en |[Pa-De M2012| (cf. [Siegel1945, Sternbergl1957]).

Proposicion 1.2.9. Un campo vectorial clase C7, Y : R? — T'(R?), deter-
mina unampo vectorial en el toro®, X = 7oV : T? — T(T?), si y solo
si se satisfaee que Y (z + k,y + 1) = Y(x,y), para cada (x,y) € R? y cada
(k,1) € Z°.

5Aqui 7 es la proyeccion de R? al toro como el espacio cociente R?/Z2.
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Capitulo 2
Curvas integrales para campos

no-singulares en T2

En este capitulo, primeéramente daremos los conceptos y resultados basi-
cos sobre el flujo asociado@un campo vectorial en una 2-variedad. Después,
vamos definir el concepto dé,donjunto w—limite y a—limite de trayectorias
sobre T2, seguidamente el concepto de conjunto invariante, y algunos resul-
tados importantes, los_etiales pueden ser consultados en [Tal1992].

2.1. Sistemas dinamicos continuos no-singulares

En este apartado, se presefitan algunos conceptos y resultados béasicos
para comprender el flujo asociado’a un campo vectorial en una 2-variedad
suave (o de clase C"), y posteriormente su apligacion para campos vectoriales
no singulares en T?2.

2.1.1. Sistema de EDOs asociado a un~campo vectorial

Para el material contenido en esta parte, usaremos_los textos [Tal992],
[Bu-Gi2005] y [Lee2013]. Vamos a comenzar definiendo conCeptos bésicos que
generalizan los conocidos para EDO en un espacio euclidiano. Como es de
interés en esta tesis trabajar con el 2-toro, nos restringiremos en este apartado
a 2-variedades suaves (o de clase C"). Por lo tanto, en lo subsecdente, a menos
que se indique lo contrario, todas las variedades son dos dimenS§ionales, solo
se especificara su clase C" correspondiente.

Definicion 2.1.1 (Flujo en una 2-variedad). Sea M una 2-varieddd‘suave
(o clase C™). Un flujo en M, es una funciéon continua

¢:Rx M — M,

que satisface las siguientes propiedades:

23
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L. $(0,p) = p, para cada p € M;
2. Pltg=t ta, p) = &(ty, ¢(t2,p)), para cada t,,to € Ry cadap € M.

Un flujo en”M _define un sistema dindmico continuo (en el tiempo).

Nota 2.1.2 (Cupvas en una 2-variedad). Un caso particular de mapeos suaves
entre variedades stiaves es el caso de una curva. Para explicar esto, supon-
gamos que v: J C'R = M es una curva continua que manda un intervalo
en una 2-variedad suave“(clase C"). Si 7 es suave! (o clase C") entonces su
derivada o push-forward esta dado de la siguiente manera (ver [Lee2013, pag.
75]): Dado ty € J,

Yarto: Trod — Toyio) My, = %’to > Weytg) 2= Varto (Vo)

donde dada una funcién suave o clase-C", se tiene que

Wy(to) (f) = % wlf o) = W(to).

La matriz de coordenadas? con respectd a unasearta suave (Un, 9a) € Ay de
Vi ty €S

[’7*,to] = (’71 (tO)a ’}é (to)),

es decir, [V.4,] es la curva paramétrica en ¢, (U,) C R*¥dada por la represen-
taciéon coordenada

7= (1,7%) =paoyold;  =p,07.

Abusando en notacion, decimos que en coordenadas locales v{=/(71,72) v
[w'y(to)] = 7/(t0)'

A continuacién, sea X un campo vectorial en una 2-variedad M. Dado
p € M denotaremos por ({(x,y), n(x,y)) = [X,], la z—componente yda y-
componente de X, respectivamente, de acuerdo con la nota 1.2.6, ver figura
2.1.

! Aqui estamos suponiendo que J tiene la estructura suave heredada de R con la estruc-
tura usual con las cartas cuyas mapeos de coordenadas son la identidad.
2Ver [Lee2013]
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Figura 2.1: Componentes de X, € X.

Definicién 2.1.3. Un _campo vectorial X es no-singular si cada X, es un
vector distinto de cero. Diremos que X es singular, si la imagen de X contiene
al vector cero.

De la nota 1.2.6 y de (1.3)=sedtiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.4.°Sea..X un=eampo vectorial sobre U C M, y &(x,y),
n(x,y) las funciones componentes de X. Entonces X es diferenciable de clase
C" en P(x,y), si &(z,y) ya(wm,y) sondiferenciables de clase C".

Esto significa, que todas lagfderivadas parciales, de orden menor a r, de
&(z,y) v n(z,y) existen y son continuas enP(x,y) = @q(p).

De acuerdo con la nota 1.2.6, en_el caso cuando U es un conjunto abierto
y X es clase C" en cada punto de U, diremos quelX es un campo vectorial
C", r=0,1,2,...00. Un campo vectorial de clase.C° tiene funciones com-
ponentes continuas £(x,y) y n(x,y). Ahora, para ui campo vectorial C* las
r-ésimas derivadas parciales de &(x,y) y n(x,y) existen para todo entero no
negativo r.

En el caso de una curva v como en la nota 2.1.2, cuando v; y 7. son de
clase C", r =0,1,...,00, diremos que 7 es una curva de clase C"\definida en
el intervalo abierto J. Aqui, con los ajustes técnicos adecuades; J puede ser
de la forma: [o, 8], o, B), («, 5], (o, 00), (—00, B), (—o0, A].

Para tener una referencia mas adelante, de la nota 2.1.2 también colecta-
mos la siguiente definicion:

Definicion 2.1.5. Sea ¢ una curva de clase C”, r > 1, en el intervalo () 3).
Usando coordenadas locales, el vector tangente a ¢ en () estd definfido
como el vector geométrico ¢’ (t) = (P1(1), (1)) ) € ]Ri(t), donde ¢i(t) es la
derivada de @; con respecto at, i = 1,2, ver figura 2.2.
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Figura 2.2? Vector tangente a ¢ en ¢(p).

De la nota 2.1.2 se tiene lasiguiente definicion.

Definicion 2.1.6 (Curva integral én un subconjunto de una 2-variedad). Sea
A un subconjunto abierto en und_ Ssvariedad M y sea X un campo vectorial
sobre A. Diremos que v una curvasde-elase C™ ' definida sobre un intervalo
(cr, B) es una curva integral/de X | si para todo oo <t < [ se satisface que:

i) y(t) € A.

i) Wy = Xy, 0 bien, en coordenadas” locales v'(t) = [ Xy, ver figura
2.5.

Figura 2.3: Curva integral de X.

2.1.2. Existencia de curvas integrales para un campo
vectorial

En esté seccién mostraremos resultados de ecuaciones diferenciales defini-
das para campos vectoriales en 2-variedades, para lo que usaremos [Tal992].
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Sea (M, A) una 2—variedad suave de clase C" cerrada® y sea p un punto
en M.

Teorema 2.1.7 (Existencia y unicidad de curvas integrales). Sea X € X" (M)
tal 'que 2 < r + 1 <s. Entonces,

i) Pafaytodo p € M, existe una unica curva integral ¢(t,p) que pasa por
p, O, p) : (—00,00) — M de clase C™1.

ii) Para todot € R, definimos ¥, : M — M, U, (p) = ¢(t,p). Entonces,
Uy es eltapeo identidad y Wy, o Wy, = Wy 1y, .

1i1) Pl (t)) (1 )= Oy (t1 + t2), O(t1, O(t2,p)) = G(t1 +t2,p).
iv) El mapeo ¥ : R°X M — M definido por

U(t,p) = o(t,p),
es diferenciable de clasenC".

De forma alternativa y més-elegante, podemos reformular el resultado
anterior (para n-variedades de hecho) de la siguiente manera. Para esto se
puede consultar [Abrakamiret al. 2012, pag. 220| y [Bu-Gi2005, Thm 2.3.3].

Teorema 2.1.8. Un campowectorial clase C" en una n-variedad diferenciable
compacta es completo, es deecirpsus cupvas integrales estan definidas en todo

R.
De este teorema se sigue el siguiente resultado.

Corolario 2.1.9. Las curvas integrales para un‘campo vectorial clase C" en
T? estan definidas en todo R.

Teorema 2.1.10 (Coordenadas de caja de flujo). Sea~X un campo vectorial
suave en una variedad suave M, tal que X, # 0 en algtin punto py. Entonces,
existe un sistema de coordenadas local cerca de py tal’que las trayectorias
del flujo de X, en estas coordenadas locales, son lineas régtas paralelas.

Demostracion. Para una demostracion completa de este resultado, puede con-
sultarse [Bu-Gi2005, pag. 85, Thm 2.3.6]. ]

Sea (M™, A) una variedad de dimension n de clase C* y considéremos un
campo vectorial sobre M™ dado por X = {X(p) :pe M}, 1 <r<s— 1
Dicho campo vectorial se le conoce como un sistema dindmico C",(aunque
para decir lo mismo, mantendremos la notacion X € X"(M).

3Es decir, una variedad diferenciable clase C” sin variedad frontera, ver [Tal992, pag.
66].



28CAPITULO 2. CURVAS INTEGRALES PARA CAMPOS NO-SINGULARES EN T?

22, Conjuntos w-limite y a—limite en T*

Antes-de dar las nociones de conjuntos limite en T?, recordamos del teore-
ma 2.1.7 que las curvas integrales de un campo vectorial en T? estan definidas
en todo R.

Definicion 2:2¢1. Sea X un campo vectorial de clase C" sobre T? y sea
o(t,p) su curva integral. Definamos la trayectoria de X a través de p como
Stque:

Cp)={o(t,p): —o00 <t < o0}.

Lema 2.2.2. Sip' € C(p) = C(p') = C(p).

Demostracion. Sea X un carfipo_vectorial no singular de clase C" sobre T2
Dada una curva integral ¢ (¢ p)«que pasa por p.

Notemos que, si p’ = ¢(t', p) es"uil punto sobre la curva integral ¢(t¢,p) del
campo vectorial X.

Entonces, la curva ¢ definida por @g(#)*= ¢(t+1t', p) con parametro ¢ también
es una curva integral de X, y@(0) = ¢(t', p). = p'; asi por la unicidad de curvas
integrales (ver inciso iii) de teorema 2.1.7) tenemos que @(t) = ¢(t,p’).

Por lo tanto,

o(t, o(t',p)) = o(ts pp= o(F) =9t +1',p). (2.1)
0

Sea ¢(—,p) : (—o0,00) — T? una gurva integral .de X a traves de p.
Asumir que X (p) # 0y que ¢(t,p) = p para algin ¥ >20. Entonces, existe

to = min{t : ¢(t,p) = p.} Por lo tanto, ¢(to,p) = py ¢(t,py #pV 0 <t < to.
Ademaés diremos que:

1. Una curva integral ¢(t,p) es llamada periddica si para_algunos t; y
t27 tl < t27

P(t1,p) = ¢(ta, p),

pero ¢(t,p) # ¢(t1,p) para todo t, t; < t < ty. En este caso”diremos
que la trayectoria es peridédica o cerrada.

2. Una trayectoria C(p) es ergédica sobre T? si es densa en T?, es deeir;
C(p) = T

Ahora, dado X un campo vectorial de clase C" sobre el toro T?, r > 1,
y sea ¢(t,p) su curva integral que pasa por p, definamos los siguientes dos
conjuntos:



2.3. CONJUNTOS INVARIANTES EN T? 29

1. El conjunto w—limite de la trayectoria C(p) que pasa por p, denotado
por LT (p) es definido por

L*(p)= () G

0<s<00
dondé C = {¢(t,p) : s <t < oo} CImep(t,p).

2. El conjunte a—limite de la trayectoria C(p) que pasa por p, denotado
por L~ (p)ses\definido por

—00<s<0

donde Dy = {¢(t, p)sts~o00 <t < s}.

Ambos conjuntos son no vacies-y cerrados.

2.3. Conjuntos‘invariantes en T*

Lo siguiente que vamos a defifitysera el<€oncepto de un conjunto invariante
2
en T=.

Definicién 2.3.1. Sea A un subconjunto de TZDiremos que A es un con-

junto invariante si para cada punto p € A la“curva integral ¢(¢,p) esta
contenida en A, es decir,

U{gb(t,p): —00 <t <oo}=A.

peEA
Proposiciéon 2.3.2. Los conjuntos Lt (p) y L™ (p) son invariantes.
Demostracion. Partiremos de las siguientes observaciones.

i) La invarianza de L*(p) se demuestra verificando que si ¢ € ¥ (p)
entonces ¢(t,q) C L™ (p), para cada t.

i1) La invarianza de L~ (p) se demuestra verificando que si ¢ € L™ (p);
entonces ¢(t,q') C L~ (p) para cada t.
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Vedmos. i) Sea ¢ € L*(p), entonces por definicion existe una sucesion de
nanieres {¢;} con lim¢; = oo tal que
1—r 00
1—00

Si ¢(t, ¢) esyun punto sobre la trayectoria ¢(t, q) que pasa por q. Entonces
usando la ecuaeiton, (2.1) y la continuidad de las trayectorias ¢ se tiene que:

M o(4; +1,p) = Hm o(t, o(t, p))
= ¢(t, q).

Por lo que, ¢(t, q) € L™ (p), paratodo punto ¢(t, ¢) en la curva integral ¢(¢, q).
Asi,
o(tQ) C L™ (p).

Por lo tanto, L™ (p) es un conjuntoginvariante.

Ahora, demostremos 7).
Sea ¢' € L™ (p), entonces por definicion exiSte una sucesion de ntumeros {t, }

con limt, = —oo tal que
n—oo

z !
lim ¢(#,p) = ¢

Si ¢(t,q') es un punto sobre la trayectoria ¢(t, ¢')\que pasa por ¢'. Entonces
usando la ecuacion (2.1) y la continuidad de las trayéctorias ¢ se tiene que:

lim ¢(t, +¢,p) = Um ¢(f, ¢(t,, p))
n—oo n—oo
= ¢(lim ¢, lfm (t,, p))
= o(t,q).
Por lo que, ¢(t,¢') € L~(p), para todo punto ¢(t,q¢’) en la curvasintegral

o(t,q'). Asi,
o(t,q) C L™ (p).

Por lo tanto, L~ (p) es un conjunto invariante. &l

Una consecuencia directa del teorema 2.1.7 y por la proposicion 2.3.2 es
el siguiente resultado, ver [Tal992, pag. 68|.

Proposicion 2.3.3. Los conjuntos L*(p) y L™ (p) son conexos.
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Enunciaremos un resultado que nos sera de utilidad de aqui en adelante.

Lema 2.3.4. Euxiste una funcion ® de clase C*°, definida sobre el intervalo
(—oere0) que satisface lo siguiente:

0, si |z|>2,

i) @)=

1, si |z| <1

i) 0 < PPl para 1 < |z| < 2.
i) ®'(x) > 0 paraac [-2,—1], ' (z) <0 para x € [1,2].

2.4. Ejemplos‘généricos de campos vectoriales

En este apartado, se daran.algunos ejemplos de campos vectoriales en el
toro T2.
Es pertinente comenzarreste apartado con la siguiente nota.

Nota 2.4.1. En este trabajo no se censideran los campos vectoriales que po-
seen puntos de equilibrio, como podragfverse en los apartados subsecuentes,
y como se ha mostrado en lag§ hipotesis_de los resultados precedentes. Sin
embargo, mencionaremos ahorasun.aspecté importante: Si p es un punto de
equilibrio para el campo vectorial\suave X, ‘emtonces por definicién, se tiene
que X, = 0. Por lo tanto, la curva integral que'pasa por p es constante, es de-
cir, ¢(t,p) = p, para cada t, lo que implica que la frayectoria correspondiente

es C(p) = {p}.

En la medida de lo posible, daremos ejemplos de campos vectoriales con
y sin puntos de equilibrio, y algunos retratos fase, parale que usaremos los
libros clasicos con un enfoque a variedades suaves [Pa-De(M2012|, [Lee2013|
y [Bu-Gi2005].

Ejemplo 2.4.2 (La esfera unitaria S* en R3). Primeramente, para las cartas
coordenadas, consideramos las usuales donde los puntos tienen las“mismas
coordenadas (x,y, z) en R3. Sean Py, Ps los polos norte y sur de S?/respec-
tivamente. Considerese el campo vectorial:

XS R X(1,y,2) = (—wz,—yz, 2> + 7).

Entonces:
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= X es de clase C*;

= X tiene como tnicos puntos singulares a Py y Ps.

» X es tangefite a los meridianos de S? y apunta hacia arriba.

= Los conjuntosfinvariantes w y « limites son: Dado p € §* \ {Py, Ps},
se tiene que w(py= Py y a(p) = Ps.

Ver figura 2.4.

Py

Pg

Figura 2.4: Ejemplo de campo vectorial en la esfera S?.

Ejemplo 2.4.3 (Campos vectoriales F-relacionados, ver [Lee2013| pagy 87).
Sean F': M — N un mapeo suave entre 2-variedades suaves, y Y un campo
vectorial en M. Suponer que Z es un campo vectorial en N tal que

F.,Y, = Zpy), paracadape M.

En este caso, decimos que Yy Z son F-relacionados (ver figura 2.5). Veamos
un ejemplo concreto:
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Figura 2.5: Campos vectoriales F'-relacionados.

Sea F : R — R?, F(t)'=(cos(t),sin(t)). Entonces, el campo vectorial %
es F-relacionado con el campo‘vectorial Z = —ya% + xa%. Efectivamente: sea
[ € C=(R?). Por lo tantg, f F € C*(R) y asi, se sigue que

d d
F*a(f) = —(f© Fy~por definicion 1.1.35 de pushforward.)

dt
= VAET )

_ (95 of
B <3x’3y>

A—8in(t), cos(t))
(cos(t)ssin(t))

0,0
— — Y- =
ox ay (cos(t),sin(t))

Para el siguiente ejemplo se puede consultar [Pa-De NI2042| y [Bu-Gi2005].

Ejemplo 2.4.4 (Campos vectoriales gradiente en T?). Consideremos la des-
cripcion del toro T? como se tiene en el apéndice A.3. Sea h :/T* — R una
funcion suave. Consideremos el push-forward

h*m : TPTQ — Th(p)]R.

Ahora bien, sea (U, o) € Ar2 (la estructura suave para T? como en apéndice
A.1.2). Por lo tanto, dado un punto p € T? con p := ¢, (p), se tiene que
en coordenadas lineales, por la proposicion 1.2.3 la matriz asociada a h,g,
esta dada por el gradiente de la representacion coordenada de h en la carta
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0= l,y) (ver seccion 1.2.4):

R R e ) 3

Finalmente{ definimos el campo vectorial en coordenadas, dado por:
X:T? = TT? prs o,

o o6 1) 0 d(hoy ! 0
%La ) (o °Pa ) a 2
I S A i 2 e Vi 2| e TT2.
ox Q Oxlp oy (?) oyl ~ 7

Este campo vectorial es lamado campo gradiente. Abusando en notacion, se
escribe como X = Grad(k). Observamos que X tiene puntos de equilibrio
siempre que h tiene puntos exfticos. Luego, X es no singular si h no posee
puntos criticos.

Up =

2.4.1. Ejemplos de campes-vectoriales no constantes en
TQ

Consideramos los siguient€sqeamposiveétoriales suaves no-singulares en

R2:

0 0

z,Y) — X(p) = sin(2mrxr)— + 2 — ;
(=.9) () ( )&r (dy) ' Oy l@h

0 0
x,Y) = Y, =2— + sin(2mwa) — y
() = Yy = 25 - (2 9l

0 0

T, Y) > Lipy) = cos(2m(x +y))— 4+ sin(2m(x + y)) — )
(@.9) = Zoyy = cosCnlz + ) g |+ sm@r@Rg |

De acuerdo con la proposicion 1.2.9, tenemos que X, Y'y Z determinan
campos vectoriales en T?, ya que

X(z,y) = X(x+k,y+l)7 Yv(a:—l—k,y—i—l) = }/Em,y)v y Z(ac—i—k,y-I—l) = Z(x,y)\V/(*Tu y) S R27 V(]{?, l) S Z2‘

Usando el software Mathematica, resolvemos los sistemas de EDO asociados
en el plano. Es decir, resolvemos el sistema diferencial

& =a(z,y), x(0)=x,
g ="b(z,y), y(0)=yo;

donde (a,b) son las coordenadas para cada campo, respectivamente:

(a,0) € {[X@aw), Ve [Zay]} -
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@a(ia una condicion inicial (xg, yo), la curva integral explicita
L o (1) = (2(2). y(1)

par%uede ser de dos tipos:

d}‘ —27 (t+ 10g<_ v;otl(mo)) )
x(Qlcot_l € , ¥ y(t) =2t + yo;

>
%
O bien, (/

C?§‘2ﬂ' (t— log(co2t7(r7rz0)) ) >

.’E(t): ®7T ) yy(t):2t+y0
En la figura 2.6 se muestran l@rvas integrales para X en [—1,1]x[—1,1] C
R2.

170
Figura 2.6: Curvas integrales para X en [—1,1] x [-1

[_ 71] Q2s
Ahora bien, para Y la curva integral explicita ¢, y0)(t) = (m(t),@) es:

x(t) =2t + xg, ¥ O
sin(47t) sin(2mxg) — cos(4nt) cos(2mag) + cos(2mxg) + 4myo O
4
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la‘ figura 2.7 se muestran las curvas integrales para Y en [—1,1] X
[—1; R2.

1.0 I '_’_L_* ,.__‘_7___7:'/__ .’-)__7__; -._,‘ -
’:S\ DR s
== T
ST T
O s
5‘: :'_‘.:i‘ﬂ_.;}-::%: :
R T3

05 ﬁ\\\:j -"jji_'.f.":\\e?

== %ﬁﬁf_ff-:§t

i S

0t —//'”:@—//-:\

-

Figura 2.7: Curvas i es pev en [—1,1

x [—1,1] Cc R2

Para el campo vectorial Z, nd pfkemo%.ﬁormula explicita para las
er

curvas integrales, sin embargo, se
fase en [—1,1] x [-1,1] C R?.

D

05F

“ =
A D

7SS
G
-

=

-
{
(s
©
\$
4
(

5‘\‘\ )\\%(u} NSNS

L L L L
-1.0 -05 0.0 05 1.0

Figura 2.8: Curvas integrales para Z en [—1,1] x [—1,1] C R?.

figura 2.8 los retratos de

e

(%\O
O

.
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2.5. Trayectorias para campos X,; constantes

En este apartado mostraremos, de forma detallada, el siguiente resultado
paré ‘campos vectoriales no-singulares y constantes de clase C" en T?. Su
demostracion es interesante, para lo que seguiremos el texto en [Tal992].
Otra démostracion alternativa que complementa la aqui presentada, puede
consultarsé en [Pa-De M2012, Example 2, pag. 12].

Teorema 2:5.1, Sea X = X,; un campo vectorial constante? sobre T?, tal
que para cada-p’€ T? el vector de coordenadas es

0 3}
X = — b —
X{p)] = alzy)50] + (05,1,
donde a(x,y) = a,b(’k,») = b son constantes con (a,b) € R? tales que (a,b) #
0. Entonces,

i) Toda trayectoria de"Xgy es periodica cuando a = 0 0 2 es un nimero
racional.

ii) Toda trayectoriadé X, ‘es ergodica cuando % es un namero irracional.

Demostracion. Comenzamos notando que, de acuerdo con la nota 1.2.7, en
coordenadas locales, Y &, ]X,;] = (a,b) € R2 Por lo tanto, Y (z,y) =
(a,b) = Y(z + k,y + 1), pata.cada (z) € R? y cada (k,l) € R? Por la
proposicion 1.2.8 y proposiciéngd’.2.9 , seftiene que X, ; esta bien definido en
el toro.

Para demostrar este resultadof emnpecemes observando que el campo vec-
torial X, ; es no singular, ya que no, contiene‘alvector cero.
Por otra parte, una curva integral en el toro tiefie la siguiente forma:

o(t, (z,y)) = [(x(t), y(1))].

En este caso, se resuelve un sistema de la siguiente forma:
t=ua, z(0)=mx
y=0b y(0)=1yo

Resolviendo las ecuacion (2.2) por variable separable, obtenemos:

x(t

=g = —dt /adt
/0) dt
z(t) —z(0) = at

(t) —x9 = at
= x(t) = at + xo.

4Para evitar confusién con la notacion, para este caso del campo constante, para €l
valor de X en p escribiremos X, := X (p) = X4, (p).
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Anélogamente, resolviendo la ecuacion (2.3) por variable separable, se tiene:

z(t)
by / d—ydt:/bdt
dt oo dt

= y(t) —y(0) = bt
= y(t) —yo = bt
= y(t) = bt + Yo-

Por lo tanto, nuestra curva integral esta dada por:

[B(o0.m0) ()] = [(at 0,0t + y0)] = [t(a,b) + (z0,40)] € T

Demostremos el inciso i):

Sea p € T?. Entonces, el punto p.es de la forma p = [(z + m,y + n)] pa-
ra x,y € [0,1] x [0,1], esto dependé’en que representante estemos.

En el caso de que ¢(t, (x,y)) sea periodica, por la definicion 2.2.1 debe existir
t, t; con t; <t tal que

¢(tv <:B7y)) = ¢(t1> (Jf,y)) + (m:n)’ (m’n) S Z27

es decir,
t(a,b) + (z,y) = t(@p1Y (x,y) #(m, n),
entonces
(t = t)(a,b) = (m,n),
asi,

(t—t)a=m y (t—t))b=n,
haciendo el cociente, se tiene que

(t—t1)b

n
(t—t)a m a7 0,

por lo que

b
=-=2cqQ, a#o.
a m
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ﬁn‘el caso de que g € Q se debe cumplir que existan m,n enteros y A € R

wzque
b_nrx_n
® a m\A m

Notem: =0y ty = % son tales que

(z,y)) = 6(0, (z,y))
= [(z +a(0),y +0(0))] = [(z,y)] = p.

Por lo tanto, la trayectoria C(p) = @o(t) es p ica.
A continuacion, mostramos algunas simulacione ericas que se hicieron
en R? y luego vistas en el toro T2.

I ()
(a) (b) O
@,

Figura 2.9: Parametros donde 2 es racional cona =1y b= 1.
L 2
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(0,0)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

7

-
|
q = (0, y0) H g
1 Tl
: 0T
z e

(0,0) : 1.0 :
(b)

&>
S
Q

o

.

(a)

Figura 2.12: Parametros donde S es racional con a =1y b= 0.
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Ahora, demostremos el inciso ii): Supongamos que g es irracional.

A@ui ninguna trayectoria es periddica. Ya se demostrd que si existe una
trayectoria periodica entonces % es racional, por lo que seria una contradiccion
de muestro supuesto.

Por To.fue basta con demostrar que C(p) = T2.

Siempre se tiene que

C(p) CT* = C(p) C T2 = T*.

Ahora, veamos que

T? c C(p)
Sea p’ € T?, si p’ € Clp), entonces p' € C(p).
Ahora, supongamos entonces que p' ¢ C(p). Veamos que p’ es punto limite,

o

es decir, p’ € C(p).

Sea p' = [(2/,y)] € T?. La eurva integral ¢(¢,p) de X,; que comienza en p
pasa por P, = [(2/,y/ + (g — y)+ 2(2/ — ) + 2n)]. Veamos que efectivamente
la curva integral ¢(t, p)/pasa por=’

' —x+n
a

o(t.p) = H(w) ,y+b(w”
L a a

Se tiene que = + at = 2’ + W= at =2~ r+n=>1t=
Entonces

b
= x'—l—n,y—i——(x’—x+n)]
a

[ b b
= :1:'+n,g/—|—(y—y')—l—a(x’—x)Jran}.

Para cada x € R, consideramos el conjunto
w(z):={x+m:meZ}.

El conjunto w(z) parametriza el conjunto x + Z C R.
Se define < z > como el nimero del conjunto w(z) con valor abSplito méas
pequeno, es decir,

<z > =min{|f]:f € w(x)}
= min{zr — |z]|,x — |x]| — 1},

ver Figura 2.13.
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z—lz]—-1 0 xz—|z] 1 |x] x [xj:rl R

Figura 2.13: Funcién Piso.

Sea P, = [(XgT% (y — /) + L(a' — 2) + 2n)] := (2, ¢/ + T,,))-

Afirmacion 2.5.27([Ta1992, Miller2002, S6s1958]). < T),(x,y) > posee una
subsucesion convergente? a 0.

Demostracion. Ahora bien, 8e tiene que

- , /
p(p”Pn) = 1A, ,O(Q,Q)
QE’|=p
Qle[Pn}:Pn
7, /
- pin p(Q,Q)
Qe[(z’ ,y")+my,mo))
Q'€[(z’'+m3,y £ Lntma)|=Pn

= wmf {|(my —ms,me —my +T,,)|}
m1,m3,m2,maE”
= mi L k
min{ [0+ )1}
= min{|7T,, +k
min{| T, T-f)
:<T’I’L>7 vn:()’l,
Luego,
Py, P,.) =<1T,, >— 0 cuando ny —_ex.

]

Como X, :=< T, (x,y) >= T,(z,y) + k, para un k € Z¢hjopsposee una
subsucesion convergente a 0, digamos X, = T,,, + k.
Por lo cual, para cada € > 0 existe un punto X, , el cual a su vez nos da la
existencia del punto P,, = [(z/,y' + Xy, )] = [(2', v + T, + k1)] tal’que

p(p', Pry,) <€

Si consideramos ahora ey < € existe Pnk2 tal que

p(p', Pr,,) < €2 <e.

5En el plano T}, converge a oo cuando n — oo.
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: /Eiguiendo con este proceso conseguimos una sucesion

® PnklaPnkQaPnk37 nk4>"'7Pnkl7"'

tal que@n Py = p'. Por lo tanto, p’ € C(p), de lo cual se tiene que T? =
).

e densa en el toro, para el caso donde g es irracional.

trayectoria s

Clp
A conti S'(’)n, se muestra una simulacién numérica donde vemos que la

_______________

|
|
|
[N
I
1
I
[N
|
|
|
|

O

Nota 2.5.3. De lo anterior, se tiene que las trayec?s de X, tienen que
ser o todas periddicas o bien, todas ergodicas, dependiendo de la pendiente
de la curva inetgral, 3, de acuerdo con el teorema 2.5.1. bargo, este no
es el caso para un campo vectorial no singular de clase T2, lo que se
vera de forma precisa en el siguiente capitulo, con la demos acic’))del celebre

teorema de Denjoy-Siegel.
S
Q
O

.






Capitulo 3
Teoremas de Denjoy y de Siegel

En este capitule se desarrollara la teoria basica que permite compren-
der el bien conocidofteorema de Denjoy-Siegel, en honor a los trabajos en
[Denjoy1932] de Denjoysle cual conlleva a asimilar cada una de las condi-
ciones que garantizan latexistencia de trayectorias periddicas o bien densas,
asociadas al flujo de un camipo vectorial no singular en el toro T?; v a la
par pero independiente, también en honor a los trabajos en [Siegel1945| de
Siegel. Denjoy resolvié um problema propuesto por Poincaré usando la nocion
de namero de rotacion y defraccien€s continuas, mientras que Siegel di6 otra
prueba alternativa al teetema. de Denjoy, sin usar el ntimero de rotacion, y
generalizando el teorema ‘de’Denjoy:

Los resultados presentados™en este ¢apitulo estan basados principalmente
en el texto de I. Tamura [Tal992|; se tienen también consideradas las refe-
rencias auxiliares [C-N2013, Lee2013, Pa-Pe M2012|, mismas que se citaran
puntualmente, de ser necesario, para complémeéntar la presentacion de cada
uno de los apartados contenidos en‘este capitulo.

3.1. Difeomorfismos en S! como“mapeos de Poin-
caré”

Necesitamos resaltar la relacion entre la dindmica disereta de un difeo-
morfismo f € Diff(S') y la dinamica continua asociada a el flujo.déun campo
vectorial no-singular definido en T2

3.1.1. Dinamica discreta en S!: enfoque de Denjoy:

En este apartado consideramos las ideas de Denjoy, que estan discutidas
en [Tal992, pags. 17-20]. Dichas ideas seran discutidas a continuacion.

45
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Es)pertinente comenzar con la siguiente observacion, que sera de utilidad
pard cemnprender parte de la demostracion del teorema de Denjoy-Siegel.

Nota 3.¥1} De acuerdo con la estructura de T? como espacio cociente (ver
apéndice A.2)wamos a usar “un modelo” que esté en la figura 3.1.

En efecto, seaf 'S y Si, dos copias de S', via un difeomorfismo canénico h
y su inverso h™

h:S'~S;yht:SH~Sh (3.1)

Es decir, consideramos=que T? ~ R?/ ~ es obtenido al identificar (a priori,
con un homeomorfismo/F, cf. apéndice A.2) las copias S§ y S] (es decir,
T : Sh ~ 81, de tal forma gtie se tiene el diagrama conmutativo:

Si

Figura 3.1: Modelo de T?.

3.1.2. Difeomorfismos en S! que preservan orientacién

Sea g: S! — S! un mapeo que manda S! sobre si mismo. Por lo*tant6,
por definicién, y conveniencia, usaremos la descripcion en C de S! y con.ello
se dard una caracterizacion de algunas propiedades que se le pueden pedif._a:
g, como ser difeomorfismo, entre otras.

En efecto, consideramos

Sl::{ZEC:z:e2”9, HE]R}.
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Por lo tanto, de forma alternativa, caracterizamos los valores que toma g
de la siguiente manera:

g: St =S 2= g(2) = w.

Para W, existe 6 € R tal que f(z) = w = 2™ Notar que

627ri§ _ eQﬂi(é"l‘k)? Yk € Z,

es decir, 6 es'anico “salvo sumarle enteros”.
Definicién 3.1.2% Definimos g (/) = 6 de tal forma que g (e*™) = e2mif

Lema 3.1.3 (Continfiidad de la funcién angular g). La funcién 6 + g (6) = 0
es continua.

Demostracion. Notemos que-el mapeo exponencial

expeR— S, 0 2™

es un cubriente suave (|lg2013|). Ror lo tanto, localmente se tiene que usan-
do coordenadas locales (pér ¢jemplogtisamos coordenada angular en S!, ver
[Lee2013, pag. 29]) arcos pequerios en'Sse corresponden con segmentos pe-
quenos en R, de hecho:

16— n| ~ Fexp(0) — exp(n)].

Por lo tanto, de la definicién 3.1.2 se tiene.gue:

19(0) = g(n)] ~ [exp(g(0)) — exp@(n))|
= | exp(f) — exp(n)|:

Ahora, supongamos que g es continua en z = ¢*™ "Pof’lo tanto, g o exp
es continua en 6. Luego, por definicion, para cada € > 0, existe 0 > 0 tal que

|g o exp(f) — g oexp(n)| < €, siempre que |§ —n| <.

En consecuencia, nuevamente de la definicion 3.1.2,

19(0) — g(n)| ~ | exp(0) — exp(7)]
= |goexp(f) — goexp(n)| < e, siempre que |§ — n| <1

Aqui, la condiciéon |# — n| < § determina a g(n) de forma tnica. De esto, sé
sigue que g es una funcién continua. (]
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Usando la definicion 3.1.2 y el lema 3.1.3 se tienen las siguientes definiciones-
resultados!.
En Ja_notacion previamente introducida tenemos:

Definicion 3.1.4.
Decimos quetg: S',— St es:

i) Diferenciable de clase C" en el punto exp(f), si el mapeo g es C" dife-
renciable en” ek punto 6.

ii) Diferenciable de_clase C", si el mapeo g es C” diferenciable en cada
punto 6.

Definiciéon 3.1.5.
Decimos que g: S — S
ii) Preserva orientacion si pard eada punto exp(f) € S!, se tiene que
g(0) <.g(n), siempre que 6 <n < 6+,

donde ¢ es elegido de laseontinuidad de g en 0, de acuerdo con la
demostracion del lema 3. 13-

iii) Es un difeomorfismo clase C"#@e.S!, si (g es diferenciable de clase C”,
biyectivo, y la inversa? g=!: SN+ S! es diferenciable de clase C". El
conjunto de estos difeomorfismos(lo.denotarémos por Diff"(S!).

A continuacion, definiremos dos conceptos relevamnteg en este trabajo de
tesis: puntos periddicos y ergddicos para g € Diff" (S?):

Veamos algo de notacion. Dado g € Diff"(S!) y p &\S!, definimos la
iteracion m € Zsq de g y g~! como las composicién de furiciones:

gozld‘gl
g"i=gog-ogy gMi=gloglogT!

para m > 0.

Definicion 3.1.6. Sea g € Diff"(S'). Un punto p € S! es:

1 Estos resultados son adaptados para mapeos en S', y son consistentes con la teoria de
variedades suaves orientables; y difeomorfismos que preservan orientacion, ver [Lee2013],
[Bu-Gi2005] y [Pa-De M2012].

2Notar que g~! tiene una descripcién analoga a la realizada en el lema 3.1.3 para g.
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a) Periodico relativo a g si existe un entero positivo n tal que g™ (p) = p.
b) Periodico ergodico relativo a g si su orbita

O(p) :=={g9"(p) :m € Z}

es dénsa en S, es decir, O(p) = S'.

De actigrdo con los resultados y notaciéon anteriores, podemos enunciar el
siguiente resultado de Denjoy, ver [Ta1992, Thm 1.7] y cf. [Denjoy1932|. Para
una demostraeién atribuida a Siegel, se puede consultar en [Tal992, pag. 20).

Teorema 3.1.7%(de Denjoy discreto). Sea f : S! — S' un difeomorfismo
que preserva la orientacion de clase C", r > 2. Entonces ocurre exactamente
una de las siguientes propiedades:

1. f tiene puntos periddicos.
2. Todo punto de S' es érgddico con respecto a f.

Nota 3.1.8. El teorema, 3.1.7 sera usado mas adelante para demostrar el
teorema de Denjoy-Siégel.

3.1.3. Dinamica centinua‘en S': enfoque de Denjoy

Sea X € X"(T?) un campe”vectorial ng-singular. Para cada p € T?, en
coordenadas locales (U, ,) alrededor de psTas componentes de X en p son:
[X,] = (&, 1), es decir, &, u € C"(U,).Lia componente £ toma valores positivos
o negativos en todo® U, (i.e., £(¢) > 0, para'cada ¢ € U,; o bien, £(q) < 0,
para cada ¢ € U,).

Sin perder generalidad, supongamos que £ es positiva_en todo U,.

De los supuestos anteriores el siguiente hecho se.cumple.

Nota 3.1.9. Sea p € S}. Se tiene que la curva integfal p(t) := (¢, p) de
X en p, es tal que en coordenadas locales la representacion coordenada 7(t)
satisface: Y(t) = &(71(t),72(t)) > 0, ya que el campo X es no-singular, y por
lo tanto, X, es transverso a S}, que al ser una copia identificada en T? de
St se sigue que en una vecindad (—¢,, €,) C R se satisface que )= &(t, p)
llega a S} conforme ¢ se incrementa empezando en 0. Al no cambiaz€n signo
de 7 > 0, se tiene que el punto de llegada no necesariamente es el mismo que
p, si no un p; = ¢(t1,p) € S}, donde t; := min{t : ¢(t1,p) € S§}. Envestos
términos, al variar el punto p, definimos (ver la Figura 3.1):

f:Sy = Si, fp) = o(ti,p). (3:2)

3Se sigue de la continuidad de las componentes de X,, en p, ya que X es no-singular.
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Elsiguiente resultado se demuestra esencialmente, con la misma idea que
se siguib en la demostracion del teorema 3.3.1, por esta razéon omitimos aqui
los detalles, que se presentaran més tarde en la seccion 3.4.

Lema 3.1.10. El mapeo f : S} — S}, f(p) = ¢(t1,p), dado en (3.2) es un
difeomorfismo @ue preserva orientacion.

Ahora biengdelteorema 3.1.7 y lema 3.1.10, se tiene el siguiente resultado
que es considerade” un caso particular del teorema de Denjoy-Siegel 3.3.1
que mostraremos énseguida en las secciones subsecuentes y que es la parte
fundamental de este ¢apitulo.

Corolario 3.1.11 (Teorema, de Denjoy continuo). Sea X un campo vectorial
no singular de clase C" én ek toro T? con componente (en coordenadas) &
nunca nula. St r > 2, entonces\una de las siguientes afirmaciones se cumple:

a) X tiene trayectorias periodicas.
b) Cada trayectoria de X es demsa® en el toro T?.

Nota 3.1.12. De acuerdo gon.da comstruccion del difeomorfismo dado en
el lema 3.1.10, se puede observargue éste.no es precisamente un mapeo de
Poincaré (o de primer retorno parael flujo.de, X), asociado con S', o mejor
dicho, de acuerdo con la nota 3.1°1, €on S = S}, puesto que S} no es orbita
periddica del campo vectorial X. Sin=embargoy por la técnica y analogia,
usadas, asi les llamamos en la seccion:‘difeomorfismos como mapeos de tipo
Poincaré”.

3.2. Campo vectorial no-singular de_Denjoy

En esta seccion se enunciaran dos resultados: El primero, es propio de la
teoria de dinamica discreta, pues trata sobre la existencia de un.difeomorfismo
fp en el circulo, el cual no posee puntos periddicos ni puntos ergédicos. El
segundo resultado, usa precisamente fp para construir un campo vegtorial
no-singular Xp que no posee érbitas periédicas ni 6rbitas densas endI?. Aqui
se hace uso de técnicas como las discutidas en la secciéon 3.1.

Se dard un bosquejo de la demostracion de los siguientes resultades” de
Denjoy, para lo cual nos basamos en [Tal992.

Comenzamos con el siguiente lema de Denjoy con el cual se garantiza la
existencia de difeomorfismos en S' que preservan orientacion, ver [Ta1992,
Thm 1.11].

40 bien, se dice que se tiene una trayectoria ergédica.
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Lema 3.2.1. Existe un difeomorfismo clase C! que preserva orientacion
fp. St — S!, el cual no tiene érbitas periddicas ni 6rbitas ergodicas.

Dempstracion. Consideremos un coleccion contable {1,,, : m € Z} de interva-
los gexrados de la forma I, := [0,1,,] C [0, 1], donde 1, = (; < 1, tal que

1+m?)
se cumplen las siguientes propiedades:

Y ln=l<ooy lim (lm>:1. (3.3)

mez lm+1

Por otra parteysconsideramos a un ntmero racional. Definimos para cada
m € Z un namero racional

QA = MA — Ky Ky € 2,

donde los enteros k., seeligen tales que o, € [0,1), para cada m, ver figura

3.2. De esta propiedad g™la dada en (3.3), se tiene que se puede construir un
1

intervalo Ji4; de longitud "+ [, donde l,, = 773, es tal que’:

loa1y 0<i, <1,Vm.

0 1
| |2 | | | |
[ T | | | |
(o7} ay Oy, a1 (6%}

Figura 3.2: Distribu€ién de los’nimeros «,, € [0, 1).

De hecho, ay = 0. Por lo tanto;<J;; se cofistruye de la siguiente manera:
i) se “corta el intervalo” [0, 1) en «,, para téner dos copias de a,, (“una
derecha y otra izquierda”);

ii) después se inserta I, de tal manera que los extrémos de I,,, se conviertan
(salvo un pegado o identificacion) a dos copias de’a e ver figura 3.3.

Iy I I, L I3
i B e i f—
Qo (7)) Qg Qg Oy Oy a1 Q1 g o3

Figura 3.3: Intervalo J;;: Insercion de los intervalos 1,,, en los ntimeros ciy €
[0,1).

5Aqui, el intervalo Jy,; sera ttil para usar las graficas de los f,, en la definicion €l
mapeo de Denjoy, como se muestra en la ecuacion (3.4).
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Del proceso anterior, se obtiene lo siguiente.

Afirmacion: Del intervalo J; ., consideramos el espacio cociente, Jy,;/ ~,
que se Obtiene al pegar sus extremos: 0 ~ 1. De esta forma se obtiene un
circulo S{"e Jy4;/ ~ con perimetro 1 + [. Méas atn, la familia de intervalos
cerrados {Iy}mez particiona a S; en union disjunta, es decir,

Ty C S1,meZ; Sy ~10,1]U <|_|Im>

meZ
Ahora bien, para gada m € 7Z, existe un mapeo
fm . Im — [m+1

de clase C! (ver definicion 3.1¢4), cuya grafica se puede ver en la figura 3.4. De
forma precisa, Vm € Z, f,, : {p > L,,+1 cumple las siguientes propiedades:

i) La derivada d{i_? es positiva,
ii) Existe d,, > 0 tal que dfﬁ—t(t) tema el valor de 1 en los intervalos [0, d,,)
Y (b = Oy b

iii) Se cumple que

, lm—i—l lm—i—l > dfm > lm+1 lm+1 2
—(1- z Iy +(1- ,
min {1, i } (1 ] ) It max < 1, ] 1 ]

Im+1

A 6m [m+1 lm - 5771 lm
Figura 3.4: Grafica de los mapeos f,,.

Es importante observar que, de acuerdo con la figura 3.4, 6,, es suficien-
temente pequeno de tal forma que la grafica de cada f,, es una curva suave
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en los puntos B y C, respectivamente.

Einalmente, se puede definir el mapeo (de Denjoy): Usando la notacion
de ¢oordenada angular
m(0) € L1, 0€l, C Ji;
@D(e) _ f ( ) € +1 € C 141 (34)
0 + a — (entero) € [0,1) C Sy, 6€[0,1).

Notamos quefensesta definicion de ©p, se usaron las graficas de las funciones
fm inducidas enlog.conjuntos I,,, vistos en el espacio cociente Sj.

Observar que'®p es un mapeo definido en S;. Por lo tanto, el mapeo de
Denjoy en notaciér-€ompleja (como en seccion 3.1.2) esS:

S1 2 p=exp(f) — fp(p) = expoBOp(h) € 5. (3.5)

Por construccion, se tiefie, que fp es un difeomorfismo clase C* que pre-
serva orientacion. Esto completasla demostracion.

]

Teorema 3.2.2. Fxiste"um~campowectorial no-singular X := Xp definido y
de clase C' en T?, para el-cugl no existen orbitas periddicas ni ergodicas.

Demostracion. Pasos para la demostracién/de este teorema.
Paso 1: Recordemos que a partirde.S* x I podémos obtener el espacio cocien-
te S'x I/ ~, pegando S' x {0} con'Skx {1} pumtd,a punto, ver figuras 3.5, 3.6.

St x {1}

——

s' x {0}

Figura 3.5: Construccion usual de T? como cuadrado en el plano modulo la
reticula de enteros.

6De hecho, via una conjugacién, se puede definir el mapeo de Denjoy en S'.
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. « (1}
L / I [\
N I

o] T
Ot e

(/ st x {0}

Figura 3.6: Construccion uQﬂe_’]I‘2 como superficie: S' X I /{S'x0 ~ S'x1}.

Paso 2: Sea s € [0, 1). Deﬁm las curvas suaves

@I@ Stx I (3.6)
donde 7,(t) = (e*™=17 ), con % 2 —s).

e Q 1}
S N

Figura 3.7: El parametro ¢ como punto en el dominio de las cur@ SVS

Tenemos un mapeo H : [0,1] — S x I, definido de la siguiente maé

= (a',1)
:(271'0(375 )ESIXI

H(s,t) = 7,(t) (%\O
_ @

.
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donde el pardmetro s determina la curva ~, y el pardmetro ¢ los puntos en
el‘dominio de cada curva. Notar que este mapeo es C°, y puede ser conside-
rado.como un analogo a la nocién de homotopia en topologia algebraica, ver
figufa 8.9. Asimismo, en notacion compleja (como en la seccion 3.1.2) por
constru€eion se tiene que:

Ademas,

0 # Im7, N Im7y,
= {H(s,t): t € [0, 1]} WH(s t): t.e [0,1]}, si s # s (ver figura 3.8).

Figura 3.8: Familia de curvas suaves disjuntas {¥s},co1) C T2.
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s 1
Figura 3.9: Fami%\curvas suaves {s},co1) C T2,

Ahora bien, consideramos
S' — S' determinado po
En notaciéon hacemos f(n)

difeomorfismo que preserva orientacion fp :
y ( la demostracion del lema 3.2.1.
), (ver,(3.4)) y por tanto,

fp (e /zt 62”%‘ (3.7)

El mapeo H, en si, a través del dife%sm @nos da un método para
e

conectar, mediante curvas suaves, pun Q = S! con puntos P =
SLbd. >
e?™ I ¢ ST como se muestra en las figuras 3.10 y

=

627”'9 Q=¥ 62771'9 @ ;
0 1 0 o) O

Figura 3.10: Mapeos de Denjoy fp v fp.

.
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Figura 3.11% Cenectando los puntos 75(0) con 7,(1) en S*.

Paso 3: Usando (3.7) sé pueden elegir nimeros si, k = 0,1,2,-- -, tales
que si € [0,1) y para cada s €40, 1], se cumple que:

k(¢ 2mis\ __ _2misy
fp(e " )=ce :
Por lo tanto, en notaciéon de nimeros commplejos de la seccidon 3.1.2, sea
L\ 2miS) _
so =5, Qi:=e ™" = exp(sy).

Entonces, en términos de sucesion, se tiene que:

exp(s) =: Qo — Q1 = fp(Qo) =
Q2 = fp(Q1) = Q3 = fp(Q2) —
Qs = fp(Q2) — Q5 = fp(Qu) —
Qs = fp(Q3) = Q7 = fp(Q4) = -

Para cada k se tiene una curva 7,,, que conecta los puntos conforine se va
moviendo el parametro ¢ de acuerdo con (3.7), ver figuras 3.10 y=3.12. En
efecto, se puede describir la eleccion de los s, de la siguiente manera:

» Para k via el mapeo fp, se conectan el punto @, := exp(s;) € S§ cofl
Qr+1 := exp(sgs1) € Sg con la curva s, .
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Figura 3.12: Copias de S§_para ilustrar la conexién de puntos @ con la
familia de curvas suaves {7, ,, C T2

Paso 4: Existe una curva suave\(de clase C'*)
Yo (—0, 00) — T

Por otra parte, se pueden considerar sus\push-forwards, esto es,

d
Xe = (1), = ede) ¢ - PRt T, 0 T,

Luego, haciendo p = 74(t), se défine~el campo yectorial (de Denjoy)

Xp:T? — TT?
p = X,

Por lo tanto, X, := (7s),, %‘t. Esto es, en coordenaddSy X | = [(7s)«1] €s
el vector tangente a la curva ~y, en el punto ~(t).

Ahora bien, por el lema 3.2.1, fp es de clase C', lo que.fplica, por
construccion, que Xp es también clase C! (ya que las curvas 7, §on clase C*,
pues fp lo es, ver (3.6) y (3.5)). Luego, del lema 3.2.1 se sigue que al\ser 7,
curva integral de Xp (pues asi se construyd Xp) se tiene que al nogdener fp
ni orbitas periddicas ni 6rbitas densas, se sigue que Xp no tiene ni @rbitas
periddicas ni 6rbitas ergddicas. Esto completa la demostracion. N

3.3. Formulacién del teorema de Denjoy-Siegel

El resultado principal para analizar en el presente trabajo y que ocupa
la mayor parte de nuestra atenciéon es el siguiente, el cual es una evolucion
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de los trabajos pioneros arriba mencionados de Denjoy’ y posteriormente de
Siégel®, ver [Tal992, Pag. 17, Thm. 1.6].

Tegrema 3.3.1 (de Denjoy-Siegel). Sea X un campo vectorial no singular
de clase~C" en el toro T?. Sir > 2, entonces se tiene una de las siguientes
afirmaciones;

a) X posee“ulgunas trayectorias periddicas.
b) Cada trayéctora de X es densa® en el toro T?.

Ejemplo 3.3.2 (Ejemplo genérico inmediato del teorema 3.3.1). Es impor-
tante mencionar que en€l estudio de campos vectoriales constantes realizado
de manera exhaustiva et el'apartado 2.5 y mas especificamente, en el teorema
2.5.1, ya se tiene un ejempl0 del teorema 3.3.1. En efecto, dado X, ;, € X"(T?)
constante, entonces:

1. Sia =0 o bien g € Q, entonces todas las curvas integrales son perio-
dicas, y por lo tantoypara Xys se cumple el teorema 3.3.1 a).

2. Si g € R\ Q, entonces.todas las cutvas integrales son ergodicas, y por
lo tanto, para X,; se cumple el tegfenia 3.3.1 b).

Ejemplo 3.3.3 (Ideas de como uSar)el teorema de Denjoy-Siegel). Si consi-
deramos los campos vectoriales, dados en el ¢jemplo 2.4.4 y la secciéon 2.4.1,
se tienen campos vectoriales no-singulares. Parasel primer ejemplo de campos
gradiente, basta pedir que la funcién h no tenga puntos criticos. En los otros
casos ya tenemos campos no-singulares. Entonces, & “priori” por el teorema
3.3.1 se tiene que dichos campos poseen érbitas periddicas.o todas sus trayec-
torias son ergodicas. Pueden ser un punto de inicio, para.obtener resultados
paralelos a los del campo constante, lo que complementatiaeste trabajo de
tesis. Por lo tanto, en este trabajo, ya no se consider6 mostrar‘en qué caso
se estd de las dos posibilidades del teorema de Denjoy-Siegely”sin’ embargo,
se considerara para un trabajo futuro.

"En su trabajo, Denjoy consideré6 campos vectoriales de clase C", a diferéneia_de los
trabajos de Poincaré, en los que trabajaba un enfoque con campos vectoriales{analitico
reales u holomorfos, ver [Sternbergl957] y cf. [Denjoy1932].

8E] mejora el trabajo de Denjoy, generalizando su principal teorema, lo que terminasen
el resultado de nuestro interés que esta descrito en notaciéon contemporéanea, ver [Ta1992;
Pag. 17, Thm. 1.6] y cf. [Siegel1945].

90 bien, se dice que se tiene una trayectoria ergédica.
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34, Enfoque de Siegel: transversalidad de cur-
vas

En este apartado, se presentardn varios resultados que posteriormente
ayudan a darguna demostracion del teorema 3.3.1, usando el enfoque de
Siegel. En lossiguientes resultados se establece una relaciéon entre curvas
cerradas no singulares especiales que son transversas a las curvas integrales de
un campo vectorial.ao, singular, propiedad que sera clave en la demostracion
antes mencionada.

Comenzaremos conJa siguiente definicion.

Definicion 3.4.1. Sea X& X"(T?), r > 1 un campo vectorial no-singular.
Sea también v una curva ecexrada simple de clase C* en T? definida sobre el
intervalo cerrado [0, «]. Decimos que 7 (o bien su imagen Im<) es una curva
cerrada simple transversa a X#sk: dado ty € [0,«], entonces los vectores
tangentes

d
Wy (1) = Y (to) ;2 et (d—t ) € Imv. 4, C Ty T?;

to

Xv(to) € Tv(to)T2>

son linealmente independientes, esidecir, noeXiste A € R no cero tal que

'Y/<t0) T )‘Xv(to)'

En otra palabras, los dos vectores tangentes formanstma base para el espacio
tangente: T4y T? = R(w, ), X, ). Una definicion anéléga se obtiene para cur-
vas no cerradas ni simples, la condicién impuesta a los_vectores tangentes es
exactamente la misma. Por definicién, dos campos vectoriales son transversos
si sus curvas integrales son transversas al campo correspondiente, es decir, si
las curvas integrales de uno son transversas a las del otro, y yiceyersa.

Lema 3.4.2. Sea X € X"(T?), r > 1. Entonces existe una’ ¢lirva cerrada
simple L(X) de clase C™ transversa a X .

Demostracion. Sea X € X"(T?), r > 1 un campo vectorial no-singular. Dado
p € T?, elegimos coordenadas locales (U, ¢,) alrededor de p, cuyas tomipoe-
nentes de X en p son: [X,| = (A, ), es decir, Ay, p1, € C"(U,). Denotarémos
vy = X,

Por lo tanto, usando coordenadas locales, definimos un campo vectorial
X € X7(T?) :

Xy pr— 0, = [Xp] = (—fp, Ap)s

donde (—pyp, A,) son clase C". Denotamos v, := X,,.
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Nota 3.4.3. Notamos que v, y ¥, son ortogonales: (v, , U,) = (—pp)A\p+ Ay -
45 = 0. Entonces
X ={v,:peT?

es un Campo vectorial no singular de clase C" en T2, ver figura 3.13, cuyas
curvas integrales ¢(t, p) y ¢(t,p) son transversas por la ortogonalidad de sus
vectores-tangentes.

Figura 3.13: Objetos relevantes pdrasa prueba: Campo X transverso al
campo X : v, L 0,; curva“integral ¢(#py) de X; vecindad U.(a); sucesion
{ar}rez.,; conjuntos Ly y Lo.

Ahora bien, fijemos un puntopy € T y €ousideremos la curva integral
o(t,po) de X a través de py.

Caso 1: Si ¢(t,po) es periddica, en particular, €§ tna curva cerrada simple
que es transversa a X, de acuerdo con la nota 3.4:3\y la definiciéon 3.4.1.
En este caso L(X) es ¢(t,po), vy por lo tanto, se tiéhe la demostracion del

resultado deseado.

Caso 2: si ¢(t,po) no es periddica, podemos construirla curva cerrada
simple L(X) usando un segmento de ¢(t, pg) como se muestra aontinuacion.
Como ¢(t, po) no es periodica, el conjunto

C ={d(n,py) :n € Zso} C T

estéd formado por infinitos puntos de T? que pertenecen a la curva integral
é(t,po) del campo vectorial no-singular X, en el punto p € T2
Por lo tanto, existe al menos un punto de acumulacion, a de este conjunto

C.
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Luego, por definicion de punto de acumulacién, existe una sub-sucesion
{5k Jre#’y C Z tal que limy_,o ax = a, donde

{ay = @(glmpo)}kez21 c CcT?

Por la definicion de limite, aplicada al punto a, podemos elegir 0 < € <<
1, de tal forma’que,la e—vecindad de p, Uc(a) C T?, satisface las siguientes
dos propiedades’®

(i) los cambios en'lag”funciones C™ A, y i, para puntos en U.(a) son
suficientemente pequeftos. En particular, los cambios en la pendiente

. ¢ ., _ A _ —
se miden con los cambios en la funciéon tan™! (ﬂ_,,) = tan~! (%) , son
P P

™
menores que ]

(ii) el arco a,a,,1 entre a,, vy apaen ¢(t, po) nunca esta contenido entera-
mente en U, (a), para cada n&.Z>o.

Ahora bien, sean [v,] = (&gt ), las componentes del vector tangente X,
en a € U/ a) C T?. Sea Ly, LySubconjtintos de U.(a) C T? definidos de la
siguiente manera: Consideremos-la mhotacion del apéndice A.2,

A = QM) = (R + (¥ + I € R /22 ~ T

@' = (2 = (A — )t (s + o)1) B2 ~ T2,

Definimos los subconjuntos de U (a) :

Li={¢"ecUfa):0<t< €} y Ly={¢>" €Ula): 0Lt < ¢}
en coordenadas locales en U,(a), es decir, en conjuntos de la formadU, NU.(a)
tales que Uc(a) = Uy, () UpNUe(a), donde (Up, ¢,) es una carta coordenada
alrededor de p en U.(a). Los conjuntos L;, Ly son lineas que parten cada,una
de a y forman angulos 7 con v, ver figuras 3.13 y 3.14.

10Como antes, en coordenadas locales, el campo vectorial X transverso a X (por la ngta
3.4.3) tiene funciones de coordenadas lineales dadas por

[0p) == [Xp) == (Aps fip) = (—pip, Ap) para cada p € Ue(a).
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Figura 3.14: Conjuntos.Lq, Lo; curva cerrada simple L(X) transversa a X;
vecindad Ue(a); sucesione§ {dx rez.o ¥ {0k frezso-

Dado que lim,, o, au2= a, $e tiene que la curva integral ¢(t, po) interseca
a L1 o a Ly cerca de'ay_para algdm n suficientemente grande; por lo tanto,

denotamos dicho punto dednterseceion por b, := ¢(s,, po)-

Sin pérdida de generalidad; podemios.suponer'! que el arco a,b, esta
contenido en U,(a).
De las propiedades (i), (ii) de Us(a) méncionadas arriba, se sigue que:

= para cada a,, la eleccién de b es tnica,
» la secuencia {s,}nez., €s mondtona crecientes
= los puntos {b, : n € Z>¢} son todos distintos.

Ahora construiremos una curva cerrada simple: Dado(que elegimos {b, :
n € Zso} de puntos en L U Lo, entonces se tiene que L; o bien Ly, debe con-
tener un numero infinito de dichos puntos b,. Por lo tanto, existen ntimeros
enteros m, q tales que ¢ < my b, € a_bq, el segmento que une @ eon b,. Sea
by, el punto en el que ¢(t,pg), 84 < t < Sy, interseca el segmentorbyb,, por
primera vez. Entonces, la union del arco b,b,, en la trayectoria de Bitrpo) v
el segmento Vbq en L1 U Ls, es una curva cerrada simple L'. Por lo tantompor
construccion, L es transversal a X y de clase C"!, excepto en by, b,.

HEn efecto, considerando una nueva subsucesion, de ser necesario, podemos suponér
que para cada nimero a,, n € Z>q, se puede seleccionar el b,, como se esta suponiendo.
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Curva cerrada simple suavizada: Para suavizar L' en b, y b,, usamos la
graficadf{(z, (z)) : —3 < z < 0}, donde ®(z) es la funcion C* dada en el
lema 2.3.4-

Modificamos L' colocando el segmento {(z, ®(x)) : =3 <z < 2,-1 <

r < 0} en"el@rco b,b,, y aproximando el segmento @ con el segmento
{(z,®(x)) : 2 <z < —1}.

Finalmente, laetrva resultante sera denotada por L(X), la cual es una
curva cerrada simplé,elase C"t1 transversa a X buscada en el caso en que

o(t, po) no es periodiga. Esto completa la demostracion. [

Lema 3.4.4 (|Tal992]). Dadé _uh, campo vectorial no singular de clase C",
r > 2. La curva L(X) no divide a#T? en dos dominios!?

T?

L(X)

Figura 3.15: L(X) transversa a X.

Lema 3.4.5 (|Ta1992]). Si L es una curva cerrada simple de clase CYen/T?
que no interseca a L(X), entonces L divide a T?> — L(X) en dos dominids,
ver figura 3.16.

12Ver figura 3.15.
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Figura 3.16: T? — L(X).

Nota 3.4.6. Ahora bien, igual que antes, consideramos un campo vectorial
no singular X en T? y su curva-integral ¢(¢, ) que pasa por ¢q. Vamos a con-

siderar las siguientes hipotesis para poder demostrar el siguiente resultado.
Hipotesis:

1. ¢(t,q) no interseca a-E(X) para# >, 0.

2. En el capitulo anterior yitnos que{L¥(q) de la trayectoria C(q) es un
conjunto invariante, no vacio y cerrado:

Observacion 3.4.7. Notamos qué la curvalcerrada L(X) es transversa al
campo vectorial X (lo que denotamos como L(X)th X), y que

{o(t,q) : 0 <t < oo} NL(X) =P
Por lo tanto, tenemos que L*(q) N L(X) = 0.

Por lo que, para cualquier punto ¢’ que nos tomemos én\L" (¢) se tiene el
siguiente resultado:

Lema 3.4.8. Dado un punto arbitrario ¢ € L (q), se tiene gue, la curva
integral ¢(t,q’) del campo vectorial X a través de ¢’ es periodical

Demostracion. Supongamos que la curva integral ¢(t,q’) no es perigdica.

De forma anéloga, a como se hizo en la demostracion del lema 3412,
elegimos una sucesion creciente monétona de enteros positivos, {t} € Z>0}Z20
tal que la secuencia {¢( chq/)}kezzlv converge a algtin punto ¢ en T?. Sed
ap = ¢(t),,q'), y por lo tanto, limy_, ai, = c.
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De) la proposicion 2.3.2, se sigue que LT es un conjunto invariante, y
consecuéntemente, ar € LT(q), k = 1,2,...; entonces al ser un conjunto
cerrado/sestiene que ¢ € LT (q).

De esto )y la nota 3.4.6, se deduce que ¢ ¢ L(X). Por tanto, de for-
ma analogagascomo se hizo en la demostracion del lema 3.4.2, para una e
suficientemente pequenia, la vecindad U(c) de ¢ satisface las siguientes pro-
piedades:

1. Uc(c) N L(XYy=.0, ver figura 3.17.

2. Si (A, pyy) songlas coordenadas del vector v, = Xy en p’ € Uc(c),
el cambio en el véctor de coordenadas lineales (A, p1,y) variando p’ es
suficientemente pequéno en U(c).

0 UJc)

N v

L(x)C
Figura 3.17: U(c) N L(z).

3. Comparado con |Ay| + ||, € es suficientemente pequenio.

Ahora bien, de forma analoga, a como se hizo en la demeStracion del
lema 3.4.2, centraremos la atencion en el punto limite ¢. Bien{ sean [X.| =
(Ae, tte) las coordenadas lineales del vector X.. Por otra parte, definimos el
segmento de linea [ con respecto a las coordenadas locales de Ug(c):" Sea
g = [(—pet, A\t)] € R?/Z% ~ T2 y

l::{qt’C€T2:—5<t<5},

donde tomamos § > 0 lo suficientemente pequeno tal que | C U(c).
El segmento de linea [ corta a v ortogonalmente'® en ¢, ver figura 3.18.

13De hecho es una curva cuyo vector tangente es ortogonal a (A, ), ya que g(t) :=
(—pct, Act), es tal que ¢'(t) = (—pe, Ae), y por lo tanto, (¢'(t), [X.]) = 0.



3.4. ENFOQUE DE SIEGEL: TRANSVERSALIDAD DE CURVAS 67

Figura 3.18: Segmento ortogonal a X.; vecindad U.(c); curva L.

La curva integral ¢(;q’) corta al segmento [ cerca del punto a,, para al-
gun n suficientemente gramde. Séa04 = ¢(t,,q’) dicho punto de interseccion,
donde se tiene que |t, =t €.

Denotemos b’ = ¢(t', ¢') el punto en'el’qué el segmento ¢(t, ¢') parat > t,,
corta a [ por primera vez.

Por otra parte, sea L' la curva truncadadg(t’, ¢') : ¢, <t < t'}.

Entonces, por la nota 3.4.6

L'NLX)=0.

Por lo tanto, la curva obtenida como

L=LUb,l,

a partir de unir L' y el segmento b,b' C I, es una curva clase CY, eirada
simple, contenida en T?, y tenemos L N L(X) = §.

Ahora bien, del lema 3.4.5, L divide a T? — L(X) en dos dominios, (et
figura 3.19: uno de ellos contiene ¢(t, — €', ¢') y se denotara por A_, y el ot
contiene a ¢(t, + €,q') y se denotaré por A, ver figura 3.20.
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Figura 3.20: Conjuntos Ay A, ycuwvas L'y L.

Observamos que como L1 (g) es un conjunto invarfante, entonces ¢(t' +
€,q") € LT(q). Luego, para algtn ¢, se tiene que el plinto ¢(t,q) estd muy
cerca de ¢(t' + €,¢'), y ademas se cumple que ¢(t,q) € A,

Para concluir la demostracion, sea

Ly ={o(t, q);t <t < oo},

el cual es un segmento de la curva integral de ¢(¢,q). Por la nota}3.4.6,
LN L(X) = 0.

Mas atn, L; no cruza a L' y se cumple que L; C A,. Por lo{tanto,
debemos tener que LT(q) C A, pero ¢(t — €,q¢') € A_, lo que lleva agtina
contradiccion, pues ¢(t — €', ¢') es un punto de LT (g). Por tanto, la cufva
integral ¢(t,q') es periodica. Esto completa la demostracion. @

Lema 3.4.9. Supongamos que ninguna de las curvas integrales de X es
periodica. Entonces la curva integral ¢(t, ), restringida a t > 0, interseca a
L(z). Si reemplazamos t > 0 por t < 0 llegamos a la misma conclusion.
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Demostracion. Se sigue del lema 3.4.8, para los detalles de la demostracion
ver,|Tal992, pag. 32|. O

3.4.}. . Demostracion del teorema de ergodicidad de Denjoy-
Siegel

Ahorassigusando los resultados de la secciéon 3.4 veremos una demostra-
cion del teorema 3.3.1 (de Denjoy-Siegel).

Demostracion delteorema 3.3.1. Supongamos que X no posee curvas inte-
grales periodicas;

Sea ¢ € T?. Consideramos la curva integral pasando por ¢, es decir, ¢(, q).
Por el lema 3.4.2 dad6 que L(X) M ¢(t, ¢), entonces por el lema 3.4.9 la curva
o(t,q) interseca a L(X )85 decir,

{p(t,q) : t e RLEAL(X) ={q1} # 0, ver figura 3.21.

L(x)

Figura 3.21: Interseccion de la curva @(t,4) con L(X).

Por lo que es suficiente considerar las trayectorias a través de los puntos
de L(X), ver figura 3.22.

2

q1

Figura 3.22: Trayectoria a través de L(X).
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% Definamos el difeomorfismo f; : L(X) — L(X).
Dado_g'c L(X) por lo anterior se tiene que

B(X) 0 6(tq) v {ar} = {6(t,q) 1t € Ry} N LX) £ 0.

Entonces, 3l ¢; = ¢(t', q), t’ mas pequeno tal que

file) =@y @ € L(z) N{(t,q) : t € Ry}, ver figura 3.23.

Figura?3.23:\Definicion de f;.

Luego, f = h™to fioh es ¢l difeomorfismio que hace conmutar el siguiente
diagrama (cf. ecuacion (3.1)).

LX) S5 (X)

a In

St ———=S!

1. Si f tiene punto fijo, entonces

fla)=aqe o(t',q) = f(o) =a =q=0004)
asi ¢ es cerrada.

2. Si f tiene punto periddico de periodo m, se tiene que f"(q) =4.
Notemos que
ot ) =a vy a = fa).

Entonces,
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Pero

o(th, q1) = (1, 9(t, q)) = ¢ = ¢(0,q)

par propidedades del flujo ¢(ty, + t},q) = g = ¢(0,q).
Entences,

Pty +t1+ ...+ 1,9 = f"(q) = = 9(0,q)

Por lo que’® ‘es cerrada.

Por lo que si f tiene puntes periodices, entonces f; los tendra via h lo cual
da una contradicciéon por lo anterior.
Ahora, por el teorema 3.1.7, tode punto'de S* es ergodico, es decir,

{fm(p)han € 2} =78},

Si p es ergddico respecto a f, entonces para cada pinto p’ € S*, ¢(¢, p) pasa
por un punto f™(p) arbitrariamente cerca a p’ por loxque los puntos ¢(t,p’)
y ¢(t, f™(p)) son arbitrariamente cercanos. Asi, por el teorema de la caja de
flujo se sigue que C'(p) = T2. Por lo tanto, la trayectoria’ C(p) es ergddica.
Esto completa la demostracion.

O
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Capitulo 4
Foliaciones via el Teorema de
Denjoy—Siegel

En este capitulo se~miostraran ejemplos de foliaciones de codimension
1, usando las curvas integrales de campos vectoriales suaves (o de clase C").
Para los contenidos de este gapitulo se considero I. Tamura [Tal992]| asi como

las referencias [C-N2013, Lee2013, Pa-De M2012].

4.1. Nocion defoliacion de co-dimension 1

Se puede definir una foliaeién de diménsion k sobre una n—variedad suave
o de clase C'", pero para nuesta6 _trabaja, nos vamos a restringir a una folia-
cion de dimension 1 sobre una 2—variedads#Pedemos decir que una foliacion
es una particion en subvariedaded diferenciables, de una variedad diferencia-
ble. En el dltimo capitulo se mostrasd que dadeatn, campo vectorial X = X,
(no confundir esta notacion con la evaluacion dé Xfen un punto p) no singu-
lar en el toro T?, con coordenadas [X,;] = (a,b) cohstantes, se tiene que la
familia de curvas integrales F,; es un ejemplo de unay1—foliacion.

A continuacién, definamos lo que es una foliacién en.una variedad.

Definiciéon 4.1.1. Una foliacién de dimension 1 sobre la 2—variedad (M, A),
es una familia F = {L, }aer de subconjuntos arcoconexos de M#de dimension
1 que cumple las siguientes propiedades:

Fy: para cada o, § € I, con o # (3 se tiene que L, N Lg = 0.
in M = U/:'a~

ael

F3: Para cada punto p € M existe una carta (Uy, ¢,) € A de clase C" de M
la cual cumple que p € U, y cada componente conexa de p,(Uy N L,,)

73
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son de la forma
{(z1,22) € pa(Uy) : 2 = ¢}
parageada L, con L, N Uy # 0.

Nota 4.1.2.

i) Llamamos#a L, una hoja de la foliacion F.

ii) Una foliacion-£+dimensional de clase C" también se le conoce como
foliacion de codumension n — k de clase C.

A continuacién, mostrarémos un ejemplo de una foliacién en R? de co-
dimension 1. Este ejemplogy su descripcion explicita, seréd ttil como veremos
més adelante, para describi¥ otros ejemplos de foliaciones.

Ejemplo 4.1.3. Supongamos que.M = R?, y pensamos en el espacio eucli-
diano R? como R? = R* x R?27* k'€ {0,1,2}.

Para cada punto p € R? se tiene la%¢arta coordenada (U.(p) C R?, Id) con el
atlas suave definido por

Agz ={(p. U.(p)) p.e R*}.

Por lo que la estructura suave de R?.esta definido por
(M7 "4) = (R27~AR2)

Ahora, de acuerdo con la definicién 4.1.1 se define lafamilia F = {L,}acr
de subconjuntos arconexos de R? de la siguiente forma#

F o= {Ea}aehl = {p:p € R2}7
Lo=1L,=1ly+p
& =D,

donde, [ es la recta que pasa por 0 con pendiente m = tan(f), dependiendo
el k.

1) Sea k=1, m =tan(f) = tan0 = % = 0. Entonces,

Lo=Lo+p={Rx{0})+p}
={(,0) + (p1,p2) - w € R}
={(z+p1,p2) :z € R}.
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Veamos la propiedad 2) de la definicion 4.1.1, es decir,
UL, =R?
VpeR? = L, = Lo+ p.

Parayla propiedad 3) de la definicion se tiene que

A= {(Uc(p), Id]v.»))}
{8, o) aer = {({Un,0) : A=p e R* A = R?},
{LYocr ={La=Lo+qlq € R2},oz =q; 1 = R2.

Asi, se tiene que:
Gln N Lao) = 1dy(Ue(p) N (Lo + q))

= Uc(p) N (Lo +q)

Por lo tanto, cada compoénente conexa de p,(Uy N L,) es de la forma

{(pr,p3) € V» € (Uy) : p2 = ¢}, ver figura 4.1.

Ug(p)
- -— -~
/’ ~
' AN =Id,(Ud(p) N £,)
4
L \-_ Id,(Uc(p) N L)
I
. . \ M d,(Ud(p) N L)
\ 4 —,'
\ ——0 7 A
N /
A ’
N v,
Se N -
Vpl Lo

Figura 4.1: Componente conexa de ¢, (Uy Q.L,).

2) Sea k=1ym=tan(f), 0 <6 < 7. Elegimos 6 € (0,) fijo.
Entonces la familia F de subconjuntos son de la forma:

F = {ﬁa}ael
={Ly+q:q=0a; a € R}, ver figura 4.2(a).

Ahora, notemos que:

PA(UNN La) = 1dy(Uc(p) 0 (Lo + q))
= U.(p) N (Lg + q), ver figura 4.2(b).
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Para que cada componente conexa sea de la forma de acuerdo con la
deéfinicion 4.1.1 debemos aplicar una funciéon rotacion Ry, es decir,

R opa(UnN La) = Ry (Idy(Ue(p) N (Lo + q)))
=R, (Uc(p) N (Lo + q)).

Por lo tanto, cada componente conexa es de la forma: {(p1,p2) € @\ €
(Uy) : po ='c}, ver Figura 4.2(c).

(P) oy\w.p) N L,)

- A(Ue p)N ‘C”Y)
/ x(Udp)N'La)
/ ex(Ue(p) N Lp)

Ry o pa(UnN La)

U(p)

L,

(©)

Figura 4.2: Carta foliada caso k = 1 y m = tan(f), 0 <. < 7.

3) Sea k =1y m = tan(0). Elegimos § =
Entonces la familia F de subconjuntos esta conformado por rectas con
pendiente tan(#), es decir,

F= {‘Ca}ael
= {Lz + q}4ere, ver figura 4.3(a).

Ahora, notemos que:
AU N La) = 14,(U(p) N (L5 +4))
= Uc(p) N (Lz + q), ver figura 4.3(b).
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Para que cada componente conexa sea de la forma de acuerdo con la
definicion 4.1.1 debemos aplicar una funcion rotacion Rz, es decir,

R%l e} (,0)\<U)\ N La) =R

1(Idp(U6(p> N (L% +4q)))

=Rz (Up) N (L +q)).

s
2
us
2

Por‘lortanto, cada componente conexa es de la forma:

{(p1,p2) € ea(Uy) : p2 = ¢}, ver figura 4.3(c).

Uc(p)

‘PA(Ue(p) n L’y)

PAUe(P) N Lo)
PA(Ue(p) N L)

Ly

[N
[N
[
: U( ) Pa(Ue
P Pr= Id|UC(p)
D2 p >
I
iy Lo
(I
@f ! (0)
Log, Lo L

Ly

(©)

Figura 4.3: Carta foliada caso k = 1 y m = tan(f) =3

4) Sea k =1y m =tan(f), 0 < 6 < 7. Elegimos 0 € (0, 7) fijo.
Entonces la familia de subconjuntos F esta conformado por regtas con

pendiente m, es decir,

F = {Ea}ael

= {Lo + q}er2, ver figura 4.4(a).



78CAPITULO 4. FOLIACIONES VIA EL. TEOREMA DE DENJOY-SIEGEL

Ahora, notemos que:

PA(UxN La) = 1dy(Ue(p) N (Lo + q))
= U.(p) N (Lg + q), ver figura 4.4(b).

Para que cada componente conexa sea de la forma de acuerdo con la
definicion 47T \L.debemos aplicar una funcién rotacion Ry, es decir,

Ry Yoy (Un N La) = Ry (Idy(Ue(p) N (Lo + q)))
=R, (Uc(p) N (Lo + q)).

Por lo tanto, cada ‘eomiponente conexa es de la forma: {(p1,p2) €

ox(Uy) : p2 = ¢}, ver figura 4.4(c).

Pr= Ider(p)

PA(Ue(p)

1 o\(Uc(p) N L)

- 7 oa(Ue(p) N £a)
T T eUpnLy) Lg

Ry o \(UnN La)

U(p)

—_——

Ly

(c)

Figura 4.4: Carta foliada caso k =1y m = tan(6), 0 < 0 < 7.

Asi, R? tiene una foliacién de codimension 1 de clase C”.
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4.2. Foliaciones para X,; en el toro T?

En este apartado, se utilizaran los resultados obtenidos sobre las expresio-
nes(explicitas de las curvas integrales, dadas por rectas! en R? proyectadas
a el toro" T?, lo que se puede apreciar en la demostracién del teorema es-
tablecido) para el caso especial de campos vectoriales constantes X,;, con
a,b e R.

Proposicién _4:2.1. Dado un campo vectorial constante X,; como en el
teorema 2.5.1 efl elstoro T2, se tiene la existencia de una foliacion F,, de
co-dimension 1.

Demostracion. Dadoww’punto p € T?, consideramos su curva integral defi-
nida en todo? R, C(p) £4é(t,p) : t € R}.

De forma explicita, de”la*demostracion del teorema 2.5.1 se tiene que si
(Up, ¢p) (con p,(e) = (z(e)[y(s)) o bien, ¢, = (x,y)) son coordenadas locales
cerca de p, y (xg, o) las correspondientes para p, entonces la curva integral
que pasa por p esta dada por:

o(t, (z0,y0)) = [(@F o, bt #yo)] = [t(a,b) + (zo,y0)] € T

Para construir una foliacibn.como se afirma, con respecto a estas coorde-
nadas locales cerca de p, notamgs que dichasscurvas integrales son llevadas al
plano como rectas paralelas® en R?; 3 decir, todas tienen la misma pendiente
o direccion v := % e St

Por lo tanto, definamos las hojas de la foligcion que estamos buscando

como:
» El conjunto de indices es A := R?;
» Haciendo « := p, las hojas las definimos tales que Si
Lo = Lyi={(x.y) : (z,y) = t(a,b) + (x0, yo), para algith ¥ € R},

entonces L, := ¢(L,) = C(p), donde ¢ es el cubriente suavesdado en
A3.

'Recordamos que se distinguieron dos casos: i) cuando la recta en cuestion tiénepen-
diente racional, lo que da curvas integrales peridédicas; y las rectas con pendiente irracional,
lo que da o6rbitas densas en el toro.

2Como se vio antes, este hecho se obtiene de que T? es una variedad compacta cerradé.

3Lo que es consistente con proposicién 1.2.8 y la proposicién 1.2.9.
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Entonces con respecto al abierto U, 3 p, si J,(e) := pg(¢(e,p)) se tiene
que pges un diffeomorfismo que cumple:

s Usnc) = || 6Us) A 3(t) = s(d(t,p)).

pEUs ws(p)€ps(Up)

Por lo tanto, ta_earta foliada (ver figura 4.5) alrededor de p es de la forma

(Us, oam) = Ro, © 0pw)),

donde 6, es un angulo gtie haya que rotar, y que depende de la direccion
de las rectas, para que éstas tengan un “acomodo horizontal”, lo cual es
precisamente las interpretaciones geométrica y analitico-topologica que se
realiz6 en el ejemplo 4.1.3.

Asi, tomando p arbitrariosy repitiendo el método anterior, se tiene que
Fup = {C(p) : p € T?} es dna.l-foliacion con respecto al atlas Ap =
{(Us, o)) }- Esto completa la demostracion.

Figura 4.5: Carta foliada para un punto dado p € T2.

O

4.3. Foliaciones para un sistema dindmicoCdis-
creto

En este apartado, y con la finalidad de enriquecer esta tesis, a diferencial
de todo el trabajo realizado para sistemas dinamicos continuos provenientes
de campos vectoriales, presentaremos un ejemplo de foliacién que se pueden
construir en el toro T?, mediante la teorfa elemental de sistemas dinamicos
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discretos. En este apartado nos enfocaremos en el sistema dindmico asociado
asina matriz 1-modular, es decir, con entradas enteras y determinante igual
agine. El material aqui presentado, puede consultarse en [Pa-De M2012, pag.
157[:

e s a1 a
Proposi€ion 4.3.1. Sea A= [ 1 ™2
a21 Q22

determinange~det(A) = 1. Entonces:

i) Los valorgs propios de A son {), ;} C R\ Q, donde |A] < 1.

) una matriz con entradas enteras y

ii) Los espacios estable E° e inestable E" son dados por rectas que pasan
por el origen cuya pendiente es irracional.

iii) Como det(A) = Lpentonces A~! posee las mismas propiedades 1) y ii)
como A.

Ahora bien, el hecho“de_que ¢ sea un cubriente suave, implica que es
un difeomorfismo local, y porvende, como A tiene entradas enteras, se tiene
que A(Z?) C R? y por, lo tanto, existe un difeomorfismo (de hecho C*)
inducido Az (al cual para ahorrar_notacion le seguiremos llamando A) tal
que el siguiente diagrafma.conmutas

R? A R2 (4.1)
R2/7? 2 R2)72
~ | ~|P
SIxSl=T—2 5§ .5 =T T2_gxs!
Az=A

de acuerdo con las identificaciones dadas en el lema A.3.2. Liosanterior es
con la finalidad de que estas identificaciones usadas en la literaturafindistin-
tamente, sean puntualizadas lo mejor posible.

Lema 4.3.2. Sea p € T? y (z,y) € R? tal que p(x,y) = p. Entondes{ las
curvas

W*(p) = o((z,y) + £°) y W*(p) = o((z,y) + E*)
son densas en T?.
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Demostracion. Sean L, := tv + B, una recta que coincide con el espacio
inestable, £, v L,, := tw+ B, una recta que coincide con el espacio estable £,
para lagnatriz A. Consideremos el campo vectorial constante X; := X, s, , de
tal formafque en coordenadas [X,, 4,] = (ay,b,) = v. Asimismo, considérese
el campo veeterial constante X, := X, 5., de tal forma que en coordenadas
[Xa.p.) = (ag bs) = w. Luego, las rectas L, y L tienen pendientes Z—“ y Z—z

que son irraciondles. Por lo tanto, del teorema 2.5.1 b), aplicado a cada uno
de estos camposivectoriales X; y X, se sigue el resultado deseado. O

Proposicion 4.3.3¢(Feliacion estable e inestable para A). Las colecciones

Foubs = {Ws(p) Ap € ']TQ} Y Fau by i= {W“(p) ip € T2}
definen foliaciones en T? déCo-dimension 1.

Demostracion. Usando el lema#.3:2, podemos aplicar a cada campo vectorial
X, j = 1,2 la proposicion 4.2.1 para obtener la demostracion. [

Nota 4.3.4. Tenemos que L4, vV Fa,.b, son llamadas las foliaciones estables
e inestables del sistema dinatnieo discteto/(T?, A).

4.4. 1-foliaciones enma 2<variedad suave

En la seccion 4.2 se mostré que las-curvas“integrales de un campo no
singular constante en el toro T? determinan una folificion de co-dimension 1.

Ahora bien, en este apartado describiremos un ‘método? que consiste en
que dada una 2-variedad diferenciable y un campo vegtorial no-singular en
ella, se puede dar la construccion de una foliacién de”co~dimension 1, la
cual estara determinada por las curvas integrales de un campo vectorial no-
singular, ver [Tal992, p. 83| y cf. [C-N2013, p. 28, Example 4

Sea X un campo vectorial no-singular de clase® C", r > «definido en
una 2-variedad diferenciable M.

Definimos

Fx ={Ls:a €A}, (4.2)

donde para cada p € M, C(p) es una trayectoria de X que pasa por p;
ademés, A := M, asi que L, := C(p) y « = p para cada p € M.
Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado.

4Dicho método sera parte de la demostracién de la proposicion 4.4.1.
5Se incluyen los casos analitico e infinito diferenciable.
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Proposicion 4.4.1. La familia Fx es una foliaciéon de co-dimension 1 en M.

Demostracion. A continuacion, describiremos el proceso para una demostra-
cién_de la proposicion 4.4.1.

Paso 1 #Se satisfacen las propiedades I} y F5 de la definicién 4.1.1. En efecto,
del'teorema 2.1.7 (de existencia y unicidad de curvas integrales) y del
coralario 2.1.9, se tiene que las curvas integrales tienen dominio todo R.
Por 16.tanto, de la proposicion 2.3.3 (sobre la conexidad de los conjuntos
a-1imit€ y -limite) se tiene que los L, considerados en la definicion
de Fx cumplen las propiedades deseadas.

Paso 2 : Se construye uw’encaje C” (o bien C*) del intervalo [—1, 1] (que es una
1-variedad congfrontera) con imagen dentro de M. En efecto, se tiene
el siguiente resultadopara el cual se puede consultar [Tal1992, pag. 84]:

Lema 4.4.2. Sea ps€ M. Entonces existe un encaje suave®

g[_171] —>M7

tal que ¢(0) = p?Mas aun, para cada ¢ € Img = g([—1,1]) se tiene
que la curva integral’que pasa/por ¢, ¢(t, q) interseca a I'm g transver-
salmente, ver figura(4.6.

Figura 4.6: Carta foliada (Uy,¢y): n =2, M" =M, D = [«1 —1].

Paso 3: Para0 < e << 1,seal:= (—¢,¢)x(—1,1). Entonces se tiénetinsencaje
clase C" inducido por g, que esté definido por:

g: 1 M, (@)

(t, 2) —g(t,x) == ¢(t, g(2))

SEs decir, una inmersién que también es un encaje topologico, ver [Lee2013|.
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Paso4: Se verifica que la propiedad Fj en la definicion 4.1.1 se cumple: Es decir,
vamos a demostrar la existencia de un “atlas foliado”. En efecto, bajo
lag_hipotesis de los Pasos 1-3, tenemos que una carta foliada (Uy, ¢))
aso¢iada al punto p esta definida de la siguiente manera: Definir A :=
M, Xs=wp, y Uy, := g(I). Entonces,

©x - Uy — R x R, g(t,x) — (t,l')
Por lo tanto; ekdtlas foliado que obtenemos es Ay = {(Uy, pa) : A € A}

Con los Pasos 1-4, se eompleta la demostracion de la proposicion 4.4.1.  [J

Nota 4.4.3. Consideremos a_.X un campo vectorial no-singular como antes.
La informacion relevante endaydemostracion anterior, es la que se obtiene
de la compresion del push-forward del encaje suave g : [—-1,1] — M. En
efecto, dado un punto xy € [—1, lgse tiene que existe un abierto coordenado
Jry C [=1,1] y Ugwy) € M que~contienen a zq y g(xg) € M, respectiva-
mente. Por otro lado, se tieneain mapeo G que relaciona los haces tangentes
correspondientes, lo cual sé€ muestra en-el’siguiente diagrama:

g
S Ug(ao) 5
A(zo) 2L v X
T[-1,1] g T

y mas especificamente, en espacios tangentes:

{zo} - {9(x0)}

TvoJ

Gx,zq

1

(”Zo)*

Too[-1,1] ———— Ty M — = Tye) M

Gx,zq
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donde ¢, v ty,,,, son las inclusiones correspondientes’. También rang(g. »,) =
l¢'es decir, g, ,, es un mapeo lineal inyectivo, de lo cual se tiene que Img,.
es’un subespacio vectorial de Tj(20)Ugay) =~ Ty(20)M de dimension 1.

Sead) Vg(zy) = g*m(A(:co)%Lo) € Ty(zo)M. Entonces, en la figura 4.7, se
muestré la curva integral ¢;(g(zo)) que pasa por g(zg) € M con vector tan-
gente Xgg) € Tyo)M. Entonces, como I'mg tiene interseccion transversal
con ¢(g(@h)), se sigue que estos vectores tangentes son linealmente inde-
pendientes'y_por tanto forman una base para el espacio tangente, es decir,
Tywo)M = R{Dyy), Xg(a0))-

Figura 4.7: X, transverso a’Img en p = g(z) con = = xy.

4.5. Foliaciones en T#yia €l Teorema de Denjoy-
Siegel

Los siguientes resultados son aplicaciones directds de la Proposicion 4.4.1
para M = T2.

Corolario 4.5.1. Suponer que X es un campo vectorial no-singular de clase
C", r > 1 en T?. Entonces, la familia

F = {Trayectorias de X} = {C(p) : p € T*} = {Lq4 : € A},
es una foliaciéon de co-dimensiéon 1.

En el siguiente resultado, al campo vectorial se le impone una cendicion
més fuerte que antes, el ser de clase C", » > 2. Notar en el corolario 4(5.1,
que 7 puede ser 1, lo que daré pauta a proporcionar un campo vectorial para

"Los push-forwards correspondientes son isomorfismos lineales, de acuerdo con la pré-
posicion 1.1.38.
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el queino hay ni orbitas periddicas ni densas, pero sin embargo si tiene una
foliacion ,asociada de dimension 1, y sera precisamente usando el campo de
Denjoy/Xp, como veremos en breve.

Corolarie 445.2. Dado X como el teorema 3.3.1 (de Denjoy-Siegel) (i.e. no
singular y de alase C", r > 2), se tiene que

F={C(p) : peT?}
define una foliacion.dé co-dimensiéon 1 en T2,

Ejemplo 4.5.3 (1-foliacion para el campo Xp de Denjoy). Sea Xp el campo
vectorial no-singular de Denyoy de clase C! dado en teorema 3.2.2. Enton-
ces, de la proposicion 4.411, se obtiene una 1-foliaciéon dada por las curvas
integrales de Xp.
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Resultados y Conclusiones

5.1. Resultados

En este trabajo de tesis, se abordaron variados temas concernientes al
estudio y anélisis de la dinamtea de flujos asociados a campos vectoriales que
estan definidos en un 2-toro;«dentro de los contenidos més relevantes tenemos
los que a continuacion precisamos.

Se comenzd con algunos,prelimifiares sobre 2-variedades diferenciables, lo
que permitié estudiar un’ ebjeto impertante en esta tesis, que es la nocion
y caracterizacion de campos yectoriales, (en particular los no-singulares, es
decir, aquellos que no tienen puntos dé equilibrio, hipotesis que fue crucial
para establecer los principales’ resultados.de este trabajo) en el 2-toro T?
como una seccion suave del haz tangentefen)la variedad, ver las secciones
1.24y 1.2.5.

En la seccion 2.1.2 se presentd el teorenia.2.1.7 sobre la existencia y
unicidad de curvas integrales definidas en todo R; &s decir, las trayectorias
asociadas a un campo vectorial en una 2-variedad diferenciable cerrada, lo
cual, via el teorema 2.1.8 y el corolario 2.1.9, se particularizé considerando
campos vectoriales no singulares en el toro T2. Se eligier6n algunos ejemplos
interesantes no triviales para presentar en este trabajo, 16’ gue se puede apre-
ciar en la secciéon 1.2.4, en particular, en la secciéon 2.5, se desarrqllo de forma
exhaustiva el analisis para campos vectoriales no-singulares constantes, X,
cuyas curvas integrales son las proyecciones de rectas paralelas, conspendiente
obtenida de las componentes del campo X, ;. De hecho en el teoréma 2.5.1,
se determind que son dos tipos de curvas integrales, o bien puras érbitas pe-
riddicas, o bien, se tienen solamente 6rbitas densas en T?. El teorema(333.1 es
parte central de este trabajo, ya que en el se muestran las condiciones para
garantizar una generalizacion del teorema 2.5.1 para campos vectoriales’no
singulares no constantes y clase al menos C? en T?.

Estos teoremas que describen las curvas integrales de los campos vec-
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torialés no singulares, permitieron formular resultados sobre la temética de
foliatienes por curvas, que se pueden apreciar tanto en las proposiciones 4.2.1,
4.3.3, y#4.4.1, como en los corolarios 4.5.2 y 4.5.1.

Lo anferior permite responder positivamente a la pregunta de investiga-
cion, como también comprobar la hipotesis y los supuestos planteados.

5.2. Conclusiones y recomendaciones

Como parte de la _gentribucion en este trabajo de tesis, se tiene que las
demostraciones y conceptos sobre 2-variedades suaves, se ejemplificaron de
forma concreta, realizando los detalles puntualmente en cada demostracion,
haciéndolas lo méas precisas posibles para el caso del toro 2-dimensional.

En general, muchas afirmaciones y conceptos no estan en una sola refe-
rencia, ni en una misma notaeion, lo que hace que nuestra tarea haya sido
trabajar el material, de tal formagque el desarrollo de los temas fuera pau-
latino, usando variadas referencias y\poniendo los resultados y definiciones
en un mismo tenor. Es en este sentido, que este trabajo de tesis se conside-
ra como una fuente de informacion de<bwuen nivel y no trivial, para que los
lectores interesados en estas t€méticas tengan acceso tangible a través del
trabajo global que se ha hecho:!

De forma maés especifica, este trabajo unifiéa’la nocion de curvas integrales
y de foliaciones (por curvas) en el #6ro. T?, explicando, en la medida de los
posible, los detalles técnicos, a través 'de los teoremas de Denjoy, y de Denjoy-
Siegel, en los que encontramos una relacion estrecharde la dinamica discreta
para difeomorfismo en el circulo y los flujos asociades.a campos vectoriales
no singulares en T2

Cabe destacar, que existen teorias méas elaboradas ysavanzadas, como se
puede ver en [C-N2013, Miller2002, Niv2001| sobre foliacionés en superficies,
y que no necesariamente provienen de campos vectoriales; simembargo, las
técnicas empleadas en estas teorias guardan una relacion estrecha con las
ideas usadas en lo que se mostré para el campo vectorial de Denjoy Xp (ver
teorema 3.2.2 y corolario 4.5.2), lo cual se convierte en un punto de partida
para los lectores no expertos y aquellos interesados en estas teméticas.
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Apéndice A
Diferentes estructuras del 2—Toro

A.1. Estruetura de 2-variedad

A.1.1. S!' como una l-variedad suave

En esta seccion veamos (qué S! es una 1—variedad topologica.
Primero, observemos que S* es-ul espacio topologico con la topologia relativa
heredada de R?, esto es?

Eﬁel:{BﬂSIZBE'Egz}.

* S! es Hausdorff y segundo contablelya que R? es un espacio Hausdorff
y segundo contable.

x Localmente euclidiano: Sean Uii, i = 142, los subconjuntos de S' (ver
figura A.1), definidos como:

Ul ={(z1,25) € S' 1 2, S0}d = 1,2,
U~ ={(x1,20) €S' 1 2; < 0},(0=1,2.

Notemos que
St=UfuU; UUSUU; .

Se tienen las funciones gozi, 1= 1,2, ver figura A.1, qtre son,homeomor-
fismos:
et UE — (=1,1) C R, ¢f(ay,xs) = 9,

vy Uy — (=1,1) CR, @5 (21, 2) = 1.

Cuyas inversas son:
(@) (L) = UF, (9) 7 ) = (2VI-TPy).
(¢3) " (-1,1) — U5, (93) () = (y,i 1- IyIQ) :

91
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Figura A.1: Cartas de S!.

Tenemos que Agi = {(UF#0F) : i = 1,2} es un atlas para S'.

Ya vimos que S! es una lvatiedad topoldgica con respecto al atlas Ag =
{(U#,¢F) : i =1,2}. Para ver_giie M es una I-variedad suave, tenemos que
verificar que todas las cartas de Ag son suavemente compatibles entre si. En

efecto,

et (607 W) = (VT Hey) = £VT- P
Consecuentemente: ~
o1 o (o1 = 1d,
e o (p3) "= 1d.

De donde se observa que las funciones de transicién sonsdifeomorfismos.

En la siguiente seccién se muestra que T? = S' x S! esitina 2—variedad
suave.

A.1.2. T?=S!%S'como 2—variedad

La definicién de una 2-variedad suave, es analoga a la definicion’1.1.3.
En la subsecciéon A.1.1 le dimos la topologia relativa a S!, a decir ’Tg’"fl >
{BNS!': B € Tg:}. Por lo cual, la topologia con la que consideramos alfforo
(T?) es la topologia producto, es decir,

ﬁ2 :{B1 XBQIBl, BQ €7§"Iel .

Por la proposicion 1.1.7, dado que S' es una 1-variedad suave, tenemos que
T? = St x S! es una 2—variedad suave.
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Sea
A = {<+7_7i7j)7 (+a+7i7j)a (_7+7i7j)7 (_a_yi j) : Z:j = 172}
Para o = (&, —,4,j) € A, definimos:
__ 77t — e At —
Ua_Uix‘/} Y§0a-—90ix¢j~

Anélogamente defifiimos Ug y g, para toda 8 € A.
Asi, por la proposi¢ién 1.1.7, un atlas suave de T? est4 dado por:

Az = {(Uy, 00) : @ € A}

A.2. T? como espacio cociente y métrico

En esta seccion definiremos una-métrica en T?, daremos un ejemplo con-
creto de como medir una.distancia entre dos puntos en nuestro espacio, para
esto nos basamos en [Tal092].

Definicion A.2.1. Sea P(xjy)% P'(2"@")dos puntos en el plano. Decimos
que P esta relacionado con P',(P &~ P, stwx 4 o', y — vy € Z.

Proposicion A.2.2. La relaciéon ~"es una rélacion de equivalencia, esto
es, satisface las propiedades siguientes:

1. P~ P,
2. Si P ~ P’ entonces P’ ~ P,
3. SiP~ Py P ~ P’ entonces P~ P”.

Dado que ~ es una relacion de equivalencia, denotamos”las’ clases de
equivalencias de un punto P por

[P] :={P' € R*: P'~ P}, VP cR?
Ademés, diremos que P es un representante de la clase de equivalentia.

Proposicion A.2.3. Una clase [P(z,y)] es el conjunto de puntos en el plané
de la forma (z + m,y +n), con m,n = 0,£1,+2,£3,. ...
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Demostracion. Sea P(z,y) un punto en el plano, entonces

Py = (P o) € B2 P& yf) ~ Pla,))

o y)ER A —yEZ y y —yeL}
Y)ER? ' —x=my y —y=n, mncZ}
y)

=LP (2 y)eR*: ' =x+m y Y =y+n, mncZ}
]

Los puntos en el“plaho,se descomponen en clases de equivalencias. En la
figura A.2 se muestramrlas clases de [P(0,0)], [Q(x,0)], [R(0,y)] v [S(z,y)].

° ° ° e b ° ° ° °
P'(~2.2)
° ° ) ° < ) ° e °
R'(-2,y+1) S'(z—2,y+1)
[¢] = [P(0,0)]
° ° ° ° > ) ° °
Q'(x—2,1) P'(1,1) [o] = [Q(z,0)]
° ° [ o > 9 ) ) = [R(0,
AT ,S'(.:;/) [.] [ % !/)]
[o] = [S(a. )]
° ® ° ° P(0,0) QJ'H > ° *
° ° ) e [ e ° ° °
° ° ° ° ] ° ° ° °

Figura A.2: Clases del cero y otros puntos genéricos.

Definicion A.2.4. El conjunto cociente del plano por la relacion de equiva-
lencia ~ es un toro, denotado por T := R?/ ~, ver figura A.8.

Sl

Sl

Figura A.3: Toro T? = S! x S! @ R?/ ~.
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Afirmacion A.2.5. De la clasificacion de superficies compactas tenemos que
T? es difeomorfo al espacio cociente R?/ ~. Por lo tanto, podemos inducir la
estructura suave de T? al espacio cociente.

o-Podemos considerar el siguiente cuadrado ABC'D con vértices en A(0, 1),
B(0,0), 6(1,0) y D(1,1). Para un punto arbitrario P(x,y) en el plano
elegimos“numeros enteros m,n tal que 0 < x —m < 1, 0 < y—n <
1,Q(z — mfy #n) esta en el cuadrado ABCD vy satisface que

P(l‘,y) NQ($_m7y_n)'

Por lo tanto, si pegamos el lado AB con el lado DC' y el lado AD con el
lado BC', de acuerdo.€on la relacion de equivalencia el resultado nos dara un
toro. Uno puede pensar en el toro como el resultado de identificar los circulos
finales del cilindro.

A(0,1) D(1,1)

Y AB/CD

B(0.0) C(1.0)

Definicion A.2.6. Sean p = [P] y p’ = [P']. Defiflumes la distancia de P a
P’ como el minimo de las distancias p(Q,Q’), con @ € [P y Q" = [P'], es
decir,

o(p,p)) = min Q.

P p) = min p(Q Q)

Q'elP']=p'
p(p,p'), denotara la distancia entre py p’ en T

La siguiente proposicion muestra que 7' con la distancia p es.un_espacio
métrico.

Proposicion A.2.7. Sean p,p',p” € T. La distancia p satisface lo sigtiiente:
i) p(p,p') >0,y p(p,p') =0siysolosip=yp,

i) p(p,p') = p(ps ),
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iif) p(p,p") < plp.p") + 50", 7).
Demostracion. i) Por definicion tenemos

p(p,p) = Qg[lg]n: ’ p(Q, Q") = p(Q1,Q}); para algunos @, € [P],Q} € [P'].
QIE[P/]:p/

Supongamos qlief(p,p') = p(Q1,Q1) > 0.
Como p(Q1, Q}) 2 0s=por ser p distancia euclidiana, entonces

p(p,p') = p(Q1,Q7) > 0.

Dado que, p es distancial.sesigue que

ﬁ(p7pl) — p(Ql:Qll) - 07

& Q=@
& [Q] =P = [P] = [Q]]
Sp=7p.

ii) Queremos demostrar que p(p;p’) = ply', p).

Notemos que p(Q, Q') = p(@', @) para todo Q € [P], Q' € [P].

Entonces, p(p, p') = min ge(pj—p #(Q, Q') = ming cp—y p(Q', Q) = p(p', p).
Q'e[P']=p Q€[P]=p

iii) Por definicion existen @ € [Pl =p, Q' EJR] =9, Q" € [P =p" vy
Q" € [P"] = p”, satisfaciendo que

ppp") = p(Q,Q") vy p(",p') = p(Q" Q).

Si@Q,Q",Q" son de la forma Q' (2, y'), Q"(z",y") y Q" (&"yy") respectiva-

mente, como Q" y Q" pertenecen a [P”], es decir, 2" — 2" Zmyy'—y" =n

son enteros. Entonces
Q' y) ~ Q& +m,y +n), mneZ
Por lo tanto,

p(p,7) < p(Q,Q) < p(Q,Q") + p(Q", Q")
p(Q’Q//) + p(Q///’Q/>
p(p. ") + p(p",p').
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Dado un punto P € T, definamos una e—vecindad como
U(P)={P €T :p(P,P)<e}.

Las siguientes definiciones son exactamente anélogas a las definidas para el
plano.

Definicion+A.2.8. Sea A un subconjunto de T.

1. Un punto BT es un punto interior de A, si U.(P) C A, para algun
e > 0.

2. Un punto P’ € "3 un punto cerradura de A, si para cada € > 0
ANU(P") # 0.

3. Decimos que P’ € T eswn-punto de acumulacion de A, si para cada
e >0, ANU(P')eontiene finitos puntos.

A.3. Superficie parametrizada por un cubrien-
te suave
En este apartado haciendo uso de [Pa-De M2012, pag. 12, Example 2| y

[Bu-Gi2005, pag. 13, Example 1.3.3], describimos*al fioro como una superficie
parametrizada Sy, la cual es la imagen del mapeo

0 R —SrcR?
definido por
o(u,v) = ((2 + cos(2mv)) cos(2mu), (2 + cos(2mv)) sin(27u), Si(27w)).

Se tiene que ¢ es un difeomorfismo local (de hecho es un cubriente’suave),
el cual:

1. Manda las lineas horizontales en R? a los paralelos de latitud en S,
ver figura A.4.
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7
e
1):[).25&A

v =20.10

2. Manda las lineas verti en Wlos meridianos en Sy, ver figura
A5,

u=0 wu=0.10 u=0.25

Figura A.5: Parametrizacion de meridianos. 6

3. Manda el cuadro [0, 1] x [0, 1] sobre Sr, ver figura A.6.
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Figura A.6: Parametrizacion del Toro como superficie.
-

Observamos que p(u, v@gp(ul,vl) si y solo si (u,v) — (ug,v1) = (u —
uy, v —vy) € Z2

Por lo tanto, si tom%(u;v)] € [Ozl]Zw = R?/7* = R?/ ~, tal que

[(0,0)] # [(u,v)]. Ento xistrvnico (xz,y) € [0,1] x [0,1] tal que

Qﬁx, Y u, )},
.

donde 7 es el mapeo cociente 7 R?* — 2 = R2 / ~ . Esto permite definir
una aplicacion (de conjuntos) O

®:R*/Z* — Sr, . O([(u, v)@ o(x,y).
Lema A.3.1. ®([u,v]) = ®([(u1,v1)]) si [(u,v)@; ,01)]-

Demostracion. Notemos que &
®(((u,0)]) = o(.9) ¥ ®([(u,0)]) = w%

Entonces &([(u, v)]) = ([(u1, v1)]). )\ 0

A.3.1. Estructura diferencial en Sy via ¢ %

Usando el hecho de que ¢ es un cubriente suave, definiremos e@ un
atlas de la siguiente manera. d\

Sea J = [0, 1]. Se tiene que p: J x J — [r se convierte en una parame
trizacion de Sp. Entonces, dado () € Sy, existe un abierto Vi C Sr tal que O

mapeo restriccion ¢y, : W := ¢(Vg) — Vj, es un difeomorfismo. Entonces,”,
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V&@lo‘el punto ) en Sg como conjunto de indices, se tiene el siguiente
atla;

7
® As, ={(Vg,¥q) : Q € Sr}

donde 165 mapeos de coordenadas son v := (¢g)~ ", los cuales denota-
remos simpl é como (u,v) = Yg.

Lema A.3.2. Qvam’edades suaves Sy y T2 son difeomorfos.

Usando ® se pu @a R?/7Z? = R?*/ ~ la estructura de variedad suave,
usando la de S' x S! ‘estquivalentemente la de Sr.
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Such a Theorem states that the integral
curves for a given C”, r > 2, non-singular
vector field X, are such that some of them
can be periodic or all of them are ergo-
dic. Besides, the basic theory of foliations
is studied, and derived from the analysis
of the Denjoy-Siegel theorem, an example
of the concept of codimension 1 foliation is
given, where the leaves are given by the in-
tegral curves corresponding to X. Finally,
in order to provide an enrichment of the
present topic, a Denjoy example of a non-
singular C'! vector field is given, whose in-
tegral curves form a 1-dimensional folia-
tionshut the Denjoy-Siegel Theorem does
not apply.

Campo_vectorial no-singular, curvas inte-
grales, teorema de Denjoy-Siegel, foliacio-
nes-de codimension 1.
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