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Resumen

En este trabajo se aplica el algoritmo de Dirac-Bergmann para estudiar la electrodindmica
de Maxwell en un espacio-tiempo no conmutativo con fuentes externas, obteniendo las
ecuaciones de Maxwell con corretciones no conmutativas. Se presenta una revision rigurosa
del formalismo de restricciones de Dirac y, ademés del sistema principal, se analizan
sistemas afines que permiten comprobar y validar los resultados, asi como clarificar su
interpretacion. El desarrollo se apoyasen-una herramienta computacional implementada
en MATLAB, que automatiza_el/procedimiento del formalismo de restricciones —desde
el calculo de los momentos canémnicos y latidentificacion y clasificacion de restricciones
hasta los corchetes de Poisson/Dirdic+— y entréga de manera ordenada y reproducible las
expresiones relevantes del sistema.

Palabras clave: Algoritmo de Dirac-Bérgmann (Restricciones, Maxwell No-conmutativo,
MATLAB.



Abstract

In this work, we apply the Dirde#Bergmann algorithm to study Maxwell electrodynamics in
a noncommutative spacetime with external sources, thereby obtaining Maxwell’s equations
with noncommutative correctionsy/We provide a rigorous review of the Dirac constraint
formalism and, in addition to theamain system, analyze related systems that help verify
and validate the results and clarify their interpretation. The development is supported by
a computational tool implemented in this-project that automates the constraint-formalism
pipeline—from computing canefiical momenta and identifying/classifying constraints to
constructing Poisson/Dirac brackets=and produces the system’s relevant expressions in an
orderly and reproducible manner.

Keywords: Constraints, Dirac-Bergnrann algefithm, gauge theories, Non-commutative
Maxwell, MATLAB.



Capitulo 1.

Introduccion

La posibilidad de que el espacio-tiémpe, posea una estructura no conmutativa fue sugerida
por Heisenberg a finales de la década de=1930 y formalizada por Snyder en 1947. Aunque en
ese momento la propuesta perdio relevanciasdebido al éxito del programa de renormalizacion,
el interés resurgio con la teoria de(cuerdas, donde la no conmutatividad surge de manera
natural como un rasgo del espacio-tiemposa” altas emergias. A escalas cercanas a la longitud
de Planck, la geometria conmutativa deja‘de_ser unasdeseripcion adecuada. La introduccion
de conmutadores no triviales entre coordenadas espaciales abre la posibilidad de formular
teorias de campos con propiedades de no localidad y con posibles violaciones controladas
de Lorentz. Estas extensiones son de gran interés no solo-en fisica de altas energias,
sino también en materia condensada, donde fenémenos como eliefeéto Hall cuantico o la
superconductividad no local ofrecen paralelismos con estructuras no conmutativas. Méas
especificamente, a escalas de longitud cercanas a la de Planck (10733 cm}, el gspacio-tiempo
trasciende la descripcion de la fisica conocida. En este régimen aparecen propuestas que
consideran la violacion de la invariancia de Lorentz y la necesidad de introducif.parametros
no conmutativos, estimados del orden de 10 TeV 2. Estas ideas se apoyan en argtumientos
como la denominada conjetura del aro, que sugiere la inevitabilidad de la cuantizacién

de la posicion en distancias inferiores a la longitud de Planck, combinando principios de
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relatividad general y mecanica cuantica.

La mecéni€a no conmutativa aparece como un marco para explorar la existencia de una
longitud minuma en la naturaleza. Su estudio no solo se limita a la fisica de altas energias,
sino que también ‘encuentra aplicaciones en sistemas de materia condensada. Ejemplos
notables incluyen el problema de Landau en la fisica del estado solido y el efecto Hall
cuantico, donde la no€onmutatividad se manifiesta en el sector de los momentos. Asimismo,
en el ambito de la super¢onductividad se han desarrollado modelos no conmutativos que
generalizan la teoria de London. En particular, en [Martinez-Carbajal et al., 2022| se
estudia la superconductividad né loeal de Pippard [Pippard and Bragg, 1953], incorporando
el mapeo de Seiberg—Witten [Seibérg and Witten, 1999| en la teoria clasica de London
[London and London, 1935| para superconductores tipo I bajo un campo magnético externo.
Al definir potenciales de Maxweéll no conmutativos, se deriva la ecuacion de London
para la supercorriente en funcién del) pardametro no conmutativo. Se argumenta que los
efectos no conmutativos del campo magnético pueden expresarse de manera similar a la
superconductividad no local de Pippard. Ademés, sé-demuestra que la cuantizacion del
flujo sigue siendo consistente en comparacién con el casolconmutativo, y que la longitud

de penetracion efectiva de London se reduce a la estandaremel limite conmutativo.

Un avance fundamental para el estudio de estas teorias es el mapeo de Seiberg—Witten, que
permite establecer una correspondencia entre teorias de calibre‘définidas en espacios no
conmutativos y sus equivalentes formuladas en espacios conmutativos. Este procedimiento
preserva la invariancia de calibre y facilita un anélisis sistematico de la electrodinamica no
conmutativa (NCED), proporcionando asi un marco conceptual y mateméatico solido para

explorar las consecuencias fisicas de la no conmutatividad.

A pesar de los avances alcanzados en el marco lagrangiano, el analisis hamiltoniano de la

NCED vy, en particular, la identificacion y clasificacion de sus restricciones, ha recibido
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menos_atencion en la literatura. En especial, el acoplamiento a fuentes y la verificacion de
la consigtencia de la dinamica de calibre son aspectos que requieren un tratamiento méas

profundo yisisteméatico. Este vacio constituye una motivacion central del presente trabajo.

La justificacion”de esta investigacion se apoya en dos pilares complementarios. En primer
lugar, se busca contribuir al entendimiento de la estructura hamiltoniana de la NCED
mediante la aplicacion rigurosa del formalismo de Dirac-Bergmann, que permite clasificar
restricciones, construir generadores de calibre y derivar la dindmica reducida de manera
consistente. En segundo lugar,se desarrolla una herramienta computacional en MATLAB que
automatiza la aplicacion de esté formalismo a sistemas singulares. Esta implementaciéon no
solo facilita calculos algebraicos exténsos y complejos, sino que constituye en si misma una
aportacion novedosa, dado que no existe enla literatura un software con estas caracteristicas
aplicado a NCED. El programa se planteaspor tanto, como un medio para potenciar el

analisis teérico, no como un fin indépendientes

El proposito de esta tesis es, por tantogllenar elvacio en el anélisis hamiltoniano de la
electrodinamica no conmutativa con fuentesyal tiempo'que se introduce una herramienta
practica que amplia las posibilidades de exploracion de<€stos sistemas. Con ello se busca
establecer una base sélida tanto para futuros estudios tedrices como para aplicaciones en

contextos donde la no localidad juega un papel relevante.

El documento se organiza de la siguiente manera: en el Capitw@ 8 y 4 se presentan
los fundamentos de los espacios no conmutativos y el mapeo de Seiberg—Witten en la
electrodinamica de Maxwell; en el Capitulo 5 se desarrolla el anélisis hamiltoniano mediante
el formalismo de Dirac-Bergmann; en el Capitulo 6 se estudia el acoplamiento.a fuentes
y las aplicaciones fisicas; finalmente, en el Capitulo 7 se exponen las conclusiohgs y se
discuten las perspectivas de extension de este trabajo. Por ultimo, en el capitulo 8. se

exponen las caracteristicas del codigo de MATLAB.



Capitulo 2.

Objetivos

2.1. OBJETIVO GENERAL

Estudiar la electrodinamica no conmutativa (NGED), tratada como una teoria no local
efectiva, mediante el formalismo de Dirae=Bergmanmn. Se busca identificar y clasificar sus
restricciones, construir los corchetes de Diracsy derivarilas ecuaciones de movimiento en el
espacio reducido. Como apoyo a este anéalisis, se implementatanrutinas computacionales que
automaticen los célculos y permitan obtener resultados simbolices y numéricos contrastables

con la formulaciéon Hamiltoniana tradicional.

2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

» Desarrollar rutinas computacionales en MATLAB que automaticen la apli¢acion del

formalismo de Dirac-Bergmann a sistemas singulares.

s Formular un modelo de electrodindmica no conmutativa con fuentes externas en el

10



CAPITULO 2. Objetivos
2.2. Objetivos especificos

Gﬁacio fase completo, asegurando la consistencia de la invariancia de calibre.

N . .. . . .
] %r y clasificar las restricciones de la teorfa, construir los corchetes de Dirac y

obtenew ecuaciones de movimiento reducidas.

11



Capitulo 3.

Mapeo de Seiberg—Witten y el espacio no conmutativo

3.1. MOTIVACION YAEONTEXTO HISTORICO

La electrodindmica no conmutativa ¢onstituye*ufia, extension fundamental de la teoria
electromagnética clasica, surgida de manera-natural’en el contexto de la teoria de cuerdas.
Esta formulacion ha despertado un interés ereciente dentro de la fisica tedrica de altas
energias, al modificar profundamente la estructura del espacio-tiempo a escalas fundamentales.
Su rasgo distintivo radica en la imposicion de relaciones de commutacion no triviales entre
las coordenadas espaciotemporales, lo cual transforma el comportamiento de los campos y

sus interacciones a escalas muy pequenas.

En este marco, uno de los avances mas relevantes fue el mapeo de Seiberg- Witten (SW),
introducido en 1999 [Seiberg and Witten, 1999|. Este mapeo establece una correspondencia
explicita entre teorias de calibre definidas en espacios no conmutativos y sus equivalentes
en espacios conmutativos ordinarios. Esta construccion preserva la invariancia de calibre y

permite describir los efectos no conmutativos en términos de campos clasicos modificados.

12



CAPITULO 3. Mapeo de Seiberg—Witten y el espacio no conmutativo
3.2. Fundamentos de la no conmutatividad y el mapeo de Seiberg—Witten

3.2 FUNDAMENTOS DE LA NO CONMUTATIVIDAD Y EL
MAPEO DE SEIBERG-WITTEN

La hipotesis dé un-espacio-tiempo no conmutativo surge de manera natural en el marco de
la teoria de cuerda$ y.de intentos modernos por reconciliar la mecanica cuéntica con la
relatividad general. EnweSte contexto, las coordenadas dejan de conmutar de manera trivial

y satisfacen relaciones algebraicas del tipo
[z, "] =i, (3.2.1)

donde z* representan las coordenadas. del espacio-tiempo y 0 es un tensor antisimétrico
constante que parametriza la no génmutatividad. Este tensor tiene dimensiones de (longitud)?
y su magnitud determina la eseadla.a la que los efectos no conmutativos se vuelven

significativos.

La consecuencia inmediata de esta estructura es Jd necesidad de redefinir el producto
entre funciones. El producto ordinario se réemplaza por/el producto de Moyal (también

denominado producto estrella o x-producto), definido come
f)eate) = fla)esn (50°52.) oty 322
que puede expandirse en series de 6:
F(a) s o(2) = F(2)gw) + 507 0,f () Dgla) + O(EP). (323
Este producto asegura que la relaciéon no conmutativa se preserve en forma consistente:

[xt, 2], = ot % ¥ — x¥ x zt =M.

13



CAPITULO 3. Mapeo de Seiberg—Witten y el espacio no conmutativo
3.2. Fundamentos de la no conmutatividad y el mapeo de Seiberg—Witten

El prodicto de Moyal cumple ademas propiedades esenciales para la formulacion de teorias

de campes:
» Asociatividad: (fxg) xh = fx(g*h).
» Ciclicidad bajo la integral: [ d"z(f*g)(z) = [ d"zf(z)g(z).
» Regla de Leibniz: 0,(f x g) = (0,f) x g+ f *(0.9).

Estas propiedades son cruciales para garantizar la consistencia algebraica de la formulacion
no conmutativa. Sin embargo, trabajar directamente en este marco presenta serias dificultades
técnicas, ya que las expresionessSeyuelven rapidamente intrincadas y dificiles de manejar.
Surge entonces la necesidad de congdricon un mecanismo que traduzca los efectos de la no

conmutatividad en términos de campes definidos en espacios conmutativos.

Ese mecanismo es el mapeo de/Seiberg=Witten (SW), introducido en 1999 [Seiberg
and Witten, 1999]. El mapeo establéce una correspondencia explicita entre teorias de
calibre formuladas en espacios no conmutativos y*sus\equivalentes en espacios conmutativos
ordinarios. En la practica, permite expresardes camposino conmutativos en funcién de los
campos conmutativos y del parametro 6*”, a través de.expansiones sistematicas. De esta
manera, los efectos de la no conmutatividad pueden analizarse empleando herramientas

convencionales, preservando al mismo tiempo la equivalencia fisigd entre ambas descripciones

1

El mapeo SW no solo resuelve una dificultad técnica, sino que también, constituye un
puente conceptual entre dos geometrias del espacio-tiempo: la clasica y lammd conmutativa.
Por este motivo, desempena un papel central en esta tesis, ya que propotciona la base
algebraica y geométrica necesaria para aplicar el formalismo de Dirac-Bergmann al"estudio

hamiltoniano de la electrodinamica no conmutativa, en particular cuando se consideran

'En el limite # = 0, deben recuperarse las descripciones del caso conmutativo; de lo contrario, el sistéma
resulta inconsistente.
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CAPITULO 3. Mapeo de Seiberg—Witten y el espacio no conmutativo
3.3. Mapeo de SW en las teorias de calibre

acclones’con fuentes no conmutativas.

3.3. MAPEO DE SW EN LAS TEORIAS DE CALIBRE

El mapeo SW se implementa mediante expansiones en series del parametro de no conmutatividad
6", Dado un campoycalibre A, definido en un espacio conmutativo, el mapeo permite

obtener el correspondiente sampo /Alu en el espacio no conmutativo, segiin
~ 1
Ay = Byp 50774, (054, + F, ) + O(6%). (3.3.1)

Esta expresion constituye la base parafGonstruir teorias efectivas en espacios no conmutativos,
preservando la estructura calibre original. Cada término de la expansion refleja las

correcciones introducidas por la‘mo-conmutatividad.

De manera analoga, es posible obtener/expresiones para el tensor de campo F L en funcion
de los campos conmutativos y del parametto, 6", le<€ual asegura que los invariantes calibre
puedan reformularse en el marco no conmutativo de formaconsistente. El analisis detallado
de estas expresiones resulta esencial para estudiar teorias efectivas de campo en espacios

no conmutativos.

3.4. CONDICIONES DE APLICABILIDAD DEL MAPA DE
SEIBERG-WITTEN

El mapa de Seiberg-Witten (SW) establece una correspondencia entre teorias gauge

-~

conmutativas y no conmutativas mediante una redefinicién funcional de los campesyA,, =
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CAPITULO 3. Mapeo de Seiberg—Witten y el espacio no conmutativo
3.4. Condiciones de aplicabilidad del mapa de Seiberg—Witten

-~

A, (4;0), que preserva la equivalencia gauge en el sentido

o~ o~

A (A) + 6;A4,(A) = A A+ 6,A), (3.4.1)

donde el producto deformado * es asociativo y la no conmutatividad estid parametrizada
por 0", Este marco gpresenta limitaciones bien definidas; en particular, el mapa deja de ser

aplicable, o pierde justificacion formal, en los siguientes casos:

1. Fallo de asociatividads del producto . El mapa presupone un producto *
asociativo. Si 6*(x) no.define una estructura de Poisson regular (violacion de la
identidad de Jacobi), presemtassingularidades o cambios de rango que impiden una

definicion global del x, el mapa_SW. no existe globalmente.

2. Grupos de gauge fuera’de U(N)_con, cierre no finito. Para grupos distintos de
U(N), el algebra x-deformadafig tierra efl un ntimero finito de generadores. El mapa
solo es consistente si se recurre al*dglgebra”envolvente, lo que introduce un nimero

infinito de acoplamientos efectivos.(Si se exige umcierre finito, el SW no es aplicable.

3. Fuentes/corrientes externas no covariantes.\La condicion de equivalencia gauge
(3.4.1) requiere que las corrientes externas transformen/de manera covariante. Si se

acoplan fuentes que no respetan dicha covariancia, la consistencia del mapa se rompe.

4. Régimen no perturbativo en . Operativamente, el mapa g€ construye como una
serie formal en #. En ausencia de un pardmetro pequeno o sin controlde convergencia,
la expansion carece de validez predictiva; no existe garantia de @plicabilidad no

perturbativa.

5. No conmutatividad tiempo—espacio en Minkowski (6% # 0). En presencia
de componentes tiempo—espacio, la teoria resultante es tipicamente no local €iel

tiempo y puede comprometer la unitariedad. En contextos relativistas estandar, ello

16



CAPITULO 3. Mapeo de Seiberg—Witten y el espacio no conmutativo
3.5. Aplicacion a la electrodinamica no conmutativa

se’considera no admisible.

El map4 de’Seiberg-Witten es justificable, de forma estandar, cuando se trabaja en R¢ con
0% constante y~puramente espacial, con grupos U(N), y con fuentes o campos de materia
que transforman covariantemente. Fuera de este marco, su empleo requiere una justificacion

especifica.

3.5. APLICACIONA LA ELECTRODINAMICA NO CONMUTATIVA

En el marco de la electrodinamiga;yel mapeo SW permite expresar los campos y tensores
de campo no conmutativos en términes de sus analogos conmutativos, incorporando las
correcciones ordenadas en 0*”. Este procedimiento facilita la construccion de la accion no

conmutativa y la comparacion‘directa con-la~teoria convencional.

En el contexto de esta tesis, el maped de Seiberg~Witten desempena un papel central. Su
aplicacion permitira formular la electrodindamica fio gonmutativa de manera sistematica y
conectar los resultados con la descripciéon hamiltonianasobtenida a través del formalismo de
Dirac-Bergmann. Esto es particularmente relévante en elcaso de acciones con fuentes no
conmutativas, donde el analisis detallado de las restricciones y de los grados de libertad

requiere una base algebraica y geométrica clara.

3.6. CONCLUSION DEL CAPITULO

Este capitulo ha introducido los fundamentos de la no conmutatividad yelLformalismo
del mapeo de Seiberg—Witten, destacando su relevancia conceptual y técnical, Con esta
herramienta, se establece un marco adecuado para abordar la formulacién hamiltoniana de

la electrodinamica no conmutativa en los capitulos siguientes, donde se aplicara de matiera
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CAPITULO 3. Mapeo de Seiberg—Witten y el espacio no conmutativo
3.6. Conclusidon del capitulo

..

explicita’ al analisis de restricciones y ecuaciones de movimiento.

2
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Capitulo 4.

Mapeo de Seiberg—Witten en la Formulacién de la

Electrodindmica No Conmutativa

4.1. ACCION DE MAXWEEL ENESPACIOS NO CONMUTATIVOS

La electrodinamica no conmutativa (NCED)_sé construyea partir de la accion de Maxwell
generalizada al espacio-tiempo no conmutativo. El punte de partida es la accién definida

con el producto estrella de Moyal:
1 [, - -
SNCED = _4_1 d ZEFM,/*F s (411)

donde el tensor de campo no conmutativo esta dado por

~ A ~

E,=0,A,—0,A, —i[A, A),. (4.1.2)

El uso del producto x introduce correcciones controladas por el parametro de no conmutatividad

0", que hacen que la dinamica se desvie de la teoria de Maxwell ordinaria y adquiera
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CAPITULO 4. Mapeo de Seiberg—Witten en la Formulacién de la Electrodinamica No

Conmutativa
4.2. Jimplementaciéon del mapeo de Seiberg—Witten

rasgos 10 locales y anisotropicos.

4.2. IMPLEMENTACION DEL MAPEO DE SEIBERG-WITTEN

El mapeo de Seiberg=Witten (SW) [Seiberg and Witten, 1999| permite expresar los campos
no conmutativos entérminos de los campos conmutativos y del parametro 6*”. Para el

campo calibre se tiene, asprimer orden en 6,
A, =0, - %epmp (0,A, + F,,) + O(6?), (4.2.1)
mientras que el tensor de campo no €enmutativo puede escribirse como
Fyy = F 802 (EFofy — A0, FL) + O(60%). (4.2.2)

Estas relaciones muestran con claridad,éémotlos~efectos de la no conmutatividad se
incorporan como correcciones sistematicas, sobre d6s\campos clasicos, manteniendo la

estructura calibre subyacente.

4.3. EXPANSION EN ¢* Y CORRECCIONES EFECTIVAS

Sustituyendo las expresiones del mapeo en la acciéon de Maxwell; se obtiene la acciéon

efectiva en el espacio conmutativo:
1 4 IR 1 p,0 v p,0 v 2
Sef = —— | d'x | F,, F"" — 59 FooF ,F" +20°F, JF, ,F*" + O0°) NS (4.3.1)

Desde el punto de vista fisico, la NCED puede entenderse como la electrodinamica

estandar con términos de interacciéon no lineales en el campo de Maxwell, modulados
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CAPITULO 4. Mapeo de Seiberg-Witten en la Formulacién de la Electrodinamica No
Conmutativa
4.4. Tensor de campo y simetria calibre

por'@"7#En particular, los términos cubicos en F,, representan autointeracciones del campo

electromagnético, ausentes en la teoria clasica, que quebrantan la estricta linealidad de
las ecuaciones*de Maxwell. Ademas, introducen efectos no lineales, como la dispersion del

campo y la modificacion de la propagacion de ondas.

Ejemplo conceptual

Si consideramos un campo €léctrico estéatico generado por una carga puntual, las correcciones
de primer orden en #*” induéen.aina desviacion de la simetria esférica del campo. Esta
deformacion puede interpretarses€omo una anisotropia efectiva, cuya huella —aunque
extremadamente pequena a escalas ordinarias— resulta conceptualmente 1til para entender

la naturaleza direccional que intreduceNa no conmutatividad.

4.4. TENSOR DE CAMP@-Y,SIMETRIA CALIBRE

Un rasgo esencial del mapeo SW es que respetala simetriancalibre. Bajo una transformacion
calibre ordinaria A, — A, 4+ 0, A, el campo A, se transfefma de manera consistente en el

espacio no conmutativo:

A, = 9\ —i[A,, \]., (4.4.1)

donde A es el parametro calibre no conmutativo correspondiente. Esta propiedad asegura la
equivalencia entre las descripciones conmutativa y no conmutativa y evita inconsistencias

en la formulacion dindmica.

21



CAPITULO 4. Mapeo de Seiberg—Witten en la Formulacién de la Electrodinamica No

Conmutativa
4.5. €orrientes no conmutativas en la NCED

4.5 €CORRIENTES NO CONMUTATIVAS EN LA NCED

Ademas delsector puramente calibre, es natural considerar el acoplamiento con corrientes

externas. En elsmarco no conmutativo, el término de interaccion adopta la forma
Sint = /d‘{r}“ * A, (4.5.1)

donde j# es una corriente‘definida en el dlgebra no conmutativa. La invariancia de calibre

impone la conservacion calibré-covariante de la corriente,
Duju 7 auju — 1 [Auaj#]* =0, (4-5-2)

condicién que generaliza la continuidad estéfidar en presencia del producto *.

Forma mas general a primer orden en ¢

La literatura ha mostrado que la elecci6fi “ingenud” j* = j* no es suficiente para
garantizar, de manera consistente, la invariancia de calibresy 1a continuidad en el régimen
no conmutativo. Siguiendo el enfoque de [Banerjee et al., (2004, Banerjee and Kumar,
2005], se puede construir el ansatz més general para la corriente(nol¢onmutativa a primer
orden en 6" imponiendo tres criterios: (i) reduccion correcta en el limite conmutativo, (ii)
covariancia calibre bajo el mapeo SW y (iii) conservacion calibre-covatiante. Bajo estas

condiciones, se obtiene una expresion de la forma

JH = JF — Ay 0°P Qg + 0P Fop 0% + %eaﬁ Fog J" 4+ O(6%), (4.5.3)
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CAPITULO 4. Mapeo de Seiberg—Witten en la Formulacién de la Electrodinamica No

Conmutativa
4.6. Relevancia para el analisis hamiltoniano

queicorresponde a una solucion consistente de la familia méas general a orden 6.

La ecuaCion’ (4.5.3) muestra que, ademas del término J* conmutativo, aparecen correcciones
que mezclan derivadas de la corriente con el potencial A, y con el tensor de campo F),,.
Esta estructura réfleja la no localidad efectiva introducida por la no conmutatividad y
garantiza que la ceniservacion ﬁuj“ = (0 sea compatible con la simetria de calibre en el

espacio no conmutativo,

A la luz del mapeo SW el acoplamiento con corrientes adopta entonces, en el espacio

conmutativo, la forma efectiva
1
Sint = / d'z {J“AM s 07 0,J" (05 Au + Fyp) + O(07) ] (4.5.4)

mostrando que incluso para corrightes “externas” el sector de interaccion adquiere términos

de derivadas cruzadas que impactan la dinamica.

Implicaciones hamiltonianas. Desdesda perspéctiva canoénica, la presencia de J# con
la estructura (4.5.3) altera los momentos:genjugados y, por ende, el hamiltoniano total.
Esto afecta la generacion de restricciones (primarias.y’ secundarias) y su clasificacion
(primera/segunda clase), punto neuralgico del analisis de Dirac-Bergmann que se desarrollara

en los capitulos siguientes.

4.6. RELEVANCIA PARA EL ANALISIS HAMILTONIANO

El desarrollo presentado en este capitulo proporciona la accién efectiva, el tefisor de campo
y el acoplamiento con corrientes no conmutativas que se emplearan engel anélisis

hamiltoniano de la NCED. La estructura mas general de J# a orden # no es unfdctalle

'Las condiciones (i)—(iii) fijan co =1, c1 =1, ca = 5 y c3 = 0.
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CAPITULO 4. Mapeo de Seiberg-Witten en la Formulacién de la Electrodinamica No
Conmutativa
4.7. €onclusion del capitulo

accesoro: condiciona la forma del hamiltoniano, las relaciones de consistencia y la cuenta

de gradoes derlibertad fisicos.

En el caso comfuentes no conmutativas, el mapeo de Seiberg—Witten ofrece un marco
sistematico para formular la interaccion entre corrientes externas y campos calibre en el
espacio conmutative, manteniendo la equivalencia fisica y la consistencia calibre. Este
hecho tendra un impacto~directo en la deduccién de restricciones dentro del formalismo de

Dirac-Bergmann.

4.7. CONCLUSION DEL CAPITULO

En este capitulo se ha mostrado como elmapeo de Seiberg—Witten se aplica a la formulacion
de la electrodinamica no conmupativa. Partienndo de la accion de Maxwell en espacios no
conmutativos, se implement6 el miapeo SW & se derivaron expresiones efectivas para el
potencial, el tensor de campo y la accion expandidasen-6*”. Ademas, se incorpord y subrayo
el papel de las corrientes no conmutativas, incluyendo su forma mds general a primer
orden en 6 tal y como ha sido propuesta en la literatura’|Banerjee et al., 2004, Banerjee

and Kumar, 2005].

Los resultados ponen de manifiesto que la NCED puede entendérse como una teoria efectiva
con correcciones no locales al electromagnetismo clésico. Este mareo constituye la base
para el analisis hamiltoniano detallado que se desarrollara en el proximo capitulo, con
especial énfasis en la clasificacion de restricciones y en las implicaciones.concretas de las

fuentes no conmutativas.
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Capitulo 5.

El Formalismo de Restricciones de Dirac

5.1. INTRODUCCION

El formalismo de restricciones desarrollado por Paul* Dirac y complementado por Peter
Bergmann, también conocido como algoritmo.de Dira¢-Bergmann [Henneaux and Teitelboim,
1992, Sundermeyer, 1982|, constituye la herramienta‘fundamental para el tratamiento
hamiltoniano de sistemas singulares. Dicho procedimiento genheraliza la mecénica hamiltoniana
convencional y permite abordar sistemas cuyo lagrangiano ne permite definir de forma
invertible las velocidades en funcién de los momentos candénicos. Enstales circunstancias, la
definicién de los momentos candnicos no determina de manera tnica todas las velocidades

en términos de dichos momentos, lo que conduce a la aparicién de restricciones.

Una primera distinciéon metodologica es la diferencia entre el modelo reducidosy_el modelo
completo, resumida en la Tabla 5.1. El modelo reducido simplifica el niimero de variables al
eliminar de entrada los grados de libertad restringidos, mientras que el modelo completo

los mantiene explicitamente y los trata dentro del formalismo. Aunque el modelo redicido
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CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.2. Sistemas mecanicos con restricciones

puede resultar atractivo por su sencillez, el modelo completo es el Gnico que garantiza una

descripcién. rigurosa y sistematica.

Modelo Accién | Variables dinadmicas Caracteristicas principales

Simplifica los calculos al
considerar solo las variables
Reducido S(qty) i> Gi con velocidades explicitas.
Puede perder informacion

sobre simetrias y grados de libertad.

Incluye todas las variables
dindmicas, preservando la
Completo | S(qo, g, ¢:) o, Gi» 4i estructura completa del sistema.
Anélisis mas riguroso pero

con mayor complejidad algebraica.

Cuadro 5.1: Comparacion entreel modelo reducido y el modelo completo en el formalismo
de Dirac—-Bergmann.

5.2. SISTEMAS MECANICOS-CONRESTRICCIONES

El punto de partida para comprender los sistemas singularessSe, encuentra en el principio de
acciéon minima, también conocido como principio variacional de' Hamilton. Este principio
establece que la trayectoria de un sistema fisico en el espacio de ¢onfiguraciones es aquella

que hace extremal la accion:

to
S:/ L(q. . 1) dt. (5.2.1)
t

1
Otra forma de verlo, es que la trayectoria permanece estacionaria bajo variaciones de tipo

5 ¢"(t) sobre las variables ¢" (n = 1,..., N).

to
55:5/ L(g, ¢, ) dt = 0. 6.2%)
t1
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CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.2. Sistemas mecanicos con restricciones

para_sistemas regulares, la aplicacion de este principio conduce a las ecuaciones de
Euler-Lagrange (5.2.3), las cuales nos permiten derivar la evolucion dinamica del sistema.

d (0L oL

— =) —-—=—==0. 5.2.3

di (aq'n) o (5:23)
Las ecuaciones de Fulér-Lagrange pueden escribirse de una manera mas detallada como se
muestra en (5.2.4).

, 0°L oL . 0L

e Sl 5.2.4
O R (5:24)

En la ecuacion (5.2.4) podemes™yer_que las aceleraciones " estan determinadas por la

%L
aqn/ agn”’

posicion y las velocidades si y solossiyla matriz la cual es conocida como matriz

Hessiana, es invertible, es decir, que ‘sideterminante sea diferente de cero.

0L

Cuando esta condicion se cumple, el sistemia se dendmina regular, pues todas las aceleraciones
pueden determinarse en funciéon de las coordenadas’y de las velocidades iniciales, no
obstante, en los sistemas singulares, el deterthinante de Tashatriz Hessiana es cero, lo cual
indica la presencia de restricciones o grados de libertad quesio_son independientes. Como
consecuencia, estos sistemas no pueden tratarse adecuadamenteé con el formalismo habitual
de Euler-Lagrange y requieren extender dicho formalismo para manejar correctamente las

restricciones.

El concepto de restriccion puede ilustrarse en sistemas sencillos de mecaniea_elasica. Por
ejemplo, el caso del péndulo simple en dos dimensiones en donde la longitud fija de,la varilla
impone una relacion funcional entre las coordenadas de la particula, reduciendo asillos grados
de libertad. Este ejemplo, junto con el de particulas sometidas a ligaduras holonémieas

o no holonémicas, muestra como las restricciones limitan el espacio de configuraciones
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CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.3. Momentos Canoénicos y Restricciones primarias

accesiblés.

5.3. MOMENTOS CANONICOS Y RESTRICCIONES PRIMARIAS

Uno de los aspectosdundamentales del formalismo hamiltoniano es la transformacion de
Legendre, mediantela’cual se pasa de las velocidades generalizadas ¢" a los momentos

generalizados P", tambiénlamados momentos canénicos. Estos se definen como:

)

=
dg"

(5.3.1)

Dichos momentos candnicos constituyen la base de todo el formalismo hamiltoniano.

El formalismo de Dirac, al ser una extension del formalismo hamiltoniano, conserva esta
definicién de momentos canénicosssin, embargogspara sistemas singulares la transformacion
de Legendre no es completamente invertible; es”decir, no todos los momentos pueden
escribirse en funciéon de las velocidades./Este hecho origina la presencia de restricciones

primarias, las cuales pueden expresarse en'forma de fel@ciones:

ou(q,p) = 0. (5.3.2)

donde ¢, representa funciones que vinculan coordenadas ¢ y moment6s-£. Estas restricciones
primarias son la base del formalismo de restricciones de Dirac, ya que la‘presencia de las
mismas no solo nos confirma que estamos ante un sistema singular, si nogite estas vienen
siendo el punto de partida de todo el modelo, por ello es de gran importancia‘asegurarse que
las restricciones primarias encontradas son en cantidad y forma correctas. Para asegurar
que se han hallado todas las restricciones primarias y verificar su estructura, se calcula el

rango de la matriz Hessiana y su dimension. La diferencia entre la dimension y el rafngo
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CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.3. Momentos Canoénicos y Restricciones primarias

proporeiona el niimero de restricciones primarias:

N,,—D-R (5.3.3)

Para determinar,la estructura correcta de estas, se calculan los vectores nulos de la matriz
Hessiana y contraer diches vectores con las restricciones primarias que se han identificado.
Con ello se definen lasicantidades

Q) = v, ba (5.3.4)
Donde @, son las restricciones pfimarias correctas e independientes del sistema.

Esta verificacion constituye una de'lag.sutilezas del formalismo, puesto que podria ocurrir
que se identifiquen de manera errénea Jas-restricciones primarias y aun asi se proceda con
los pasos subsiguientes para déterminar la=difidmica; aunque en apariencia todo continte

de forma “normal”, el resultado findhseria ingérrecto.

Por lo general, en la mayoria de los sistémas el vector nulo corresponde al vector trivial

(1,0,0,...,0) lo que conduce a las mismas TeStriccionessObtenidas en la ecuacion (5.3.2).

O, = ¢, (5.3.5)

sin embargo, existen sistemas en los que no se cumple la generalidad, 16 cual afecta la forma
de las restricciones primarias y puede conducir a un tratamiento més‘complejo dentro del

algoritmo de Dirac-Bergmann.
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CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.4. Condiciones de regularidad

5.4 _CONDICIONES DE REGULARIDAD

Para que la"formulacion hamiltoniana sea consistente en presencia de restricciones, es

necesario precigaricondiciones de regularidad sobre la superficie de restricciones

L. ={(¢,p) | énlq,p) = 0}.

Estas condiciones aseguran que la superficie I',. sea una subvariedad suave del espacio-fase
y que podamos identificar sin @mbigiiedad variables independientes y dependientes en una

vecindad de I',.

M

Considérese un conjunto (posiblemente.redundante) de funciones de restriccion { ¢, (q, p) } o

Diremos que existe una descomposicion reqular si se puede particionar en:
. . . . /
1. Restricciones independiefites: {¢,, ¢, que generan localmente T..

2. Restricciones dependientes: {¢7,.}2,_ 4 414 que se anulan como consecuencia de

las anteriores (combinaciones funciondles de ¢,

La condicion de regularidad afirma que el Jacobiano dedas M’ restricciones independientes

respecto de las coordenadas del espacio-fase 24 = (¢, p;) tiéne mango completo sobre I'.:

rank(%) =M en T. (5.4.1)

Existen caracterizaciones equivalentes tutiles en la practica:

(i) Las funciones {¢,,} pueden emplearse, junto con otras 2N — M’ funciones, como
coordenadas locales en una vecindad de I'.. Esto significa que I'. estd dada localmente

por ¢, = 0 con independencia funcional.
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(it), Les diferenciales {d¢,, } son linealmente independientes sobre I'., es decir,

dpy N ---Ndpy #0 en I,

lo que garartiza _que la aplicacion z — (¢q, ..., dur) es regular.

(iii) El subespacio tangénte 7T, queda bien definido por las variaciones dz* que satisfacen
0¢,y = 0; en particular, las soluciones de las ecuaciones de Hamilton restringidas

permanecen en [,.

5.5. HAMILTONIANO ' @ANONICO

En los sistemas regulares, es posible pasar de la formulacion lagrangiana a la hamiltoniana
mediante una transformada de Legendre [Goldstein et al., 2002]. Esto resulta consistente
porque el requisito fundamental para/llevar a_eabo dicha transformaciéon es que todas
las velocidades puedan expresarse en fun€ign de las coordenadas y de los momentos. Sin
embargo, en los sistemas singulares, esto.no se cumple, Aun asi, se puede escribir la
Hamiltoniana candénica de manera usual (5.5.1), la difereficia radica en que, mas adelante,
sera necesario introducir términos adicionales para mantener laseonsistencia de la descripcion

hamiltoniana y garantizar la correcta evoluciéon dindmica del sistema.,

H.=¢P —L (5.5.1)

En este caso, debido a las relaciones (5.3.2), ¢ y P ya no son variables indepéndientes entre
si, por lo que el hamiltoniano canonico solo esta bien definido en la subvariedad definida
por las restricciones

H. = H. + iy, ¢™ (5:5.2)

31



CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.5. Hamiltoniano canénico

donde_¢™ son las restricciones del sistema (5.3.2) y u,, representa términos arbitrarios
analogossa los multiplicadores de Lagrange. Esta adiciéon no modifica la dindmica esencial

del sistemal=puesto que las restricciones son débilmente cero.

Con todo estogpodemos reescribir la accion en el espacio fase:

S:/Ldt:/(q‘iP"—Hc)dt—>/(qui—Hc—um¢m)dt (5.5.3)

Al variar esta accion, hallamos las ecuaciones de movimiento:

c OH. o 9g"
) A
P (5.5.5)

Estas ecuaciones se asemejan a las'egnaciones'de’Hamilton habituales, salvo por la aparicion
de un término adicional que involucra=las restricegiones ¢™ y los multiplicadores arbitrarios
Un,. El hecho de que aparezca el termino) arbitrarie, u,, refleja que las ecuaciones de
movimiento no estan completamente detemminadas de‘forma unica, por lo que, para
alcanzar una dindmica determinista, se deben encontrar adecuadamente el valor estos

multiplicadores.

En caso de que el formalismo por si solo no determine completamente/dichos multiplicadores,
podria implicar la existencia de una libertad de norma o calibre en'el sistema, es decir,
hay grados de libertad redundantes que pueden parametrizarse de difeTentes maneras sin
alterar los observables fisicos. Para asegurar la consistencia con la mecanicaselasica (o con
la teoria correspondiente), es preciso fijar dicha libertad de calibre mediante{condiciones
adicionales de enlazado. Los sistemas estudiados en esta tesis, al poseer libertad de ealibre,
exhiben precisamente este fenémeno: si no se imponen condiciones de calibre, la evolucién

del sistema queda indeterminada en ciertos aspectos, lo que exige su resoluciéon mediante
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la fijacién correspondiente.

Si se apliga’la tranformada de Legendre del espacio de configuracion (g, ¢) a la superficie

®(q, P) = 0 dekespacio (¢, P,u) dada por:

Si aplicamos la transformada de Legendre para pasar del espacio de configuracion (g, §)

a la superficie de restricciones ¢(q, P) = 0 en el espacio ampliado (¢, P,u), definimos

inicialmente:
oL
Pt = — j 5.5.7
a0, (¢,4) (5.5.7)

Bajo esto, las relaciones se transforman en:

an =4n (559)

. (0H, Jp*
b =SB 5 pm (5.5.10)
¢™(q, P) =0 (5.5.11)

Podemos ver que un conjunto de ecuaciones implica al otro conjunto, con ello recuperando
la invertibilidad del sistema. La inclusion de los terminos u,, y.¢™ establece un puente
entre la descripcion lagrangiana y la hamiltoniana, aun cuando la mattiz Hessiana sea

singular en la formulacién de partida.
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5.6 _RESTRICCIONES SECUNDARIAS

Las restriceiones deben preservarse en el tiempo.

Q‘Sa = {¢a7 HT} ~ 07 (561)

donde Hr es el hamiltoniano total. La condiciéon de consistencia puede dar lugar a nuevas

restricciones, llamadas secundarias.

Las restricciones secundarias se'idéntifican evaluando la evolucion temporal de las restricciones
primarias, lo cual puede realizarse usando la definiciéon de corchetes de Poisson, que permite

calcular la variacién temporal de cualquier observable en el sistema.

. dF
(Y FE=— (5.6.2)

En este caso como la informacion de lasstestricciones'se encuentra en la Hamiltoniana, por

lo que la definicion de los corchetes de Poigson es la usual:

OF 0G  OF 0G

F = —_—— — - —
{ 7G} (9qi OP! 0P ﬁqi

(5.6.3)

La Hamiltoniana para sistemas singulares que se introdujo en la secé¢ion anterior (5.5.2) se
conoce como la Hamiltoniana Extendida, ya que incluye toda la informacion relacionada
con las restricciones del sistema. Sin embargo, con los datos de que“disponemos hasta
el momento, inicamente conocemos las restricciones primarias, esto planteaa siguiente
pregunta: ;Como podemos saber que las restricciones primarias son las tinicas testricciones
que posee el sistema? Para responder esta pregunta, se propone construir una Hamilteniana

que contenga unicamente la informacion que tenemos en esta etapa (es decir, solo las

34



CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.6. Restricciones Secundarias

restricgiones primarias). A dicha Hamiltoniana, se le denomina Hamiltoniana Primaria.
Hy = H.+ (uno™) (5.6.4)

donde (u,,¢™); ¢dntiene toda la informacion de las restricciones primarias encontradas.

Podemos evaluar la évolucion temporal de las restricciones primarias mediante el corchete

de Poisson; si la restricciébn grno depende explicitamente del tiempo, se tiene:
{o™, Hi} = o™ (5.6.5)

Al calcular este corchete, surgen tres casos:

(

0, (Caso 1)

{o™, Hi} ==g-(¢™), 0, (Caso 2) (5.6.6)

A um R0, (Caso 3)

» Caso 1: El resultado es fuertemente cero, {¢™, H1} =0, En este caso, no se generan
nuevas restricciones y la informacion existente basta paraideterminar la dinamica del

sistema.

s Caso 2: El resultado es débilmente cero, es decir, no se anula desforma explicita,
pero al provenir de una restriccion primaria (que ya es débilmerte cero), se genera

una nueva restriccion, (¢™)s =~ 0, denominada restriccion secundaria.

= Caso 3: El resultado es débilmente cero y contiene un multiplicador de Lagrange,
{¢™, H1} = X\ + u,, = 0. Esta situacion no introduce nuevas restricciones, sino que

simplemente determina el valor del multiplicador w,,.

35



CAPITULO 5. El Formalismo de Restricciones de Dirac
5.7. Clasificacion de las restricciones y fijacion del calibre

Si se cutnplen los casos 1 y 3, se puede continuar libremente con los demas pasos del
formalismio, de otra forma, si el caso que se cumple es el 2, entonces tenemos que repetir el

proceso antes=descrito con la nueva restriccion encontrada.

{(6™)2, Hi} = (™) (5.6.7)

Este proceso continuafindefinidamente, hasta que el resultado cumpla con el caso 1 o 3.

Cuando todas las restricciones del sistema fueron encontradas, al construir la hamiltoniana
con toda la informacion nos‘dascomo resultado la ya antes mencionada Hamiltoniana
extendida.

Hpl= H. + o™, (5.6.8)

donde u,,¢™ es toda la informécion.de lassrestricciones encontradas.

5.7. CLASIFICACION DE'LAS RESTRICCIONES Y FIJACION
DEL CALIBRE

En el formalismo de Dirac, la identificacion de restricciones essin paso crucial, pues permite

su posterior clasificacion en restricciones de primera y segunda clase.

Para determinar si las restricciones son de primera o segunda clase,(es_necesario calcular el
corchete de Poisson entre todas las restricciones. Los resultados de estos_eéleulos indicaran

a qué grupo pertenece cada restriccion.
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5.7.7. ~ Restricciones de Primera Clase

Una restriccién es de primera clase si el corchete de Poisson de esa restriccion con todas las
demas es ceror Esto indica que la restricciéon no genera nuevas condiciones sobre el espacio

fase del sistema.

{0,0,} =0. (5.7.1)

Las restricciones de esta. claSe son las menos deseadas, puesto que esto significaria que
no podemos determinar todesslos multiplicadores asociados al sistema, por lo que el
sistema quedaria indeterminades Para casos mas particulares, como es el caso de los
sistemas de calibre, la existencia de'restricciones de primera clase va ligado a que el sistema
cuenta con libertad de norma, por lo gueses necesario fijarlas para que el sistema pueda
ser complematamente determinados por-ell6/para nuestro caso de estudio seria normal

encontrarnos con esta clase de restriceiones

5.7.2. Restricciones de Segunda~Clase

Una restriccion se clasifica como de segunda clase si el corehete de Poisson con al menos
otra restriccion es distinto de cero. Esto sugiere que las restricciones estan interrelacionadas

de forma que afectan la dindmica del sistema.

{®,3,} #0. (5.7.2)

5.7.3. Restricciones efectivas

Ademaés de estos criterios bésicos, es importante considerar que las restricciones eféetivas

del sistema pueden ser combinaciones lineales de restricciones individuales. Por lo tanto,
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el procedimiento méas seguro para identificar correctamente las restricciones consiste en

calcular & matriz compuesta por el corchete de Poisson de todas ellas:

VI/;LV - {(P,u,’q)l/} (573)

De manera anéloga @'la verificacion de las restricciones primarias, se calculan los vectores
nulos de esta matriz {y\se realiza la contracciéon con todas las restricciones obtenidas

(primarias, secundarias, ter€iarias, etcétera.):

i /Uiaq)a' 5.7.4
f‘y

El resultado de esta operaciéon detetminard las nuevas restricciones de primera clase.
Aquellas restricciones que no aparezcan explicitamente en esta contraccion se clasificaran

como de segunda clase.

5.7.4. Determinacion de multiplicadores de Lagrange

La condicién de consistencia temporal fija, en general, parte de los multiplicadores de
Lagrange. Si {¢a, Hc} + u?{da, ¢s} ~ 0, las componentes deu? asociadas a restricciones
de segunda clase quedan determinadas, mientras que las correspondientes a restricciones
de primera clase reflejan la libertad calibre. Este punto es esencial para comprender qué

parametros del movimiento son fisicos y cuéales codifican redundancias,

5.7.5. Conteo de grados de libertad

Sea N el ntimero de variables de configuracion (por tanto 2N dimensiones en espacio-fase),

F' el niimero de restricciones de primera clase y S el nimero de restricciones de segunda
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clase. B¥' numero de grados de libertad fisicos viene dado por

S

Niw=N—F—%2 =2 (2N —2F - 5). (5.7.5)

N | =

Esta formula resuing el efecto de las simetrias de calibre (primera clase) y de las ligaduras

no calibre (segunda ¢lase) sobre la dinamica efectiva.

5.7.6. Fijacién de ‘calibre

Para identificar observables y evoluciones fisicas de manera univoca, se introducen condiciones

de calibre Y, ~ 0 tales que

detefags, 037} # 0, (5.7.6)

donde gzﬁl()l) denota un conjunto indépendiente de restricciones de primera clase. La fijacion
de calibre convierte este conjunto en.restricciones'de segunda clase en compania de y,, y
permite definir un corchete de Dirac reSpeeto del ‘conjunto total, eliminando los grados de

libertad puramente calibre.

5.7.7.  Generador de transformaciones de calibré (método de Castellani)

El generador de calibre G [Castellani, 1982] se construye cémoycombinacion lineal
de cadenas de restricciones de primera clase con pardametros (y derivadas temporales)
apropiados:

G =GO eG4 (5.7.7)

donde G son combinaciones de restricciones de primera clase que satisfacen condiciones
de consistencia con el hamiltoniano total y las transformaciones inducidas. Una vez obténido

G, la transformacion calibre de un observable O se define como 6O = {O, G}.
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5.7.8. 2 Observables de Dirac

Se denominam observables de Dirac a las funciones en espacio-fase O que conmutan

débilmente con_todas las restricciones de primera clase,

(0,6 =0 V¥V a. (5.7.8)

Esta condicion caracterizagmagnitudes fisicas insensibles a las transformaciones de calibre,

y por ello medibles de forma mequivoca.

5.8. APLICACIONES A TEORIAS DE CAMPOS

El formalismo de Dirac no se limita-a sistemag/mecanicos: su aplicacion a teorias de campos

resulta esencial. Casos emblematicos ‘incluyen:

» Electrodinamica clasica, dondelas¢ondicienés«de Gauss aparecen como restricciones

de primera clase.

= Teorias de Yang—Mills, en las que la estructura de restricciones codifica las simetrias

de calibre no abelianas.

= Gravedad, donde el analisis canénico muestra como las condi€iones de difeomorfismo

se interpretan como restricciones de primera clase.

Estos ejemplos ilustran la potencia y generalidad del algoritmo de DiractBérgmann para

identificar grados de libertad fisicos en sistemas con simetrias locales.
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5.9 RELEVANCIA PARA LA TESIS

El formalismo.de Dirac-Bergmann constituye la base sobre la cual se construira el analisis
hamiltoniano de'la electrodinamica no conmutativa (NCED). En este trabajo, la novedad
radica en la inclusion*de fuentes no conmutativas en la accion, lo cual altera de manera

significativa la estrueptira de restricciones.
En particular:

= Las restricciones primarias,y secundarias se ven modificadas por los términos de
interaccion derivados del mapeo de Seiberg-Witten y por la estructura més general

de la corriente a orden 6.

» La clasificaciéon en primera’y segunda clase requiere un anélisis cuidadoso, pues los
acoplamientos con corrientésmo-conmutativas introducen nuevos elementos en la

matriz de Poisson y en la clausura.del algebra de restricciones.

= La fijacion de calibre y los corchetes de Diracadquieren una forma adaptada a tales
acoplamientos, lo que sera clave para la identificacion de los grados de libertad fisicos

mediante (5.7.5).

Este capitulo, ademas de fijar el marco conceptual, prepara de manera directa el terreno
para el anélisis original del Capitulo 6, en el que se aplicara el algorittne,de Dirac-Bergmann

a la accion efectiva de la NCED con corrientes no conmutativas a primer orden en 6.
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Capitulo 6.

Electrodinamica de Maxwell no conmutativa

En este capitulo se presenta el“analisis hamiltoniano de la electrodindmica de Maxwell en
el régimen no conmutativo (NCED);, Partinie§ del caso conmutativo para fijar notacion y
mostrar la aparicion de la restriccion primaria 7°.~.0 y la ley de Gauss como restriccion
secundaria. A continuaciéon incorporamosilas’ correcciones de primer orden en 0" obtenidas
mediante el mapeo de Seiberg—Witten, primero sin faentes y después con corrientes no
conmutativas. El objetivo es dejar explicitos: (i) la forma desdos momentos canodnicos, (ii) la
estructura y clasificacion de restricciones, (iii) el papel del poteneial Ay como multiplicador,
y (iv) la modificacion de la ley de Gauss en presencia de fuenteg#io conmutativas. Se
mantiene la simetria de calibre y el nimero de grados de libertad fisicos, tal como se

justifico en los capitulos previos.

6.1. ELECTRODINAMICA DE MAXWELL SIN FUENTE'EXTERNA

Para ilustrar la aplicacion del formalismo de restricciones de Dirac, consideraremos

primero un caso particular: la electrodindmica de Maxwell conmutativa y libre de fuentes.

42



CAPITULO 6. Electrodinamica de Maxwell no conmutativa
6.1. Electrodinamica de Maxwell sin fuente externa

Aplicaremos rigurosamente todo el procedimiento, de manera que los resultados obtenidos

sirvan como punto de comparacion directo con su analogo en el espacio no conmutativo.

Dado que esteno es nuestro tema principal de estudio, y se utiliza inicamente como un
ejemplo y referencia para el modelo no conmutativo, no profundizaremos en todos los
detalles. Sin embargo, el tratamiento bastara para resaltar las diferencias que aparecen al

pasar a un espacio né conmutativo.

1

Empezando desde la densidad Liagpangiana |[Maggiore, 2023, Jackson, 1999] (6.1.1), se

calcula la Hessiana del sistema

L
H)\’J _ A Y SV 00 0,A 00 oA . 6.1.2
SAaAy ) g (970 g — g g7 (6.1.2)

Corriendo los indices en (6.1.2), es facil yér que elddéferminante es cero, ya que la primera
fila y columna son nulas.

o — gcr,O go,o _ go,o ga,o =0 (6.1.3)
HM = 00 g0A _ 00 (0 _ (6.1.4)

Escribiendo la Hessiana explicitamente:

0 0 0 0

0 gOlghl — g00gll 01402 _ (00412 40,1503 400,43
(H") = (6.1.5)
0 g02g01 — 0021 02402 _ 00422 ;02,03 00423

0 gO3g0l — g00gBL 03402 _ 00432 (034503 _ 50,0433

Este resultado confirma que se trata de un sistema singular, de modo que para su resolucion
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es necesario recurrir al formalismo de restricciones de Dirac.

Podemds yéx, en (6.1.5) que la matriz Hessiana es de dimension cuatro y rango tres; por lo
tanto, podemes, estar seguros de que esperamos tener solo una restriccion primaria. Este
hecho tambiénsse ‘corrobora al calcular los vectores nulos de la matriz, que en este caso

arrojan el vector nulo_trivial:

v = (1,0,0,0). (6.1.6)

Por lo tanto, la restricciéri@primaria se obtiene de manera directa de la siguiente expresion

TN NI —\/—g F*. (6.1.7)

La separacion de los indices de (6.1.7) en.su parte dindmica (A = 1,2, 3) y su parte temporal

(A = 0) permite reescribir las componentes<como

= </ — g, (6.1.8)

R5#0. (6.1.9)

¢ =7 ~0. (6.1.10)

Por dltimo, se corrobora si el sistema es compatible con el formalismio ‘Hamiltoniano,

verificando si cumple con la condicién de regularidad

0 _ G
5(14“,71'#)_(0 000100 0)5 (z —y). (6:1.11)

Donde en (6.1.11) podemos ver que efectivamente se cumple que el Jacobiano de la
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restriceibn primaria ¢; es constante.

6.1.1. Hamiltoniano Candnico

Teniendo el momentoscanénico y la confirmacion de que el sistema es consistente con el
formalismo, construitnosda Hamiltoniana, siguiendo los lineamientos descritos en el capitulo

anterior. Para ello, comenhzamos con la definiciéon de la Hamiltoniana canoénica
H. = / (A7 — L)d*z. (6.1.12)

Para poder proseguir de manera corregeta, se debe romper la covariancia de las ecuaciones,

separando la expresion (6.1.12) en su parte temporal y dinamica
. . s 1 o 1 .
A“ﬂ'“ — L= Aoﬂ'o + Aiﬂ'z + ZLV —gFZ’JFi,j + 5\/ —gFO’ZFO’Z'. (6113)

Sustituyendo el momento canoénico obtefiido en (6718) en la ultima parte de (6.1.13), se

llega a una expresion en funcién de los momentos candnigos 7':

1 o
—\/ FOZ FOz = \/ gOng,] Z?()Z]'?’[)’J = T Ggo’o gi,jﬂl 71']. (6114)

Quedando la expresion (6.1.13) como:

. . . 1 .
At — L= Agr® + A’ + Z\/—gz«"vua,j + (6.1.15)

2\/—Gg0091j7r 7T

Podemos expresar A; en términos de los momentos (6.1.8) utilizando la definicion deh tensor

de campo electromagnético

Flo = 0,(A) — 0,(A,). (6:¥16)
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Despejatido de la expresion anterior AZ-, se obtiene
0o(Ay) = Foi + 0i(Ao) = 900 gi,jFO’j + 0;(Ao) = =G gop gi,ﬂfj + 0i(Ao). (6.1.17)

Finalmente, reemplazando esta expresion en (6.1.12), el Hamiltoniano canoénico del sistema

queda expresado comto

H, = / <7r 0l V=gFV = 5= =5 900 9357 7”) d’z. (6.1.18)

6.1.2. Hamiltoniano primario y restricciones secundarias

Calculamos el Hamiltoniano primario incorporando la informacion de la restriccion primaria

(6.1.10) mediante un multiplicader-de Lagrange
H :/ 7 O;A —l—lx/—gF"’jF'-—;g g +un? | dPx (6.1.19)
1 1410 4 1,j 2\/_—9 0,0°9i,5 1 . 1.

A fin de evaluar la evolucién de las restriccion€s primarias, definimos los corchetes candnicos

del sistema

{Au(2), 7" (y)} = 009 (x — y), (6.1.20)

{F (), 7 (y)} = 0F 0769 (& — y) — 8} 976 (), (6.1.21)

{Ao(2), 7' (y)} = {Ai(2), ()} = {Au(2), A (n)} = {7"(2), 7" (y)p=0.  (6.1.22)

Conociendo los corchetes candnicos, es sencillo comprobar lo siguiente

{61(2), Hi(y)} = / 7(y) {n(x), Y Ao(y)}d'y. (6:1.23)

46



CAPITULO 6. Electrodinamica de Maxwell no conmutativa
6.1. Electrodinamica de Maxwell sin fuente externa

Embpleando la propiedad de los corchetes, también podemos escribir

{¢1(z), Hily)} = —/W"(y) O {m"(x), Ao(y) }d'y = /Wi(y) 076 (x — y)d'y.  (6.1.24)

y, al integrar (6.1.24), se llega a
{@o(@), Hi(y)} = 07 (7' (x)). (6.1.25)
Puesto que (6.1.25) no es expliCitamente cero, hemos hallado una restriccion secundaria.
¢y = O = 0. (6.1.26)

Con una nueva restriccion encontrada; se realiza nuevamente la verificacion si se sigue

cumpliendo con la condicion de reqularidad’

5 0 00O01 0 0 0
Pm _ , m=12.

0(Ap, ) 000 0 0 8,60y s zdy) 0563 (x—y)

(6.1.27)
Las condiciones de regularidad de Dirac exigen que el Jacohiano de las restricciones tenga
rango maximo en la superficie de restriccion. Esto garantiza que las restricciones sean
independientes y evita redundancias que complicarian la dindmiea.del sistema. El rango
maximo de una matriz Jacobiana asociada a restricciones significa que sus filas (o columnas)

son linealmente independientes. En el contexto de sistemas Hamiltonianossedn restricciones
gbm =0:

» Independencia Lineal: Cada restriccion ¢, impone una condiciéon nuéva y no

redundante sobre las variables del espacio de fases (¢", py).

'Donde 222 = 9;(8;,,0®) (z — y)).
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»_Implicaciéon Fisica: Reduce la dimensionalidad del espacio de fases de manera
efeetiva. Por ejemplo, M’ restricciones independientes reducen el espacio de 2N

dimefisiones a 2N — M’.

= Consecuencias de un Rango No Maximo: Si el Jacobiano tiene rango menor,
algunas restrie€iones son combinaciones lineales de otras, generando ambigiiedades en

la dindmica y pfoblemas en la cuantizacion (p.ej., corchetes de Dirac mal definidos).

Para comprobar la posibles€xistencia de mas restricciones secundarias, evolucionamos la

restriccion ¢g

{¢2(x), Hi(y)} = i\/—_g/{aféﬂ'“(l’),Fi’j(y)Fi,j(y)}d‘ly' (6.1.28)

Mediante la propiedad distribtitiva de los.eerchetes de Poisson y la propiedad de las

métricas, se obtiene:

(ex(o). Faw)} = 5= M0 @), Fos()ha'y

1

— 5V [T k). Fustw)d'y. (6.1.20)

Utilizando (6.1.21) podemos analizar este caso particular de(@orchete
O{m" (@), Fij(y)} = —0p{Fiy(y), 7"(2)} = 0706 (x — y) — 97 @J0¥ (x — ). (6.1.30)

Cabe destacar, que la condicion para poder intercambiar la variable de¢derivacion en la
delta de Dirac exige que dicha delta aparezca en una integral. En la ecuagion (6.1.30)
—v en los corchetes candnicos (6.1.20) y (6.1.21)— esto no se cumple. Sin embafgo, tras

sustituir (6.1.30) en (6.1.29), la delta de Dirac si se encuentra bajo una integral, de.modo

48



CAPITULO 6. Electrodinamica de Maxwell no conmutativa
6.1. Electrodinamica de Maxwell sin fuente externa

queila_ptopiedad puede aplicarse, dando como resultado:

Vot 01, £y} = [ 500590~ 9) - 070259 — ) 0. (6.1.31)

Por consiguiente,

{¢2(z), Hi(y)} = 0. (6.1.32)

La evolucion de la restriccion-gs, es explicitamente cero (6.1.32), lo cual implica que el

sistema no presenta restriccionés.adicionales.

6.1.3. Clasificacion de las restricciones

Recordemos que la clasificacion importante dedas restricciones es definir si son de primera
o de segunda clase. En el capitulo=amterior s€ discutieron las condiciones necesarias
para distinguir entre ambas, sin embargo) esta ¢lasificacion también puede analizarse

directamente a través del calculo de la matyiz de restri€ciones W = {¢;, ¢; }.

Escrita de forma explicita:

o) o1

so | {00, P0} {00, P01}
or | {01, 00} {01, 01}

W:

Si tanto la fila como la columna asociadas a una restriccién son completammente nulas,
entonces dicha restriccion se clasifica como una restriccion de primera clase, de otro modo,la

restriccion se considera de segunda clase.
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Calgulamos explicitamente la matriz W:

{n%(@), ()} {7°(x),0/7"(y)} 00
W = = (6.1.33)

{07m(2), 7°(y)} {0Fm'(x),0¢m (y)} 00
Podemos apreciar®nsa matriz (6.1.33) que todas las restricciones son de primara clase,
y como vimos en el capitulo anterior, las restricciones de esta clase estan asociadas a
invariancias de norma, y'por‘tanto, la dinamica no queda completamente determinada.

6.1.4. Transformacionéside calibre

El generador de Castellani asociado al parde restricciones de primera clase se define como

G = /d% (e, T"), (6.1.34)

donde I'* denota las restricciones de primera clase.y ¢, son los parametros de calibre. En

nuestro caso,

G = /d% (oI + eI, =79, ' =o' (6.1.35)

Las transformaciones de calibre de las variables en el espacio-de fases son?

5Ao(z) = {Ag(z), G} = () = —€(x), (6.1.36)

5A;(z) = {Ai(z), G} = — Die(), (6.1.37)

6 (z) = {7°(z), G} = 0, (6.1.38)

6’ (z) = {r'(x),G} = 0. (6.1.39)
2Usaremos la convencion ey = —¢.

50



CAPITULO 6. Electrodinamica de Maxwell no conmutativa
6.1. Electrodinamica de Maxwell sin fuente externa

En consécuencia, identificando el parametro escalar de calibre A\(x) mediante €(x) = — A(z)

(equivalentemente, “hasta una eleccion global de signos”), se obtiene la forma covariante
0A,=0u, = Al = A+ O\ (6.1.40)

De este modo, la simétiia de norma desplaza el potencial por un gradiente sin afectar a los
momentos candnicos, ¥ preserva la forma de las ecuaciones de Maxwell, lo que refleja su

covariancia bajo transformaciones de calibre.

6.1.5. Fijaciéon de calibre: _calibre temporal y condiciéon de Lorenz

Para fijar por completo la libertad desealibre del sistema, imponemos dos condiciones: el

calibre temporal (6.1.41) y la copdieion de"Lorenz® (6.1.42):
Ap = 0f (6.1.41)
Vi (45 = 0. (6.1.42)

Como se mostrd en el capitulo anterior, estas condiciones de'fijacion de calibre ingresan al
formalismo de restricciones de Dirac como nuevas restricciones del sistema. En conjunto

con las restricciones de Maxwell sin fuentes, el conjunto total queda

¢1 =7, ¢o = O"), ¢3 = Ao, ¢s = Vi(AF) = g" V(A (6.1.43)

Con ello, la matriz de corchetes de Poisson entre restricciones W, (x,y) = {@q () (y)}

30rtografia estandar: Lorenz (L. Lorenz), no Lorentz. En presencia de Ay = 0, la condicion d,A* =0
se reduce a VA* = 0 en un 3+1 con métrica espacial gy;.
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toma larforma

{7(@), 7 ()} {7°(x), 0/ (y)} {7°(x), Ao(w)} {m"(x), " Vi(Ai(y))}
W = orm(x), 7°(y)} {orm'(x), Q-yf"(’y)} {07! (x), Ao(y)} {07! (2), 9" Vi(Ai(w))} (6.1.44)
{4 (%), 7°(y)} {Ao(x), /7' ()} {Ao(2), Ao(y)} {Ao(x), " Vi(Au(y))}

{g" Vi@’ (W)} g Vi(A()), 07 ()} {g"Vi(Ai(2)), Ao(y)} {g"'Vi(Ai(@), g% Vi(Ai(y))}

Evaluando explicitamente, y usando {A,(x), 7" (y)} =6, 6®)(z — y), se obtiene

g .0 -1 0
0o Coa 0 —ghivYor

W= T 5O — ). (6.1.45)
10 0 0
0 g vELY 0

En particular,

{m(2), Ao(y)} = =0z —y), | foir' (2}, MA ()} = — g* V07 6 (w — ),

y los restantes elementos no nulos se fijan™por antisimetria. Se concluye que los pares
(¢1,03) ¥ (¢2, ¢4) forman segundas clases, de modo que Wesyinvertible. En consecuencia,
la dindmica completa puede describirse mediante los corclietes de Dirac, construidos a

partir de C% = (W 1),

6.1.6. Corchetes de Dirac

El primer paso para el calculo de los corchetes de Dirac, es encontrar la inversade¢la matriz

(6.1.45), la cual es la siguiente:
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0 0 1 0
0 0 0 %
— TV | 63 (4 — ). (6.1.46)
-1 0 0 0
1
0 v 0O

Con ello pudiendo eneontrar los corchetes de Dirac canonicos del sistema como se vio en el

capitulo anterior.

{Fy(@), 7" ()} p €9} 07620 y) — 6 0769 (2 — ).
donde V2 = g™ 9% y 34 = ¢/"9%.* § con ello pddiendo determinar la dinamica del
sistema.
6.1.7. Ecuaciones de Hamilton

Con los corchetes de Dirac del sistema determinados, podemos calcular la evolucion de las

variables dinamicas del sistema A, y 7.
{As, Help = — G goo s (6.1.47)

{m*,He} = —/=g V,, F"™* (6.1.48)

4V =2 denota el inverso (Green) del operador eliptico V2 con condiciones de contorno adecuadasy en
espacio euclideo plano g;; = 6;;, V2 = §™"0,,0p,.
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6.1.8. ~ Ecuaciones de Maxwell

Partiendo de-la definicion del momento canonico 7 (6.1.8) y de la relacion F% = —F",

podemos expresat, el campo eléctrico £* en términos de los momentos candnicos m:

E'=Gn' (6.1.49)

Ley de Gauss Al analizar la ecuacion de movimiento (6.1.47) y la descripcion del campo

eléctrico (6.1.49), se obtiene:

As = 90,0 E. (6150)

Calculamos ahora la divergencid de ambos miembros:
Vol VEA,) =900V E;. (6.1.51)

El término V*A; corresponde a la cuarta restriccion delsistema (6.1.42), de modo que la

expresion (6.1.51) conduce directamente a la primera ecuaeion de Maxwell, la ley de Gauss:

VoE, = 0. (6.1.52)

Ley de Faraday—Lenz. De la definicion del campo magnético B:
B =1y (6.1.53)
Al expandir Fj, = VA, — V1A, y aprovechar la antisimetria de €% se simplifica &

B =£"* v, A, (6.1°54)
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Evoluciénando (6.1.53) con respecto al tiempo y usando (6.1.50) se obtiene la ley de
FaradaysL.enw:
VoBi = g0,0 Eijk VkEJ = go,0 (V X E)l (6155)

Ley de Gauss'para’ el magnetismo. La divergencia de B se calcula directamente

desde su definicion (6.4753):

lo que genera la ley de Gauss pdra.campos magnéticos.

Ley de Ampére-Maxwell La ultima ecuacion Maxwell puede obtenerse a partir de la

ecuacion de Hamilton asociada a=7

i = {n*{Hel'= —\/=gV,, F™* (6.1.57)

Convertida en su forma vectorial

5 = /=Y, B, (6.1.58)

Por ultimo, utilizamos la definiciéon del campo eléctrico, de modo gue;

7t = Vo(r") = /=g Vo E'. (6.1.59)
De este modo obtenemos

Vo E* = £V, B, (6(1.60)
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al reeseribir todo en términos de productos vectoriales,

Vo E* = (V x B)® (6.1.61)

que corresponde,a la ley de Ampére-Maxwell.

6.2. ELECTROBRINAMICA DE MAXWELL NO CONMUTATIVA
SIN FUENTES

Al estudiar la versiéon no conmutativa de la electrodinamica de Maxwell, aparecen dos
términos lagrangianos adicionales [Abe et al., 2003, Berrino et al., 2003, Kruglov, 2003,

ademés del término estandar Lg#Dichas lagrangianas se describen a continuacion:

Lo ==2F, 5 Pt hg"’ ", (6.2.1)
Ly = F,sFor oy, J g% g 057, (6.2.2)
Ly=4F,3F,,F,,Jg"" ¢"*0%¥. (6.2.3)

donde

J:—Vg_g.

La Lagrangiana total del sistema se define como la suma de estos tres términos:
L = Lo+ Ly + Ls. (6.2.4)

Para facilitar los calculos, trabajaremos con cada uno de estos términos de forma séparada,

si bien es necesario considerar conjuntamente las tres contribuciones para describir’ el

o6



CAPITULO 6. Electrodinamica de Maxwell no conmutativa
6.2. Electrodinamica de Maxwell no conmutativa sin fuentes

sistemarCompleto, aplicar el procedimiento de manera individual a cada término simplifica

los pasosfintermedios.

El término Lgeeoincide con la Lagrangiana usual de Maxwell, la cual se analizo en la seccion
anterior, por ello no se realizaran calculos explicitos para Lg, sino que reutilizaremos los
resultados obtenides en dicho estudio, centrando nuestra atencién en los nuevos términos

no conmutativos Ly ¥ L3+

Lo primero que necesitames’es calcular la Matriz Hessiana del sistema completo. Sabemos
que en el caso de Ly esta matriz presenta su primera fila y columna nulas, dando como
resultado un determinante nul@.\Para que la Hessiana total también sea singular, los
términos L y Ly deben exhibir la misma estructura de nulidad en la primera fila y la

primera columna.

521, 1
AN /— 0&,7’ FK:T 0,0 Ao 0,0 A0 9.
5 (00A )3 (0 Ay) w3V Y (979N = g"7 ), (6.2.5)
52L2 _ F 0&,)\ 0,0 “ .o w0 20,0 gro 0,0 _pu,A 0,0 0,
5 (00 A)8(00Ay) VY o (077 (g% 957 — g0 g7) + 077 (™0 g™ — g7 g"7)).

(6.2.6)
En (6.2.5) se observa un caso anélogo al de (6.1.3) y (6.1.4) para Ly, por lo que también se

cumple que su primera fila y columna son nulas.
(H*"), = (H™), = 0. (6.2.7)

Para el término (H*?)y, en principio puede no resultar evidente, de modo-gtiesse realizara

un analisis mas a detalle

(H*)y = —/=g Fy (077 (¢°0 g"° — g0 g*%)) = 0. (6:2.8)
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(H/\,O)2 _ /_g F/i,u (95,)\ (g0,0 gu,O . gu,O g0,0)) —0. (629)

Vemos, per tanto, que la primera fila y columna son nulas, al igual que en la electrodinamica
de Maxwell génimutativa. Esto confirma que la matriz Hessiana tiene determinante cero,
y por ende el Sistema es singular. Dado lo extenso de la matriz, no se muestra su forma

completa; sin embatrges el cilculo de los vectores nulos arroja nuevamente el vector trivial:
vua = (1,0,0,0). (6.2.10)

Por lo que la restricciéon primazia”efectiva surge directamente del célculo de los momentos

canonicos.

1 - -
N [(5 o 05 — 1) B9 + F% Fyy J 08+ FO™ i J g g 07F| . (6.2.11)

La expresion (6.2.11) también puede éncontrarse”en otras referencias [Kruglov, 2003|, pero

es normalmente expresada en su formagvectorial:
™ =V=g[(B-0—1)E*+ (0 - E)BAML(E - B)0*]. (6.2.12)

Tomando en cuenta los siguientes parametros de transformacion:

Fy = — B, F%=-p", 6" =0

ij = _gjki BZ, F]k = —Ejkl Bi7 ij = —€]kz 92

Separamos la componente temporal (A = 0) y la componente dindmica (A =) apartir de
la forma tensorial (6.2.11):

™ =0, (6.2:13)
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/=g

1 . . . .
<§Fk,l ot — 1) FO U FOI R JOM + FO" By J gum g7 09F . (6.2.14)

De esta mafera, se identifica la restricciéon primaria del sistema como ¢; = 7. Observamos
que es idéntieasa, la obtenida en el caso conmutativo (6.1.10). Por consiguiente, esta

restriccion cumple corr la condicion de regularidad examinada previamente.

Ademas, notese que 8L aplicamos la aproximacion de espacio conmutativo 8 — 0 en la

ecuacion (6.2.14), recupefames la forma correspondiente al caso de Maxwell conmutativo:
9 0= 71" — —/—g F*". (6.2.15)

lo cual coincide con la ecuacion (6.1.8)wEste resultado confirma la consistencia interna del
modelo no conmutativo, ya que_t@da descripcion fisica en el limite 8 — 0 debe reproducir
los resultados conocidos de la teorig conmutativa. De no ser asi, se inferiria la presencia de

un error en la formulacion.

6.2.1. Hamiltoniano candénico

Para calcular el Hamiltoniano canénico, utilizamos la expresion habitual:
H. = /Ai ' — L. (6.2.16)

donde L es la Lagrangiana total, L = Lo+ L1 + Lo

Con el fin de construir H., primero necesitamos despejar el valor de“la“velocidad”
correspondiente a A;. En la notacién de los campos electromagnéticos, esto equivale

a encontrar FY°.

En el caso conmutativo de Maxwell, la ecuacion de los momentos canoénicos (6.1.8) es
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relativafhente sencilla, y el despeje de F*¢ puede llevarse a cabo de manera directa. Sin
embargogla ecuacion analoga en el escenario no conmutativo (6.2.14), no se despeja con la

misma facilidad.

Una estrategia éinpleada en la literatura consiste en multiplicar 7 por distintas combinaciones
de 6, y puesto quedos terminos cuadraticos de 6 se consideran cero, es posible encontrar
relaciones que permitermaislar al termino F*!. En nuestro enfoque, aprovechamos las
capacidades de calculo simbélico que nos proporciona MATLAB para extender todos los

indices en 7', formar una masriz que relacione 7' con F'%' y, a continuacion, invertir esa

relacion.
7t = M F°" (6.2.17)
La matrix extendida es la siguiente:
l Fio0*!' + Fi 303 — F3,0%% "1 P 5 031 & By goo gttt 023 F300%' + Fyq g35 9™ 032 o1
7r2 — \/j(] F1,3 93,2 + Fg,g g1 92,2 91,3 Fl-,? 62,1 _ FLS 93,1 o F3,2 02,3 -1 ng1 91,2 + FL2 g3.3 g2,2 93,1 FU,2
™ Fi06%3 + Fy3911 g>2 o2 5 Ot Fi 399 g>* 9! Fi3 631 — Fis 621 + F3,6%3 — 1 Fo3
y la matriz inversa de M
2,3 3,1 1,192,3 2,1 1,193,2
_2F3,29 P —1 Fy30°" 4 F31G209 7077 A520°" + F5 19339 60>
01 01 01
3,2 2,201,3 3,1 152 2,203,1
M _ F1739 < 4 F37291719 ? 0 ’ _2F1739 t—1 F3719 - F17293739 ’ 0 ’
g1 g1 g1
2,3 3,301,2 1,3 3,392,1 21
F120°° + Fy 3911970 F310°° + Fi 39209770 2850 1
01 g1 g1
(6.2.18)

Donde 01 =+v—g (F172¢92’1 -1+ F1,303’1 + F3’292’3)

El resultado es la siguiente expresion:

F% = _@ |:7Tk (Fk,l 0% 4 Fpt 6™ Gnk 91’”) — Wl(§ ot OF — 1)] . (6.2:19)
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1
donde @ = art

A contiftuaéion, calculamos el valor de A; como se vio en (6.1.17), a partir de la definicion
de F¢

)

Despejando 0y(A4;), @btenemos
Oo(A;) = 0i(Ao) + Fo,. (6.2.21)
Al subir los indices de Fp; con ‘ggq Gij, tenemos:
P =900 gi; F*.

Por consiguiente,

Do (A;)=10:(Ao) +.go0 gij F*. (6.2.22)

Sustituyendo (6.2.19) en (6.2.22), se obtiene-la siguiente relacion:

60(Ai) = 81(140) - go,o gi,j (Gﬂ'j -+ FkJ G ﬂ'k Hl’j - Fk,l G Pﬂ'j el’k + Fm,l ng,m gn,k 7Tk 917”) .
(6.2.23)
Con esta informacion, procedemos a construir el Hamiltoniano éanénico, obteniendo:

G Y .
SR L I Fy B T 6™

F G goo giym wd 0™
4

H=7"0;(Ay) —2F" F;; J —
(6.2.24)

+4 Fi’p E,z’ Fp,m J Gm’l -+ — Flﬂ' G 90,0 9m,j 7Ti ﬂ'j (9’"”.
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Sustituyendo el valor de J, simplificando y reacomodando indices:

1

1 (1
— FmJem’l) — 5 Ggop Gij i (5 Fm,l Hm’l + ].)

Sao+ Lmaron, (1]

+ 5 \/__gFi’p E,i Fp7m em,l — F}}Z‘ GQO,O ng 7Ti 7Tj Hm’l.

(6.2.25)

Si utilizamos la notacionwectorial, se llega a la forma:

4 1 . , 1 , .
Hc = 7TZ aZ(Ao) + 5 U (1 + B] 9]) BZ Bz — 5 Ggo’o (1 — B] (9]) 71'2 ™ — Gg()70 Bm’/TmTFbeb.
(6.2.26)
Donde U = 5

La ecuacion (6.2.26) concuerda cen la‘que se reporta en la literatura para el espacio de

Minkowski (—, 4+, +, +) [Kruglov;2003].

6.2.2. Hamiltoniano primario~y restricciones secundarias

Construimos el Hamiltoniano primario
H, = /(HC + uy 70)d*z. (6.2.27)

A continuacioén, calculamos la evolucion de la primera restriccion.

¢1(z) = {1 (x), Hi(y)}. (6.2.28)
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Para ell6, necesitamos los corchetes canénicos, los cuales no difieren de los vistos en su

analogoeonmutativo (6.1.20 - 6.1.22)
{Au(2), 7" ()} = 6, 6P(x —y), (6.2.29)

{Fij(n), 7™ ()} =08 0760 (x — y) — 65 076@ (v — y), (6.2.30)

{Ao(2), 7' ()} = {Aem)yn’ ()} = {Au(@), A (y)} = {7"(2),7"(y)} =0.  (6.2.31)

De la Hamiltoniana canénica“{672.25) observamos que la tnica expresion que involucra Ay
(la cual es la unica que no se andla con el corchete con 7°), es 7 9;(Ap). Por consiguiente,
la restriccion secundaria resultante esgidéntica a la que obtuvimos en el caso conmutativo

(6.1.25):
o)== [1'(2)] ~ 0. (6.2.32)

Tal como se analiz6 en (6.1.30), el corchete de PoisSon entre 9;(7*) y los tensores de campo
F resulta cero, y dado que la Hamiltoniana H. depende exclusivamente de 7 y de F', la
evolucion de la segunda restriccion ¢o serd nula, pordosque el sistema no cuenta con mas

restricciones.

{¢2(2), Hi(y)} = 0. (6.2.33)

6.2.3. Transformaciones de norma

Calculamos el generador G con las restricciones

G = /(e7 v )d . (6.2.34)

Donde e, representa los parametros de norma y v” las restriciones primarias del sistema
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Sustituyendo los valores de las restricciones encontradas:

Gy = /(eowo)d%, (6.2.35)
G; = /evi (7] d*. (6.2.36)
Siendo G = Gy + G
de donde
0Ao(z) = Ao(x), Go} = — é(x), (6.2.37)
0A;(m) = $Ai(2), Go} = —0ie(x), (6.2.38)
6t(zy= {r° (2} Gy} = 0, (6.2.39)
o' (z) ={z'(x), Goy= 0, (6.2.40)

lo que confirma que el sector sin fuentes codserva la simietria abeliana efectiva U(1) a O(6).

6.2.4. Clasificacion de las restricciones, fijacién-de calibre y corchetes

de Dirac

Los pasos restantes del analisis dependen tinicamente del conjunto de restricciones y de
la fijacion de calibre, que en todos los casos considerados sera la mismai calibre temporal
(6.1.41) y condicion de Lorenz (6.1.42). Dado que las restricciones que aparecen aqui

coinciden con las obtenidas en la seccion anterior, mantenemos el mismo conjurito((6.1.43):

¢ =7, ¢o = 0;(7"), ¢3 = Ay, ¢1 = Vi(A¥) = g Vi(4).
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Como_s€ discutio al final de Capitulo 5, este conjunto implica que los pares (¢1, ¢3) y
(2, ¢4) sonLde sequnda clase (la matriz Wy, = {dq, b} es invertible), por lo que la dindmica
fisica se formula con corchetes de Dirac. Dado que el conjunto de restricciones y la fijacion

de calibre coinciden con el caso conmutativo, los corchetes de Dirac resultan idénticos:

{m (&Y (y)}p = 0,
{Fij(z), m"(y)}p < 88 0769 (x — y) — 6F 076P) (z — y).

Aunque los corchetes de Diracedincidan con los del caso conmutativo, las ecuaciones de
movimiento no dependen sélo de'lesseorchetes'y de las restricciones, sino también de la
Hamultoniana extendida del sistemas=gue si cambia en el contexto no conmutativo. Por
ello, con una fijaciéon de calibre y una esttugtura de’restricciones idénticas, las diferencias
dinamicas entre los modelos conmutativo\y#ho conmutativo emergen exclusivamente a

través del Hamiltoniano extendido.

6.3. ELECTRODINAMICA DE MAXWELL NO €ONMUTATIVA
CON FUENTES EXTERNAS

Para formular el escenario mas general posible, es indispensable considerar/Sistemas que
admiten fuentes externas. En el régimen conmutativo, el acoplamiento a laycorriente

conservada J* se incorpora de manera estandar en la acciéon mediante un término-limeal en
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el potential A,,:

1

L =--
4

/d4x V=g (g““g”ﬁ F#,,Fag) —/d4:v V—gJ'A,. (6.3.1)

En el caso no conmutativo, la Lagrangiana conserva una estructura analoga, con la diferencia

~

de que los campos yAas)corrientes se reemplazan por sus contrapartes no conmutativas, A,

~

y JH:

1 PN A A

Como se discutio en la seccién-precedente, emergen similitudes sustantivas con el caso sin
fuentes. Para organizar el desarrollog“dividiremos la exposicion en dos componentes: (i) el
término puramente electromagnético.no conmutativo (sin fuentes) ya analizado, y (ii) el

término adicional que codifica el’acoplamiento a fuentes no conmutativas.

Adoptaremos la forma mas general (e J proplesta en [Banerjee et al., 2004] y, a partir de

ella, examinaremos casos representatiyos:
JH = JF = g Ag 0P 05" + ) Fog JOORY o Fof TH0°° + 3 Fy J5 6" 0%, (6.3.3)

donde c¢1, ¢o y ¢3 son coeficientes libres y 0 es el parametro antisimétrico de no conmutatividad.

Con J* extendida, la Lagrangiana de fuentes toma la forma

Ly= / d*r\/—g [— AP + g AaA, 07PN + LA JH 0P (2V5A, — YV, Ap)

— L Ay Fag P08 — ey A FagJ 0% — 3 AuFayJs g™ eaﬂ] (6.3.4)

En (6.3.4) la presencia de derivadas covariantes es esencial: sin fuentes bastabaefiplear
derivadas parciales, pues F, = 9,4, — 0,A, en espacios sin torsién; sin embargo, al

introducir J* y sus gradientes el tratamiento covariante evita ambigiiedades tensoriales
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y facilita el analisis en geometrias generales. Adoptaremos, por tanto, la convencion
F., = A, — V, A, (equivalente a la definicion con derivadas parciales en conexion de

Levi-Civita)-y=la regla operativa 0, — V,, donde aparezca J* o combinaciones mixtas con

A

n

La Lagrangiana totalrqueda entonces

L = Lg + Ly, (635)

donde Lg es la Lagrangiana ele€tromagnética no conmutativa sin fuentes (ver 6,2,4). El
primer paso es verificar la singularidad del sistema. Ya se mostr6 que Lg conduce a una
Hessiana degenerada; resta evaluar la contribuciéon de L;. Obsérvese que L; no contiene
términos del tipo 0,4, 0,43, pei/lo que su aperte directo a la Hessiana es nulo: el sistema

sigue siendo singular.

El momento canénico inducido por L ;a€sulta

oL .
5(Vody) V7Y 0 [ A; 7 (e1 — 5 ez 6% Ao Jj] (6.3.6)
de donde
(1) = V=g 0" [A; J(e1 — ) —e3 9™ Ay J}] (6.3.7)
(1) = V=g 0" [A; J%(c1 — ) — 39 Ay J;],  (7°) =0 (6.3.8)

Anadiendo estas contribuciones a los momentos del sector Lg (ver 6,2,14)

=0 (6.39)
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T =g [(% Fi 08 — 1) F% 4 FOI R, J 0% 4 FO B J g g7 0V

. 1
+ 67" (AJ JO (Cl — 5) —ngo’oAQ J]) :| (6310)
Podemos obsewvar*que se mantiene la restricciéon primaria ya conocida:

L =71 ~ 0. 6.3.11
¢ ( )

6.3.1. Hamiltoniano-c¢andénico

El despeje de F% en funcién de 7 ptocede como en la seccion previa, con la salvedad de

que ahora aparece el corrimiento (7%

al — (7Y); Fio 0% + Fy 363" — F340%3=91 Fos0°X + Fy1 go0 g 072 F3060%' + Fyy g3 3 g™ 032 FO1
™= (%), | =V—9 Fi3632 + F30911 9>20'¢ Fio 0%V 4F 363 + F35,6%3 — 1 F310%% + Fi 5 933 g2 603! Fo2?
7T3 _ (TFB)J FLZ 02,3 + F2‘3 g1 g3‘3 91.2 F271 91,3 + F1,3 Goo g3,3 92‘1 F1‘3 03,1 _ Fl-,2 92‘1 + FS,Q 62‘3 -1 FO,S

Donde la matriz obtenida, es la misma qde ¢n el caso.sin fuentes (véase 6,2,18 para su

inversa). En consecuencia,

F% = (F"g + G (7")y, (6.3.12)

siendo (FY)g la expresion del caso sin fuentes (6.2.19) y G €l fa€tor escalar definido

~ 1
reviamente como G = —~—.
p V=g

La evolucion del potencial espacial se escribe

Vod; = Vido + goo 9 [(F¥)e + G(7),], (6.3.13)
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y el\Hamiltoniano canénico total adopta la forma

H, = /de(Aﬂi_LE_LJ) - /dgx(Hsf+HJ),

(6.3.14)

donde Hyy = Ai 7% L coincide exactamente con el caso sin fuentes (6,2,24). En L, el

tinico término que cofitiene F* aparece multiplicado por 8#, por lo que a primer orden

basta usar FU = —G A % 0(6).

Agrupando términos, el sector de fuentes se descompone como

(HJ)SC

(HJ)CO
(HJ)Cl
(HJ)Cz

(HJ)C3

V=9 [AO JO+ Ay gk L3, eﬂ<J0 ViAo + J* Vi Ay + J* Fi + G goo g J° w)] ,

—cov/g A, eﬂ[Ao v+ A, VlJ’“] ,
civV—9 A ij[sz J'+ Ggoo gji J° Wi},
e V=9 Fy eﬂ[AO IO+ Ay Jﬂ :

3V —gJ; Qﬂ[Ak Fim, g"" + Ay 9ji Wi] ;

de modo que Hy = (Hy)se + (Hy)eg + (Hy)ey + (Hy)ey + (H o

6.3.2.

Hamiltoniano primario y restricciones secundarias

Separando H, = Hs; + H, la evolucion de la restriccion primaria queda

¢ = {61, H} = {¢, Hy} + {1, Hy},
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donde 401, H¢} es conocida del caso sin fuentes, y

{o1(2) Huly)} = {or, (Hi)se} + {1, (Hy)eo} + {1, (Hy)eo} + {01, (Hi)es },
{01, (Hy)sed = —V/=g J° = 50" V(A; V=g J°),
{01, (Hy)eo¥ 5060 07 /=g A; 0",
{01, (Hy)es} =500 07 /=g J° Fy,
{b1, (Hy)ey} = — 40728/ —g Jy 7;,

(6.3.21)
(6.3.22)
(6.3.23)
(6.3.24)

(6.3.25)

mientras que {¢1, (Hy)., } = 0sSumando la contribucién (¢;)g se obtiene la restriccion

secundaria

. 1
By = 6 -5 Vilv=g 4477°) /=g (co A; Vi(J°) — ca JO Fyy — 3 Jy mj)

+Vir'] = J°V=g

(6.3.26)

Esta expresion difiere del caso sin fuente§ yisera la“base para el analisis de regularidad.

6.3.3. Transformaciones de calibre

El generador de transformaciones se escribe como

G = /de(eoﬂo—l—e(I)),
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donde ® denota la combinacién de restricciones espaciales equivalente a ¢,. En particular,

§Ao(7) = {Ao(2), G} = eo(), (6.3.27)
§An(2) =9A,(2), G} = — One(x) + c3v/—g J1 gjn 07 €(), (6.3.28)
or%(x) = 0, (6.3.29)

on(z) = —% VEGO JOV e — co /=g 0 eV, 0 — 2¢, 0™ Vl(e V=9 JO). (6.3.30)

6.3.4. Casos representativos para J y regularidad del algoritmo

de Dirac-Bergmainn

Planteamiento general. A primer orden en 6*”, consideramos tres variantes representativas

de la corriente no conmutativa” J#;

» Caso 1 (reducido; [Banerjeejand Kumar, 2005]). Coeficientes: ¢g = 1, ¢; =

¢y =c3=0. A orden O(0),
JH = JH — A, 0°F B,

Este es el ansatz minimo para la extension no conmutativa de la corriente.

» Caso 2 (expandido; [Banerjee et al., 2004]). Coeficientesi.¢g =1, ¢; = 1, c5 = %,

c3 = 0. A orden O(0),
Tt = JH — A 078 0 J" + Fog J° 04 + 1 Flop J#0°%.

Eleccion habitual que (bajo hipotesis estandar) preserva la conservacion efectiva de

la corriente a primer orden si V,J# = 0.
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»_Cdso 3 (no expandido; [Kruglov, 2002]). Se mantiene J#* = J# (sin extension

end); solo el potencial calibre Au se expande mediante el mapeo de Seiberg-Witten.

Con la fijacion=dy = 0 y VA" = 0, las restricciones del sistema toman la forma estdndar
¢1 = 7T0, ¢3 = Ao, b4 = VkAku
y la secundaria queda modificada como
o =N —/—gJ" + O[A; ], 0], (6.3.31)
donde O[A; J,0] es local en A (y J) yclineal en 6. En concreto, para cada caso:

Caso 1: © = ¢! [ ZIN(/—g#7°) + V=g Ajvljo],
Caso 2: © = 09! [ — 1 =g AL & V=5 (A,V00° — J°Fy)|.

Caso 3: © = —2 07"V, (V=G A;J°).

Evaluacion de regularidad (Cap. 5). Bajo la hipoteSisyde corrientes externas suaves
J# y métrica no degenerada, los tres escenarios anteriores n6_obstruyen la aplicacion del

algoritmo de Dirac-Bergmann:

1. Regularidad funcional local. El gradiente funcional prineipal de ¢, respecto de
los momentos es d¢y/dm" = V;, que no se anula patologicamenté eh la superficie
constrenida. La correccion O[A; J, 0], al depender de A y J pero no dégr (para c3 = 0),

no altera esta propiedad.

2. Rango maximo (constante). El par (¢9, ¢,) forma el bloque de segunda clase guyo

sfimbolo principal es el del Laplaciano, ~ V? (i.e., |k|* en Fourier), lo que asegura
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rango constante del Jacobiano en la superficie constrenida > para modos k # 0.
Esscrueial subrayar que la regularidad requiere rango constante, no “coeficientes
constiantes™ la dependencia en z o en los campos de d¢o/0 Ay no implica, por si sola,

pérdida~desegularidad.

3. No redundancia. Los pares (41, ¢3) v (¢2, ¢4) siguen siendo de sequnda clase. La
matriz de brackets ¢,, ¢, } conserva la arquitectura invertible del caso sin fuentes,

de modo que la reducgién por corchetes de Dirac procede sin ambigiiedades.

Comentario sobre c3. Si c3 # 0.0 adquiere un término adicional lineal en los momentos, del
tipo 671, 7j. Al tomar el corcheté\con ¢4 = Vi A*. ese aporte introduce una contribucién
de primer orden en derivadas que sessuma al operador habitual. No obstante, el simbolo
principal del bloque (¢2, ¢4) sigue domifiade por V2, por lo que, para J* suaves, se preservan
la elipticidad® del operador y elérango del par de segunda clase: c3 # 0 deforma términos
de menor orden, pero no degrada la_estructura gue asegura la invertibilidad microlocal del

bloque.

Consecuencia practica. El algoritmo de Dirac-Bergmann procede sin ambigiiedades
en los tres casos: la jerarquia de restricciones (primarias/segundarias) y su clasificacion
(primera/segunda clase) se mantiene; los corchetes de Dirag’se construyen como en el
sistema sin fuentes. Las diferencias fisicas con respecto al casosgénmutativo emergen a

través de la Hamultoniana extendida, no por fallas de regularidad.

Advertencias técnicas. La regularidad puede verse comprometida séle’en escenarios
no genéricos: (i) si J* no es suave (p.ej., es distribucional, como una fuente puntal ideal),

lo que dificulta definir derivadas funcionales y operadores de manera controlada; (if) $i las

SEn EDP lineales, un operador P de orden m es eliptico si su simbolo principal op(z,£) es ne_ntilo
para todo £ # 0. Equivalente en Fourier: el simbolo crece como [£|™, garantizando invertibilidad microlecal
y buen control de los problemas de contorno. El Laplaciano tiene simbolo [£|?.
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condiciefies de contorno permiten modos cero globales® no fijados, de modo que V? deja de
ser invertible en el subespacio relevante; (iii) si la “fuente externa” deja de ser externa y
pasa a depénder funcionalmente de (A, 7), introduciendo dependencias entre restricciones.
Estas son condiciénes técnicas del planteamiento, no patologias intrinsecas de la expansion

en 0.

En suma, bajo hipoéteSisisuaves estandar’, las corrientes consideradas no impiden el
formalismo de Dirac-Bergmann: la superficie constrenida queda bien definida, el rango del
sistema de restricciones se presérva y la reduccion al espacio de fases fisico se realiza de

forma consistente.

Ya que hemos determinado cual es la{ferma de J* que se utilizara, se mostrara brevemente

los resultados importantes de la_teoria tomando dicha consideracion

Lagrangiana:

1
L | (—AM T 5 A TP 00 Bt — A, 07 0ne 0, <Aﬁ>) dr o (6332)

Momento canonico dinamico:

t=\/—g [(% Fp 08 — 1) FO" + FYF; . J 05 + FO Fyg Lgy m 7" 0MF

+ %eﬂ?i (4;J° } (6.3.33)

SConfiguraciones que anulan el operador dominante con autovalor 0 en todo el deminio. Ejemplo:
funciones constantes para V2 con contorno periédico o de Neumann. Su presencia impide/layinversion del
operador sin imponer, p.ej., promedio nulo o condiciones de calibre suplementarias.

"Esto significa que las funciones que describen las corrientes son “bien comportadas” suaves'(infinitamente
derivables), sin cambios abruptos ni singularidades, como cargas puntuales ideales. Estas’ condiciones
garantizan que las operaciones matematicas (derivadas, inversion de operadores) necesariasspara el
formalismo sean validas.
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Restriecion primaria:

¢y =7° (6.3.34)

Hamiltoniana # ;:

H.=+—g (AOJO AT 4 5 00 (A 00 Ag + Ay TR0 A + AjG T  googi T — Aij,le))
(6.3.35)

Restriccion secundaria:
i 0o, 1 k.l 0
(bg = Vl(ﬂ' ) — —gJ + 5 vV —9(9 "V, (Ak J ) (6336)

Una ecuacion fundamental cuandé setrabajaicon la electrodinamica de Maxwell en presencia
de fuentes externas es la ecuacion de continuidad, la cual se obtiene a partir de las ecuaciones
de movimiento del sistema. Es importante recordarnque se trata de un sistema singular;

por ello, para derivar dichas ecuaciones debemos utilizar la accion extendida

S = /(L + U, ¢™) d'z, (6.3.37)

donde L es la Lagrangiana del sistema y el término u,, ¢ incorpetajtedas las restricciones.
Omitiremos el hecho de que ya se han identificado algunas de las restticgiones y realizaremos
el calculo considerando las que atin no estan determinadas. La ecuaciénsde ‘continuidad se

obtiene a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:

2 (5% ~ Vs (&V(S—BLAM))) =0 (6.3.38)
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Para els€aso del Lagrangiano sin fuentes se cumple la igualdad

P (?ZE Vs <5(é#§4#)>):0 (6.3.39)

Calculamos ahozalpara L :

5LJ 5[/] . m a\ n.B 1 B 31
V(52 - 90 (585 ) = Vo) + VoA V) 04 4 5 9,4, 95078

(6.3.40)

Por dltimo, para las restriccienes obtenemos

v, ((;(?ij) — Vg <‘;%m—£73)> = Vyu(um §5- + 0™ §52) (6.3.41)

En consecuencia, en este caso”la ecuaciéon _de continuidad no conduce a la condicién

V,J# =0, sino que describe los multiplicadores:
Vi(um $5 + 0™ 352) = V,u(J") + VE(A) V,. (12 87 + § V(A Vs(J7)) 0" (6.3.42)

Con lo anterior establecido, s6lo resta verificar'si el sistema pfesenta restricciones adicionales;

para ello, se analiza la evoluciéon de ¢,.

= {¢2(), Ha} (6.3.43)

quedando:

{6o(x), Hy} = 19”V“’°’<V"”(A( ) JH(@))) — 6 vg(ﬂ(x) vl(A()(x)))
= VI (@) + 107 V(@) i Au(a)) )

— g ij(Jk(a:) vl(Ak(a:))) (6:3744)
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Expresion la cual se puede escribir en una forma covariante:
1
{po(x){Ha} = —V, (J°) —0"P ¥V, (J* Vs (A,)) — 50"V (Vi (J*) Ay)  (6.3.45)

Podemos observat jen (6.3.45) que dicha expresion es muy similar a la ecuacion de

continuidad (6.3.42)7Por tanto, se tiene que
{62(2), Ho} = Vo (JOHL 072V (Vo (J0) Aa) — V,, (um 4o gT) . (6.3.46)

De aqui se concluye que el sistenia.opresenta mas restricciones, pues la evolucion determina
directamente los multiplicadores. Sifutilizamos las restricciones ya encontradas, la ecuacion

queda
{pa(), Ha} = Vo (J°) + YOV V(%) Ar) — 30 Vi(us V(7). (6.3.47)

Si se toma (6.3.47) sin los multiplicadoresreomo una’ restriccion adicional y se continda el
algoritmo, aunque el proceso podria prolongarse, el sistema quedaria indeterminado: sélo
surgen restricciones de primera clase y el conteo de gradossde libertad se vuelve fraccionario.

Esto confirma que no deben aparecer restricciones adicionales después de ¢s.

6.3.5. Corchetes de Dirac

Bajo este supuesto, el sistema adquiere un nuevo conjunto de restricciones; que reflejan la

presencia de la corriente externa. Estas restricciones son:

¢ =7, (6.3.48)
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¢r = Vi(r') — /=g J° + % V=90V, (A J°) (6.3.49)
¢3 = Ao, (6.3.50)
¢s = Vi(A*) = g™ Vi (A). (6.3.51)

La restriccion ¢, puede reescribirse de forma mas compacta:
@ =V, [71‘2} —J° vV —g -+ gk >\l,k:a (6.3.52)

donde definimos

1
L™= 5 Vg Vi (A J°)

Para construir los corchetes de Dirac; primero evaluamos la matriz de corchetes de
las restricciones, W. Observande-gue Aj;‘dépende tnicamente de A; y que las demas
restricciones dependen solo de A, ¥ 7°, podemos emplear los corchetes canonicos del

formalismo (6.1.22) para comprobar que

{#2(2), 0u(y)} = {Vi(7'(2)), Gu(w)} + 0" {X0(2), 0 (W} = {Vi(7' (2)). du(y)}. (6.3.53)

De este modo, se recupera la misma W que en casos anteriotés/(6.1.45):

0 0 —1 0
0 0 0 —ghVvive

W = 6 (z—y)
1 0 0 0
0 g™ VivYy 0 0
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En consécuencia, los corchetes de Dirac resultan ser los mismos encontrados en los capitulos

anteriores:

m7j

). ©w)}o = 00 (@~ ) - g

Vi[VL (6P (- )],
{F, f(2),m" (y) }p = 68 V2 6@ (z — y) — ¥ Vi 6@ (2 — y),
{Ao, 7Ti}D = {Au 7T0}D = {Aua AV}D = {WM, WV}D = {A0> 7TO}D = 0.

La presencia de la fuente no eommutativa J* no modifica la forma de los corchetes de Dirac,
sino que introduce nuevos térmimosien las restricciones —como ¢o—. El sistema mantiene,

por tanto, la misma estructura algebraica, pero con un contenido fisico distinto.

6.3.6. FEcuaciones de Hamilton

Con los corchetes de Dirac del sistema determinados, podemos calcular la evolucion de
las variables dinamicas del sistema A, y'@*..Para ello tenemos que hacer el calculo de los

corchetes de Dirac de lo siguiente:
As = {AS, Hc}D (6354)

iy = {n*, H.}p (6.3.55)

Para esta seccion resulta conveniente aplicar la propiedad presentada en (citq del apéndice)
para reducir el corchete de Dirac entre las variables A; y 7/. Al aplicar dicha'propiedad, el
corchete adopta la forma habitualmente empleada en la literatura [Kruglov, 2003yClarkson

and McKeon, 2003, Sundermeyer, 1982]:

{Ai(@), 7 (y)}os = 6/ 67 (« — ) (6.3:56)
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Este_corchete de Dirac indica que las variables del sistema quedan restringidas tinicamente

a su componente transversal ().

Calculo de A,

Como se hizo a lo largo de todo el procedimiento, el calculo se dividira en dos partes; una

parte con la parte sin funetes del sistema (H,y), y otra con la informacion de las fuentes
(H,)
A, ="TAL H,}p = {A,, Hy}p + {As, Hy}p (6.3.57)

Operando para el caso sin fuentes se“gbtiene
[As Hygkp = = Ggoo (7 7 0" N 7y + 07 iyt + g 07 F7’)  (6.3.58)
y la contribucion con fuentes
(A0 H 2 g e 7755 A (6.3.50)
Con ello podemos simplificar el resultado encontrado de méde que:
Ag = goo A (6.3.60)
donde
A= = Ggog (7° = L™ Py v+ 0 Fiym' + 07 B ) + g0 0 JTAE. (63.61)

Para su version vectorial, se obtiene una forma muy parecida a la presentadéa en la

literatura [Kruglov, 2003|, salvo por la presencia de la contribucion de la corriente externa.
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En particular:

NS ST [(1 — B'6,) 1 + B mp 6+ 700, B — 1 JO (A x 0)° (6.3.62)

Calculo de 7*

Siguiendo el mismo método que en el calculo anterior, se calcula primero para el caso sin

fuentes

{7, Hyy} :Vn[G oo (™" mm® — O™ a " + %9”’S7Tm7rm)}

_ \/jgvn[(l + %em,lﬂym) Fms o i gn,st,kayp + as,lFi,anl.’Z_ _ gn’lFm"SF‘l,m + gn,kgs,i emyl‘Fi,mF‘l,k}

(6.3.63)
En la version vectorial, se presefita la siguiente forma:
{m*, Hst}p =V, [G 90,0 <€m’s’“ T T O™ 1 7 0, — e 77 ba )]
VIV (L B P B | (6.3.64)

Al comparar esta ultima expresion con la literatura [Kruglévy 2003] (una vez que se lleva
todo al espacio de Minkowski con la métrica (— + ++)), se observa que surgen diferencias
en algunos términos. Esto se debe, en parte, a la forma en que sé trabaja la Hamiltoniana
de nuestro sistema. Si primero se realiza todo el desarrollo en la forma tensorial y luego se
lleva a cabo la evolucion, se obtiene el resultado de la Ecuacion (6.3.64), mientras que si
se utiliza la version vectorial de la Hamiltoniana antes de la evolucién, sefreproducen los

resultados estdandar que aparecen en la literatura.

{(r*, Hy} = — ™, [(1 + B°0,) F™ + (79 0,)ma — L(goom; 70 — B Bj)ea] (6:3765)
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La exprésion (6.3.65) no es completamente identica a la vista en [Kruglov, 2003] debido a
que ellosstoman otras reglas de transformacion, 8% = ¢%i 0, y Fik = ¢iki B, mientras

que nosotrés-tomamos ambas transformaciones negativas. La contribucion de las fuentes:

{7Ts, HJ} = JO 98’1 T — g Jj 93’1 Vj (Al) — V=g J? (6366)

6.3.7. Ecuaciones’de-Maxwell

Para derivar las ecuaciones de(Maxwell a partir de las ecuaciones de movimiento obtenidas
en la seccion anterior, es preciso.¢omparar algunas de las expresiones calculadas en las
primeras etapas del modelo. Partieddo de la forma del tensor electromagnético (6.3.12)
y de la relacion F% = —E* podemos expresar el campo eléctrico E? en términos de los

momentos canénicos 7:

Jode [M(FM 6 + Fpy g™ g s 917“) - wi(ngJ ok 1)] L1090 A 0 (6.3.67)

Ley de Gauss Al analizar la ecuacion de niovimiento (643:60) se advierte que ésta puede

simplificarse a

A, = goo Es. (6.3.68)

Calculamos ahora la divergencia de ambos miembros:
Vo(V°As) = goo V°Es. (6.3.69)

El término V*A, corresponde a la cuarta restriccion del sistema (6.3.51). En esté punto

todas las restricciones son igualdades fuertes, de modo que la expresion (6.3.69) condtce
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directamfiente a la primera ecuacion de Maxwell, la ley de Gauss:

ViE, = 0. (6.3.70)

Notese que este re§ultado difiere de los reportados en la literatura: alli la ley de Gauss para
la electrodinamica w6 gonmutativa suele escribirse en términos de un campo auxiliar D,

descompuesto como

D=E+\0,E,B), (6.3.71)

donde A(6, E, B) depende del\péarametro de no conmutatividad 6 y de los campos E y
B. Esta discrepancia podria deberse®a que, en la literatura, las ecuaciones de Maxwell se
obtienen a minimizando la accién, comd si de un sistema regular se tratara [Kruglov, 2002].
Aunque este procedimiento no.€s; en si mismo, incorrecto, las ecuaciones de movimiento
resultantes no admiten una solucibn-hien definida cuando se parte de una acciéon singular
sin agotar la jerarquia de restricciones=Si biensdichas expresiones reproducen el limite
conmutativo 0** — 0, ello no implica que gonstituyanelanilogo de las ecuaciones de Maxwell
en el marco no conmutativo. Como se mueéstra en estetrabajo, al derivar explicitamente
las ecuaciones de Maxwell mediante el formalismo hamiltoniano de Dirac-Bergmann, estas
carecen de términos proporcionales a 6*”. En consecuencias los resultados reportados
en [Kruglov, 2002] para el régimen no conmutativo describen unasStructura distinta de las

ecuaciones de Maxwell propiamente dichas.

Ademas, el presente resultado también difiere con el caso conmutativo de Maxwell con
corriente externa, en el cual la divergencia de F en presencia de una fuehte satisface
V*E, = J°. Esta discrepancia no resulta sorprendente: en el marco clasico de Naxwell con
fuentes, si se aplica estrictamente el formalismo de restricciones de Dirac y se obtiemen las
ecuaciones de movimiento mediante corchetes de Dirac, el término J° también desaparece.

Ello se debe al calibre adoptado (Ag = 0): el término JY surge de la evolucion de Ay, pero
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al fijar. A4, a cero, no aporta ninguna contribucion y, por ende, no aparece en las ecuaciones

de Maxwell.

Estos resultades evidencian que una aplicacion rigurosa del formalismo puede modificar de

manera sustanéial’las expresiones que definen el sistema.

Ley de Faraday—Li€nz. Otra de las ecuaciones de Maxwell se obtiene a partir de la
evolucion del campo magnético

B = 1"y (6.3.72)

Al expandir Fj, = VA, — Vi Ajysaprovechar la antisimetria de €% se simplifica a

Bi==ciF 7, AL (6.3.73)

Evolucionando (6.3.72) con respecto-al tiempo'yatsando VoA; = {A;, H.} = goo E; (6.3.60)
se obtiene

VoB' = go0 """ ViE; = 9oV x E)'. (6.3.74)

La ecuacion (6.3.74) reproduce la ley de Faraday—Lenz sin cetrecciones de primer orden en

6.

Ley de Gauss para el magnetismo. La divergencia de B sé ealcula directamente
desde su definicion:

V;B' =" V,;V,A; =0, (6.3.75)

ya que las derivadas covariantes conmutan en un espacio sin torsion y el objetosalternante

g% es antisimétrico en los indices i y k. La identidad (6.3.75) preserva la forma candnica

V-B = 0.
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Ley. de"Ampére-Maxwell La ultima ecuacion Maxwell puede obtenerse a partir de la
ecuacionsde Hamilton asociada a 7. Para que su estructura se asemeje a la forma habitual en
la teorfa deMaxwell debemos emplear su version vectorial (6.3.64). El primer paso consiste

en reescribir la expresion exclusivamente en términos de los campos F y B, recordando que

T 22 /—gF" +0(), 7 ==gE +0(@). (6.3.76)

De este modo obtenemos

7 =Vl V=G 900 (T E e — B B, — 3" B E0,) |
/=g V| (1 4#B0;) B. + BB, 0|

+ Jo 0%t m — /g JIONV A — /=g J°. (6.3.77)
Extrayendo un factor comun,

s :Vn[\/——_g 0.0 (™ B, B gmMEmEsea)}
+v =g g"»Svan[u + BI0,)B, + L BB, — g0 0B, E? ec]

+ Jo 0% — /=g JPOIV A — /=g 5. (6.3.78)
Podemos reescribir todo en términos de productos vectoriales,

7t =/—g(V xh)*+T+ M, (6.3.79)
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donde

T = Jo0>'m — /=g J0>'V ;A — /=g J°,
h= (1+ B0;)B.+ BB, 0. — Lg00E;E’ 0.,

M= =9 9o [—(EV)(E x0)° + ((E x 8)~V)ES]
Por ultimo, redefiniendo @r® como D?® se obtiene
(Vxh) =GT+GM —GVyD?, (6.3.80)

que corresponde a la ley de Ampére-NMaxwell. Para reproducir exactamente la forma citada
en la literatura es necesario usarda otra variante de la ecuacion de Hamilton (6.3.65), con

lo que se llega a

(VX H)* = GP26 YV, D*, (6.3.81)

donde
H = (1 + Bjﬁj)Bc + do,0 Wjejﬂ'c + %BaBa 00 — %ggyoEjEj 96. (6382)

Con (6.3.70), (6.3.74) y (6.3.75) y la variante no conmutativa de la ley de Ampére-Maxwell
(6.3.81), hemos recuperado las cuatro ecuaciones de Maxwell en elgégimen no conmutativo:
tres de ellas no contienen términos de correccion proporcionales al parametro 6, siendo la ley

de Ampére-Maxwell la unica de ellas que no conserva su estructura original, conmutativa.
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Conclusion

Este trabajo aborda de manera“integral lafermulacion de la electrodindmica en espacios no
conmutativos y su andlisis candnico megdiante elformalismo de restricciones de Dirac-Bergmann.
Inicialmente, se establece el mapeo de SeibergtWitten como puente operativo entre las
variables no conmutativas y su contraparte conmutativa, lo cual permite manipular de
manera controlada -al menos a primer orden en el (pardmetro de no conmutatividad
f-campos y corrientes efectivas. Posteriormente, se desartolla el analisis hamiltoniano
sistematico de los modelos de Maxwell, tanto conmutativos_eémo no conmutativos, en
ausencia y en presencia de acoplamientos a corrientes, con el ©bjetivo de identificar la
estructura completa de restricciones, el generador de transformaciones gauge y el conteo

de grados de libertad fisicos.

Respecto de los objetivos metodolégicos planteados, se cumplieron los tres ejes propuestos:
(i) la exhibiciéon de los momentos canodnicos y la forma explicita de las restricciones
primarias y secundarias; (ii) la clasificacion de dichas restricciones en primera y segunda

clase, destacando el papel del potencial Ay como multiplicador de Lagrange y la emergentia
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de generadores de simetria gauge; y (iii) la verificacion del conteo de grados de libertad
fisicos, consistente con el caracter gauge del sistema. Sobre esta base, se construyeron los
corchetes de-Pirac correspondientes para el sector de variables reducidas, estableciendo asi

la dindmica efectiva y el dlgebra de observables en el espacio de fases fisico.

En el analisis comparativo entre los regimenes conmutativo y no conmutativo, se identificaron
las deformaciones inducidas por # en la estructura de las ecuaciones de movimiento. En
particular, mientras las identidades de Gauss eléctrica y magnética preservan su forma
canodnica, la ley de AmpéresMaxwell exhibe correcciones explicitas dependientes de 6 al
introducir el acoplamiento a la ¢orriente J,. Estas modificaciones emergen consistentemente
a partir del mapeo de Seiberg-Witten y se reflejan, en el formalismo hamiltoniano, mediante

términos adicionales en el Hamiltoniaro extendido y en el cierre del &lgebra de restricciones.

Un hallazgo significativo del estudior con™fuentes es la clarificacion de las condiciones de
compatibilidad entre las simetrias gauge y la presencia de corrientes. El examen simultaneo
de la invariancia gauge de la accion —viae€l mapa'dé Seiberg-Witten— y de la estructura de
restricciones de primera clase en el enfoquerde-Dirac-"Bergmann muestra que la conservacion
de la simetria impone restricciones sobre la forma admisible de corrientes externas: la
consistencia gauge exige que dichas corrientes transforinem’ de manera covariante, en
particular como las asociadas a campos de materia acoplados eincorporados explicitamente.
Desde la perspectiva canénica, este requisito se manifiesta en elCierre del conjunto de
restricciones con el hamiltoniano y en la ausencia de incompatibilidades entre restricciones;
desde el punto de vista lagrangiano, en la invariancia de la accion bajo transformaciones
gauge. En otros términos, en presencia de fuentes, el sistema campo-materia’débe tratarse

como la unidad minima para preservar la simetria en el marco no conmutatives

En cuanto a sus contribuciones, el manuscrito proporciona: (a) una derivacion explicita

de la jerarquia de restricciones en los escenarios considerados —con y sin fuentes— y.de
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los ‘corghietes de Dirac asociados; (b) la identificacion precisa de los puntos en los que las
correcciones dependientes de 6 alteran la forma de las ecuaciones dinamicas, notablemente en
la ley de Adapére-Maxwell, manteniendo al mismo tiempo coherencia con la interpretacion
gauge; v (c) unasarticulacion clara entre el criterio de invariancia gauge y la viabilidad del
acoplamiento a corrientes, subrayando que una formulacion fisicamente consistente en el
espacio no conmutatiyo requiere un tratamiento unificado del campo y sus interacciones

con la materia.

El alcance de los resultados se.ehcuentra delimitado por las hipotesis de trabajo adoptadas:
la construccion se fundamenta”ennel mapeo de Seiberg—Witten a primer orden en 6, y
el analisis de corrientes se enmarca dentro de los escenarios especificos discutidos en los
capitulos técnicos. En este contexto,"el conteo de grados de libertad, la clasificacion de
restricciones y la reconstruccion’de los gencradores gauge resultan robustos y reproducibles;
al incorporar fuentes, las condiciongs de compatibilidad quedan determinadas por el cierre

del algebra de restricciones y la invariancia de la accion.

Finalmente, el estudio sintetiza dos perspeetivas complementarias —la lagrangiana, mediante
el mapeo de Seiberg-Witten y la invariancia gauge, y la hamiltoniana, a través del formalismo
de Dirac-Bergmann— para demostrar que la electrodindmic¢a n6 conmutativa no constituye
una mera deformacion algebraica, sino un marco mas restrietivo en el cual la simetria
gauge selecciona el tipo de corrientes admisibles y organiza la dinémica efectiva mediante
sus restricciones de primera clase. Bajo estas condiciones, el modelo presérva el contenido
fisico esperado y exhibe de manera transparente el como, el donde y el=porqué de las
correcciones inducidas por #. En conjunto, la investigacion establece con claridad el criterio
de consistencia para el acoplamiento en espacios no conmutativos y provee el.andamiaje

candnico necesario para analizar extensiones dentro de este mismo marco teérico.

Como perspectivas futuras, este trabajo sienta las bases para varias lineas de investigacion
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promisetrias. Una extension natural consistiria en generalizar el analisis a 6rdenes superiores
en el pagdmetro de no conmutatividad 6, lo que permitiria capturar efectos no lineales y
correccionesae perturbativas en la estructura gauge. Asimismo, resultaria de interés explorar
generalizacionesmo-Abelianas de la teoria, donde las no conmutatividades espacio-tiempo
introducen complicaciones algebraicas adicionales en el algebra de restricciones. Otra
direccion fructifera‘serfa incorporar el acoplo gravitatorio dentro de este formalismo,
estudiando las implicaciénes,de la no conmutatividad en escenarios de gravedad semiclasica

o en contextos de gravedad cuantica.

Desde el punto de vista de las aplicasiones, seria valioso investigar las posibles manifestaciones
observables de estas correcciones né conmutativas en sistemas fisicos concretos, ya sea en
contextos cosmologicos o en sistemas’de ‘materia condensada que admitan descripciones
efectivas mediante teorias gauge. En partieular, en superconductores limpios, el efecto
Meissner puede abordarse dentrosdel marceno local de Pippard, donde la respuesta
corriente—potencial vector se describe porsun mtcleo.de susceptibilidad transversal. Las
correcciones no conmutativas en la ecuacion de Ampére—Maxwell se incorporan entonces
como una modificacion efectiva de dicho*nucleo, ld que induce una profundidad de
penetracion dependiente del momento y altera el perfil de de€aimiento del campo magnético
cerca de la superficie. Estas variaciones, en principio contrastablés mediante técnicas como
1SR, magneto-6ptica o impedancia superficial, se traducen enfajustes cuantificables de

parametros macroscopicos (p.ej., A, H.1) y en cambios en la dinamica de vortices.

Finalmente, la conexién con formalismos cuanticos, mediante la cuantizaciéon candnica
o la integral de caminos de las teorias no conmutativas, constituye un desafio teérico

fundamental que merece atencion continuada.
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Codigo MATLAB

Todos los célculos presentados énsel proyecto-de investigacion se realizaron con ayuda de un
script desarrollado en MATLAB. El programé cuasi-automatiza cada paso descrito en la
Seccion (5) sobre el formalismo de restricciones de Dirac, de modo que basta con introducir

la Lagrangiana L del sistema para determinar todos”los aspectos dentro del formalismo.

8.1. VERSIONES DISPONIBLES

1. Version discreta. Disenada para sistemas con un numeroffinito de coordenadas
generalizadas ¢“(t). Aprovecha las rutinas simbolicas estandar de"\MATLAB para
derivar funciones (diff ), resolver ecuaciones algebraicas (solve), simplificar expresiones

(simplify), entre otras tareas.

Dado que MATLAB posee la capacidad de manejar todas las operaciones gue se
realizan dentro de un sistema discreto, el nicleo del algoritmo se reduce a encapsular

dichos comandos en subrutinas que implementan la receta del formalismo de Dirac.
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2. Version continua. Dirigida a teorias de campos donde las variables dependen de
lags€oordenadas espaciales, ¢(x,t). En este régimen, MATLAB carece de utilidades
nativas=para calculo tensorial (sub/superindices), derivadas funcionales, integrales
sobre el'espacio-tiempo, tratamiento de indices mudos, etcétera. Se desarroll6 entonces

un paquetende filnciones capaz de manejar todo lo anterior.

Un ejemplo sen€illoyse encuentra en la funcion derivada integrada diff; esta funcion
entiende a la perfecéidonderivadas de tipo puntual, por lo que puede resolver facilmente

operaciones como
ox
— =1 8.1.1
e (8.1.1)

No obstante, cuando se presentan’ eperaciones tensoriales, diff ya no las reconoce:

8%
0, (8.1.2)

cuando en realidad la operacion’(871.2) debgria producir una d;;.

Por ello, el ntcleo de esta version continua consitesen crear un conjunto de funciones
que sustituyan a las utilizadas en el algoritmo diScreto, de modo que el sistema

comprenda correctamente las operaciones tensoriales (diff, = fieldDerivative):

— =4y (8.1.3)

La modularidad del codigo permite ampliar facilmente el conjunto de rutinasinternas (por
ejemplo, anadir manipulacion de variedades curvadas o tensores con indices\spinoriales)
sin modificar la interfaz principal del usuario, que sigue siendo la Lagrangiana come finica

entrada.
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8.2 SOFTWARE PARA TEORIA DE CAMPOS

Como se meénciond en la secciéon anterior, la version para sistemas discretos consiste
bésicamente ensaplicar las operaciones del formalismo de restricciones de Dirac mediante
las funciones incorporadas en MATLAB. Por esta razon no se requiere una seccion especifica
que explique todo el algoritmo: bastarfa con repetir el procedimiento descrito en la Seccion 5,
pero implementado con ‘las funciones de MATLAB. Ademaés, dado que el tema principal de
esta tesis son los sistemas contihuos, nos enfocaremos tnicamente en explicar la version

continua del programa.

8.2.1. Estructura de las funcienes

Para la creacion del programa se utilizoé principalmente el Symbolic Math Toolbox de
MATLAB dentro de un proyecto tipo-Live Script, Joique permite programar y visualizar los

resultados de forma mucho mas cémoda.

Llamaremos operacion a un conjunto de funciones dedicadas a ejecutar una tarea matematica.

Cada operacion puede dividirse en tres tipos de funciones;
1. Funciones aplicadoras.
2. Funciones auxiliares.
3. Funciones solucionadoras.

Dependiendo de la complejidad de la operacion, cada uno de estos tipes puede estar
formado por subfunciones. Las operaciones méas complejas (por ejemplo, las _derivadas)
emplean las tres categorias anteriores; en cambio, las operaciones més sencillas (gémo la
contraccion de las deltas de Kronecker) suelen requerir inicamente las funciones auxiliares

y solucionadoras.
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Funeioénes aplicadoras

Las funciopes.aplicadoras se limitan a ejecutar de manera explicita la operaciéon deseada

sobre los arguimentos proporcionados. Para el caso de las derivadas, la funcion

fieldDerivative(x;, ;) = % (8.2.1)
L

devuelve directamente el Tesultado de la derivada puntual. Ademaés, estas funciones son
responsables de aplicar las propiedades formales de la operacion; en el ejemplo de las

derivadas, implementan reglas comé la del producto, la cadena o la linealidad. Por ejemplo,

633]' 8377,

fieldDerivative (xZ xj, xk) =x;

De este modo, las funciones aplicadoras/constituyenda interfaz principal entre el usuario y la
logica interna de cada operacion. Los restltados queproducen son salidas explicitas—expresiones
que se muestran directamente al ejecutar €l cédigo—do.que permite al usuario identificar

con claridad las operaciones realizadas y llevar un seguimiento detallado de cada paso.

Funciones auxiliares

Las funcines buscadoras son las encargadas de buscar y/o modificar las expresiones a
las cuales se les aplico una funcion. La construcciéon de las funciones auxiliares se basa
en las expresiones requlares, las cuales son una herramienta integrada en MPATLAB para
la deteccion de patrones de texto en las expresiones de entrada. Estas expresiones se
disenan para localizar patrones especificos en la cadena de entrada: se suministra elpatron

correspondiente a la operacion que se desea ejecutar, el algoritmo busca coincidencias'y,
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cuandorlas encuentra, aplica individualmente las funciones solucionadoras.

Estas faneiones resultan especialmente tutiles cuando la expresion de entrada contiene
multiples operaciones mateméticas (por ejemplo, varias sumas, restas o productos) En tales
casos localizan#pritnero los subtérminos que coinciden con el patréon definido, sin importar
que se encuentren ahidados dentro de una suma, resta o multiplicacion; luego los aislan,
llaman a las funcionés.selucionadoras para ejecutar la operacion correspondiente y, por
ultimo, reinsertan el resultade’en la expresion original, respetando la estructura algebraica

y el orden inicial de las operaeiones.

0
fieldDerivative Aux(af ﬁ) = z; solveFieldDerivative(

- (8.2.3)

Ij )
or k
Funciones solucionadoras

Por altimo tenemos las funciones solueionadoras; son las encargadas de ejecutar la operacion

solicitada, transformando la representacion explicita’de la misma en su resultado evaluado.

O
solveFieldDerivative (8_Z> =0y (8.2.4)

Estas funciones, al igual que las auxiliares, se apoyan en exprésiones regulares: identifican
el patron, extraen de la operacion los elementos relevantes (en est€ easo, los indices de z)

y, con esa informacion, generan la delta de Kronecker correspondiente.

8.3. FUNCIONES DE CALCULO

El programa cuenta con mas de 100 funciones y 5000 lineas de codigo, por lo que ostrar

cada una de estas funciones, y su codigo de mamenera explicita seria muy complicado;por
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8.3. Funciones de calculo

ello'se.dara un resumen de las operaciones fundamentales y las principales funciones que
lo conforman. Podemos dividir las operaciones en dos grupos, las operaciones base y las

operaciones.eompuestas

8.3.1. Operaciones base

Estas son las operaciones’explicadas en la seccion anterior, es decir, son aquellas que estan

disenadas exclusivamente para realizar una unica operacion.

Derivada parcial de indices

ox;

o : - i
fieldDerivative(x;, ;) = > : solveFieldDerivative (8_) = 0y

—8_1’]

Funciones: fieldDerivativegfieldDerdvativeAux, solveFieldDerivative

Contraccion de deltas de Kronecker

contraction (Ai 5”-) A

Funciones: contraction, contractionAux

Transposiciéon de matrices antisimétricas

transposeAs(F;) = —Fj;.

Funciones: transposeAs, transposeAsAux
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8.4. Salidas esperadas del programa

Conversion del tensor electromagnético F),

electromagneticFieldM(@iAj—(%Ai) = Fj, electromagneticFieldMI(F};) = 0;,A4,—0; A;.

Funciones:\electromagneticFieldM, electromagneticFieldMI

Cambio de indices’mmudos

indexChange(4;, ', ') = A;.

Funciones: indexChange, indéxChangeAux
Integrales funcionales
Elut(s™ (#79) Aly), y) = A(x).
Funciones: FInt, FIntAux

Con las funciones realizadas, obtenemos los*primeros Tesultados del programa de una manera
hibrida, es decir, podemos manualmente realizar los caleulos aplicando las funciones segtin
las salidas que se estan obteniendo, obteniendo asi los prieros resultados, los cuales son

los que se encuentran en el contexto de las ecuaciones de Maxwell conmutativas.

8.4. SALIDAS ESPERADAS DEL PROGRAMA

Las salidas del programa corresponden a los puntos esenciales del formalismo de restricciones

de Dirac, expuestos en el Capitulo 5.
» Momentos canénicos ;.

= Restricciones primarias ¢, ~ 0.
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8.5. Casos de error

»_Hamiltonianos: candnico H.y primario H, = H. + ug @q.

8.5.

Restricciones por consistencia: secundarias.

Clasificacion de restricciones (primera/segunda clase) y matriz de Poisson

Cab = {¢a7 ¢b}

Corchete de(Dirac {-,-}p (cuando procede).

CASOS DE ERROR

Entradas incompletas o incensistentes. Si las variables a utilizar no se declaran
correctamente, esto puede traducirse en resultados erroneos o salidas vacias. La forma
correcta de declarar el Lagrangiano, las coordenadas candnicas y demés entradas se

describe en el Apéndice B.

Hessiano regular. Si el sistema introduicido. es regular (Hessiano no singular),
el programa informa que el sistema ‘es regular~y no ejecuta el procedimiento de
Dirac-Bergmann. En la versiéon actual’esta es la conducta esperada; como trabajo
futuro, se anadira la opcién de aplicar automaticamenteyel tratamiento hamiltoniano

usual para sistemas regulares.

Falta de cierre del algebra de restricciones. Al calculazs€orchetes de Poisson (o
de Dirac) entre cantidades que deberian anularse (por ejemplo, entxe restricciones),
puede ocurrir que la simplificacién simboélica no las reconozca como cero debido
a su forma algebraica. En tal caso, el programa puede continuar cef dperaciones

innecesarias al tratar expresiones que son, en realidad, nulas.
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8.6. Diagrama de Flujo

8.6.

il N angians Calcular Hossiano
- VV"'n

A

DIAGRAMA DE FLUJO

JW™™ tiene vectores nulos?

[

Sistema regular: Método esta’.nda:}

St

‘ Contraccién de veetores ‘

nulos con gy | S0 =Pn — fula,p) =

Posibles restricciones:

0

/L—{ Formalismo de Dirac-Bergmann

Momentos canénicos

L
Pn = pam = Fn(a,p)

Restricciones primarias
#"(g,p) =0

;Bs posible construir H,

de la forma usual?

L»{ Usar H, definido por el usuario

Hatr:iltox:ig%m(:

He=qP—L
St

‘ Construir Hp = H, + Aa6® }

Construccién de los
corchetes de Dirac (solo 24%)
+ 1'* clase

1ray 9da

Inicio / Fin Ecuaciones de movimiento

Salidas del programa e etz

Proceso

Decisién

#Nuevas restricciones?

Ne

Clasificag restgicciones:
1 clase (C4)s
242 clasef(C),)

Hamiltoniano extendido
Hp = H. + MCa

ond

Construccién de los
corchetes de Dirac

uaciones d
totalmente

1 Qué tipo de sistema es?

iImponer condiciones

de gauge?

Ecuaciones de movimiento
indeterminadas

Figura 8.1: MATLAB program flowchart.
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8.7. Sistemas probados

8.7 SISTEMAS PROBADOS

El programd para teoria de campos, por el momento, se realizd para resolver sistemas
electrodinamiceS,»por lo que todos los casos probados en el codigo pertenecen a dicha
categoria. Actualmente se encuentra optimizado para electrodindmica: los tensores implementados
son los propios de esta teoria —por ejemplo F,,— e incorporan simetrias e identidades
codificadas (antisimetria, ontpacciones con la métrica g,,,, identidades de Bianchi, etcétera.),
lo que permite realizar simplifieaciones automéaticas y obtener expresiones més compactas.
Si bien el programa puede aplicarse a otros tipos de sistemas y producir resultados
correctos, es probable que las exprésiones resultantes sean mas extensas de lo deseable
y que sea necesario introducir manualmente las propiedades tensoriales pertinentes para
lograr simplificaciones equivalentes. Como trabajo futuro, se proyecta generalizar el codigo
para que el usuario pueda definir’sus\propios_ténsores, especificar identidades y reglas de

simplificacién asociadas.
Esta lista recoge sistemas adicionales procesados cof €} codigo:

En el caso puntual, fue posible abordar un mayor nimero dé-sistemas singulares reportados

en la literatura, debido a que son més simples y estan amplidmente documentados:
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A. Artilugios matematicos

Nombre Lagrangiana L

Maxwell con | L(A,) =—-3F"F,, +A,J"
fuente {Maggiore,

2023, Jackson,

1999]

Chern-Simons
|Chern and
Simons, 1974]

L(Ao, Az) = %€0ij(A0Fij + Aj 80AZ) .

Maxwell NC con
proca [Darabi and
Naderi, 2011]

L(AM) = Lyc + %mQ (AZ — QagAa (8514“ + FﬂH)AM)

Cuadro 8.1: Sistemas ¢lectrodinamicos probados en el codigo

Apendice A : Artiligios matematicos

En esta seccion se resumen las propiedades distributivas y de derivacion que se utilizan a

lo largo de la tesis. El objetivo es fijar nomenclatura y zecordar los resultados que permiten

manipular correctamente distribuciones, derivadas funciefiales y corchetes de Poisson en el

contexto de teorias de campos con restricciones.

A.l.

Distribucién delta de Dirac

Sea 6 (x) la delta de Dirac en R™, definida por

[ i) 50 = 1(0)
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A. Artilugios matematicos

Nombre Lagrangiana L

Brown  System | L(z,y,z,h) = %[(.’I? +y+ 27+ (h—9) + (a2 +2y)(x + 212)]
[Brown, 2022]

Compound spring | L(z,y) = Z(i + 9)% + mg (x + y) — %L(f L) - kj(y —1y)?
|Brown, 2023,

Paulin-Fuentes
et al., 2024]

Pendulum  and | L(z,y,0) = % (i‘2 +9 + [2()2) +mi(icosd + §sin0)d — mg (y — lcos0) — k (a2 +y> + d?)
two springs

|Brown, 2023,

Romero Hernandez
et al., 2025]

Masses, springs | L(6,w

and rings ) o, . o
[Browm, 2023, + (z — Reosw)® + (y — Rsinw)? + (x — Rcosv))* + (y — Rsin) ]

=R (2 4 2 %) — %[(1 — Rcos0)® + (y — Rsinf)?

Remero Hernandez
ct algf202§)

Masses, xods, and | L(z,y, 2, h) = %[(%“) + (ﬁ,‘)Z + (:;’h) + (%) } —V(z,y,zh)
springs_|Biown,
2023]

Pairs of pilleysef\ L(z,y,2) = 2= [(2 — 9%+ (§ — 22+ (2 — )°] - =@ —p)* + (y — 2)* + (z — 2)7]
|Romero Herngndes
et al., 2025]

Hyperboloid L(x,y, \), = %(.’i‘2 +9% - 22) — )\("2;’2;2 — 1i2”2 — az)
|Najafizade et al.,
2022

General ~ Conic | L(afy, z) =gm(i® + %) + z(%A;rZ +3By* + Cay + Dz + Ey + F)
system [Barbosa

and Thibes, 2018]

Chern-Simons L(z,y,q)= vg# %B [1(:/ —qr) —y(i + '1'!/)]
quantum
mechanics [Bertin
et al., 2014]

The  Christ-Lee | L(z,y,q) = (" % 0= q(zy — yi) + 1P+ = V(T + 7).
model [Bertin
et al., 2014]

Particle motion | L(n, 6, ¢) = gi]g + 157726-’2 + 4(b+ nsin ﬂ). @ — V(n,0,0)—1(n—a)
on a torus [Gomez
et al., 2024]

A partially | L(z,y) S5(i" # ;7)
integrable
system  [Muslih,
2003]

A completely | L(z,y) = smw (zg —Fy —w (@ + )
integrable

system  [Muslih,
2003]

BAleanu L(z,y, z) =
system [BAleanu
and Giiler, 2001]

7+ 7)) + 32w ) — 2 (e =y ) 1 (7 7).

The L(z,y,\) =
multi-dimensional
rotator  [Rothe

L)+ A @ E+ yg)

and Scholtz,

2003, Bertin et al.,

2008]

Landau L(x,y) =3 [Bxy—iy) — k@ +y7)]

model |Rothe

and Scholtz,

2003, Bertin et al.,

2008

The Giiler’s | L(z,y,2) = 5 &° — % =27+ @+2)y— (r+y+25)
example  [Rabei

and Giiler,

1992, Bertin et al.,

2008]

First-class Ly, 2) =L@+ ) +ij+yg—z—2
Example

|[Nawafleh et al.,

2004]

First-class L(x,y, 2) = (@& + 97 +227) + (& + § — ) + 32”.
Example

2 |Nawafleh

et al., 2004]

Mixed-class L(z,y,z,h) = %(zz + 07+ 2+ B+ dh +gE +ad + %zQ.
Example

|Nawafleh et al.,

2004]

Gauge-system L(z,y) = (@ — 2" (y — ).

Example

|Golovnev, 2023]

The spin | L(w, g,¢) = 2]7{7&&2 + 9% + é(.’f —a?).

one-half particle.
|Deriglazov, 2017

Cuadro 8.2: Sistemas puntuales probados en el cédigo
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A. Artilugios matematicos

1. Imtegral de la delta por una funcién!
/ d"x6™ (x — a) f(x) = f(a). (A.1)
2. Integral de la derivada de la delta (por integracion por partes):

/dnxaxz[d J(x — a)] f(x) = =0, f(a), i=1,...,n. (A.2)

3. Traslado de la derivada_entre argumentos (tutil al variar lagrangianos en teoria
de campos):

0,0 (%~ y) = — 0,0 (x — y). (A.3)

Mas en general, si ¢ : R R es monétena con ceros simples {xy},

B §(z — xy) "(x — )
Aote) = zk: & ()| d Z W T \3 +Z |0/ () *

A.2. Derivadas funcionales

Sea F[p] un funcional de un campo ¢ : R” — R. La derivadafincional de F respecto de

v en el punto x se define como

SFlp]l .. Flp+edpx] — Fly] o
Solx) o - . Opxl(y) = 8" (y —).

Propiedades clave:

Tas pruebas completas pueden consultarse, por ejemplo, en [Sundermeyer, 1982].
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A. Artilugios matematicos

1. Linealidad
oF oG

)
—(aF =a— —. A4
5@(04 + BG) a5¢+65gp (A.4)
2. Regla'del producto
5(F G) OF 0G
= — F—. A.
5o 5o G+ 5o (A.5)

3. Integracion porpartes generalizada si Fp] = [ d”xﬁ(ap, Qﬁp), entonces

OF oL oL
= — — — ). A.
o) Op (%(a@ )) (4.6)
4. Regla de la cadena funciénal.para Fp] = H(G[y]),
OF dH 6G
7 dC o5’ (A7)

A.3. Corchetes de Poisson funcionales

Para un sistema de campos canonicos (¢(x), 7(x)) con elicorchete fundamental {(x), 7(y)} =

5§ (x —y), el corchete de Poisson funcional entre dos fuhcionales F[p, 7| v G|y, 7] se

[ 5F 6G  GF  §G
{E@:/ﬁxgﬂww&>6mwwwﬂ' (A-8)

define por

Propiedades esenciales:

1. Bilinealidad
{aF + G, H} = ofF, H} + B{G, H}. (A.9)

2. Antisimetria

(F,G} = —{G,F}. (A%10)
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A. Artilugios matematicos

3. Identidad de Jacobi

(F{G, HYY + {G,{H,F}} + {H {F,G}} = 0. (A11)

4. Regla de Leibniz
{F,GH} ={F,G}H + G{F,H}. (A.12)

5. Conmutatividad e6n derivadas parciales

[0EYG) = 0,{F,G) = —{F,8,G} (A.13)

Las herramientas anteriores se emplean dé forma reiterada para (i) regularizar integrales
con distribuciones, (ii) derivar ectiaciones de moOvimiento a partir de principios variacionales
y (iii) clasificar y manejar restriccionés)de primeta y segunda clase mediante corchetes de

Poisson y de Dirac.
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B. Guia de Uso del codigo

Apendice B : Guia de Uso del codigo

B.1. solveSingular.m

function [H_eY @llRestrictions, WMatrix, DiracBracketsInd, eqMotion]

SolweSingular (L, H_proposed, gaugeFix, varargin)

Descripcion breve SolveSingular realiza las siguientes tareas:
= Calcula la matriz Hessiana del Lagrangiano.
» Computa los momentos canénicos.

» Determina las restricciones‘primarias de forma estricta (vectores nulos de la

Hessiana).
» Construye el Hamiltonianeseandnico y'el extendido.
= Encuentra las restricciones secundarias.
» Clasifica las restricciones en de primera y de“Segunda clase.
» Calcula (cuando procede) la matriz de Dirac y sts-inversas de bloque.
= Devuelve las ecuaciones de movimiento resultantes.

Argumentos de entrada

Convenciones de entrada

= Nombres de coordenadas y velocidades
Use letras simples para las coordenadas (x, y, z) y anada _dot para denotaf sus

derivadas temporales:
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B. Guia de Uso del codigo

Nombre Tipo Significado
L sym Lagrangiano simbélico L(g;, ;).
H_pxroposed sym (Opcional) conjetura de Hamiltoniano canénico simbolico.
Si se omite, no es requerido y la rutina calcula H.,,
internamente.

gaugeFixs [“cell de sym | (Opcional) arreglo tipo cell con condiciones de gauge
X;j (@, pi,t) = 0. Déjelo vacio para omitir el gauge fixing.

varargin char . .. Lista de coordenadas generalizadas qi,qs,...,qn. Sus
) ) )
momentos canénicos p; se infieren automaticamente como
P

qi*

Cuadre”3: SolveSingular: argumentos de entrada

syms x y z x_dot y_dot” z_dot real

L = 1/2*(x_dot~2 + y_dots2 + z_dot"2) - V(x,y,z);

N

[H_e, phi, W, D, EOM]l,= SolveSingular(L, H_can, {xxy}, 'x', 'y'

Versiones disponibles de solveSingtular

Todas las variantes comparten los mismos{argumentes.de entrada y la misma estructura

de salida; solo difieren en sus algoritmos internos.

solveSingular

La implementacion mas segura y exhaustivamente probada. Aplica el formalismo completo
de Dirac-Bergmann sin atajos algebraicos. Utilice esta variante para ejecuciones de
produccion; ha sido validada en miltiples sistemas de referencia y se considera la mas

robusta.
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solveS8ingularS

Una variante aligerada que simplifica cada restricciéon en cuanto se detecta. Aunque esté
ampliamente.probada, estas simplificaciones no siempre preservan la dindmica correcta.
Ejecute después la version estandar solveSingular y compare salidas para asegurarse de

que los resultados siguen’siendo equivalentes.

solveSingularH

Una version con una rutina mejorada para construir Hamiltonianos. A diferencia de las
otras dos variantes —que solicitan tin Hamiltoniano propuesto por el usuario— esta intenta
construir H.,, automaticamente, receneciendo que pueden existir multiples elecciones
validas. Pruebas preliminares g¢onfirman=¢te produce resultados correctos pero, con
frecuencia, expresiones muy extensas;\por ello, @sese su salida como guia y no necesariamente

como un Hamiltoniano final y amigable para el*uswario.

B.2. Funciones auxiliares

H_singular

function [H_e, allRestrictions] = H_singular (L, H_guess, varargin)

Descripcion breve Construye el Hamiltoniano extendido a partir de ' Tagrangiano
singular. Si H_guess se proporciona, se emplea como punto de partida; en caso¢ontrario,

se intenta deducir el Hamiltoniano canoénico.
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B. Guia de Uso del codigo

Nombre | Tipo | Significado

L sym | Lagrangiano del sistema.

H_guess | sym | (Opcional) conjetura de Hamiltoniano.

varargin | char | Nombres de las coordenadas generalizadas que definen los
momentos canénicos asociados.

Cuadro 4: H_singular: argumentos de entrada

PoissonBrackets

function [PoissonBracket] = PoissonBrackets(F, G, varargin)

Descripcion breve Evalaa el corchete de Poisson {F, G} para expresiones simbdlicas,
asumiendo que todas las variables son'reales y que los pares canonicos (g;, P,,) se infieren a

i

partir de los nombres proporciénados en yarargin.

Nombre | Tipo | Significado

F sym | Primera expresion simbolica.

G sym | Segunda expresion simbolica.

varargin | char | Nombres de las_eoordenadas generalizadas; la funcion
deduce el momento’canonicoeorrespondiente Fy,.

Cuadro 5: PoissonBrackets: argumentos'de entrada

Nombre Tipo | Significado

PoissonBracket | sym | Expresion simbolica del corchete de/Poisson {F,G}.

Cuadro 6: PoissonBrackets: salida

calculateWMatrix

function [WMatrix, WMatrixInv, NewRestrictions,

FirtsClassRestrictions, SecondClassRestrictions]

N

= calculateWMatrix(allRestrictions, varargin)
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B. Guia de Uso del codigo

Descripcion breve Dada la coleccion de restricciones, construye la matriz W (de

corchetessde Poisson entre restricciones), identifica las de primera y segunda clase, y calcula

(si es posible)-a inversa por bloques necesaria para los corchetes de Dirac.

Nombre

Tipo

Significado

allRestrictions |scell/sym

Conjunto de restricciones del sistema.

varargin char Lista de nombres de coordenadas para inferir pares
canonicos.
Cuadrof7:)calculateWMatrix: argumentos de entrada
Nombre Tipo Significado
WMatrix sym, num | Bloques de la matriz W de corchetes entre restricciones.
WMatrixInv sym Y afum | Inversa (cuando existe) de la parte relevante de W.
NewRestrictions cell Restricciones nuevas/derivadas.
FirtsClassRestrictions cell Restricciones de primera clase.
SecondClassRestrictions cell Restricciones de segunda clase.

DiracBrackets

Cuadro 8fcalculateWMatrix: salidas

function [DiracBracket]

= DiracBrackets(q_i,sPyvj, phi, Minv,

varargin)

Descripcion breve Calcula el corchete de Dirac {¢;, P;}p. Si no se proporciona una

inversa valida M ~! del bloque de restricciones de segunda clase, devuelye el corchete de

Poisson estéandar.

s Si M~! esta disponible y es numéricamente estable, aplica

{a P} = {4 P} =) {a 0} My {0, P}},
a,b

110




CAPITULO 8. Codigo MATLAB
B. Guia de Uso del codigo

usando el conjunto de restricciones de segunda clase ¢,.

= T6das las derivadas intermedias se calculan con PoissonBrackets; cada simbolo se

trata como real para evitar conjugados complejos no deseados.

Nombre Tipo Significado

gq_i sym Coordenada cuyo corchete de Dirac se desea.

P_j sym Momento canénico a emparejar con q_i.

phi sym vectoro cell | Coleccion de restricciones de segunda clase ¢g.

Minv sym o numiérico | Inversa del bloque de la matriz de restricciones My, =
{ba, ®p}. Si falta, es singular o no finita, solo se devuelve
el corchete de Poisson.

varargin char Nombres de coordenadas para inferir pares candnicos.

Cuadro 9: DiraeBrackets: argumentos de entrada

Nombre Tipo | Significado

DiracBracket | sym | Expresion simbélica del corchete de Dirac {g;, P;}p (o el
corchiéte de Poisson si M ! no esta disponible).

Cuadro 10:/DiracBrackets: salida
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C. Aplicacion del codigo de Matlab

Apendice C : Aplicacion del codigo de Matlab

Como se expligdien la seccidon anterior, el programa para resolver el sistema de electrodindmica
no conmutativd toma como base la infraestructura desarrollada para sistemas puntuales.
En particular, extiende dicha base y sustituye —cuando es necesario— ciertas funciones
nativas de MATLAB por implementaciones propias que habilitan el célculo tensorial con

manejo explicito de indicdes y7el calculo funcional.

En las teorias de campo, las expresiones intermedias y finales resultan extremadamente
extensas y complejas, por lo quefsureproduccion integra en el cuerpo del manuscrito no es
practica. Por consiguiente, a efectos expesitivos, los ejemplos aplicados que se presentan en

esta seccion se muestran sobre sistemas puntuales.

El contenido de los recuadros grises corresponde a las entradas en el MATLAB Live Script,
mientras que el resto muestra la salida generada attoméaticamente por el codigo (algunas

salidas se omitieron por su extension). En~estos bloques basta con:

1. Definir las expresiones simbolicas (declatadas con(syms) que componen el lagrangiano

L del sistema.
2. Aplicar la funciéon solveSingular junto con las coordenadas candnicas correspondientes.

De este modo, el programa implementa el formalismo de restricciones{de Dirac y determina

automéaticamente la dindmica completa del sistema.

clear

syms x y x_dot y_dot lambda m a_y Omega omega a_x e u real
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= _(1/2)*m* (x_dot~2 + y_dot~2)
+ 1@;*(@ - a_y)~2 + Omega*x~2 - 2x(omega)*x + a_x"2 - u~2%e~2)

L

2 -2

L = /\(arﬁayQ—Qayy—62u2+9x2—2wx+y2)+M
3,

[HH, R, WW, DB] ;$lveSingular(L,'x', 'y', 'lambda');

<,
.

X

m 0 0
0 m O ;_;

Hessian determinant: O 6

Hessian matrix:

Hessian is singular. )
--- Canonical momenta P_i --- @ ;

P,=mzx

113



CAPITULO 8. Codigo MATLAB
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7
DR
d}s
Null vector: O

N

%

! @/&
| | <
Primary constraints: @‘ —y
O

Py, =

jen)

Q¢
+. %

P, O 60

Canonical Hamiltonian obtained: @
P 2 ; 2
x

P, 62
—)\(axz—l—ayz—Qayy—equ—l—sz—2wx+y2)— Y

m QmA

--- All constraints --- 6
Constraint 1: ;m

.
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CAPITULO 8. Codigo MATLAB
C. Aplicacion del codigo de Matlab

G
%

Constrai :
0
)
P
axQ—l-ay?—QayQ2u2+Qx2—2wx+y2
%

2(Pyay+wa—Pyy—QPm®\
m \

Constraint 3:

- o 7@
onoraint 4 +. &
oQNz;

2(2)\mQ2x2+QPx2—4)\mex—|— A —4)\mayy—|—2)\mw2—|—2)\my2)

m2

Initial W matrix: o,
Ko
c?d‘
Q
Q
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CAPITULO 8. Codigo MATLAB
C. Aplicacion del codigo de Matlab

0 0 0 -0
. 8(—Pe2 Q24+ PrwQ+Pyay—Pyy)
0 oL - 2
0 09
Q2+ Py w Q-I—Py ay—Py y)

—09 0

&S‘ .

P
where O
>

4 <92 x2—2 wa+ay2—29 y+w2+y2>

2

8 (—2)\m93 22402 PZ2+4Q wx—2 AmQuw?+Py2—2Amay?+4 A may, y—2 /\my2>
ms

Null vectors of W:
0 S‘
Null vectors empty/trivial - or@al C aints are kept.

Second-class constraints: O o
P Q

a;+a,?—2a,y — v+ Qa? — 2w + y? O

_ 2(Pyay+Prw—Pyy—QPF; x) < a

m

2 (2/\mQ2 224Q P24 Am Qua+Py2+2 Amay?—4 Amay y+2)\mw2+2)\my2>
2

m

Degrees of freedom: 1

Inverse of the W matrix:

6%
O
Q
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CAPITULO 8. Codigo MATLAB
C. Aplicacion del codigo de Matlab

o
s
N

3k

\)
o
|
3le
o o

]
[ew]

where O

_ —2am Q322402 ;z2+4/)}nQZwx—ZAme2+Py2—2)\may2+4)\may y—2Amy?
01 = [ 2mog?

-
Py Q2+ P, wQ+ Py ay—%
O = 2032

0‘3:921‘2—29&)1}-1- 2ayyw2+y2

Equations of motion (Poisson, eé&nded tonian):
\dot{x} = O
: %)
Pm+4QP,us —2mwus+2Qmusx Q

" X

\dot{y} = %

Pom+4P,uy —2a, mus +2musy O

& O
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CAPITULO 8. Codigo MATLAB
C. Aplicacion del codigo de Matlab

<,
Uy d\/‘
K
\dot{P_x} = O(/
' <.
S

2(QPuz+Amw —4Q) Uy QA M T + 40 Ny )

\dot{P_y} = -*;‘ Q‘

m

2(Pyus+ayAm —4ay Aug — Amy +*4 X uqgy) %

\dot{P_lambda} = A
4w (P2’ -2Qwa +a)” —2a,y + W' +y°) 6@
m
S
Q
O

.
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CAPITULO 8. Codigo MATLAB
C. Aplicacion del codigo de Matlab

onstraints are SECOND class.

Show1n onical Dirac brackets

{x, la.mb&
S
(ay, —y) (wa%ay —QP,x+QP,y)

m(Q2x2—Qwa\@—2ayy+w2+y2)2

{x, P_x}_.D = %/“
o ®

Q2x2—2wa+ay 2 —|—w2‘—|— -
{x, P_y}.D = /‘ (é
B (w—Q2)(2a,—2y) . o
22222 -2Qwa + a2 —2a,y + w? + y?) @

{y, lambda}_D = O’

-

(w=Qz)(Pw—=QPa, - QP+ QP y)

RPN <>>
m (222 - 20wz + a2 — 2a,y + w? + y2)° 6

{y, P_x}_D =
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CAPITULO 8. Codigo MATLAB
C. Aplicacion del codigo de Matlab

C (2w —201) (ay —y)

@2 2 =2Quwx+a,?—2a,y + w?+y?)

A
{P_x, P_y}_D = Q

Pyw—QP,a,—QP,z+9Q

D22 —-2Qwz + a,? —2(@@ Y2

Zero Dirac brackets:

(‘-

/‘ S )
{x, y}, {x, P_lambda}, {y, P_la.@aa}, ﬁa P_lambda}, {P_x, P_lambda},
P_y, P_lambd o
0.3, -sema : o;
Reduced Hamiltonian: Q

P? P’ -P/} ®
m 2m

Equations of motion (Dirac, all constraints): O

\dot{x} = O
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CAPITULO 8. Codigo MATLAB
C. Aplicacion del codigo de Matlab

C

Q&f—‘y) (Pyay, — Pyw— P,y+QP,x)

m ( f—Qwa+ay2—2ayy+w2+y2)

B (w—Qz) (Pyay — B w— Poy+QP,x)
m(Q2x2—2wa+a62ayy+w2+y2)

-

®
\dot{P_x} = @‘-\ _7

Py(wa—Qany—QPny#‘y) (é‘
m(Q%c?—Qwa-l—ay?—Zayy-l-Oyz) 6

O o
\dot{P_y} = (9

B P, (Pyjw—QP,a,— QP2+ QP,y) A
m(Q?2? —2Qwz+a,? —2a,y + w? + y?)

>
6%
Q
O

\dot{P_lambda} =

0 .
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