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Capitulo“1

PROTOCOLODE INVESTIGACION

Titulo de la tesis:

Funtores representables y problemas moduli

Resumen: En este trabajo se estudia la relaciéh que hay entre los funtores representables y los
problemas moduli. El resultado principal presentado en estatesis es que el funtor Grassmanniano

esta representado por un esquema.

Abstract: In this work we study the relation between representabl€ functors and moduli problems.

The main result in this thesis is that the Grassmann’s functor is represented by a scheme.

Palabras clave: Teoria de categorias, problema moduli, funtor representable, espacio moduli, fun-

tor de Grassmann.

1.1. Introduccion

Un problema comin en matemadticas es el de clasificar objetos de acuerdo a una propiedad de
interés, para esto, dicha propiedad se suele plasmar como una relacién de equivalencia entrelos

objetos. Por ejemplo, podemos suponer que estamos estudiando el conjunto de R-espacios vec-
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Capitulo 1. PROTOCOLO DE INVESTIGACION

torialessde dimension finita, al cual vamos a denotar por A. Asi, en este conjunto tendriamos a
R3, R40: Mat,»»(R) (el espacio vectorial de las matrices de dimensién n x m con entradas en
los niimeros reales), etc. La dimension de los espacios vectoriales es una caracteristica de interés,
asi que vamos“a clasificar a los elementos del conjunto de acuerdo a esto: definimos una relacién
de equivalencia €n.A-conforme a dicha propiedad: como dos espacios vectoriales (de dimension
finita y sobre el mismo campo) son ismorfos si y solo si tienen la misma dimension, entonces de-
cimos que dos espacios(vectoriales son equivalentes si son isomorfos entre si, de manera que las
clases de equivalencia son‘clases de isomorfismos. Observamos que a cada clase de equivalencia
le corresponde a un nimero hatural: la dimensién de los espacios vectoriales en dicha clase de

isomorfismo.

En este sentido, podemos pensar a No=NU{0} como un conjunto de pardmetros para las clases de
isomorfismo de espacios vectoriales de dimension finita. Pero no solamente queremos un conjunto
de pardmetros, queremos un conjunto equipade con la misma estructura de los objetos que estda
parametrizando. Sin embargo, estofio’ocurrre, ya-que Ny no cuenta con una estructura de espacio

vectorial que sea compatible con la asignacion de‘un'numero n con su clase de isomorfismo.

Si generalizamos y en lugar de considerarel*eonjunte’de espacios vectoriales de dimensién finita
sobre R consideramos una categoria arbitraria®@’y surgeentences la siguiente pregunta: ;bajo qué
condiciones podemos pensar al conjunto de clases'de equivalencia como un objeto en dicha ca-
tegoria? La formalizacion de esta pregunta conduce a los conceptos de funtores representables y

espacios de moduli.

La primera teoria que abordaremos sera la de categorias, desarollada por Samuel Eilenberg y Saun-
ders Mac Lane en su libro ’Categories for the Working Mathematician’ [Mac13|\ Esta teoria pre-
tende dar una mirada panordmica de las matemadticas. En este trabajo nos centraremos, principal-
mente, en dos conceptos: el de transformacidn natural y funtor representable y en'un resultado: el
lema de Yoneda. Los funtores representables son los funtores que son como el funtor d€'morfismos
Mor(—,X), mientras que el lema de Yoneda nos dice cudntas transformaciones naturalesshay.entre

un funtor .# : o/ — Set y el funtor Mor(—, X ). La bibliografia principal es [Fan05, Leil4].

Luego viene la teoria de moduli, la cual trata sobre problemas de clasificacion. Introduciremos la

definicién de problema moduli y de espacio moduli fino y grueso (los cuales son las soluciones
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1.2. Marco Teorico

de un problema moduli). Veremos, también, que no todo problema moduli tiene solucién. Ademads
expondrémes la relacién que hay entre los funtores representables y la teoria moduli, con lo cual
podemos ptobar algunas cosas, como que un espacio moduli, si existe, es Gnico (salvo isomorfis-
mo). La fuentesobre la teoria de los problemas moduli utilizada en este trabajo es principalmente
la que expone PeterNewstead en [New’/8], aunque también consideramos un trabajo mas reciente,
el de Victoria Hoskins [Hos15]].

Finalmente, para poder ‘desatrollar el primer ejemplo de problema moduli tendremos que utilizar
los haces vectoriales, para le.€ual consultamos [Hus66]] y [HatO3]. Mientras que para nuestro ejem-
plo principal, el del funtor de Grassmann, habremos de introducir gavillas y esquemas, conceptos
basicos en la moderna teoria de la Ge€ometria Algebraica desarrollada por Alexander Grothendieck;
en este caso la bibliografia principal eS'ellibro de Robin Hartshorne [Harl3]], aunque también utili-
zaremos [[Vak17] y [EisO0]. Para la demostracion de la representabilidad del funtor consultaremos
el trabajo de Johan de Jong et al. [SP23]].

La estructura de la tesis es como sigug: en el capitulo [2| desarrollamos la teoria de categorias rele-
vante para nuestro trabajo, introducimosA0shaces yvectoriales y las gavillas. Después hablamos de
esquemas y de gavillas de médulos. En el eapitulo 3] introducimos los conceptos que dan el nombre
a nuestra tesis: los funtores representables y logproblemas'moduli. Ademds presentamos y discuti-
mos un resultado fundamental en la teoria de categorias: el Eema de Yoneda. Posteriormente, en el
capitulo ] presentamos dos ejemplos de problemas moduli constsolucion: el de clasificacién de
endomorfismos de espacios vectoriales y el de clasificacion de subespacios de un espacio vectorial,

es aqui donde utilizamos lo visto en los capitulos 2|y

Por dltimo, tenemos los capitulos [I] y [5} que estdn relacionados con la metodologia de la investi-
gacion utilizada para esta tesis; se presentan cosas como la hipétesis de investigacion, pregunta de

investigacion, discusiones, etc.

1.2. Marco Teorico

En esta seccion proporcionamos un resumen del marco tedrico pues la desarrollaremos en su tota-

lidad en los capitulos 2 y 3.
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Capitulo 1. PROTOCOLO DE INVESTIGACION

La teoria dé-categorias, desarollada por Samuel Eilenberg y Saunders Mac Lane en su libro “Ca-
tegories for the Working Mathematician™ [Mac13]] nos proporciona una mirada panordmica de las
matematicas. Los-erigenes de esta teoria pueden rastrearse hasta el afio 1942, cuando Eilenberg,
que estaba interesadoten calcular grupos de homologia, cohomologia y homotopia, not6 similitu-
des con las investigaciones de Mac Lane, las cuales estaban relacionadas con las extensiones de
grupos. La investigacion.detales coincidencias los llevé a las nociones de funtor y de transforma-

cion natural [Mar006].

La teoria de categorias nos servird’con un doble propdsito: serd el lenguaje en el cual nos expre-
saremos (e.g. un espacio moduli fino.esuin par que consta de una transformacion natural y de un
objeto que representa a cierto funtor), pere’también nos servird para demostrar resultados a partir
de hechos categéricos (e.g. un objeto univsersades Gnico salvo isomorfismo, lo cual demuestra que

un espacio moduli fino es tinico).

La teoria de moduli trata sobre problemas de€ clasificacion. Tiene sus origenes en los trabajos de
Bernhard Riemann sobre las (ahora llamadas) superfici€s.de Riemann, concretamente, en su ar-
ticulo de 1857 The theory of Abelian functions,\en’donde intfoduce el problema de clasificacion
birracional de curvas algebraicas planas. No obstante, la formulacion precisa de problemas mo-
duli vino alrededor de un siglo después, en los trabajos de Alexander-Grothendieck, quien defini6
los problemas moduli utilizando el recientemente desarrollado lenguaje_de categorias [J115]. La
fuente sobre la teoria de los problemas moduli utilizada en este trabajo#€ssprincipalmente la que
expone Peter Newstead en [New7/8]], aunque también consideramos un trabajo mids reciente, el de

Victoria Hoskins [Hos15]].

También aparece en este trabajo teoria de Geometria Algebraica, particularmente la relacionada
con gavillas y esquemas. Las gavillas tienen sus origenes en el estudio de las cadenas de‘conple-
jos, un area de la topologia algebraica y es aceptado que fue J. Leray quien inventé las gayillas,
en un articulo que data de 1945. Sin embargo, en dicho articulo, no se menciona la palabra gavi-

lla, sino que aparece la nocién de “complejo concreto” (concrete complex). En poco mds de una
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1.3. Justificacion

décadasla nocion fue refinada por H. Cartan y fue R. Godement en un trabajo de 1958 quien es-
tandarizé las_definiciones utilizando la teoria de categorias (e.g. definié una pregavilla como un

funtor contravariante) [Gray06].

El concepto de gavilla trascendio la topologia algebraica, llegando a ser un concepto bésico en
Geometria Algebraica, netesario incluso para definir los esquemas. La nocién de esquema, que
desarrollaron Grothendieck'y sus colaboradores (aunque fue C. Chevalley quién acuiid el término)
logra generalizar la idea de-yariedad (algebraica) y unifica la geometria algebraica con la teoria de

numeros. [Carl5, [EisO0].

Los esquemas, como veremos, consiSten de un espacio topoldgico junto con una estructura de
gavilla y gracias a esta ultima podremos_probar las propiedades locales necesarias (enunciadas
en el Criterio de los Esquemas, véase el Cap.n4). Particularmente, probaremos que el funtor de
Grassmann esté representado localmente por esquemas afines, y gracias a la propiedad de pegado

que tienen las gavillas, concluiremos queel funtofr de' Grassmann es representable.

1.3. Justificacion

Para clasificar objetos en Geometria Algebraica surge el concepto.de espacio moduli fino, el cual
estd basado en definiciones de la teoria de categorias: funtor, funtet representable, transformacio-

nes naturales, morfismos, etc.

La justificacién para estudiar los espacios moduli es que es una teoria conveniente para resolver
problemas de clasificacién debido a que permiten usar las herramientas de la categoria especifica
en la cual se estd trabajando. En consecuencia, como la defincion de espacio moduli fino esté ba-

sada en términos de la teoria de categorias, es necesario realizar un estudio de ésta [New78].

Por otra parte, en este trabajo se pretende explicar las definiciones relacionadas con espacios mo-
duli, asi como desarrollar ejemplos que se encuentran en la literatura, de manera que este trabajo

puede servir como una fuente mds accesible para abordar este tema.
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Capitulo 1. PROTOCOLO DE INVESTIGACION

1.4. Pregunta de investigacion

Un espaciomoduli fino es la solucidn ideal para un problema moduli, sin embargo, la mayoria de
las veces no es_pesible tenerlo. Es por ello que nos preguntamos bajo qué condiciones un funtor
F . Sch — Set esrepresentable. Siendo que el funtor de Grassmann va de la categoria de esquemas
a la de conjuntos, nos preguntamos entonces el funtor de Grassmann cumple las condiciones para

ser representable?

1.5. Hipdtesis o supuesto

La definicion de funtor representable €std dada en términos bastante generales, por lo que es dificil
dar criterios de representabilidad para funteres arbitrarios. No obstante, si restringimos nuestro
estudio a una categoria en particular, podemeos.utilizar hechos de ésta para encontrar algin criterio.
Esto es posible cuando considerames Ja categoria.de esquemas. Por lo que partimos de la hipétesis
de que el funtor de Grassmann, Sch — Sétryque e$ un funtor contravariante, esta representado por

un esquema.

1.6. Objetivos

1.6.1. Objetivo general.

1. Presentar ejemplos de problemas de clasificacion que puedan planiearse mediante un funtor

representable, en particular, el del funtor Grassmanniano.

1.6.2. Objetivos especificos.

1. Estudiar la teoria relativa a categorias y funtores.
2. Comprender la categoria de transformaciones naturales y el Lema de Yoneda.

3. Analizar la nocién de funtor representable y presentar ejemplos de los mismos.

13



1.7. Metodologia

4. Estudiar la teoria de problemas de moduli en Geometria Algebraica y presentar un ejemplo

de“espacio moduli fino que se encuentre en la literatura.

1.7. Metodelogia

La tesis es de tipo cualitativo, mds especificamente, es una investigacién documental. El objetivo
principal es mostrar queel funhtor de Grassman es un ejemplo de espacio moduli fino, por lo tanto,
habremos de consultar bibliografia acerca de los problemas moduli, lo cual nos lleva a estudiar la
teoria de categorias (el lenguaje’que se propone para la teoria de moduli); ademds de informacién

acerca de las gavillas y los esquemas.
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Capitulo 2

PRELIMINARES

La teoria de categorias nos da una mirada‘panordmica de las matemaéticas, permitiendo asi estable-
cer puentes (funtores) entre distintas dreas /de las matematicas (categorias). Mds adelante en este
trabajo nos interesaremos en relacionar la categoria de esquemas con la categoria de conjuntos.
Ademas, el lenguaje de las categorias nos permitesfesaltar caracteristicas comunes que se compar-
ten en diferentes ramas de las matematicas.

Por otra parte, se introducird la nocién de gavilla, que de alguna”manera nos permite ordenar o
parametrizar cierto conjunto de estructuras. Este concepto de gavilla nos llevara al de esquema,
que puede entenderse como una generalizacion del espacio de ceros de un¢sistema de ecuaciones
polinémicas.

En la primera seccién de este capitulo introduciremos las nociones bésicas de la teeria de catego-
rias, siguiendo principalmente el trabajo de [Le114], pero también [Mac13]. Posteriormente habla-
remos de la categoria de haces vectoriales sobre una base B, en donde la bibliografia ¢onsultada es
[Hus66] y [HatO3]]. Finalmente presentaremos las nociones de gavillas y esquemas, con un‘peco de
énfasis en las gavillas de Os-mddulos. La bibliografia de este seccion es, principalmente, [Har13],
que es un texto estdndar en Geometria Algebraica. También se consultaron [Eis00], [Vak17] y se

presentan algunos resultados de [SP23]].
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2.1. Conceptos basicos de Teoria de Categorias y algunos ejemplos

2.1. .Conceptos basicos de Teoria de Categorias y algunos ejem-

plos

Comenzaremos esta seccion introduciendo el concepto de categoria:
Definicion 2.1 Una categoria </ consta de

i) una clase ob(</") de‘objetos en o/ ;

ii) para cada par de objetosA, B existe un conjunto Mor s (A, B) (también denotado por Mor(A, B),

si no hay riesgo de confusion) de morfismos que van de A a B;

iii) para objetos A,B,C en la categbria existe una funcion

Mor (B, Cy">»Mor,(A,B) — Mor(A,C)
(85 = gof,

que es llamada composicion de’morfismos;

iv) para cada objeto A existe un elemento 14 endor,(A,A), que es llamado morfismo identi-

dad en A.
Las funciones composicion y los morfismos identidad satisfacen los siguientes axiomas:

a) asociatividad de la composicion: para cada f € Mor .;(A¢B), g € Mor/(B,C) y h € Mor(C,D)

tenemos
(hog)of=ho(gof);
b) ley de identidad: para cada f € Mor (A, B) tenemos
fola=f=1pof.
c¢) Los conjuntos Mor(A, B) son disjuntos por pares.

Para mayor facilidad, también podemos escribir a una categoria .«/ como una cuddrupla o/ =
(ob(7),Mor,, 1,0), donde ob(.27) son los objetos de la categoria, Mor, son los morfismos-entre
los objetos, 1 son los morfismos identidad y o las funciones composicién. El concepto de categotia
es bastante general, de manera que existen numerosos ejemplos de objetos matemdticos que Son

categorias. A continuaciéon damos algunos:
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Capitulo 2. PRELIMINARES

Ejemplo2.1 1) Categoria Set: La coleccion de conjuntos y las funciones entre ellos son una
categoria. En efecto: en esta categoria los objetos son los conjuntos y los morfismos son
las fiingiones. La composicion de morfismos es la composicion usual de funciones, la cual
satisface”la ley de asociatividad. Por ultimo, para todo conjunto X existe una funcion f que
va de X en X definida por f(x) = x (que es llamada funcion identidad). Esta funcion cumple

con la ley de laidentidad de la definicion de categoria.

2) Categoria Veck: Elconjunto de espacios vectoriales sobre un campo K con las transforma-
ciones lineales forman gina eategoria, la composicion de morfismos es la composicion usual

de transformaciones lineales y'el morfismo identidad es la transformacion lineal identidad.

3) Categoria Ring: La coleccion de anillos con los homomorfismos, la composicion de homo-
morfismos (que es la composiciowusual de funciones) y el homomorfismo identidad confor-

man esta categoria.
4) Categoria Topx: Sea X un espdciostopolégico. Los componentes de esta categoria son:

i) Los abiertos de la topologia‘serdn los objétos de la categoria.

ii) Si Uy,Uj son abiertos en X talesique .Uy C Uy entonces se define la funcion inclusion
i : Uy — U) con regla de correspondernicia i(x)= x, para todo x € Uy, las funciones

inclusion serdn los morfismos de la categoria.
iii) La composicion de los morfismos es la composicion usual de funciones.

iv) El morfismo identidad es la funcion identidad I : Uy — Up.

Definicion 2.2 Diremos que una categoria </ es una subcategoria de unacategoria 9 siempre

que se satisfagan las siguientes condiciones:
1. ob(&f) C ob(A);
2. para cada A,A" € ob(</), Mor;(A,A") C Morg(A,A");
3. para cada A € ob(), la identidad 14 € Mor/(A,A) coincide con 14 en Mor z(A,A).

4. la regla de composicion en <f es la restriccion en los morfismos de <7 de la composicion' en

B.
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2.1. Conceptos basicos de Teoria de Categorias y algunos ejemplos

Si ademds, para cada A,A’ € ob() se tiene la igualdad
Mor,,(A,A’) = Morz(A,A),
se dird que </ eswina subcategoria completa de 4.

En teoria de grupos‘podemos decir cudndo dos grupos son isomorfos, y lo mismo para espacios

vectoriales y anillos, etc. Luego, es pertinente que tengamos la siguiente:

Definicion 2.3 Un morfismo'f : A’— B en la categoria </ es un isomorfismo si existe un morfismo

g:B—Atalquegof=1,y fog=lp.

Al morfismo g le llamamos el (morfisp10), inverso de f. Decimos que es “el”, porque es el tnico
morfismo. Para mostrarlo, supongamos que, f : A — B es un isomorfismo, y que por lo tanto existe
un morfismo g : B — A, tal que go f =14 y'qué fog = 1p. Supongamos que existe g’ que también
cumple con que g’ o f = 14y fog ZdgrLueg0; por la ley de la identidad tenemos 140g = g, lo
cual implica que

g'oflbgs140g=¢:

Pero también fog=1py g olp =g, entonces
g=gofog=golp=g¢"

El siguiente es un ejemplo relacionado con isomorfismos y que ademds es diferente a los dados an-
teriormente pues muestra que no solamente podemos definir una categoria.apartir de una coleccién

de objetos con estructura.

Ejemplo 2.2 Supongamos que </ es una categoria que consta de un solo objeto)yA, y que todos
sus morfismos son isomorfismos. Afirmamos que la funcion asociatividad de la categoria <7, que
denotamos por o, y los morfismos de A en A, que denotamos por Mor(A,A) forman un grupo cuyo
conjunto subyacente es Mor(A,A) bajo la operacion o.

El elemento neutro serd el morfismo 14, ya que para todo f € Mor(A,A) se cumple

lpof=foly=1f.
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Por otra’ parte, estamos tomando como hipdtesis que todos los morfismos son isomorfismos, de

manera quedado f € Mor(A,A) existe un g € Mor(A,A) tal que
fog=1la=gof.
Por iiltimo, como % es una categoria, se cumple de manera axiomdtica que
(fog)og=fol(goh),

para todo f,g,h € Mor(A{A)s
Con ello hemos probado questina, categoria con un solo elemento y cuyos morfismos son todos

isomorfismos tiene una estructura de grupo.

Una vez que tenemos definidas las eategerias, el siguiente paso consiste en decir cudles van a ser

los puentes entre ellas y qué propiedadesdeben cumplir.
Definicion 2.4 Sean o/ y % categorias. Un funtor covariante .7 : of — 9B consiste de
1. una asignacion
ob(«7) & ob(4A),
dada por A — Z (A),
2. para A,A’ objetos de </, una funcion
Mor ., (A,A") — Morz (.7 (A) & A)),
definida por f — F(f), que satisface los siguientes axiomasg

s 7 "o = "\ o F siempre que A —)f A/ —>f A” erfenezca a D(Z{;

Definicion 2.5 Dada una categoria o/ = (ob,Mor ., 1,0), definimos la categorig-Opuesta, </°? =

(ob(.e?),Mor yop, 1,0°P), en donde

Mor ;o0 (A, B) = Mor ./ (B,A)

goPf=fog.

Observemos que 14 en </°P coincide con 14 en 7.

19



2.1. Conceptos basicos de Teoria de Categorias y algunos ejemplos

Definicién 2.6 Sean </ y 9 categorias. Un funtor contravariante % de </ a A es un funtor
F AP — B.

Lo que nos dice eSfa definicidn es que un funtor contravariante cambia la direccion de las flechas”,
en el sentido de que i tenemos un morfismo f : A — B, al aplicar el funtor contravariante .%

tendremos .Z (f) : F(BY — Z (A) y F(fog) = F(g) o Z(f).

Ejemplo 2.3 Considerar laséategoria Topy y la categoria Ring de anillos. Vamos a construir
un funtor contravariante ¥ Topx — Ring de la siguiente forma: a cada objeto U de Topyx le
asignard el anillo de funciones continuas definidas en U con valores en R, que denotamos por
Z (U). Los morfismos de la categoriaTopx son las funciones inclusion, por supuesto, siempre
que un conjunto esté contenido en el ofro. Luego, si U,V son objetos de Topx tales que U C V' y

wy : U —V, entonces el funtor F manda el morfismo 1 al homomorfismo de anillos
Fwy=w F(V/— ZF(U)
[ S flo

donde f|y es la restriccion de la funcion f eft U.

Observemos que tanto ¥ (lyw o lyy) como F (lyw) o F (W) van de F (W) en F (U), siempre

que U CV CW. Ademds, si f € F (W), tenemos

F(wwowy)(f)=flu
= (fIv)lw

=[F(ww)o F (wy)|(f)-

Por lo tanto, F (tywolyy) = -F (lyw) o.Z (l,v). Ahora notemos que 1y y = 1y, y5iyf € F(U),

entonces F (wu)(f) = flu = f, por lo que 7 (W y)F (1v) = 1 z(v)-

Con esto concluimos que .F : Topx — Ring es un funtor contravariante (los funtores contravarian-
tes también son conocidos como pregavillas, en particular, este funtor es la pregavilla de anillos

de funciones continuas sobre R).
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Ya tenemos la manera de comunicar categorias. Ahora, aunque parezca una exageracion, podemos

girar mas lastuerca y dar una ”funcién” entre funtores.

Definicion 2.7/ Sean <7, B categorias y F,G funtores covariantes de </ en 9. Una transforma-

cion natural T :'F\~ G es una familia
(F(A) 5 G(A))acr

de morfismos en B tales quie.para cada morfismo A L) A’ en o el siguiente diagrama conmuta:

F(A) —2 G(A)
|F) |6 .1)
E[A)) —2 G(A")

Los morfismos T4 son los componentes dé <.
Ejemplo 2.4 Si B L> C es un morfismo en unag categoria </, entonces
oy
Mor /(¢ +) —-"Met (B, ),

definido por t(g) = go f es una transformacionynaturat:

Se tiene que probar que si A i) A es un morfismo en </, entonces el diagrama

Mor(C,A) —*+ Mor(B,A)
lMor(C,h) lMor(&h) (2.2)
Teal
Mor(C,A) —* Mor(B,A’)

conmuta. Esto se reduce a demostrar la siguiente igualdad:
T4 p oMor(C,h) = Mor(B,h) o Ty 4.

Esto es,
(7f,0oMor(C, h))(g) = (Mor(B,h) o T7.4)(g),

para todo g € Mor(C,A), y esto es lo que vamos a demostrar.
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Tengameos presente que h:A — D, f :B—CYy

Mor(C,h) : Mor(C,A) — Mor(C,D)
g — hog.
Sea g € Mor(C,A)! Entonces
T oMor(C, h)(g) = 7¢(Mor(C, 1)(g))
=Tr(hog)
— (hog)of.

Por otra parte,

(Mor(B, k) 0%)(g) = Mor(B,)(7/(g))

= Mor(B, h)(g© f)

=ho(gof).

Que era lo que se queria demostrar.

Si las funciones componentes de una transformacion natural son todas isomorfismos, entonces la

transformacion natural recibird un nombre especial;

Definicion 2.8 Sean <7, % categorias, F,G funtores entre ellas y F. % G una transformacion na-

tural. Si los componentes T de la transformacion natural son isomeifismos, entonces se dird que

T es un isomorfismo natural y que F, G son naturalmente isomorfos.

El siguiente objeto que introduciremos es el pullback (realmente es un objeto’con dos morfismos),

que puede o no existir en una categoria, pero que de existir, es tnico salvo isomorfismo [Leil4].

Este objeto nos interesa porque existe en la categoria de haces vectoriales sobre una‘base By en la

categoria de esquemas de las cuales hablaremos mas adelante.

Definicion 2.9 ([Leil4|]) Consideremos una categoria € y dos morfismos en ella:

|

X 257

~
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Un pullback o producto fibrado de este diagrama es un objeto P en € junto con morfismos

p1: P —Xa pr: P—Y que hacen conmutar el diagrama

p-.y

o

X 2 Z,
y que ademds tienen‘la propiedad de que para cualquier diagrama conmutativo en €,

ALY

b

X —— 7z,
existe un tinico morfismo f : A — P tal que el diagrama

A

f2
N
fi P P2 X
J/PI zl
YeE,z

es conmutativo.

2.2. Haces vectoriales

En este apartado vamos a hablar sobre los haces vectoriales. EL.objetivo es presentar la cate-
goria de haces vectoriales sobre una base B, a la que denotaremosgpor VBp y definir el funtor
f* 1 VBg, — VBp,, pero primero hablaremos de los fibrados en general. Construiremos la catego-
ria Bunp de haces sobre una base B y el funtor f* : Bung, — Bungp,; serd en‘esta tltima categoria

en donde haremos las cuentas.

Las referencias para esta seccion son [HatO3l] y [Hus66].

Definicion 2.10 Un fibrado & es una tripleta (E, p,B), donde p : E — B es una funcion-¢ontinua
entre espacios topologicos. Al espacio B se le llama espacio base, a E el espacio total y a)la
funcion p se le denomina la proyeccion del haz. Para cada b € B, al espacio E, = p~! (D) sé le

llama la fibra del haz sobre b.
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A partiz<de esta definicidén, podemos intuir que el espacio B de cierta forma estd parametrizando a

E, y que’Epuede pensarse como la unidn disjunta de las fibras.

Ya tenemos nu€stro objeto, ahora definiremos los morfismos entre ellos:

Definicion 2.11 Sedan)5 —=(E,p,B) yn = (E',p’,B’) dos haces. Un morfismo de haces
(uaf) : (Evpo) — (E/ap/7B/)

es un par de funciones u: E —'E'y fy B— B’ tales que p' ou= f o p, es decir, que hacen conmutar

el diagrama

Por otra parte, un morfismo de haces’sebre B (o/B-morfismo) u : (E,p,B) — (E',p’,B) es una

funcion u: E — E' tal que 1g0 p = p' 0w, el diagrama que hacen conmutar es

Observemos que  manda la fibra sobre b € B en la fibra sobre f(b) €B~Si p'(u(Ep)) = f(p(Ep)) =
f(b), entonces u(Ey,) C (p') " (f(b)) = E}(b).

Si (u,v) : (E,p,B) = (E'.,p',B)y (V) :(E',p/,B") — (E",p",B") son morfismos de haces,

entonces la composicion de («',v') con (u,v) se define como
(U ou,v' ov): (E,p,B) — (E",p",B").

De manera andloga, para B-morfismos r: (E,p,B) — (E',p',B) y s: (E',p',B) — (E",p",B) se

tiene la composicion de s con r definida como

sor:(E,p,B) — (E",p",B).
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Ejemplo2.5 Sea & = (E, p,B) un haz. El morfismo identidad de &, lg, es un B-morfismo:

2.2.1. La categoria.Bung

Con lo anterior podemos.deéfinir la categoria Bun, que tiene como objetos a todos los haces y co-
mo morfismos a los morfismos*de haces junto con la composicién definida anteriormente. Por otra
parte, también podemos definir a la categoria Bung, que tiene como objetos a todos los haces cuyo

espacio base es el conjunto B y los'morfismos en esta categoria son los B-morfismos.

Dada una funcién f : B, — B; vamos a cofistruir el funtor f* : Bung, — Bung,, que es llamado el

pullback de f.

Tomamos un objeto & = (E, p, B1) en Biing, . Definimos el conjunto

J°E == {(b2,X) £ By x E|f(b3) = p(x)}
y la funcién
' + ffE. — B
(ba,x) +— by.
Con esto hacemos
()= (f"E,f"p,Ba).
Ahora, consideremos dos fibrados & = (Ey, p1,B1), & = (E2, p2,B1) y un Bj-mierfismo u : §; —

&2

E, “ sy E»
B ;
con & = (Ey, p1,B1) y & = (Ea, p2,By) . Definimos f*u: f*&; — &, haciendo
ffu: ffEi —  [fE
(ba,x) — (by,u(x)).
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Comprobaremos que f*u es un B,-morfismo, lo cual se reduce a verificar que el siguiente diagrama

conmuta:

f*El fu > f*Ez
f% Az
By

es decir, vamos a mestrar que f*p; = f*p» o f*u. Entonces, sea (by,x) € f*Ej, luego

Y

(f*profru)(ba,x) = f*pa(f u(bs,x))
= f"pa(b2,u(x))
— by

= f*pi(b2,x).

En consecuencia f*u es un Bj-morfismo.
De manera directa se demuestra quesf*lde = Id .

Por dltimo veremos que f* abre composiciones. Seaw’r :AE, p,B;) — (E',p/,By) ys: (E',p/,By) —
(E",p",B) Bi-morfismos, y sor: (E,p,Biy¥—=~(E",p!,B}) su composicién. Queremos ver que
f*(sor) = f*so f*r. Esto se verifica directamente:sea (b, x)’c_f*E. Entonces
(f*so fr)((b,x)) = f*s((b,r(x)))
= (b,s(r(x)))
= f*(sor)((b,x)).

Puesto de manera grafica, cada vez que tenemos un diagrama conmutativosett Bung,

E, — 5 E, —— F;
N

Bl7

el funtor f* induce el diagrama conmutativo

FE L5 e L R

1 J«f %3
BZ7
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en Bung;.

Ahora especializaremos la construccion anterior, ya que un haz vectorial es un haz con una estruc-
tura adicional ‘d€ espacio vectorial en las fibras. La idea detrds de este objeto es una generalizacion
del espacio tangefitessi consideramos una circunferencia (en R?), a cada punto en la circunferencia
se le puede asociar un.espacio vectorial, a saber, la recta tangente en dicho punto. Entonces nuestro
haz tiene como espaciobase’a la circunferencia, el espacio total es la unién disjunta de las rectas

tangentes y la funcién entre.ellos es la que manda cada recta tangente en su punto de tangencia.

Definicion 2.12 Sea k = C o R. Un haz vectorial n-dimensional & en el campo k es un haz
(E, p,B) junto con la estructura dé k-espacio vectorial n-dimensional sobre cada fibra p~'(b) tal
que se satisface la siguiente condicionde. trivialidad local: cada punto b € B tiene una vecindad
abierta U y un U-isomorfismo h: U x k" —p3' (b) de manera que la restriccion {b} x k" — p~1(b)

es un isomorfismo de espacios vectoriales para cada b € B.
La estructura de espacio vectorial en{b} % k" estd/dada por

(byay) + (b,ay) = (b,a; +ap)__para todes (b,a,), (b,az) € {b} x k"

c-(b,a1) = (b,ca;) parartedo (byas)c {b} xk"yceck

Sean & = (E,p,B) y &' = (E’, p’,B") dos haces veetoriales. Un morfismo de haces vectoriales es
un morfismo de haces (u, f) : € — &’ tal que la restriccién u : 9 _Ub) — p~'(f(b)) es una trans-

formacion lineal para cada b € B.

Cuando dos haces vectoriales tienen el mismo espacio base B, por de¢isg€ = (E,p,B) y &' =
(E',p',B), se define un B-morfismo de haces vectoriales como un B-morfismo'de haces para el

cual la restriccién u : p~!(b) — (p')~!(b) es una transformacion lineal.

Como antes, la coleccion de haces vectoriales con los morfismos (de haces vectoriales €nyun campo
k) y la composicién forman una categoria, a la que denotamos por VB¥. Por su parte, 1a‘coleccion
de haces vectoriales sobre el espacio B junto con los B-morfismos y sus composiciones forma una

categoria, la categoria VB’;.
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Ademds{’si f : B, — Bj es una funcién continua y & es un haz vectorial sobre By, entonces f*&

admite Unaestructura de haz vectorial y f*: VBg, — VBp, es un funtor ([Hus66]).

2.3. Gavillas y Esquemas

Pensemos en lo siguiente: eonsideremos la recta real como un espacio topoldgico (con la topologia
euclidiana). Luego, supéngamos que tenemos dos abiertos no disjuntos A y B en R, que tenemos
dos funciones continuas f *A¥+ Ry g: B — Ry que ambas funciones coinciden en su interseccion:
flans = g|ans- Entonces sabemos, por el lema del pegado, que tenemos una funcién continua F en
AUB definida por F (x) = f(x) siX.€Ay F(x) = g(x) si x € B (Véase Cap. 2, Secc.18 de [Mun00]
). Que esta funcion esté bien definida-es)Consecuencia de que f(ANB) = g(AN B). Pero ademas,
cada abierto U de R estd en relacién con un anillo: el anillo de funciones continuas que van de U
en R. Entonces a cada abierto se le puede-asignar un anillo. Esto dltimo permite parametrizar u
ordenar un conjunto de anillos, com6/do podria hacer un conjunto de indices, con la diferencia de

que un conjunto de indices no tiene und topelogia’subyacente.

De aqui se rescatan varias ideas: la primera e§ que una topelogia puede funcionar como un conjun-
to de indices, la segunda es que cada vez que tefiemmos una.eontencion de abierto en la topologia,
esto va a relacionar a los respectivos anillos, y por ultimo, que.podemos pegar cosas de manera

local para definir, de manera unica, algo global. Esto se formaliza cen la definicién de gavilla.

Definicion 2.13 [SP23|] Sea X un espacio topolégico. Una gavilla de” anillos sobre X es una

asignacion que cumple con lo siguiente:

1. a cada abierto U C X se le asigna un anillo .7 (U);
2. a cada inclusion V C U una funcion
puv : F(U) = F(V),
que satisface

a) pyu =idgz )y
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b) siempre que se tengan las contenciones W C'V C U se cumple pyw = pyw o puy. Por

iltimo,

3. dada Eualquier cubierta abierta U = J;c; U; y cualquier coleccion s; € % (U;) coni € I que
satisfagan

silvnu; = Sjlunu;s (2.3)

para cualesquierasiyyj € I, entonces existe una tvinica s € % (U) tal que s; = pyy,(s) para

todo i € 1.

Algunos comentarios:

= Si en la definicidn anterior soleSe cumplen los primeros dos puntos, entonces lo que tenemos

es una pregavilla.
= Asi como hay gavillas de anillos, también hay gavillas de conjuntos, grupos, etc.

= Los elementos del conjunto .Z{&)8on llamados secciones de .# sobre U. ParacadaV C U

la funcion pyy : #(U) — % (V) esdlamadafuneion restriccion.

Notacion: Escribiremos s|y en lugar de pyy(5).si s € Z (U).
Una vez dado el concepto de gavillas, tenemos que definir loss-morfismos entre ellas:

Un morfismo ¢ : % — ¢ de gavillas de anillos sobre X es una regla.que asigna a cada abierto U C
X un morfismo de anillos ¢y : .% (U) — ¢ (U) que es compatible con la restriccion de funciones.

Es decir, siempre que V C U C X sean abiertos, el diagrama

FWU) 2 )
puv lPUV (2-4)

FV) 2 g(v)

conmuta.

No toda pregavilla es una gavilla; pero hay una forma de asociar a una pregavilla una gavilla que

“mejor” se le aproxime. Una de las razones por las que nos interesa este resultado-definicion, es
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porque.queremos dar una nocién de imagen de morfismo de gavillas, y queremos que dicha imagen

sea, nuevamente, una gavilla.

Proposicion 2.1( ((HarI3]) Dada una pregavilla .#, existe una gavilla F* y un morfismo 0 :
F — FT, con la propiedad de que para cualquier gavilla 9 y cualquier morfismo ¢ : F — 9,
existe un vinico morfismo Ny : F+ — 4 tal que ¢ = Yo 6. Ademds, el par (F,0) es tinico salvo

isomorfismo.

F T es llamada la gavilla asociada-a la pregavilla .%.

Un conjunto abierto U de un espacig~topolégico X puede considerarse, también, un espacio to-
polégico con la topologia de subconjunto ([Mun00]). A partir de este hecho, podemos definir la
restriccion de una (pre)gavilla: dada una pregavilla .# sobre un espacio topoldgico X y un abierto
U C X, vamos a definir la restriccién de . en U.haciendo .7 |y (V) = .# (V) para todo abierto
V C U. Los morfismos restriccion deZgp-son losmismos que los de .#. Ademads, si .# es una

gavilla, entonces su restriccion .7 |y también.es una‘gavilla ([Eis00]).

Ya hemos visto que una gavilla asocia a cada abierto de una‘topologia una estructura, y podemos

preguntarnos si a cada punto del espacio se le puede asignar algo«La respuesta es si:

Definicion 2.14 ( [[Eis00]) Consideremos una gavilla ¥ sobre el espacio X y x € X. El tallo de la

gavilla .# en el punto x, gue denotamos por F, se define como

El conjunto de las uniones disjuntas de los 7 (U) (en donde U es una vecindad abierta de
x), junto con la relacion de equivalencia siguiente: 6 ~ 7, si 6 € F (U) ya'evZ (V), y existe

una vecindad de x, W, tal que W C U NV y

G|W=G|V.

En simbolos:
?x - H_Il}xeyg(U),

o en la forma abreviada F, = h'nl}ﬂ(U) .
xXe
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De hecho, los tallos nos pueden decir cosas acerca de las gavillas. Por ejemplo, dado un morfis-
mo de gavillas ¢ : .# — ¢ (ambas gavillas sobre X), tenemos un morfismo inducido en los tallos
Oy 1 Fr > 9GLuego, ¢ es un isomorfismo, si y solo si, ¢, es un isomorfismo para todo x € X.

([Har13l)).

Ahora introduciremos’lasnocion de esquema, que puede entenderse como una generalizacion del
espacio de soluciones de_siStemas de ecuaciones polindmicas. Una mejora con respecto a estos
ultimos, es que no solo considera el espacio (topoldgico), sino que también considera todas las
funciones ‘relevantes’ que pueden definirse en dicho espacio, esto se logra mediante el uso de gavi-
llas. En la definicién que presentamos omitimos cierta informacion relacionada con los morfismos

de espacios localmente anillados; para una exposiciéon mds completa puede consultarse [Harl3].

Recordemos que el espectro de un anillo R,$Spec(R), es el conjunto de ideales primos de un anillo
equipado con la topologia de Zariskil Un espacio-anillado es un par (X, 0x) es donde X es un
espacio topologico y Oy es una gavilla\de anillog”sobre X. Un espacio anillado es un espacio

localmente anillado si para cada p € X el'tallo Ox , €S un anillo local.

Definicion 2.15 Un esquema afin es un espacio localmente anillado de la forma (X, Ox), donde
X = Spec(R) y Ox es una gavilla de anillos sobre X, para algidimanillo R. Un esquema es un

espacio localmente anillado (X, Ox) en el que, para cada punto p(&X, existe un abierto U C X

tal que cuando se restringe Ox en U, Ox|y, el par (U,Ox|y) es un e§quema afin. Es decir, un

esquema es un espacio localmente anillado que es localmente afin.

Aunque la definicién es mucho mas técnica que la de gavillas, podemos dar unejemplo sencillo
de esquema y que, de hecho, serd relevante para entender la construccién del funtor d€ Grassmann

que se hard en el ultimo capitulo.

Ejemplo 2.6 El espacio topoldgico que consideraremos es X = Spec(k), donde k es un campo.

Como un campo solo tiene un ideal primo, el ideal cero, entonces X = Spec(k) = {pt}. Ahora, la
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gavilla.Ox queda definida por

Ox(X) =k

Ox (0) = el anillo trivial.
Este par es un espacio-localmente anillado porque
Ox.pr = 11ﬂptEUﬁX(lH = O0x(X) =k,

y k solo tiene un ideal prima, que por tanto también es mdximo. En consecuencia, Ox p; es un

anillo local y concluimos que (Xg 0%.) es un esquema afin.

En el ejemplo anterior vimos que Ox' "=k, lo cual fue sencillo de calcular pero no siempre serd
asi. Por ello es pertinente tener en cuentaué para (X, Oy ), donde X = Spec(R) para algtn anillo

R, tenemos

Ox v &R,

”

O(X) ~ R

donde R, es la localizacion en x. Notar que aquf #’es un idealprimo de R ([Har13])).

2.3.1. Gavillas de modulos

En este apartado daremos una serie de definiciones y resultados acerca de.las gavillas de médulos.

Las referencias de este apartado son [Harl3]] y [SP23].

Primero diremos a qué nos referimos con gavillas de médulos. Sea (X, Ox) un_espacio anillado.
Una gavilla de Ox-médulos (o simplemente un &’x-mdédulo) es una gavilla .# de gripos abelianos
sobre X tal que para cada abierto U C X, .% (U) es un Ox (U )-médulo, y para cadainelusion de
abiertos V C U, el homomorfismo restriccion es compatible con la estructura de médulo‘via-el ho-
momorfismo de anillos Ox(U) — Ox(V); esto es, cuando restringimos el Ox (U)-médulo .Z ()

en V, tenemos un Ox (V)-médulo .7 (V).
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Un morfismo .7 — ¢ de gavillas de Ox-moédulos es un morfismo de gavillas tal que para cada

abierto U @X el mapeo .% (U) — ¢ (U) es un homomorfismo de Ox (U )-médulos.

Dado un esquéma.X , el conjunto de los Ox-mdédulos con sus morfismos forman una categoria. Ade-
mas, la categoria des@x-mobdulos es una categoria preaditiva, lo cual significa que cada conjunto

Mor(A, B) estd equipado.con una estructura de grupo abeliano de tal manera que la composicién
Mor(A,B) x Mor(B,C) — Mor(A,C)

es bilineal [SP23].
Asi como existe una nocién de imagen inversa de una funcién, también existe cierta nocién de
imagen inversa de una gavilla, aunque.@sta ultima requiera un poco mas de cuidado. A continua-

cién mencionamos cémo se llega a la definicion.

Vamos a pensar en una funcién contintia entre espacios topologicos f : X — Y. Dada una gavilla
¢ sobre Y, se define la gavilla imagendnversa f7'%sobre X como la gavilla asociada a la prega-
villa U = limy— ;)9 (V ), donde U es cualquier abicrid en X y el limite se toma sobre todos los

abiertos V C Y que contienen a f(U).

Definidos f~1.% y f~'9, lo siguiente serd definir morfismos-€ntre ellos. Dado un morfismo « :
F — 94 de gavillas definiremos el morfismo f~ o : f~1.% — £~ (seguimos con la f del parrafo

anterior). Para un abierto U C X, hacemos

lim #(V) — lim ¢(V)
Vof(U) VO£ (U)

(V.ip)l = [V, a(V)(p))];
endonde a(V):.Z(V) - ¥4(V),VD f(U)ype Z(V), porlo que oo(V)(p)&¥ (V). Luego,

utilizamos la proposicion [2.1] para obtener

lim.Z ——lim¥ —— (Im¥9)* = -9
/I\
1310
|
(lim.#)" = 1.7,
Finalmente, hacemos f~'a := 6.
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Sea ¢ aufia gavilla de Oy-médulos. Entonces f~'% es un f~!@y-médulo. Por la propiedad de
adjuncién de f~!, se tiene un morfismo f~'0y — Ox de gavillas de anillos sobre X. Se define
Y = Y4 #-10, Ox ([Har13]). Asi, por la bilinealidad del producto tensorial, /¢ es un Ox-

modulo al cualsele denomina la imagen inversa de ¢ por el morfismo f.

Con estos ingredientes construimos un funtor entre la categoria de &s-mddulos y la categoria de
Or-médulos: consideremosin morfismo de esquemas f : (07, T) — (05, S). Definimos el funtor

f* que va de la categoria de &s-mddulos a la categoria de &'r-médulos:
= f* manda el Og-médulo .7 alOp-mdédulo f*.7 = f’lﬂ@)f—lﬁs or,
= y un morfismo « : .% — ¢ de @s-mdbdulos lo relaciona con el morfismo de &7-médulos:
o Y — [ F,

donde f*o:= fla®Idr.
Tengamos presente que partimos de un morfismo de esquemas y acabamos con un funtor entre las

categorias de Os-médulos y de Or-moédulos. Podemos expresarlo con un diagrama:

(g L% 19y €5

(7 A2 )
~ o L7

r —— S

Dado un morfismo de gavillas ¢ : % — ¢, definimos la imagen de ¢;im¢, como la gavilla asocia-

da a la pregavilla imagen de ¢. Decimos que el morfismo ¢ es suprayectivo.si im¢ = ¥.

Consideremos dos morfismos suprayectivos de gavillas g : 6"? "s0yq: ﬁ’EB " — Q. Pode-
mos definir un morfismo de suprayecciones entre ¢ y ¢’ como un morfismo « : @ =°Q’ que hace

conmutar el siguiente diagrama:

I la 2.5)

ﬁ?}’l q Ql
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Ejemplo 2.7 Consideremos al esquema S = Spec(R) con su gavilla estructural Og 'y supongamos
que Q es un Os-modulo. Como espacio topologico, S tiene solamente dos abiertos, el total y el
vacio. Recordémos que por definicion de la gavilla estructural, Os(S) =R y Og(0) = {0} es el
anillo trivial. ‘Entonces para un abierto U C S tenemos dos opciones: Q(U) es un R-mddulo, o
bien, Q(U) es el éspacio vectorial trivial. De la misma forma, ﬁ?n(U) = R" o bien, ﬁ?"(U) es

el espacio vectorial trivial:

Ademds, si consideramos des’suprayecciones (de gavillas) q : O S@ "s0yqd:0 §5 " — O (donde
Qv Q' son Os-médulos localmente libres, finitos de rango n— k), para U = S obtenemos transfor-
maciones lineales q(U) y ¢'(U), ¢uyos contradominios serdn R-médulos localmente libres, finitos
de rango n—k, es decir, espacios veetotiales de dimension n—k, o bien, siU =0, q(U) y ¢'(U)

serdn transformaciones lineales entre espacios vectoriales triviales.

Luego, dado un morfismo de suprayécciones, o, para U = S tenemos el diagrama conmutativo

Ro q(S) 0(s)

e G

R 424 0/(s),

de espacios vectoriales y transformaciones lineales.
Terminaremos este capitulo con una serie de definiciones y resultddes:

Definicion 2.16 Sean (X, Ox) un espacio anillado y % una gavilla de Ox*mddulos.

» Decimos que % es localmente libre si para cada punto x € X existe un ¢onjunto I y una
vecindad abierta U C X, con x € X tal que F |y es isomorfo a @,c; Ox |y-tomo un Ox|y-

modulo.

= Si puede escogerse el conjunto I con cardinalidad r, entonces se dird que % es localmente

libre y (finito) de rango r.

» F es de tipo finito si para cada x € X existe una vecindad U de x tal que F |y estd generado

por un niimero finito de secciones.
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Lema 24 Sea (f, f%) : (X,0x) — (Y, Oy) un morfismo de espacios anillados, 4 una gavilla de

Oy-modiles.y x € X. Entonces
("D )x =Y () @6y 4y Ox
como un O x- modulo, donde el producto tensorial de la derecha utiliza ff : Oy, fx) OX x.

Lema 2.2 Sean (X, Ox )tin_espacio anillado, r > 0y @ : F — G un morfismo de Ox-mddulos

libres localmente finitos de’rango r. Entonces @ es un isomorfismo si 'y solo si ¢ es sobreyectiva.

Lema 2.3 Sean X un espacio anillado, ¢ : G — F un homomorfismo de Ox-modulosy x € X. Si F
es de tipo finito y el mapeo en los tallos @y : G, — F; es suprayectivo. Entonces existe una vecindad

abierta U C X, con x € U tal que ¢|(res suprayectiva.
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Capitulo’3

FUNTORES REPRESENTABLES Y

PROBLEMAS MODULI

En este capitulo proporcionaremos las definiciones relativas a los funtores representables y se pre-
sentaran algunos ejemplos. Después/se-enunciard un resultado central en la teoria de categorias:
el lema de Yoneda. Posteriormente andlizaremos 10s problemas moduli y como éstos se pueden

definir de manera mds formal utilizando el lenguaje d€ las.categorias.

Las definiciones y los resultados relativos a funterés represefitables han sido obtenidos principal-
mente de [Mac13]], [Fan05] y [Lei114]]. En cuanto a los problemas y.espacios moduli, la bibliografia
basica es [New7/8]].

3.1. Sobre funtores representables

Los morfismos juegan un papel muy importante dentro de una categoria. Este capitulo bien puede
ser un estudio de los funtores Mor(—,A), o de lo que se puede deducir acerca de‘los/morfismos.
Vamos a estudiar a los funtores .% : &/ — Ser que son isomorfos a un funtor de la forma-Mor(—,A),

para algin A € ob(.«).

Definicion 3.1 Un funtor % : of — Set contravariante se llamard representable (por un objeto

A en of ) siempre que F sea naturalmente isomorfo al funtor Mor(—,A) : o/ — Set.
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Nota: Ld definicion de funtor representable que hemos dado es para funtores contravariantes, pero
puede darsetambién para funtores covariantes cambiando Mor(—,A) por Mor(A, —). La mayoria
de los resultados y definiciones siguientes serdn dados para el caso contravariante, aunque lo
mismo es valido para los funtores covariantes, haciendo el cambio necesario.

Una implicacién inmediata de la definicion es que para cada objeto X en % tenemos una biyeccion

F(X) ~ Mor(X,A).\A centinuacion presentamos un ejemplo.
Ejemplo 3.1 Consideremos.al funtor olvidadizo
F :Vecg — Set.

Mostraremos que existe un isomorfismo_natural entre F y Mor(R, —). Haciendo la observacion
de que toda funcion lineal T : R — Vicumple T (r) = rT (1), basta con decir quién es T (1) para
que la funcion lineal quede determinada. Asi, la transformacion natural o que se propone estd
definida por

oy &=F (V)" =4 Mor(R,V)

v —= T,,

en donde T, es una transformacion lineal que eumple que~t(1) = v.
Luego, sea

By : Mor(R,WVy — Z(V)

T —  T(1).

Como (Pyvooy)(v) =vy (ayoPy)(T) =T, tenemos que oy es una.funcion biyectiva para cual-
quier'V, luego, la transformacion natural o es un isomorfismo natural y per consiguiente .F es un

funtor que estd representado por R.

Resaltamos la biyeccion % (V) ~ Mor(R,V) para cada objeto V: hay tantas transformaciones

lineales R —V como elementos en .7 (V), o bien, tantas como vectores en'V.

3.2. Lema de Yoneda

Como hemos dicho antes, el lema de Yoneda es muy importante en la teoria de categorias. Veremos

mas adelante que nos dice cudntas transformaciones naturales hay entre un funtor .% : .o/ — Set y
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Mor(—4A) : of — Set, y a partir de aqui obtendremos resultados bastante interesantes, por ejemplo,
que un objeto queda determinado por los morfismos que llegan a o salen de él.
Comenzamossta seccion con una proposicion importante acerca de las transformaciones natura-

les.

Proposicion 3.1 Para cualquier funtor contravariante F : of — Set, cualquier objeto A € ob(</)
y cualquier elemento a & FUA), existe una vinica transformacion natural T : Mor(—,A) — Z con

TA(IA) =a

Demostracion:  Para cualquier objeto B en < definimos una funcion

75 ‘Mox(B,A)
f

—  F(B)

= F(f)(a).

Notemos que f:B—Ay .7 (f): F(A) — .7 (B).pues .# es contravariante), por lo que .7 (f)(a) €
Z (B) y entonces la funcion 7 estd bieh definida. Quéremos construir una transformacion natural 7

cuyos morfismos componentes son las funeiones 7g. Paraello, consideramos el morfismo 4: C — B

en </ y verificamos que el siguiente diagrama.conmuta:

Mor(B,A) —2_ .7 (B)
lMor(h,A) lﬂ(h) (3.1

Tengamos presente que .% (h) o tg y Tc o Mor(h,A) son funciones entre.conjuntos y para mostrar
que son iguales, debemos ver que tienen el mismo dominio y contradominio (lo.cual es evidente)

y regla de correspondencia. Comprobaremos esto dltimo.

Por una parte
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por otrolado,

(tcoMor(h,4))(f) = Tc(Mor(h,A)(f))
= Tc (f o h)
=Z(foh)(a).
Asi, Z(h) o tp = 1¢'oMor(h,A) y por consiguiente el diagrama [3.1|conmuta. En consecuencia, T

es una transformacion natural.

Observemos también que T4(44) = 7 (14)(a) = 1.#(4)(a) = a. Ya encontramos la transforma-
cién natural que cumple la condicién del enunciado, falta probar que es tnica. Supongamos que
0 : Mor(—,A) — % es otra transfopmacion natural que satisface d4(14) = a. Probaremos que
Op = Tp para cualquier objeto B en .o ,“Concluyendo asi que 6 = T y que por lo tanto T es unica.

Consideramos un morfismo g : B — A y el'diagrama conmutativo

Mor(4,4) =225 7 (A)
lMor(g,A) lﬂ(g) (3.2)
O

T (g)(a) = F(8)(0a(14)).= (7 (g) 0.04)(14)
= (SBOMOI'(g,A))(lA)
= 63(1A og)

= 05(8)-

Pero como 75(g) = % (g)(a), entonces 75(g) = dp(g), y eso se puede probar paracualesquiera g €
Mor(B,A) y objeto B en <7, por lo que se concluye que 8 = 7. Con esto se terminalademostracion.
OJ

El lema de Yoneda se sigue de manera inmediata de la proposicién anterior. Aunque para enun-
ciarlo introduciremos un poco de notacién: dado un objeto A en una categoria &7 y % /.~ Set
un funtor contravariante, se denotard por [Mor(—,A),.#| al conjunto de todas las transformaciones

naturales de Mor(—,A) en .Z.
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Corolario 3.1 (Lema de Yoneda) Si .% : .o/ — Set es un funtor y A es un objeto de <f, entonces

la funcion

Y : [Mor(—,A),#] — ZF(A) (3.3)
c — 0oa(la), |

es una funcion biyegtiya.

A partir de este resultadesvamos a buscar una forma de encajar una categoria <7 en otra catego-
ria mas grande, y la manera de hacerlo serd convertir a los objetos de <7 en funtores mediante
Mor(—,A). Comenzamos definiendo a la categoria Fun(</°P,Set) que tiene por objetos a todos
los funtores que van de 27°P enSet’y cuyos morfismos son las transformaciones naturales entre

ellos. Luego, sean A, A" objetos en Py f : A — A’ un morfismo (en .«7°P). Se define el funtor
Y P~ Fun(o/°P Set),

mediante

(A LSBY= Mor(~(A) = Mor(—, B),

donde o/(g) = fog. Al funtor % se le llama-encajé de Yoneda.
Dado un funtor covariante .% : &/ — %A y A, A" objetos-en &7, vamos a definir la restriccion del

funtor .# en Mor(A,A’), como

ﬁAA/ : MOI'(A,A/) —
f — 7 (f);

o bien,
— Mor(F(A"),.Z(A))
f — F (),

si % es contravariante.

Definicion 3.2 Diremos que
1. F esfiel si Fy o es inyectiva para todo Mor(A,A")

2. F espleno si Fy 4 es suprayectiva para todo Mor(A,A”).
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Corolario 3.2 Para cualquier categoria <, el funtor de Yoneda
Y .ol — Fun(o/°P Set)

es un funtor fiely pleno.

Demostracion:  Aplicamos el Lema de Yoneda al funtor Mor(—,A) y tenemos la biyeccién
[Mor(—,A),Mor(—,A")] ~ Mor(A’ A).

(Para el caso covariante tenemos/{Mor(A, —),Mor(A’, —)] ~ Mor(A,A’) ). O
Este teorema es la razén por la cualal funtor de Yoneda, Y, también se le conoce como Encaje de

Yoneda.

Si en el teorema anterior hacemos 2 = Fun(«/°P, Set) y consideramos un objeto .# en 4 entonces
Y () =Mor(=%) : B — Set,

asi, de manera trivial % (.% ) = Mor(—, % )'es un funtertepresentable, por lo que una interpretacion
del teorema es que todo funtor es representable cuando se extiende a la categoria adecuada
([EanO3])).

Por otra parte, los funtores representables también nos dicen algo acerca del objeto que los repre-

senta:

Corolario 3.3 Consideremos un funtor contravariante .7 : &/ — Set.dSi Mor(—,X) ~.% ~Mor(—,Y),

entonces X >~ Y.

Demostracion: La demostracion consistird en encontrar morfismos f: X — ¥ yg:Y — X tales
que fog =1y ygo f = ly, es decir, probar que existe un isomorfismo entre X y.¥. En principio
de cuentas no sabemos cudl es el isomorfismo natural que hay entre Mor(—,X) y Mer(—=,Y), pero
sabemos que para todo objeto A en o7 existe una biyeccién Mor(A,X) ~ Mor(A,Y). Denotemos
al isomorfismo natural por 7 : Mor(—,X) — Mor(—,Y) y por 7~! : Mor(—,Y) — Mor(—/X)'a su

inversa. En particular tenermos las biyecciones
Ty ' Mor(Y,Y) — Mor(Y,X) (3.4)
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Tx : Mor(X,X) — Mor(X,Y), (3.5)

Por la segunda sabemos que existe un tinico morfismo g € Mor(X,Y) tal que 7x(lx) = g y por la

primera tenemosAn tnico f € Mor(Y,X) tal que 7, ' (1y) = f.

Por otra parte (seguimos’considerando g € Mor(X,Y) y f € Mor(Y, X)), notemos que la transfor-

macion natural Mor(—, g)+"Mor(—,X) — Mor(—,Y) definida por
Morx(Z,g)(h) = goh,
para todo objeto Z en .o/ 'y h € Met(Z, X ) satisface

Mor(X fg)(1x) = golx =g = tx(1x).
Mientras que la transformacién natural Mor(, f) : Mor(—,Y) — Mor(—,X) definida por
Mor(Z, f)(h).= foh
cumple que
Mor(X, f) (1) = fo ly € f.= 1, '(1y).
Luego, por la proposicién T =Mor(—,g)y. 7. =Mot(=, f), por lo tanto,
Ix =1 (tx(1x)) = 15 ' (¢)
= Mor(X, f)(&)
= fog.
Andlogamente
ly = (g, ' (ly)) = w(f)
= Mor(Y, ¢)(f)
—gof.

Por lo tanto, X ~ Y.
]
A continuacion daremos una caracterizacion de los funtores representables a través de la definicion

de objeto universal, y veremos que esta relacionado con el objeto que representa al funtor.
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Definicién 3.3 Sea .7 : €°P — Set un funtor. Un objeto universal para .% es un par (A, a), donde
a € 7 (A),-l cual tiene la propiedad de que para cada objeto X de €y cada x € F (X), existe un
tnico morfismo f : X — A tal que (F (f))(a) = x € F (X).

Proposicion 3.2\ Un funtor .7 : €°P — Set es representable si y solo si tiene un objeto universal.

Demostracion:  Primero\supongamos que .% es representable por A. Si eso ocurre, entonces
F(A) — Mor(A,A)

es una biyeccion, por lo tanto exist€.un tinico a € A tal que a — 14. Afirmamos que el par (A,a) es
un objeto universal. Consideramos tn.objeto X en 4 y x € .%(X). Nuevamente, por la represen-
tabilidad de .# sabemos que existe un @nico) morfismo f tal que x — f € Mor(X,A). Queremos

ver que . (f)(a) = x. Esto tltimo se puede Comprobar gracias al diagrama conmutativo

Z

F (A)y=ra xe F(X)

I |

Mor(A,A) > lwmy‘ € Mor(X,A).

Ahora vamos a probar el reciproco: vamos a suponer que(A,a) es un objeto universal para .%.
Definimos una transformacion natural @ : .% — Mor(—,A), €n.donde, para cada objeto X en ¢

tenemos
Py : F(X) — Mor(X,A)

X — S
en donde f es tal que .# (fy)(a) = x.

Tomemos X,Y objetosy 4:Y — X en ¥ y demostremos que el diagrama

Z(X) —2X5 Mor(X,A)
lf/? (h) J{Mor(h,A)

FZ(Y) 25 Mor(v,A)

es conmutativo. Sea x € .# (X ). Entonces
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en dond€" .7 (f.7((x)) (@) = F (h)(x). Por otra parte,
(Mor(h,A) o ®(X))(x) = froh.

Observemos que

y por la unicidad de f g p)(ysSe sigue que fyoh = fz)). En consecuencia el diagrama es con-

mutativo y @ es una transforma€ion natural.

Finalmente probamos que ®x : .# (X )~3Mor(X,A) es una biyeccién. Considerar x,y € . (X). Si

Py (x) = Px(y), entonces x = .F (fi)(a) =.7 (fy)(a) =y, por lo tanto Px es inyectiva.

F
F

Por otro lado, si g € Mor(X,A), entonces™.7 (g) € Mor(.#(A),.# (X)) y como a € .7 (A), se si-
Loy

gue que #(g)(a) € F(X). Luego,Px (7 (8(a))).= 8.7 (g)(a) Y § cumple con F (8.7 (4)(a))(a) =
(7 (gl@)) =

7 (8)(a), en consecuencia g 7 (4)(q) =€ ¥-Px g, lo cual prueba que ®y es biyectiva.

Asi concluimos que @ es un isomorfismo natural,y por'consiguiente .% ~ Mor(—,A).

Recordemos que el Lema de Yoneda nos dice que [Mor(—,A),.Z| #+ .%(A) es una biyeccién. En
la demostracidn anterior queda implicito que a € .% (A) es el elemento que se corresponde con P,

el isomorfismo natural.
Por el Lema de Yoneda y el corolario [3.3]tenemos que

Corolario 3.4 Un objeto universal para un funtor .F es vinico (salvo isomorfismo);

El siguiente ejemplo que presentaremos ilustra por qué nos interesan los funtores represefitables y

los objetos universales:

Ejemplo 3.2 ( [Fan05|] ) Considerar la categoria Top. Definimos un funtor % : Top°P — Set que

manda cada espacio topoldgico S a la coleccion F (S) de todos sus subespacios abiertos, y dado
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un morfismo (i.e. una funcion continua) f : X — Y, se tiene la funcion de conjuntos

F(f) 1 F¥) = FX)
u — ).

Equipemos con la ' topologia mas gruesa al conjunto {0, 1} en la cual el subconjunto {0} C {0,1}
sea cerrado; los subéonjuntos abiertos en esta topologia son 0, {1} y {0,1}. Observemos que
si f:8—{0,1} es contitua, entonces f~1({1}) es abierto. Reciprocamente, si suponemos que
FY({1}) es abierto en S,centonces f~'({0,1}), f~1({1}) y f~1({0}) son abiertos en S, por lo
tanto f es continua. Luego, ténemos la equivalencia: una funcion S — {0, 1} es continua si y solo

si f~1({1}) es abierto en S.

Demostremos que el par ({0,1},{1}) es"un objeto universal para este funtor. Consideremos un
objeto X en Top y U € % (X) un abierto.de X. Queremos probar que existe una tinica funcion

continua f : X — {0, 1} con la propiedad de‘que

F(f) (F {0, 1)
1}

— ZF(X) (3.6)
— U.

Definimos
f X — {04}
x = 1 sixel
x —~ 0 six¢U,
y notamos que esta funcion cumple ¢Es la tinica? Supongamos que_existe otra funcion f que
satisface Entonces 7 (f)({1}) = f~1({1}) = U, que implica f(x) Zdesix c Uy f(x) =0 si
x ¢ U. Por consiguiente, f = f.

Por la proposicion (y su demostracion), sabemos que el funtor F estd repfesentado por
{0,1}, con ello sabemos que para todo espacio topolégico X tenemos la biyeccion 7 (X) ~
Mor(X,{0,1}), y podemos concluir que hay tantas funciones continuas X — {0, 1} como-gbiertos
en X. La idea que debemos resaltar es que Mor(X,{0,1}) estd "parametrizando” a los abiertos

de X : en primer lugar, tenemos la biyeccion .7 (X) ~ Mor(X,{0,1}) y ademds, dado un morfismo

f €Mor(X,{0,1}) podemos saber cudl es su abierto correspondiente.
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Finalmente presentamos un ejemplo (de geometria algebraica) de funtor representable que serda
utilizado"cuando discutamos la representabilidad del funtor de Grassmann. Utilizamos el siguiente

resultado [SP23|:

Lema 3.1 Sean X un espacio localmente anillado y Y un esquema afin. La funcion
Mor(X,Y) — Hom(I'(Y, Oy),I'(X, Ox))

que manda un morfismo f énf4 (donde f* es el morfismo entre las gavillas de los esquemas) es

biyectiva.

Ejemplo 3.3 ( [SP23]] ) Vamos a defini¥ un funtor % : Sch — Set, el cual manda un esquema T al
conjunto F(T) =T(T, Or), donde T'(T, Gp))es el conjunto subyacente del anillo Op(T) (Or es la
gavilla estructural del esquema T ). Luego, dado un morfismos de esquemas f : T' — T obtenemos

la funcion de conjuntos

donde f* - [(T,0r) — T(T', Or:) es el morfisitio de gavillas pero pensado como una funcion de

conjuntos. Luego, dado un anillo con unitario Ry t/€ R existesun tinico homomorfismo de anillos

Zlx] — R

X = .

Ast, utilizando el lema[3.1] tenemos
Mor(T,Spec(Z|[x])) = Mor(Z[x|,T(T, Or)) =T(T, Or) = F ().

Esto nos provee de un isomorfismo natural Mor(T,Spec(Z[x])) — %. ;Cudl es la’familia univer-
sal? Para obtenerla tenemos que aplicar las identidades de arriba a lgp,.(z)), lo ctalnos da

que
é =Xe€ F(Spec(Z[x]), ﬁSpec(Z[x]) = Z[)C]
Lo cual implica que Z|x| representa a 7.
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3.3. Problemas y espacios moduli

Un problema'meduli es, en esencia, un problema de clasificacion que tiene varios componentes: en
primer lugar, ténemos los objetos que queremos clasificar. Al clasificar debemos decir cudndo dos
objetos estan relacionados, de aqui surge una relacion de equivalencia en el conjunto. Pero también
necesitaremos la nociényde familia, que responde a la pregunta de como permitiremos que nuestros
objetos varien [BenO8]]. Definido un problema moduli, ;c6mo se resuelve? Si un problema moduli
es un problema de clasificaeion entonces su solucién es encontrar un espacio clasificante al que se

le llamara espacio moduli.

Definicion 3.4 Un problema moduliconsta de una coleccion A de objetos, una relacion de equi-
valencia ~ en A y una nocion de familia de_objetos de A parametrizados por una variedad S, los

cuales deben cumplir que

1. Una familia parametrizada por un@varieddd {pt } (variedad con un solo punto) es un tinico

objeto en A.

2. Existe una nocion de equivalencia de familias parametrizadas por alguna variedad S. Cuan-
do S = {pt} la equivalencia se reduce a la misma relacién de equivalencia ~ que se definio

en A.

3. Para cualquier morfismo ¢ : S' — Sy cualquier familia X parametrizada por S, existe una
familia inducida ¢*X parametrizada por S'. Aiin mds, esta operacién{de inducir una nueva

familia) satisface las propiedades funtoriales

n (¢og') =¢"0¢"y
» 1% = identidad, en el sentido de que si X es una familia parametrizada por-S,\entonces

13X =X.
Ademads, es compatible con ~, es decir:
X~X = 0*X ~ ¢*X’.
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Un problema consiste en dotar al conjunto M = A/ ~ de una estructura de variedad algebraica, de
tal manera.que la variedad M refleje la estructura de las familias de objetos de A. A continuacién

veremos cime’esta idea se puede precisar mediante conceptos de la teoria de categorias.

En primer lugar, con-la informacién del problema moduli vamos a construir un funtor .# de la
categoria de variedades a la de conjuntos. Si S es una variedad, .7 (S) se define como el conjunto
de todas las clases de équivalencia de las familias parametrizadas por S, y si ¢ : S — S es un
morfismo de variedades, entonces .7 (¢) : % (S') — .7 (S) es una funcién de conjuntos que estd
definida por . (¢)([X]) = [¢*X]. No obstante, cometeremos un abuso de notacién y escribiremos
0*[X] := Z(¢)([X]) y haremos notar que esto no causa ambigiiedad, ya que si [X]| = [Y] (aun si
X #7Y), entonces, por la propiedad (3)de la definicion de problema moduli,

¢ [X] =(@X] = [¢"Y] = ¢7[Y]

Nuevamente, por la propiedad (3) de laddefinicionide problema moduli tenemos

F(poy) = (Poy)=y 0" = F(y)oF(¢)

Con esto queda definido el funtor (contravariante) .% .

e ;Por qué nos interesa que M tenga una estructura de variedad?

Vamos a suponer que M es una variedad y que la funcién
vy : § — M
s — X,
es un morfismo de variedades.

Si esto ocurre, puede definirse una transformacién natural ® : .% — Mor(—, M) con

O(S) : F(S) — Mor(S,M)

X] — Vx,
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3.3. Problemas y espacios moduli

para cualquier variedad S.

Como P(S)es una funcion entre conjuntos, lo mejor que puede pasar es que sea una biyeccion, para
toda variedadsS. Si esto ultimo ocurriera, entonces P seria naturalmente isomorfo a Mor(—,M), y
en consecuenctd, .Z seria un funtor representable, y estaria representado por M. Con esto llegamos

a nuestra primera definicion de espacio moduli:

Definicion 3.5 Un espdcio moduli fino es un par (®,M) que representa al funtor .%. Es decir,

d: .7 — Mor(—,M) es un_isomorfismo natural.

Recordando la definicion de.familia universal vista en la seccion anterior, damos una defini-
cién alternativa a la anterior: suporigamos que tenemos un espacio moduli fino (P, M). Entonces
d(M) : F (M) — Mor(M,M) es una_biyeccion, y como 13 € Mor(M,M), existe una tnica (sal-
vo equivalencia) familia U parametrizadapor M que corresponde a 1j;. Luego, sea X cualquier
familia parametrizada por una variedad Sy €onsideremos el morfismo vy : S — M. Del diagrama
conmutativo
(M)
F (M) ~——Mor(M,M)
ly(\/x) lMOI’(VX?M)
(S)
F(S) ——————Mor(S,M)
obtenemos que
(®(S) o F(vx)) ([U]) = Mor(vx, M) e R(M)) ([U]),
de donde
®(S)([vxU]) = Iyyo vy = vx.
Pero también

D(S)([X]) = vx,
y como P(S) es una biyeccién, entonces
[X] = [vxU].
Asi hemos llegado a una definicién alternativa de espacio moduli fino:

Definicion 3.6 Un espacio moduli fino consiste de una variedad M y una familia U paramefriza-
da por M tal que, para cada familia X parametrizada por una variedad S, existe un tinico morfismo

@:S—MconX~¢*U.
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Tal familia es llamada universal para el problema dado.

Notemos ques€on esta definicidn se responde a la pregunta de cémo parametriza un espacio mo-
duli (®,M): todd clase de equivalencia de una familia X proviene de la clase de equivalencia del

pullback de la familiawumniversal vy U.

A veces tener un espacid moduli fino no es posible, de manera que se necesitan relajar las hipétesis

para obtener algun espacio-¢lasificante. Es por ello que tenemos la siguiente

Definicion 3.7 Un espacio moduli“grueso para un problema moduli dado es una variedad M

junto con una transformacion natural
&' . Z.— Mor(—,M),
tal que
1. ®(pt) es una biyeccion,

2. para cualquier variedad N y cualquier transfofinaeion natural v : % — Mor(—,N), existe

una tinica transformacion natural
Q : Mor(—, M) — Mor(~¢N),
tal que Yy = Qo ®.
Al igual que con los espacios moduli fino, también tenemos una definicion alternativa:

Definicion 3.8 Un espacio moduli grueso consiste de una variedad M y una biyeecion o, : A/ ~—

M tal que
» para cada familia parametrizada por una variedad X, la composicion oo Vx es un morfismo;

= para cualquier variedad N y cualquier transformacion natural y : % — Mor(—,N), la fun-
cion
p=vy(pt)oa ' :M—N

es un morfismo.
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En lo qué sigue daremos algunos resultados generales sobre los espacios moduli. Las referencias

son [New/&.,/Hos15l].
Proposicion 3.3..Un espacio moduli grueso es tinico salvo (un tinico) isomorfismo.

Sabemos que todo espacio moduli fino es también grueso, sin embargo, al revés no siempre es
cierto. El siguiente teorema nos dice cudndo un espacio moduli grueso es también un espacio

moduli fino.

Proposicion 3.4 Sea (M, ®) un espacio moduli grueso para un problema moduli dado. Entonces

(M, @) es un espacio moduli fino'si?y solo si
» Existe una familia U parametrizada'por M tal que ©y(U) = 1y,

= para familias X e Y parametrizadas por-un esquema S tenemos X ~gY siy solo si g(X) =

Dy(Y).

Como veremos en el primer ejemplo del capitulo‘siguiente, no todo problema moduli tiene un

espacio solucion. Existen al menos dos patolegias:

1. El fenomeno del salto: ocurre cuando tenemos una familia,X parametrizada por una variedad
(irreducible) S de dimensién mayor que 1, y un so € S tal que X; ~ X! para todo s,s’ € S/{so}

pero X, ~ X, para s # s.

2. Que no haya una familia X sobre una variedad que parametrice a todes los objetos del pro-

blema moduli. En este caso se dice que el problema no esta acotado.

3.3.1. Los ejemplos[3.2]y 3.3 revisitados

Hemos visto la relacion que hay entre los funtores representables y los espacios moduli. En este
pequeilo apartado queremos presentar los ejemplos [3.2] y [3.3] como si fueran problemas’‘meduli,
sabiendo ya que los funtores de esos ejemplos son representables y que tales problemas moduli
tendrian un espacio moduli fino como solucién. No obstante, tenemos que tener en cuenta que [3.2]

es un tanto diferente a los otros problemas moduli que trataremos porque el funtor que estamos
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Capitulo 3. FUNTORES REPRESENTABLES Y PROBLEMAS MODULI

considerando no va de los esquemas a los conjuntos.

El ejemplo[3.2 como problema moduli. Por conveniencia, escribimos un espacio topolégico co-
mo el par (X;7x),donde X es el conjunto y Tx su topologia. Recordemos que .# : Top — Set
manda el espacio topeldgico X en el conjunto Ty, y para una funcion continua f : X — Y, se tiene
la funcién de conjuntos
F(f) 7)) - ZF(X)
u ~ .

Con este funtor describimos ebsiguiente "Problema moduli”:

= El conjunto que queremos parametrizar es el de los conjuntos abiertos de espacios topoldgi-

COS

» Una familia parametrizada por un €spacio topoldgico X es la coleccidén de subconjuntos

abiertos de X, es decir, una topologia de X.
= Larelacion de equivalencia es la ighaldad (también en la familia)

» Dada una familia parametrizada por X jy~una funcion continua f : ¥ — X, se induce una

familia parametrizada por Y mediante .7 (f)(Y) = f*¥ ={f ' (U) : U es abierto en Y },

El ejemplo 3.3|como problema moduli. Recordemos que .% :'Sch'~> Set manda un esquema 7 al
conjunto % (T) =TI'(T, Or), donde I'(T, Or) es el conjunto subyacenteydel anillo 7 (T) (O es la
gavilla estructural del esquema T'), y que dado un morfismo de esquemas*f,: T’ — T obtenemos la

funcién de conjuntos

donde f* : (T, 07) — T(T', Oy/) es el morfismo de gavillas pero pensado conowna funcién de

conjuntos. Nuevamente, a partir del funtor construimos nuestro problema moduli:
= El conjunto que queremos parametrizar es el de las ”funciones regulares” en un esquema.
» La nocién de familia parametrizada por un esquema es el conjunto .% (T) =I(T, Or)

= La relacién de equivalencia es la igualdad
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3.3. Problemas y espacios moduli

= Dada una familia parametrizada por un esquema 7' y un morfismo de esquemas f : S — 7T,
tefienos una familia parametrizada por S inducida por T dada por .Z (f)(T) = f4(T) =
O 17l =1(8)) = O%(S), pero como estamos considerando f* como una funcién de conjun-

tos, escfibimos .Z (f)(T) = f4(T) =T'(S, Or).

En ambos casos, ¢l preceso de inducir una familia satisface de manera directa las propiedades
funtoriales pues se utilizaun funtor para definir una familia inducida. Ademas, inducir una familia

es compatible con la relacionde equivalencia puesto que la relacion de equivalencia es la igualdad.
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Capitulo4

EJEMPLOS DE-PROBLEMAS Y ESPACIOS

MODULI

4.1. Endomorfismos de’espacios vectoriales

En este apartado vamos a desarrollar un‘ejemplo ‘de_problema moduli relacionado con espacios
vectoriales. En este ejemplo veremos que no.todo problema moduli tiene solucion (se presenta
el fendmeno del salto, una patologia mencionada en el eapitulo anterior), pero que si hacemos
mads pequefio el conjunto que queremos parametfizar si pademos obtener resultados positivos;
pasaremos de no tener un espacio moduli, a tener un espacio moduli, grueso y finalmente uno fino.
Este ejemplo (junto con los resultados) es presentado en [New78] y+{Mum’/0]; aqui lo desarrolla-

mos un poco més.

Consideraremos los pares (V,T) donde T : V — V es una transformacion lineal y V’es un K-espacio
vectorial n-dimensional. Diremos que (V,T) y (V/,T') son isomorfos si existe unjsomorfismo de
espacios vectoriales 4 : V — V' tal que hoT = T' o h. El problema consistird en<Clasificar a los

pares (V,T) salvo isomorfismo.

A continuacién definimos, para este problema particular, el concepto de familia, de isomorfismo

entre ellas y de familia inducida.
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Definicién 4.1 Una familia de endomorfismos de espacios n-dimensionales parametrizada por
una variedad S es un par (&,u), donde & es un haz vectorial de rango n sobre S y u es un
endomorfismode &. Para dos familias (&,u), (&', u’) parametrizadas por S, un isomorfismo de
(E,u) en (&', 0" es un isomorfismo h: & — &' tal que hou = u' o h. Finalmente, para cualquier
familia parametrizada por S y cualquier morfismo f : S’ — S de variedades, se tiene una familia

inducida f*(&,u) =\(f* & f*u) para metrizada por S'.

Aqui f* es el funtor que v4 de'la categoria haces vectoriales sobre S a la categoria de haces vecto-

riales sobre S, el cual se definié’€n el Capitulo

Veamos que se satisfacen las condicion€s de un problema moduli que se mencionaron en la defini-

cién 3.4
= Contamos con una familia A de gbjetos en geometria algebraica: el conjunto de pares (V,T),

» tenemos una relacion de equivalen€ia~: (V. )y (V',T') estén relacionados si y solo si hay

un isomorfismo entre ellos y

= existe un concepto de una familia parametrizada por una variedad y una nocién de equiva-
lencia entre familias: en este caso la familia.es el par (E4i), de la definicion y dos pares
(E,u) y (&' ,u') son equivalentes si y solo si existe un isomtorfismo 4 (de haces vectoriales)

entre £ y &' tal que hou =u'oh.

Consideremos la variedad S = {pr} ;quién es la familia de endomorfismos-parametrizada por S?
Tiene que ser un par (&,u) en donde £ = (E, p,S) es un haz vectorial de rango n sobre Sy u
es un endomorfismo (de haces vectoriales). Notemos que E es un espacio vectorial puesto que
E=p~'(S)y p~'(S) tiene que ser un espacio vectorial (de acuerdo con la definicién|2.12)). Ade-
mds, u es un S-morfismo y por lo tanto consta de una sola transformacién lineal (que deénotaremos
nuevamente por) u, de manera que u se comporta como un endomorfismo del espacio veetorial E.
Por lo tanto, una familia de endomorfismos parametrizada por una variedad que consta de un’solo

punto vuelve a ser un elemento del conjunto A.
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Para cualquier morfismo f : " — Sy cualquier familia X parametrizada por S se tiene una familia
inducida”f*X, esto es por la deﬁnicién Ademds, como f* es un funtor, la operacién de inducir

una nueva familia satisface las propiedades funtoriales.

Por iltimo, considefemos un morfismo de variedades f : S' — S. Supongamos que (&1,u;) ~
(&2,up), entonces existe uin isomorfismo & : & — & tal que hou; = up o h. Luego, aplicamos
f* y obtenemos f*ho ffuy'= f*up o f*h, en donde f*h: f*& — f*&, es un isomorfismo, por lo

tanto (f*&y, f*uy) ~ (f*E3*up) y la operacién de inducir una nueva familia es compatible con ~.

Denotamos por (End),) al problemaplanteado y por .% al funtor moduli correspondiente.

Ejemplo 4.1 Queremos dar un ejemplo de familia, para ello vamos a considerar a los automor-
fismos de R3. Tenemos que decir cudl'es la variedad que va a parametrizar a la familia, lo cual
implica también especificar el haz vegtorial & =/E, p,R3) v la estructura de espacio vectorial
para las fibras. Ademds, tenemos que definir también’cudl va a ser el automorfismo de &.

La variedad que vamos a considerar es R3. @omenzambos definiendo &. Hacemos
E: =R R>,
De esta forma, hacemos
p: E — R
(t,a) — t,

De aqui tenemos que a la fibra E; = p~'(t) = {t} x R3 le podemos dar una estructura de espa-
cio vectorial con las operaciones (t,a) + (t,d') = (t,a+d') y c(t,a) = (t,ca){ para cualesquiera

a,d eR¥yceR

Ahora debemos definir un diagrama conmutativo

E-“sE

l” l” (4.1)

R3 u2 s R3
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especificando quienes son uy y uy. Recordemos que uy debe ser un morfismo de variedades. Por

simplicidads podemos hacer u(t) = 2t, para todo t en R3. Por otra parte, definimos

u : E — E

(t7x) — (uz(l‘), Tlx)

0 0 1

dondet = (t1,t2,13) y X # (Xisx2,X3) son elementos de R3y T, = | 1 0 t, |. Hacemos énfasis en

01 1
que para cada punto t € R haysina matriz T;.

De aqui tenemos

ugop(t,x) = uy(t)
= p(ua(1), Ti(x))
= (pou)(t,x),
y esto es para todo (t,x) € E. Por lo que.el diagrama es conmutativo.

Ademds, uy define una transformacion linealu ; : Ef ='E,, ;) en cada fibra, la cual estd dada por

la matriz T;.

Asi, la familia de endomorfismos de espacios vectoriales parametrizada por la variedad R con

el endomorfismo de haces (uy,uz), es la clase de equivalencia de las matrices de la forma T, =
0 0 f A

1 0 t | paracada | t; | en R3.

01 1 13
Para este problema moduli tenemos los siguientes resultados:
Proposicion 4.1 [New78]

1. No existe un espacio moduli fino para (End,).

2. Paran > 1 no existe un espacio moduli grueso para (End,). De hecho, si M es una variedad
y . — Mor(—,M) es una transformacion natural, entonces cualesquiera dos endomorfis-

mos con el mismo polinomio caracteristico estdn representadas por el mismo punto de M.
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En la demostracion de esta proposicion (que puede encontrarse en [New78|]) quedan de manifiesto
algunospreblemas. Para la demostracién de 4.1}1 se encuentran dos familias no isomorfas que
determinan’elsmismo morfismo de una variedad S en cualquier espacio moduli, es decir, que hay
muchas familias” Mientras que en[4.1]2 el problema es que hay demasiados endomorfismos.

No obstante, si podémos construir una transformacion natural entre .% y Mor(—,k"), que es el

primer paso para construir*un espacio moduli.

Proposicion 4.2 [New78] Existe una transformacion natural ® : % — Mor(—,k") tal que ®(pt)

estd dado por

(V,T) — (ay,...,an),

en donde ay,...,a, son los coeficientes\del polinomio caracteristico de T, Pr = X" + a X"+

...+an_

4.1.1. Endomorfismos semi-simples: un ejemplo de espacio moduli grueso

Ya vimos que para el problema (End,) no existesin espacio moduli. Para paliar esa situcion,
haremos mdas pequefio el conjunto que queremos parametrizar; trabajaremos solamente con los

endomorfismos semi-simples.

Definicion 4.2 Consideremos un espacio vectorial V. Decimos que un endomorfismo T de V es

un endomorfismo semi-simple si la matriz asociada a T es diagonal'para alguna base de V.

Como estamos estudiando un conjunto mas pequefio, en términos de'la teoria de categorias signi-

fica que definiremos un subfuntor de .%:
Fq: Var — Set,
en donde, si S es una variedad, tenemos
Fa(S)={[(&,T)] € Z(S) : Tyes semi-simple para todo s € S.}.

Denotemos por (End,), al problema moduli correspondiente. De este problema moduli podémps

decir dos cosas, una buena y una mala:
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Proposicion 4.3 [New78]
» k" esun espacio moduli grueso para (Endy)q

= No existe un, espacio moduli fino para los endomorfismos semi-simples con respecto a cual-

quier relacion de.equivalencia admisible sobre las familias.

4.1.2. Endomorfismos ciclicos: Ejemplo de espacio moduli fino

Nuevamente, hacemos mds pequefiosal conjunto que queremos parametrizar: ahora solo conside-

raremos a los endomorfismos ciclicos:

Definicion 4.3 Un endomorfismo T de*un.espacio n-dimensional V es ciclico si existe v €'V tal

que {v,Tv,..., T”_lv} es una base de V. Al vector v se le llama vector ciclico de V.
Para este problema moduli el funtor correspondiente es
F(8)={[(&,T)] € #(§) : (&, T) tenga-una seccién ciclica},

que es un subfuntor de .%. Que (&,u) tenga una seccion efCliea significa que existe una seccién
0 : S — E tal que la fibra E; esté generada por {0 (s),u;0(s), -« 'o(s)}, paratoda s € S, i. e.

que o (s) sea un vector ciclico para u.

Adaptemos la transformacion natural @ de la proposicion 4.2| para el funtor.7.. Recordemos que
® cumple con que ®(pt) : .F (pt) — Mor(pt, k") es una funcién, pero .7 (pt) vuelve a ser el con-
junto A/ ~, luego, cuando restringimos la transformacién natural a .%,, vamos 4 estar considerando

solamente a los pares (V,T) en donde T es un endomorfismo ciclico.

Ahora vamos a construir una familia C en .%.(k"). Es sabido que si un haz vectorial\tiene una
seccion ciclica, entonces el haz es trivial (véase [HatO3], p.8 o bien [New7/8]], p. 29). Asi pues;si

C=[(T,u)] € Z#.(k"), entonces

T = (K" x K", p,k").
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Para completar la definicion de la familia, nos falta dar el endomorfismo u = (u;,u;) de haces
vectoriales«Si u, : kK" — k" es un morfismo de variedades, definimos
u  kK'xk' — K" < k"

Y

(t,a) +— (up(t),Ca)

en donde
00 . 0o -t
C = 1 0 .0 =1
0 0 . 1 —h

La importancia de la familia C es que

Proposicion 4.4 [[New78] C es una familia’universal para (End,)., lo cual hace que k" sea un

espacio moduli fino para este problema.

Ejemplo 4.2 Hay algunas cosas que podemos deciriuna vez que sabemos que C es una familia
universal para el problema (End,)..

En primer lugar, como k" es un espacio modulifinepara él problema (End,)., entonces para cada
x € k' tenemos un endomorfismo (de espacio vectorial) ciclicosa saber, el endomorfismo definido

por la matriz C,.

Por otra parte, siempre que tengamos un morfismo de variedades S + kl'ytenemos una familia
de endomorfismos f*C = [(E,u)], en donde & es un haz vectorial trivial \las transformaciones
lineales en cada fibra estin dadas por una matriz de la forma C;, con t € S¢ For ejemplo, si
regresamos a k" = R3 y tenemos el morfismo S' — R3 entre la esfera unitaria §R?, entonces la
familia parametrizada por S' inducida por C es la clase de isomorfismo del haz (Sl R3,p,S 1)
con el endomorfismo (de haces) u definido por las transformaciones lineales Cy (congs €S') en
cada fibra. Por lo tanto, tal familia de endomorfismos de transformaciones lineales es la ¢lase de

equivalencia de

{Las transformaciones lineales T : R> — R tales que T =C; y ||t|]| =1},
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y un endomorfismo de dicha familia seria

00 -1
Coon=11 0 0
01 O

4.2. El funtor'de Grassmann

En esta seccion se desarrolla umiyiltimo ejemplo de espacio moduli: la variedad de Grassmann. El
problema en cuestion es clasificar log subespacios de una dimension fija de un espacio vectorial de

dimension finita.

Dado un espacio vectorial V de dimensién'n)y un nimero (positivo) d < n, podemos pensar en el
conjunto de todos los subespacios de V. de dimension d. A este conjunto se le puede dotar de es-
tructura de variedad algebraica mediantezel encdje de Pliicker; a dicha variedad se le conoce como

variedad de Grassmann [[HudO7]] .

En este ejemplo vamos a presentar el funtor dé Grassmanng’que es un funtor que va de la categoria
de esquemas a la categoria de conjuntos. Demostratemos que estd representado por un esquema, y
ese esquema recibird el nombre de variedad de Grassmann. En"unsprincipio se perderé el enfoque

cléasico de la variedad de Grassmann debido a que se clasificardn iSoniorfismos de suprayecciones.

Los conceptos y algunos resultados que utilizaremos se encuentran en la seecion [2.3] Este capitulo

se basa en la exposicion hecha en [SP23]], y también en los textos de [Harl3] y [Vak17].

4.3. El problema moduli y la construccion del funtor-Grass-

manniano

Vamos a fijar dos enteros no negativos n y d tales que 0 < d < n. El problema moduli consta de‘os

siguientes datos:
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1. Elconjunto que queremos clasificar es el de las suprayecciones de médulos localmente libres
deérango fijo d. La relacion de equivalencia estard dada por los isomorfismos de suprayec-

cionés,
2. Lafamiliapatametrizada por un esquema S serd una suprayeccion de gavillas de Os-mddulos
ﬁ? — Q,

donde Q es un madulo localmente libre finito de rango d. Notemos que por cada suprayec-

cion de gavillas tenemos un conjunto de suprayecciones de médulos
{ﬁ?"(U) —Q(U):UCS esabierto}.

La relacion de equivalencia dedas familias estd dada por los isomorfismo de suprayecciones

de gavillas de Os-mddulos.

3. Dado un morfismo de esquemas f : "= L y una familia parametrizada por 7', . : ﬁ;@ "0,
la nocién de familia inducida€std dada por.el,pullback de f, asi, la familia inducida por f'y
parametrizada por S es

fla ﬁs@" =5f*Q.
El funtor f* fue abordado en la seccion [2.3|y ademds cumpleicon lo siguiente [SP23]:
i) Os=f"0r,
ii) f* es aditivo, lo cual significa que
f* : Mor(A,B) — Mor(f*A, f*B)

es un homomorfismo de grupos abelianos (recordemos que la categoria de &x-mddulos es

preaditiva).
iii) f* preserva médulos localmente libres y
iv) f* esexacto derecho. Es decir, que si tenemos una sucesion exacta de 0s-mo6dualos
0—-A—B—C—0,

al aplicar el funtor tenemos una sucesion exacta de Or-mdédulos
ffA— ffB— f"C—0.
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Una vez®€stablecido el problema moduli, definimos el funtor asociado. A este funtor le llamaremos

funtor d€"Grassmann o Grassmanniano.

Definicion 4.4/ Consideramos n,d enteros no negativos que cumplen 0 < d < n. El funtor de
Grassmann, que denotamos por G(d,n), asocia a un esquema S el conjunto G(d,n)(S) de las

clases de isomorfismogde sobreyecciones
. bn
q:05" — Q,

donde ﬁ?” =0s@...PD Osy Q.es un Os-modulo localmente libre finito de rango n — d.

Sea f: T — S un morfismo de esquemas. Entonces definimos una funcion
G(d,n)(fY: G(d,n)(S) = G(d,n)(T),

la cual envia la clase de isomorfismo de q : ﬁ?” — Q a la clase de isomorfismo de f*q : ﬁ?” —

o

Como las clases de isomorfismo de una suprayeecion estdn determinadas por su kernel, podemos
realizar dicha parametrizacion. En particular, cuando S = Speck, con k un campo, se puede iden-
tificar de manera canénica a Gr(d,n)(S) con la céleccion de“Subespacios de dimensién d de k",
puesto que una gavilla localmente libre sobre Speck de rango n'—d'es k"¢, y una suprayeccién
k" — k"4 estd determinada, salvo isomorfismo, por un subespacio d~dimensional de k" (véase el

ejemplo [2.7)).

4.3.1. El funtor de Grassmann es representable

Este problema tiene como solucién un espacio moduli fino. Para probar que tenemos dicho es-
pacio se demostrard que el funtor de Grassmann es representable. Las definiciones presentadas a
continuacién son un conjunto de propiedades que nos permitirdn establecer un criteriode.repre-
sentabilidad para funtores que van de la categoria de esquemas a la de conjuntos, que es el que

utilizaremos para Gr(d,n).
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Definicién 4.5 Sea .% un funtor contravariante que va de la categoria de esquemas a la categoria

de conjuntes.

1. Diremos/que .7 satisface la propiedad de gavilla para la topologia de Zariski si para

cualquier(esquema T y cualquier cubierta abierta {U;} de T, y para cualquier coleccion
de elementos f;@&,.7 (U;) tales que ﬁ|UimUj = fj’U,-mUj existe f € F(T) tal que f|Uj =fjen
F(Uj).

. Un subfuntor J¢ C% es una regla que asocia a cada esquema T un subconjunto 7 (T) C

F (T) tal que los mapeos

F(f): Z(T)— F(T)

mandan 7€ (T) en A (T') paratodes los morfismos de esquemas f : T' — T.

. Sea F C .F un subfuntor. Diremos que 7 C ¥ estd representado por inmersiones abier-
tas si para todo par (T,t), dowdé T es un esquema yt € .F (T) existe un subesquema abierto

U; C T con la siguiente propiedadsun morfismo f : T' — T se factoriza a través de Uy si y
solo si F (f)(t) € H#(T').

. Sea I un conjunto. Para cada i € I, sea.76.C F #n Subfuntor. Diremos que la coleccion
()icr cubre a .F siy solo si para cada f'€ .7 (T) éxiste una cubierta abierta {U;} de T
tal que f|y, € Hi(U;).

Lema 4.1 (Criterio de los esquemas.) Sea .7 un funtor contravariante que va de la categoria de

esquemas en la categoria de conjuntos. Suponer que

1. F satisface la propiedad de gavillas en la topologia de Zariski;

2. existe un conjunto de indices I y una coleccion de subfuntores .F; C .F (subfiintores de .7 )

tales que

» cada F; es representable
» cada ¥; C F estd representado por inmersiones abiertas y

» la coleccion (F;)icy cubre a .
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Entonces .7 es representable.

El resultado.anterior puede ser encontrado en [SP23] o en [Ei1sO0] junto con sus demostraciones,
aunque la version que escribimos es la de la primera bibliografia.
Finalmente, tenémos la siguiente version del lema de Nakayama relativa a los morfismos de mé-

dulos, la cual puede sé€tencontrada en [SP23]].

Lema 4.2 Consideremos uw’anillo R con ideal de Jacobson rad(R), M un R-médulo e I C R un
ideal. Si N — M es un morfismo de médulos, N/(IN) — M /(IM) es suprayectivo, M es finitamente

generado e I C rad(R), entonces N — M es suprayectiva.

Con esto ya podemos demostrar que el funtor de Grassmann es representable:

Teorema 4.1 Sea 0 < d < n. El funtor¥ = Gr(d,n) definido anteriormente es representable por

un esquema.

Demostracion: e .% es una gavilla.en la topologia de Zariski. Consideremos un esquema S,

una cubierta abierta S = US,- y cualquier coleccion'de elementos f; € ¢ que cumplan
icl

fi|SiﬁSj = fj’S,ﬂS_,--

Si filsimsj =f j’SimSj, entonces f; y f; definen suprayecciones’isomorfas cuando se restringen a

S,’ﬂSjZ

fils;ns;
PDn it )
ﬁsimsj — Qilsins;
B
fjm l
Qjlsins;

por consiguiente

ﬁé?m'gj/ker(ﬂsimsj) = Qilsins; = Qjlsins; = ﬁﬁm@j/ker(fjls;msj)a

en donde Q; y Q; son gavillas de médulos localmente libres de rango d.
Por las equivalencias anteriores y el axioma del pegado de las gavillas, podemos pegar los Qj para
obtener una gavilla Q definida sobre todo S, es localmente libre de rango d puesto que cada Q; lo

es y ademds obtenemos una suprayeccion global f : ¢ — O que estd definida localmente por los
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fi. Por e6mo se construye f se deduce que es la tnica tal que f; = f|s, en ¢. Con esto se prueba

que ¢ es'una gavilla en la topologia de Zariski.

e Definicion d€los funtores .7; y demostracion de que son subfuntores de .%. Sea I el con-
junto de subconjuntos de {1,...,n} de cardinalidad n — k. Dado un esquema Sy j € {1,...,n},

denotamos por ¢; a lasseccion global
ej=%0,...,0,1,0,...,0) 1lenla j-ésima entrada

de 0. Estas secciones generan libremente a &', Similarmente para j € {1,...,n—k}, se denota
por f; a la seccion global de ﬁ’?"*k cuyas entradas son todas cero excepto la j-ésima entrada,

donde es 1. Para i € I, consideramos el morfismo de &’s-mddulos
sifag" Tt — o3,
que, para cada abierto U C S, estd definido por

. ~k
sl T WA 05 ()
fi i,
el cual es la suma directa de las coproyecciones &s — O ?” correspondientes a los elementos de i.

Pongamos un ejemplo: hagamos n =6, k=3, j =1 ei= {i=4,i, = 5,i3 = 6}. Entonces

(o

0
1

0

fj:flz 0 e =ej =e4 = |
0

0

0

Ahora definimos el subfuntor .%;. Con esta notacion, para cada esquema S se escribe
Fi(S)={q: 0°" — Q€ F(S): qos;es suprayectiva } C .Z(S).
Luego, dado un morfismo f : T — S de esquemas queremos ver que
F(f): F(S)— F(T)
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manda_;(S) en .%;(T). Lo que sabemos es que f* es un funtor exacto derecho, por tanto, para

cualquief sucesion exacta de S médulos

0—>E1L>E2 £>E3—>0,

se tiene la sucesién_exacta derecha
f*E1 M E2 % f*E3 — O,

de donde se deduce que si Yz es suprayectiva, entonces f*f, también lo es. Dado el morfismo
de esquemas f : S — T, el pullback f*s; es el andlogo de s; en T, es decir, que el morfismo
fisi ﬁ;‘?"’k — OF", estd definidopor
Frsi(V)Cy) 5" V) — 07"(V)
fi — e
para cada abierto V C T'. Por consiguiente, el pullback de la composicion f*(gos;) = f*go f*s; es

suprayectiva y por tanto pertenece a Z(F). EnConsecuencia, .%; es un subfuntor de .7 .

e .7; es representable. Recordemos que / es, el cofijunto-de subconjuntos de {1,2,...,n} que

tienen cardinalidad n — k. Para cada abierto U(de un esquema,X, vamos a hacer
['(U, Ox) := el conjunto subyacente delanillo O (U).

Tomamos i € I, y como i tiene cardinalidad n — k, de manera cofiyeniente reescribimos i como
i={l1,...,n—k}. De esta forma s; es la inclusién de los primeros 7 — k_sumandos. Observemos
que que g os; es un mapeo suprayectivo entre modulos libres localmentefinitos del mismo rango.
Aplicamos el lema[2.2] y concluimos que g o s; es un isomorfismo.

Asi, siqg: ﬁg‘a” — Q es un elemento de .%;(S), entonces puede utilizarse g o s; para.identificar a Q

con ﬁge"_k, y entonces g : 03" — ﬁge”_k estd definida por
qlv ﬁ?"(U) — ﬁ?”’k(U)
€ — fj,
para j=1,...,n—k. Visto en forma matricial seria
q= (In—kxn—k M) )
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donde M’es una matriz de n — k X k con coeficientes en Os(U ). De aqui podemos ver que hay tantas
funcion€s gecomo matrices de n — k X k con coeficientes en Ox(U) . Ahora queremos ver que .%;

es isomorf6 alffuntor
Z; : Sch —> Set
dn—ky

Como la categoria de llégada de .%; y .%; es la categoria de conjuntos, ver que ambos funtores son
isomorfos consiste en probar«que para todo esquema X existe una biyeccién entre .%;(X) y .%;(X).
Observemos que [T}_,_; £ TAX, 07"*) es el producto cartesiano de T'(X, 03" %) k-veces, de
manera que un elemento de H;%:n_ 1 DX, ﬁ}?”"‘) se ve como (ay,...,a), en donde cada a; per-
tenece a I'(X, ﬁ)?”_k), que recordeinos es el conjunto subyacente de ﬁ’?“_k (X). Luego, podemos
pensar en que un elemento de H;f:n_k o, ﬁ}?”_k) es una matriz de dimensién n — k X k con

coeficientes en el anillo Ox(X). En conSecuencia tenemos una biyeccién dada por ¢ — M y por

tanto .%; es isomorfo al funtor .%;.

Luego, .%; es isomorfo al producto delfuntor

A :"Sch — Set
S T(Sy0ys)
k(n — k) veces consigo mismo, y ademads el funter’ A estd representado por AIZ (véase el ejemplo
. Se sigue que .%; estd representado por AZ("_k), puesto qué eLproducto fibrado sobre Spec(Z)

es el producto en la categoria de los esquemas.

e La inclusion .%; C .# esta representada por inmersiones abiertas.” S€a),S un esquema y sea

q: 03" — Q un elemento de .% (S). Vamos a utilizar el lema para mostrar que,el conjunto
Ui ={s€S: (qos;)s es suprayectivo }

es abierto en S. Vamos a considerar el morfismo (g o s;). Por hipétesis tenemos que (Q\es de tipo
finito y ademds tomaremos un s € U; C S, de manera que (g os;); es suprayectivo. Por el lema
sabemos que existe una vecindad abierta de s, Uy tal que (gos;)|y, es sobreyectiva. Pero (g of;) v,
es suprayectiva si y solo si lo es en cada uno de sus tallos, lo cual implica que para todo ¢ € Us el

morfismo (g o s;); es suprayectivo, y se sigue que ¢ € U, por lo tanto s € Uy C U;. Con esto hemos
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demostrddo que para cualquier elemento de U; podemos encontrar una vecindad abierta que esta
contenida en U; y podemos decir que U; es un abierto.

El morfismi6 (4 s;); : 0" * — 0y induce

(qosi)s . k(s)Eank — Qs/mst
[a]  — [(gosi)s(a)l,

en donde m es el tnicoideal maximal del anillo local O y k(s) = ﬁg"ik /m es el campo de
residuos. Observemos que'sis € U;, entonces (g o s;)s es suprayectiva, lo cual implica que m
también es suprayectiva. Por ‘etfa parte, como Qs es un Os -médulo y (g os;) es un morfismo de
modulos, si suponemos que m es suprayectiva, entonces por el lema de Nakayama tenemos
que (g o s;); es suprayectiva, pero este-itnplica que s € U;.

Con esto probamos que tenemos la equivaléncia:
s € U; <> el mapeo k(s)®" % — Q,Jm,Qy inducido por (gos;); es suprayectiva. .

Sea f: T — S un morfismo de esquemas~y-sea t &£ F un elemento que se corresponde con s € S.

Por el lema 2.1l tenemos
(f*0)r =0 X0y, O,
asi, el morfismo

k()" = (F*Q)i /my (£ Q)i

inducido por f*(gos;); es el cambio de base del mapeo k(s)®"* 30y /msQ; de arriba mediante
la extension de campo k(2) /k(s). Se sigue que s € U; si y solo si ¢ estd enehabierto correspondiente
a f*q. En particular, T — S se factoriza a través de U; si y solo si f*¢q € .Z; () con lo cual tenemos

que .%; esta representado por inmersiones abiertas .

e La coleccion {.Z;}c; cubre a .%. Para probar esto, debemos tomar una g € . (S){para cualquier
esquema S, y ver que existe una cubierta abierta {S;} de S tal que g|s, pertenezca a .Z(S;). Vamos
a precisar a qué nos referimos, en este caso, con ¢|s.: la inclusion t : S; < S induce la funeién de
conjuntos:

F)  F(S) — F(S)

q L CI|S,‘7
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(recordemos que ¢/s; es el elemento correspondiente a g en el morfismo inducido por la inclusion,
no necesariamente significa que sea una restriccion de funciones)
Pero queremos’que ¢|s, no solo pertenezca a .7 (S;), atin mds, queremos que g/s; esté en .%;(S;), es
decir, que g o §;Sea,un morfismo suprayectivo.

¢ Sn T
Asi pues, sea q : Og"— Q un elemento de .7 (S). Tenemos que mostrar que para cada punto s de
S existe un i € I tal que s; es sobreyectiva en una vecindad de s. La unién de tales vecindades serd

nuestra cubierta abierta.{Comencemos observando que
o~ .
@o5i)s  k(s)T" ™ = k()" — Qy/m; Qs

es suprayectiva, y esto es cierto pefque el morfismo k(s)®" — Q;/m;Qy induce en Qs/m;Qs una
estructura de espacio vectorial de dimension n — k. Entonces, como m es suprayectiva, por
el lema de Nakayama, (g o s;)s; también loes, y como un morfismo de gavillas es suprayectivo si
es suprayectivo en cada morfismo inducidoen.sus fibras ([E1s00], p.15), tenemos en consecuencia

que (gos;) es suprayectivo. Por conSiguiente, la.coleccion {.%;}cs cubre a %

Con esto concluye la demostracion de queel-funtor desGrassmann es representable.
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Capitulos

Epilogo

5.1. Resultados

Vimos que para los funtores contravariant€s Sch — Set existe un criterio de representabilidad,
el cual se basa en aprovechar las caracterisiticas locales (por ejemplo, nos fijamos en cubiertas
abiertas de esquemas y en subfuntores ¥ 1a representabilidad de éstos) para luego concluir con la

representabilidad de manera general.

Demostramos, utilizando el criterio de representabilidad, qué €l funtor de Grassmann esté repre-

sentado, con lo cual pudimos responder a la pregunta de investigacién de manera positiva.

5.2. Discusion

En los ejemplos de espacios moduli, pudimos observar que los haces vectoriales ¥, las gavillas son
objetos matemdticos que permiten parametrizar y ’guardar’ cierta informacion_de otros objetos
matematicos. Es muy importante notar que las gavillas permiten dar resultados globalés a partir de

resultados locales.

Vimos también que existen patologias en la teoria y que por lo tanto no todo problema modulitiene
un espacio solucién, si bien modificando un poco el problema inicial pudimos encontrar resultados

favorables. Por esta misma razén y dado que un encontrar un espacio moduli fino equivale a de-
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mostrar-que el funtor moduli es representable, nos interesé encontrar propiedades o criterios que

debe cumplir el funtor para saber si es representable o no.

De igual forma; es.notable como el lenguaje de las categorias permite expresar en términos con-
venientes a los problemas moduli. Ademas, el lema de Yoneda y la representabilidad de funtores
nos dan una idea de\lo importante que son los morfismos en un categoria y de las cosas que nos
permiten decir acerca de losobjetos; por ejemplo, gracias al lema de Yoneda sabemos que el objeto
que representa a un funtor esinico (salvo isomorfismo), y en consecuencia un espacio moduli fino

es anico.

5.3. Conclusiones y Recomendaciones

En primer lugar, mencionamos que la teorfa de,categorias es un lenguaje apropiado para expresar
los problemas moduli. Pero también hicimos uso.de otras teorfas: utilizamos las propiedades de

los haces vectoriales y de las gavillas de.mddulos/para parametrizar a las familias.

También vimos que el problema de clasificar endomorfismos de espacios vectoriales puede tener
como solucion un espacio moduli grueso o fino, dependiende’de qué tanto acotemos a las familias.
Por otra parte, el problema de clasificar los subespacios vectoriales y una dimension fijada tiene
como solucién un problema moduli fino. Esto dltimo responde a nuestra pregunta de investigacion

e hipétesis.

En cuanto a la metodologia utilizada, podemos decir que fue la metodologfa ideal, debido a que

estos resultados son puramente tedricos y estan basados en bibliografia ya exist€nte.

73



Bibliogratia

[SP23] Authors of The Stacks Project (2023) The Stacks Project. Obtenido de

ttps://stacks.mat.columbia.edu

[Ben08] Ben-Zvi, D. (2008). Moduli_spaces. The Princeton companion to mathematics, 42, 111-
156.

[Carl5] Cartier, P. (2015). Alexander Grothendieck: A Country Known Only by Name. Notices of
the AMs, 62(4).

[EisO0] Eisenbud, D., Harris, J. (2000) Geometry of'Schemes (Vol. 197) Springer Science & Bu-

siness Media.

[Fan05] Fantechi, B., Gottsche, L., Illusie, L., Kleiman, S, Nitsure, N., & Geometry, A. V. F. A.
(2005). Grothendieck’s FGA Explained. In Amer. Math. Séc.

[Gray06] Gray, J. W. (2006). Fragments of the history of sheaf theory.dn Applications of Sheaves:

Proceedings of the Research Symposium on Applications of Sheaf Theory to Logic, Alge-
bra, and Analysis, Durham, July 9721, 1977 (pp. 1-79). Berlin, Heidelberg: Springer Berlin
Heidelberg.

[Har13] Hartshorne, R. (2013) Algebraic geometry. Springer Science & Business' Media.

[HatO3] Hatcher, A. (2003).  Vector bundles and K-theory. Obtenido de

ttp://www.mat.cornell.edu/ hatcher.

[Hos15] Hoskins, V. (2015). Moduli problems and geometric invariant theory. Lecture notes 2016,
7(28), 12.

74



Bibliografia

[HudO74"Hudec, D. A. (2007) The Grassmannian as a Projective Variety. Proccedings VIGRE REU
2007,

[Hus66] Husemdller, D. (1966) Fibre Bundles New York: McGraw-Hill.

[Ji15] Ji, L. (2015)+The Story of Reimann’s Moduli Space. Notices of the International Consor-
tium of Chinese Mathematicians, 3(2), 46-73.

[Mac13] Mac Lane, S. (2013). Categories for the working mathematician (Vol. 5). Springer Scien-

ce & Business Media.

[Mar06] Marquis, J.P.(2006) “Whatis Category Theory?”. Polimetrica International Scientific Pu-
blisher Monza/Italy.

[Mum70] Mumford, D. (1970) Introductién,to theory of moduli. Proceedings of the 5th Nordic

Summer-School in Mathematics
[Mum15] Mumford, D. & Oda, T. (2045) Algebraic Geometry II.
[Mun00] Munkres, J. (2000) Topology Prentice Hall.

[New78] Newstead, P. E. (1978). Introduction-te-moduli problems and orbit spaces. TIFR Lect.
Notes , 51.

[Leil4] Leinster, T. (2014). Basic category theory (Vol. 143). Cambridge University Press.

[Vak17] Vakil, R. (2017). The rising sea: Foundations of algebraic geom€try. it preprint.

75



Alojamiento de la Tesis en el Repositorio Institucional

Titulo de Tesis:

Funtores representables y problemas moduli

Autor de la Tesis:

Isaac Javier Diaz

ORCID:

0009-0007-9532-8824

Resumen de la Tesis:

Resumen: En este trabajo se estudia la relacion que
hay.entre los funtores representables y los problemas
moduli. El resultado principal presentado en esta te-
sis es que €l funtor Grassmanniano estd representa-
do./por un €squema. Abstract: In this work we study
the relation between representable functors and mo-
duli problems. The main result in this thesis is that

the Grassmiann’s fun¢tornis represented by a scheme.

Palabras claves de la Tesis:

Teoria de categorias, problema moduli, funtor repre-

sentable, espacio moduli, funfor de Grassmann.

Referencias citadas:

1. Authors of The Stacks/«Project (2023)
The  Stacks  Project. Obtenido  de

ttps://stacks.mat.columbia.edu

2. Ben-Zvi, D. (2008). Moduli spaces. Fhe-Prin-

ceton companion to mathematics, 42, 111-156.

3. Cartier, P. (2015). Alexander Grothendieck: A
Country Known Only by Name. Notices of the
AMs, 62(4).

76




Bibliografia

4.

5.

6.

10.

11.

Eisenbud, D., Harris, J. (2000) Geometry of
Schemes (Vol. 197) Springer Science & Busi-

ness Media.

Fantechi, B., Gottsche, L., Illusie, L., Kleiman,
S., Nitsure, N., & Geometry, A. V. E. A. (2005).
Grothendieck’s FGA Explained. In Amer. Math.

Soc.

Gray, J. W. (2006). Fragments of the history of
sheaf theory. In Applications of Sheaves: Pro-
ceedings of the Research Symposium on Appli-
cations of Sheaf Theory to Logic, Algebra, and
Analysis, Durham, July 9721, 1977 (pp. 1-79).
BerlingHeidelberg: Springer Berlin Heidelberg.

Hartshorne;\R. (2013) Algebraic geometry.

Springer Sci€nce & Business Media.

. Hatcher, A. 2003). Vector  bund-

les and K-theory. Obtenido de

ttp://www.mat.cornell.edu/ hatcher.

Hoskins, V. (2015). Moduli problems and geo-
metric invariant theory. Lecture notes 2016,

7(28), 12.

Hudec, D. A. (2007) The Grassmannian.as a
Projective Variety. Proccedings VIGRE ,REU
2007.

Husemoller, D. (1966) Fibre Bundles New
York: McGraw-Hill.

77




Bibliografia

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ji, L. (2015). The Story of Reimann’s Moduli
Space. Notices of the International Consortium

of Chinese Mathematicians, 3(2), 46-73.

Mac Lane, S. (2013). Categories for the wor-
king mathematician (Vol. 5). Springer Science

& Business Media.

Marquis, J.P.(2006) “What 1is Category
Theory?”. Polimetrica International Scientific

Publisher Monza/Italy.

Mumford, D. (1970) Introduction to theory of
moduli. Proceedings of the 5th Nordic Summer-

School in Mathematics

Mumford;'D. & Oda, T. (2015) Algebraic Geo-
metry I1.

Munkres, J. (2000) Topology Prentice Hall.

Newstead, P. E. (1978). Introduction to moduli

problems and orbit spaces. TIFR Lect. Notes ,
51.

Leinster, T. (2014). Basic category theory (Vol.
143). Cambridge University Press.

Vakil, R. (2017). The rising sea: Foundations of

algebraic geometry. it preprint.

78




	  Protocolo de investigación 
	Introducción
	Marco Teórico
	Justificación
	Pregunta de investigación
	Hipótesis o supuesto
	Objetivos
	Objetivo general.
	Objetivos específicos.

	Metodología

	Preliminares 
	Conceptos básicos de Teoría de Categorías y algunos ejemplos
	Haces vectoriales
	La categoría BunB 

	Gavillas y Esquemas
	Gavillas de módulos


	Funtores Representables y problemas moduli
	Sobre funtores representables
	Lema de Yoneda
	Problemas y espacios moduli 
	Los ejemplos 3.2 y 3.3 revisitados


	Ejemplos de problemas y espacios moduli
	Endomorfismos de espacios vectoriales
	Endomorfismos semi-simples: un ejemplo de espacio moduli grueso
	Endomorfismos cíclicos: Ejemplo de espacio moduli fino

	El funtor de Grassmann
	 El problema moduli y la construcción del funtor Grassmanniano
	El funtor de Grassmann es representable


	Epílogo
	Resultados
	Discusión
	Conclusiones y Recomendaciones

	Bibliografía



