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donde, (9_
32

mediante un método numeérico. Wmac é@ frecuentemente encontrada en areas de la
ciencia como fisica, quimica, biolog c., al de explicar el comportamiento de proce-
sos estacionarios de distinta naturalez )f'siﬁa, es ir;-fendmenos que son independientes del
tiempo, como oscilaciones, conduccion d(t'elor; ion, entre muchos otros [7|. La impor-
tancia de aprender a resolver la ecuacion Q{){)ismn ediante un método numérico se hace
presente cuando no es posible encontrar ur s lucién @itica en un punto de interés.

Se ha escogido el “Método de Diferencias Finitas”, el cual ste en discretizar el dominio de
la ecuacion de Poisson mediante un mallado, en un nimero fimito de guntos; de esta manera,
el problema de resolver una ecuacién diferencial parcial se con¥ierte en encontrar la solucién
de un sistema de ecuaciones lineales algebraicas de la forma Az

Para hallar la solucion de Ax = b se estudian los métodos iterativo@ési S y su convergen-
cia: Jacobi, Gauss-Seidel y de Relajacién. La matriz A obtenida en las€cuacion de Poisson
en una dimension tiene la forma de una matriz tridiagonal, por lo que ta&n se estudia un
método directo propio para este tipo de matrices: el método de Thomas.

El capitulo 1 de la tesis trata sobre los métodos iterativos en general. Se han zado como
referencia los libros de Numerical Analysis: A Second Course de Ortega (1972)[5]," Analysis
of Numerical Methods de Isaacson y Keller (1966)[4] e Introduction to Numeric alysis

de Stoer y Bulirsch (1993)[9].

XI




XI1 Prologo

&
En el capitilo2 se analizan y comparan los métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel y de
Relajacién; adeings, se implementan los algoritmos computacionales de cada uno de ellos en
el lenguaje de gramacion de OCTAVE. Los libros que se han utilizado como referencia
son: Andlisis Numiérieo de Burden y Faires (1998)[1], Matriz Iterative Analysis de Vargas
(1962)|11], Numeric thematics de Quarteroni, Sacco y Saleri (2007)|6|, Analysis of Nu-
merical Methods de Isaacson y Keller (1966)|4|, Introduction to Numerical Analysis de Stoer
v Bulirsch (1993)[9], Itefative Solution of Large Linear Systems de Young (1971)[12] y Meé-
tedos y Esquemas Numévm{fn andlisis computacional de Skiva (2005)[8|.

El capitulo 3 se estudia el mét@i& Thomas y se compara con los métodos iterativos vistos
en el capitulo 2; también se ha implementado el algoritmo computacional de este método en
el lenguaje de programacion de VE. Se han utilizado como referencia los libros de Nu-
merical Mathematics de Quarteroni; oy Saleri (2007)|6] y An Introduction to Numerical
Analysis de Siili y Mayers (2003)[10). 7

En el capitulo 4, seccidn 4.1. se estudia d@ 1era breve la ecuacion de Poisson; posterior-
mente, en la seccion 4.2. y 4.3. se analiza V& aplicar el método de “Diferencias Finitas”
en la ecuaciéon de Poisson en una y.des dimensiones. Finalmente, en la seccién 4.4. se re-
>
mgv

suelve un ejemplo numérico aplicand nétoc “Diferencias Finitas”. Los libros que se
han utilizado como referencia son: App umenital, Lineal Algebra de Demmel (1997)[2],
Ecuaciones de la Fisica Matemdtica de ov sky (1980)|7], Introduction to Nu-
merical Analysis de Stoer y Bulirsch (199: Jﬂ,'lﬁer i lution of Large Linear Systems
de Young (1971)[12] y The eigenproblem of a tv@qona@%ph& matriz de Gover (1994)|3].

e

@n el capitulo 5 se tienen las conclusiones y posu;es trabaj turos.

*

e
C%‘

‘©

+*




Capitule-1

Introduccién.-a los métodos i1terativos

En este capitulo estudiaremos qiésgon los métodos iterativos usados para aproximar la solu-
cion de un sistema lineal de ecuacienes algebraicas dado por

Ax = b, (1.1)

donde A € R™" es no singulat§+b € R®, Aqui R™" denota el espacio de las matrices
m x n con entradas reales. Analizaremos qué ebndiciones se requieren para su convergencia;
revisaremos también como se constrityen los'mietgdos iterativos y su estabilidad. Por ulti-
mo, observaremos cémo medir el error de aproximacién y calcular una cota para el mismo.
Las referencias principales son: Numerical~Analysis’ A Second Course de Ortega (1972)]5],
Analysis of Numerical Methods de lsaacson™y Keller (1966)|4] e Introduction to Numerical
Analysis de Stoer y Bulirsch (1993)]9].

N ..
1.1. Motivacion
Un método iterativo para resolver el sistema (1.1) consiste en conglruir una sucesién {:r(k)}f;n
de vectores en R"™ que aproximan a la solucién exacta x = A~'h. Asi~que lo que se quiere es
encontrar dicha solucién con la propiedad

lim 2™ = z.

k— oo
Los métodos iterativos construyen la sucesion iterativa citada de la siguienteforma: se elige
una matriz B € R™" un vector ¢ € R”, un punto de inicio 2 € R”, y se iteca

g% = Ba® ¢ k>0, (1.2)

A B le llamaremos matriz de iteracion del método iterativo (1.2).




2 Introduccion a los métodos iterativos

Definicionl 1.1, El método iterativo (1.2) se dice convergente si para cualquier 0 ¢ R",
se vertfica la igthaldad
lim 2% =2 =A4""%. (1.3)

v—r OO
Si el método (1.2) e§ convergente, entonces se debe tener

x = lim #®b= lim (B.‘I,’{k_l] + c) =B lim 2% Y+¢c=Br+e¢
E—oo k—oo

k—oo
lo que implica
¢= (I — B)x = (I — B)A™'b.

Definicién 1.1.2. El método iterativo (1.2) se dice consistente si c = (I — B)A™'b.

El concepto de radio espectral de unanatriz que definiremos a continuaciéon, nos sera de
mucha utilidad para probar la convergeficia.de los métodos iterativos.

Definicién 1.1.3. Se llama radio espectralde B € R"*" a

(B)'= max Al
p( ) Aevalar propio de B | |

4 2 . "
6 3 } Calcula piB).

Primero calculamos el polinomio caracteristic de B:

42 A0
p(N) = Hﬁ 3}_[0 /\H

B ‘4—/\ 2 ‘
63—\
= 4-NB-)-12
= 12-TA+A2-12
—TA+ A%,

Ejemplo 1.1.1. Sea B =

cuyas raices son Ay =0 y Ay =T, por lo gue p(B) = max{0,7} =T.

Para demostrar la convergencia del método (1.2) presentamos algunos resultados ‘del dlgebra
matricial que nos seran de utilidad.

Definicién 1.1.4. Una B € R™*" es convergente si

lim B = 0.
k—r e
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Lema 1.1.1, Sea B € R"*", entonces B es convergente si y solo si
lim By =0,
fe—roc

para cualquier & R™.

Demostracion. a)*Bajo el supuesto de que la norma matricial es consistente con la norma
vectorial, es decir, | Byt < | B - |ly|| Yy € R" y que lim B* = 0, se sigue que
k—oc )

lim [|B*y|| < kB - [lyll = |lyll lim |B*|| = [ly|| - || im. B*|| = [ly|| - 0 = 0.
k—roc k—rod k—o0 k—o0
Por lo tanto, klfm | B¥y|| = 0%y € R™, es decir, |Llim By =0 y € R", lo que implica

que Alim BYy=0VyeR"
—F OO
b) Supongamos ahora que &lim Bfj2 0 para cualquier y € R™. Seae; = (0,...,0,1,0,...,0)7
v— DO

el 7—ésimo vector unitario en R". Puesto que

Bf = BT = Bk[eh e,. Trep] = [Bkeh BFe,, .. .:Bken] k>1,

y lim B¥e; = 0 para todo i = ¥, sc Sigué que existe el lim B* y vale 0. Asi que B cs
k—oo ) k—oo

convergente. o

Lema 1.1.2 (Ortega (1972)[5]). Sea B € R“" gz = 0. Entonces, existe una norma matricial

consistente y submultiplicativa® || - || qué depende'de/B y de ¢, tal que

p(B) < ||B{ £ p(B) g

Demostracion. SeaJ = P~1BP, donde J es la forma de Jérdan de B y P € R™™ no singular.

Sean
10 0 - 0 =

D= |00 0 y J=D'ID= 7
00 0 o oo 0o N A T

donde cada J; = A; si A; es un valor propio de multiplicidad uno de B, y,

ANiog o 0
-}:‘ _ 0 /\.,' |
0o 0 - XN

Y|AB|| < ||A||||B]| para toda A, B € R™*™.
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Ahora, por un tenemos que

/\}\an = i, D linl =N < (B)

7]l = lirs| = || + |g] < p(B) + <.

=1

Sea () = PD y consideremos H:rﬂ% “'7)| V2 € R™ que es una norma en R™ (véase
proposicion 1.2.3 de Ortega (1972)[5] tonces

si A; es un ;E pio de multiplicidad &k de B, 1 < k < n.

o bien

1Bl = ‘IlnlfﬁgHBfH—”Q ll 1BIHm— nl[llax Q7' BQy|«
i IIJylm@w +e

Un resultado de gran utilidad practica es e iyginente

6 @”, entonces

| B

Teorema 1.1.1 (Isaacson and Keller (1996)]

—_ =

p(B

para cualquier norma matricial consistente y submulﬁa’ph’caté®| en R™*™. De hecho se
cumple la igualdad

p(B) = inf |[B]|.

(R
12
Demostracion. Sea A un valor propio de B. Entonces existe un vector p@) z # 0 tal que

Bz = Azx.

Asi @5
[Azl] = Bzl < [|B][l]- @

Como ||Az|| = |A|||z]|, entonces | < ||B]|. \S\
Por lo tanto, O

p(B)=  mix [\ <|B|. O

A valor propio de B *
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Del le@.l.? se concluye que
p(B)= if |B].

-1
S
Lema 1.1.3 (Is on and Keller (1966)]4], Quarteroni et al. (2007)|6]). Sea B € R™™",
entonces B es conv@ﬂe si y sdlo si p(B) < 1.

Demostracion. a) Si < 1, entonces existe ¢ > 0 tal que p(B) < 1 — ¢, por lo tanto
p(B)+ez < 1,y por el lem -2 existe una norma matricial ||-|| consistente y submultiplicativa

tal que /

Cotay< 181 < pi8) + =
De donde se sigue que [|B| < 1. ces ka |B|* = 0. Como 0 < |B¥|| < ||B||*, entonces

lfm || B*|| = 0, de donde a su vez se lfm B* = 0, por lo que B es convergente.
k—roc e—00
E-:a

b) Supongamos que B es conv ite. A _un valor propio de B y = # 0 el vector propio
asociado a X, es decir, Bx = Ax. iene#
G
/ @r)

&%,

="Mz,
De la hipétesis y por el lema 1.1.1, se sigue que ;

lim B*z = 0.

k—oo O
Por lo que ®
lim Az = 0, )\
E

c—oo

de donde %

lim \* = 0. @
k—o0 \S'\

Por lo tanto & < 1 y, debido a que A es un valor propio cualquiera de B, se(sigue que
p(B) < 1.

(I

[+l

. O
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(O

A continua(@pmbaremos la convergencia del método (1.2).

Teorema 1.1. &3 convergencia: Stoer and Bulirsch (1993)[9]). El método (1.2) es conver-
gente si y solo st eseeonsistente y p(B) < 1.

Demostracion. o) 1gamos que el método (1.2) es convergente. Se sigue de la definicion
1.1.2 que es conslsten&fﬂax que demostrar que p(B) < 1. Definimos el error en la k—ésima
iteracién como

M =2 _ g k>0 (1.4)
e (1.2) se tiene que k) = @ + ¢, y por hipétesis se sigue que x = Bx + ¢, entonces

D
(1.4) se puede escribir como
‘/ Bx(" 1)—|—r’ Br —e¢

Por lo tanto, ®“ O
o = 3k (©) ((

Por hipdtesis

por lo que . O

lim B*e® = 0.

k—oo

Del lema 1.1.1 se sigue que B es convergente, y finalmente el lema @nos dice que p(B) < 1

b) Supongamos ahora que el método (1.2) es consistente y p(B) < 1! cedemos por con-
traposicién, suponiendo que p(B) > 1.

Si p(B) > 1, por definicion de p(B) debe existir algin valor propio A tal que% 1. Sea e©
un vector propio de B asociado a A, es decir, Be!® = Xel®

Si elegimos a ¢! como el error inicial de la iteracion, es decir, %

Q0 0,

RO (9
; S
N R (SR %

+*
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Por (1@& tiene que
/7

L
Luego ®/\

\aﬁn [e®]] =[] lim |A]* = oo, ya que [A| > 1.
oo k—oo
Por lo que el méton no es convergente.

elt) = BFel0) = \kel0),

glora: si p(B) =1, por cic‘)n de p(B) debe existir algtin valor propio A tal que |A| =1.
a e un vector propio (‘iy\aﬂociado a A, es decir, Be!® = Xe!®. De nuevo por (1.5) se

sigue que O
e® = BFel® = \kelO
O = A = 1)
lim || = |l
k—oo é

Por lo que kh’m e®] existe p@lmﬂ?mmt&nte de valor [|e!”], lo cual nos dice que
i—00
la iteracion z'*) se mantiene cons a@de vallopr"), por lo que no converge a x. Por lo tanto,
el método (1.2) no es convergente. / (( |
Pt N
éto

1.2. Construccion de los%

Una alternativa para elegir la matriz de iteracion B y struir el método iterativo (1.2) es
tomar una descomposicion regular de la matriz A como

A=M-N (9 (1.6)

con M no singular. Asf que el sistema (1.1) se puede escribir en@ama

(M =Nz =b ®
Mz=Nz+b )\

v =M"Nz+ Mb, (9
(o]
lo que sugiere estudiar el metodo iterativo

20D — A1) Mﬁlb; k=0. Q\S\ (L.7)

iterativos

Comparando (1.7) con (1.2), se sigue que la matriz de iteracion del método (1.7) Q

O

B=M'N N
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}.’
c=M"b=ALTAA b= M (M -—N)A b= (I - M 'N)A 'b=(I-B)A b,

por lo que el método«(1.7) es consistente. Por el Teorema 1.1.2, para que el método sea
convergente, es suficiente,que p(M~'N) < 1.

Aplicando el Teorema 11,1, se concluye que para que un método del tipo (1.7) sea convergente
es suficiente que sea consigtente y que ||[M 'N|| < 1, para alguna norma matricial consistente
v submultiplicativa || - || en”RI4". Ademads, se tiene este otro resultado no menos importante:

Teorema 1.2.1. Todo métodd iterative convergente del tipo (1.2) es de la forma (1.7) con
A= M— N, siendo M no singular.

Demostracion. Como el método (142) se puede tomar de la forma (1.7) se tiene que B =
M™'N y N = MB. Ahora construyamedy¥ tomando la descomposicién regular de la matriz
A:

A L\NL-N
= Wr-wmB
= MEB).

Para que el sistema (1.1) tenga solucion, (Aiene qué ser no singular y como M es no singular,
se sigue que I — B también es no singular=Per lo tanto,

M = A= B)"

1.3. Analisis de estabilidad y error de aproximacion

Estabilidad. Para analizar la estabilidad del método iterativo (1.2)wse supondra que se
estan realizando los calculos cometiendo un pequeno error ¥ en cada paso. Asi que por un
lado, los cilculos exactos serian

d® D =B Lo k>0
v por otro lado, los cilculos aproximados serian
R = B L o4 W k>0,
Asi que el error que se cometerd en cada iteracion sera

gletl) _ pk+) — B (:i’{k} — :I,’{k]) + E{k); k=0

FO 20 = £0)
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Notenmos.fjue
FEED — k) = B3k — gy 4 0
= B[B(:}?(k_l} — :I,’(k_l)) + ;’(k_n] + gk
= BX(al-1) — glk=1y 4 Belk=1) 4 ok)

_ BEH0) 4 BEO) 4 g1 L. 4 Belk-D) 4 (0

v bajo el supuesto de guesse esta trabajando con una norma matricial submultiplicativa en
R v subordinada a unasiorma vectorial en R™ (se utilizara la misma notacion || - || para
ambas normas), y si ademas /B < 1, se sigue que

7060 —at ) < BEERYt | B + B0 + - + | BtV + )]
< B + IBH O] + | B e 4+

Bl fle®= N JIe™
Rt 1
5 (i) J
max e D s
a=0

I

I

0<j<k

oc
mix [[<P3= [ B[7
=l

. 1
— X :‘(J} . Y
= max | .
0< <k I I 1— ||B)f

Si max [|eY]| < w, u la unidad de redondeo de la aritmétiea de punto flotante que se esta
0=<j<k

trabajando, entonces
u

||:}v',(k+l} _ fIf(k-'—l}” S - 5 \
- [1Bl|
por lo que el método es estable siempre que sea convergente ya ‘que_pequenos errores de re-
dondeo producen errores pequenos en la iteracion k+ 1, que ademés se.,pueden hacer bastante

pequerios si | B|| <« L

1.4. Cota para el error de aproximacion

Bajo el supuesto de que klim 2™ = 2 v por consiguiente ¢ = (I — B)A™'b =\ —_B)z, se

sigue para k = 1:

¥ — 2| = |Ba* ' +c—z|| = |[Be* ' + (I = B)z — x| = ||B«* ' — Bz|| < ||B||[|2* T~ =|,
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I

&
por lo que o .
/ B — o]
= | B la® 1 — 2 + 2B — g

:/\}\ < Bl 2®Y — 2@+ B [l — |,

lz®) — ||

AN

*

de donde
Nz — 2| < B |#¥ — 2|

Si 0 < ||B|| < 1, entonces @

R —Qg’?—”ﬁﬂ'g” o) = 200, k21, (1.8

por lo que si se quiere aproximar xg na tolerancia TOL > (), es suficiente tomar

A~ ||B]|

= mTOL

e iterar hasta que [|z(®) — 2(*=1D|| < £ _#festoimplicara que ||z® — x| < TOL.

%%




Capitule. 2

Algunos n¥¢todos iterativos clasicos

gn este capitulo estudiaremos lgsunétodos iterativos clasicos de Jacobi, Gauss-Seidel y Re-
lajacion; analizaremos como construirlos y bajo qué condiciones convergen. Implementamos
el algoritmo computacional de cadagfuno de ellos en el lenguaje de programacion Octave;
asi como una comparacion entre ellos'para alcanzar convergencia. Las principales referencias
son: Andilisis Numérico de Burden y Faires (1998)|1], Matriz [terative Analysis de Vargas
(1962)|11], Numerical Mathematiessde Quaxtéroni, Sacco y Saleri (2007)[6], Analysis of Nu-
merical Methods de Isaacson y Keller\(2966Y|4)¢ Introduction to Numerical Analysis de Stoer
v Bulirsch (1993)|9], Iterative Solutionjof Large” Limear Systems de Young (1971)|12| y Mé-
todos y Esquemas Numéricos: Un andhsis computacional de Skiva (2005)[8].

Como se dijo en laseccion 1.2 del Capitule lelos mefodes iterativos convergentes que estamos
considerando en este trabajo para resolverun sistemadineal Az = b es de la forma

Y = AN A T 0.
Equivalentemente
Mz® = N2® 1 p 0 k>0,

donde A =M — N con M no singular.

a alternativa para elegir las matrices M y N cuando A no tiene ceros en su diagonal
Una alternativa para elegir las matrices M y N g
principal es considerar la descomposicién

A=D-L-U, (2.1)
donde
0 0 o - Q
1 P
n[l]l n.J. [; —ay 0 0 - 0
T I R e
0 0 [y I, —a, —Qpy —Qpz - 0

11
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<
-2

0 —ayz - —) 1 —ln

D D U 1 A | —Qgy

\s-\ o 0o - 0 —Qn—1n

/‘ o o - 0 0

Algunos métodos iterativ@ﬁ%icos eligen las matrices M y N a partir de las matrices D, L
v U, convenientemente, con&remos en las secciones que siguen.

%

2.1. Meétodo de Jac\(/)bi

El método de Jacobi, bajo la descomposicion (1.6) v (2.1), consiste en elegir
M=D"% N=L+U.

Asi que este método se expresa como C a
2

2D D—,‘?U yD_lb: k>0, (2.2)
donde la matriz de iteracion (del mét w acobi)e que la denotaremos como Ej, es
E; L ;ﬁ‘y( (2.3)

Ahora, usando componentes, el método tom{b-iermaoo
wey_ 1 [ 0w
2 = (b, > ) (120, (2.4)
J

. j=1, j#i
bajo el supuesto que a; #0,i=1:n.

Ejemplo 2.1.1. Calcular las primeras tres aprozimaciones de la “Qcédn de Ax = b usando
el método de Jacobi, donde

S3/10 110 0 0 610

1/10 1/10 —1/10 0 2 )\
L |y -

0 0o 710 0 | 0

00 0 2/10 3 6
y el punto de inicio @

)
o |0] o)
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Solucion.Primero factoricemos la matriz A como A = D — L — U, donde

-3/ 0 0
0o (VY10 0
D= /
0 ¢\ 7/10
0 07 =, 0

0
0
0

2/10

Para aplicar (2.2), cal¢tilamos

~10/3 ‘0
0 10
DY L+U) =
0 0
0 0
}.’
Dl =

Asi que las iteraciones serdan

a 0
0

eV =D L+ + D=

0 1/3 00

|t oL
0 0 00
0 0 00
0 1/3 00

|t 0o
0 0 00
0 0 00

40

0 000 0 —-1/10 0 0
—1/10 0 0 0 v 0 0 1/10 0
0 000 0 0 0 0
0 000 0 0 0 0
0 -1/10 0 0 0 1/3 0 0
~1/10 0  1/10 0 -1 0 10
0 0 o ol | 0o o0 0o
0 0 0 0 0 0 00
0 0 6 —20
0 0 2 20
1047 0 0l 0
0 & 3 15
—20 7
20
0
15 |
—20 20/3 720 —40/3
20 20 20 10
0 o | 045 0
15 0 | 15 15
—20 10/3 —20 —20/3
20 40/3 20 100,/3
0 o |F 0" 0
15 0 15 15
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2.2. Implementaciéon computacional del método de Jacobi

El criterio de pato-que se va a implementar es

|a®+D — 2|

= < {al,
|zt-+D ]| + eps o

(2.5)

donde eps es el epsilon dedavmnaquina v tol es la tolerancia dada por el usuario. La siguiente

funcion esté escrita en OCFAVE.

function Jacobi(A,b,x0,tol,itermax)

[

% h de Ax = b de acuerdo con_{1.7). El criterio de paro es

% Error = norm(x_max-x, inf)/(norm(x_max, inf) + eps) < tol
% cuando hay convergencia.

ﬂ-j;

TR, Datos de entrada WML
% A es una matriz cuadrada no singular de tamafio n x n.

% b es un vector de tamafio n x 17

% x0 es el punto de inicio.

% itermax es el nimero miximo de iteracionés peérmitidas.

[

ekl ok kA hAA A% Datos de salida GhUAAA AR bbbt bk
% k es el numero de iteraciones.

% x_max es el vector en la iteracidn k

A

Yo oo oo oo o o o oo oo o oo o oo o o oo o oo o o oot ot o o oo oo o o o oo o o oo
% Universidad Judrez Auténoma de Tabasco.

% Fecha:19/septiembre/2018.

% Autores: Edwin E.,Justino A., Victoria O.

[

T T T T e o oot T oo oo o s oo oo e e o o e o e o o o T e oo oo o oo oo o
clc

x0 = x0(:); b = b(:);

B = -1 * A + diag(diag(A)); % donde B = L + U de acuerdo con (1.7).
D = diag(diag(A)."-1) ; % donde D es la inversa de D en (1.7).

P =D * B;

Q =D % b;

% Método de Jacobi.

x = x0;

for k = 1:itermax

% Esta funcién implementa @Método de Jacobi para aproximar la solucidn
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k, x_max.,= P * x + ()
Error+= norm(x_max - x, inf)/(norm(x_max, inf) + eps);
if Error-< tol
break
end
X = X_max;
endfor
endfunction

Ejemplo 2.2.1. Aproziman la solucion de Ax = b del ejemplo 2.1.1 con una tolerancia de
1077 usando el método desdacobi.

Solucion. Aplicamos la funéiow’Jacobi.m en OCTAVE, cuya sintaxis es
Jacebi(A. b, 2, tol, itermax)

donde z(®) es el punto de inicio del mét&dp, tol es la tolerancia para el criterio de paro e itermaz
es el niimero maximo de iteracciones ‘permitidas en caso de que no hubiera convergencia.
En la tabla 2.1 presentamos logaesultados obtenidos desde tres puntos de inicio distintos,
considerando un itermaz de 50.

2@ (k z®)

[ 0] [~-9.999999303082806 ]
0 31 30.000000696917191
0 ) 0.000000660000000
0 ] L 15000000008600000 |

1 [ —9.999999326313377 ]
1 31 30.000000696917191
1 0.000000000000000
1 L 15.000000000000000 |

0 —9.999999303082806
1 31 30.000000766608913
-1 (0.000000000000000
0 15.000000000000000

Tabla 2.1: Aproximaciones de la solucién de Az = b del ejemplo 2.2.1, dond& %) es el
punto de inicio, k es el minimo nimero de iteraciones para lograr convergencia y %) es la
aproximacion alcanzada.
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Ejemplo 2.2.2. Aprozimar la solucion de Ar = b donde

o=

—0.3
0.1
0

0.2

0.1
0.1
—-0.2
0.01

0.03 0.1 6
0 0.1 |2
o7 ol Y "o
0 0.2 3

con una tolerancia de 10%° usando el método de Jacobi.

Solucion. En la tabla 2.2 preSemtamos los resultados obtenidos desde tres puntos de inicio

distintos, considerando un itermaz de 200.

20k )
] —9.88719881721810
1 104 5.26333100520705
-1 1.50379130188842
L0 24.62419684090217
27 [ —0.88721181012231
-3 104 5.26337494083686
-5 1.50936671762453
. 0] | 2462421778479410 |
0] [ —0.88720821975 179 |
-4 104 5.26334353365531
1 1.50378679165595
3 24.62419842864593 |

Tabla 2.2: Aproximaciones de la solucién de Az = b del cjemplo 2.2.2¢ donde =¥ es el
punto de inicio, & es el minimo nimero de iteraciones para lograr convefgencia y z(*) es la

aproximacion alcanzada.

2.3. Meétodo de Gauss-Seidel

Este método consiste, de acuerdo con la descomposicion (1.6) y (2.1), en tomar M =\D — L

vy N = U, por lo que su matriz de iteracion, que denotaremos por Fgg, serd

Fas=(D—-L) ',

(2.6)
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v se expresa.como una de las tres opciones siguientes:

5 = (D-L)y'U® +(D-L), k>0. (2.7)
(D — L)z U™ +b, k>0,
O en términos«de componentes, bajo el supuesto que a;; #0,i=1:n,
) I n § At
:f:{lHn = = = — Zau:::ﬁ-“ , k=0,
aqy >
TSI | X k) N ®) P ‘
T, = ﬂ_n b; . i 2 _.Z Qi ) . i=2:n—-1, k=0, (2.8)
J=1 J=i+1
1
gy 1 (k1)
j=

Ejemplo 2.3.1. Cualcular las priméras tres aprovimaciones de la solucidn de Ax = b usando
el método Gauss-Seidel, donde A y blsan los dados en el ejemplo 2.1.1 con el punto de inicio

0

0
(O
* 0

)

Solucion. Primero factoricemos la matriz 4 como A.=.D — L
las dadas en el ejemplo 2.1.1. Para apli€ar=(2.7), caleulamos

-3/10 0 0 0 0 070 0
0 110 0 0 ~<1/10 0740
D=L = 0 0 7/10 0 | | 0 000
0 0 0 2/10 0 000
Entonces
~10/3 0 0
(D—1) 10/3 10 0
0 0 10/7
0o 0 0
~10/3 0 0 0 6
1 10/3 10 0 0 9
D=L7b=1"o o wr ol

—U, donde D, L y U son como

—3/10 0 0 0

1/10 1/10 0 0
| o 0 710 0
0 0 0 2/10
0
0
0
5
—20
40
1o
15
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}.’
=10/3 0 0 0 0 —1/10 0 0 0 1/3 00
w3 10 0 0 0 0 1/10 0 0 -1/3 1 0
(D—L)"'U = =
0N 0 10/7 0 0 0 0 0 0 0 00
070 0 5 0 0 0 0 0 0 00

Asf que las primeras tres itéraeiones seran:

0 1/3 0070 —20 —20
0 -1/3 10 0 40 40
20 gy _ T —
=D -0+ D -DTRE L ol o )
0 001 15 15
(0 1/3 00771 —20 —20 —40/3 r 207 [ —20/3
, 0 -1/3 10 40 40 —40/3 40 80/3
:13{2}: + = 4+ =
0 0 00 0 6 0 0 0
0 0 00 15 15 0 | 15 ] 15
}.’
[0 1/3 0 07 [ —20/3 _99 B0/9 AT —207 [ —100/9
5 0 -1/3 10 80/3 10 —80/9 40 280/9
=10 0 00 o [T o || o o | | o
0 0 00 15 15 0 154 | 15

2.4. Implementacién computacional del método.de Gauss-
Seidel

El criterio de paro que se va a implementar es el mismo que se utilizo en la implementacion del
método de Jacobi que estd definido en (2.5). La siguiente funcién esta escrita en OGTAVE.

function GaussSeidel(A,b,x0,tol,itermax)
h
bWkl hhhhhhhhd Datos de entrada WhAAhAhhhlkh Atk
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% A es una,matriz cuadrada de tamafio n x n.

% b es uh wector de tamafio n x 1.

% x0 es el=punto de inicio

% itermax és\el nimero de interacciones maximas.

h

Tohtotototolalohto fohntotor Datos de salida hhletetetslersrslslals/olelsds nle
% k el numero de€ iteracidn.

% x_max es el vectoTr .en la iteracidn k

h

I LT Tt Ts T St T o o T s o o Lo o o Pt o o et o et o e
% Universidad Juarez Autdnoma de Tabasco.

% Fecha:19/septiembre/2018«

% Autores: Edwin E.,Justine”A., Victoria 0.

h

Voo totototodatolote Tatotato oo toda o todatatototo o o dultTorto dade o oo ta a Tot fo o fado oot o folo
% Descomposicién de A =D - L £ U,

clc

format long

%0 = x0(:); b =b(:);

D = diag(diag(A));

L = -tril(A, -1);

U = -triu(4, 1);

B=D - L;
%% Método de Gauss-Seidel.
x = x0;

El

for k = 1:itermax

k, p=U=*x + b;

x_max = linsolve(B,p)

Error = norm(x_max-x, inf)/(norm(x_max, inf) + eps);
if Error < tol

break

end

X = X_max;

endfor

endfunction

Ejemplo 2.4.1. Aprozimar la solucidn (mﬁlrr: = b del ejemplo 2.1.1 con unadolerancia de
1077 usando el método de Gauss-Seidel, y comparar los resultados con los oblenidos en el

método de Jacobi en el ejemplo 2.2.1.

Solucion. Aplicamos la funcion GaussSeidel.m en OCTAVE, cuya sintaxis es
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GaussSeidel(A, b, 2V tol, itermaz)

donde 2 es el punto de inicio del método, fol es la tolerancia para el criterio de paro e iter-
maz es el nimero maximo de iteraciones permitidas en caso de que no hubiera convergencia.

En la tabla 2.3 presentamos los resultados obtenidos desde tres puntos de inicio distintos,
considerando un itermaz<de 50 y los comparamos con los resultados obtenidos con el método
de Jacobi. Se observa qué _el'método de Gauss-Seidel solo requiere para su convergencia de
aproximadamente la mitad de, iteraciones que requiere el método de Jacobi.

Método de Ganss-Seidel Método de Jacobi

70 k ) k 2 %)

[0 ] [ —9.999999303082808 ] [ —9.999999303082806 ]
0 6 29.999999303082809 51 30.000000696917191
0 0.000000000000000 0.000000000000000

| 0 ] | 15.000000000000066" | | 15.000000000000000 |

[ 1] [ —9.999999319344209] [ —9.999999326313377 ]
1 6 29.999999319344212 5 30.000000696917191
1 0.000000000000000 0.000000000000000

[ 1| | 15.000000000000000 | [ 115.000000000000000 |
0 [ —0.999999333282553 ] [“—9.999999303082806 ]

1 6 29.999999333282553 2 30.000000766608913

-1 0.000000000000000 0.000000000000000

0 | 15.000000000000000 | | 15.000000000000000 |

Tabla 2.3: Comparacion de los métodos iterativos de Gauss-Seidel vy _Jacobi en la solucion
de Ar = b del ejemplo 2.4.1, donde 2!” es el punto de inicio, k es‘elAhinimo m’nnno de
iteraciones para lograr convergencia y *) es la aproximacion alcanzada, JNotamos que el
método de Gauss-Seidel converge mas rapido que el método de Jacobi.

Ejemplo 2.4.2. Aprozimar la solucion de Ax = b donde A y b estdn dados énselejemplo
2.2.2 con una tolerancia de 107° usando el método de Gauss-Seidel, y comparat. ton los
obtenidos en el ejemplo 2.2.2.

Solucién. En la tabla 2.4 presentamos los resultados obtenidos desde tres puntoae ihicio
distintos, considerando un #termaz de 200 v se comparan con los obtenidos con el métotlo
de Jacobi. Se observa en este caso que el método de Gauss-Seidel no converge desde ningung
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Meétodo de Gauss-Seidel Método de Jacobi
29k k) k (k)
[ /0] [ —6.450042031159100 T [ —9.88719881721810 ]
1 200 —1.304655228319636 104 5.26333100520705
-1 —0.372758636662753 1.50379130188842
| 0| | 21.515274792575081 | | 24.62419684090217 |
[ 2] [ —6.119605004510659 ] [ —0.88721181012231 ]
-3 200 —1.936059797406291 104 5.26337494083686
-5 —0553159942116083 1.50936671762453
| 0 | 217216407994380972 | | 24.62421778179110 |
[ 0] [ —6.560379663603693 ] [ —0.88720821975179
—4 200 | ~ 1.112928410597560 104 5.26334353365531
1 —0.317979545885017 1.50378679165595
| 3] | 21.606026084133568 | | 24.62419842864593 |

Tabla 2.4: Comparacion del métedo de Gauss-Seidel con el método de Jacobi en la solucion
de Az = b del ejemplo 2.4.2, donide,z? esfeLpunto de inicio, k es el minimo nimero de
iteraciones para lograr convergencia™y 7*) es ld aproximacion alcanzada. Notamos que en
este caso, el método de Jacobi converges la tolerdngia 1075 en 104 iteraciones, mientras que
el método de Gauss-Seidel no logra convergencia desdéninguno de los tres puntos de inicio.

de los tres puntos de inicio dados, mientras que el métode“de Jacobi converge a la tolerancia
deseada. En la seccién 2.5 explicaremos porqué ocurre estd.

Ejemplo 2.4.3. Aprozimar la solucion de Ax = b, donde

0.3 02 005 0.03 i
0 04 021 0.1 ”3
A=1001 002 -02 0.01 y b= 2
0.05 0.03 001 0.1 —1

con una tolerancia de 1077 y usando los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel)

Solucién. Aplicamos las funciones Jacobi.m y GaussSeidel.m en OCTAVE. .En la tabla
2.5 presentamos los resultados obtenidos desde tres puntos de inicio distintos,_¢onsiderando
un itermaz de 50. Notamos que el método de Gauss-Seidel converge en un nimero menor
de iteraciones a la solucion de Az = b, en contragie con el niimero de iteracionds que rea-
liza del método de Jacobi. De hecho se observa que el método de Gauss-Seidel ¢onverge
aproximadamente 1.3 veces mas rapido que el método de Jacobi.




22 Algunos métodos iterativos clésicos

Método de Gauss-Seidel Método de Jacobi
Oy k (*) k k)

[ ] 14.03753316951147 ] 14.03753313860342

93 5.80837980725438 31 5.80837965150036

3 —17.23612011506060 —17.23612001363965

| -9 | | ~17.03766851542599 | —17.03766891617553
[ 2] [ @41.03753367985832 ] [ 14.03753318056049

—4 99 HE0837TI82958711 98 5.80837961176520

-3 —17.23611979186144 —17.23611961545371
|1 ] | —17.037G6880961915 | | —17.03766894216591 |
[ 6 [ 14.0375341567 7187 ] [ 14.03753317766840 ]

2 99 5.80838014879701 30 5.80838000233856

0 —17.23611931172817 —17.23611915242265
| =5 ] | —17.03766919135222 | | —17.03766932960663 |

Tabla 2.5: Comparacion del método dedFauss-Seidel con el método de Jacobi en la solucion de
Az = b del ejemplo 2.4.1, donde z'? es elptunto de ifaicid, k es el minimo niimero de iteraciones
para lograr convergencia y x'*) es la aprogimmcién algnzada. En este caso, observamos que
el método de Gauss-Seidel converge mas rapido.que el inétodo de Jacobi.

2.5. Convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-

Seidel

Observamos en el ejemplo 2.4.2 (ue el método de Gauss-Seidel fib, tonverge mientras que
el mgwdo de Jacobi si lo hace, y en los ejemplos 2.4.1 y 2.4.3 ambos métodos convergen
peroF&uss—Seidel converge mas rapido que el método de Jacobi. Vetemos condiciones que
garantizan la convergencia de los métodos.

Definicién 2.5.1. Se dice que A € R™" es estrictamente diagonal dominante si
|ai| > E |ais]
JF
para todo i =1 :n.
El siguiente teorema, cuya demostracion se puede consultar en las paginas 68-70 del libro de
Vargas (1962) [11], serd utilizado para demostrar la convergencia de los métodos, ya qe se

puede ol-qwa.r: por uno de los incisos, que cuando un método converge, entonces ambos(lo
hacen, y el método de Gauss-Seidel converge mas rapido que el de Jacobi.
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(O

Teore@ 2.5.1 (Stein-Rosenberg, Vargas (1962) [11]). Si E; = D7'(L+U) es la matriz de
a'tem(:'idmﬂQZmétodo de Jacobi y Egs = (D — L)™'U es la matriz de iteracion del método de
Gauss-Seidel;"entonces serd vdlide una y solo una de las siguientes afirmaciones:

a) p(Ey) 25) = 0.
b) 0< p(Ecs\gpr,;) < 1.

) p(Ey) =0(EGQ, :

d) 1 < p(E;) < p(E,

Ejemplo 2.5.1. Ana!ﬁzarz‘ydios espectrales de las matrices de iteracion de los ejemplos
2.1.1, 222y 2.4.5, y exp aca:@:onducta de la convergencia en cada caso.

-

Solucion.
a) La matriz de coeficientes del mma lineal del ejemplo 2.1.1 es

/10 0 0
1|) —~1/10 0
7/10 0

[) 2/10

Por lo que las matrices de iteracion de etod%}acobl vy Gauss-Seidel son

0 1/3 0 0 O O 0 1/3 00

B 1 0 10 1 0 -1/ 10
Er=DEs0i=1 0 4 o ¥ B2 U=0 0 00

de donde

p(E;) = 05774 v p(Ees) = 0.3333 ﬂ
Como p(E;) > p(Egs), se cumple la parte b) del teorema 2.5.1, porflo que giamétodo de
Gauss-Seidel converge mas rapido que el método Jacobi. Esto se obserén s resultados
que se muestran en la tabla 2.3.
b) La matriz de coeficientes del sistema lineal del ejemplo 2.2.2 es

0.3 01 003 0.1 S
01 01 0 01 (@
0 —02 07 0 O
02 001 0 02 .

A=
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De manera que’las matrices de iteracion de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel son

0 1/3 1/10 1/3

0 2/7 0 0
—1 —1/20 0 0

0 1/3 /10 1/3

0 —1/3 —1/10 —4/3
) —2/21  —1/35 —8/21
0 —19/60 —19/200 —4/15

Egs=(D—- L)W=

de donde

p(Ey) = 0.8945 wp=3p( Egs) = 0.9930.

Por ser ambos menores que 1, el teoréma 1.1.2.105 garantiza que los dos métodos siguen
siendo convergentes, sin embargo, el método de Gaugs-Seidel converge mas lentamente como
se observa en la tabla 2.4.

¢) Ahora la matriz de coeficientes del sistema-lineal dél ejemplo 2.4.3 es

0.3 0.270.05 003
0 04°¢021 0.1
0.01 002 =02 001
0.05 0.03 0.01 0.1

A=

En este caso, Es matrices de iteracion de los métodos de Jacobi ¢ Gauss-Seidel son
0 -2/3  -1/6 -1/10
0 0 —21/40 —1/4
1/20  1/10 0 1/20
-1/2 =3/10 —1/10 0

Ey=D YL +U)=

.
0 —2/3 ~1/6 ~1/10
0 0 —21/40 ~1/4
0 —1/30 —73/1200  1/50
0 101/300 2963/12000 123/1000

Egs=(D—L)"'U =
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de do @

7, p(Ey) = 03950 v p(Egs) = 02740.

Como p (Egs), se cumple la parte b) del teorema 2.5.1. Por esta razon el método
de Gauserm@’(ﬁl\verge a la solucién mas rapido que el método de Jacobi, lo cual se puede

observar en la tabla, 2.5. Notemos que la matriz A es estrictamente diagonal dominante, por
lo que el teorem )? siguiente también garantiza que ambos métodos son convergentes.

Teorema 2.5.2 ( eroni et al. (2007) |6]). Si A € R™" es estrictamente diagonal do-
minante, entonces odos de Jacobi y Gauss-Seidel son convergentes. Se cumple que

%

Demostracion. Recordemos qué€ el teorema 1.1.2 nos garantiza que el método iterativo (1.2)
es convergente si y solo si es @ptente y p(Ey) < 1.

Para el método de Jacobi (2.2 (9—
E; ZD(L+U) vy c=D".

Puesto que C :
( _ 12

1n

am
_ Aan
‘ mf Lap

TETL

Entonces por ser A estrictamente diagonal ¢ mma.nt @%e que

= mAax
1<i<n

1Elloc =

1<i<n g

Como el teorema 1.1.1 nos dice que p(E;) < ||Efl s, por lo tant@(di;) < 1. Asi el método
de Jacobi es convergente.

Para el método de Gauss-Seidel (2.7): Eqs = (D—L)"'Uyc= (D Como p(E;) < 1,
se sigue del teorema 2.5.1(b) que p(Egs) < p(Es) < 1. De modo qug}ﬁ‘ < 1. Por lo
tanto, el método de Gauss-Seidel también es convergente.

Teorema 2.5.3 (Isaacson and Keller (1996)[4]). Si A, M € R™, dom%s simélrica y
M no singular, para el cual

Q=M+M"— A \S\

B=I1-M"'4A %

es definida positiva, entonces

es convergente si y solo si A es definida positiva.




26 / Algunos métodos iterativos clésicos

(O

Demostr‘aca’@iupongamos que A es definida positiva. Sea A un valor propio de B y u € R"
un vector propi ﬁciado a A, asi que Bu = Au. Como M es una matriz no singular, tenemos
que

(Q/\ (I-M7"Ayu = lu
SN M7Au = u—u
7, MM Au = M(u— \u)
O Au = (1= XNMu
Note que A =1 si y solo si A

Como por hipotesis, A es definida positiva y u es cualquier vector propio de B, esto implica
que Au # 0, por lo que A # 1. j

Luego O -

ul Au

0

1 @_ ‘IuT I |
Notemos que la transpuesta de la exp _&_ante S
1 q P

—
=

De donde se sigue que O O
1 I LQ/{L: uT@u
T-x 1-x ~ Wau ot
20—X)  uf(M+Mu
(1—=X)2 uT Au ' @

Por (2.9), tenemos que O

(1—A)2 uT Ay
2(1—X) uwTQu

oy = Y %

2(1-A) > (1—A)7? \S\O
22\ > 1-—2)x+ )2 o
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(O

De do@[) < A < 1y esto implica que p(B) < 1, por lo que se sigue del lema 1.1.3 que B
es conve L

Supongan hora que B es convergente y veamos que A es definida positiva. Sea vy € R™
distinto de c@r consideramos la sucesion {v,},>o definida por

/\\s\

= Bu,, p=0,12 ...
* p+1 y Ly &y
/

Afirmamos que O

U,EA@ vl Av,y = (v, — vp01)TQ(vy —vps1), p =0 (2.10)
En efecto, dado que B = ;— M~'A, entonces

L Ay T ,
UPAUP Up+1A f

TA'UP - (va)TA(B'UP)
v, Av, — v, BT ABu,
TA- BTAB)U
A—(I-MTATAI - M'A)),

7 AM )AL — M 4)]

(A (KMT 1A)(1 M 1A)]

—

(KA T)TA) — (A— A(MTYy TA) (M TA)]

= A (AM'A— AMT) 'AM 'A))
- QA(MTOLI—AM LA+ A(MTY T AM A
= A— A+ AMT) M 1'A—AMT) TAM A

AMHY A+ AM? E§(MT)—‘Aﬂuf—l,zl.

)?1

f@

Pero

\ﬁ

—(I-M'ATAT-M'A

—

Asi que Qf
vf Avy — ) Avper = o) (AMT) A+ AMTTA— A(MT) @{_IA)‘UP. (2.11)

Por otro lado, notamos que )\
(vp — 'Up+1)TQ(Up —Up1) = (U;I: - 'UEH)(Q'U — Qupi1) @5

= Uz(QU Qb'p+1) p+1(QU QUPH)

= U;{va Y p QUpr1 — 'pHQUP + UiﬂQUPHQ
UEQ'UP - '“3@(5'%) - (B'UP)TQ'UP + (B'UP)T%

= v, Qu, — v, QBuv, — v B"Qu, + v} BTQBw, o

= 1,(Q—-QB—B"Q+ BTQB)y,. .
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Puesto que M+ MT - Ay B=1- M4, entonces

/@ (M +MT — A)(I — M~ 4)
® M+MT—A— (M+M'—AMA
S M4 M A— MM A— MTM™A+ AM™'A
\5\ T+ M —A—A—MTM'A+ AM'A
@vMT MTM™'A + AM™'A — 24, (2.12)

BTQ = (I-A M+ M - A)
= (I —A(M ‘p{M—FMT A)
= M+MT AMTY Y (M + MT — A)
= M+MT- Ty — AT MT + AT A
= M+M"- _(%) M- A+ AMT)TTA
= M+MT"-A MT@+A (MT)*A - 24 (2.13)

y
BTQB = (M+ M" — A(M% - /T(V ) 1A —24)(1 - M tA)
= M+M" - A(MT)—l@" (M)A —2A - MM'A— M"M'A
+AMTYITMM A~ )t J(&A |+ 2AM 1A
= M+ MT—AMD)M+ T)—IO A—A—MT"M'A
FAMT) A — A(MT)A + szé 14
= M+ MT — A(MT)'M + AT A— NIEM-1A + A(MT)
—AMT)TAM YA+ 2AM - 1A 3A. g (2.14)
De (2.12), (2.13) y (2.14), obtenemos
Q-QB—B"Q+B'"QB = M+M' —A—- M- M+ MTM— AM—lA +2A4
M - MT + AMT)'M - A
M+ MT — AMT) M+ A( M ;}‘F\
+AMT) A - AMT)PAM A + 2AM
= AM7'A+ AM")TA—- AMT)TTAM- ‘A 6

Y

Asi

(Vp = 0ps1) Qv —vpsy) = v (AMTTA+ A(MT)TA — A(MT)TAM ! A)u, A5)
Finalmente, de (2.11) v (2.15) se concluye que %
'UEA'U;: p+1AUp+1 = (v, — Up—Fl) Q(vp — vpy1), .
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(O

Ccomo queriamos.
Ahora pnﬁ\g remos que {v} Avy}p>o €s no creciente. Como @ es definida positiva, entonces
vTQu >0 £m todo v # 0, en particular, para v, — vp41, p = 0, se sigue de (2.10) que

v, Avy, — 'UEHA'UPH = (Up = Ups1) T Q(Up — vp11) 2 0,

Por lo que 'UITHM;'S 'UE:A'UP para todo p = 0, es decir, {vg"Avp}pEn es no creciente.
Finalmente, probar@ﬂlue A es definida positiva. Supongamos que v Ay, < 0 para algin
vg # 0. Como B es c @gente, entonces v) # vy, por lo que

Qa?lvp < 'U'irAv] < v(r‘;nAvn <0, p=2

lo que implica que /

m 'UEA‘UP < 'ugA'un <0,

el cual es una contradiccion ya quedésconvergencia de B implica

Q_}SQ) v, = 0.

Por lo tanto, v] Avy > 0, es decir; s d a positiva. (]

Corolario 2.5.1 (Isaacson and K@ (199 St A e R™™ es simétrica con elementos
positivos en la diagonal, entonces el método,de C’&{ Seidel converge si y solo st A es definida

55-
postiiva. / o‘

Demostracion. Supongamos que A es (L'%. positi ; consideramos la descomposicion
(2.1). Entonces N d

A=DZL_[" 2?
donde D es la matriz diagonal con elementos de la diago: A que son positivos y L es

la parte negativa triangular inferior estricta de A. Del méto Gauss-Seidel y de acuerdo
con las descomposiciones (1.6) y (2.1), se sigue que O’

M=D-L y N=L" ®
Luego )\
Q=M+M' —A=D.

Es claro que M es no singular y como los valores propios de D son positintonces Q) es
definida positiva. Asi que se sigue del teorema 2.5.3 que B =1 — M 1A es .@rgente siy
solo si es A definida positiva, es decir, el método de Gauss-Seidel es converge {T\y solo si
A es definida positiva. (|

Similarmente, tenemos un resultado sobre la convergencia del método de Jacobi @J un
caso especial del siguiente corolario. .
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Corolario 2.5:2 (Isaacson and Keller (1996)[4]). Si D es simétrica y no singular y D+L+L”
es definida postfiya, entonces DY (L + LT) es convergente si y sdlo si A =D — L — LT es
definida positivas

Demostracion. Aplicamos el teorema 2.5.3 para M = D. O

En el caso especial en que D es una matriz diagonal con elementos de la diagonal de A, el
corolario 2.5.2 sostiene l& convergencia del método de Jacobi para la matriz A. En este caso,
el corolario 2.5.2 es equivalente a:

Corolario 2.5.3. 5i A € R™® es simélrica y si la matriz que resulta de sustituir los elemen-
tos a;;, 1 # j, por sus opuestos, €5 definida positiva, entonces el método de Jacobi converge
sty solo st A es definida positiva.

2.6. Meétodos de relajacion y su convergencia

Sea w un nimero real no nulo y consideramoglas descomposiciones (1.6) y (2.1) de la matriz
A dadas por A =M - N =D — L — U. Entonces la matriz A también se puede escribir
como

A=lp2p T,y (2.16)
w w

Si se eligen
T+w

1
M=-D—-L ¢ »'N===p+U,
w [

el método iterativo correspondiente serd

1 11— 1 -
2D — (—D - L) (—“"D + U) 2 4 (—D o L) b, k>0 (2.17)

(D L) AL (l—“’D+U) ® +h, >0, (2.18)
W

o bien

o en términos de componentes

(k+1) w (k) e
T = — [+ n T a1 . k=0,
1 . ( 1 1.y Z ) : = U,
i—1
L) W 3 L+ 17w - § " aye
i = (}_ (br — ﬂ.fJ'.I,J- + — w nIJ i ) 3

o g=1 J=i+1

(2.19)
i=2:n—-1, k>0,

w 1_ n—1
T if\-'_l} = ﬂ'_ (bu+ w nmcfif\} Znn._; {H) ! k 2 U,
i
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(O

bajo el supuesto que a; # 0,1 =1:n.
La matri«(&z iteracion del método de relajacion, lo denotaremos por E,,, y esta dada por

(Q/\ B, — (éD - L)_l (l;—wD+U); w#0. (2.20)

El pardametro wis ma de relajacion y es claro que cuando vale 1, se tiene el método
de Gauss-Seidel. o w > 1, el método correspondiente se le llama de sobrerelajacion
sucesiva. Estos mé s de sobrerelajacion sucesiva se abrevian como SOR (.S'F‘cessive Quer
Relaration) y son par rmente ttiles para resolver sistemas de ecuaciones lineales que se

presentan en la solucién ica de ecuaciones diferenciales parciales |1|, como lo veremos

en el Capitulo 4. au{

Iniciamos la revision de alg esultados de convergencia sobre el método de relajacion. El
siguiente teorema muestra qu& étodo de relajacion converge solo con parametros w tales
que ) < w < 2. (9/‘

Teorema 2.6.1 (de Kahan, Stoer and-Bulirsch (1993)[9]). p(E,) > |w — 1| para tedo w # 0.

Demostracidn. De (2.20) tenemos qu

= —-wD™!
Luego 1
det(E,) = det((I — wD™' L)) det((1 +wD™'U).
Como D~'L es una matriz tria.ngu inferior con ceros en lagonal principal, entonces

I —wD™1L sigue siendo una matriggriangular inferior con unos enJa diagonal principal, por
consiguiente su inversa es también triangular inferior con unos diagonal principal, asi

det((I - wD™ D)) = 1.

Por otra parte, (1 — w)I +wD U es a su vez una matriz triangular sfiperior con 1 — w en
su diagonal principal. Asi

Qe = )T S wD'U) = (1 =0y, 6

Ahora considerando que el determinante de una matriz es el producto de sus % propios
v denotando por A; a los valores propios de E,,, tenemos que (\

II5 =0 O

*
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De la definicion 1.1.3 tenemos

"/

p(EL) Z|Ail, i=1:n

*

De esta manera l/\\s\
it 1
7, > [T nl = lr=el.

[p(E.)]
O/ 1

Asi tomando raiz n—ésima,@]!ta la desigualdad p(E,) > |1 —w|. O

El Teorema 2.6.1 dice que una condieién necesaria para la convergencia del método de rela-
jacion es que |w — 1| < 1, y est &a que 0 <w < 2.

-

Teorema 2.6.2 (Ostrowski and Rei@/argas (1962)[11]). Sea A = D — L — LT € R™™
simétrica, donde D es definida posétévaﬂ) —wlL es no singular para 0 < w < 2. Entonces,
p(E,) < 1 siy sdlo si A es definida posa’ta’@ 0<w<2.

Demostracion. Consideramos por hi sis q;;e A=D—L—L" Sig;esun vector de error
inicial arbitrario distinto de cero, ent s los ‘\fg)res de errores sucesivos para el método

iterativo de relajacion estan definidos p@“ O
= a}g,‘ m%—- (2.21)
o equivalentemente O %

(D —wL)epin = (1= w)D FwL)e,,

Em +1

(2.22)

Desarrollamos ambos miembros de (2.22):

A

Deyiy —wlepy =wlle,, + De,, — 4
Deyiy — Deyy —wLepiy = wle,, —wDey, ®
Deyiy — Deyy — wlepmy +whle =wley, + wLlle,, — wDey,
De,, — Deyiy — wley + whe ey = wDey, — whey, — wlle,, @

(D - wL)(é‘ﬂa - é".m,+1) = t"“’Jqé‘m: m 2 0.

D(E‘Hl - E'nH—l) - wL(é:fn - E'ni+1) = w(D - L - LT)ETH @

Sea 0y, = & — Emt1, m = 0. Se sigue de la igualdad anterior que ‘ ’

(D —wlh)d,, =wdz,,, m =0 (??Q
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De (2 @tamblen tenemos
L DC"!!E.+1 "“"Lc“nl-l—l = (1 -

Emi1 —whempn = (1-w

wDeiy —Whegy, —wliepy, = (1—w

bj:d‘ LT)ﬂm-l-l = (1 —Ww

O’mAamH = (1-w
s = -

Si multiplicamos a la izqm;‘r% (2.23) y (2.24), respectivamente, por 2, y €1 .| obtenemos

w)De,, + wLTs,

De,,+wL%e,, — Deyiy + wDepin

De,, +wle, — (1 —w)Deypoy — wl¥e,,
De, — (L —w)Depsr +wlley —wLll e
D(ep — Ems1) + wL” (Em — Emas1)

Db, +wL”6,,, m > 0. (2.24)

‘__/-.._/-.__4-.._4-.._4\._/

Sm4-1

TD61J’E. {4}53!; L(Sm,: m 2 [),

‘.I'ﬂ. Tfi

).’
w‘a,m_'_lAcm+ = (1 ’1;4_1 D(Sm + u)cq,”_'_lL 6—,” m 2 [)

aplicando (2.23), tenemos:

Restando la dltima igualdad d%gua lad al!terior, v haciendo uso de que A es simétrica y

=T ~
(am,Aa‘"l “m+1 Aaﬂﬁ'l) = &m + W‘;%

*

St T “"C@D m "‘"“3;+1L 6m
= 61!1D6‘m. éQT‘L&ruQHH—I D(Sm. T!i.+1 L 6:"1.

= 5‘3':D67”' - ‘n,Lém' + @ m,)D(g"i l“J(a'm - 63:,)LT6”E
= 6T Db, —wel L, + weT Doy, — wdl D6,

—w‘amL O + wﬁ;ﬂLTﬁm ?
= 0ID6, +wel (D — L — LT)d,, 0T DG,y + wél LT6,,

- 6TD5m, + wé‘-mA(sm W'(ST D&m + ;@T&m

T

— 6TD61” + (wAé"‘.m,)T&ni “U‘(STD&UE + t‘u‘g'.m_ 6‘"5

T T

= 6TD61H, + [(D W‘L) 61!&]’1“61” "*J(ST D§1n, n;LT&m

T T

= 6T'D§,, + 07 (D — wl™)s,, —wél D§,, —|—

T m T

= 26L.Dé,, — wéL LT5,, — wd?l D§,, + ..a(STLT} @

T I T

= (2—w)dLD6,,.

T

Por lo tanto, o
(2 — w)oL D6, = w(=T {2.25)

ki

=T -
Aa'm, - 51,¢+1A51H.+1); m 2 [)

T
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Supongamos aliora que A es definida positiva y 0 < w < 2. Sea A un valor propio arbitrario
de E, y escogémes g5 como un vector propio de E,,, con valor propio A. Entonces £, :=
E. g0 = Agg, de donde dy = (1 — X)zp. Con esta particular eleccion de gg, (2.25) se reduce a

2—w

() (1= N2l Deg = (1 — A}l Az, (2.26)

Ahora, A no puede ser#ume, porque entonces 4, deberia ser el vector nulo y por (2.23),
Aegg = 0. Como &y es por-déefinicion distinto de cero, esto contradice el supuesto que A es
definida positiva. Como 0 <@y 2. el lado izquierdo de (2.26) es positivo y como el Agy > 0,
entonces A2 < 1 lo que implica|A\}£ 1. Asi que p(E,,) < 1.

Ahora, supongamos que p(E,) < 1. Se sigue del teorema 2.6.1 que 0 < w < 2. Para cualquier
vector £g, 1y, oc £ = 0y estosiinplica lim,, . af,lr'lsm = (). Como D es definida positiva,
entonces 02, D4J,, > 0y de (2.25) se'siglie que

el Ae,, =el A + (2 ww’) §E DS, > el Ae, m > 0. (2.27)
Si A no fuera definida positiva, podemos émeontrar un vector gy tal que £ Agy < 0. Por
otro lado, los valores propios de E 10 pueden ser uno, asi ) = g — 21 = g0 — E,g0 =
(I— E,)e, es un vector distinto de ceropor lo quad! Ddy > 0, v (2.27) nos da la desigualdad
estricta e As; < el'Aey < 0. La propiedad no g¢feciente de (2.27) ahora contradice que
lim,,,_, . e Az, = 0. Esto prueba que A debeser définida positiva. d

Existe una clase importante de matrices dondeJdas afirmnaciones cualitativas de los teoremas
2.6.1 y 2.6.2, se pueden agudizar considerablemente, Esta‘tlase de matrices son las que tienen
la propiedad A que la introdujo Young (1971) |12}4 es generlizada por Varga (1962) [11] a
la clase de matrices coherentemente ordenadas, |8,%9)].

Definicion 2.6.1. Una matriz A € R™™ tiene la propiedad A" sicexiste una matriz de per-
mutacién P € R tal que PAPT tiene la forma

D, M, o
M, DJ, (2.28)

PAPT = [
donde Dy y Ds son matrices diagonales.
La razon de ser de las matrices con propiedad A la enunciamos en el siguieiite teorema.

Teorema 2.6.3 (Stoer andg@Bulirsch (1993) [9]). Para matrices A € R™*" conspropiedad A
ya; 70,1 =1:n, eriste una matriz de permutacion P € R™™ tal que la descemposicion
(2.1) de A= D — L—U de la matriz permutada A = PAPT tiene la siguiente propiedad: los
valores propios de la mairiz

J@)=aD'L+a 'D7'U, a€C, a#0,

son independientes de .
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Demostracion. Por la definicion 2.6.1, existe una matriz de permutacion P € R"*" tal que

PAPT = [Mz py|=P-L-U=D(I-D"L-D"U)
Asi que
_[D1”p S [0 0 4, [0 DUTM
b= [[J Dg]’ brLk= [D;'Mg [)} y DrU==1p o |’

donde D, y D, son matfiees diagonales no singulares. Para o # (), tenemos ahora que

0 o 'Dy M,
U = - [cuDE‘MZ 0

\) 0 DM o,
P 4 O [D; "M, 0 Sa
= (S(1)s;

donde S, es la matriz diagonal ng'singnlar

e 0 ol 2 '
donde a su vez [; e Iy son matrices identidad (noMécesariamente del mismo tamarfio).

Asi que las matrices J(«) y J(1) son similares o"Semtejantes, por lo que tienen los mismos
valores propios. Esto prueba que los valore§ propios dé J(«) son independientes de . (

Siguiendo a Varga (1962) |11], tenemos la siguiente defifilefon.

Definicién 2.6.2. Una matriz A € R™", con la descompesicion (2.1) de A=D — L —U,
tiene la propiedad que los valores propios de matrices

J(@)=aD 'L+a 'D7'U, o #0f (2.29)

son independientes de o, se llama coherentemente ordenada (consistently ordered en
inglés).

El teorema 2.6.3 afirma que las matrices con propiedad A son coherentereute ordenadas, es
decir, las filas v columnas de una matriz A con propiedad A se pueden reagriipar mediante
una permutacion P tal que PAPT sea coherentemente ordenada.

Sin embargo, existen matrices coherentemente ordenadas que no tienen la propiedad A, como
se muestra en el ejemplo 2.6.4.

Ejemplo 2.6.1 (Skiva (2005) [8]). Las matrices tridiagonales n xn con elementos difgonales
no nulos son coherentemente ordenadas.




36

Algunos métodos iterativos clésicos

Demostrac aﬂ/&a la matriz tridiagonal
L ay

ga b2 @ ERY™  aq;£0,i=1:n.

cn -1

Sea A=D—L—Ulade s;®05101011 dada en (2.1), donde

1 0 0 ¢

Do “ D_/ by u—_|0 0

0

— . . . - Cpd

n b, 0 0 0

Notemos que ®

e -
o a—
bze
=
J@)=aD'L+a'D7U = ‘02 &(( Gt [0 @ #0.
*
/ - Q1
O % 0

O

Es claro que S, = diag(1,cv,...,a" ') es no singular para tQ # 0, v satisface la relacioén
J(a) = SaJ(1)S, %

Asf que J(«) v J(1) son semejantes, por lo que tienen los mismos valores propios. Pero esto
prueba que justamente, los valores propios de J(«) son independientes dev. Asi que la matriz
tridiagonal A con elementos no nulos en la diagonal es coherentemente @1&1{]&. O

Ejemplo 2.6.2 (Stoer and Bulirsch (1993) [9]). Las matrices tridiagonales M?&oques de la

Jorma @
D, Ay 6
An Dy Agy @

?N—I,N—Q Dy_y An_n \SE\

AN,N—] Dy o

con matrices diagonales no singulares D;, i =1 : N, son coherentemente ordenadas. .

A=
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Demo@wm. Si todas las matrices diagonales D; son no singulares, entonces para cualquier

a # 0, Tt ﬂu

a~! Dl_lAlg
VLD, 11421 0 CE_IDQ_IAQ;’;
J(o) = — \s\o . -
/ CL‘DK,-I_IA‘.\-'_LN_N 0 ot DK-'I_lAN—LN
O CEDK,-I A‘.\r‘ N—1 0

CEIQ
J(o) = SQJ(I),é’, Sa = . Yo # 0.

Q/\ aVN-lg N

Por lo que J(a) y J(1) son %111&3&11 s i que tienen los mismos valores propios. Pero esto

prueba que justamente, los val p plos de J(ev) son independientes de . Asi que la
matriz A tridiagonal por bloc 1 m s diagonales no singulares es coherentemente
ordenada. o

De hecho, cualquier matriz tridiag or b%tamblen es coherentemente ordenada [8].

Ejemplo 2.6.3 (Stoer and Bulirsch (l 9]) L@mtn(&s tridiagonales por bloques tienen
la propiedad A.

Demostracion. Mostraremos solo para el ¢ % espemal@la siguiente matriz 3 x 3

Y

Notemos que O
010 ®
P=1{100 )\
001
es una matriz de permutacion, y puesto que @5

d

PAPT = i ‘11 0 @\S\
c|0 1

O

tiene la forma (2.28), entonces la matriz tridiagonal A tiene la propiedad A. El casofg raL
se procede andlogamente. .

= =

A=

=
o= o
[l
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Ejemplo 276,4 (Stoer and Bulirsch (1993) [9]). Existen matrices coherentemente ordenadas
que no tienen da propiedad A.

Demostracion. Basta exhibir un ejemplo. La matriz triangular inferior

100
A=11 1 0
111

es coherentemente ordenada pepé no tiene la propiedad A. Primero mostraremos que A es
coherentemente ordenada. Sea A =D — L — U la descomposicion dada en (2.1), donde

100 000 000
D=|1010| L=>K1L 00|, U=—=]10100
001 10 000

Notemos que

J(a) = aD'L+a 'D7'UMN 0 £ 0

1007000 100 00 0
= —a|0 10 1 00 +a?d )0 10 00 0
(0001 | [11¢ o 1 000
[0 0 0]
= —af| 1l 00
[ 110 |

= al

Luego, observe que el polinomio caracteristico de L es

0 0 0 A0 0
pA) = || -1 0 o|=|0 A0
~1 -1 0 00 X

—X 0 0

= -1 A 0

—1 -1 -

= =M

Entonces los valores propios de L son Ay = Ay = A3 = 0. De igual manera. el polinomiq
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caracteristico de oL es

0 0 0] A0 0
p(A) = —a 0 0] =10 A0
—a —a 0] 0 0 A
A 0 0
= —a =X 0
—a —a —A
= =\

Por lo que, los valores prepios de oL también son A\, = Ay = Ay = 0. Esto quiere decir que
los valores propios de J(a) sefi independientes de «. Asi que la matriz A es coherentemente
ordenada.

Ahora probaremos que A no tiene lafpropiedad A. Puesto que todas las posibles matrices de
permutacion en R**% son:

100 001 010
Pr=0 10}y _P=]0 0], P=1|001
001 010 100
001 08370 100
Pi= |0 1 0|, Pi=41 o0}y Ps=|0 0 1
100 0 0 010

Y ninguna de las matrices

111 1 01
PAPT = A, PAPF =0 1 0], ,#/P3APf = |1 1 1
[0 1 1 001
111 [1 1 0] 100
PAPF =10 1 1|, PAPT =10 1 0|, BARL=|1 1 1/,
001 1 1 1] 1 01
tienen la forma (2.28), por lo que la matriz A no tiene la propiedad A, (]

La importancia de las matrices coherentemente ordenadas (y por ende delteprema 2.6.3, e
indirectamente de las matrices con propiedad A) radica en el hecho de quese puede mostrar
explicitamente que los valores propios p de E; = D7'L + DU estan relacienados con los
valores propios A = A(w) de E, = (D—wL)™ ! ((1-w)D+wl), para una matriz A =D —L—U
como en (2.1). Esto se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.6.4 (Young, Varga, |9]). Sea A € R™" cwherentemente ordenada ylw # 0.
Entonces
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) Sip e@ valor propio de E; = D™'L+ DU, entonces —pu también es un valor propio

de Ej. L

) Sipoes un v@ propio de Ej y

/\‘S\ ) A+ w—1)2 = M2, (2.30)
/

entonces X\ es un vaor)ptopio de E,,.

¢) Si A0 es un valor m e B, y (2.30) se satisface, entonces p es un valor propio
de E;. é’

Demostracidn. a) Co1L=,1deramo~{@18flmda en (2.29). Puesto que A es coherentemente
ordenada, las matrices J = D'WU=—-E;y J()=D'L+D'U = E,;
tienen los mismos valores propios. As ,u es un valor propio de E;, entonces p es un valor
propio de —E;, por lo que

)

det(il + Ej) [) t( (=l —E;)=0
. —;LI E;i =0

::> de éf E;) =0,
lo que implica que —p es valor propio de ((

b) Notemos que 7 o-

¢

E, = (D —wL) (1 —w)D+wl) = (Gm 1 1—w) +wD™'D),

v que det(I —wD™!L) = 1 para todo w.
Asi que

det(\[ — E,,) = det((I —wD 'L) E,)) @
= det((I - u.sD—lL)g (I —wD L) Y((1 - @4 wD™'U)))
(A )
(

'Y

— det(\ =)D 'L — (1 —w)I — wD™'V)
= det(A+w—1I—- D 'L—-wD™'U)). )\ (2.31)

Sea ahora g un valor propio de F; = D7'L + D7'U y X una solucion de (2@ ntonces
A+ w— 1 =+ dwp. Por (a) podemos suponer sin pérdida de generalidad que

A w—1=vAwp @\S\
Si A =0, entonces w = 1, y por (2.31), O

O

det(0 - T — Ey) = det(—D 'U) = 0, .
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lo quesignifica que A = 0 es un valor propio de E;. Si A # 0, se sigue de (2.31) que
detA] — E,) = det ((/\ +w—1)I —Viw (\/XD—IL + %D“U))
= det (\/Xw,u[ —Vw (\/XD"L - iD‘IU))
VA
= (\ﬁw) " det (;;,1 - (\/XD—IL + \%D“U) )

= (VAw)" det (ul - (D~'L+ D~'V))

= (\/Xu.)) " det (ul — Ey) (2.32)
= (L
Puesto que los valores propios dé_las matrices J(v'A) = VAD 'L + ﬁD‘lU son los mismos

valores propios de J(1) = D™'L 4" D2IU = E; v p es un valor propio de Ej;, por lo tanto,
det(A — E,) =0, de donde A es un'valor propio de E,,.

¢) Reciprocamente, sea A # (0 ungvalor propio de E,, v p un niimero que satisface (2.30),
es decir, A +w — 1 = fwvV/Mi. Engvistasde [a) es suficiente mostrar que el nimero g con
A +w —1=wy A es un valor propie de Ey. Bero esto se sigue inmediatamente de (2.32).

|

El siguiente resultado se sigue del teoremé 2.6.4" g6y = 1:

Corolario 2.6.1. Si A € R™™" es coheréntemente ofdénada, entonces la matriz de iteracion
Eqgs = (D — L)7'U del método de Gauss-Seidel satisface

p(Eas) = [p(E)),
donde E; es la matriz de iteracidn del método de Jacobi.

El corolario afirma que para matrices coherentemente ordenadas, e| método de Gauss-Seidel
converge dos veces mas rapido que el método de Jacobi.

Exhibiremos ahora un caso especial importante del parametro de relajacién dptimo wy, ca-
racterizado por el teorema de Kahan 2.6.1:

o(E,, ) = min p(E,) = min p(E,).

P(Eu) welR P(E.) Ocwe?2 p(EL)

Teorema 2.6.5 (Young, Varga, [9]). Sea A € R™™ coherentemente ordenada<tal que A =
D—L—U como en (2.1), y que los valores propios de E; = DL + Uy 8on reales y
p(E;) < 1. Entonces

2
2 E
wp = y p(Bu) =w—1= (1 - p(Es) ) . (2.33)

1+ /1 [p(E))? 1 —[p(E))]?
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En geneml,o .
w—1 slowp <w <2
p(E, (2.34)
—w—f—%;ﬁw?—f—uw-‘/l—w—f—%;ﬂwsf si0<w<uwy,
S
/7

donde = p(E;).
Demostracion. Consultar@tel libro de Stoer and Bulirsch (1993) [9]. O
Ejemplo 2.6.5. En la ﬁgun@ se muestra la grdfica del radio espectral p( E,)dado en (2.34),

de la malriz tridiagonal O/
-1 0

M
[)/\1 2

Por (2.33) notemos que wyp = 1.9397. ®e

p(EL) @

1

c Rl(}(}x 100

U @ gl %u

Figura 2.1: Gréfica del radio espectral p(E,,) del método de relajacion, de la nmﬁtridiagonal
A del ejemplo 2.6.5. Recuerde que wy, = 1.9397.

Ejemplo 2.6.6. Calcular las primeras tres aprozimaciones de la solucidn de Azé wsando
el método de relajacion, donde A y b estin dadas en el ejemplo 2.1.1, con el punto nicio

0 S
ORI C
0| e O

0 *
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Solucibn.Primero factorizamos la matriz A como A = D — L— U, donde D, L yv U son como

en el ejenple 2.1.1. Para aplicar (2.17), calculamos GD - L)_l, (%D - L)_

(D - L)%
-3/10 0 0 0
q 0 1/10 0 0
PR A 0 1/10 0
0 0 0 2/10
-3/5 0 0¥ 0
L 0 1/5 0 ~1/10
w 0 0 75 0 (VW 0
0 0 0 2/ 0
de donde
53
1 -1 5 / 6
(ED_L) o
0
Ademas,
T —3/10 0 0
vy 0  1/10 0
w S 0 0 7/10
0 0 0
[ —3/10 —1/10 0
0 1/10  1/10
- 0 0 7/10
0 0 0

0
0
0

2/10

0
0
0

2/10

—3/5

1

(5D +U)y

0 0 0
15 0 0
0 7/5 0
0 0 2/5
—3/5 0 0 0
/10 1/5 0 0
0 0 7/5 0
0 0 0 2/5
/10 0 0
0 1/10 0
0 0 0
0 00
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Por lo que

—-5/3 0 0 0
(EI)—L)_lb_ 5/66 5 0 0
w 0 0 5/7 0
0 0 0 5/2
v
T —5/3 0 0 0
. Uy 5605 0 0
(ZD_L) ( w D+U) = 0 0 57 0
- 0 0 5/2
1/205,1/6 0
—1/45¥12 1/2
- B H71/2
0 0 0
Asi, las primeras tres iteraciones serin:
12 1/6 0 0 0
—~1/4 5/12 1/2 0 0
=y /2 0 O
0 0 0 120
/2 1/6 0 0 7 —101
—1/4 5/12 1/2 0 15
=y /2 0 o |7
0 0 0 1/2 15/2
. J ]
12 16 0 0 1 ~75/6
—1/4 5/12 1/2 0 285/12
P= gy 1/2 0 0 N
0 0 0 1/2 15/4

1

—10

0
5/2

-3/10 —-1/10 0 0

0

0

0

0
1/2

1/10 1/10 0
0  7/10 0
0 0 2/10

f~75/6
285,/12
0
45/4

[ 885/72
1345 /48
0
105/8
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2.7.7 Implementacion computacional del método de rela-
jacion

El criterio de.paro que se va a implementar es el mismo que se utilizé en la implementacion
de los métodos dedacobi v Gauss-Seidel, que esta definido en (2.5). La siguiente funcién esta
escrita en OCTAVE,

function Mrelajacioni(A,b,x0,tol,w,itermax)
%
Il I Tt o ds BTt s oo o T oo atos de entrada kLA LAL AR AR LR LAG LAL AL A
%
% A es una matriz cuadradarde tamafio n x n.
% b es un vector de tamaflo.f x 1.
% %0 es el punto de inicio!
% w es el parametro de relaja€idn. w debe ser distinto de cero.
% itermax es el nimero de interacciones maximas.
%
SIS h Ak Davds de ‘salida WhhhhAAhhAAA LA L hAA L%
%
% k el numero de iteracion.
% x_max es el vector en la iteracion k
%
Tttt T T Tt Tt o do oot o T o o oo oo o o oo oo fato Tt o 1o Vo Fo Vs Yol oo ot oo ot o To o o o o
%
% Universidad Juarez Autdnoma de TabaSco.
% Fecha:6/noviembre/2018.
% Autores: Edwin E.,Justino A., Victoria 0.
%
Tttt T T Tt Tt o do oot o T o oot oo o oo o o o o o o o o o oo oo ot oo o oo o To oo o o o
%
% Descomposicién de A = (1/w)D - L - ((1-w)/w)D - U,
%
clc
format long
g =x0(:); b =b(:);
= diag(diag(A));

L = -tril(A,-1);

U = -triu(A,1);

M = (1/w)*D-L;
N=((1-w)/w)*D + U
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%% Método ‘desRelajaciémn.
e

x = x0;

for k = 1:itermax

k, p = N*x + b;

X_max linsolve(Mip)
Error norm(x_max-x, anf)/(norm(x_max, inf)+eps);
if Error < tol

break

end

X = X_max;

endfor

endfunction

Ejemplo 2.7.1. Aprozimar la soluciow de Ax = b del ejemplo 2.1.1 con una tolerancia de
10-7 usando el método de relajacion, y comperar los resultados con los obtenidos en el ejemplo
2.2.1 con el método de Jacobi y con el ejemplinZ. 4.1 con el método de Gauss-Seidel.

Solucién. Solo falta calcular la soluciéfy del sistema con el método de relajacion. Para ello,
aplicamos la funciéon Mrelajacion.m €0 CTAVE, cuya sintaxis es

Mrelajacion(Ab, 2V 01 w, itermaz)

donde z(°) es el punto de inicio del método, Tal 6 ka tolérancia para el criterio de paro e itermaz
es el nimero maximo de iteraciones permitidas-en caso.de que no hubiera convergencia.
Puesto que la matriz A de coeficientes del sistemases tridiagonal, se podria intentar aplicar
el teorema 2.6.5 para calcular el parametro éptime de relajacién, sin embargo, no todos los
valores propios de E; = D' (L + U) son reales. Asi que cofi_ensayo y error, encontramos
que con el pardmetro w = (.9, se obtiene buena velocidad de convergencia para el método de
relajacion.

En la tabla 2.6 presentamos los resultados obtenidos desde tres puntos de inicio distintos,
considerando un itermaz de 50 v w = 0.9, y los comparamos con los regtiltados obtenidos con
los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel. Observamos el método de rélajacion con w = 0.9,
converge mas rapido que los otros dos. En cambio, gnétodo de Gauss-Séidel,converge dos
veces mas riapido que el mét(ﬁo de Jacobi, tal como lo dice el corolario 2.6.1,

Ejemplo 2.7.2. Aprozimar la solucidn del sistema Az=b donde

11 1 1 2
12 3 4 0
B= 13 6 10| b= 3
1 4 10 20 —6

con una tolerancia de 1077, usando los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y el método (de
relajacion.
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Método de SOR (wy, = 1.1010) Método de Gauss-Seidel Método de Jacobi

" | k) k k) k k)

KR |’ —10.00000032256746 '| [ —9.999999303082808 ] [ —0.099999303082806 |
0 { 30.00000038 149229 16 20.999999303082809 31 30.000000696917191
0 (0.00000000000000 0.000000000000000 (0.000000000000000

L0 14. 99999985 000000 | 15.000000000000000 ] | 15.000000000000000°

[ 1] =10.00000016318799 [ —9.999999319344209 [ —0.999999326313377 T
1 9 30.00000039186901 16 20.999999319344212 1 30.000000696917191
1 9.999999999999965 x 107 (1.00000ODODDOBO0ON (1.00000000000O0ON

| 1] [.99999986000000 | 15.000000000000000 | 15.000000000000000

—10.00000046979382 [ —0.000000333282553 [ —0.000999303 082806

9 30.0000003412417 16 20.099999333282553 71 30.000000766608013

-1 —19.099999999999065 2 10~ 0.000000000000000 0.000000000000000
14.9999998 5000000 | 15.000000000000000 | 15.000000000000000

Tabla 2.6: Comparacion del método derelajaciéon (w = 0.9) con los métodos de Gauss-Seidel
v Jacobi en la aproximacion de la selucién del sistema tridiagonal de Az = b del ejemplo
2.7.1, donde z® es el punto de inicié, % es el minimo nimero de iteraciones para lograr
convergencia y ) es la aproxiinacion alcanzada. Observamos que el método de relajacion
converge mas rapido que los otros“dos métodos,

Solucion. Notemos primero que la solucidn”exadta.delsistema es = = (26, —63,56, —17)7.
Antes de hacer la comparacion, buscaremos, el mejor wvalor de w que haga que el método de
SOR correspondiente converja mas rapidosasla solucién. Elegimos como punto de inicio a
2% = (0,0,0,0)T. En la tabla 2.7 se muestréin resultaflo§ para tres valores diferentes de w,
donde observamos que con w = 1.7, el método de SOR coprespondiente, converge mucho mas
rapido a la solucién de Ar = b.

También es interesante notar que gos radios espectrales de Tag.matrices de iteracién de cada
uno de los métodos son: p(E;) = 1.9268, p(E,) = 0.98076"¥ p(E17) = 0.89238, donde el
dltimo es el radio espectral del método de SOR con w = 1.7./Esielaro que el método de
Jacobi no convergera desde ningtin punto de inicio, pues p(E;) = 18268 > 1.

En la tabla 2.8, presentamos los resultados obtenidos desde tres puitos«de inicio distintos,
considerando un itermaz = 2000 ghotamos que el método de SOR con w_ = \T7 converge desde
cada uno de los puntos de inicio al igugh que el método de Gauss-Seidel, pero el método de
SOR converge mucho més rapido que el método de Gauss-Seidel. Notames también que el
método de Jacobi diverge desde los tres puntos de inicio como era de esperarse, de hecho los
valores de ¥ se vuelven muy grandes, hasta desbordarse al infinito.

En el capitulo 3 presentaremos una aplicacion de estos métodos iterativos en la®solucion
numérica de la ecuacion de Poisson en uno y dos dimensiones.
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(k)

25.9998066285275 ]|

—62.9995142630053
55.9995832737748

| —16.9998787238106 |

25.9999708707413

—62.9999184251922
55.9999290645758

| —16.9999798771842 |

w k
0.8 920
LY 120
1.9 367

25.9999431238028 ]|

=62.9998490784306
55.9998736319151

| #16.9999654529226 |

Tabla 2.7 Aproximaciones de la solucién de ¥z = b del ejemplo 2.7.2 con el método de SOR
con tres valores diferentes de w. Dénde-k es elfiunimo nimero de iteraciones para lograr
convergencia y ) e 1a aproximacién“alcanzadad

Método de SOR (w =1.7)

Meétoddlde Gauss-Seitlel

Metodo de Jacobi

z© k ) k it k i)
0 25.00909708707413 25.0008706340567 [ 1.12066100626517 x 1059 ]
0 190 62.0099181251022 631 62.990G811433450 o 1.16540491851637 = 1078
& i ] 4
0 55.0099200645758 55.0907306462140 6.83561838201167 % 10%07
0 16.9990798771842 | 16.9909226261400 | | 3.27664892383040 x 10907 |
[ 0 ] 25.0090732161545 | 25.9998703061674 | [ 1431352100570000 x 10705 ]
1 199 62.9099224650517 623 62.0996803351748 1080 1(T5508248238007 x 109
22 10 ;
2 55.9999313639656 55.0997209635132 7.91816169024966 % 10%07
3 16.9999802847994 | 16.9999224300300 | | 3.809945785413065 x 10507 |
[ 6 'I 25.0990920197113 25.0008718006315 | [ 0.6614120'1877766 > 1077 'I
3 120 62.9999978065058 622 62.9996842405065 1077 0.96711142458950% 10%7
. dad i .
9 56.0000065569229 55.9997332625376 5.84615432764676 = 10%7
12 17.0000035665683 | 16.9999233776991 | | 2.80235001622058. 107

Tabla 2.8: Comparacién del método de

SOR con los métodos de Gauss-Seidel ¥ Jacobi en

la aproximacion de la solucion de Az = b del ejemplo 2.7.2, desde tres puntos e linicio
distintos. Donde #(°) es el punto de inicio, k es el minimo nimero de iteraciones para lograr

convergencia y z'*) es la a.prqlma.cién alcanzada. Observamos que el método de SOR és€asi

cinco veces mas rapido que

converge.

el método de Gauss-Seidel, y el método de Jacobi de plano wo




Capitule. 3
Método de L homas

Los métodos de discretizacion pagra,problemas de valores en la frontera frecuentemente condu-
cen a resolver sistemas de ecuacioned lineales con matrices con forma de banda, tridiagonales
por bloques o sparse. Explotando la@structura de estas matrices se reduce dramaticamente
el coste computacional de la factorizacionyy de los algoritmos de sustitucion para resolverlos
[6]. Puesto que en la seccion 4.2.del Capitulo 4, abordaremos la discretizacion del problema
de valores en la frontera tipo Dirichilet para da ecuacion de Poisson en una dimensién, que
conduce a resolver sistemas de ecuaeignes lineales con matrices tridiagonales; y en la seccidon
4.3 del mismo capitulo, abordaremes'la discreizagion del problema de valores en la frontera
también tipo Dirichlet para la ecuacion de Poisdon.en-dos dimensiones, que conduce a su vez
a resolver sistemas de ecuaciones linedles=con matrices tridiagonales por bloques (sparse);
revisaremos en este capitulo uno de los métedos difectos mas populares, el método de Tho-
mas!, para resolver sistemas tridiagonales des€cuacionegTineales. A diferencia de los métodos
iterativos revisados en los capitulos 1 y 2, el'método dé” Phomas es un método directo para
resolver sistemas tridiagonales de ecuaciones lineales. Las principales referencias son: Nume-
rical Mathematics de Quarteroni, Sacco y Saleri (2007)]6]“y-dw Introduction to Numerical
Analysis de Siili y Mayers (2003)[10].

'Llewellyn Hilleth T as (1903-1992). Fue un fisico britdnico y matematico aplicado. Es niejérgonocido
por sus contribuciones a la lisica atémica y molecular y a la fisica del estado s6lido. En la matematiea aplicada,
elabord un método eficiente para resolver sistemas tridiagonales de ecuaciones lineales (algoritmo de Themas).
Mas informacion en hitps: //en.wikipedia.org/wiki/Llewellyn_ Thomas.
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50 Meétodo de Thomas

3.1.

Definicion 3.1LSea n = 3. Una matriz A = (a;;) € R™" se llama tridiagonal si
solamente la diag pr‘in(épal y las dos diagonales adyacentes tienen elementos distintos de

cero, es decir,
\g\:,[) si li—jl>1, ije{1,2,... .n}
Sea A una matriz trldla.g(@d no singular A, entonces A se escribe en la forma:

rices tridiagonales

\\5(‘

0

Q’ - "

Cpn—1

U b‘u Uy

2
En tal c.aso las matrices L y U de la %zaclon LU de A son matrices bidiagonales de la

forma:
1 0 ® a1 M 0

By 1 -
L= o _ . (3.2)
K B ; -1
0 Bn 1 0 Qp
Puesto que A = LU, se sigue que v; = ¢; +1 n v los coeficientes «y; v 3; se pueden
calcular como: )
v =y, .31'. = — ; = j O = (33)
i 1

Esto se conoce como el algoritmo de Thomas y puede consi ]%e como un caso particular
de la factorizaciéon de Doolittle sin pivoteo [6]. Cuando no se e eresado en guardar los
coeficientes de la matriz original, las entradas o; y 3; eden sob ibirse en A.

El algoritmo de Thomas se puede aplicar para resolver un sistema lineal uaciones Ar = f,
donde A es una matriz tridiagonal no singular y f € R™. Esto equivale@lv&r dos sistemas
bidiagonales Ly = f v Uz =y &

Para el sistemr-;, Ly=Ff, obteilemos )\
po=fi gi=fi— By, i=2:m, C9 (3.4)
v para el sistema Uz =y, tenemos 6;
xﬂzyl. zi:m= i=n—1:1. .5)

o,

AT

;

T

El algoritmo requiere tnicamente 8n — 7 flops: 3(n — 1) flops para la factorizacion (3.: @
5n — 4 flops para el proceso de sustitucion (3.4) y (3.5) [6]. .
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Exist /)2 clase importante de problemas donde el pivoteo no es necesario, tal es el caso de
las matriefysimétricas v definidas positivas. Probaremos a continuacion que también es el
caso de la=zmrlces tridiagonales y estrictamente diagonal dominantes.

Teorema 3. uli and Mayers (2003) [10]). Sea n > 3 y A € R™" {ridiagonal y estric-
tarmente quon@ﬂy’nante Entonces A es no singular y se factoriza, sin pivoteo, en la
forma A = LU gﬁﬂe L € R es triangular inferior con unos en lo diagonal principal y
Ue R™™ es tmanq@@pemm

Demostracion. Supon@ s que A es de laforma (3.1) y que la diagonal principal de U consta
de a1, ay, ..., o, como '2). Primero mostremos por induccién sobre j que |oy;| > |¢]

para toda j =1:n. n/
Para j =1, por ser A estr a@te diagonal dominante, se sigue de (3.3) que

|“‘1| = lai1| > |eil.

Hipétesis de induccién: suponemos (@,\am alguna j € {2,3,.. ., n}, se satisface

NI

Probemos que la desigualdad es ciérta parayf + 1. De (3.3) se sigue que

|*’-'—‘j+1: |%%+1‘”j|

Mqr\ ré)lnlru |||
| — 6
O Pl

Por otro lado, se sigue de la hipotesis de induccion que ;> |¢;|, de donde

q < 1 @

|ev;

[

] —|bj41] O’

|

C,
o Sl =10 A (37)
J

Por ser A estrictamente diagonal dominante: D‘

lajaa] = [bjaal > lejal. c%\ (3.8)
Por lo que se sigue de (3.7) v (3.8) que O

(3.6)

—|bjsal=L

l@jsa] = [Bj 1l

8] O
lajsa| = 1bjsa| == - > [ej4a| 2 0.
|y ’
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Concluunos@ra‘de ) que

s | > |ejsal-

Por lo tanto, |(r ;| para toda j=1:n.
En particular, o; atodaj € {1,2,...,n}, por lo que la factorizacion A = LU definida

en (3.3) existe. Adem s .

det(/@ﬂ L)det(U) = det(U) = aqaa...an, # 0,

de modo que A es no singul
Las igualdades (3.3) y las desiggald es |a;| > |¢|, i =1 :n, implican que

ool i + 1Bl
—

|Bif|eia
|“’ i—1 |
< ail =1:n
Asi que los elemento a; no pueden creCer demasiado, v por lo tanto, los errores de redondeo
se mantienen bajo control sin necesid plvot O

3.2. Estabilidad -/; (‘ _

S1 A es una matriz no singular y tridiagonal, y L v, U son \@Ctoref-; calculados de tal manera
que

avsa=io. O
Entonces g

64| < (du + 3u® + |L||||UH

donde u es la unidad de redondeo de la aritmética de punto Hotante en se esta trabajando
(Quarteroni et al. (2007) |6]). En particular, si A es una matriz smletr@}f

i . . ic , si S iz simé r definida positiva,
entonces ®

du + Ju? +ud
o] < EREIL 4, A

lo cual implica la estabilidad del procedimiento de factorizacién en tales ca&os@ sultado
similar se mantiene incluso si A es de diagonal dominante.

\S\

‘©
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3.3.7 Implementacion computacional

Con respeglto-al caso tridiagonal, el algoritmo de Thomas se puede implementar de varias
maneras. Enfparticular, al implementarlo en computadoras donde las divisiones son mas
costosas que lagAmltiplicaciones, es posible (v conveniente) disefiar una version del algoritmo
sin divisiones eny (3.5), recurriendo a la siguiente forma de factorizacién [6]:

W 0 0 " o] [n' « 0

A—rIpMT— | @Y 72 0 7’
PSR! o el
0 by ! 0 Tn 0 0 !

Los coeficientes «; pueden caleuwlarse recursivamente por las férmulas

(ﬂ:i — br’}'r—lc:—l)_lz t=1: T,

Vi

donde se han considerado vy = 0, bi.=30 v ¢, = 0. Los algoritmos de sustitucion hacia
adelante y hacia atras, respectivamente; son, para el sistema Ly = [:

i = Nfete= (i #byi1), i=2:n, (3.9)
v para el sistema Uz = y:
Tn = UYn, =1 —"GTiiwyi=n—1:1 (3.10)

En la funcién siguiente, escrita en OCTAVE, mostranios,una implementacion del algoritmo
de Thomas usando (3.9) y (3.10), sin divisiones. Los veetores de entrada a, b y ¢ contienen
los coeficientes de la matriz tridiagonal {a;}, {b;} v {c;}{ respectivamente, mientras que el
vector [ contiene los componentes f; del lado derecho f del gistema Ax = f.

function x = modthomas (a,b,c,f)

% function modthomas (a,b,c,f)

% Version modificada del algoritmo de Thomas

% % = modthomas (a,b,c,f) resuelve el sistema Ax=f,

% donde A es la matriz tridiagonal A=tridiag(b,a,c).

htnhlotollotols Datos de entrada Uikl /els/sls olofols

[

% Considere el sistema Ax=f, donde A es tridiagonal.

% a, b y c son los vectores de entrada que contienen los coeficientes
% de la matriz tridiagonal A.

% f es el vecto que contiene las componentes f_i del lado derecho f.
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%

hhhhhhnnhh Datos de salida AAAKAAKKAAAGA AN
h

% x es el vector que contiene la solucion del sistema Ax=f.
h

% Tomado de Quarteroni et al. (2007).

% Universidad Juarez” Autdnoma de Tabasco.
% Fecha:10/julio/2020"

% Edwin E., Justino A.

%

Tl o T Tnto o oo 1o o o to s o o T o e To 1o st o o Fo e Fo T
n=length(a);

b=[0; bl;

c=[c; 0];

gamma (1)=1/a(1);

for i=2:n

gamma (i)=1/(a(i)-b(i) *gamma (i-1)*c(igi));
end

y(1)=gamma (1)*f (1);

for 1 =2:n

y(i)=gamma (i)*(f(i)-b(i)*y(i-1));

end

x(n,1)=y(n);

for i=n-1:-1:1
x(1i,1)=y(i) -gamma (i) *c(i)*x(i+1,1);

end

endfunction

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.1. Aprozimar la solucidn del sistema tridiagonal Az = b] dende

2 -1 0 0 2
1 2 —1 0 -3
A=ty 21 2 1| Y b= g
0 0 -1 2 —7

con una tolerancia de 1077, usando %s métodos de Thomas, Jacobi, Gauss-Seidel y ebimgtodo
de SOR.

Solucién. Notemos primero que la solucion exacta del sistema es z = (1.6,1.2,3.8, —1.6)T.
Por otro lado, como p( E;) = 0.809, entonces aplicando el teorema 2.6.5, obtenemos que el
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w optimo/para la convergencia del método de SOR es wy, = 1.26. Haremos una comparacion
entre el método de Thomas, que es un método directo, con los métodos iterativos, midiendo
el tiempo del"CPU en segundos que requiere cada uno para obtener la solucion del sistema
tridiagonal. Logresultados se muestran en la tabla 3.1. Por tratarse de un sistema pequefo,
el tinico métode dénde se registra un tiempo positivo del uso de CPU es el método de Jacobi.
En este caso, el 1101 que se reporta es el error relativo méaximo, es decir,

| — 3
Error =maéx u
1<i<4

donde T = (T, Ty, Ty, T4)7 es lassolucion numérica. El punto de inicio para los métodos itera-
tivos fue el (% = (0,0, 0, . Pambién observamos que el método de SOR empled la mitad
de iteraciones que empleo el método de Gauss-Seidel para alcanzar con convergencia con la
tolerancia 107", El método de Chuss-Scidel a su vez invirtié menos de la mitad de iteraciones
que empled el método de Jacobi.<En'las secciones 4.2 y 4.3 de Capitulo 4, presentaremos
ejemplos mas significativos.

Thomas SEOR Gauss-Seidel Jacobi
TCPU Error TCPU Itermax Error TCPU ltermax Error TCPU Itermax Error
0 7.401x 1016 0 16 6L266% 10% 0 35 6.148x 1077 0.031 77 1.353=10°7

Tabla 3.1: Comparaciéon del método d¢ Thémas'con-les métodos iterativos, en la solucion del
sistema tridiagonal del ejemplo 3.3.1.

3.4. Sistemas de bloques

En esta seccion se revisa la factorizacién LU de matrices partigionadas en bloques, donde
los bloque pueden ser de diferentes tamafnos. El propésito eseptimizar la ocupacién de
almacenamiento explotando adecuadamente la estructura de la matriz v reduciendo el coste
computacional de la solucién del sistema. Aclaramos que la seccién estishasada en el libro
de Quarteroni et al. (2007) [6].

3.4.1. Factorizacion LU por bloques

Sea A € R™" la siguiente matriz particionada por bloques

A A
A=
[ Ay Ap }
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donde A;; € RP7 es una matriz cuadrada no singular cuya factorizacion Ly; Dy Ryp se conoce,
mientras que 45,6 R—*(=") En tal caso, es posible factorizar A usando sélo la factori-
zacion LU del blegtie Aq,. De hecho, se tiene que

All 4412 _ Lll 0 Dl 0 Rll R12
A 21 A 22 L 21 In.— " 0 AQ 0 In.— r :

Lo = AQlRl_llDl_l: RlQZDl_lLl_ll-412=
Ao = Ay — LoD Ry,

donde

Si fuera necesario, el procedimienté de reduccion puede repetirse en la matriz Ay, obteniendo
asi una version en bloque de la facterizacion LU .

Si Aj; fuera un escalar, el enfoque antérior se reduce a la factorizacion estandar de una matriz
dada. La aplicacién iterativa de este método produce una forma alternativa de realizar la
eliminacion de Gauss. Se tiene el siguiente resultado para matrices de bloques.

Teorema 3.4.1 (Quarteroni et al. (2007) [6). Sea A € R™*" particionada en m x m blogues
Ay coni,j=1:m. Entonces A adihite-una inie@ foctorizacion por bloque LU (con unos en
la diagonal principal de L) si y solo silos-gu— 1 dlogues principales dominantes menores de
A son distintos de cero.

Dado que la factorizacién por bloque es una _fermulacigni equivalente de la factorizacion LU
estandar de A, el andlisis de estabilidad llevaglo a cabo™pata éste tltimo también es vilido
para la version en bloque.

3.4.2. Inversa de una matriz particionada por.bloques

El inverso de una matriz de bloques se puede construir utilizand@™la factorizacion LU pre-
sentada en la seccidon anterior. Una aplicacion notable es cuando A ‘es una matriz de bloques
de la forma

A=C+UBYV,

donde C' es una matriz de bloques que es “facil” de invertir (por ejemplo, cuande’C' estd dada
por los bloques diagonales de A), mientras que I/, B y V toman en cu@ya las tonexiones entre
los bloques diagonales. En tal caso, A se puede invertir utilizando la férmula.de’ Sherman-
Morrison o Woodbury:

A = (C+UBV)'=C'—C'U({I+BVC'U)'BVC,

bajo el supuesto que C' e [ + BV C~'U son matrices no singulares. Esta formula tiene varias
aplicaciones practicas y tedricas, y es particularmente efectiva si las conexiones entre bloques
son de relevancia modesta.
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3.4.3. /Sistemas tridiagonales por bloques

Consideramos el sistema tridiagonal por bloques de la forma

An Ap 0 X1 b
. o e X: b.
Ax= | Ao A2 AR (3.11)
B . ‘41:.—1‘1; : :
0 —4rt,n— 1 ‘4nn Xn b”'

donde A;; son matrices.dé orden n; x n; y x; y b, son vectores columnas de tamaio n;, para
i,7 = 1:n. Suponemos quedos bloques diagonales son cuadrados, aunque no necesariamente
del mismo tamano. Para k = 1 n, tenemos

I :
I, 0 Ur A 0
Ly I U
4
A= e ’
: ' Ap 1k
0 Lk—l I"'R 0 {.rg\-
Tomando k = n, y comparande’los bloques_eorrespondientes de la matriz anterior con A,
resulta que U; = A;;, mientras_que los bléques restantes se pueden obtener resolviendo
sucesivamente, para ¢ = 2 : n, lof\sistemas/L, U, ; = A;; ; para las columnas de L y

calculando U; = A;; — Li 1A 1.

Este procedimiento esta bien definidé gelo si todas)las matrices U; son no singulares, que
es el caso si, por ejemplo, las matrices A7, ¥, .. .V A¢son no singulares. Como alternativa,
se podria recurrir a métodos de factorizacion) para métrices con bandas, incluso si esto re-
quiere el almacenamiento de una gran cantidad de entradas cero (a menos que se realice un
reordenamiento adecuado de las filas de la matriz).

Un ejemplo notable es cuando la matriz es tridiagonal por bloques y simétrica, con bloques
simétricos y definidos positivos. En tal caso (3.11) toma la feTFma:

‘4 11 14 %ﬂl 0 xl bl
Agp As T X2 by (312)
e ° ‘43:, n—1 ’ :
0 ‘41:., n—1 fqrm Xn b”'

Aqui consideramos una extension, al caso de bloques, el algoritmo de Themas, que tiene
como objetivo transformar A en una matriz bidiagonal de bloques. Para.este proposito,
primero tenemos que eliminar el bloque correspondiente a la matriz Ay . Supanémos que la
factorizacion de Cholesky de Ay; es posible y denotemos por Hy; el factor de'Cholesky, es
decir, Ay; = H{, Hy;. Si multiplicamos la primera fila del sistema de bloques (3.12)(pot Hy,”,

encontramos que
—T 4T -T
H11X1+H11 AleQ:Hn bl-
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Poniendo Hy = H;ITA; v cp = HI_ITbI; se sigue que Ay = HZI;H“ . por lo que las dos
primeras filas d€l gistema (3.12) serin

Hyxy + HyXy = ¢y,
Hle Hyixy + Agpxs + A;{QX;; = bs.

Como una consecuenciag’ multiplicando la primera fila por H v restindola de la segunda
fila, se elimina la variable‘deSconocida x; y se obtiene la siguiente ecuacién equivalente:

Aglg}xQ + Alxs = by — Hi ey,

con _ﬁlg.l; = Agy — HI Hy,. En estefunto, se lleva a cabo la factorizacién de _4&1; v la variable
desconocida xo se elimina de la tercerd fila del sistema, y se repite el proceso para las filas
restantes del sistema. Al final del proceflimiento, que requiere resolver (n—1) Z;‘;l n; sistemas
lineales para calcular las matrices H;Zpf, % = 1 : n — 1, se obtiene el siguiente sistema

bidiagonal por bloques:

Hl 1 H21 D X4 Cy

Hy, X3 C2
Hn,n—l

0 H,.,. p.<H Cn

que se puede resolver con un método de susfitucion régrésiva (por bloques). Si todos los
bloques tienen el mismo tamano p, entonces elfmimero de”multiplicaciones que requiere el
algoritmo es de aproximadamente ¢(n — 1)p* flops,(suponiefido’que p y n son muy grandes).

3.5. Matrices sparse

En esta seccién abordamos brevemente la solucién numérica de sistemagéparse lineales, es
decir, sistemas donde la matriz A € R™" tiene un niimero de entrada§ distintas de cero
de orden O(n) (y no O(n?)). Llamamos un patrén de matriz dispersa‘al” conjunto de sus
coeficientes distintos de cero.

Las matrices de bandas con bandas suficientemente pequefias son matrices sparse. Obvia-
mente, para ina matriz sparse, la estructura de la matriz en si misma es redundanté.y puede
ser sustituido convenientemente por una estructura tipo vector por medio de %éénicas de
compactacion de matrices.

1 conveniencia, asociamos con una matriz sparse A un grafo orientado G(A). Un drafo es
un par (V, X) donde V es un conjunto de p puntos y X’ es un conjunto de ¢ pares ordenados
de elementos de V que estan unidos por una linea. Los elementos de V se llaman vértices del
grafo, mientras que las lineas de conexion se llaman frayectorias o caminos del grafo.
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El grafo G'(A) asociado con una matriz A € R™*" puede construirse identificando los vértices
con el comjunto de los indices del 1 al maximo entre m y n, y suponiendo que existe un camino
que conectbedds vértices i y j si a;; # 0 y sedirige de i a j, parai =1:my j=1:n. Para
una entrada diagonal a; # 0, la camino que une el vértice i consigo mismo se denomina bucle.
Como una oriefitacion esté asociada con cada lado, el grafo se llama orientado (o dirigido
finito). Como ejemnplo; la figura 3.1 muestra el patron de una matriz 12 x 12 simétrica y
sparse, junto con st grafo asociado.

Como se observo anteriormente, durante el procedimiento de factorizacion, se pueden generar
entradas distintas de dere'en posiciones de memoria que corresponden a entradas cero en la
matriz inicial. Esta acciofi se«€onoce como relleno. La figura 3.2 muestra el efecto del relleno
sobre la matriz sparse cuyo patron se muestra en la figura 3.1. Dado que el uso del pivoteo
en el proceso de factorizaeién_eomplica aiin mas las cosas, solo consideraremos el caso de
matrices simétricas y definidas pOsitivas que no requieren necesariamente el pivoteo.

4
[x X X X X x|
X X X X
mxxx X 2
X X X X X X 0—
X X X >
X X X _/- ¢ !
X X X X b 4
X X X X X
X X X X 8 12
X X X
X X X X X 9'\/11
X X X X X 10

Figura 3.1: Patrén de una matriz sparse y simétrica (izquierda) y~de su grafo asociado (de-
recha). Por claridad, los bucles no se han dibujado; ademas, dade,gtie la matriz es simétrica,
s6lo se ha reportado uno de los dos lados asociados con cada a;; #(04J6].

Un primer resultado notable se refiere a la cantidad de relleno.
Sea
my(A) =i—min{j <i:ay#0}
y denotemos por £(A) el casco convexo (convesr hull en inglés) de A, definidopor
EA)={(l,/):0<i—j<m(A)}
Para una matriz simétrica positiva definida, tenemos

E(A) =E(H + HY), (3.13)




60 Meétodo de Thomas

donde H ed elfactor de Cholesky, de modo que el relleno esta confinado dentro del casco
convexo de A,«€omo se observa en la figura 3.2. Ademds, si denotamos por [.(A) el ndmero
de filas activas elrel k—ésimo paso de la factorizacion (es decir, el niimero de filas de A con
i >k yay #0), el eoste computacional del proceso de factorizacién es

l T
5 D (A (k(A) +3)  flops, (3.14)

k=1

habiendo contabilizado todas\las entradas distintas de cero del casco convexo. El confina-
miento del relleno dentro de (A )Lasegura que la factorizacion LU de A se pueda almacenar
sin areas de memoria adicionales simplemente almacenando todas las entradas de £(A) (in-
cluyendo los elementos nulos). Sift embargo, dicho procedimiento atin podria ser altamente
ineficiente debido a la gran cantidad.dé entradas cero en el casco.

X XXX X X |
X X X x
xxx x@@®=x
xx xxxx@
7 ¥y @xx OO0
VR ey BN B J
- | * 000 - x
X X x X X
X xxxx@
3
X x 3 xxx@
X X X X XN X X X X
*xN\Vrx| [* 000 x@O@ x|

Figura 3.2: Las regiones sombreadas en la figura de la izquierda’muestran las éreas de la
matriz que pueden ser afectados por el relleno, para la matriz cohsiderada en la figura 3.1.
Las lineas continuas o sélidas denotan la frontera de £(A). La figura de\la derecha muestra
los factores que han sido actualmente calculados. Los puntos negros ‘defiotan los elementos
de A que originalmente eran ceros, |6].

Por otro lado, de (3.13) se deduce que la reduccién en el casco convexo reflefa una reduccion
del relleno y, a su vez, debido a (3.14), del niimero de operaciones necesarias para realizar la
factorizacion. Por esta razén, se han ideado varias estrategias para reordenar el gfafé de una
matriz, entre ellos, el método de Cuthill-McKee [6].

Otra alternativa consiste en descomponer la matriz en submatrices sparse, con el 6bjétivo
de reducir el problema original a la solucion de subproblemas de tamano reducido, ‘doemnde
las matrices se pueden almacenar en formato completo. Este enfoque conduce a métodos de
descomposicion de submatrices. Mas detalles en [6].




Capitule 4

Solucion numérica de la ecuacion de
Poisson en una y dos dimensiones

Como ejemplo de aplicacion de los meétodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones
lineales algebraicas revisados en los capitulos 1 y 2, asi como la aplicacién del método de
Thomas revisado en el Capitulosd, presentaremos en este capitulo, la solucién numérica de
la ecuacién de Poisson en una y ‘dgs diménsiones espaciales con condiciones de frontera tipo
Dirichlet. La discretizacion de estesproblem@a la haremos aplicando el método de diferencias
finitas, que conducira de manera natural a uhsSistéma tridiagonal en el caso de una dimen-
sion, y a un sistema tridiagonal por hlogaies enielseaso de dos dimensiones. Las principales
referencias son: Applied Numerical Lineai~Algebra«le Demmel (1997)(2|, Ecuaciones de la
Fisica Matemdtica de Tijonov y Samarsky (1980)|7], Introduction to Numerical Analysis de
ger y Bulirsch (1993)|9|, Iterative Solution’of Large Lirlear Systems de Young (1971)[12] v
e eigenproblem of a tridiagonal 2-Toeplitz"matriz de %{ (1994)[3].
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4.1. Ec¢uacion de Poisson

Al estudiar progeses estacionarios de distinta naturaleza fisica, por ejemplo, oscilaciones,
conduccion del calox,)difusion, entre otros, se obtienen, por lo general, ecuaciones de tipo
eliptico. La ecuaciolvfnas frecuente de este tipo es la ecuacion de Laplace! |7):

Au =0, (4.1)

donde

_ 0? 0* 0?

Cdx? Oy 022
es el operador de Laplace.
La funcién u se llama arménica en lasegion Q C RY, N = 2,3, si es continua en esta region
junto con sus derivadas parciales de hasta segundo orden y satisface la ecuacion de Laplace
(4.1).
Algunos ejemplos de funciones arménicas gon:

a) u(z,y) =ar+by+e, (x,y) 6= R a,b, ¢ constantes reales.

b) u(z,y,z) =22 —y*+2z, (v,y2)Ee8 =R,

) u(z,y) =Inva? +12,  (r,y) € Q=R*\{(0, %]}

d) u(z,y) =eseny, (ry) e Q=R

e) u(r,y,z)=—1In ( 4y + 22+ z) . (. 2) € Q=REN {(0,0,2), 2 <0}

En el estudio de las propiedades de las funciones armonicas, se désarrollaron diferentes mé-
todos matemaéticos, que resultaron fructiferos también al aplicarlos_adas ecuaciones de tipos
hiperbolicos y parabélicos.

4.1.1. Propagacion del calor en el espacio
El proceso de propagacion del calor en el espacio se puede caracterizar por la temperatura
u(z,y, 1)

que es funcién de x, y, z y L.

Si la temperatura no es constante, s : jos térmicos, dirigidos de los ares de hy
Si la temperatura no es constante, surgen flujos térmicos, dirigidos de los lugares de ‘mayor
temperatura hasta los de menor temperatura.

ierre-Simon Laplace (1749-1827) astrénomo, fisico y matemético francés.
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La ley” de/Fourier? establece que el vector de densidad del flujo térmico W tiene la forma
W = —kgradu,

donde k se congeé,como el coeficiente de conductividad térmica. El coeficiente & depende del
medio, por ejemplojcuando el medio es isotropico, £ es un escalar.

La ecuacién diferéliefal de la conduecién del calor en un medio isotrépico (Tijonov y Samarsky
1980 [7]) esta dada por

b [0\ O (,0u\ . 9 [ Ou
PO (R0 O (0 9 (0 L p
Lot o ( a;;:) oy ( a-;,) "o ( f)z) L

donde ¢ es el calor especifitop es la densidad del medio v F' es la fuente del calor en el
medio.

Si el medio es homogéneo, entonees &, ¢ v p se pueden considerar constantes. En este caso,
la ecuacion de calor toma la forma:

du Sl 0*u 0%u
AP N e T 4.2
7" (f)'::2+f)y2+6}22 +f (42)
o bien,

w; = al Al + f,

donde a* = k/cp es el coeficiente de ¢onductividad™térmica de la temperatura y f = F/cp.
La ecuacion de calor es el prototipo de unh écuacidn de tipo parabélico. Si el proceso es esta-
cionario, se establece una distribucion de*téimperatura’u(x,y, z) que no varfa con el tiempo,
por lo que (4.2) se reduce a la forma

Au=—, (4.3)

donde ahora f = F/k. Esta ecuacién se conoce como la ecuacién de Poisson®.
Cuando f =0, es decir, cuando no hay fuentes del calor, se tieng'laecuacion de Laplace:

Au = 0.

? Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) matematico y fisico francés.
3Siméon Denis Poisson (1781-1840) fisico y matemético francés.
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4.1.2. Planteamiento de los problemas de contorno

Consideramos aliora un cierto volumen €2, delimitado por una superficie €2, El problema
sobre la distribucidmestacionaria de la temperatura u(x,y, z) dentro del cuerpo Q se formula
como sigue.

Problema de contarno. -Encontrar la funcién u(z, y, z) que satisfaga dentro de € a la
ecuacion de Poisson
Au=—f(x,y,2), (x,y,2) €int§},

v a la condicién de frontera*s€ue puede ser tomada en una de las formas siguientes:

a) v = fi; en 082, primer problemasde contorno o problema de Dirichlet,

du )
b) o [y en 992, segundo problefa.de contorno o problema de Neumann,
an '
du . _
c) o + h(u— f3) = 0 en 94, tercer prgblema de contorno o problema de Robin,
an

du

donde f1, fo, f3 v h son funciones corotidas, y es la derivada normal en la direccion del

1
vector normal exterior n a la superficie/@2, definida por
du
an

(z,y,2) = Vule,y,z2) nle,y, £),__(z,y, z) € 00

En un contexto fisico, (4.3) describe el estado‘estable de-llistribucion de temperatura de un
objeto ocupando en la region 2. La solucion u(ky, z) represénta la temperatura estable de
la regién € con fuentes de calor y cuencas dadas por f(z,y,%).La condicion de Dirichlet f;
representa una temperatura fija en la frontera 9€2, mientras que'la condicién de Newmann
[o representa el flujo de calor en d52. La condicion de Newmann+«Com,f, = 0, representa una
frontera perfectamente aislada.

*Dirichlet (1805-1859) matematico alemdn. Neumann (1832-1925) matemdtico aleman. Robin (1855-1897) matemabice
francés.
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4.2.7 Ecuacion de Poisson en una dimension

Un caso pattieular del problema de contorno tipo Dirichlet para la ecuacion de Poisson en
una dimensigings: dada f :[0,1] — R continua, encontrar u : [0, 1] — R tal que

—Uye = flz), O<x <l
w(0) = 0 (4.4)
u(l) = 0.

Una estrategia para detémminar aproximadamente la funcién incognita u, consiste en discre-
tizar el problema para calgtlar una solucién aproximada en N + 2 puntos x; uniformemente
espaciados entre 0 y 1, como.sigue:

1

0N+
N+1 '

;=40 h

Recordando que la formula de diferéneia central que aproxima la segunda derivada de una
funcién g(z) esta dada por

" T4 h) —29(x)+glx —h .
§'(z) = SN 352 )9 =h) | o), (4.5)
v aplicandolo a la funcion u, resulta pata_el operador_diferencial que

Uy =

x4+ h)- 2u(z) +af(y— h)

P2 +O(h?). (4.6)

Si se abrevia
wii=u(r), i=0:N+1,

resulta que el operador diferencial —u,, expresada en (4.6) puede ser reemplazado para todo
x; por el operador en diferencias

20 — Ui — Uiy
h?

+&, i=1:N, (4.7)
con un error £;, que se le llama error de truncamiento en cada punte=z;} Puesto que las
condiciones de frontera (4.4) imponen que uy = Uy, . se sigue de”[4™) v (4.7) que
los valores desconocidos u;, i = 1 : N, deben satisfacer un sistema de echeCiones lineales
algebraicas de la forma

—u;_y + 2u; — usy = hAf;, — hPe;, i=1:N, (4.8)

donde f; = f(x;),i=1:N.
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Es claro qué los errores £; dependen del tamano del paso h de la malla. Si la solucion exacta

u es suficient nﬁ e diferenciable, entonces g; = O(h*||d*u/dz*||) |2|. La escritura matricial
del sistema (

m
Eg

* (5]

2 & [) U fl

! d} Sl =n fz —n2| T | = -k, (49)
[) 7? Upn f‘.\.' EN

Y

donde u = (uy, us, ..., uy)7, f@f],fg, oo )T ye=(e1,89,...,ex)T. Sise omite el error
de truncamiento £ en (4.9), resulta sistema tridiagonal lineal

T‘.\r u =

& z=hf (4.10)
que cuando h es suficientemente peque pﬁu espera que cada componente z;, i = 1: N, de la
solucién de (4.10) sea aproximadamente ig u;, ¢ =1 : N. En cada punto x; le corresponde
la componente z; de la solucién de (4.10) %ro que el sistema tridiagonal lineal (4.10) se
puede resolver con métodos directos 10 €l método de Thomas (véase Capitulo 3) o con
métodos iterativos vistos en el Capl@

La matriz de coeficientes Ty es de tam N etrlca tridiagonal, diagonal dominante
v normal (es decir, TETy = TyTE). S ; ores res propios se dan en el siguiente

lema: /' -
Lema 4.2.1. Los valores propios de Ty son < : O

Ai=2 lfcot,

y los vectores propios normalizados con respecto a la norma || - ||3

sen i O
TUN+1
sen 20T ®
2 belw)
v =\ N+l i=1.N )\

N+1 . ; ;
Nir 6
sen
N+1 | (9
Demostracion. Véase en el articulo de Gover (1994) [3]. \S\

De acuerdo con el teorema de descomposicion real de Schur, véase por ejemplo Young (1
[12] o Stoer and Bulirsch (1993) [9], la matriz ) = [vy, va, ..., vn] es ortogonal y si A =
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diag{ X1, X5, «.., Ax}, entonces Ty = QAQT. En este caso, el valor propio més grande de Ty

es5
=2 (1—cosr ) >4
N = cos :rrN 1)~

v el valor propio més pequeno es Ay, donde para cadai=1: N — 1,

A =2 (1 T \ao(io (1ot i\’
i = — 00 — == — - = _—
CN+1 2(N +1)2 N+1

Asi que Ty es definida pésitiva. Ademas, el hecho de que T sea normal, se garantiza que
[ Z% ]2 = max{ A1, Ao, ..., An} = 4,

y de manera similar que

N+ 1)\?
175 s = max AR ... ‘}—/\1—( )

Por lo que el ntimero de condicidmr@e Ty (wease Demmel (1997) [2]) es

AN 2
ralT) = [l T T2y = AL
para N grande.
Con esto se puede acotar el error de truncamiento £/ es=decir, la diferencia entre la solucidon
aproximada 2z de (4.10) con la solucion exacta u del preblema de contorno (4.4). Para ello,
restando (4.10) de (4.9) se tiene
u—z=—hTy'e,

de donde
(N —I— 1)?

) |

A continuacién presentamos un ejemplo de la solucidon numérica de la ecuarion de Poisson.

[\

lu—zlle < RRITRl: < BT allelle = n2 VG220

llell2

d*u
drt

—llll: = O(lell) = 0 (h

Ejemplo 4.2.1. Encontrar la solucion u del problema de contorno tipo Dirichiebde la ccua-
cidn de Poisson en wna dimensidn:

Uy = Dsen(Tx), —w<z<w
w(—w) = 0 (4.11)
u(r) = 0.
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Solucion. Primero.encontramos la solucién exacta u integrando como sigue:

5
/’uud:r = /55811(7:::]({::: =  u.(x) = —% cos(Tx) + C4

] 5
f-u.i.d:r = /(—? cos(7z) + Ch)de =  ulz)= 1 sen(7x) + Crax + Co.
Aplicando las condicionesg/delfrontera, obtenemos

uf=n) = —4% sen(—7r) —7Cy+Cy =0
-+ Cy=0 = (Cy=nC.

Por otro lado,
u(m) ="+ sen(7r) + 7C1 + Cy = 0

Wcl + CZ - WC] + TI'CI = 27{01 = [)
Oy= 0.

Asique C = 0y C = 0. Por lo tanto, la soliicitn exacta es

u(z) = —% sen(7z), y —-m <z <m. (4.12)
Ahora aproximaremos valores de v en N puntos uniformemente espaciados z;, —7 < x; < 7,
aplicando la técnica numérica anterior. Comeaplicaremog los métodos iterativos de Jacobi,
Gauss-Seidel y relajacion, para resolver el sistéma tridiagefral (4.10), necesitaremos elegir el
w Optimo que garantice una mayor velocidad de convergenéia.para el método de relajacion.
Para elegirlo, es posible aplicar el teorema 2.6.5 del Capitulo’2, ya que numéricamente se
verifica que los valores propios de ﬁ,; = DYL + U) son redlesly p(E;) < 1. Los valores
6ptimos obtenidos de w, asi como los radios espectrales de las matrices de iteracion de los
métodos iterativos, se presentan en la tabla 4.1.

N pE)) plEgs) wp  p(Ey)
50 0.99510 0.99621 1.8840 0.8840
75 0.99915 0.995829 1.9206 0.9206
100 0.99952 0.99903 1.9397 0.9397
300 0.99995 0.99989 1.9793 0.9793

Tabla 4.1: Valores 6ptimos wy, para la convergencia del método de SOR. En esté _caso, se
aplico p(E;) = max(abs(eig(E;))) de OCTAVE.

En la tabla 4.2 se presenta una comparacién entre los métodos iterativos de SOR éptino,
Gauss-Seidel y Jacobi, en la solucién numérica del sistema tridiagonal (4.10). Se tomé comao
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punto“dednicio a @ = (1,1,...,1)T € RY en cada uno de ellos. Notamos que el método
de SOR résultd mas eficiente, al requerir menor cantidad de iteraciones (Iter) para alcanzar
convergendia~d la tolerancia 107", El error que se reporta es el error absoluto maximo, es
decir,
Error = max_ |u(z;) — z].
14N

En la tabla 4.3 sesfeporta una comparaciéon entre los métodos iterativos y el método de
Thomas que es un metodo directo. En este caso, se hace una comparacion del tiempo de CPU,
en segundos, que requigre tada método para obtener la solucién del sistema tridiagonal (4.10).
Notamos que el método’de*Thomas resulté mucho mas eficiente que los métodos iterativos.

En las figuras 4.1 al 4.4, se’reportan las gréficas de la solucion exacta u(z) = —% sen(Tz) pin-
tada de azul, del problemasdé gontorno (4.11), con la solucién numérica z = (2, za,. .. :z_.\r)T

pintada de rojo y obtenida al regélver el sistema tridiagonal (4.10) con una tolerancia de 107°.
Notamos que a medida que se inérementa el nimero de puntos uniformemente espaciados
(N = 50,75, 100, 300), la solucion funiérica se aproxima cada vez méas a la solucion exacta.

SOR optimo Ganss-Seidel Jacobi
N TIter Exror Tter Error Tter Error
50 132 6.567x10.3,.221446.831x10% 4058 7.106x107%
75 193 2.898x10%°Y 4467 3ATIx 10~ 8931 3.470%107°
100 253 1.638x10 2 (7300 2.70310* 13161 3.799x10 ®
300 732 2.001x10~1 44205" 1.0465%4052 73738 2.304x 1072

Tabla 4.2: Comparacion del niumero de iteraciones Iter ghe requiere cada método iterativo,
para alcanzar convergencia en la resolucion del sistema tridiagonal (4.10) con una tolerancia
de 107°.

Thomas SOR. 6ptimo Gauss-Seidel Jacobi
N TCPU Error TCPU Error TCPU Error TCPU Error
50 0.016 6.563x10~* 0.016 6.567x10~% 0312 6.831x10-* 0.172 7.106x10-%
75 0.016 2.896x10~* 0.031 2.898x107% 0.641 3.471x10=* 0.375 3.470x10~?
100 0.016 1.628x10=% 0.047 1.638x107% 1.469 2.703x10-* 1.188.3.799x10-4
300 0.031 1.816x10~* 0.328 2.001x10~* 19.750 1.046x1072? 10.562*2.304x 1072

Tabla 4.3: Comparacién del tiempo de CPU, en segundos, que requiere cada unoide los tres
métodos iterativos y el método de Thomas, para resolver el sistema tridiagonal (4.10) con
una tolerancia de 1072,
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Figura 4.1: Aproximaciéon numérica de_la Qéi(‘)n del problema de contorno (4.11) en 50
puntos uniformemente espaciados e ntervalo ,7). La linea azul es la solucion exacta
dada en (4.12) v los punto rojos correspénden a la’solucién numérica.

0.15 _’ X

0

0.05 -

R -

Figura 4.2: Aproximacion numérica de la solucién del problema de contorno (4. 175
puntos uniformemente espaciados en el intervalo (—m, 7). La linea azul es la solucion ta
dada en (4.12) v los punto rojos corresponden a la solucién numérica.

*
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Figura 4.3: Aproximacion numeéri a 50111(31011 del problema de contorno (4.11) en 100
puntos uniformemente espaci en el i 11 —m, 7). La linea azul es la solucién exacta
dada en (4.12) y los punto rojos espon a la solucion numérica.
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Figura 4.4: Aproximacion numérica de la soluciéon del problema de contorn@ 1) en 300
puntos uniformemente espaciados en el intervalo (—m, 7). La linea azul es la so 1 exacta
dada en (4.12) y los punto rojos corresponden a la soluciéon numeérica.

*
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4.3. Ecuacion de Poisson en dos dimensiones

Abordaremos ahora-el problema de contorno tipo Dirichlet de la ecuacion de Poisson en dos
dimensiones espacifleg. Sea Q = (0, 1) x (0, 1). El problema lo formulamos como sigue. Dada
[ = R continuaeneontrar « : {2 = R tal que

—Ugy — Uyy = f(.’f,’: j;’) ) ("1:: P)’) € Q,

(4.13)
u(z,y) = 0, (z,y) € 90.
Puesto que varios métodos para la solucion de problemas de valores de contorno, usualmente
son comparados con este problétna, el problema (4.13) también se le llama problema mo-
delo. Para resolver (4.13), seguiréines la estrategia de la seccion 4.2, aplicando el método
de diferencias finitas para reemplazar€l operador diferencial por un operador en diferencias.
Para ello, se cubre 2 U 99 con una mélla 2, U 92, como sigue:

Q, = {(zy,y)|i.j=TyN},
o = {(x:,0), (x:, 1), Oy, (L, y;) |6, =0: N+1},

donde
x; =ih, 7=k, 4j=0:N+1,
1
h = — . N"2"1 un niincro entero.
N+1

En la figura 4.5(a) se ilustra geométricamenté la’construeéion de esta malla, en particular,
en la figura 4.5(b) se ilustra el caso cuando N =3,

YN +1 r

up,a U4 ugfy u3.4 g4

yN
1,3 13 uz3 ug3 g3

Ui
1,2 1,2 uz2 ug,2 Qz \

y2 1,1 11 Uz g1 a1

11 /

Z

o X1 TR ccc @t TN EN+] up,0 u10 uz,0 u3,0 4,0 N

(a) (b) (oY

Figura 4.5: (a) malla cuadrangular Q, U 9, usada para la discretizacion de la ecuaciofn de
Poisson (4.13) en la region €. (b) valores de u conocidos en €, y valores de u desconocides
en {;, para N = 3.
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(g

Aplicande laformula de diferencia central (4.5) a la funcién « en el punto (z, y), resulta para

el operadgff iferencial
_u(zt+hoy) —2u(z.y) +ulz —hoy)

Uy — 1®: h
\S\ ulz, y+h)72ug;r ) Fulz,y— h) +O(?) (4.14)
/’éﬂ.y —ulx —h,y) —u(x +;;’I?; y) —ulz,y—h) —ulz,y +h) Lom?).

Si se abrevia @
O@g—ﬂ(%,% i, j=0:N+1,

resulta ahora que el operafwgzenma,l e — Uy, expresada en (4.14) puede ser reemplazado

para todo (x;,y;) € €, por el ador en diferencias

du; 5 Q = Wiatils = Wimil = W i)
1,0 ' thzj 1,0 — 't +£ij= (415)

con un error de truncamiento g; ; en ; unto (x5,y) € 0Qy,.

Puesto que las condiciones de ter 3) imponen que wu;; = 0 para (x;,y;) € 0,
se sigue de (4.13) y (4.15) que l ores 011001(105 uij, t.7 = 1: N, deben satisfacer un
sistema de ecuaciones lineales a.lﬂe icas d orma

4"“"'#1‘ — Iu'.r'.—'l‘j — I+1‘J f & +1 } i h a:; 'F,J =1: N; (416)

donde f:_; f(:r: 9’,;) (Ii: 9’,;) € Qh- O ?
le la

Aqui los errores ¢;; dependen del taman

cientemente diferenciable, entonces =;; = O(h?). Si se

(4.16), resulta el sistema lineal de ecuaciones algebraicas:
42ij — Zic1j = Zitlg = Zig—l — Rijel = hzfi.j@:j =1:N,

205 = ZN+1,j = Zip = Ziny1 =0 para i,j = m 1,

que cuando h es suficientemente pequeno, se espera que cada con@ente 2, 4, =11 N,

7 si la solucion exacta u es sufi-
¥
el error de truncamiento £, ; en

(4.17)

de la solucién de (4.17) sea aproximadamente igual a u; ;. En cada p (:ri y;) de Q le
corresponde la componente z; ; de la solucion de (4.17). Asi que (4.1 n sistema lineal
de N? ecuaciones con N? incdgnitas dadas por
@
= (2.’1,1, 22,1, oo og ZN,I; 21,2, 22!2, ooop 2N,2, coop zl,N: 22,;\(, ..

Una forma conveniente de ordenar el sistema (4.17) es comenzar escribiendo la &cién que
le corresponde a la “primera fila interior” de la malla 2, U0, (véase la figura 4.5(b) de abajo
hacia arriba), es decir, la ecuacion que le corresponde a (x;,41), ¢ = 1: N; luego la cion
que le corresponde a (z;,42), i = 1 : N, y asi sucesivamente hasta la ultima ecuacion que
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P
(g

le correspma (i yn), : N. Por ejemplo, para N = 3, y comenzando con j = 1,

tenemos: 7 :
® 211 — 200 — 221 — 210 — 212
A dzon — 20— 230 — 220 — 222

\S}hl—z’z]—zﬂ—zm—zaz
con j = 2: O’

4 02— Z22 — ZL1 — 213

dzg 0 32— Zo1 — 223

A

dz3, 2 242 7 231 — 233
-

y con j =3 @/\

4211*2(:1 223 1,2 — 214

4223—213—23;

= h'QflJ
= hzle
= thi'iJ

= h,sz
= h’fon

= th:Lz

= hzfl.:l
= h*fas
= hzfa 3.

Recordando que wu;; = 0 en 04, el m@la lum@lterlor se puede escribir en notacién

matricial como:

[ 4 1 0 : -1 0 o0 (2} 0
14 -1 i 0 -1 0
0 -1 4 : 0 0 -1 : 0
10 0 4 -1 0 : -1 0
0 -1 0 14 -1 0 —1
0 0 -1 ¢ 0 -1 4 ¢ 0 0
0 0 0 1 0 0 4 -1
0 0 0 0 -1 0 14
0 0 0 0 0 —1 0 —1

En general, tomando

b=h(fir, fars- s INg Fros foze ooy IN2e ooy FIN, f2 Ny e e

- O ..

g

0

LA\

NICIREE

211 1 [ hzfl‘l 1
221 hgfz‘l

hgf:m

Zz;(}' hzfz.z
Z39 ® / 2f:w
21,3 '%1‘3
223 %

233 J L h? mg)

)T € RY, .
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la matriz/de coeficientes del sistema lineal Az = b, toma la forma:

4 -1 Co—1
-1
=1
-1 M4 -1
-1 4 -1
)
-1
-1 -1 4
-1
-1
—1 4 -1
-1
-1
-1 -1 4

Que es una matriz simétrica y de diagonal dominante, y_sé puede escribir como una matriz
tridiagonal por bloques, como:

I —I

A= | 0 I

N2 N3
e RVVNT (4.18)
-
-1 Tr\.‘
donde
4 -1
-1 . - Nwx N
TJ‘\" _ c R‘\ * N
-1 4
es una matriz tridiagonal y estrictamente diagonal dominante de tamaiio N x N e[ es la
matriz identidad también de tamano N x N. La matriz Ty aparece N veces en el bloque
diagonal principal de A.
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Es importantemotar que la matriz A fue particionada de manera natural en bloques Ty de
orden N, indu€ide por la forma de ordenar los puntos (z;,y;) de {2 en filas horizontales

La matriz A es sparsel en cada fila hay a los mas cinco elementos diferentes de cero. Por esta
razon, en la ejecucion’dé un paso de iteracion z*) — 2(*+1) el método de Jacobi o el método
de Gauss-Seidel, requieren tmicamente alrededor de 5N? operaciones o flops (1 operacion = 1
multiplicacion o division”+dadicién). Si la matriz A fuera densa, estos métodos necesitarian
N* operaciones en cada pasogf. Comparemos este coste con el de un método directo para
resolver Az = b. Como A e§ Sinétrica y se puede probar que también es definida positiva,
entonces el sistema se podriafregelver con el método de Cholesky. Para ello, se necesita
calcular la descomposicion triarigulazeA = LLT, donde L serfa una matriz triangular inferior
de N2 x N? de la forma:

N+l

El célculo de L solo requiere de aproximadamente %N‘L operaciones. Puesto que el método
de Jacobi, por ejemplo, requiere aproximadariente de”(N + 1)? iteraciones (el método de
SOR requiere de N + 1 iteraciones), véase (4.23), para_ebtener un resultado exacto de 2
decimales, el método de Cholesky serfa menos costoso que el método de Jacobi. Sin embargo,
la principal dificultad con el método de Cholesky, radica en el'lhecho de que necesita almacenar
aproximadamente N? elementos no nulos de L que ocuparia mucho espacio de memoria (el
orden de magnitud tipico de N es entre 50 y 100). Es aqui donde sé manifiestan las ventajas
de los métodos iterativos: su requisito de almacenamiento es solo délbrden de magnitud N2
[9].

Como corolario de los resultados revisados en la seccion 2.5 del Capitulé 2, tenemos que la
matriz A tridiagonal por bloques dada en (4.18), tiene excelentes propieflades.

Lema 4.3.1 (Stoer and Bulirsch (1993) [9]). Sea A la matriz tridiagonal per blogues dada
en (4.18), A=D—L—U comoen (2.1) y E; = DL+ U) como en (2.3). Entonces

1
a) E; = 3(41 —A).
b) A tiene la propiedad A.

¢) A es coherenternente ordenada.

Demostracion. Se puede consultar en el libro de Stoer and Bulirsch (1993) [9]. O
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Los v s propios y vectores propios de la matriz de iteracion £, del método de Jacobi
correspouﬁf ite, se muestran en el lema 4.3.2.

Lema 4.3 oer and Bulirsch (1993) [9]). Sea A la matriz tridiagonal por blogues deda
en (4.18), —L—U comoen (21) y E; =D YL+ U) como en (2.3). Entonces

) Los w(tor@ pios 200 L=1:N, 1=1:N, de E;, son

O/ (k) kmi my L
;z = sen +ls.enN+1= i, j=1:N.

b) Los valores propios @ﬂ, k=1:N,1=1:N, de E; son reales y estan dados por

/ Ir
08 . kil=1:N.
ﬁ’(..NH E’N+1)‘ ‘

¢) El radio espectral de E; e“g\

“"‘“| = cos

m
1. N>=2. 4.1
voi<b > (4.19)

=1:
Demostracion. Cada inciso se@za pc@stitucién directa. Mas detalles en Stoer and

Bulirsch (1993) [9].

< -
Como consecuencias del corolario 2‘[;#‘y el ma 2.6.5, tenemos el siguiente corolario
sobre los métodos de Gauss-Seidel y

Corolario 4.3.1 (Stoer and Bulirsch EQ[QI Q A la matriz tridiagonal por blogues

dada en (4.18), A=D—L—U como en ( Egqs —@ L)7YU como en (2.6) y E, como

en (2.20). Fntonces a
a) Elradio espectral de la matriz de iteracion del métod Gauss-Seidel Eqs es
35 >

p(Egs) = cos® N:—l <1, _@

b) El pardmetro de relajacidn dptimo para la convergencia del n@do de SOR es
2 )
1+ G (9
sen
! o]

c) @mdio espectral de la matriz de iteracidon de E, es Q

p(Ew) = il Nj— : 2 \S\(\
(1 + sen T ) o

N+1 .

Wy =
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El nimero % _= w(N) con [p(£,)]* = p(E.,,) indica cuintos pasos del método de Jacobi
producen la misa reducciéon de error que un paso del método de relajacion 6ptimo. Es claro
que

In p(E.

_ InplE) (4.20)

Inp(E;)

Puesto que para z pequene;
2 )
In(l+42)==2- 5 +0(2%),

vy para N grande:

(Ej) =1 ™ oL
PLEs) = o8 3 '\'+ 1 (N + 1) Ni

T 0w 1
= Ol—1.
sen N+1 "Nl +e (N“)

r2
]n(l T +0( ))
2 ) 1\ 1
= Tawaip ¢ ('\'4)_5( z('\'+1 O(F)) +O('\'v—')
2

m

Por otro lado, se sigue del corolario 4.3.1(c), que

Entonces

In p(E;)

[ ™
Inp(E,,) = 9_111 p(E;) —In (1 + sen f\——l—l)J

9 w2 T - 1 5y +d 1
= — — 5€I —sent —— .
a1z UN+1 20 N+l Nt

2 2

S N Y
Tl 2N+ N4+l 2(N+1)2 0 T\ N3

- ’n +()( ! ) (4.22)

T N+1 N3
Finalmente, asintéticamente para N grande, resulta de (4.20), (4.21) v (4.22), que

4(’\'+1

m

w(N) =
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que nos dice gue el método de relajacion 6ptimo es mas de N veces mas rapido que el método
de Jacobi? Las cantidades

In 10 )
= —————— > (467(N + 1)?,
R lIlp(EJ) ) )7( + )
1 .
Res = fERJ = ().234(N + 1), (4.23)
In 1
R,, = A0 g sen(v 4+ 1),
n p(E,,)

indican el niimero de iteraciones que requieren el método de Jacobi®, el método de Gauss-
Seidel y el método de relajaeionsdptimo, respectivamente, para reducir el error por un factor
le L. ¢

de 15, [9]-

4.4. Ejemplo numérico
En esta tltima seccion, presentaimos la solucion numérica del problema de contorno tipo

Dirichlet de la ecuacién de Poissorzen do§ dimensiones espaciales, formulada como sigue |9]:
encontrar u : 2 — R tal que

Uy — Uy 277 geh (wa) seh(my ). (z,y) € Q C R,

, (1.24)
u(z,y) = 0, (gfyhe I
donde @ = (0,1) x (0,1).
La solucidén exacta estd dada por
u(x,y) = sen(wx)sen(mwy), (z. 1), Q.
Usando la discretizacion descrita en la seccion 4.3, resulta el sistémastridiagonal por bloques

de ecuaciones lineales
Az = b, Acomoen (41.18),

N (125)
b = 2h%rm,
donde,
)
u = (EL],EQJ, e UN, U2, U2 2, s UN2, e UL N U N s HM
1
;; = sen(iwh)sen(jth), h=——, N2>1.
T ) sen(imh)sen(jwh), Nl >

SNotemos que si k f-seamlmero de iteraciones que requiere el método de Jacobi para reducir €l exror en

1 . 0ok 1
un factor de 3, entonces [p(E7)]" = 5.
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Ahora aproXimdremos valores de u en los N? puntos (z;, y;) de (), resolviendo el sistema tri-
diagonal por bléques (4.25). Como aplicaremos los métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel
v relajacion, parésresolver dicho sistema; calcularemos primero el w 6ptimo que garantice una
mayor velocidad de egnvergencia para el método de relajacion, para cada N. Para ello, apli-
caremos el lema 4.3:2 y'el corolario 4.3.1. Los valores éptimos obtenidos de w, asi como los
radios espectrales de lag matrices de iteracion de los métodos iterativos, se presentan en la
tabla 4.4. Es important€é netar que los valores de N que se obtuvieron para 50, 75 y 100
puntos, son exactamente lgg/ismos, que se obtuvieron en la tabla 4.1.

N pE)) p(Egs) w  plEy,)
50 0.99810 0.99621 1.8840 0.88402
75 0.98915 0.99829 1.9206 0.92063
100 0.99952, 0.99903 1.9397 0.93968
125 0.99969-0.99938 1.9514 0.95135

Tabla 4.4: Valores 6ptimos w; para la convergencia del método de SOR y radios espectrales.

En la tabla 4.5 se presenta una compatacion éntpé los métodos iterativos de SOR, Gauss-
Seidel y Jacobi, en la solucion numérica delsistematridiagonal por bloques (4.25). Se tomo
como punto de inicio a z(® = (0,0,...] [J')T ¢ R¥Cuecada uno de ellos. Notamos que el
método de SOR resultdé mas eficiente comaera de esperarse, al requerir menor cantidad de
iteraciones (Iter) y tiempo de CPU (en seguiides), para‘al€anzar convergencia a la tolerancia
10=%. El error que se reporta es el error absohitosmaxima, es decir,

Error = lgﬂjiétN [we(zf, y;) — 250

ﬂ la figura 4.6(a), se reporta la gp#fica de la solucion exacta” wldyy) = sen(mz)sen(my)
del problema de contorno (4.24); y en la figura 4.6(b), se reporta’la grafica de la solucién
numérica z = (211, 22,1, ..., zx,n)° con N = 75, obtenida al resolver el fistefna (4.25) con una

tolerancia de 107°. Finalmente, en la figura 4.6(c), se reporta la grafica déherror absoluto:

Error absoluto = |u(@;,y;) — zi4], ,j=1:N. (4.26)
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SOR Gauss-Seidel Jacobi
N TIter TCPU Error Iter <FEPU Error Iter TCPU Error
50 107 5.23 2.084 x 107¥1567 70397 2.307 x 1073 2767  76.18 4.922 x 1073
75 154 35.11 9.893 x 1075 3013+ -671.22 »5.672 x 103 5219 666.44 1.143 x 10?2
100 203 138.91 9.435 x 107° 4738" 3203.3171.014 x 10~2 8061 3185.73 2.016 x 102
125 253 813.63 1.029 x 10~* 6670 19400.14 1577 % 10~2 11158 10243.88 3.112 x 102

Tabla 4.5: Comparacién del nimero de itepaciones Tter'y del tiempo de CPU (en segundos),
que requiere cada uno de los tres métodos t€rativos péarairesolver el sistema tridiagonal por
bloques (4.25) con una tolerancia de 107°.
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i
ey
T
i e
U 3

(b) Solucién numérica. @

il i
o X s N

*
(c) Error absoluto.

Figura 4.6: La solucion numeérica se obtuvo con el método de relajacion con w, = 1.9206,
Tol = 107" y N = 75. El error absoluto maximo es 9.893 x 1077,




Capitule.b

Conclusionies-y trabajos futuros

5.1. Conclusiones

Existen diferentes métodos analiticos. paka resolver la ecuacién de Poisson, sin embargo se
volveria una tarea dificil dependersélonde ellos para hallar la solucién. Afortunadamente se
cuenta con métodos numéricos qlie-ay udantd encontrar una soluciéon aproximada.

El método de Diferencias Finitas eswunode loswelfisieos: se discretiza el problema para calcular
una solucion aproximada en un niimere finito de{puntos uniformemente espaciados y esto nos
lleva a sustituir la ecuacién diferencial popun sistema de ecuaciones lineales algebraicas y no
importa si la ecuacién de Poisson tiene una.e,més dimensiones.

9011 el método de Diferencias Finitas obtenemmos un sisfemfa, de ecuaciones lineales algebrai-
cas, por lo que ahora nueggo problema serd hallar la solu€ion a dicho sistema. Tal tarea se
lleva a cabo por medio degs métodos iterativos de Jacobi,Gafigs-Seidel y SOR junto con el
método de Thomas (un método directo).

Los experimentos numéricos fueron realizados en un computador portatil %el(R) Core(TM)
i5-9300H CPU 2.40GHz, memoria RAM Gb y sistema operative Windows 10 de 64 bits.
Al comparar los cuatro métodos usados para hallar la solucigm del sisferna de ecuaciones
lineales algebraicas obtenidas de la ecuacion de Poisson en 1D, podemos nefar que el método
de Thomas converge mas rapido a la solucion que los métodos iterativosstisados en 50, 75,
100 y 300 puntos. En el caso de los métodos iterativos, el método de SOR, éon' un w 6ptimo,
converge mas rapido a la solucion que los métodos de Gauss-Seidel y Jacobi. Eletror absoluto
del método de Thomas y el de SOR son muy cercanos.

Para el caso de la ecuacion de Poisson en 2D, sblo se comparan los métodos iterativos, ya
que la matriz obtenida con el método de Diferencias Finitas es una matriz tridiagonal por
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(g

bloques y el ritmo de Thomas que hemos usado sélo funciona para matrices tridiagonales.
Podemos obse que el método de SOR converge més rapido a la solucion, en iteraciones
y tiempo, que | étodos de Gauss-Seidel y Jacobi en 50, 75, 100 y 125 puntos. Ya no se
trabaja con 300 p s porque supera la capacidad de memoria de la computadora portatil
utilizada. Notemos glie 'con el método de SOR, en 125 puntos, incrementa el error absoluto
maximo a comparacid ‘100 puntos. Aunque el método de SOR converge mas ripido con
75 puntos que con 100 és,es con éste ltimo donde se consigue el menor error absoluto
posible.

5.2. Trabajos futt@’

-

Estudiar métodos fuertes, como: O
1. Los métodos iterativos por bloq

2. El método ADI de Peaceman y Rac@ para abordar el problema de contorno:

—Ugy — y), Je
! ‘ﬁ (z, 1) edQ (5.1)

donde @ = {(z,y)|0 <z <1, 0 <1 c frontera a9,

-—

3. El método del gradiente conjugado de{ nes éfel
de Poisson (5.1), pero ahora

4. El algoritmo de Buneman para la solucnol la ecu

sobre Q = {(z,y)|0 <z < a, [)<f,-'<b}C]Rf
5. Métodos multigrid. %

6. Comparacion de los métodos iterativos. @

%
(9\5‘

‘©

*
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