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Introduccion

En este trabajo vames a considerar un modelo para la dinamica de un circuito
de 3 juntas de Josephgon acopladas inductivamente, como el que muestra la
Figura 1.

[Feyisl [Ty

Figura 1: El circtito-eonsider@de de tres juntas de Josephson.

En este circuito, en cada junta'de Josephson se cumplen las siguientes rela-

clones
W do
V = ——, 1
2e dt (1)
I = I.sen(¢),
donde

» V(t) e I(t) son el voltaje y la corriente a través de T junta de Josephson
al tiempo t > 0.

= ¢ es la ‘diferencia de fase’ a través de la junta.

s [, es una constante, la corriente critica de la junta.

] % es el lujo cudntico magnético, el inverso de la constante de Joseéphson.

En el caso que se tuviera un circuito con una sola junta, la ecuacion de halance
es

d 1
—V+ =V +1;=1,. 2
Cdt + 7 + 1 ot (2)

v




v

donde el primer término corresponde a la funcién de la junta como capacitor,
el sdgundo a la funcién de la junta como una simple resistencia y el tercero a
que laimta genera corriente atin en ausencia de voltaje.

El circuito-guie se muestra en la Figura 1 involucra para cada junta un voltaje,
una resistencia,una capacitancia, una corriente externa y una corriente propia
de la junta, peroytodas ellas pueden rescribirse en términos de la fase de la
junta, gracias aJd relacion (1). Podemos entonces reescribir la ecuacion (2)
solo en términos desh, como

hC d*®(1) A h do(t)
2e  dt? 2eR dt

v si consideramos los siguiefites cambios de variable

+ lesen(p(t)) = lext (3)

2el, o eut hC 1 _
gt Wt = ey Mt — — (wRC
TEWIS Y LS e T\ 2elo RO (wsRC)

podemos obtener la version adimensionalde la ecuacion de balance

d*(r dyly , .
(frg ) + 7y (ES” ) + sen(y(n)) = 1. (4)

En el caso cuando se tienen 3 juntas, el sistema sé€ escribe como

%
d;j + 7 drl + K1 () — 9) + sen @ =
d / | . | .
d:f + r2 df + h1(L12 — 1) + Ka(V2 — ¥3) +selthy = i, (5)
'L’{

+ 0 dt Ft Ka(s — h2) + sen iy =N

Si la capacitancia de las juntas puede ser despreciada, entonces«los términos
de segundo orden del sistema (5) pueden despreciarse para obtenér

1 dtl + !“vl(t’l - UQ] + sen ¢y = 14,
Yoz 4 f‘bl(tb — 1) + kp(W — 3) + senthy = iy, (6)
3 dt L+ Kao(tU3 — 19) + senig = i3.

En este trabajo nos interesa estudiar el sistema (6) desde el punto de vista
de controlabilidad para optimizar la transicién del estado del sistema de una




V1

configuracion estable a otra. Es decir, nos interesa resolver el problema de
minimizacion siguiente:

Determinar u en (L?(0,7))? tal que
{ J(u) < J(v).Yv e (L0, T)), (™)
donde,
700 = 1 [ IvlPar + Sy - v, (5)
con k, n > Ey ||.|| la-werma euclideana canonica, donde v es una funcion vec-

torial, v = (v1(t), va(T)70st))", [VI* = v + 03 + 03 v y = (1 (1), 92(t), wa(1))"
es la solucidn del siguienteproblema de valores iniciales:

o i”& + K1 (Yay72) + seny; =iy + vy en (0,7),
Yo 2 dt + hl(f}2 — 1) TA2(y2 — y3) + senyas = ix + va en (0,7),
3 dr + kKo(ys —Up) + senyz = i3+ vz en (0,7,
y(0) =
donde ~;,i = 1,2.3, ki,i = 152, 4,,,m = 1,2,3 son conocidos. En (8)-(9),
yo v yr son estados de equilibyip ini¢ial y final, respectivamente, £ es un
parametro de penalizacién y n Ui paramétro de regularizacién. Este modelo

()

representa la dindmica de un cirtuito de 3 juntas Josephson acopladas in-
ductivamente, y que esta influenciade por 3 centroles, cada uno de los cuales
actiia en una junta. Entonces en general nos'imteresa resolver el problema
de minimizacion (7)-(9). Para esto se pretende usar g mét de gradiente
conjugado, el cual en cada iteracion involucra la séluc¢ion de un problema de
biisqueda en linea de la forma

Determinar p” en R tal que
10
L 1

v—p'w)< J(v—pw),VpeR,
con v y w fijos en (L2(0,7))%. En este trabajo de tesis nos goteentraremos

partic uldnnente en resolver computacionalmente con el método”de Newton
estos problemas de biisqueda en linea.




Capitulo

Preliminares: Teoria Basica

En este capitulo abordafemos definiciones y resultados basicos de dlgebra
lineal, andlisis y analisis fuficional: desde la definicién de espacio vectorial,
pasando por normas y sucesibnes de Cauchy hasta espacios de Hilbert, los
cuales seran utilizados en el desarrollo de este trabajo.

1.1. [Espacios vectoriales-y transformaciones lineales

Definicién 1.1.1. Sea K un‘campo (pliede ser real R o complejo C). Un
conjunto V se llama espacio vectorial st & tienen definidas dos operaciones:

+:VxV->Vy¥
KXV—>V

que satifacen
1. Stv, vV = v +wvyeV (Cerradura con la sumay:
2. Sivi,v9e V = v+ vy = vy + v € V (Conmutatividad eon la suma).
3. Existe e € V lal que v+ e = v, Y ve V (Neutro aditivo).
4. DadoveV I—v eV sv+ (—v) =e (Inverso aditivo).

Para todo vy,vq,v3 € V,u1 + (02 + v3) = (v1 + va) + v3 (Asociativa, con
la Suma).

6. Sire KyveV =rveV (Cerradura con el Producto Escalar).

=

Sire K,vi,vs € V = r(vy+vs) = rup +rvy (Distribuliva con la suma).
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8. Sir,rge KyveV = ri(rv) = (rr)v (Asociativa con el producto
por escalar).

9. St e Kiv e V= (rp +rm)v = ru+ rqu (Distributiva con dos
escalares).

Definicién \1.4,2. L*(0,T) es el conjunto de clases de equivalencia de las
funciones mediblés F que son cuadrado integrable en (0, 7') . Esto es,

N T
H&T%ﬁfﬁerL|fﬁﬁ<xﬁ

donde f = {g e F: f(%)'= g(z) casi donde quiera}.

Para verificar que todasdas funciones de una clase de equivalencia son cua-
drado integrables basta vegificar que una de ellas es cuadrado integrable, ya
que estas son casi iguales, essdecir, varian en un conjunto tan pequeno que
no afecta la integral. Formalmente se dice que difieren en un conjunto de
medida cero. En lo sucesivo y cttando no haya lugar a confusién usaremos f
para funcién o para clase de’equivalencia segin el contexto.

Ejemplo 1.1.3. El conjunto LZ(U, Ty gon las operaciones:
+ : L0, Ty B4 (04T).— L*(0,T)

—

F+9~/f+79,
R x L*0,T) — L*(0¢T)
M =M,
es un espacio vectorial sobre R.

Definiciéon 1.1.4. Sean V y W espacios vectoriales reales. Una Transfor-
macién Lineal T : V —» W es una funcién que asigna a c ector ve V
un vector tinico Tv € W y que satisface, para cada u, v en V@@da escalar
q,

i) T(u+v)=T(u) +T(v).
ii) T(av) = aT(v).

Ee escribe T : V. — W para indicar que T toma el espacio vectorial readl V
v lo lleva al espacio vectorial real W esto es, T es una funcién con V como
dominio y un subconjunto de W como su imagen.
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Ejemplo 1.1.5. Sean los espacios vectoriales
V =L*0,T)y W = L*(0,T)

y la transformacién T : L2(0,T) — L2(0,T) definida por T(f) = kf, donde
k es fijo el Ry, esta transformacion es lineal.

Definicién ¥:1:6. (Espacio dual algebraico). Sea V un espacio vectorial so-
bre un campo K. _El espacio dual algebraico de V denotado por V* se define
como el conjunto {eltodas las transformaciones lineales T : V — K equipa-
do con una operacignisuma v una multiplicacion por escalar definidas para
p, e V* por:

= (o + V) (v) = p(vf (v),Yve V.
» (Ap)(v) := Ap(v), Yv € W,
Con estas operaciones, V* es unltéspacio vectorial.

Caracterizacién de la conginuidad: Sean V y W dos espacios normados,
una transformacion lineal T¥¥ — W es continua si y sélo si

Existe M € RTu{QMal queffT(v)| < M|v|, Yo e V.
Nota: La transformacion lineal del_ejemplo1.2.3 es continua.

Definicién 1.1.7. (lspacio dual cotihuo). Sta.V un espacio vectorial nor-
mado (por ejemplo un espacio de Banach o un=€éspacio de Hilbert) sobre un
campo K. El espacio dual continuo de V denotad6 por V' se define como el
conjunto de todas las transformaciones lineales conginuas T : V —» K.

Nota: En el caso de espacios de dimensién finita, el dual@ontinuo o topolégico
coincide con el dual algebraico. En general, el espacio algébraico siempre gs
mas grande ya que no pide continuidad solo que sean linealesy en (.‘&1-1'Ilbi()g
dual continuo o topoldgico consiste de funciones lineales gfie son continuas
con respecto a la norma dada.

1.2. Producto interno, normas y métricas

Definicién 1.2.1. en espacio vectorial real V se denomina espaciof con
producto interno si para cada par ordenado de vectores u v v en V, existe
un ntmero real inico (u,v), denominado producto interno de u y v, tal
que si u, vy westan en V y a € R, entonces
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[Nl

n

Ejemplo 1.2.2. El espacio vectorial L2(0, T') se puede equipar con el signien-
te producto interno:

- T
i) = | fodr
0
A este producto interno lo llamaremos el producto interno usual.
Ejemplo 1.2.3. Sean los éspagios vectoriales
V = E%0, T W = R.

Sean i, 7 € L*(0,7T). Sea f fija exf £*0,T)Consideramos la transformacién
T(0) = (f,?). Entonces

(1) (79

=T(a) + T(v).
Asi que se cumple @) en la definicién 1.1.4. Ademas
T(av) = (}F, (_rf,-') = ((_rf, t") =« (f, F) = aT(v),

por lo que se cumple i) en la definicién 1.1.4 y por lo tanto la transfotimacion
T es lineal. W
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7
Definicién 1.2.4. Sea V un espacio vectorial real. Una norma en V es una
fundién| - ||: V — R con las siguientes propiedades:

1. || wf|z0,YVue Vyl| ul=0siysdlosiu=0.
2. | MuftZgd ] w ||, Yue Vy VAeR.
3o ut+vlfsiul + || v|.YVu,veV.

Nota: Usaremos una.notacion especial para ciertas normas:

» || para la noria en R, es decir cuando la norma es el valor absoluto,
» | - |z para la norma euclidiana en R",

v |- | para la norma fafinito en R",

= | - |2 para la norma en E*(0,T) que se definird mds adelante en (1.1),
| - |(z2) para la norma en (E%(0, 7)) que se definird en (1.2).

Ejemplo 1.2.5. En el espaéiorectstial L2(0,T) la funcién

bl =6, (1.1)

€S una norma.

Definicion 1.2.6. Sea S un conjuntoriio vacid, una funciéon d : S x S — R*
es una métrica si cumple:

(a) d(z,y)=0Y x,ye Sy ﬁx, y) = 0si y solo sl @ y.
(b) d(z,y) = d(y.x) ¥V z,y € S. P
(¢) d(z,2z) <d(z,y)+d(y,z) Vx,y,z€S. \
A la pareja (S, d) se le llama espacio métrico.

Ejemplo 1.2.7. En el espacio de las funciones cuadrado integrables, L?(0,T),
definimos la funcion

d(f.9)=f gl = UT F(t) = g(t)Ith)%»

0

Esta funcién es una métrica. Notemos que cumple (a) de la definicién 1.2.6,
puesto que d(f,g) > 0 ya que es el resultado de integrar una funcién positiva
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v el caso de que sea cero solo ocurre cuando f = g; ademds cumple (b)
d(fig)= d(g, f) ya que

ﬂﬁmz(ﬁﬂﬂﬂ—mmwﬂé=(Lﬂmw—ﬂmwgé=ﬂ@ﬁ.

Para probar.(¢} tenemos que ver que se cumple

d(f, ) <d(f,h) +d(h,§),

dif.5) = (f () — g[t)th)% ‘

Si agregamos un cero denfrode la integral de la forma —h(t) + h(t), tenemos
entonces

sabemos que

N T 1
d(f,g) = U |FOUNY R(E) + R(t) — g[t]|2dt)

0

1
2

—(fﬁﬂw—nmywun—mﬂwﬁ)

0
Aplicando la desigualdad de MinkowSski-tenemos que

L
2

d(f,9) = (L [(f(t) — h(t))GEAn(t) < g(t))2dt) .

"0 -nopa) s ([ sord)
(I )+ )

d(f,h) +d(h, ).
Sod(f,g) < d(f,h) +d(h, ),

con lo cual verificamos que efectivamente d es una métrica. -l

N

?3. Espacios de Hilbert

Definicién 1.3.1. Sea V un espacio vectorial v gg- | una norma en’MV., Sea
{vn}nen una sucesién en V. Diremos que {vy,}nen es de Cauchy, si p&Wo
numero real € > () existe un entero positivo N tal que para todos los nintéros
naturales m,n > N

[0 — vl < e
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Ejemplo 1.3.2. Sea R un espacio vectorial con norma | - |. Considere la
. 1 . .
sucesiéiL {x,} = —, esta sucesién es de Cauchy, ya que dado & > 0 existe
n
. 1 €
N e N tal'que N < 7’ entonces para n,m > N tenemos
1 L,
le, =4, = |—— —|(por definicitn)
nom
1 1 .
<7|—| + |—| (por propiedades del valor absoluto)
n m
<SG+ |5l > )
< ya que n, m
N N
&
< -z
2 2
= E&.

Ejemplo 1.3.3. Sea R? un espa(‘lo vectorial con norma | - | g. Consideremos
la sucesién {r,} (
2\,@

’, 1), x, es de Cauchy. Dado ¢ > 0, tomando
1

N=]| | € N, entonces para'w,m >{N-se tiene que:

|Zp — Tl = |z 540,1) F(0,1) — 2| E
[(zn —(0,1)) +(0,1) — xm)| &

< o, — (0, 1) g+ [(07L) — x|
2 /2

_V2 2
n o m

< &,

por lo tanto |z, — x| < € paran,m = N.
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nr

Ejemplo 1.3.4. Consideremos la sucesion de funciones {f,(z)} = o
r+n

[0, 1} Cen la norma infinito, f,(z) es de Cauchy, ya que dado ¢ > 0 existe
N e N tal que | f, — |« < € siempre que n,m = N. Sea f(x) = = y notemos

que
f nr
—J{T ) = S —zl:xel0,1
= 7@l — swp{| 5~ o] s e .1}
2
= 8 cxel0,1
sup{ g r €| |}
B 1
Con+1
€ . 2
< —paran= N = H _ 1ﬂ .
2 3
Ademas

| fo = flle = 4L F(x) + f(2) = fiu]
“(fﬂ - f[qr)) + (f[fj - fm”[r_

(B FlloAp (@) = flc
€ J%r =N . 1
5 T Ratalm >N = |-~

I

N

E.

1 n
Ejemplo 1.3.5. Consideremos la sucesion {z,} = (l + —) € Q. {x,} es de
n

Cauchy, ya que dado £ > 0 existe NV € N tal que |m\+ z,,| < € siempre que
n,m = N. Para ver esto notemos que dado € > 0

1 n
(1 + —) —e
n

e N €
<SsinzN=|e+:].
251!3 Hf 2

|z, —e| =
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Ademas

Ty — Tpy| =

Con esto probamos que la sucesion {x,} es de Cauchy usando que

1 n
lim (1 + —) = e,
o0 n

lo cual nos dice que la sucesiénnoe-es eonvergente en (@, puesto que el niimero
e no es racional.

Definicion 1.3.6. Un espacio métrico X .es_completo si toda sucesion de
Cauchy en X converge en X.

Ejemplo 1.3.7. El espacio L?(0,T) es un espacio_completo con ||Z|| =

(f (o))

Definicién 1.3.8. Un espacio vectorial real V se llama, ¥spacio prehilber-
tiano, si esta equipado con un producto interior (y por lo taptd eon la norma
asociada).

Ejemplo 1.3.9. L?*(0,T) es un espacio prehilbertiano.

Definicion 1.3.10. Sea V un espacio vectorial con producto intetior y sea

|| - || la norma inducida por este producto. Si V es completo respectoa || ||,
es decir, si toda sucesién de Cauchy en V converge a un elemento de/V,
entonces V se llama un espacio de Hilbert.

Ejemplo 1.3.11. L2(0, T) es un espacio de Hilbert con | f] 2 = (/. f)2.
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Teorema 1.3.12. Teorema de representacion de Riesz: Sea H un es-
pacio dé Hilbert con el producto interno (-,-). Para todo F' en H' (EI dual
continto)de H: los mapeos lineales y continuos de H en R), existe un tinico

fen H tdlque < Fiw >= F(w) = (f,w), Yw € H.

Nota: La demostracion tanto para el ejemplo 1.3.11 como para el teorema
1.3.12 puede Yerse en [9].

1.4. Espacio-(L*(0,7))

Definicién 1.4.1. (I2(07T))? son todas las triadas de funciones en L?(0, 7).
Esto es

(L*(0,7)) S6X0,T) x L*(0,T) x L*(0,7T)
={(fLofo, f3) - fi, fo, f3 € L0, T)}.

Teorema 1.4.2. El conjunto, (L4(077))? es un espacio vectorial con
f+g=(fi.f2 f3) #491,92.95) = (J1 + 91, f2 + 92. 93 + f5)

M = M firferfz) = N1, M 2. M f3).

Verifiquemos que se cumplen las propiedades’de espacio vectorial.

Sean f = (f1, fo, f3), 8 = (91, 92, 93), h = (h1, ha,Hi3) y e = (0,0,0).
1. Sif,ge (L*0, 7)) =f+ge (L*0,7)) (Certadura con la suma).

fF+g=(fi,fo fs) + (91.92.95) = (J1+ g2, fo + g2 \98 £ [3) € (L*(0,T))°.

2. Sif,ge (L*0,7))} =f+g=g+fe(L*0,T)) (Conmutatividad con

la suma).

f+g

(f1. fo, f3) + (91,92, 93)
(f1+ g2 f2+ g2.93 + f3)
(g1 + f1.92 + fo. f5 + g3)

=(91,92.93) + (f1, f2, [3)
=g +f.




CAPITULO 1. PRELIMINARES: TEORIA BASICA 11

3. Baiste e € (L*(0,7))% tal que f +e = £,V f € (L*(0,T))* (Neutro
aditivo).

f#e=(f1.f2 f3) +(0,0,0) = (f +0, f2 + 0, f3+0) = (f1. f2, f3)

4. Dado & L?(0,T))* 3—f € (L*(0,7))% 3 f+ (—f) = e (Inverso aditivo).

+ (—=f) =(f1, fo, /3) + (=(f1. fo, f3))
=(f1, fa, 13) + (= f1, = fa, = [3)
=(fi +(=f), f2+ (=f2), fs+ (= f3))
:[0 0,0)

. Para todo f,g,h € (L*(0:1))3, f+ (g + h) = (f + g) + h (Asociativa con
la Suma).

<

f+(g+h) f1i. fo. f3) + (g1 + ha. g2 + oy g3 + hs)

i
(1. fo, f3y+ (91, 92, g3) + (1, ha, hy)
(:
(

fivh g1, fo# go, g3 + f3) + (ha, ho, h3)
f +Hg)y+ h.

6. SiAxeR yfe (L*0,7T))* = M & (L*(0, 7))3 (Cerradura con el Producto
FEscalar).

M = N f1y fau f3) = (M1, Ao, AfsYE(L(0,T))".

7. SideR f,ge (L*0,7)) = Mf + g) = M + Mg Distributiva con la
suma,).

AME +g) =A(f1 + 92, f2 + 92,93 + f3)
=(A(f1 + g2), A(f2 + g2), Mgz + f3))
=M1+ Mg, Afa + Aga, Ags + Afs)
=(Af1, M2, Afs) + (Agr, Aga, Ags)
=A(f1, f2, f3) + (91, 92, 93)
=Af + A\g.
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8. Sid. A eR yfe (LY0.7)3 = M(Xaf) = (M) (Asociativa con el
praducto por escalar).
Ar(Aef) =X (A f1, Az fo, Az fa)
=(MAafi, Mdafa, MAafs)
(MA2) f1, (ArA2) fa, (MA2) f3)

(
=(AA2)(f1, fos i)
=(AA)f.

9. 8i A, A e REEWLE(0, 7)) = (A + Xo)f = Mf + Xof (Distributiva con

dos escalares).

(M + AalF2((M1 + A2) f1, (A1 + A2) fas (A + Ao f)
(s + Xafi, Afa + Xafo, Mifs + Aafs)
Ay, Afas M fz) + (Aafi, Aafa, Ao f)

=M(favfe, f3) + 21, fo. f3)
=xf +\f 1

||

Il

Teorema 1.4.3. El espacio {L2(0, T'))" tiene el producto interior
T T
(f,8) = ((fi, fo. f3), (g1, 92, 93)) = J (frgrstf202 + fsgs) dt = _[ f-gdt
0 0
con norma,

€] (zsy2 = | (f1, f2, f3) | (z3)2 = \/|f1|'iz + | okt | fal32 = (£, f)%‘ (1.2)

Verifiquemos que el producto interno cumple las prepiedades de la definicién
1.2.1.

Sean f = (f1, fo, f3), 8 = (91, 92, 93) y b = (h1, ho, hy)
1 (£,£) > 0.

mﬂ—Lﬁﬂwﬁ—Lﬂwﬁ—UP

2. (f,.f)=0siysdlosi f=0.

[ﬁﬂ—Lﬂmﬁ—HV

esto solo puede ser cero cuando f = 0.
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3. (f.g+h)=(f.g) + (£ h)

(f.g+h) = N (f-(g+h))(t)dt

gt my ar
— NT[f . g)[t)(_ft + jr[f »h)(t) dt
~(f.g) + (f.h).

T
H+gh}=%(ﬂ+gyhxﬂ&
=Nifh+g»muhh

J0)
~ T

s [fhmﬁh+j(ghmﬁh

J0 0

=(f,h)+ (g, h).

T T
(f, &) =fn (£ g)(t) dt = f (g £t = (g.1).

6. (of,g) = a(f,g).
T T

alf-g)(t) dt = ch;] (f - g)@)dt = a(f, g).

(of . g) = _rr(f-l'f -g)(t) dt = j

0 0

con todo lo anterior verificamos que

T
(f,g) = ((f1, fo. f3), (91, 92, 93)) = _L (fig1 + fog2 + fag3) dt,

es un producto interno. W
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Ahoras verifiquemos que la norma cumple las propiedades de la definiciéon
1.2.4.
1. |[f=.0,vf e (L*(0, 7)) v || f||= 0si y sdlo si f = 0.
Se tiéne que |f| = 1/[f|? = 4/(f,f). Como ya se probé que (f,f) = 0,

entoncesMo que esta dentro de raiz es positivo y en el caso que sea cero
solo ocurregenando f = 0, por lo tanto se cumple la primera propiedad
de la normas

2. || AE[|=] A || EqlyVE € (L2(0,7))* y VA€ R.
| Af [|= /O, M= /2(E, ) = VAZV/(E, ) = |\||f].

3 f+gl<| £ + Mg,V g e (L2(0.7))°
Se tiene que

|f+g|fs(f+gf+g),
:(fs f) + Q(fa g) + [ga g)a
=22 2(f, g) + |g)*

Ademas
(€] + 1g])?* =I#17 2| £ hAg] + |g]? asi que
usando la desigualdad de Cauchy-Schaartz
| (f.g)] <[f]-|g}
resulta que
I £+ [P<(If] + g])?
gl's g
v tenemos finalmente

[ f+gl<|f]+[gl
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Teorema 1.4.4. (L*(0,7))? e.s un espacio de Hilbert con la norma dada en
(1.2),

Bosquejo de la demostracién. Queremos demostrar que (L2(0,7))? es un
espacio dé Hilbert entonces se debe probar que es un espacio completo res-
pecto a lafiorma dada en (1.2), es decir, que toda sucesion de Cauchy en
(L*(0,7))? eopverge a un elemento de (L*(0,7))3.

Para probar que«€s.completo tomamos una sucesién de Cauchy en (L?(0,7))?
como

{1 f2, 1)} (1.3)
Que sea de Cauchy signifiea que dado ¢ > 0 3 N € N tal que para todo
n,m = N tenemos

” [flnsfgaf'?) (fl 3f2 1f‘3 ] ” (L3)3 ;2’

Recordemos que estamos en (L*(0, T))? entonces la norma en este espacio se
obtiene con la integral por ld que ‘tenemos para cada i = 1,2, 3

T
| 1 = j (7 ) e
.
< f (7 — S (2 5? + (1 — () dt

{52

Tenemos entonces que la sucesion asociada con las funciones de cada entrada
son a su vez una sucesién de Cauchy pero en L% Para™demostrar que toda
stcesién de Canchy (1.3) converge a un elemento de [L40,T))? basta con
probar que cada una de las entradas de la sucesién de Cauclly convergen a
un elemento en L*(0,7). Pero esto es obvio ya que sabemos que L? es com-
pleto.

Si cada una de las entradas de la ucesién de Cauchy converge a unsélemento
de L?(0,T) se cumple que la sucesién de triadas converge a (f1, fo,f3) en
(L*)3, o sea

I 3 13 = (s o fo) IP< €%, Y > K

si consideramos que
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« ff— N1y

T 2
_[ (fi = f)*(t) dt < 'g Vn = Ny,
0
i — By
T 2
_[ (fy — .fz)z(t] dt < Vg Vn = N,
0
i — fsy
P 2
_[ (fin— f2)*(t) dt < Vg Yn > N,
0

y tomamos K =mdix{Ny, Ny, N3}

Nota. En el espacio (L%(0477))? también aplica el teorema de representacién
de Riesz.

Teorema 1.4.5. Para todo F en{(L2(0,7))?)", existe un tnico f en (L?(0,7))3
tal que < Flw >= F(w) = (f.w){Ya € (L2(0, T)).




Capitulo

Problemas de busqueda en linea en

L%(0,7T)

En este capitulo describimodg someramente un problema de biisqueda en linea
en LZ(U, T), resuelto como teSis-de licenciatura [11]. A grandes rasgos, un
problema de bisqueda en linea e’ este contexto no es mas que minimizar un
funcional J restringido a lafrecta” u — pw para u v w fijos en L? y p real.
Estos problemas se pueden résolver pof diferentes métodos pero nosotros los
resolvimos via el método de Newton, donde la idea principal fue definir una
funcion g(p) = J(u— pw) (el fungional restringido a la recta u — pw se puede
ver como una funciéon de R en RY _derivat g y resolver ¢'(p) = 0, usando el
método de Newton. Asi el problemarsoriginal.€e reduce a uno de R en R y
podemos aplicar el método de Newton, caleulando ¢'(p) v ¢"(p) en términos
del funcional restringido a la recta. En este capitule-se explica a detalle estas
ideas.

2.1. Un problema de biisqueda en linea’en L*(0,7)

Sea J : L*0,T) — R y sea | - | g la norma euclideana con
(", k 9
sy =3 [ i+ Sy - yolh, (2.)
2 ), 2
donde
yi(t)
y(t) =1 v(t) (2'2)
y3(t)

17
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es solucion del sistema diferencial

by Aty
EJrKersenyz i2 ,
' i3 (2.3)
y(0) = o,
con
m 0 0 K1 —K1 0
I' = 0y v 0 VK = —ki ki + Ky —ko |,
0 0 3 0 —hR3 k2
sen iy i1
seny'=+|=senyy |. 1= | ir |, (2.4)
sen s i3

con vy, = 07,7 = 11,73 =0.7,ky= ke =0.1,i; = 1,ip = 0.8 e ig = —1.

2.2. Un problema dé€ busqueda en linea es un problema
de minimizaciéon-en R

Sean u v w fijos en L%(0, T). Consiferemos la $recta” que pasa por u y tiene

la direccién de w (en realidad, de —w). Estainesinteresados en el problema
de minimizar J restringida a esta “recta”. Este pfoblema se puede escribir

MingerJ(u — pw) (2.5)

Min J(v),
sujeto av = u — pw,Vpe R.

Como queremos resolverlo por el método de Newton, la idea jprincipal es
definir una funcion g de R en R como

g(p) = J(u— pw), (2.6)
con lo cual el problema se convierte en encontrar p* tal que
g(p*) =MinpepJ (v — pw),

1 (r k
=Min,er (E J;] (u — pw)?dt + §| y(T) — yﬂi;) . (2.7)
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dondesy(T) es la solucién al tiempo T del sistema (2.3) tomando v = u —
pw.Suponiendo que g es diferenciable (lo cual probaremos mas adelante) el
minimé de g se dard en un p* que sea solucién de

!
g(p)=0. (2.8)
Resolveremos esta ecuacion por el método de Newton. Para describir ¢'(p) en
términos de J nécesitamos las siguientes definiciones y los siguientes teoremas:
Definicién 2.2.14 Sea V' un espacio vectorial. Para toda f: V' — R defini-
mos

5f(v) ~ f(v+60)— f(v),
donde, dv es una perturbacion para la variable v.
Definicién 2.2.2. Sea V' tin&spacio de Hilbert. Un funcional .J sobre V' es

Frechet-diferenciable si, para vddo v, z € V, existe D.J (v) e V', la derivada o
el diferencial de J en v, tal que

J(v+ z) —Iv) = (DJ(v), )+ || z || (v, 2), (2.9)

con (., . denotando par de dualidad, 4€(v, z) tendiendo a cero cuando

| z|[— 0.

Teorema 2.2.3. Sea J un funcional*Frechet-diferenciable sobre V', entonces
d

g'(p) = ap J(u— pw) = —(DINw— pw), w). (2.10)

Demostracién. Tomamos v = u— pw y z = Ap o, Ror la definicién (2.2.2)
tenemos

J(u— pw + Apw) — J(u — pw) = (DJ(u— pw), Apw)+ || Kpw,] £(v, Apw),
Ju—(p—Ap)w) — J(u— pw) = Ap(DJ(u — pw), w)+ | Ap ||| @& || e(v, Apw)
y luego dividimos ambos lados de la igualdad por Ap para obtenet
Juw—(p—Ap)w) — J(u—pw)  Ap(DJ(u— pw),wi+ | Ap ||| w || e(Tr&pw)
Ap a Ap '
_,f(u —(p+ (Aphw) = J(u— pw
—Ap
en donde aplicamos el limite en ambos lados obteniendo

Lo Ju - (p+ (CAp))w) - J(u - pw) ., .
= Jlu w), wy + w || (v ).
&})mln 5 A;l;lmn<D Ju — pw), w) &})ml ) [ || £(v, Apw)

) =(DJ(u — pw),wit || w | (v, Apw)
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Como
Jim [ w || e(v, Apw) =0,

v (por defimicién de derivada)

J(uw—(p+ (—Ap))w) — J(u— pw)

n .
z’\p]—nrﬂ — A i g [f())ﬂ
se tiene
—4'(p) = DI (u— pw),w)
o
g'(p) = —(DJ(u — pw),w). (2.11)

Definicion 2.2.4. Si J es KEre¢het-diferenciable definimos

0J (W) )=(DJ(v),0v).
Esto es pensando en 0./ (v ).€0mo una aproximacién para la diferencia

I+ ov)y—.J(v), (2.12)
va que si J es Frechet-diferenciable’se cumple que
J(v+w) = J(v) = {DHNv), wy +]w||e(v, w),
y en particular si w = dv se tendria
J(v+ ov) — J(v) = (DJ(v),00) + [|0jé(v. dv).

Ademas el limite de E (v, dv) — 0 cuando ||§v| — 0, pet_lo cual si tomamos

0 J(v) =(DJ(v),dv)

entonces d.J(v) es una aproximacion adecuada para la diferentia’ (2.12).
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Teorema 2.2.5. Sea V' un espacio vectorial. Para toda v € V' se tiene que
8(v3(t)) = 2v(t) du(t)

Demostracién. Por un lado sabemos que d(v%(t)) representa una aproxima-
cién para lagdiferencia entre (v + dv)%(¢) y v(t). Por otro lado, si fijamos un
t* entonces

SA(E) ~ (u(t*) + su(t"): — v2(t").

En este caso a v(t%).16 podemos ver como una sola variable y es vilido aplicar
el siguiente resultado

dr? = 2z dz,
tomando x = v(1*), obtenterido-asi
S(vH(LD) = 2u(t") du(t*).
Notemos que para cada t que,tomemos ocurrird algo similar, por lo tanto
OO(L)) =22u(t) du(t).

Teorema 2.2.6. Sea la funcién-vectorialdy (¢) la solucién del sistema diferen-
cial (2.3), entonces se tiene que

O(ky(t)  yry=kyr - ay(t),

donde k > 0, yr es un vector fijo en R? (es un €stado de equilibrio que se
quiere alcanzar en el tiempo T') v dy(t) resuelve el gispema

T djifl + K£1(0y1 — dy2) + Ooyr cosyy = dv en (1),

'j.fgdg—';ﬂ + K1 (_5;:;2 — dy1) + K2(0y2 — dy3) + dyz cosyr ='0en (0,7),
"Irfgd—z';& + Ka(0ys — Oya) + dyscosys = 0 en (0,7),
5y(0) = 0.

(2.13)

Demostracién. Sea yr = (yr1,¥7r2,¥13) ¥ ¥(t) = (¥1(t), y2(t),;¥s(t)). para
toda t; se tiene que

d(ky(t) -yr) =0(ky(t)yr1 + ky2(t)yrs + kys(t)yrs),
=k(yr1 0y1(t) + yr2 0ya(t) + yr3 dy3(t).
=ky: - Sy (t).
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Teorema 2.2.7. Sea y(t) solucién del sistema (2.3), entonces

o(ly(1)%) =2y(t) - oy (1),

donde 0y pesuelve el sistema (2.13).
Demostragion. Para cada t se tiene que

o(y(@)-y(t)),
S(y1(t)y1(t) + y2(t)y2(t) + ya(t)ya(t)),
(ﬁ@+hU+hUL
Oy (t) + dy3(t) + dy3(t),
=2y1 0y1(t) + 2y2 dya(t) + 2y3 dya(t),
=2y(1)- oy (t).

Teorema 2.2.8. Si J estda definido como en (2.1), entonces es Frechet-
diferenciable y su diferencial DU (o) es

(g %)

DJ(uw)e=m + p1, (2.14)
donde y y p = (p1.p2, p3)! sé ehtienaalresolver los siguientes sistemas de
ecuaciones:

f e
F? + Ky + seny = i9 en (0,7,
i3
y(0) = yo,

{ —FdTIt) + Kp+cosyp=~0en (0.7)]
(I
Ip(T) = K(y(T) = yr).
Demostracién. Por definicién tenemos que si J fuera diferenetahble:
T
0J(v) = (DJ(v), vy = (DJ(v),ov) = f DJ(v) ov dt.
0

Por otro lado tenemos

1 r 2 k . 2
0J(v) =0 | 5| vdt+Sy(T) = yrlk |,

0
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1t k
§J(v) 255_[] ((v+dv)? —v?) dt + 5 0ly(T) - yr|%,

T .
%f v d + & 3l(y(T) — yr) - (v(T) ~ yr)]

rT k
= | bov dt + §5|Y(T) y(T) =2y(T) yr +yr yrl,
JO
rt k
= | woudtx Joly(T) - y(T) - 2y(T) -yrl;
Jo
T ¥
= | wvovdt+ §'|2y(T) 0y (T) — 2yr - 0y(T)],
JO
AT
= | vévdt+KN(T)—§zp)  0y(T).
Jo
Por lo tanto
T
0J(v) = j vov dt +k(y(T) ~yr) - 0y(T). (2.15)
0

La funcién 0y = (0y1, 0ya, 0y3) es la solucién del“Sistema (2.13). En forma
matricial este sistema queda como

v
r Y L sy + Oy 0 ). (0:7)
= n (077,
dt yrLAyey X (2.16)
oy (0) =0,
con
v 0 0 K1 K1 0 cos 1y 0 0
I'= 0 % 0 |, K= K1 K1+ ky ke |, Cly) = 0 COS Yo 0 .
0 0 = 0 Ko Ko 0 0 COS 1f3
Ahora introducimos una funcién vectorial p = (p1, p2, p3), que suponemos

diferenciable sobre todo (0,7"). Integrando sobre (0,7") y multiplicando por
la funcién vectorial p ambos lados del sistema diferencial (2.16) obtenemos:
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T d T T T
j E—Jy -pdt+ j Koy -pdt+ _[ C(y)dy -pdt = j pirov dt en (0,7).
o dt 0 0 0
Integrando por partes resulta que
: : rod
Ip(T)-dy(T)+ | —T—p-dy
0 dt
T T
+ _[ Kp-dy dt + _[ C(y)p - dy dt
OT 0
= f p1ov dt en (0,7T),
0
por lo que
T d T
I'p(T) - dy(T) +J {—Fmp + Kp + C(y)p} Sdy dt = J mov dt en (0,T). (2.17)
0 0

Supongase que la funcion p es splueion del sistema siguiente:

dp
{ —FE+Kp+C[y)p= 0, (2.18)
Ip(P) = kL) — yr).
De (2.17), (2.18) se obtiene
T
k(y(T)—yr) - oy(T) = J;] piov dt. (2.19)

Combinando (2.15) y (2.19) obtenemos
T T
J DJ(v) dvdt = J vov dt + k(y(T) — yr) - 6§ (1)
0 0

T T T
= j vov dt + j prdv dt = j (v + py)dw dt,
0 0 0

lo cual implica que

DJ(v) =v+p;.

De este teorema resulta que D.J(u — pw) = u — pw + py, con p; soluciéon de
(2.18) una vez que y(t) es solucién del sistema (2.3) tomando v = u % pw.

Entonces de acuerdo a (2.8), la ecuacién que tenemos que resolver para p es

g'(p) = —(DJ(u— pw),w) =0, (2.20)
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1
Coma.estamos trabajando en L?(0,T), los pares de dualidad coinciden con el
producto interno gracias al teorema de representacion de Riesz 1.3.12. Dado
que eltegrema 2.2.8 proporciona el representante de la transformacion DJ(v),
podemos-escribir
T

g (pha~(u—pw + pp,w) = — J (u— pw + py,)w dt ; (2.21)
0

donde p1, se obtiene, resolviendo primero

(o duy,

+ k1 (Y’ — yop) + senyr, = iy +u— pwen (0,7),

Codt
; I (2.22)
"m% + Ko (y3p" 7 Hep) +senys, =iz en (0,7),

(L
YD) = yo,

.

y luego el problema

dp CosY1p 0 J
fl“% + Kp, + 0 CO84Ya, 0 pp = 0en (0,7), (2.23)
dt 0 0 COS Y3, ‘

Ipp(T) = k(YaT) — ykl.
!
Solo nos falta calcular ¢"(p) = f_(} Por la regla de-Deibniz para la diferen-
dp

ciacion bajo el signo integral tenemos:

f ! T 3
dg (p) =— j :—(u — pw + p1,)w dt, (2.24)
dp 0 Op
lo cual nos da
T
g"(p) = J [w — prp] w dt, (2.25)
0

que por similitud con ¢'(p) lo eseribimos como

g"(p) = (D*J(u — pw)w,w), (2.26)
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v donde py, se obtiene resolviendo primero

g COS Y1, 0 0 —w
r% + Ky, + 0 cosysy O |ip=( 0 | en(0.7) (227
i 0 0 cosys, 0 27)
?}[,(U) = Yo,
v luego el problema
& B COS I1, 0 0 _
_FT 4+ Kp, + 0 COS U, 0 Dp =
C
0 0 COS U3,
% senyi, Y 0 0 (2.28)
0 Sen Yo, Yap 0 ppen (0,7),
0 0 sen yzp Y3p
Fﬁp(T) = k?)—’p(T)'

2.3. Meétodo de Newton~para resolver el problema de
biisqueda en linea

Con todo lo mencionado en seeciones antétiores, el método de Newton para
aproximar p* queda de la siguiente’manera: para py dadoe i =0,1,2,3,...
]
91¢)
Pist =pi — X, (2.29)
9"(p»)
—(DJ(u — pw) )
(D%J(u — pw)w, wdH
(DJ(u— pw),w)
(D*J(u— pw)w,w)

Pivl =pi

Piy1 =pi +

En el capitulo siguiente veremos el problema de biisqueda en linéa en (L*(0, T'))?
donde el ful‘l(‘:ionﬂ J no dependera solo de una funcién v en L%y sino de tres
funciones en L% w1, va v v3, de tal manera que los argumentos é)’ el dominio
de J serdn de la forma v = (vy(t), va(t), v3(t)) v entonces lo quesse hard en
el capitulo 3 sera generalizar las ideas vistas en este capitulo, peroSiguiendo
la. misma estructura: definir ¢ : R — R en términos de J, calcularyD.J,
calcular ¢' y ¢" y resolver por el método de Newton ¢'(p) = 0. En ténfiinos
del problema de control asociado y descrito en la introduccion, estariamos en
el problema de controlar el circuito via las tres juntas, el control u; actuando
en la junta i, =1,2,3.




Capitulo

Problemas de busqueda en linea en
(L*(0, 7))

En este capitulo abordarema§yn problema de biisqueda en linea en (L2(0,T))3.
Estamos interesados en minimizar la restriccion de un funcional a una “rec-
ta” en (L2(0,7))3. Estos problemasse pueden resolver por diferentes métodos
pero nosotros estamos interesados en resolverlos via el método de Newton,
asi que en este capitulo nuest¥o intéréds’es extender las ideas del capitulo an-
terior en el cual minimizamosul funcignal a la restriccién de una “recta” en

L*(0,T) usando Newton.

3.1. Un problema de bisqQueda-én, linea en (L*(0,7))*

Sea J : (L*(0,7))* — R con

T
n k _
Iy =3 | vl e+ SIv(D) - S (31)
donde v = (vi(t), v2(t),v3(t)), | - | £ es la norma euclideana’en\R? y se aplica

para cada valor de t, yr es un estado de equilibrio final, n €5 un pa.rz'i.l'ﬁro
de regularizacién, k es un pardmetro de penalizacion y y = (3 ye, y3) €s la
soluciéon del problema de valor inicial:

Fd_y + Ky +seny = I +ven (0,7),

dt (3.2)
y(0) = yo.

con las matrices I', K, I y y; definidos como en (2.4).

27
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3.2. . El problema de busqueda en linea como un pro-
blema de minimizacién en R

Sean u y*w fijos en (L%(0,7))3. Consideremos la “recta’ que pasa por u y
tiene la direceion de w. Estamos interesados en el problema de minimizar J
restringida a esta “recta”. Este problema se puede escribir

MingerJ(u — pw) (3.3)

Min J(v),

Sarv=u—pw,VpeR

Como queremos resolverlo por_el método de Newton, la idea principal es
definir una funcién g de R en"R.eomo

g(p)="J(u - pw), (3.4)
con lo cual el problema se cofivierte efl encontrar p* tal que
g(p") =Min,ep J (u=pw),

T
, 7 ‘ k .
=Min g (éf vz dt + §|y[T) — YT|?5:) , (3.5)
0

donde v = u—pw y y(7') es la solucién al tiempeTidel sistema (3.2) (toman-
do v = u — pw). Para aproximar p* por el métode” de Newton necesitamos
encontrar los puntos criticos que son los que resuelven

g'(p)=0. (3.6)

Para describir g'(p) en términos de .J necesitamos la definiciéom2.2.2 aplica-
da al funcional (3.1) sobre el espacio de Hilbert (L2(0,T))3los siguientes
teoremas y definicion:

Definicién 3.2.1. Si J es Frechet-diferenciable definimos
5.1(v) =(DJ(v), 5v),

y usamos {, ) para denotar el par de dualidad en (L?(0,7))% mientras que dv

es una perturbacién para la variable v.
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Esto es pensando en 4.J(v) como una aproximacién para la diferencia
J(v+ov)—J(v), (3.7)

dado qué si J es Frechet-diferenciable se cumple que

d(v+w)—J(v)=(DJ(v),w)+||w|le(v, w),
y en particular'si-w = v se tendria
J(v+ow) — J(v) = (DJ(v),0v) + ||ov]|e(v, V).
Ademas el limite de E{#, 0v) — 0 cuando |dv| — 0, por lo cual si tomamos
0 (v) ={(DJ(v),dv),

entonces §.J(v) es una aproxim@eion adecuada para la diferencia (3.7).

Teorema 3.2.2. Si v e (LX0,7))? entonces

S(VQI) £29(1) - ov(t).

Demostracién. Para cada ¢ se tiefie que

d(Iv(t)E) =0 (v(t) - VED:

=0(v1 ()1 (t) + va(t)val)at v3(t)vs(1)),
=5(v}(t) + v3(t) + v3(t));
=0vi(t) + dvi(t) + dvi(t),

—2!1 ou 1(f] + 2!2 5!2[ ) + 2’!:‘3 5'!,-'3(t),
=2v(t) - ov(t).
. .
Teorema 3.2.3. El funcional J definido en (3.1) es Frechét-diferenciable y

su diferencial DJ(v) es
DJ(v)=nv+p, (3.8)

donde p se obtiene al resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

dy i+
F? + Ky +seny = | ia+wvy | en (0,7),
i3 + Uy

y(0) = yo.
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d

{ —Fd—lz + Kp+C(y)p=20en (0,7),
Ip(T) = k(y(T') — yr).

Demostracién. Por definicién tenemos que si J fuera diferenciable:
T
SIN) DIV %) = (DI(v).ov) = | DIv) v at
0

donde el producto tteeno en (L*(0,7))* se denota como (,). Por otro lado
tenemos

n (* k
s70) =5 (3 [ T+ s SIv(m) -yl ).
0
T
n k
=25 ([ vl ) 5 oy - vt
0

T 5 T 9 JI{,' 2
J |v+(5v|b~—fO |V|Edt) +§5\y(T)—yr|g,

0
(" 2 2 ks 2
=5 | (v +ovle—|viE) d + 35 ST) =yl
J0
n (" 2 k 2
=5 | 0UVIE) dt + 3 8ly(T) = yrlE,
J0
n (T k
=3 | 2v-dvdt+ 5 aly(T) —yr) - ((T) = yri}
JO

T k
= [ v b e+ SolyT) - ¥(T) - 2¥(D) v+ yr- ¥
0

r k
=r,»f v OV dt + SOly(T) - y(T) ~ 2y (T) - yr].
0
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Finalmente
T L
0J(v) ='rf-[ v-ovdt + §'|2y[T) ~oy(T) — 2yr - oy (T)].
0
donde dy ‘es”la solucién del sistema
vy
ddy . _
F-E + Koy + C(y)dy = | dvg | en (0,7), (3.10)
v
oy (0) = 0.
Asi que
T
dJ(v) —'r;_[ vyov dt + k(y(T) —yr) - 0y (7). (3.11)
0
Ahora introducimos una funcién wectorial p = (p1, p2, p3), que suponemos

diferenciable sobre todo (0,7)). Iategrando sobre (0,7") y multiplicando por
la funcién vectorial p ambes/lados delsistema diferencial (3.10) obtenemos:

T T T T
i
J F%(Sy ‘pdt+ j Koy - pdti+ j Cy)oy -pdl = J p-ovdten (0,7).
o Gt 0 0 0
Integrando por partes resulta que
T

d
Ip(T) - dy(T) + | ~TLB30y
0 =

T T
+J Kp.(Sy(_zHJ Cly)p - oyt
0 0

T
= J p-dvdten (0,7),
0

por lo que

T 1 T
{—F(—p + Kp + C(y)p} Oy dt = _[ p-ov dien (0,7).

Ip(T)- 5y(T) +j -

0 0
(3.12)
Supdngase que la funcién p es solucion del sistema siguiente:
r™ | Kp+ Cly)p =0
{ dgg O PTEYIP T (3.13)
I'p(T) = k(y(T') = yr).
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De (3.42), (3.13) se obtiene
T

H(¥(T) = yr) - y(T) = Tp(T) -oy() = [ p-ov it (3.14)

Combinander(3.11) v (3.14) obtenemos

r T
j DJw)ovdt = | nv-ovdt+ k(y(T)—yr)-oy(T)

0 Jo
T T
=| nv-ovdt+ f p - ovdt
Jo 0
T

=| (nv+p)-ovdt,
Jo

lo cual implica que

DJ)=nv+p. B

De este teorema resulta que DJ{— pw) = u — pw + p, con p solucion de
(3.13) una vez que y(t) esSalueion del’sistema (3.2) tomando v = u — pw.

Teorema 3.2.4. Sea J un funcipnal FreChet-diferenciable sobre (L%(0,7))3,
entonces
g'(p) = —J(u— pwl = (DI fa— pw), w). (3.15)

Demostraciéon. Tomamos v = u — pw y z = Apw, en la definicién (2.2.2)
para obtener

Ju —pw + Apw) — J(u — pw) = (DJ(u— pw), Apw)+ |pipw || (v, Apw),

Ju—(p—Ap)w) —J(u—pw) = Ap(DJ(u— pw),wi+  Ap || W (v, Apw)

y luego dividimos ambos lados de la igualdad por Ap para obtenex

Ju—(p—2Ap)w) —Ju—pw) Ap{DJ(u—pw),wi+ Ap | w| s(vidpw)
Ap B Ap ;

)
CJu—(p+ (—Ap))w) — J(u—pw)
—Ap

={(DJ(u—pw), wit || w| (v, Apw),
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de donde aplicando el limite en ambos lados obtenemos

oy L (ot (CAp)W) T pw)

Ap—0 ~Ap B ,\})IE,OODJ(U W)W

+ I e(v, Apw),
A w | (v, Apw),

¥ como

It A =0
Jim [ w [ <(v, Apw) = 0

v por definicién de derivada

lim J (o™ lp+ (ZAp)w) = J(u = pw) = .f}’({))
Ap—0 — A P

se tiene

—g'(pY =(DJ(u—pw) w)

o

J (Y= XD Ju — pw), w). (3.16)
Entonces la ecuacion que tenemes que xésolver para p es
¢(p) = ~ DI u pwirw) = 0, (3.17)

Con lo cual la iteracién de Newton pata un pg dado es

!
i
Pis1 = pPi — g”({ ] (3.18)
9"(pi)

Como estamos trabajando en (L*(0,7))%, los pares de.dualidad coinciden
con el producto interno gracias al teorema de representaCion de Riesz 1.4.5.
Dado que el teorema 3.2.3 proporciona el representante deMa transformacion

DJ(v), podemos escribir

T
§(0) = ~n(u = pw) 4 pow) = = | (= pw) +p) - w @) (3.19)
0
donde p se obtiene resolviendo

’}"ld_iiﬂ + !‘-‘l(ylp - yZp) + sen .'i:flp = Uy — pwy en (U T)

Y2 diip + f‘_-l(yQ;: - '."fl,r)) + !'72('."}2;: - '."fiip) + sen .",’2;1 = Uz — pws en (U T) (3 2[))
V3 di}" + Ko(Yyap — Y2p) + senys, = ug — pws en (0,77),

y(0) = yo.
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v luege el problema

g COS U1, 0 0
—F% + Kp, + 0 COS Y2, 0 p, =0en (0,7),
0 0 cosys (3.21)

U'pp(T) = k(y,(T) — yr).

!
- ag : . Ny
Solo nos falta calcularg”(p) = <, Para poder aplicar la iteracion de Newton.
dp

Por la regla de Leibniz para la diferenciacion bajo el signo integral tenemos:

dg'(p) j ta
i C, r“.'_p(”(u —pw) +p) -wdt, (3.22)
lo cual nos da
&
J"(p) = J;] thw —p,| - w dt | (3.23)

que denotaremos como

g"(p) =<D*J(u £ pw)w, w), (3.24)

y donde p, se obtiene resolviendo

e COS Y1, 0 0 —un
F% + Ky, + 0 cosyy, O Yo, = | —ws | en(0,7),
@ 0 0 COS U3, —ws
y,(0) =0
(3.25)
y luego el problema
db, B COS Y1) 0 0 _
—I'—F+ Kp, + 0 COS Y2, 0 p, =
dt e
0 0 CoS U3,
sen Y1, Yip 0 0 9
{ 0 sen Y2, Y2, 0 p, en (0,7), (-36)
0 0 Sen Y3, Ysp
Fpp[T) = 'F‘:Yp(T]’
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3.3. R/létodo de Newton para resolver el problema de
busqueda en linea

Con éstoel método de Newton para aproximar p* queda para
t=0,1,. =50 dado:

g'(p:)
Pi+1 =pi !}”(Pij’ (327)
—(DJ(u—pw), W)
yirt =P T (D2J(u— pw)w,w)’
(DJ(u—pw),w)
PivL 70 + (D2J (1= pw)w, W)’

En el capitulo siguiente veremos como discretizar el problema de bisqueda
en linea tratado aqui, para lleyvar a cabo computacionalmente la iteracion de
Newton (3.27).




Capitulo

Discretizaeion

En este capitulo abordazeines la aproximacion o discretizacion utilizada para
resolver computacionalmenté el problema de biisqueda en linea descrito en el
capitulo anterior.

4.1. Discretizacion del“problema de biisqueda en linea

La idea principal es sustituir‘el-espacio,£?(0, T') por un espacio de funciones
mads practico. A grandes rasgos ‘este espacio serd el de las funciones lineales
por pedazos en (0,T), que ademég-ofrecenaventaja de poder ser represen-
tadas por eneadas de niimeros.

g&ra describir esto con mayor precision, comenZarfios haciendo una particion
uniforme del intervalo (0,7") con

= N niimero de subintervalos de la particién uniferme.
= h = % tamano de cada subintervalo. D

» tt un vector de N + 1 puntos espaciados uniformemenip}?ﬂ el intervalo
(0,7) de la forma
tt=10,...,ttyN].
| v
Con tt; = v+ h,i = 0,1,2,..., N. Esto significa que en el afrpglo ¢t se
almacena la particién en el tiempo.

Dada esta particién, una funcién f(¢) en L2(0,T') puede ser aproximada por la
funcién lineal por pedazos f;,(t) cuyvo valor en t; es fi,(t;) = f(¢;). En la figura
4.1 se muestra una f y su aproximacion lineal f, por pedazos, con N = 10.

36
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Note gue entonces una funcién f puede ser representada computacionalmente
por (dos”(N + 1)-eadas:
’: f~{ (ttg = 0,...,tt, ... . tty),
‘ (fO), oy f(E), . oy fEN)).

0.4 | : ﬁ.lm:iénlf(t)y fhm) ;

—f()

0.35

03
025
02 : :
0.1
0.05

Figura 4.1: Funcién f(t) = texp(—8) ¥ if,(¢t) =Tbexp(—tt), con N = 10,T =5y h = 0.5.

Con esto, esta claro que podemos @proximaz«las funciones v en (L?(0,7))3
por triadas de funciones lineales par pedazeS,.cs decir por matrices de la

v1(0)e -+ v (Ey)
forma v(t) = (vi, v2,v3)(tt) = [ ©2(0) -+ wa(ttar) )|,
v3(0) -+ ws(tty)

mientras que las funciones u de nuestra teoria quedarian aproximada o re-
presentadas por la matriz

u(0) - wi(tt)
u= HQ(O) ce 'U.-Q(ttl-\r) ,
Ug(O) T 'u-g(ttj-\r)

v las funciones w de nuestra teoria quedarian aproximadas o reptesentadas
por la matriz

w(0) - wy(tty)
w= | w2(0) - wa(ttn)
ws(0) - ws(tty)

También a partir de ahora, estaremos usando la notacién v" para denotar
el valor de la funcién v, lineal por pedazos, en el tiempo nh. Esta notacion
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también aplica para las funciones y v p, es decir, con y" denotamos el valor
de la fiincién y en el tiempo nh y similarmente para p. Esto se resume
en deeir Jque en este capitulo damos los valores de u vy w en la particién
{1t y debeinos minimizar una version discreta del funcional, para lo cual es
necesario eficontrar los valores aproximados de

yi(0) -+ yilttn)
YA (y1,y2, y3)(t) = | 1(0) - y(tty) |,
y3(0) - ys(ttn)
y de
pi(0) - pultty)
P~ (pryPos)(tt) = | p2(0) - paltin)
p3(0) - py(ttn)

en la particion tt. En lo quesSigue detallamos como hacemos todas estas
discretizaciones.

4.2. Discretizacion ‘del Funcional

Para discretizar el funcional J, apreximam©s la integral por su suma de Riem-

man en la particion tf, mientras que.en el(término de la norma lo tnico que
. .. Al

se hace es usar la aproximacion y™¥\para y(T)

N
nh _ k., £
J'v) =5 2 VI + Sy Syl (4.1)

n=1
con |[V'[|? = [vf P+ |ub [*+
de y en el tiempo N (tty = Nh = T), que mas adelante especificamos cémo

v]?%. Aqui, como ya dijimos, y¥ es la aproximacion

calcular.
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4.3. . Discretizacion del sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (3.2)

Aproximéinos el sistema (3.2) por un esquema de Euler explicito que se ex-

presa. como Sigllﬁf

Dado y” = yy,

para n = 0,..., N — 1 resolver

sen yy' i1+ vt
y" =y — W[ AKy" — hD7 | senyy |+ hD7H | dg + of
ser Yy i3 + vy

4.4. Discretizacion del sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias Adjunto

El sistema adjunto (3.9) lo aproximaumos por
PV E AL (Y ),

para n = N#&~1, ..., Qresolver

cosyy 0 0
pn _ I_.‘..r?.+1 _ J,l'.;'_]_'*—I_K’pr?.+1 _ Jh_]_'\—l 0 c¢os yéa 0 I)r?.+l'
0 0 _cosyy

4.5. Discretizacion del producto interno

Las discretizaciones mencionadas implican que estamos considérando el si-
guiente producto interno
N
(u,w),=nh Z u”-w" vu,we (R

n=1
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4.6. - Discretizacion de ¢'(p) y ¢"(p)

Para resolver la ecuacion g(p") = 0 con el método de Newton se requiere el
conociriento de ¢'(p) que estard dada en los nuevos espacios vectoriales por

N
q'(p) = hn Z [u" — pw" + p,| - W", (4.2)

n=1

donde py se obtiefiewesolviendo, primero, el siguiente sistema
Dado y} = y,(0),

pafa n = 0,..., N — 1 resolver

Sen Yy i + uy — pwy
y;“ Yy, — h,F_le;' — hISY| sen Yo |+ RO~V iy + uf — pw?
| sen y 3 ig + uy — pwsy

v luego resolviendo

P

P, kL ¥ — yr),

para n == 1,..7 0Vhacer

| |

cOos y:;fr 0 0
p" = ??+1 — hI— 1Kpn+1 h-1 0 cof Jﬂ+1 0 anrl’
p = Pp p2 14
| 0 0 cos t)‘:;-?_ !

La representacion de ¢"(p) en los nuevos espacios esta dada por:

"(p) =h Z [nw" —py]-w", (4.3)

con p;, obtenido al resolver primero

20 _
yp - 01
paran =0,...., N — 1 hacer
R P
Cos Y1, wi (4.4)
ygﬂ — I 'Ky Y, — R~H | cos Ya, |y, — RDTH L wh ],

e gt p
Cos Y, wy
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v luege resolver

g

pY = kDly N
paran =N — 1,....,0 resolver
p, = ]')2*1 + }';,F_le)g“
oS Y1, 0 0
+hlt 0 cosyy, 0 pg“ (4.5)
0 0 CoS Y3,
;t)?p sinyy, 0 0
- 0 U3, Sinyy, 0 pg*l‘
0 0 U ) S Y5,

Con esto podemos ya apliear el método de Newton para resolver (3.3): Dado
P’ iterar con

! 1
g'(p™)
P = pm ) (4.6)
_ ) | pm+l - pm‘
Usamos el criterio de paro PR < £, para € mayor que cero dado.
p

4.7. Programa

Para resolver computacionalmente.(3+3) redlizamos un programa que itera
con la férmula de Newton (4.6) considérando todas las discretizaciones men-
cionadas.

4.8. Resultados numéricos

[lustramos los resultados numéricos mostrando algunos'ejémplos donde in-
tervienen en u y w solo una, dos o tres componentes significativas, es decir,
donde trabajamos con L? L? x L? o con (L?)?. En cada ejemplo'se muestran
las funciones u y w, el valor aproximado para el minimo p y lagrafica para
el funcional J(u — pw) y su derivada con respecto a p para contfastar grafi-
camente el resultado encontrado por el método de Newton. Para graficar J
y su derivada con respecto a p, se escogen varios valores de p y se calcula en
cada uno de ellos el valor respectivo de J y de su derivada.
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Ejemplo 4.8.1. En este ejemplo tomamos u(t) = texp(—t), ua(t) = 0,
usz(t) =0 y wi(t) = exp(—t)/10, wa(t) = 0 y ws(t) = 0. Las graficas de u y
w se mugstran en las Figuras 4.2 v 4.3 respectivamente. Tomamos también
los valoreS siguientes para los pardmetros en la iteracion de Newton:

T = 20,
wn b =1.0e 4.

p’ = —10.

h = 1/500.

» =1

vo = [1.2514; 0.7456; —0-9753].

yr = [7.4207; 6.4958; —0.3236].

En la tabla 4.1 se muestranlos resultados para cada iteracion. En la columna
1 se especifica el niimero de €racionjyen la columna 2 se muestran las apro-
ximaciones p; a la solucion en 1a iteraCion respectiva; en la ultima columna
se especifica la diferencia relativa drp entfe la_aproximaciéon nueva a la raiz y
la aproximacion anterior.

No. Tteraciones i dr;
0 -1.000000000000000e+0%
1 3.046965133149923e+00" | 14.28195¢+00
2 4.852739935680783e+00" L.3v72114e-01
3 5.062380290750529e+00 |+4.14114e-02
4 5.086141768006492e4+00 | 4.67181e-03
5 5.088827518131024e+4+00 | 5.27774e-04

Tabla 4.1: Resultados numérico del ejemplo 4.8.1.
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Dadasgslas funciones u = (texp(—t),0,0) y w = (exp(—t)/10,0,0), minimiza-
moéﬁnnmonal J(u(t) — pw(t)) sobre p y en 5 iteraciones se obtuvo el valor
P 8§27518131024 La grafica del funcional J restringido a la recta
v=u @e muestra en la Figura 4.4.

ﬂ T T T T T
O
0.0415 0’
. 0.041
=
T0.0405
=)
® 004
0.0395
0.039

0.0385 S

%y

1
Figura 4.4: Funcional J(u(t) — pw@ ara clones u y w que se muestran en las
Figuras 4.2 y 4.3. % . O_

La derivada con respecto a p de la%icm e J alarecta v=u—pw se
muestra en la Figura 4.5.
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Figura 4.5: Derivada con respecto a p de J(u(t) — pw(t)) para las funciones u y w Q se
muestran en las Figuras 4.2 y 4.3. °
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Ejemplo 4.8.2. En este ejemplo tomamos uy(t) = t exp(—t), us(t) = t,
uz(t) =0 y wy(t) = exp(—t)/10, wy(t) = 3t — £ y w3(t) = 0. Las graficas de
u y wrse)muestran en las Figuras 4.2 y 4.3 respectivamente. Se tomaron los
valores siguientes para los parametros en la iteracion de Newton:

s T =160
kE=1.0e <=8

L] pﬂ = 0

h = T/500.

=1

vo = [1.2514; 0.7456; =0:9753].

yr = [7.4207; 6.4958; —0.3236.

En la tabla 4.2 se muestran los resultados para cada iteracion. En la columna
1 se especifica el nimero dedteracion; en la columna 2 se muestran las apro-
ximaciones p; a la solucién endla-iteraeion respectiva; en la dltima columna
se especifica la diferencia relativa/dr; entre'la aproximacion nueva a la raiz v
la aproximacion anterior.

No. Iteraciones i dr;
0 0.000000000000000e<=610)
1 -1.021440514455108e+00.]-1.00000e+00
2 -1.016589739167547e+004" 4.77162e-03
3 -1.016592553265594e+00 [ 27681 7e-06

Tabla 4.2: Resultados numérico del ejemplo 4.8:2.

Dadas las funciones u = (t exp(—t),#3,0) y w = (exp(—t)/10,3¢ — £3,0), mi-
nimizamos el funcional J(u(t) — pw(t)) sobre p y en 3 iterationes se obtuvo
el valor p* = —1.016592553265594. La grafica del funcional J resteimgido a la
recta v = u — pw se muestra en la Figura 4.8.

La derivada con respecto a p de la restriccion de J a la recta v = u==pw se
muestra en la Figura 4.9.
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2

Figura 4.8: Funcional J(u(t) — pw(t@sa las funciones u vy w que se muestran en las

Figuras 4.6 y 4.7. ;

J(u-p w)

Figura 4.9: Derivada con respecto a p de J(u(t) — pw(t)) para las funciones u y w @ se
muestran en las Figuras 4.6 y 4.7.
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Ejemplo 4.8.3. En este ejemplo tomamos ui(t) = —(t — 2) exp(—t),

1
U= 32+ 1, ug(t) = (t =12+ Lyu(t) =3+t —1, ws(t) = §t3 —ty
ws(t) =exp(—t)/10. Las graficas de u y w se muestran en las Figuras 4.10
v 4.11 respectivamente. Tanto para las aproximaciones de u y w como para
las iteraciones)de Newton se tomaron los valores siguientes:

s T =12
s k= 1.0e— 3!

h = T/500.

=1

yo = [0.1992; 0.1187: —0.1552.
o yr = [0.1810; 0.0338; —Q0515]:

En la tabla 4.3 se muestran”los_resultados para cada iteracion. Dadas las
funciones u = (—(t — 2) exp(-ENW32 + L= 1)? + 1) yw = (P + ¢ — 1, 53 —
t,exp(—t)/10), minimizamos el fangeional J{w{t) — pw(t)) sobre p y en 6 ite-
raciones se obtuvo el valor p* = 8.447195090624485. La grafica del funcional
J restringido a la recta v = u — pw fe muestra.en la Figura 4.12.

No. Iteraciones Pi dr;

0] 5.000000000000000e-01

1 -6.881596623522688e-01 |(1.92658e+00
2 -4.429644748170876e-01 | 5.53532e-01
3 1.718731853731353e-01 | 3.5%728e+00
1 8.329014321354104e-02 | 1.06355e+00
5] 8.447147261638241e-02 | 1.39850e-02
6 8.447195090624485e-02 | 5.66211e206

Tabla 4.3: Resultados numérico del ejemplo 4.8.3.

La derivada con respecto a p de la restriccion de J a la recta v ="u = pw se
muestra en la Figura 4.13.
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Figura 4.10: Funciones u(t) = —(t %p(t), up(t) = 32+ 1, uz(t) = (t — 1)% + 1 del

ejemplo 4.8.3. ;
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Figura 4.11: Funciones wy (t) = t* + ¢ — 1, wy(t) = 365 — t y w3(t) = exp(—t)/10 del e@)lo
4.8.3. .
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Figura 4.12: Funcional J(u pw(%ra las funciones u y w que se muestran en las

Figuras 4.10 y 4.11. @
64
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Figura 4.13: Derivada con respecto a p de J(u(t) — pw(t)) para las funciones u y w@ se

muestran en las Figuras 4.10 y 4.11. .




Conclusion

En este trabajo de tésis logramos implementar en MatLab un programa en
donde aplicamos el método de Newton que resuelve computacionalmente los
problemas de busquedas‘en linea de la forma

MinepJ(u — pw), (4.7)
donde u y w son elemento§ conocidos de (L*(0,7))%, 6 equivalentemente
Min J(v),
s, v =10 pw, ¥YpeR.
Para ello la idea bésica fuédefinir la_funcién g : R — R como
gpp=J(0 = pw), (4.8)

con lo cual pudimos aplicar el método de“’Newton para aproximar la raiz de
¢' (el minimo de ¢) una vez cono€idas expresiones para ¢' v ¢” en términos
del funcional J. Con el programa resultado deestas ideas se realizaron expe-
rimentos variando los elementos u y W de (L*(0,1))*, as{ como el pardmetro
de penalizacion k, yo y yr los estados de equilibrio inicial y final y 1 un
parametro de regularizacion.

No contamos con un ejemplo para el cual se conozca la solueién exacta, asi que
nuestra validacion se basa en el desempenio del método €amo se muestra en
los tres ejemplos del capitulo 4, dado que es posible tener unavisualizacion
detallada del funcional J restringido a la recta que pasa u y tienedireccion w,
pero sobre todo se ha aplicado ya con éxito, dentro de gradiente<Conjugado,
en la solucion del problema de minimizacion sin restricciones aldque se hace
referencia en la introduccién y que tiene asociado un problema de control que
consiste en llevar un sistema de un estado inicial a un estado final. ¢g™decir,
se conoce el resultado [12].

Como trabajo futuro esperamos comparar varios métodos como Newton g se-
cante, métodos sin derivadas, etc, para resolver el problema de bisqueda en
linea y su posible aplicacion al problema (7).
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Apéndice A.1: Adimensionalizacién
del sistema

Multiplicando la ecuaeién (3) por % obtenemos

hC d* o) h do(t) Loy

2el. dt? +2€RL dt +sen (¢(t)) = 1.’

()

Sea ¢(t) = ¢ (twy). Considerafidp los cambios de variable propuestos y apli-

. | T
cando la regla de la cadena tenénics que si ¢(t) = (1) y t = — entonces
Wy

dp(7) do(tydi — dp(t) 1

dr dt dr’ e dt UT;

1o(1 @
1@, W),
dt

dr
De esto, derivando otra vez con respecto de 7:

(f%ﬁ(t] 2 dz’.'?.f:(r)
= wj .
dt

dr
sustituyendo (10) y (11) en (9) obtenemos

WC () | hwy dib(r)

+ + sen(y(r)) = i,
QEEICVJ"’ dr? 2eRI, dr sen(y(7)) = i

42

. .. T w
que si el segundo término se multiplica por —; entonces llegamos &
wi
2 ! !
d*y(T) du(T) , _
+ 7y + sen(y (7)) = 1.

dr? dt

(10)

(13)




Apéndice A.2: Derivando con respecto
a p los sistemas diferenciales

Tenemos que

T

Jd(p) = —(u=p& + p,w) = —j (u—pw+p) wdt,
0
donde p se obtiene resolviendo
dy, i :
{ FE + Ky, +seny, =u— pw en (0,7, (14)
Y(OJ = Yo
v luego el problema
r%®e o e < 0en (0,
{ - E*‘ p, T /(Yp)pp_ en (0,7), (15)
I'p,(T) =%y, (T) i)

Aplicando la regla de Leibniz para la diferenciacién bajo el signo integral

tenemos: .
d d
Fp(g (p)) = dp (—_L (u—pw+p) W dt.)
" g d
() =—| T [(a—pw+p) w| dt
o dp

T
:j [—w + p,| - w dt
0

Para el sistema (14) aplicamos andlisis de perturbacion, derivando término a
término

1
d { F% + Ky, +seny, =u—pwen (0,7),
il At
dp y(0) = yo.

bb)
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d

K,

-

K3

,yp
KQ’Y,G
Yo

’Yp)
“¥p)
’Yp)

dt

di

dt

¥,
.yp
.yp

(17)
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sen i,
~ ( sen ) G sen 1
di.. Ye dp | Y2

Sen Y3p

d
( Epsen Yip \

d
= | —senyy,

dp

i%n'ﬂ

\ dp( ™ & )
d

( CO8 ylﬁ@(ylﬂ) \

= | cosiys N (y2,)
A d P P

d
K CoSs ygpfp (y3p) }

COS Y1 0 0
= 0 COS Y2 0

0 0 COS U3,
=CoSY,¥,

ood ( ) .
. — ( sen = 08 ,
dp Yo Yo¥p

(18)
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1 — pw

d d
—(u—pw ) =— | us— pws
dp dp
Uz — pws
d
- (uy — pwy)
d
| oy — g
dp
= (ug — pws)
dp
d d
( —(u1) — —(pwn) \
dp dp
d d
= d—p[uz) - Ip(ﬁwz)
d d
\@(w = ) )
<y
=| —w
—ws3
d —wy
a0 (u—pw )= —uw (19)
—w;3
d
it )) =
dp ( y(0) =yo )
d d
7, ¥(0)) = —-(yo)
dp dp

y(0) = 0. (20)
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De (16), (17), (18), (19) y (20) obtenemos

£ COS Y1, 0 0 —un
F% 4 Ky, + 0 COS Yo, 0 vo=| —w2 |, en (0, 7)
@ 0 0 COS Y3, —ws

Ahora para el sistema (15) aplicamos analisis de perturbacion, derivando

término a término

{
d ({ _F% + Kp, + Cly,)p, = 0en (0,7), )
dp Lp,(T) = k(y,(T) - yr).
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d
dp

d
dp

(K

(r

pp)

dp,
dt

K,
e

):

dp K,

5,

) 21
dt (21)

,pp
2 Pp
.pp

' pp)
2 Pp)

“Pp)

'pp

(22)
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C[Ylp] "Pp
d
dp

(Cyppp) =7 | Cly2) Py

dp
C(ysp) - Py

( ('_f(c(ylgpjpm] + %(C(lep)ﬁ'zn) + %(C(Ylemr’) \

dp
d d J
— @(C(YZM){ Top @(C(Y:zzp)jf 2p) @(C(y%ﬁ]p%)

d d

d
\ %(C(Ymp)m,a) + IP(C(YSQ;?JPE;J) + IP(C(Y%,;]IJSPJ )

[PL;:%”(C(YU;J])JFC(YL 1p) ﬁ(?’m] |+[p2 pﬁ(C(y 12p))+C (Y120 )f} (p2p)] +[P3;:;T1” (C(¥13p))+C(¥130) ﬁ (pap)]
= [Plp%(chQm]]'i‘CfYQ 1p) ﬂf?’m] |+[p2 pﬁfc(}wm]]'ﬁ‘ctywﬁ ]% (p2p)] +[P3p%} (C{y230) ) +C(¥23,) ﬁ (pap)]

[Plp%(C(y:ilﬂ))"‘c(y?}lp) ﬂ(?’m] \+[P2pﬁ(c(y:ﬂp))+C(y:-}2.u ]ﬁ(?’m] \+[P:1,)%(c'(y&%;J 1)+C(ys30) %(P:ip) |

[=P1rpseny 11,711, O (V11p) P10 —P2p sen 12,V 12+ C (120 P20) |+ [ =130 60 Y13, ¥036+HC (V130 )30 ]
= [=p1psenyor,y o, +C(yo1,0)P10] [ —P2p sen Yoo, Yoo, +C(¥a0p ) P, ) |+ —Pap se0 Yag,¥ 23, 6 Yoy )13, |

[—Prosenys1,¥a1, O (¥a1p)P1p] - Popsen ¥ao, Va2, +C (30, P20 ) | [ 13, 560 ¥33,5 33, +C (V33,0 P30 |
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[G(¥110)P1,+C(Y120) P20+ C (¥130)P30 | = [P1p SELY11,Y 110 HP2, SEN Y 12,¥ 12, HP3p S Y13,V 13, |
[Cly10)P1p+C (¥22,p)p2p+C (¥230) P30 | —[P1p SEN Y21,¥ 210 +P2p SEN Ya0,¥ 22, +P3, SON Ya3,¥ 23 |

[C(3310)01,+C (¥32, )02, +C (Va3 P30 | — [P1p SEN ¥31,¥ 31, FP2p SE0 Y32,V 32, FPap SEN ¥ 33,¥ 33, |

C(Ylp) ) pp ylp SEN Y1, Pp
= C(YQ,O) "Pp | 7o Y2p5€01Y2, - Py
C(ysp) Py Vapsenys, - p,
d C(Yl,o) ' I:),o }:’lp SeN Yip - Pp
dp (Clyo)pp) = | OWep) Py | — | Yzosenys, - p, (23)

CWsp) Py Y3p Sen ys, - Pp
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(1) =5 (k(y,(T) ~ y1)
dp dp

d 1—‘1 ' pp(T) d

P Iy p,(T) | = f_(yﬂ(T) —¥yr)
P F? pp(T) o

r, %(pp(ﬂ) k:jp(yp(T)J

It pp(T)
Ly p(T) | =ky,(T)
L3 p,(7T)

FI-),O(T)) :k:Yp(T)

T, (T)) =k ,(T) (21)
De (21), (22), (23) vy (24) obtenemos
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[ w

COS Y1, 0 0
O i —I‘d—t"+Kpp+ 0  cosyy O P, =

7 0 0 COS U3,
. Yipsen gl,o 0 0 (25)
A 0 Yop SEN Yo, 0 p, en (0,7,
) 0 0 Y3p SEN Y3,
7

I'p,(T) = ky,(T).
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