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Introduccion

El problema del doleetionista de cupones es un problema clisico de la probabilidad, es-
pecificamente, del area @e _combinatoria y se remonta al tratado de De Moivre De Mensura
Sortis de 1712 y al trabajede Laplace Theorie Analytique des probabilites de 1812 (ver [9]
o [24]). Este problema estila relacionado con la Dixie Cup Company, ya que en la década
de 1930 la compania introdujo un procedimiento muy exitoso mediante el cual los ninos
recolectaban las tapas de Dixié pata recibir “premios”, comenzando con ilustraciones de sus
personajes favoritos de Dixie Ciretis, luego estrellas de Hollywood y jugadores de béishol de
la Major League (ver |9] o |18]). Esteproblema counsiste en lo siguiente: existen N tipos dife-
rentes de cupones, tales como tarjetasfde)béishol, de lucha libre, ete. v se desea recolectarlos
todos; los cupones se adquieren uno per.uno en secuencia. Por simplicidad, denotaremos
a los cupones por los nimeros 1,27, .. N, v por p, denotaremos a la probabilidad de ad-
quirir un cupén de tipo k, k = 1727, N;Ohviamente, debe tenerse p, = 0,k =1,... N
v Z;:;lpk = 1. Suponiendo independeneia entré las adquisiones (compras) de los cupones,
este problema se modela por nna sucesion { X, }pdewariables aleatorias independientes, tales
que para cada k € {1,..., N}, P(X,, & k) = pp = 1,2,.... El interés en este trabajo
consiste en determinar el niimero esperadesde cupoues_que deben adquirirse para completar
la coleccion. En este contexto se analizaran les,siguiéntes casos:

1. El caso en que cada cupoén tiene la misma probabilidlad de ser adquirido por el colec-

T

cionista, es decir, pp = % para k =1,..., N; tanto parawuando el interés es completar

una tnica coleceion, como cuando el interés es completar m > 2 colecciones.

2. El caso en que las probabilidades p., £ = 1...., N no son todas iguales. Este caso, el
cual es el mas realista, es mas complicado que el primero. Agui‘fambién se considerara
el caso de una tinica coleccion y el caso de miltiples coleccionés:

Los casos anteriores seran abordados mediante varios enfoques. En ung”detestos enfoques
se hace uso de la identidad de méximos-minimos para valores esperadps’y, debido a la
naturaleza markoviana del problema del coleccionista de cupones (el nimferd. de cupones
diferentes recolectados hasta la (n + 1)-ésima compra, solo depende del nimere de cupones
areutes recolectados hasta la n-ésima compra), el problema se aborda también' mediante
el uso de la teoria de las cadenas de Markov. Este iiltimo enfoque tiene la desyventaja de
que el espacio de estados crece rapidamente cuando el nimero de cupones diferentes, W, es
grande v se desea completar mas de una coleccion.

El estudio del problema del coleccionista de cupones es importante debido a que tiene apli-
caciones en varias areas de la ciencia, tales como la programacion matematica, optimizacion,
algoritmos de bisqueda de informacion, procesos de aprendizaje, ingenieria, ecologia, asi




VI INTRODUCCION

como en lingiiistica (ver |6] v [L6]). Ademas, el problema del coleccionista de cupones es
tambiéu Tacilmente adaptable a problemas de muestreo industrial (ver [17]). En efecto, en
un entorfio_industrial, el problema puede reformularse de la manera siguiente. Se tiene una
poblacién (proceso) de extension ilimitada o muy grande que consiste de NV diferentes tipos
de unidades.”Un’ tipo de unidad puede no ser mas que una marca de algiin tipo que indica
qué maquina o=eStacion produjo la unidad. Toda la produccion de las distintas estaciones
esta mezclada. Bn\eada tiempo se elige una unidad para su analisis, y como la poblacién
es muy grande y esta ademas mezclada, puede asumirse que las unidades de tipo especifico
aparecen en la muestra independientemente una de la otra. En este contexto serd de interés
conocer, por ejemplo, €l tamano promedio de muestra requerida para obtener al menos una
de cada una de los N tipes de unidades.

Este trabajo de tesis se distribuye en cuatro capitulos. Aunque se asumen conocimientos
basicos de la teoria de probabilidad, en el capitulo 1 se hace un recordatorio de los conceptos
de espacio de probabilidad, probabilidad condicional e independencia, variables aleatorias
v, por ultimo, algo elemental dellasteoria de procesos estocasticos. Luego en el capitulo
2, se dan los conceptos de cadenasgde)Markov v matriz de transicion. Asi mismo, en las
iltimas tres secciones de este capitilosSe estudian los conceptos de clases comunicantes,
estados recurrentes v estados transitoriosf'necesarios para el estudio de las probabilidades de
transicion que serviran tanto para el analisis de una coleccién tinica como para la de miltiples
colecciones, y finalmente se presentasina séccion de tiempos y probabilidades de absorcion.
Ya en el capitulo 3 se establece el problgina del"coleccionista de cupones bajo la condicion de
que cada cupon tiene la misma probabilidad de seradquirido por el coleccionista, en tal caso
se suponen N diferentes tipos de cupones'ton la prebabilidad de comprar cualquier cupéon en
un tiempo cualquiera igual a % En primera wdtancia,se xealiza el analisis de este caso para
una coleccion tnica de N cupones mediante Jasdistribuéion geométrica v el uso de cadenas
de Markov. Después, se hace el andalisis direste=para mas/de una coleccion de N cupones,
aproximando el niimero esperado de compras que se requieten realizar para completar tales
colecciones, v de nueva cuenta, pero solo para 10s casos dé des, v de tres colecciones de N
cupones, se usa el enfoque de cadenas de Markov. En el capitule 4, se aborda un analisis
directo para una coleccién tinica de N cupones con probabilidades desiguales, cuyo fin es
determinar el tamano esperado o cuantos cupones se requieren comprar para completar dicha
coleccion. Ademas, a través de la identidad de maximos-minimos, sefnaliza el problema del
coleccionista de cupones para una v mas de una coleccion de N cupofiesseon probahilidades
desiguales; y de forma similar al capitulo 3, se da el enfoque de cadenas de Markov para
los casos de dos colecciones con 2 v con 3 cupones. También, en este capitule] se anexa una
seccion que presenta una comparaciéon entre los casos con probabilidades igualesy desiguales
para una coleccion tinica de N cupones. Al final de los capitulos 3 y 4 se presentd ufi ejemplo
de aplicacion de los resultados presentados.




Capitulo._1
Preliminares sobre la probabilidad

El propésito de este capitulo es proporcionar los conceptos v resultados basicos de la teoria

de probabilidad que seranitilizados a lo largo de esta tesis.

1.1. Definicion y ¢propiedades basicas de la probabili-
dad

En esta seccion se estudian los conceptos_ v resultados basicos de la probabilidad; especifi-
cando solo aquellos que utilizaremos endasproximas secciones. Las definiciones y resultados
que se presentan fueron consultados en [15], [23] v |24].

DEFINICION 1.1.1. El conjunto de todos losposibles resultados de un experimento aleatorio
es llamado espacio muestral.

Generalmente el espacio muestral de nn_eXperiinento-aleatorio se denota por €, y a un
elemento cualquiera de dicho conjunto poptn

EieMmprLo 1.1.2. Consideremos el experiméntd aleatorfigeque consiste en el lanzamiento de
dos monedas. El espacio muestral, en este caso, estd dado/por los siguientes cuatro puntos

Q={(s,5),(s,a), (a,s), (a,a)t.

Las entradas son (s,s) st ambas monedas son soles, (s,a) silasprimera moneda es sol y la
sequnda es dguila, (a. s) si lo primera es dguila y la segunda es sol, y(a,a) si ambas monedas
son dguilas.

Después de haberse realizado el experimento aleatorio, generalmente'se desea saber si los
resultados obtenidos pertenecen o no a un subconjunto dado del espacio_miiestral.

EijemMpPLO 1.1.3. Retormando el ejemplo 1.1.2, supongamos que estamos intéresados en co-
nocer tinicamente los resultados donde la primera entrada es sol; obtenéings, entonces el
subconjunto del espacio muestral A = {(s, s), (s,a)}.

En cada situacién en particular, existirda una familia F de subconjuntos de € @\os que
se podra asociar una “probabilidad” de ocurrencia. A los elementos en esta familia # e les
llamara eventos y los denotaremos con letras maynsculas, A, B, C, etc. Es decir, losseyent os
son subconjuntos A del espacio muestral para los que una ver realizado ?xpﬁrimentﬁ se
puede verificar si el resultado w € ) pertenece o no a cada A € F. Si w € A diremos qiie A
ha ocurrido, contrariamente siw ¢ A diremos que A no ha ocurrido. De manera rigurosa,
se tiene lo siguiente.
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DEFINICION 1.1.4. %na a-dlgebra F es una familia de subconjuntos de £ que cumple las
siguientts condiciones

1) Qe
2) §i A € Ffentonces A° € F.
3) Si Ay, Ay, LNEF, entonces | 72 A, € F.

n=1

La primera condiciéon scvestablece debido a que si el resultado del experimento es w, se sabe
que w € (1. La segunda“condicion se establece debido a que si se sabe que w € A, entonces
sabemos que w & A° ylreeiprocamente. Finalmente, la tercera condicion se debe a que si
puede determinarse si w pertenece o nd a cada A, entonces puede determinarse si U2, A,
ocurrid o no.

EjempLO 1.1.5. Una o-dlgebra_que serd de gran utilidad en la siguiente seccidn es la o-
dlgebra de Borel: para la cual t@maremos a R como el espacio muestral, y definimos la
a-dlgebra de Borel como la o-dlgebpa titas pequenia (en sentido de contencion) que contie-
ne a todos los intervalos. A esta o-dlgebra lo denotarernos por B(R), y a sus eventos los

larmaremos conjuntos de Borel.

En relacion a cualquier evento A € F, cadauno de ellos tendra asociada una probabilidad
de ocurrencia, que denotaremos pef /P(A), que.debe satisfacer las siguientes propiedades:
P(Q2) = 1 pues la ocurrencia del espadio muestral es segura; para cualquier evento A, () <
P(A) < 1; y la probabilidad de ocurreficia de ung union, ya sea finita o infinita numerable,
de eventos ajenos es la suma de las probabilidades relacionadas a cada evento de dicha unién.
Asi es necesario introducir el siguiente concepto.

DEFINICION 1.1.6. Sea F una a-dlgebra de subranjuntos de Q. Una probabilidad en F es
una funcion P: F — [0,1] que cumple lus siguierites propifddades

1) P(Q) =1

2) 51 Ay, Ay ... € F son ajenos por pares, esto es, A, N A, @pum n #m, entonces

P []4 =Y Pr@&,).
1

n=1 n=

A la terna (0, F, P) se le Hama espacio de probabilidad.

El propésito esencial es relacionar un espacio de probabilidad con un experimento’aleatorio
de interés. En general los experimentos aleatorios se asocian con varios tipos dé_espacios,
siendo los espacios de probabilidad continuos v los espacios de probabilidad discretos los
mas frecuentemente utilizados. Para los experimentos que vamos a estudiar en este trabajo
nnicamente usaremos los espacios de probabilidad discretos, que enseguida presentamog” si
definicion.

DEFINICION 1.1.7. Un espacio de probabilidad (0, F, P) es discreto si {1 es un conjunto
Jfinito o numerable y F es la a-dlgebra de todos los subconjuntos de €.
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Usando_un espacio de probabilidad discreto, si deseamos encontrar la probabilidad de cual-
quierfevento A, se requerira conocer P(w) := P({w}) para cada w € €, pues por la segunda

propiedadede la definicion 1.1.6 se sigue que P(A) =3 _ P(w).

Ahora nosenfocaremos en las sucesiones infinitas de eventos, recordemos que si estas su-
cesiones son/ crecientes o decrecientes, su limite se define como la union de los eventos o
la interseccion’de los eventos, respectivamente. A continuacién presentaremos un teorema
importante que _establece una igualdad entre la probabilidad del limite de la sucesion y el
limite de las prohabilidades.

TEOREMA 1.1.8. Seani(Q, F, P) un espacio de probabilidad y {A,: n € N} una sucesion de
eventos en F.

a) Si{A,:n €N} es'gcignte, es decir, Ay C Ay C ... | enlonces
(U an) = lim P(A,).
n'_l TE— OO
b) Similarmente, si {Ay: n € Nh€s decreciente, esto es, Ay 2 Ao D -+ | entonces
(ﬂ 4,;) = lim P(A,).
n=1 Te— OO

Demostracién. Mostremos primenfia). Suporgamos que {A,: n € N} es creciente. Enton-
ces

AU AU = AL (AN AYUTAN Ag) U
donde los conjuntos Ay, A\ Aq, A3\ As, .. lson ajenosDHor pares. Por lo tanto, por definicion
de probabilidad,
P(AUA U - ﬁfh U (A2\A1) U (As\AgT LD - - )

P(A1) + P(A2\ A1) + P(A3\48)
lim P(A,).

TL— O

La dltima igualdad se cumple porque las sumas parciales en la serie”anterior son

A) + P(A\A) + -+ P(AN\A ) = P(A1U- U AG)
= P(A’u),

probando de esta manera a).

Por iiltimo demostremos h). Asumamos ahora que {A,,: n € N} es decrecientefha igualdad

P(A,NAyn--) = lim P(A,)

n—00

se obtiene tomando los complementos de A, en {2 y aplicando la Ley de De Morgan paca la
interseccion, esto es
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En consecuencia, dado que {A%: n € N} es creciente, pues {A,: n € N} es decreciente,
aplicam®s a), para obtener

P (( 4) ) = P( A;—;) — lim P(AS),
n=1 n=1

0, en forma equivalente,

T—00 T— 00

1-& (ﬁ ‘4") = lim (1 - P(4,)) =1- lim P(A,)

gr—1

y asi obtenemos b). |

1.2. Probabilidad“cendicional e independencia

En esta seccion vamos a estudiar dosweoneeptos muy importantes de la teoria de la probabi-
lidad. Intuitivamente podemos decir glie glconcepto de probabilidad condicional representa
la probabilidad de ocurrencia de un eventd'modificada con la informacion adicional de que
otro evento ha ocurrido. El concepto_de indépendencia nos indica que la ocurrencia de un
evento no afecta la probabilidad des6gurtencia de-atro evento. Daremos ahora las definiciones
formales de estos dos conceptos.

DEFINICION 1.2.1. Para cualesquiera“evéntos A7 B'€ F con P(B) > 0, la probabilidad
condictonal de A dado B estd definidapor

P(AIB) = PN B

P(B)
EiemMpPLo 1.2.2. Se lanzan dos dados balanceados y se quierg”encontrar la probabilided de
que la suma sea ol menos 10 dado que el primer dado es 6. En €sleejernplo el espacio mues-
tral  consiste de 36 pures ordenados (z,y), donde xz,y € {1,2,3:4/5.6}. Yo que los dados
estdn balanceados, la probabilidad de cada par ordenado es ﬁ Una ligtade puntos muestrales
en Q esta dada por

(1.1), (1,2), (1.3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2,5), (2.6),
(3.1), (3.2), (3.3), (3,4), (3,5), (3,6), (11)
(4.1), (4,2), (4.3), (4,4), (4,5), (4,6), '
(5.1). (5.2), (5.3), (5.4), (5,5), (5,6),
(6.1), (6,2), (6.3), (6,4), (6,5), (6,6).

La probobilided de que la surma de dos dados balanceados sea al menos 10, es de % ya que’d
de los 36 pares surnan 10 o mds, estos pares son

{(4,6),(5,5), (5.6), (6,4), (6,5), (6,6)}.
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Sin embargo, si se sabe que el primer dado es 6, el espacio muestral bajo estas considera-
ciongs sesconvierte en la sexta file de (1.1). Observando la sexta fila vemos que 3 de los 6
pares Ordenados lienen una sumae de al menos 10. Por lo tanto le probabilidad de conseguir
una sumgsde «al menos 10 dado que el primer dado es 6 es g = % Ahora, esta técnica de
encontrar<el fuevo espacio muestral bajo condiciones dadas, estd bien para problemas sim-
ples, sin embtrgo en muchos casos hacer esto es mas complejo. Esto es debido a que puede
ser complicado \definir el nuevo espacio muestral y la nueva medida de probabilidad bajo
las condiciones“dadas. La definicidn dadae anteriormente proporciona la forma de calcular
probabilidades condicionales usando el espacio muestral original. Por ejemplo,

P suma = 10 y el primer dado es =6 |

P[ suna > 10 | firkmer dado es 6] = Pl Jod 5]
primer dado es = 6

w1
6/36 2
DEFINICION 1.2.3. Dos eventos™AsB.€ F son llamados independientes si
PA®™ B) = P(A)P(B).
En generol, decimos que n eventos ALY A, € F son independientes si
P(A, N A, 07 N A,) =P(A,)P(A;,) - P(A;)
para cualesquiera indices 1 < 4y <My < en - <l < n.

EJEMPLO 1.2.4. Dos monedas son linzddas y a8uniimos que el espacio muestral (ver ejemplo
1.1.2) es equiprobable. Sea A el evento_donde ‘elsreguliado de la primera moneda es sol
y B el evento donde el resultado de la equnda mopeda es dguila, entonces A y B son
independientes, ya que P(AN B) = P({(sJa)})= 1. BfA) = ({(s,s).(s,a)}) =5 y P(B) =
({(s,a),(a,a)}) = 3. por lo que P(AN B) ="P(A)P(B).
EJeMmpPLO 1.2.5. Se lanzan dos dados. Denotamos o U Como g evento de que la suma
de los dudos es 6 y A denota el evento de que el primer dade, sea igual a 4 (ver el espa-
cio muestral en el ejemplo 1.2.2). Entonces P(U F“nl) = P{(4.2)}) = % mientras que
PU)P(A) = (%) ([—l‘) = % Por lo tanto U y A no son independientes. Intuitivamente
la razén de esto es clara, debido a que estamos interesados en la pgSibilidad de tener un 6
(con dos dados), estaremos muy felices si el guimer dado cae en 4 (0~de hécho en alguno de
EL posibilidad de obtener upfotul de 6. Pero si
en el primer dado obtenemos 6, entonces no tendriamos oportunidad de guey el total sea 6.
En otras palabras nuestra oportunidad de conseguir un total de 6 dependesdelfesultado del
primer dado, entonces U y A no pueden ser independientes.

los nimeros 1,2.3.4 y 5) ya que tendriamos

OBSERVACION 1.2.6. En particular, si A y B son eventos independientes y P{B»> 0,
entonces

P(A)P(B)
P(B)
lo que significa que conociendo que B ha ocurrido, no cambia la probabilidad de ocurrencia

de A.

P(A|B) = = P(4),
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Finalmente como consecuencia de la probabilidad condicional e independencia de eventos
se establecesel siguiente teorema, cuya prueba se omite pero puede ser consultada en |4,
teorema™hd, pag. 172|.

TEOREMA1 . 27. Para cualesquiera eventos Ay, ..., A, € F se cumplen las afirmaciones
stquientes

a) Si Ay y Aofsoh eventos independientes y P(Ay) > 0, entonces P(Az|A) = P(Az).
b) §i P(A; N« Néy,_1) > 0, entonces
P(A; N ) = P(A)P(Aa A P(A3|A1 N Ay) - P(A, AN - N A,y

1.3. Variables aleatorias y esperanza

En esta seccion estudiaremos 18 definicion de variable aleatoria, algunos ejemplos de varia-
bles aleatorias discretas, v conceptes relevantes relacionados a la esperanza de una variable
aleatoria discreta.

DEFINICION 1.3.1. Sea (Q,F,P) un eSpacio de probabilidad. Dirernos que una funcion
X:Q— R es une variable aleatoria st

X1 w e Xiw) eI} € F,

para cada intervalo I C R.

De las definiciones dadas de variable aleatoria e independencia de eventos, podemos estable-
cer el concepto de variables aleatorias independientds. Intuitivamente la independencia de
X1, ..., X, significa que una declaraciéon acetca de una @nids variables X; no afecta las pro-
babilidades de las restantes X;. Una declaracion aterca d¢ Xy corresponde a un evento de la
forma A; = {X; € B;}; entonces los eventos Ay, . »., A, serandndependientes. A continuacion

presentamos la definicion formal del concepto de variables aleatorias independientes

DEFINICION 1.3.2. Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias eid (QQNF, P). Entonces Xy, Xo,

., X, se dice que son independientes si para todos los (:auij By, By, ..., B, € B(R),
se liene

g(}(l €By,...,.Xa €B,) =P(Xi1 €B1)- - P(X. T

En general, se dice que una coleccién (finita o infinita) de variables aléatorias en (02, F, P)
son independientes si todo subconjunto finito de esta coleccion son variables aleatorias
independientes.

Cada variable aleatoria definida en un espacio de probabilidad tiene asociada EI) funcion
F: R — [0,1], lamada funcién de distribucién, definida por F(z) = Plu=X(w) <
x). Esta funcion contiene toda la informacion de la variable aleatoria y su corresponidiente

‘obabilidad. Por lo tanto, dada una funcién de distribucion especifica, existird un ‘espacio
E% probabilidad y una variable aleatoria definida sobre él y cuya funcion de distribuciéiresda
especificada. En la practica podemos observar variables aleatorias con distribuciones distintas
o iguales, si esto tltimo sucede, se dice que estas variables aleatorias estidn idénticamente
distribuidas. Ahora bien, si asumimos que las variables aleatorias son independientes v
ademas idénticamente distribuidas se tiene el siguiente concepto.
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DEFINLCION 1.3.3. Si las variables aleatorias independientes X, X, ..., X, tienen todas la
misnia distribucidn, serdn llamadas idénticamente distribuidas. La frase independiente
e wdénticamente distribuida se puede abreviar como i.4.d.

Las variables aleatorias se clasifican en varios tipos dependiendo de las caracteristicas que
presente su fincion de distribucion. Los dos tipos de variables aleatorias mas frecuentemente
utilizadas son s variables aleatorias continuas v las variables aleatorias discretas; siendo
esta nltima lasqué mayvormente se utilizara en este trabajo, por lo que a continuacién se
proporciona su defifiicion.

DEFINICION 1.3.4¢ Dirernos que una variable aleatoria X es discreta si su rango R(X) es
finito o numerable, esdécir R(X) = {x, 10, ..., 2,,...}.

OBSERVACION 1.3.5. SXees discreta y los valores x, de X se ordenan de tal manera que
Tn < Tpir, para todo n, eptonces la funcion de distribucion F es u@@ funcidn escalonadao
con una discontinuidad en cade’r,, de magnitud f(x) =P (X =z,). A la funcion f(z) que
indica estos incrementos se le ¢onace como funeién masa de probabilidad.

ara una variable aleatoria discr€ta’X, las propiedades de X son completamente determi-
nadas por su funcién masa de probabilidad, f: R(X) — R, definida por f(z) = P (X = z).
La funcion masa de probabilidad f(2) débe cumplir dos condiciones, la primera es que sea
positiva, es decir f(x) > 0 para todo x&-f(X). La segunda condicion es que si el rango de
X consiste de los valores z;, entonGes se tiene gue >°°° f(x;) = 1.

Enseguida daremos ejemplos de dés_variables aleatorias discretas con sus correspondientes
funciones masa de probabilidad. Un_experimento, Bernoulli es uno que solamente tiene
dos resultados posibles, llamados éxito ¥ fracasa Supongamos que se realizan experimentos
Bernoulli independientes hasta tener un+xito v que la probabilidad de éxito de cada uno de
estos experimentos estd dada por p, 0 < p'< L.Estamés interesados en una variable aleatoria
que nos cuente el niimero de ensayos o experimentos réqueridos para obtener el primer éxito,
lo que nos lleva a introducir el concepto de variable aleatéria geométrica.

1
DEFINICION 1.3.6. Una variable aleatoria X cuya funcidd masa de probabilidad estd dada
por P(X =n)=p(l—p)" ', n=12..., se dice que es una uar'iable aleatoria geomé-
trica con pardmetro p.

Notese que para que X sea igual a n, es necesario y suficientes@ue los primeros n — 1
ensayos sean fracasos y el n-ésimo ensayo sea un éxito, por lo que comodos experimentos son
independientes P(X = n) = p(1 — p)" L. Se tiene que

oo oo

ZP(X =n) ZPZ(]-_P)IFI = ﬁ: 1,

n=1 n=1

por lo que se sigue que con probabilidad 1 un éxito eventualmente ocurrira.

Ahora estudiaremos la variable aleatoria binomial negativa, y de manera similar 'a eomo se
realiz6 con la variable aleatoria geométrica, empezamos con suponer que se realizan-experi-
mentos Bernoulli independientes hasta tener un total de r éxitos acumulados. Cada 16 de
estos ensayos tiene una probabilidad de éxito dada por p, ) < p < 1. Estamos interesados en
la variable aleatoria que nos cuenta el niimero de ensayvos requeridos para obhtener r éxitos.
Esto nos conduce a definir la siguiente variable aleatoria.
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DEFINICION 1.3.7. %u variable aleatoria con funcidn masa de probabilidad dada por P (X =n)
= (:::)p"(llf p)* ", n=nrr+1,...se dicc que es una variable aleatoria binomial ne-
gativa con_wector de pardmetros (r, p).

La funcion imasa de probabilidad se obtiene del hecho de que para que el r-ésimo éxito ocurra
en el n-ésimo efisayo, debe haber r — 1 éxitos en los primeros n — 1 ensayos y en el n-ésimo
ensayo se debe tfuér un éxito. Por lo que, por la independencia de los experimentos y la
propiedad 2) de Ia_definicion de probabilidad (definicion 1.1.6), la probabilidad de obtener
exactamente r éxitosg emlos primeros n esayos es

n—1
L 1 _ TJ!—J".
("=

Para verificar que eventualmiente”se debe acumular un total de r éxitos, podemos probar
analiticamente que

Y P ==y (:':ll)pfu —p) =1, (1.2)

n=r e

o podemos dar un argumento probabilisti€a ¢omo sigue: el niimero de ensayos requeridos para
obtener r éxitos puede ser expresado com6 ¥4 Yo+ -+ Y., donde Y] es igual al niimero de
ensayos requeridos para obtener el primner éxito, Y3 el niimero de ensayos adicionales después
del primer éxito hasta que el segundb éxito ogurra, Y5 el niimero de ensayos adicionales
hasta que el tercer éxito ocurra vy asi suCesivaniente. Ya que los ensayos son independientes
v todos tienen la misma probabilidad de éxito, se si@ue’que Y7, Y5, ..., Y, son todas variables

aleatorias geométricas. Por lo tanto cada(Y, e§ finita eon-probabilidad 1, entonces > ! | Y;
también es finita con probabilidad 1, lo cual demuestra(1.2).

OBSERVACION 1.3.8. Una variable aleatoria geométrica €sguwstamente una varioble aleatoria
binomial negativa con pardmetro (1, p).

El concepto que vamos a definir a continuacién es fundamental e la teoria de probabilidad
v estadistica, nos referimos a la esperanza de una variable aleatdria’/discreta.

DEFINICION 1.3.9. Sea X wuna variable aleatoria discreta con ﬁmcf@%m de probabilidad

f(x). La esperanza de X se define como el nimero G
EX] =) zf(x),

donde la sumatoria es sobre todos los valores que toma X.

1
En otra palabras el valor esperado de X es un promedio ponderado de los posibleg/valores
que X puede tomar, cada valor se pondera con la probabilidad de que X tome ese yalor.

OBSERVACION 1.3.10. gtm motivacidn de la definicion de esperanza es provista popsla
interpretacion frecuentista de la probabilidad. Esta interpretacidn parcialmente justificodo
por la ley fuerte de los grandes nidmeros (concepto que se presentard mds adelante en esle
capitulo), supone que si se realiza un gran nidmero de replicaciones independientes de un
experimento, entonces pare cualguier evento E| lo proporcion de veces en que ocurre E| serd
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una aprozimacion o P(E). Ahora consideremos una variable aleatoria X que toma los valores
&1, 28, . . s T, con sus respectivas probabilidudes f(xy), f(xy), ..., f(2,) y supongamos que X
repreSeuta los ganencias en un juego de wzar. Es decir, con probabilided f(z;) ganeremos
x; unidades, para 1 = 1.2,...,n. Por la interpretacion frecuentista, si jugarmos este juego
continuaménte, entonces la proporcion de veces que ganemos x; serd aprozimadamente f(2;).
Yu que estd €8 cierto para todo i = 1,2,..., n se siqgue que nuestra ganancie promedio por

Juego serd
T

Z xif(x;).

i=1
En la siguiente proposicitn presentamos tres propiedades esenciales que facilitan el calculo de

la esperanza de cualquierwariable aleatoria discreta. La demostracion de dicha proposicion
puede ser consultada en |23, proposicion 2.7, pag. 166].

ProOPOSICION 1.3.11. Para wfia constante ¢ y variables aleatorias Xy, Xy discretas con
esperanzo finita se sotisfocen las siguientes propiedades generales

1) Eld =¢, EleXy] =dE[X;]0

2) Si Xy =0, entonces E[X;] = 0,

2} EXi+ X =E[X] +E[X),
Claramente la esperanza mateméatica de las/variables aleatorias discretas es un operador
lineal. Ademads cuando se realizan lestindios dorcespondientes a las variables aleatorias no

negativas, se tienen diversos resultades-paca la #Speranza matematica, pero un resultado
muy practico se puede ver a continuacicu’

TEOREMA 1.3.12. Si X es una variable dleatoria no negativa con valores enteros, entonces

E[X] = i P(X > n).

n=1

1
Demostracion. Sea una X variable aleatoria no negativa con valores enteros, entonces

E[X] :inP(X: n) :i ” 1) P(X =m)
n=1 n=1 k=1
— iiP(X =n)= iP(X = k).
k=1 n=k k=1

Intercambiar el orden de la sumatoria no es un problema va que todos los #€rminos son
mayores o iguales a cero. |

Enseguida presentamos un teorema relacionado con la convergencia del promediosde una
sucesion de variables i.i.d. En efecto nos referimos a la ley fuerte de los grandes-nitme-
ros. Antes de presentar este teorema y dar su prueba, presentaremos la designaldad” de
Chebyshev, y como veremos, tal resultado hace sencilla la demostracion del teorema de la
ley fuerte de los grandes nimeros. Veremos dicha desigualdad sin demostracion, pero una
prueha de ésta puede ser encontrada en |24, proposicion 2.2, pag. 368|.
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ProrosiciON 1.3.13 Eesigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria con media
Jfinita ,u(ﬂ'ry'mnza a2, entonces para cualquier valor k > (),

(]

a

P(lX_#lEk')S@-
Ahora, usando laproposicion anterior, podemos mostrar comodamente el siguiente teorema
importante.

TEOREMA 1.3.14 (Tiey futrte de los grandes nimeros). Sea X1, Xy, ..., una sucesidn de va-

riables alectorias indepentdientes e idénticamente distribuidos, con une medio finita E[X;] =
i Entonces, para cualquier s, > 0,

POm+m+&
T

— ,u,‘ > s) — 0 cuando n — oc.

Demostracion. Probaremos el teor€ma solo bajo la suposicion de que las variables aleato-
rias tienen una varianza finita. Comb

E[X1+---+Xn
n

n’

X+ X o?
=l \y, Var — | =

se sigue por la desigualdad de Chebyshey que

X1+ "B X,
P{‘il —

T

a
ze}é

v el resultado queda probado, yva que cuando™n — o€ el lado derecho de la designaldad
anterior tiende a (), por tanto también el lado‘igiierdo tiende a cero al ser no negativo. W

En resumen el leorema de la ley fuerte de los grandes niimerds“dice que el promedio aritmético
converge a la media g cuando n tiende a infinito, sin importar la'distribucion de las variables
aleatorias.

Para concluir esta ggecion veamos una proposicion necesaria para el desarrollo de este trabajo,
la cual consiste de una identidad que relaciona al méaximo de un conjiutd de nimeros con los
minimos de los subconjuntos de ellos, nos referimos a la identidad de méaximos-minimos.
La demostracion de tal proposicion puede ser encontrada en |24, proposicion 2.2, pag. 295].

ProroOSICION 1.3.15. Para niimeros arbitrarios x;, coni=1,...,n, se cumpule que

méx z; = Z T — Z min(z;, z;) + Z min(z;, zj, zx) + -+ (—1)"" min (Bl o, 20).
i

1<i<n —
i<j i<j<k

1.4. Procesos estocasticos

Pasemos ahora a la parte de procesos estocasticos; presentaremos definiciones fundamentales
v algunos ejemplos que seran ttiles para los proximos capitulos. Estas definiciones fueron
tomadas de |15] y 22].
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DEFINICION 1.4.1. Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias {X,,te
T} définidas en un espacio de probabilidad (Q, F, P), donde T C R. Cuando T = {0, 1,2, ...}
diremios gue {X,,t € T'} es un proceso estocdstico a tiempo discreto. Cuando T es un
intervalo en R (comunmente T = [0, 00)) diremos que {X,,t € T'} es un proceso estocds-
tico a tiempo continuo.

DEFINICION 1. 4°2. Liamaremos espacio de estados al conjunto S de wvalores distintos
asumidos por ung proceso estocdstico {X;,t € T}. A los elementos de S los llamaremos
estados.

OBSERVACION 1.4.3. Dgremos que un proceso estocdstico {X,,t € T} es una cadena si su
espacio de estados S es finito” o numerable.

Es sabido que podemos considerdr un proceso estocastico {X,,t € T} 01110 una funcion
de dos variables X: T x © — S{ os decir, a la pareja (t,w) se le asocia el valor o estado
X(t,w), que también se denota por”X(w). Para cada valor ¢ € T, el mapeo w — X;(w) es
una variable aleatoria; mientras que paxa w € Q fijo, la funcién ¢ = X,(w) es llamada una
trayectoria o realizacion del proceso. Esdecir, a cada w del espacio muestral le corresponde
una travectoria del proceso. Es_por esta razdn, que en ocasiones un proceso estocastico se
puede definir como una funcién aleatoria.

Por otra parte recordemos (definicion*14.1), qué dé acuerdo al tipo de espacio parametral
(conjunto T), hay dos grandes clases /deproceSos-estocasticos de especial relevancia, los
procesos estocasticos a tiempo discreto v 168, proceses estocasticos a tiempo continuo. Otra
importante clasificacion corresponde al tiposte espaciorde estados S. Si 5 es numerable o
finito obtenemos una cadena (ver observacidn’.4.3). Si'uia cadena surge de algin proceso
estocastico a tiempo discreto se le llama cadena a tiempo.discreto, v si surge de un proceso
estocdstico a tiempo continuo se le llama cadena a tiemp0 eontinuo. Para finalizar este
capitulo veamos un ejemplo de cada una de estas cadenas con-sis respectivas trayectorias.

EJEMPLO 1.4.4. Supongarmos que se realizan repetidos lanzamiente$ de un dodo, y que cada
vez que el dado cae en un nidmero par ganamos 1 peso y cada vez que &l dado cae en un nidmero
impar perdemos 1 peso. Este experimento puede modelarse de la siguiente manera: considera-

mos une sucesion de variables aleatorios independientes X,,, n =1,2,. " con probabilidades
de érito y fracaso de cada una de estas variables, dadas por P(X, = 1) = P{X,= —1) = %
Definamos Yo = 0y Y, =30 X, n = 1,2,.... Obsérvese que Yo, n =@/ 1)2,... es un

proceso estocdstico a tiempo discrelo cuyo espacio de estados S es numerable, yogue la car-
dinalidad de S es equivalente al conjunto de los mimeros enteros Z. Por lo tanto Y5} es una
cadena o tiempo discreto y representa los ganancias o pérdidas del jugador en el*tiempo n.
Un resultado w posible para este experimento es w = {2,1,5,4,6,3,6,5,...}. La trayeetaria
para este w estd representada por la figura 1.1. La grdfica consiste iinicamente de puntos] sin
embargo se incluyen las lineas para obtener una interpretacidn mds clara. Observermos que
cuando n = 3, el proceso estocdstico se reduce a la variable aleatorio Yy = Z?:l X, la cual

torna valores en {3, —1,1,3}.
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Eigura 1.1: Trayectoria de Y'(n, w)
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EjeMPLO 1.4.5. Supongamos que se obsered el nidmero de accidentes que ocurren en una
interseccidn en particulor durente 30 /dias. Asumimos que los tiempos de espera entre acci-
dentes son variables aleatorias independientes ‘eon distribucidon exponencial con media % y
que N; = N(t,w) denota el nimero deCaccidentes que ocurrieron en un tiempo t. En este
caso Ny es llamado un proceso de Poisson (cadend o tiempo continuo) con pardmetro
ya que pare cada t* fijo, Ny tiene una distpbucion Powsson con pardametro A\*. La trayec-
toria asociada con este proceso estocdstico es o decredignte con saltos aleatorios unitarios
ubicados en el intervalo [0,30]. Lo figure 1.2 'meestra unadrayectoria lipica pare un proceso
de Poisson.

I | | I |
5 _
al - ]
T3_ ]
3o —_ _
11— ]
| | | | | |
0 5 10 16 20 26 30 35
f—=

Figura 1.2: Trayectoria tipica para un proceso de Poisson




Capitulo.2
Preliminares sobre las cadenas de

Markov

En el presente capitulo darémos algunas definiciones basicas que abarca la teoria de las cade-
nas de Markov, asi como ciestfis_propiedades v clasificaciones de los estados correspondientes
a estas cadenas. Ademas mencigwaremos dos teoremas relacionados a las probabilidades de
absorcion y tiempos medios de absercion de una cadena de Markov a tiempo discreto, los
cuales servirdn para el desarrollo dedos tapitulos posteriores. Para este capitulo nos basamos
en |15], [21] ¥ [22].

2.1. Definicién y propiedades basicas de las cadenas de
Markov

Recordemos del capitulo 1 (ver secciow” L4, pagl 12), que existen dos tipos de cadenas,
cadenas a tiempo continuo y cadenas a tiempo discretd, sin embargo, en este trabajo solo
haremos uso de las cadenas a tiempo discreto; especificapteute, de las cadenas de la siguiente
definicion.

gEFlNlCION 2.1.1. Una cadena de Markov a tiempo discrelo es une cadena o liempo
rﬁ‘fr-rﬁm {X,} con espacio de estados S, tal que para cada n € N_ycualesquiera iy, iy, ... &, €
S se satisface la siguiente propiedad

ﬁXn — "*anﬂ — "O ----- X‘u—l — "'71—2 X‘r -1 — "ﬂu—]) P(Xn - im_L: "':‘u—'l:]- (21)

OBSERVACION 2.1.2. Como el espacio de estados S es finito o numerable, por conveniencia
de notacion, se asume con mucha frecuencia que S = {0,1,2, ..., N} paraalgim N € N, en
el cuso en que S es finilo, o que S =10,1,2,...} en el caso en que S es nurierable.

Notese que en la propiedad de Markov (propiedad (2.1) de la definicion 2.1.7), éhtiempo
futuro esta dado por n, el tiempo presente por n—1 y los tiempos pasados por 0, 1,720 —2.
Entonces la pl()bdlnhddd del estado en el tiempo futuro depende exclusivamente del estdd()
en el tiempo presente, es decir, no importa la informacion que puedan tener los estadeS en
los tiempos pasados. El movimiento que realizan los estados en la cadena se puede expresar
mediante probabilidades condicionales, a las cuales se les conoce como probabilidades de
transicion.

1




14 CAPITULO 2. PRELIMINARES SOBRE LAS CADENAS DE MARKOV

DEFINICION 2.1.3. Sean i y j dos estados de la cadena de Markov a tiempo discreto {X,}.

La probibilidad
P(Xn = ler—l = P‘)

1, ey .. .
que denotartmes como pﬁf " yepresenta la probabilidad de trancision del estado i en

el tiernpo n — W al estado j en el tiempo n. A estas probabilidades comiinmente se les llama
probabilidades desransicidn en un paso.

. L -1, .
Se sabe que las prababilidades de transicion pﬁj’ ™ no dependen unicamente de los estados

sino también del tiewpo 7, en que se realiza la transicion. Cuando estas probabilidades
son independientes dél piempo se dice que las cadenas de Markov a tiempo discreto son
estacionarias u homogéneas en el tiempo, como se detalla a continuacion.

EFINICION 2.1.4. Una éadeng de Markov a tiempo discreto {X,} es estacionaria u
homogénea si para cuale: %ie u estados 1y j
n—1,n) r ) - . . o ¢
pij = P( n T }lX‘!—l = "‘) = P(Xn+k = }|X11+k—1 = "i‘) (22]
para k= —(n—1),—(n —2),....=L0/L 2, .... Si la condicion (2.2) no se cumple se dice

que la cadena de Markov es no estactonaria.

En las cadenas de Markov estacionarias a_tiémpo discreto se puede simplificar la notaciéon
de las probabilidades de transicion _eSto debido a que las probabilidades pgf_l‘”) son todas
iguales para cualquier n € N, por lofqué' se pifede escribir como p;;, es decir, p;; representa
la probabilidad de ir de 7 a j en un pase:

Siguiendo con las probabilidades de transigién p;; de“alguna cadena de Markov estacionaria
a tiempo discreto, obsérvese que como sus indices i ¥ J estan en el espacio de estados S de
dicha cadena, sus valores varian sobre este egpatio, de modo que el nimero exacto de estas
probabilidades esta dado por |S|?, donde |S| denota la efirdinalidad del espacio de estados
5. Enseguida veremos esto de manera mas conceeta en la‘siguiente definicion v ademas en
la misma se proporcionara la herramienta matematica mas ¢onveniente para el acomodo de
estas probabilidades.

DEFINICION 2.1.5. Sea {X,} une cadena de Markov estaciondfic a tiempo discreto con

espacio de estados finito S = {0,1,..., N}. Para esta cadena existen([N4£1)? probabilidades

de transicion p;. Lo manera mds accesible de trabajor con estas probabilidades es usando
une matriz P, cuyo elemento ij-ésimo es p;;. De esta manero

Poo Por Poz cc PON
Mo P11 Pz o N
P= (p:'j) = P20 P21 P22 vt Pan
PNo PN1 PN2 - PNN

Esta matriz es llamada matriz de transicion de la cadena de Markov {X,,} y contiene
toda lo informacidn importante con respecto al movimiento del proceso entre los estados de

S.
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De lagjgfinicion anterior, el elemento ij-ésimo de la matriz P estd denotado por p;;, y se
ubicg’en la fila 4 —ésima y en la columna j — ésima de P. Este valor y los demds valores de
esta matez satisfacen ciertas propiedades enunciadas en la proposicidon que a continuacion
se presenta.

PRrOPOSICION 2.1.6. La matriz de probabilidades de trancision P satisface las siguientes
condiciones

1) Cada elemento dé P es no negativo, es decir p;; = 0 para todo i, j € S.
J

(2) Los elementos enuda filo de P suman 1, es decir Zjes pij = 1.

Demostracién. El inciso.{1) es obvio ya que todas las probabilidades estan en el intevalo
[0,1]. El inciso (2) se prueba‘de la siguiente manera:

N
Z]U,'J' = QX;( = [)lX;L’ = n‘l + PIX;; = lle_l = P] + P[Xk = 2|Xk_1 = ?]
=0

b PG = N = ]
P(X,=0)U (X WY (X =2)U - U(Xy = N)|Xy 1 =1]
P[Xg\ = Sle—l 7 P] =1

DEFINICION 2.1.7. Decimos que ung mutriz es,estocdstica si cumple todas las condiciones
de la proposicidn 2.1.6.

EjeMmpLO 2.1.8. Consideremos dos urne§ Avy B dentre de los cuales se encuentran distri-
buidas N bolas. Asumamos que una bola es elggda al azax, con probabilidad % (se considera
que las bolas han sido enmneeias y se elige un nimergal azar). Se busca la bole con ese
nimero y se cambia de urna. Sea X, el nimero de bolasenda urna A en el tiempo n. En-

wees la coleceidn { X} constituye una cadena de Marvok gStacionaria a tiempo discreto
é

con espacio de estados finito {0,1,..., N} y cuye matriz de tansicion es lo siguiente:

/[) 1 0 0 -« v e 0 0 U\

% 0 % 0 e e e 0 (VY]

2 N—2
0 % 0 = 0 0 0
P=
N—

L0 e e e 010

Como existen N bolas distribuidas en las urnas, entonces % w0y > 0, Hambicn
Ht—ﬂ = 1 para toda i € N. Asi la matriz P es estocdstica. Bste modelo fue propasto
por Ehrenfest, para describir el intercambio aleatorio de moléeulas en dos regiones separadas
por una membrana porosa.

N—i
N
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DEFINICION 2.1.9. Un wvector ag = (g, ..., ) es lamado un vector inicial, si
> o= Ly o; 20 para todai=0,1,... n.

En el caso en'que una cadena de Markov inicia deterministicamente en un estado, ag tiene
un uno en lastoordenada correspondiente a este estado v ceros en los demas lugares. Por
ejemplo

ap = (1,0,0,...,0)

expresa que la cadenacinicia en el estado 0, es decir Xy = 0 con probabilidad 1. Por conve-
niencia notacional nos veferiremos al vector inicial como la distribucion en el tiempo cero,
esto es

2= P (Xo=k)

La expresion para P (X, =%)€3 simplemente la i-ésima coordenada del vector apP. Llama-
mos a este vector a;. Este vector representa la distribucion de la cadena de Markov después
de un paso. De manera analogasts_ facil ver que ay = (agP) P = ayP?, donde la i-ésima
coordenada de ag es P (X, =i). En_general si uno desea la distribucion del proceso después
de n pasos, dado que el vector inicial®es ag, simplemente hallamos a,, = agP". La matriz P"
que aparece en esta expresion tiene también un significado especial. Se puede demostrar que
P™ es una matriz de transicién que représenta las probabilidades de transicion en n pasos,
cuyos elementos estan representados por pf?}, donde pgf} =P (Xpen =j|Xe=1).

con k=0,1,...,n. (2.3)

Las probabilidades pg.” son fundanientales en divérsos resultados, en especial en la ecuacion

de Chapman-Kolmogorov, la cualhos.da una descomposicion de la probabilidad de pasar

del estado 7 al estado j en n pasos. Paralaexpresionde esta ecuacion requerimos la definicién
(0)

de Dij -

DEFINICION 2.1.10. p\Y = 6,;, donde 6i; €1 % i = jaf®y; =0 sii # j.

PROPOSICION 2.1.11 (Ecuacion de Chapman-Kelmogorow./Para cualquier par de nimeros
entervs vy n tales que 0 < r < n y para cualesquiera estados i j se cumple que

n) r) (n—r)
by =2 _piwi
keSS

Demostracion. En la prueba usaremos el hecho de que el espaciorinuestral 2 se puede
eseribir como la unién disjunta Q = (J,_({X, = k} con r € {1,2,.. .\~ 1}, asf como la
propiedad de Markov (2.1), v que la cadena de Markov es estacionaria. Dadagestas hipotesis
se tiene que

Py = P (Xa = j|Xo =1)
=Y P(Xu=4, X, =k Xo=1)/P(Xo=1)
keSS

=Y P(Xa=jlX,

keS

E s r} n:—r)
=Y P(X, =k Xo= )P (X0 =jIX, = k) =D _pipe "

kes keS

k,Xo=1)P(X, =k Xo=1i)/P(Xo=1)

Por lo tanto queda demostrada la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. |
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2.2. » Clases comunicantes

De aqui.#u adelante, nos enfocaremos tnicamenta en cadenas de Markov estacionarias a
tiempo didcreto, v definiremos que son las clases comunicantes, pero antes debemos hacer
una pausa’para definir el concepto de comunicacion entre estados. Las definiciones y ejemplos
fueron tomadas-de |21| v |22].

DEFINICION 2:2.1. Se dice que el estado j es accesible desde el estado i st existe un entero
(m) . . . . . . .

n >0 tal que p;; > 0, esto se escribe como @ — j. Se dice ademds que los estados i y j son

comunicantes, se‘tseribe como i < j, si se cumple que i — j y j — L.

OBSERVACION 2.2.2. Nufemos que se cumple que ¢ — 1, ya que por definicidn pﬁi} = 1.

Ademads es tmportante acldrdrque el nimero de pasos en el que se accede al estado § desde
el estqglo i puede ser distinto al acceso que se tiene al estado i desde el estado j. Es fdcil
notar que la comunicacidnwes™upa relaecidn de equivalencia ya que satisface las siguientes
propiedades

1. Es reflexiva: @ < 4.
2. Es simélrica: sii <> j, entoncesyy €xi.
3. Es transitiva: sii < j y jA43k,_entoncesd < k.

Por lo que la comunicacion genera gsifta particién del espacio de estados de una cadena de
Markov, dada por los subconjuntos de estados ceinafiicantes, es decir dos estados pertenecen
al mismo elemento de la particion si y solosi'los estades-se comunican entre si. Asi, el espacio
de estados de una cadena de Markov se subdivide en’ clases de comunicacion.

EIEMPLO 2.2.3. Encontrar las clases de comatnicaciongaswciada a lo siguiente malriz esto-
cdstica con espacio de estados S ={0,1,2,3,4,5},

01 23 45
0f3 3 00 00
1fo o010 00

p_2l3 003 30
310 00 & 10

T =
=
=
=
=
=
—

Notese que 0 — 1 en un paso y 1 — 0 en dos pasos, por lo tanto 0 < 1.(Se'tiene que
1 — 2 enun paso y 2 — 1 en dos pasos, por lo lanto 1 < 2. Luego por transitwidad de la
comunicacion, 0 < 2. Como ademds, nunca sucede que 3 — 0, 4 —= 0y 5 — 0, se fene que
la primer clase de comunicacidn estd dada por Cy = {0,1,2}. Ahore analicernos el esifidy 3,
3 —4y3—5 pero nunca sucede que 4 — 3 y 5 — 3, por lo tanto tunicamente 3 <3, asi
Cy = {3}. Por dltimo ndtese que 4 — 5 en un paso y 5 — 4 en un paso, por lo tanto 4 <3 5,
asi C's = {4,5}.
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DEFINICION 2.2.4. Diremos que C' es una clase cerrada si para cualquieri € C' y cualquier
. () i
jécC, p;; =0 para todo n € M.

EieMPLO 272,57 Del ejemplo 2.2.3 vemos que lo clase Cy es cerrada ya que los estados
0,1,2.3 no donjuccesibles desde los estados de Cy.

DEFINICION 2.2%6.#n estado i € S se dice que es absorbente, si {i} es una cluse cerrada.

Eijempro 2.2.7. De naiepo del ejemplo 2.2.5, el estado 3 no es un estado absorbente, ya que

aunque sea un elemento gmico en la clase de comunicacion Cy, esta clase no es cerrada, yo
) L 1

que el estado 4 es accesiblg desde el estado 3, explicitamente, J”:(u) = % > 0.

EJEMPLO 2.2.8. Consideremos lascadena de Markov con espacio de estados {0,1,2,3} y
matriz de transicidn

01 2 3
0f1 0 0 0
po M0 3 0
200 1 10
P\ 1-0/3 0

Esta cadena tiene tres cluses de comungcecion dadas'por C1 = {0}, Cy = {1,2} y C5 = {3}
Claramente el 0 es un estado absorbente; ya que es €l inico elemento de su clase Cy, la cual
es cerrada.

Por dltimo, debido a que la comunicacion es unarelacion desequivalencia, induce una parti-
cion del espacio de estados, esta particion puede ser no trivial oetrivial, es decir, puede haber
mas de una clase de comunicacion o solo haber una (S misma)s

DEFINICION 2.2.9. Se dice que una cadena de Markov es trred@eible si todos los estados
se comunican entre si.

EieMPLO 2.2.10. Retomando el ejemplo 2.1.8, se puede conocer dada Sugmatriz de transicidn

0o 1 2 3 N-2 N-1N

0 0 1 0 0 o 0 0 .0

1 + 0 X0 o oo o0 0 %0
PZ? 02 0 A2 0 0 0
N-1{o o o o o 0o o &2 0 &

N o0 0 0 0 0 0 0 10

que no existen estados absorbentes. También se conternpla que 0 — 1, 1 — 0,2, asi mismo
2 — 1,3; andlogamente se observa la accesibilidad de los otros estados hasta llegar a que
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N—-1— N—-2 N yporiltimo N — N — 1. Realizando un andlisis con respecto a la
comunicacion de los estados se hace notable lo siguiente 0 < 1, 1 < 2, asi sucesivamente
hasta™N =1 < N. Por la propiedad transitive de la comunicacion se tiene 0 < 1,2,..., N,
ya que cualquier estado de la cadena se cornunica con el estado 0, es evidente que todos los
estados de'lagadena se comunican entre si, es decir, existe une dnice clase de comunicacion
y por lo tanbe™tenemos una cadena irreducible.

2.3. Estados .recurrentes y transitorios

A continuacion veremog“Clasificaciones para los estados de una cadena de Markov. Estas
clasificaciones dependepdn de la capacidad de retorno de una cadena a su estado de partida.
Para poder conocerlas, es neﬁa&;ario ver primero las siguientes notaciones y definiciones.

Vamos a denotar como f:-{jn} a la"probabilidad de que la cadena inicie en el estado 7 v visite

por primera vez al estado j en €l tiempo n. Es decir,
10

Jr(n) Xtk = Jl}m;l % I Xotk—2 7é I , Xpa1 # Js X = Pl

Notese que si i = j, fr.(r.") es la probabilidad de retornar por primera vez al estado i en el
tiempo n. Por definicién f(Jm =10, 4,5 €55

Dados dos estados ¢, 7, claramente 7 := n_l f{"} es la pmbabiliddd de iniciar en el estado

¢ y visitar al estado j en algin momento; y sile = j, fi = >, f(”} es la probabilidad de
regresar al estado ¢ en algin momento:

DEFINICION 2.3.1. Un estado j se dicd que es recdrrente si f;; = 1. Un estado j es
transitorio si [} <1

EJEMPLO 2.3.2. Sea {X,.} una cadena de Mafkov con espaeta de estados {0, 1,2, 3} y matriz
de transicion

1190

1000
P =

0 3 0

En este caso f%r{) = 0 para todo n, asi el estado 3 es transitorio. Para“el estado 2 tenemos
1) _ i .. .

que f( ) = 2 ;;‘) =0 para todo n > 2, asi el estado 2 también es transitorio. Les estados 0

y 1 son recur rentes como se muestre en los siguientes argumentos:

* 1) 2) L
fio = oo + I ——"'2

1
F= P4+ Dm0+ 4o+
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Nitese que cuando el estado § es recurrente, los nimeros fjj) Sforman una distribucidn de
oo {n) _
n=1Jj5
1. Por lo tafto es razonable considerar el tiempo esperado sobre el primer retorno.

probabilidadesobre los tiempos del primer retorno. Esto es f ;;L} > 0paratodon y

DEFINICION 28.3. Si [, =1, el tiempo de retorno esperado al estado j estd definido

§ _ oo (n}
por g = 7 e
Los estados recurrentésde una cadena de Markov se clasifican en dos clases, dependiendo
del valor de su tiemp® dé retorno esperado.

27
DEFINICION 2.3.4. Se dice wue un estado recurrente es recurrente positivo si su tiempo
de retorno esperado es finio_y es recurrente nulo si su tiempo de retorno esperado es
infinito.

Eiemprro 2.3.5. Considerem o8 las€adena de Markov del ejemplo 2.5.2. Fue demostrado que
los estados 0 y 1 son recurrentes, ast logtiempos esperados de retorno a estos estados pueden
ser calculados:

) 1 M)3
= n =1'-+4+2'5%%\,
o 2 L PR )
1 = : niy = I 7]"2n——1 = : o ) = n E —
n=2 n=2 n=2 n=1
1

- —1=3,

-9

Por lo tanto ambos estados son recurrentes po§itivos.

2.4. Tiempos y probabilidades de absorcion

En la presente seccion veremos la definicion de tiempo de llegada v probabilidad de absorcion,
también estudiaremos dos teoremas importantes, los cuales guardab una estrecha relacién
con estas definiciones. Dichos teoremas son herramientas itiles para el desarrollo de nuestro
objetivo.

DEFINICION 2.4.1. Sea {X,.} uno cadena de Markow con matriz de transiciging. Diremos
que el tiempo de llegada a un subconjunto A de S es la variable aleatoviod?: Q —
{0,1,2,...} U{oc} duda por

HAw) = inf{n > 0: X, (w) € 4},
donde el infimo del conjunto vacio ) es oo.

Definiendo P;(B) := P(B|Xo =1), B C 2, i € S, se tiene que la probabilidad de que {X,}
inicie en ¢ y eventualmente llegue a A C S es bt = P,(HA < o0). Cuando A es una clase
cerrada, h#! es llamada la probabilidad de absorcién en A.
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DEFINICION 2.4.2. El tiempo esperado o tiempo medio que le toma a {X,,} llegar a A
inicigndosen i estd dado por

kl’j‘ = EI-(HA) = Z nPI-(HA = 'n_) + ocP;(HA = g(;)

n<oc
Si A es una clase cerrada, o kf‘ se le Hama el ttempo medio de absorcion en A.

A menudo eseribifemos, de manera menos formal, como hf* = P;(llegar a A) a la probabilidad
de llegada a A, habiendo iniciado en ¢; v al tiempo esperado para llegar a A iniciando
en i como k* = Bf{tiempo para llegar a A). Se mostrard que estas cantidades pueden
ser calculadas explicitamiente por medio de ecuaciones lineales asociadas con la matriz de
transicion P.

7
EiemrPLO 24.3. Considéretios lo cadene con espacio de estados S = {0,1,2.3} y matriz
de transicion P dada por

100 0
1 1
19 1 g
2 2

PZyo 10 2
2 2
& 0 0 1

Esta cadena tiene tres clases de Comunicacuint Cy = {0}, Co = {1,2} y C5 = {3}. De las
cuales las clases C, Cy son cerradds Yy ademds con un solo elemento, por lo que hay dos
estados absorbentes, 0 y 3, en la catlena. Ahord bi€n, si la cadena inicia en 1, jeudl es la
probabilided de absorcion a 3%, jcudntoltigmpo es requerido pare que lo cadena sea absorbida
en alguno de los estados absorbentes?

Sean

h; = F. (llegar a 3) k; = E; (tiempo pard legar o {0,3}) .

Claramente hyg = 0, hy = 1 y kg = k3 = 0. Supongamos ahéra, que lo cadena inicia en 1,
entonces, en un paso, lo cadena solte a O con probabilidad 123 a 2 con probabilidad 1/2.

Asi

1 1 1
51’12, =1+ 53&(} =+ §k2

El'1 aparece en la sequnda formula porque contamos el tiempo del primer pase. Similarmente,

1
h] = 5}1{’) +

1 1 1 1
hy = =} —hy, ko =14 =k + =k;.
12 211+21‘;J ) +21+2.;

Por lo tanto

1 1/1 1 1
hi==ho==(=h+=)=h ==,
nTg 2(2“ 2) "y

1 1 1
ki=1l+=ke=1+=-(14+=k|=k=2
1 +22 +2(+21) 1

Asi, empezando desde 1, la probabilidad de absorcidn a 3 es l; y el tiempo medio para la
absorcign en {0,3} es 2.
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OBSERVACION 2.4.4. Ndtese que en las primeras ecuactones pare hy y ky hicimos uso im-
plicito de lapropiedad de cadena de Markov, ol asumir que la cadena empicza de nuevo en
su nuevdposicion después del primer paso.

En el siguiente teorema se presenta un resultado general para las probabilidades de absorcion.

TrEOREMA 2.4.5(\Bl vector de probabilidades de absorcion b = (b 1 i € S) es una solucicn
no negativa minimal ol sisterna de ecuaciones lineales

Wt =1 para i € A, o

{ ht = Yjes pihi' para i ¢ A (24)

(Donde solucidn minimal signifiet que st x = (x;: 1 € §) es otra solucidn con x; > 0 para
todo i, entonces x; > h# para’todoy).

Demostracion. Primero veamosigu¢ h* satisface (2.4). Consideremos los siguientes casos:

1) Si Xy =i € A. Entonces, por  defimicion de H*(w). se sigue que H*(w) = 0. Esto
implica que h* = P;(llegar a A) =t

2) SiX,=1i¢ A. De nuevo, por ladefinicion de H4(w), se sigue que H*(w) > 1. Notemos
que, por la propiedad de Markéw;

P(H" < o3| Xy f= j) S Pj(H" < o0) = h'.

Como Q = Ujes{ X1 = j}, donde {¥1 = j} N{X, =k} = 0 si j # k, se sigue por
2) de la definicién de probabilidad (definicion 1476) y la definicion de probabilidad
condicional (definiciéon 1.2.1) que

A A A 1
hit = P(H* < 00) =) Bi(H” < 00, X1 #9)

JES

=3 " P(H < ool X, = JYP (X, =)

jes

= Zf’:‘jhf-

ies
Por lo tanto se cnmple que b4 satisface el sistema de ecuaciones lineales (2.4).
Supongamos ahora que & = (z; : 1 € §) es una solucion tipica de (2.4).

1) Siie A, entonces x; = 1.

2) Siié A entonces, debido a que x; satisface el sistema de ecuaciones (2.4) se sigue ‘qué

x; = Z}JiJ-:I.’J- = Z Pij T ZPI-J-:I,’J.

jes jEA J¢A
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Sustituyendo x; obtenemos

= E]ﬂu + Z Pij (Z PJ'*T*‘)

JeA jgA kes
~ S S (S Toen)
JeA jEA kcA kA
=R(X, e A)+P(X1 ¢ A XeA)+ ZZ;}iJgJJ-k:sz.

JEA kgA

Luego mediante una sugtitucion repetida de z en el término final, después de n pasos obte-
NEmnos

Ti=P(X,€A)+ -+ P:.()Eﬂ, o, Xpa A X, € A)+ Z an Z Pijy Pivgz =~ Pin—1inTin
/ hgA  ngA
=P; (.HA < ?‘l) + Z T Z Pi "jz P 1jnLn-
NgA  ngA

Ahora si x es no negativa, entonces el Viltimo término de la derecha también lo es. Por lo
que x; > P,(H* <n) para todo n. De dqui, por el inciso a) del teorema 1.1.8, se sigue que

x; > lim P,(H* < n)= P(UW(H <n)) = P,(H" < ) = h.

i
T—00

Por lo tanto 2* es la solucion minimaldel sistemd (2.4). n

EJEMPLO 2.4.6. Retomemos el ejemplo £.4.3. El sisfema de ecuaciones lineales (2.4) para
h=hB estd dado por

h;;: 1
1 1 1 1
hiy = 5!10 + 5?12, hy = 5311 + 5133.
Luego
1 1 /1 1
h, = =1 — | =F —
11 21{;+2(211+2)
Y asi
1 2 2 1
hy ==+ =hy, ho= -4+ -hg.
T L S

El valor de hy no estd determinado por el sistema (2.4), pero lo condicidn de{thanimalidad
nos leva a tomar hy = 0, y se obtiene, nuevamente, que hy = 1/3. Se obtiene ademds que

hy =2/3, y hy = 1.

Ahora, en el siguiente teorema se presenta un resultado general para los tiempos medies de
llegada. Recordemos que k' = [, (H“") , donde H es el primer tiempo en que {X,,} lléga a
A. Usaremos la notacién 1p para la funcion indicadora de B, asi, por ejemplo 1(x,—; es la
variable aleatoria igual a 1 si X} = j e igual a 0 en otro caso.
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TEOREMA 2.4.7. Bl vector de tiempos medios de llegada k™ = (K 1 i € S) es la solucion
no negativa_minimal del sistemna de ecuaciones lineales

k=0 para i € A,
(2.3)

=1+ ZJéApU 4 parai g A

Demostracion. Pdra demostrar que &% es solucion del sistema (2.5), consideremos los
siguientes casos.

1) SiXy=i€A, enthnges H(w) = inf{n > 0: X, (w) € A} =0, asi k& = 0.

2) SiXy=i¢ A, entoneed H(w) = inf{n > 0: X,,(w) € A} > 1. Luego por la propiedad
de Markov,
EAH X, = j) = L+ E;(H").

Por lo tanto

K =E(HY) =Y B (HY¥xy) = ) B (HY1X, =) P(X, = j)

Jjes Jjes

:Z(I—FEJ-(H p,_,fl—l—ZE pufl—FZp,JJ.

eS8 JES. j¢Aa

Asi se cumple que k4 es solucion del sigferia (2.5

Demostraremos ahora que k2 es la solucion minitmal™del sistema (2.5). Supongamos que
y= (y;: 1 € S) es una solucion tipica del sist€nia (2.5) eonsideremos los siguientes casos:

1) Siie A, entonces kIA =y; = 0.

2) Sii¢ A, entonces

i =14 pigy; = 14wy ( + ZPJ}\J;‘) = P (HA 2 D)+ BAHY = 2)+) 7> pipsn

JgA JgA k¢ A jEAKEA

Asi, realizando repetidamente sustituciones de y en el término final obtenemos, después de
n pasos

yi = P, (HA z 1) ++ P HA z n Z Z PijiPirge " P vin¥w
JléA Jngfi

De esta manera, si y es no negativo, entonces el altimo término de la derecha es noweégativo.
Por lo tanto y; > P (HA > 1) + .-+ P (HA > n_.) ., v finalmente, si hacemos tendér.n a
infinito, se sigue que

Yi 2 ZP:- (H* = n) =E, (HY) = k.
n=1

Por lo tanto se cumple lo deseado. |




Capitulo.3
Coleccién de cupones equiprobables

En el presente capituloy estudiaremos el primer caso del problema del coleccionista de cu-
pones, el cual involucra uia e”més personas que desean completar colecciones de cupones
equiprobables. Al ntimero de colecciones lo representaremos con la letra m y asumimos que
cada una de estas m colecéifngs” estarda compuesta por un niimero finito, por decir N, de
diferentes tipos de cupones, quespor simplicidad denotaremos con los nimeros 1,2, ..., N,
Los cupones aparecen de uno enumo en secuencia de forma independiente, por lo que la
adquisicion es de un cupdon por unidad de tiempo. Asumiremos que la probabilidad de ad-
quisiciéon de un cupén cualquiera esta dada por % por lo que cada uno de los diferentes tipos
de cupones seran en cualguier unidad detiempo igualmente verosimiles, es decir, siguen una
distribucién uniforme. Nuestro ebjétivo serd determinar el nimero esperado de cupones que
se deben adquirir para completar la§8 m colec¢iones. Al final de este capitulo se muestra un
ejemplo de aplicacion de los resultados presentddos. Lo que veremos en este capitulo se basa
en su mayoria en |12].

3.1. Analisis de una coleccién mediante la distribuciéon
geométrica

En esta seccion analizaremos el primer caso del problema del coleceionista de cupones, el cual
se describe de la siguiente manera. Consideraremos una persofia que desea completar una
coleccion de cupones, es decir, m = 1. Para hallar el nimero esperade”de cupones que dicha
persona necesita comprar para completar su coleccion, usaremos el enfoque de la distribucion
geomeétrica. Iniciamos definiendo a X como el niimero aleatorio de cupones\gue esta persona
necesita comprar para completar su coleccion. Representamos a X de lasigitiente manera

\:'
X=Xi+Xo+ - +Xy=)_ X, (3.1)
i=1

donde cada X; representa el nimero adicional de cupones que se necesita conlprar, para
pasar de tener ¢ — 1 a ¢ diferentes tipos de cupones. Es claro que el niimero adiciopal de
cupones que necesita comprar para pasar de tener cero cupones a un cupon es 1, essdécir,
X; = 1. En general, cuando se han recolectado i diferentes tipos de cupones, se tiene que la
probabilidad de adquirir en la siguiente compra un cupon distinto a estos i cupones esta dada
por el nimero de casos favorables de obtener un cupén distinto entre el total de cupones
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existentes, es decir,
N—i
N
Ahora biengdebido a que los cupones aparecen de forma independiente, las variables X,

i =12 ... N son independientes v para cada i € {2... N}, X; tiene una distribucién
R PA I Y I ' 7 Ahi

geométrica, domde el pardmetro esta dado por p; = "\'_\f“. En consecuencia, podemos deter-

minar los valores esperados para cada una de estas X}, como se muestra enseguida

ie{l,....N—1}.

1 N o ,
]E[XI]:E:m 'ﬂE{Z:...,f\}.

Notemos que lo finico que'nes falta obtener es E[X;]. Dado que X; = 1, usando la proposi-
cion 1.3.11 inciso 1), se sigud qué'E[X;] = 1.

1.2.... N, podemos determinar ebfitigero esperado de cupones que una persona tiene que
comprar para completar su coleccidngesto se obtiene calculando E[X], donde X esta dado
por (3.1). Aplicando la proposicion 1.3.1Linciso 3), se tiene que

En vista de que ya conocemos led valores esperados de las variables aleatorias X;, ¢ =

E[X] = E[X7}= - - + E[Xx].

Por lo que

1 1 1 1

N . N N
N, VN O AN N
N N-1 “¥3y2 2 1

Nl
=N —.

Por lo tanto, el nimero esperado de cupones que debe comprar una persona para completar
una coleccion es
N

EX]=NY_ % (3.2)

i=1

Por otra parte, cabe mencionar que podemos calcular la varianza de X, considerando de

nuevo a X como en (3.1). En efecto, notemos primero que Var[X;] = 0, pues’EfX;] = L.

Luego, como las variables aleatorias X; son independientes y Var[X,] = I—;j”—‘ (¥a ghe tienen
:

distribucion geométrica), con p; = % para toda i € {2,..., N}, sucede que
N N N N—i+1
r r 1—pi 1- ( N )
Var[X] = Z;\dl[xi] = z; = Z; (N_I-H)'z
= = i i= N
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Por lo tanto
Noooi—1)
Var[X] =Ny ———— . 3.3
X ;(N—an (3:3)

Asi mismogitilizando la distribucién geométrica también podemos calcular el valor esperado
y la varianza_del ntimero de cupones para obtener k& < N cupones distintos de la coleccidn.
Estas formulag®son obtenidas de forma analoga a (3.2) v (3.3), v estan dadas por

N N N < 1
:1+N—1+N—Q+m+}\-'—k'+l:]\';N—i—e—l’

k . . -
donde Xy (k) =35, X; és el'nimero de cupones requeridos para obtener k cupones distin-
tos. Es decir,

k
B )] = N ﬁ (3.4)

Este valor esperado representa el tamafio\promedio de la muestra para obtener los & cupones
distintos. La expresion para la varianza_de\ X n(k), con & < N cupones distintos, esta dada

por
¥

Var[ NG (k) = ND

=2

(i-1)

(N—i+ 17 (3.5)

OBSERVACION 3.1.1. Notemos que cuondd k = Neen-(3.4) se tiene que E[Xy(N)] =1+
ﬁ + % + 4 N, es precisamente lo sohycion ‘del problema del coleccionista de cupones

para el caso de una distribucion uniformegandlogdmente se puede observar de (3.5) que

Var{Xn(N)] = Var{X].

Por iltimo, veamos la distribucion de X (el niimero de cupones,requeridos para obtener toda
la coleccion de N cupones), como se menciona en |17], esta di§tribucion fue determinada en
[24] v esta dada por la expresion

N-1 o, {,
Fn)=P(X<n)=1-P(X>n)=1- Z (?) (l - %) (=™, n> N

i=1

Por su parte, la funcién masa de probabilidad de X, esta dada por

F(n), para n = N,
fn)= (3.6)
F(n)—F(n—1), paran> N.

3.2. Analisis de una coleccion mediante cadenas dé Mar-
kov

A continuacion consideraremos nuevamente el primer caso del problema del coleccionista de
cupones visto en la seccion 3.1, pero ahora usando el enfoque de las cadenas de Markov.
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Recordemos que se requiere encontrar N diferentes tipos de cupones para completar una
coleccion. Dado que se obticne un cupon por cada unidad de tiempo, denotemos por Y, a
el nimerd de tipos diferentes de cupones que se han recolectado después de n unidades de
tiempo y supbngamos otra vez que la probabilidad de encontrar un cupén de cualquier tipo
en un tiempo“cualquiera esta dado por % Claramente {V,}, n =10,1,2,... es una cadena a
tiempo discret&€on espacio de estados S; = {0,1,2,..., N}. Esta cadena también satisface
la propiedad de Nlackov, va que por ejemplo, la probabilidad de que en el tiempo n se tengan
exactamente 5 cup6ne§ distintos, depende tinicamente del niimero de cupones distintos en el

tiempo n — 1.

Dado que {Y,} es una eadena de Markov a tiempo discreto, para calcular el valor espe-
rado y la varianza de Y, para_un valor fijo de n, tomamos a, = (a},n); a‘ln): o ;G.K-L)) donde
ain) = P(Y, = i), el vector d¢ prohabilidades de ¥, que se obtiene como se indica en la

seccion 2.1, Utilizando este vegtof se tiene que
N N N 2
EY,] =Y il $oNarly,] =3 % — |3 ial”| (3.7)
i=1 i=1 i=1

Notese que el valor esperado de Y, representa el nimero esperado de tipos diferentes de
cupones que se recolectan en una muestra'de tamaino n (o al tiempo n).

Ahora bien, de acuerdo a lo visto en la_seccion 2.1, como el espacio de estados S; tiene
cardinalidad [S1| = N + 1, esto implida\gue exidtens (N + 1)? probabilidades de transicion
para la cadena. A continuacion se presentanlas probabilidades de transicion.

Para i, j € 57 se cumple que

Py — sit+1=j, 3.8
1[1_} Js

0, en cualquier otro casor

T

En la siguiente matriz de transicion P de dimension (N + 1) x (N 491).s¢ pueden observar
todos los valores de las probabilidades de transicion de S; obtenidas usandoda expresion (3.8):

/[0 1 0 v oo 0

0 + 0

0 0 0 - 0
P =

0 - 0 ¥

\ 0 - 0 0

De la matriz P;, notemos que la tnica clase cerrada de la cadena {¥,} es {N}, por lo que
el estado N es absorbente. Esto nos indica que la cadena {Y;,} debe alcanzar a este estado
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absorbente. Es de nuestro interés conocer el tiempo medio que tarda en completar dicha
accigh va.que es equivalente a encontrar el nimero esperado de cupones que se necesitan
recoléefarepara completar una coleccion de N cupones. Para poder determinar este tiempo
medio, usaremos el teorema 2.4.7, lo que nos conduce a resolver el siguiente sistema lineal

ky =0,
k:’ =1+ Zj#;\" P:jkj: i % "NY:

donde k; es el tiempo.esperado para llegar al estado N cuando se inicia en el estado 7. Del
sistema anterior v 16s elementos de la matriz de transicion P, obtenemos el siguiente sistema
lineal de ecuaciones

(ko=1+k by =0
ki=1+ ~k + &5k, ko1 =1
ko= 14 2k + Y2 v =1+ Fky
=

kn_o =1+ AZ_ZI,{N_Q + ‘I%.k‘.\:_l

rJC:'\"—1 =1+ :\:\" k:\"—l

k".\.' = [)

De este sistema es facil ver que el tiempol esperadopara obtener los N cupones de una
. - AK:'
coleccion esta dada por ko= N> .0, 2

i=1 i

3.3. Analisis directo de multiples colecciones

En esta seccion veremos el problema de recolectar miltiples colection€és de N cupones equi-
probables. Supongamos que m hermanos coleccionan cupones con el'objetivo de completar
m colecciones con N cupones distintos. La completacion de sus m“colecéiones la hacen a
través de un entorno colaborativo, usando una regla que es valida para cempletar un niimero
finito de colecciones. [lustraremos esta regla mediante el siguiente ejemplge

EieMmpLo 3.3.1. Consideramos dos hermanos que desean completar dos chlegtiones de N
cupones. Sus colecciones se irdn completando mediante el siguiente orden. Supohgarmos que
cada vez que se compra un cupdn, si el hermano mayor no lo encuentra en su eoledcion se
queda con él, en caso contrario se lo pasa al hermano menor.

De acuerdo al orden para completar estas colecciones podemos hacernos la siguiente pregumta:
;Cudl es el nimero esperado de cupones necesarios para formar m colecciones usando el
proceso colaborativo mencionado anteriormente?, con seguridad este niimero es menor que
m veces el niimero promedio de cupones necesarios para completar una inica coleccion (ver
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seccion 3.1 v seccion 3.2). Para responder a esta pregunta presentaremos la solucion exacta
encontrdda en 1960 por D. J. Newman y L. Shepp, que consiste en determinar el tiempo
esperadd que se necesita para completar m colecciones de N cupones igualmente probables.
Empezamos€one suponer que deseamos obtener m colecciones de N cupones igualmente
probables. Pataesto, vamos a denotar por X al nimero aleatorio de cupones necesarios para
completar m coléCeiones v por p; a la probabilidad de fracasar en obtener las m colecciones
dentro de los prineros i cupones recolectados. Notemos que p; = P(X > i), va que hasta el
tiempo ¢ atn no se’logra completar las m colecciones. Luego, por el teorema 1.3.12 se tiene
que

oo oo
Y =) P(X >i)=E[X]. (3.9)
i=0 i=0
Como nuestro objetivo es deterinar el valor de E[X], resulta de vital importancia encontrar
una expresion para calcular eFvalor.de las p;. Se tiene que

M,
Pi = 7

Mt

: (3.10)
donde M; es el niimero de maneras en«ue se pueden adquirir i-cupones de tal forma que se
falle en obtener m copias de cada uno de lgs N cupones y, claramente, N* es el niimero de
secuencias distintas de ¢ cupones. Por lo amterior, necesitamos conocer como se calculan las
M;, para lo cual, sin pérdida de geseralidad denotamos los cupones por xy,...,xx. Por el
teorema multinomial (ver |24, pag.A10|) se sighe que

(x1+ 22+ +an) = E Aty
Py ey TN

r1tre ey =i

El valor de M; resulta después de eliminar todeSyos términos de la expresion anterior para
los cuales cada variable tiene exponente mayor=tue m — I yhhaber evaluado en (1,...,1).
Para esclarecer mejor este procedimiento, daremos enseguidasin ejemplo.

EjEMPLO 3.3.2. Supongamos que deseamos m = 3 colecciones de N, = 2 cupones diferentes.
Estamos interesados en caleular Mg, es decir, el nimero de formas en que en los primeros
6 cupones odguiridos no se obtengan tres copias de coda uno de los dos cupones distintos.
Por el teorema multinomial, tenemos que

(x4 1,)" = Z ( 0 ):1:1'

o
r1+ra=6 1,72

© atag+ ( °)at 6 15, (0
([); 6) :1:?:1:-[2 + (6; [J) :1:3:::3 + (l; 5) :1:{:1:3 — (5; l) P
6, 6 . 6\ 4 .
+ (Z 4):1}f:133 + (‘L 2) :rf:rfé + (3= 3):1:‘1;:133.

Luego buscamos los términos donde las dos variables tengan exponente mayor a m — 1 & 2

y se eliminan. Realizando lo anterior obtenemos,

6 0,6 6 6, .0 6 1,5 6 5,.1 6 2 4 6 4.2
riT, + Ty + riry + TiT5 + Tixs + Ty,
([),6) 2 (fi,l)) 2L s ) 2,47 T g2




3.3. ANALISIS DIRECTO DE MULTIPLES COLECCIONES 31

Por diltimo, evaluando la expresion anterior en (xy, 25) = (1,1) tenemos que

6 6 6 6 6 6
= (0s) + o)+ () () = (20) = () =

Ahora bienfetiisiderando un nimero m fijo, denotamos por P(xy,...,zx) a un polinomio
o una serie dd petencia, y denotamos por {P(xq, ..., 25)} al polinomio resultante cnando
todos los términos con todos los exponentes mavores o iguales a m son eliminados. De esta
notacion y (3.10)tenemos que

L+t an)') evaluadoen z; = ... =1, = 1. (3.11)

pi =

. -1
Definamos S, (t) = ::n o y consideremos la expresion dada a continuacion
e L1 . LN .

F=e "G (E — (Srm('r‘l)) Koo X (E V= (Srm('r‘:'\"))'

Entonces de la definicion de S, ()% de la definicion de funcion exponencial vista como serie

de potencias se tiene que

o0 . . k +oct g m—1 Lk m—1
Fzz(.ll—F""F.I,;\r) . I_l_ 2 EI’Y Z
k! | !
be=0 ey Je=0 k=0
o0 s g
- | N Z
k=0 k! k:m )
Es evident todos los tes en fodos los fepfiiinos de Y5 2 s/ =
5 evidente qllﬁ 0008 108 EX[)[)IlﬁIl.ﬁh en tedos los termmos de k=m F! k=m J11

+oc

ak,
hem T SON mayores o lgudleh am, por lo que todos loss€xponentes en todos los términos

Zl
de Z,\ o T Z,\_m i también son mayores o igualega m. Como se remueven todos

=m k!
los términos con todos los exponentes mayvores o iguales a m 'dé Zk:ﬂ%: entonces

F se reduce a
= (:I,’l + 4+ :If‘.\-':lk 2y bk
F: Z# :{l,,, 1++m}_
k=0

Notemos que, como consecuencia de (3.9) y (3.11), tenemos una nueva expresion para E[X]
dada por

E[X] = Z {(r1 + -+ ax) }, evaluadoen o3 = - = on = 1. (3.12)

1

Enseguida presentamos una identidad (la cual puede ser facilmente verificada, usand®,yre-
petidamente, integracion por partes) que nos serd de mucha utilidad para encontrarotra
expresion para E[X],

—Ntgy,
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De esta identidad y (3.12), tenemos de inmediato la expresion siguiente

= i [T N
E[X] = §= ({(:1:1 + ot an)'EN /n 7€ “d!.) , (3.13)
evaluado en o, =g = x5 = L.

Notese que en el Tadesderecho de (3.13) es posible intercambiar la integral v la sumato-
ria, debido a que podetnes aplicar el teorema de Tonelli para funciones no negativas (ver |5,
teorema 5.2.1, pag. 152|)7 Qbtenemos asi que el lado derecho de (3.13) es igual a

co4 o) ;
/ { ZRELE S s,
'Y

= N/ [H““J“'"”N} — (" — S (txy)) x e x (e — LS‘,H(!,:J:A.-))]H_M(I!..
i

Evaluando la expresion anterior en 1= 1 = -+ = xx = 1 se tiene que

EX] =N /n ) N — (e = S, )N eV At =N / ) [1—eN(e = S, (8)"] dt

0

,.fx R P N :rx _ el N
_;\/n - (et(e! — SlpyY] dt ;»/n (1= (1= e85, (6)"] dt.

Por lo tanto

E[X] = N/nx [1 £ (D= e 'Sty "] dt. (3.14)

Por tltimo, para determinar el valor explicito de (3.14) se.debera sustituir el valor corres-
poudiente de S,,(¢) e integrar.

EJEMPLO 3.3.3. Supongamos que gqueremos completar m = 2 colecedones de N = 2 cupones,
entonces

[X]_z/ 1— (1= Sy(t)e” )Q]rf!,:?/ [1— (1= (1+t)e")?| df
0
/ [El—i—t (L+1t)%e 725] dt =4 lim | (1+t)e ™ dt—2 limf (14 t)% 2tdt.
0

a—oe fy (—+00

Integrando por partes obtenemos

Por otra parte, usando la farmula (3.2), es facil ver que el tiempo esperado para cornplebdr
solo una coleccion de N = 2 cupones es 3. De manera que en el entorno colaborativo aqui
conternplado, el tiempo esperado para completar dos colecciones de dos cupones es menor al
tiempo esperado para completar ambas coleceiones sin colaboracidn,




3.4. ANALISIS DE MULTIPLES COLECCIONES MEDIANTE CADENAS DE MARKOV 33

EJEMPLO 3.3.4. Supongamos chora que queremos completar m = 2 colecciones de N = 3
cupofies, entonces

gy ~ _ _ g e—L 3 It = : - _ _ ’e—f, 3
IE[X]-J/G [1— (1= Sy(t)e™")?] dt ;/ﬂ [1—(1=(1+t)e ™’ dt
=3/ (L4t =3(1L+1t)%e * +3(1L+t)e '] dt
0

=3 lim / (1 +t)*e dt — 9 lim / (1+ )% 2dt +9 lim / (14 t)e tdt.
0 0 0

a0 10—+ 00 a—+00

Integrando por partes Oblenemos
E[X] & 9.64.

De nuevo por (3.2), es ficil ver’que el tiempo esperado para completar solo una coleccidn
de N = 3 cupones es 5.5. D€ m@nera que nuevamente se observe que, en nuestro ambiente
colaborativo, el tiempo esperado para-completar dos colecciones de tres cupones es menor ol
tiempo esperado para completar ambus colecciones sin colaboracidn alguna.

3.4. Analisis de multiples colecciones mediante cade-
nas de Markov

En esta seccidn presentaremos un anélisis de laTnisina situacion vista en la seccién 3.3, pero
ahora bajo el enfoque de las cadenas de’ Markov. Censideremos m colecciones de N cupones,
donde m = 2 0 m = 3. De manera general (dehotamos a®X,,, n = 0, como la variable aleatoria
que representa nmero de cupones diferentes en las colecciones después de n adquisiciones,
De este modo }gihn = 0} es una cadena dé Markov guyt espacio de estados son parejas
ordenadas en el caso de m = 2 y son tripletas ordenadas enel gaso de m = 3 como se muestra
a continuacion:

e Param =2y N € N se tiene que el espacio de estados de la_cadena es

donde i representa el nimero de cupones diferentes que tiene el Hermano mayor y j
representa el nimero de cupones diferentes que tiene el hermano menor.

e Para m =3y N € N se tiene que el espacio de estados es

‘931\" = {(?,?, k) '?,;'4 ke {[), l: st Y},? Z ;’ z k},
donde i representa el nimero de cupones diferentes que tiene el hermano mayor, j répre-
senta el niimero de cupones diferentes que tiene el hermano de enmedio v k representa
el mimero de cupones diferentes que tiene el hermano menor.
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3.4.1. El caso de dos colecciones

Empecemes con suponer que tenemos dos colecciones, m = 2, de N = 3 cupones distintos.
En este cado, el espacio de estados es

Sys £ {(0,0),(1,0), (1,1),(2,0), (2. 1),(2,2), (3,0, (3,1). (3,2). (3. 3)}.

Notemos que Sas'tiene 10 elementos. Enseguida vamos a obtener una formula general que nos
permita calcular la cagdinalidad del espacio de estados Sy para cualquier N € N. Obsérvese
la siguiente tabla:

; J 0 1 2 3 _ N No. de estados
0 (0,0) 1
1 (1,0) | (1.1 2
2 2,0) | (Z 17 (2.2 3
3 3,00 | 3. 1) 732 | (3,3) 1
N (N,O) [ (N, 1) | (V2L (N,3) | -+ | (IV,N) N+1

Tabla 3.1oTabla de estados de Sy

Para encontrar la suma del nimero de #8tados énda iltima columna de la tabla anterior, se
usara la famosa formula de Gauss aplicada a los pfiméros N 4+ 1 nimeros naturales, por lo
que la cardinalidad de Syy estara dada per

(M+ D(N +2)

|Son| = —Cg—

donde N representa el niimero de cupones diferentes de la celeckion. Asi, por ejemplo

3+0D(3+2 1) (5
155 = B )2( +2) _{ ],2“):1&

como ya se habia observado.

Hallaremos ahora una expresion general que nos permita calcular todas las probabilidades de
transicion en el espacio de estados Sy para cualquier N € M. Para tal fingVeamos algunas
probabilidades de transicion para los elementos (i, 7) de Sas.

e Iniciamos en (0,0) y adquirimos un cupén, el cual se aniade a la coleccion’ del hermano
mayor, por lo que se pasa al estado (1,0) con probabilidad 1.

e Si estamos en (1,1) y obtenemos un cupon distinto al que tiene en su colec€idm, el
hermano mayor, entonces el cupén comprado se anade a esta coleccion, por lo gue
se pasa al estado (2,1) con probabilidad % Similarmente, si estamos en (1, ()%
obtenemos un cupon distinto al que tiene en su coleccion el hermano mayor, entonces el
cup6n comprado se anade a esta coleccion, asi se pasa al estado (2,0) con probabilidad
S22 Asi mismo, si estamos en (2, 0) v obtenemos un cupoén distinto a los que tiene en
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swcoleccion el hermano mayor, entonces el cupén comprado se anade a esta coleccion,
pordo que se pasa al estado (3,0) con probabilidad =2, Observemos también que

N
i estamos en (2,1) y obtenemos un cupén distinto a los que tiene en su coleccion el

hermwane mayor, el cupon comprado se anade a esta coleccion, asi pasamos al estado
(3, 19con probabilidad ¥ Andlogamente, si estamos en (2, 2) y obtenemos un cupén
distinterd los que tiene en su coleccidn el hermano mayor, entonces el cupon comprado
se anadd aesta coleccion, por lo que pasamos al estado (3,2) con probabilidad £

e Siiniciamos en {1,0) y obtenemos el mismo cupén que tiene en su coleccion el hermano
mayor, el cupdén gomprado se anade a la coleccion del hermano menor, asi se pasa al
estado (1,1) con probabilidad ;. = . De la misma manera si estamos en (2,1) y
obtenemos uno de los*Cupones existentes en la coleccion del hermano mayor, entonces
el cupén comprado se aipfde a la coleccion del hermano menor, asi pasamos al estado
(2,2) con probabilidad % = 2_T1 Vemos también que si estamos en (3,0) y obtenemos
un cupdn, éste se afiade a lareoleccion del hermano menor, asi pasamos al estado (3, 1)
con probabilidad % = % = T_ASi mismo, si estamos en (3,1) y obtenemos un cupon
distinto al que tiene en su colecgifmel hermano menor, entonces el cupon comprado se
afiade a esta coleccion, por lo que_pasamos al estado (3, 2) con probabilidad % = %

Andlogamente si estamos ens3, 2) ¥ obtenemos un cupén distinto a los existentes en la

coleccion del hermano mender@ntonees el cupén comprado se anade a esta coleccidn,

asi pasamos al estado (3, 3) Conrprobabilidad + = %

e Si iniciamos en (1,1) v obtenemos €l cupén qué tienen en comin el hermano mayor
v el hermano menor, el cupon comprado no se<queda en ninguna coleccion, asi per-
manecemos en el estado (1,1) con probabilidad §«/De la misma manera si estamos
en (2,1) y obtenemos el mismo cupdon que tiene el Hermano menor, entonces el cupon
comprado no se queda en ninguna coleccion, de manera”tjue nos quedamos en el esta-
do (2, 1) con probabilidad £. Vemos también que si estarmds en (3,1) v obtenemos el

cupon existente en la coleccién del hermano menor, entonces.el cupon comprado no se
anade a esta coleccion, asi permanecemos en el mismo estade’(3,1) con probabilidad
% Analogamente, si estamos en (3,2) y obtenemos uno de los tupones existentes en la
coleccién del hermano menor, entonces el cupén comprado no se anadgia esta coleccidn,

por lo que permanecemos en el estado (3,2) con probahilidad %

e Por daltimo, si estamos en (3, 3) y obtenemos un cupén, no se aiade a ningnna colec-
cion, va que las colecciones estan completas, asi permanecemos en el estade (3} 3) con
probabilidad 1.

Siguiendo la misma idea que en el caso anterior para Say, se tienen las siguientes probabili-
dades de transicion en Soy para cualquier N € [N,
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(0,00 — (1,0), con probabilidad 1,
(i+1,7), con probabilidad ¥
(i,7) — (i,j+1), con probabilidad %
(,7), con probabilidad JT
(N, Ny — (N,N). con probabilidad 1.
Notemos que {(N, N)} es una®lase ¢errada, por lo que el estado (N, N) es absorbente, mien-

tras que el resto de los estados geif transitorios. Suponiendo que i = N (cuando completamos
la coleccion del hermano mayor) Se ebtiene que

- e N—j
_— (N.7 41, con probabilidad =,
4 'Y,j —

4V, 1), con probabilidad <.

Usando las expresiones anteriores tenemos todas laS probabilidades de transicion en Sa3, las
cuales se pueden observar en la matriz'de transiciofh 25, que enseguida se presenta.

[0 10 00v0 0020 0
004 2°¢Dh 0 0700
0032020 0090
00002012%00w
0000 3

P23:

Dada va la matriz Py, para m = 2 y N = 3, nos interesa sabher el tiempo medio (ue se
tarda la cadena {X,,n = 0} en alcanzar al estado absorbeunte (N, N), pues dicho valopes, el
tiempo esperado para completar las dos colecciones de tres cupones distintos equiprobables,
Esto se logra determinando el valor de k{{;n;\) al resolver el sistema (2.5) del teorema 2.4+7,
de manera andloga a como se resolvid para el caso de una sola coleccidn bajo el enfoque de
las cadenas de Markov. Enseguida se presentan los resultados obtenidos después de ciertos
calculos.
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Fooy = 1+ ko (k3 =0
- r’i‘ 3.0 = 3
kaoy = 14 3kan) + 5keo @2
‘ kg =2
k(l,l] = 1+ Tlgk{l,l} + %k{ll] 2
. ko =45 =055
k2w = 1+ 2ken) + ko :
k‘{g‘g} =6
) kel + sken + 3ke2) + ke 4 -
. — ki ==L =6.7T5
k(20 = L %r’i‘{z,z} + %fi‘{:;,z} @1 N
o ko = % = 7.33
ko) = TF#Kaq)

‘ k=3 =825
ki =1+ %k(s,n + %k(:;,z) w1 :

. kg = 3L~ 8.64
kiza) =1+ kg ‘

k‘m o) = ; o
kza) =0 ‘ 6

Por lo anterior, se sigue que el tiempo'esperado para completar dos colecciones de N = 3

cupones distintos equiprobables es kg o= % =z 9.64.

3.4.2. El caso de tres celecciones

Ahora se considerara el caso de m =3 _coleccionés.fon N = 2 cupones distintos. Como ya se
ha mencionado, este problema se puedenedelar usafidouna cadena de Markov, {X,, n > 0},
cuyo espacio de estados Ssp consiste en triplétas ordénadas; especificamente

Sgo = {(0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1), (2,90). (2, 100772, 1,1),(2,2,0),(2,2,1),(2,2,2)}.

En este caso, tenemos que el nimero de estados de Syy esfde 10, esto es, [Sy| = 10. A
continuacion, obtendremos una formula general que nos permitizd calcular el niimero de ele-
mentos de Siy, es decir, la cardinalidad de Ssy, |San|, para cualquier N € N,

Ahora bien, de acuerdo al orden a como se fueron presentando las_parejas ordenadas del
espacio de estados Sox para el caso m = 2 y cualquier N (véase la tabla' 3.1) se formaran las
tripletas ordenadas del espacio de estados Sy para algunos N especificogi\Este proceso se
lleva a cabo para conseguir la formula general para la cardinalidad de S35, Notemos que a los
tres pares ordenados de la primera columna de la tabla 3.1 (con N = 2) padetnoes agregarles
un cero al final para conseguir una tripleta ordenada (4,7, k) con 1 < k <4 91 < 2, por
lo que obtenemos (3)(1) = 3 estados de Ssy. Siguiendo el mismo razonamiente)a los dos
pares ordenados de la segunda columna de la tabla 3.1 podemos agregarles al"figal el 0 6
el 1 para conseguir otros estados de S;p, por lo que obtenemos (2)(2) = 4 estadoSsde, S; .
Analogamente, al par ordenado de la tercera columna podemos agregarle al final &l §1 6
2 para obtener otros estados de Syy, asi se obtienen (1)(3) = 3 estados de Syy. Obsetva-
mos que estos son los tnicos estados de Szy con N = 2, por lo que este procedimiento nos
proporciona una forma de organizarlos para contarlos, dicha organizacién se muestra en la
siguiente tabla.
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Estados No. Estados
(0,0,0) | (1,0,0) | (2,0,0) (3)(1)
(1,1,0) | (2,1,0) [ (L,1.1) | (2,1,1) (2)(2)
2,2,0) | (Z2.1) | (222 (N)(3)
ToraL = 10

Tabla 3.2: Conteo de los estados en Sy

Siguiendo un procedimicuto analogo al del caso m =3 v N = 2, obtenemos la signiente tabla
donde se organizan log“estados de Sin con N = 3, Sas.

Estados No. Estados
(0,0,0) | (1,0,0) 142,0:0) | (3,0,0) (4)(1)
(1,1,0) | (2,1,0) | (3,1,00 | (L,1,1) | (2,1,1) | (3,1,1) (3)(2)
(2,2,0) | (3,2,0) | (242,11 | (3,2,1) | (2,2,2) | (3,2,2) (2)(3)
(3.3,0) | (3.3,1) | (3.3'2/1(3.3.3) (1))
TorarL= 20

Tabla 3.3: Conteoyde los estados en Siz.

De la tabla 3.2 v tabla 3.3, notemeS que la suma, del nimero de estados (No. Estados) se
puede obtener de manera general con la'siguiente’expresion que es igual a la cardinalidad de
A.SYRANT

[San] = (N 4+ 1)(1) + (N2)+ (N=13) + -+ (1)(V +1).
Enseguida simplificaremos la expresion dada _anteriormeénte usando las [drmulas conocidas

R +1 0 +1)(2n+1 4 - .
Z:Ll P = w v Z:;l 2= w aplicadas a log"Ny+ 1 primeros niimeros naturales.
Notemos que

N+1 N+1 N+1
|Ssn] = 3 k(N +2—k) = (N+2) (Z ) k2

vy (SR (O )
(N+2) N4 2)(N +1) +1)N+2)2(N+1)+1)

6

N+2)N+1)(2N+2) (2(NV +1)+1))
( (X

(N+2}(N+1) ’aN+F—2N ): (N+2)(N+1) (N+3)

1) N+2)A+’%)

Por lo tanto, para cualquier N € N se tiene que la cardinalidad de S3y estd dada por la
siguiente formula
(N+1)(N+2)(N+3)

San| —
S 6

Para el caso N = 2 tenemos

24+D(2+2)(24+3)

S| =
|92 6

=10,
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como se habia observado con anterioridad. También, para el caso N = 3, tenemos

(3+ 1)(5?2)(:} +3) _ 20,
D

|S:;:;| =

como se habia_ehtenido con anterioridad de manera directa.

Ahora hallarenieS tna expresion general que nos permita calcular todas las probabilidades
de transicion en el'espacio de estados Syn para cualquier N € N, en particular para Sss.
Para tales fines caletilemos algunas probabilidades de transicion entre los elementos (7, j, k)
de S;;Q :

e Iniciamos en (0,0, 0)yebtenemos un cupon, el cual se aniade a la coleccion del hermano
mayor, por lo que se pasasal estado (1,0,0) con probabilidad 1.

e Siestamos en (2,2,2) y obtédemos un cupon, este no se aiade a ninguna de las colec-
ciones, va que las colecciones #5tan completas, por lo que nos quedamos en el estado
(2,2,2) con probabilidad 1.

e Siestamos en (1,1, 1) v obtgnemos el-pti$ino cupdn que tienen en comin los tres her-
manos, este cupén no se anade a ningupa de las colecciones, por lo que permanecemos
en el estado (1,1,1) con probabilidad %

e Siestamos en (1,0,0) y obtenemos wil ctupon distinto al cupon existente en la coleccion
del hermano mayor, este cupon se afadéa la coleecion del hermano mayor, por lo que
pasamos al estado (2,0,0) con probabilidad =1

e Siestamos en (1,0,0) v obtenemos el mismo cupén exiStente en la coleccion del her-
mano mayor, entonces el cupén se anade a la colecciondel hermano de enmedio, asi
pasamos al estado (1, 1,0) con probabilidad L = 1:—0 De igwal manera, si estamos en
(2,1,0) v obtenemos un cupon distinto al que tiene el hermtaro de enmedio, entonces
el cupén obtenido se anade a la coleccidn del hermano de enmedio, por lo que se pasa

al estado (2,2,0) con probabilidad L = %

e Si estamos en (1,1,0) v obtenemos el mismo cupdn existente en lag golecciones del
hermano mayor y la del hermano de enmedio, entonces el cupén obtenide€esanade a la
coleccion del hermano menor, asi pasamos al estado (1, 1, 1) con probabilidad % = 1%0

De la misma manera, si estamos en (2,2,1) v obtenemos un cupén distinto al cupon

existente en la coleccion del hermano menor, entonces el cupon comprado selanade a

su coleccion, por lo que pasamos al estado (2,2,2) con probabilidad % = —2;.1.

Siguiendo la misma idea que en el caso anterior para Sss, se tienen las siguientes probabili-
dades de transicion en Syy para cualquier N € [N,
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(0,0,0) — (1,0,0), con probabilidad 1,
(N N N) — (N,N,N), con probabilidad 1,
(i,4. k). con probabilidad %,
(i+1,7k), con probabilidad ‘N}\Ti:

(i,j+1,k), j<i con probabilidad &,

¢i,7,k+1), k<j con probabilidad J:—}‘

T

Notemos que el estado (N, N NJ es absorbente, mientras que todos los otros estados son
transitorios. Obsérvese que si ¢ = _{fcuando completamos la coleceion del hermano mayor)
se tienen las siguientes probabilidadessde transicion

(N, ik, con probabilidad %

(N,j, k) — ¢ (N,j+A k)N j <N, con probabilidad \—\_i
ro : - —k

(N,j, K4y~ k< jr con probabilidad 5.

Tenemos por lo tanto todas las probabilidades defrancision en Sy, las cuales se pueden
observar en la matriz de transicion P;» quesenseguidd se' presenta.

0100000 0700

=
=
b=
=
b=
=
<
<
L«
=

B}Q =

\[J Do oo0oo0oo0o00

Ahora nos interesa conocer el tiempo medio que se tarda la cadena {X,,,n > 0} en alcamuar
al estado absorbente (N, N, N), pues dicho valor es el tiempo esperado para completar das
tres colecciones con N = 2 cupones distintos equiprobables. Para lo anterior se debe deter-
minar el valor de k({n\n\mw esto nos lleva a resolver el sistema (2.5) del teorema 2.4.7, para lo
cual sera de mucha utilidad la matriz Py. A continuaciéon presentamos los calculos con los

que se resuelve este sistema y el resultado final.
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kw00 =1+ koo (K =0
ko =1+ 3ka10 + k200 ko1 =2
ko =1+ skasy + 5k k@om =3
Ehy =1+ 3k + ke ka1 =4
Epgn =1+keain k@0 =3=45

< ko foy=Lt sk + 5ke20) T keoo = $=55
kv Y skean + skeen ko) =6
ka0 = 1L k20 ki = ? =6.25
kian =1 +agfpn 1) + skoo) k(1,000 = 6.875
k222 =0 ko0 =2 =7.875

Por lo anterior se sigue que el tiempesperado para completar tres colecciones de N = 2
cupones distintos equiprobables es kg = 7.875.

3.5. Ejemplo de aplicacion

Como se menciond en la introduccion-de-este trabajo, existen diversas aplicaciones del pro-
blema del coleccionista de cupones. En gsta seccidon se muestra un ejemplo de aplicacion a
muestreo industrial para el control de calidad, analoge®a un ejemplo presentado en |17].

Se tiene una poblacion (proceso) de extension ilimitada o' muy extensa que consiste de N
diferentes tipos de unidades. Un tipo de unidad es una fagca que indica la maquina que
produjo la unidad. Toda la produccion de las diversas maguinas esti mezclada. En cada
tiempo se elige una unidad para su anélisis o verificacion de §u¢alidad, la probabilidad de
obtener cualquier tipo de unidad especifica es de % Las unidades de un tipo especifico apa-
recen en la muestra de manera independiente a las demas. En las siguientes tres subsecciones

supondremos N = 10.

3.5.1. Obtencién de una muestra que contenga al menos una uni-
dad de cada una de las N maquinas

Es de nuestro interés conocer el tamano promedio de la muestra requerida para‘ebtener al
menos uno de cada uno de los NV tipos de unidades. El tamano promedio délarmuestra
requerida para obtener todos los N tipos de unidades es equivalente a obtener ‘el mimero
esperado de cupones que necesita comprar una persona para completar una coleccion, elgual
se calcula con la formula (3.2). Entonces, si N = 10, el tamafio promedio de la muestza es

de
10

ElX]= lllz i 10(2.928968) = 29.28968 ~ 29,

i=1
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donde X es el tamano de muestra requerido para obtener, por primera vez, al menos una
unidad de cada una de las diez maquinas.

Ahora bien _gambién es posible calcular la varianza del nimero de unidades requeridas para
obtener los N*tipos de unidades, mediante la formula (3.3). Por lo que, para N = 10 tenemos
que

10 )
(?J - 1) " o

Var[X] = U —————— = 10(12.56871) = 125.6871.
at[X] ) E=2 0—it 17 )(12.56871) 5.68

También, usando la forfuula (3.6), podemos generar el grafico de la funcién masa de proba-
bilidad de X, f(n) = P{X/=n). Dicho gréifico se presenta en la figura 3.1.

eta
* -
3 4 . -
b= . .
-
. .
E 8 ¢
2 o | bt *
-F.; ..
B . .
> o N
= .
E [=] - .
.
5]
= *e
. -

- L]

S - o)

L= *

- Cous
.
- ...‘..
.
2 «* Al LT T,
= T T T w N T T T
10 20 30 40 50 G0 70 80

Tamafio de la muestra, n

Figura 3.1: Funcién masa de X.

La figura 3.1 representa las probabilidades de obtener, por primera vez, al menos una unidad
de cada una de las N = 10 maquinas en una muestra de tamano n.

En la tabla 3.4 se muestran varios valores de Fi(n) = P(X < n). En'ditha tabla se observa,
por ejemplo, que existe una probabilidad del 95.41 % de que el tamarno déynuestra requerido
para obtener al menos una unidad de cada una de las diez maquinas no excede de 51.

n| F(n) | n| F(n)
15| 0.0460 | 43 | 0.8953
20 | 0.2147 | 44 | 0.9055
26 | 0.4790 | 50 | 0.9491
27 | 0.5196 | 51 | 0.9541
28 | 0.5583 | 65 | 0.9894
29 | 0.5948 | 66 | 0.9905

Tabla 3.4: Valores seleccionados para F(n), caso N = 10.
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3.5.2.. Obtencién de una muestra que contenga al menos una uni-
dad de k < N maquinas

Notemds gue si deseamos obtener una muestra con k& < N = 10 tipos de unidades de la

poblacion #6s,decir, al menos una unidad de & < N maquinas, la formula para calcular el

tamaiio promedio de la muestra esta dada por (3.4) v la varianza esta dada por (3.5). En-

seguida daremios algunos valores para el niimero de tipos de unidades, k., y calcularemos el

tamano promedié v varianza de la muestra correspondiente a cada valor.

e Si descamos obtenér’k = 4 tipos de unidades, entonces el tamafio promedio v varianza
de la muestra son

4
1
EXy(®=10) Ty = L0(0.4789683) = 4789683,

4 .
i—1
Var[Xy(4)] = 103/ (“)('_7?:1)2 = 10(0.1048202) = 1.048202.

e Si deseamos obtener k = 6 tipos 'de tnidades, entonces el tamano promedio y varianza
de la muestra son

M
1
E[Xx(6)] = 10Yyfs=—E jo = 10(0.8456349) = 8.456349,
=1

Var[Xy (6)] = 102 10(71)) ZA46(0.4159313) = 4.159313.
b

e Si deseamos obtener & = 8 tipos de unidades, entonges gl tamano promedio y varianza
de la muestra son

8
1
EXy(8)] =10 T = L0(1:428968) =14,28968,

Var[X y(8)] = 102 10_7?31) = 10(1.568709) = 15,68709.

3.5.3. Numero de tipos diferentes de unidades que se ‘encuentran
en una muestra de tamano n

Ahora deseamos conocer el nimero esperado y la varianza del nimero de tipos difexentes
de unidades (el tipo especificado por la maquina que produce la unidad) que sespweden
encontrar en una muestra de tamano fijo n. Esto puede ser calculado con las formulas en
(3.7). Para N = 10, debido a que siempre iniciamos con cero unidades, tomamos como véctor
inicial a

g = ( 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0. 0, 0 )
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La matriz_de transicion P, de V), (nimero de tipos diferentes de unidades en una muestra
de tamafio n), dada en la seccion 3.2, es la siguiente

P

1.0 0.0
0.1 09
0.0 0.2
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0, 0.0
0:0.-0.0
0.0+0.0
0.0 070
0.0 0.0
0.0 0.0

0.0 0.0
0.0 0.0
0.8 0.0
0.3 0.7
0.0 0.4
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0n-6.0
020.-6.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.6
0.5
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0

0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.5 0.0
0.6 0.4
0.0 0.7
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0

0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.0
0.3
0.8
0.0
0.0

0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.0 0.0
0.2 0.0
0.9 0.1
0.0 1.0

Enseguida presentaremos algunos valbres para el tamafo de muestra n y calcularemos el

niimero promedio de tipos diferentes=d@ unidades en la muestra, asi como la varianza del

niimero de tipos diferentes de unidadess

e Dada una muestra de tamano n = #,_tenemos Jassiguiente matriz de transicion de 4

pasos

{0

0.001
0.0001
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.063

0.432

0.0135 0.180
0.0016 0.052

0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.008
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.504
0.504
0.308
0.122
0.0256
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.302
0.470
0.407
0.221
0.062
0.000
0.000
0.000
0.000
0.000

0.000
0.000
0.168
0.378
0.453
0.335
0.129
0.000
0.000
0.000
0.000

Por lo que el vector de probabilidades de Y; estd dado por

ay=agPi= (0, 0.001, 0.063, 0.432, 0.504, 0,

B=000
0.060
0.000
0.084
0.264
0.434
0.442
0.240
0.000
0.000
0.000

0,

0.000
0.000
2.000
0.000
0.036
0.156
0.354
0.508
(0.4096
0.000
0.000

0, 0,

0.000  0.000
0.000  0.000
0.000  0.000
0.000  0.000
0.000  0.000
0.0%2  0.000
072 0.002
0.2317 020204
0.493..0.097
0.656 03139
0.000 1.000

0, 0).




3.5. EJEMPLO DE APLICACION 1

on

Por lo tanto
10
EYy] = ngﬂ = n.‘ln + 2(1.‘24) + 30._!;4) + 40.&4)
=0

= 1(0.001) + 2(0.063) + 3(0.432) 4 4(0.504) = 3.439.

10 10 2
Var [Yih= Zizag“ - {Z aln.fﬂ:|
i=0 i=0

Z7L60.001) + 4(0.063) + 9(0.432) + 16(0.504)) — (3.439)?
= 127205 — 11.82672 = 0.37828.

Esto nos dice que en una fnuestra de tamano 4 se obtiene en promedio aproximadamente 3
tipos diferentes de unidades.

e Dada una muestra de tamane”n_= 6, tenemos la siguiente matriz de transicion de 6
pasos

fl'l 0.00001 00027 0064 (0.327 0453 0.151 0.000 0.000 0.000 0.000

0 0.000001 0.0005 0.021 OFF6 0.423 0.317 0.060 0.000 0.000 0.000

0 0.000  0.00006 00053 0.075 0305 0411 0.181 0.020 0.000  0.000

0 0.000 0.000  0.0007.0.023 #0371 0.396 0.319 0.083 0.0050 0.000

0 0.000 0.000  0.0005 0004 0069 0.292 0.409 0.196 0.0280 0.0007

Plﬁ = 0 0.000 0.000  0.000 0.0000 0.0P56"07155 0.399 0.335 0.088  0.005
0 0.000 0.000  0.000 0.000 *0.000°_ 07046 0.283 0441 0205 0.023

0 0.000 0.000  0.000 0.0000_0.000 0.066y 0.117 0433 0374 0.074

0 0.000 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000-0.000 0262 0.538 0.199

0 0.000 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000<0.000 0.000 0531 0468

\ 0 0.000 0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 00000 0.000 0.000 1.000

Por lo que el vector de probabilidades de Yy esta dado por
g = anPlﬁ = ( 0, 0.00001, 0.0027, 0.0648, 0.3276, 0.4536, 0.4512, 0, 0, O, 0 ) .

Por lo tanto
.
E[Ys| = Z ia® = ol + 24 + 30 + 40® + 50 + 64"
i

= 1(0.00001) + 2(0.00279) + 3(0.0648) + 4(0.3276) + 5(0.4536)
+6(0.1512) = 4.68559.

10 10 2
Varlvg] = 3 %a® — {Z -;:n.ﬁ‘”] — 2261917 — (4.68559)*
i =) i =)

= 22.61917 — 21.95475 = 0.66442.
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Esto nos dice que en una muestra de tamano 6 se obtiene en promedio aproximadamente
5 tipos diferentes de unidades.

3.5.4. Obténcién de una muestra que contenga al menos m unida-
des/de cada una de las N maquinas

Supongamos m = 2y N = 3. Obtener una muestra que contenga al menos m unidades de
cada una de las N Tndguinas es equivalente a obtener m colecciones de N cupones diferentes.
Como se vio en la seeeion 3.4.1, el niimero esperado de realizaciones necesarias para obtener
m = 2 colecciones de N ="8.eupones equiprobables es

rri'm‘m = 9()4

Por lo que se requieren en promedie aproximadamente 10 unidades para obtener al menos
m = 2 unidades de cada una desasaV = 3 maquinas.

Por otro lado, los valores de k; ;), €ow'3 > @ > j = 0, obtenidos en la seccion 3.4.1, re-
presentan el niimero promedio de cupefies necesarios para obtener las m = 2 colecciones de
los N = 3 cupones diferentes cuando ya'sé tienen ¢ y j cupones diferentes en la primera
y segunda coleccion, respectivamente. Pog-ledque, por ejemplo, kp 1y = 6.75 representa el
niimero esperado de unidades necesafias para obtener al menos m = 2 unidades de cada una
de las N = 3 méquinas cuando ya se fienen unidddes provenientes de 2 méquinas diferentes
en la primera coleccién, v en la segundd éoleccibuSe tienen unidades solo de una de las dos
maquinas de la primera coleceion.




Capitulo.4

Coleccién de cupones no
equiprobables

En este capitulo abordaremos’el segundo caso del problema del coleccionista de cupones,
se trata del estudio de los ¢dpories con probabilidades desiguales, con el objetivo de deter-
minar el nimero esperado de ewpoues que se tienen que recolectar para completar una o
mas colecciones. Consideraremos ‘alos. diferentes tipos de cupones existentes como variables
aleatorias independientes y ademéas asumiremos que la probabilidad de adquirir cualesquiera
de estos cupones no es constante; pot p denotaremos a la probabilidad de obtener al cu-
pon k-ésimo, para k = 1,2,..., N. En a8 <Secciones 4.1 y 4.2 se analiza el caso de una sola
coleccion, mediante un cilculo divécto v mediante la identidad de maximos-minimos para
obtener expresiones generales y explicitas papa calcular el ndmero esperado de cupones. En
la seccion 4.3 se presenta una comparacion efitre el nimero esperado para completar una
coleccitn cuando los cupones son igualmente prohables v el niimero esperado para completar
una coleccion cuando los cupones tienensprobabilidades desiguales. En las secciones 4.4 v
4.5 se considera el caso de miiltiples colecdiones, mediante la identidad de méaximos-minimos
vy mediante cadenas de Markov. Finalmente, én la se€cién 4.6 se presenta un ejemplo de
aplicacion. Lo que veremos en este capitulo se basa en Suanayoria en [12].

4.1. Analisis directo de una coleccidmptinica

El problema del coleccionista de cupones esté relacionado con ‘elsiguiente problema mas
general, Determinar, dada una distribucion discreta, el tamano minitno, de una muestra
aleatoria de la distribucion, necesario para obhservar un niimero dado de‘diferentes regis-
tros. El tamano esperado de tal muestra se puede ver como un método alternativo para
calcular el ntmero esperado de cupones necesarios para completar unal celegeidon. Deno-
tamos por S = {1,...,N} al conjunto de los posibles valores de esta distfibucion y por
dos, en secuencia, aleatoriamente de esta distribucion; las variables aleatorias en lda muestra
serdn independientes y el resultado de cada una de ellas serd igual a k& con prohabilidad p;.
Nuestro objetivo es calcular el niimero esperado de extracciones necesarias para obtemer k
diferentes realizaciones de la distribucion dada.

Sea X el nimero de extracciones necesarias para obtener un primer resultado de la dis-
tribucion, sea X, el niimero aleatorio de extracciones adicionales para obtener un segundo

47
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resultado,_diferente al primero, v en general sea X; el niimero de extracciones necesarias
para pagar de i — 1 a i resultados diferentes en la muestra, para cada i < N. Se sigue que el
nimero aleatorio X (k) de extracciones necesarias para obtener k diferentes resultados, se
puede expresdr como

Veamos que P{Xy (k) < oo) = 1. Denotemos por ji, ..., ji—1 a los primeros i — 1 resulta-

dos diferentes en aparecer. Entonces por propiedades de la probabilidad condicional se tiene
que

F1leendio

Luego aplicando en ambos lados de la igualdad el limite cuando n tiende a infinito, ohtenemos
que

"

lim P(X; >n) =l f‘ §_ P(X:=n|n,. . Jict) P(1, - Jis1)
J izl

—00 TL—00

>~ iy, + -+ p5)" Pl dic1)
. N TE—*DC
Jlsemadi—1

I
I~
v,
—
=
k=
[

I
=

Asi, se tiene que P(X; = o¢) = lim, . P(X,= n) = Oy por como esta dado X (k) en (4.1)
obtenemos que P(Xxn(k) = oc) = 0, en consegtiencia P(Xux (k) < oo) = 1. Como hemos visto
hasta ahora, este problema es muy similar al*prhlema’clagico del coleccionista de cupones,
pero en ese caso las variables aleatorias X; densfan al nimero de cupones que se necesitan
comprar para pasar de tener (i — 1) a ¢ tipos distintos de cupénes en la coleccion, y Xy (V)
representa el niimero de cupones que se tiene que comprar parfa dompletar la coleccion.

En el caso de la distribucion uniforme p, = % para cualquier £ € {1,....N}. La varia-
ble aleatoria X, para i € {2,... N}, tiene ley geométrica con parfimetio NK;H; v por lo

visto en la seccion 3.1 se sigue que:
& 1
E(Xy(k)=N SE—
(Xy (k) ;N—H—l

Ahora bien, cuando las probabilidades p,. son desiguales, se tiene que para calcular el valor
esperado de las variables aleatorias X; primero se deben calcular sus valores esperaddsicon-
dicionados a los i — 1 tipos de cupones diferentes obtenidos previamente. Para simplifigar
la notacion, definamos p(éy, ..., 4) =1 —p;, — -+ — p;, (que representa la probabilidad-de
que no aparezcan ninguno de los & tipos de cupones iy,...,4;), para k < N y para distiri-
tos indices iy, ia, ..., ip. El siguiente resultado nos proporciona la expresion para los valores
esperados de las X;.
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PROPOSICION 4.1.1. Para cualquier k € {2,... N}, el valor esperado de X, estd dado por

N

ERAEEEDS b b :

i tind i 1=1 "U(?])J'U(PL ?2) e }J("il: IP:QJ LR "ik—l)

y por lo tante

i N N
Piy Pii Pis
E[Xn(k)] = EX, =1 : —
[ :\( )] ; [ l +§jﬂ ?“1] +:‘17;;:1 p%p(?‘l:?@) N
:\‘f
- > i . (42)

i Fin it dip_1=1 p(l'i:l)p(l'il: "‘2) e p(ilz I'i:2: st I'ikfl)

Demostracién. Para calcular el valor esperado de la variable X, primero tomaremos la
esperanza de la esperanza condicional de X, dadas Z,, ..., Z,_;, donde Z; parai =1,..., k—
1 denota el i-ésimo tipo de cupéwdistinto coleccionado.

Empecemos evaluando E[X,]. Cofisideremos X, condicionada a Z; =i (que el primer cupon
sea del tipo i), es decir Xy|Z; = 4, 14 chal tiene una distribucién geométrica con parametro
1—p; = p(i), porlo que E[Xy|Z, =i] £ ﬁ Asi, por propiedades de la esperanza condicional
se sigue que

N N
K . 0;
E[X,] = EE[X,|Zdl =Y EX,2, = P2, = i] = p"‘m.
=1 i=1 17V
Ahora tomaremos k € {3,..., N}, es facil ver que

E[Xy] = EE[X:|Z1, Zo, ..., Zr-1]|
N
= Z E[Xk|21=i1322=i2_‘1-0"32k—1 wi]XP[lez'l!"'!Zk—'l:ik—'l]-
i1#iF e Fie_1=1
Noétese que para cualesquiera i # j, P[Z, = Z;] = 0 (y& que Z; es el i-ésimo tipo de
cupin Ubl.euidigdi[ereute a Z; que es el j-ésimo tipo de cupémobtenido). La distribucion
condicional de X |Z, =iy, Zy = iy, ..., Zy_1 = ip_1, para i; # W F iy # o F gy, 08 la
de una variable geométrica con parametro p(iy, ..., ix_1). Por lo qii€ gu esperanza estd dada
por

. ) . 1
E[Xklzl =i, 4y =g, Zp 1 = 'v'»k—ll = -
p("‘l: Tt ?,;\_71)
Lueg‘()ém la regla de la multiplicacion obtenemos

(21 = i1, Zy =i, ..., Zg_y = ig—1] = P[Z) = 1] X P[4y = ig| 2y = ih] JemiN
X PlZy—y =ix1|Zy =i, ..., Dz =" )
Notese que atn cuando los tipos sucesivos de cupones son independientes, se tiene que, las
variables aleatorias Z; no son mutuamente independientes (debido a que las Z; tienen.que
ser diferentes). No es complicado ver que para cualquier s = 2, ...,k — 1, se cumple que
Pi,
L—pn— =P,

PlZ,=1|Zy="1,..., Ze 1 =1s] =
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sl @y # iy # i3 # +++ # i y cero en otro caso. Recordando la notacion compacta
pliy, .. fig)=1—p;, — - —p,;,, obtenemos que
. . Pi. Diy_
..... Z,i;_l ='1‘,;;_1| = P, - = =
1 1
L=pi  1=piu =P = =P
Di, Piy_4

=Pi — - .
' p(?'l) p(ﬁlz 12,..., ?‘k—Q)

Por lo tanto

E[X;] = Z

i1 FinFiy

’; 1 ( P Pius )
. . . X ,731‘1 ) N T . . B
__?éi&f@(h; ig, -0k 1) p(i1) pliv,ia, ... ik 2)
N

Z R PiyPiy * * Pig_y

i s i =1 pm}}(h: "'2) p(h: t2y ..., 'i‘k—l)

Asi, la prueba queda concluida. |

OBSERVACION 4.1.2. Ndtese que cuanddd= N la expresidn (4.2) nos da el ndmero espe-
rado de cupones necesarios para comfiletar una coleccion.

4.2, Analisis de una coleccionmmediante la identidad de
mAaximos-minimos

El problema del coleccionista de cupones con ‘probabilidades desiguales, se puede analizar
usando diversos métodos y herramientas matematicas. En esta/Seccion usaremos la identidad
de maximos-minimos para encontrar el nimero esperado de cupores que son necesarios para
completar una coleccién. Para esto denotaremos por X; al niiniere, aleatorio de cupones que
necesitamos comprar para obtener el primer cupon del tipo i. Estamios interesados en conocer
el tiempo esperado para completar la coleccion, el cual estarda dado porila variable aleatoria
X = max (X, ..., Xy), esto se debe a que por ejemplo, si z; = 504, el maximo entre
los @;'s quiere decir que se hicieron 50 compras para obtener el primer“cupon del tipo 1,
sin embargo para este punto va se habian obtenido el resto de los cuponesspuesto que fue
necesario una cantidad menor de compras para obtenerlos.

Notese que X; es una variable aleatoria geométrica con parametro p; (va quefestamos in-
teresados en el nimero de realizaciones hasta que aparezca el primer cupogglel tpoyi cuya
probabilidad es p;), pero ahora estas variables no son independientes. C()m()g minifhade X
y X es el niimero de cupones necesa'ios para obtener, o bien, un cupén del tipo i o ulfeepon
del tipo j, se sigue que para i # j, min(X;, X;) también es una variable aleatoria geomptpiea
con parametro p; + pj, v lo mismo es cierto para el minimo de cualquier niimero finito-de
estas variables aleatorias. De esta manera ya tenemos los elementos suficientes para calcular
el valor esperado de la variable aleatoria X mediante la identidad de maximos-minimos vista
en la proposicion 1.3.15. Asi, se tiene que
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X = E[max,_; yX;] = ZIE[X] — ) E[min(X; X;)]+

i<y
Z E [min(X;, Xj, Xi)] — -+ (=) 'E [min(X;, X, .. ., Xn))]
i<j<k
1 . 1
zﬂz P A S S
pi i +PJ i P TPt P pr+-+pN
Recordemos que
o : 1 11
/ e Pdr = ——e | =-
0 P 0 P

Usando este resultado se fien€ que

+00 +oc
E(X] = Z/ e Pidr — 2/ e PAPTdy 4 (— l)\ﬂfn e~ PrEten)e gy,

Usando la linealidad de la integral sé obtiene que

+00
E[X] = / Ze Pt oy —/ Ze Bitpi)z gy o (—1)”“/ e rttenle g,
0

i<

:/er (Z —pi EF (pitpi)e 4 (— )\+1 —(p1+-- +p\-}1) dx
0 i<
1oo N

:/ ( H ”"‘ )rl.’r.
0 =1

Por lo tanto, E[X] se puede expresar en la forma equivalente

N

E[X] = /nm (1 - H (1—e) )d:;:.

i=1

COMENTARIO 4.2.1. Asi como en el caso de cupones equiprobables,”en el caso de cupones
no equiprobables es posible calcular el nidmero esperado de tipos diférentes de cupones que
son obtenidos en una muestra de tamano n. Este nimero esperado se-puede calcular usando
la siguiente expresion dade en [11],

N
=Y -p)". (4.4)

4.3. Comparacion de los casos con probabilidadesigua-
les y desiguales

En esta seccion vamos a denotar por X SRR, al niimero aleatorio de cupones que tenemos

que comprar para completar la coleccion (udnd() la probabilidad de adquirir cada cupén es la
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misma pata todos los cupones y por X, .y al nimero aleatorio de cupones que tenemos
que compra.para completar la coleccion para el caso en que los cupones tienen probabilidades
distintas*de aparecer, dadas por py, ps,. .., pr. Recordemos que las esperanzas de la variables

aleatorias anterieres estan dadas de la siguiente manera

N
. 1
i=1

1 1 N 1
E[X(pl‘---.m')l = Z er - Z +ot (_1):\“

P + p; Pt N

Introduciremos ahora unaletacion estandar que nos permitira concluir que es mas dificil
coleccionar todos los tipos de”cippones si existe un sesgo para la probabilidad de ocurrencia
de los cupones, es decir, en el caso en que los cupones tienen probabilidades distintas de

aparecer. Sea p = (p1, p2. - .. , pyuna distribucion, definamos a pyj; como el valor j-ésimo mas
grande del conjunto de probabilidades {p;,ps, ..., pn}, estoes, pp; = pp) = - -+ = py. Ahora
bien, diremos que una distribucion §% (py, pa. .. .. py) es mayorizada por una distribucion

q = (q1, g2, - - - qn), ¥ escribimos p < g8 Z:::IIJ[E'] < Z:‘Zl g para todo 1 <k <N —1. Se
tiene el siguiente resultado.

ProrosSICION 4.3.1. La distribucidi uniforme es mayorizada por cualquier distribucidn

p=(p1.p2, ..., pn), s decir, (%, x5 =) TR,

‘s N .. . N
Demostracion. Sea p = (p1,ps, ..., px) una distribueion, es decir, Y ;" p; = 1. Entonces,

en vista de que pjyy < -+ < ppyp < ppy se satisface la desigualdad ppy > % De lo contrario,
P < % implica que pyj < % para toda 1 £ j=< N; y\por.consiguiente,

N N,

1
D<), N

J=1 J=1

es decir,
N N
o= <l
i=1 i=1

contradiciendo que p es una distribucion. Ahora bien, supongamos que existe h< k < N —1
tal que

k ko L
DY v =% (4.5)
P — N N
por lo que

N k N L N
1= me = ZP[;‘] + Z P < N + Z P,
i=1 i=1

i=k+1 i=k+1

1<

.
N =+ Z p[,-].

: i=k+1
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De esta,desigualdad observamos que debe existir 7 € {k+ 1,..., N} para el cual Pl > %
En eféctq, si para toda j € {k+1,...,N}, p; < 5. se deduce que
AF A.‘\u'
1 N-—k
Z P < Z N~ N
J=k+1 J=k+1 N :

v en consecuehcia, por (4.5),

N k N
k N-—k E+N-—-Fk
1= Zp[f] = Ziﬂ[z‘] + Z O i N =1,
i=1 i=1

i=k+1 °

por lo que se tiene una dontradiccion. Por otro lado, dado que py;; > % para algnn j € {k+1,
..., N}, se cumple que

1
N <P Sppet] PG S S Pk S Pp-y S S P Sy
En particular, % < P < Pr—1) Sy < ppgs lo que implica que % = Z:‘-:l % < Z:;lpl,-]: es
decir, contradice nuestra suposiciéngPor lo tanto, para toda 1 <k < N —1,

Esto prueba que (% l .... , %) <"pypara todadistribucién p = (py,. .., px). |

A continuacion daremos algunas definfedenes v restltados interesantes, los cuales pueden ser
consultados en |17].

DEFINICION 4.3.2. Diremos que una funcian™f(p) defipida en una distribucién es simélrica,
si para cualquicr @¥tribucidn p = (pi, pa, .= pn) se duniple que f(p) = f(p'), para toda
permutacion p' = (py,py, .. .. ply) de p = (p1,p'g, e PN ).

DEFINICION 4.3.3. Una funcidn siméirica f(p) definida chpugte distribucidn es conveza
de Schur si p < q implica que f(p) < f(q) y concava de Schur si p < ¢ implica que

f(p) = f(q)-

DEFINICION 4.3.4. Una variable aleatoria X es estocdsticamente 'mds pequenia que unae
variable aleatoria Y si P(X > a) < P(Y > a) para todo nimero real a.

TEOREMA 4.3.5. La probabilidad P(X, < n) es una funcién concava de §chur,de p.

COROLARIO 4.3.6. Si p < q, entonees X, es estocdsticarnente mds pequeniadque X, En

particular X ( ) es estocdsticarnente mds pequenia que X, para todo p.

=

CoroLARIO 4.3.7. La esperanze E[X,] es una funcidn convera de Shur de p. En particular
E {X(% )} <[E [X(pl‘w‘w‘p‘,v)] para todo p.

v
Los corolarios 4.3.6 v 4.3.7 establecen que es mas dificil completar una coleccion de N cupones
cuando éstos tienen probabilidades desiguales de aparecer que cuando todos son igualmente
probables.
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EiemMPLo, 4.3.8. Comparacidn de las esperanzas con probabilidades iguales y desiguales.

1 2 1 1 1 i
pli==,m=- = E|X = —+— — =—=23.5.
73773 Koml &+ = ~ 2

1 5 1 1 1 31

==Vm== = E|X,,,=—+—- = =06.2.
P1 6 - 6 [ (s 1‘”)] D * Pa pL+ o 5 ’

e 1

1 1 1
M= —, P = —, Py ES E X : = — 4+ — 4 — —
4 1 P2 > P73 n [ {'Pl.Pm'P.i):I P P2 P3Pt pe
1 1 1 19 ..
— = + = — =~ 6.3.
m+ps prtps prtp2tps 3
1 2 3 1 1 1 1
p=—= === = E|X, . ,.=—+t——+——-
e T N K] = -4 -4 == o

1 1 1

- = + =73=T.
P1+Ps p2tps pr+p2+ps

4.4. Analisis de miiltiples colecciones mediante maxi-
mos-minimos

Supongamos que deseamos completar m colecciones de” N} cupones para el caso de proba-
bilidades desiguales. Denotamos por X; al nfunero aledtorin de cupones que necesitamos
colectar para obtener las primeras m copias del €upon del™ipa 1, v X, como el niimero de
cupones que necesitamos recolectar para obtener las primeras i eopias del cupon del tipo 2.
En general X; es el niimero de objetos que necesitamos recolectdr para obtener las primeras
m copias del cupon del tipo ; el tiempo esperado para completar lag’m colecciones esta dado
por la variable aleatoria
X = max(Xq, ..., Xn).

Para calcular E[X] usaremos la identidad de méximos-minimos, como en el caso de una sola
colecciéon. Tenemos que

8]
E[X] = ZIE[X,;] — ZIE[miu(Xi, X))+ Z E[min(X;, X;, X))+

i<j 1=<j<k
+ (1) E[min(Xy, X, - S0

Notemos que la variable aleatoria X; tiene distribucion binomial negativa con parametios

(rm, pi), por lo tantgef[X;] = ;}1: pero no es posible calcular la distribucion exacta deflag
i

variables aleatorias min;;(X;, X;), min-j«(X;, X;, Xi), .. .(debido a que las X; no son

independientes); sin embargo es posible probar que, para i # j

E[T(i,j;2)] < Emin(X;, X,)] < E[Z(Z, j;2)],
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o
o

donde (7, j; 2) tiene distribucion binomial negativa con parametros (m,p; +p;) v Z(i,5.2)
tieng/distribucion binomial negativa con parametros (N(m — 1) + 1,p; + p;).

Para ver 1o anterior, sea T'(i,7;2) el tiempo minimo para obtener m cupones del tipo i
o j, parad,j#= 1,2,... N, i # j. Notemos que T(i,j;2) ~ BN(m,p; + p;). Obsérvese
que T'(i, j; 27 X; v 1T'(4, ,‘) < Xj; esto implica que 1°(¢, §;2) < min(X;, X;), por lo que
E(T(i, 7;2)) < Efmin(X;, X;)). Esto muestra la primera parte de la desigualdad. En general,
se tiene que E(T (i, ... i k) < E(min(X;,, ... . X;,)).

r

Ahora mostraremos” que
E[min(X;, ..., X)) < E[Z(dy. ... i k)]

para alguna variable aleatoria Z(iy,... ig k) ~ BN(N(m — 1) + Lop;, +pi, + 0 +p4).
Cuando Y = min(X; ..., X, )¢ al tiempo Y tenemos m copias de solo uno de los tipos de
CUpONEs iy, iy, ..., 4 v a lo masgn = 1 copias de los k—1 tipos de cupones restantes. En total
tenemos a lo més (k — 1)(m — 1) fahtupones de alguno de los tipos iy, s, ..., ;. Obsérvese
que

k=Dm-1)4+m=>Fk-1)m-DAm-1D+1=km-1)+1<N(im-1)+1,

por lo que
min (X728 XV Z iy, dy, oo k),

donde Z(iq,i9, ... 0% k) es el tiemp@ winimo gara obtener N(m — 1) + 1 cupones de alguno
de los tipos iy, iy, . .., 1), v notemos que/tiene distribucion BN(N(m — 1)+ 1, p;, +- - +pi,.).
Por lo tanto

E(min(X;, ..., X5 )00 E(Z(i. .. i k).
Es decir, para gg k<N,

BT (i1, iz, - - i k)] < B[min(X;,, Xy, -, X,,)] SRZ (i, 4, - -, i K)],

donde T (41, '.i2=. sk k) ~ BN, pi, +pi, 4+ +pi) v Z(6 it Gk k) ~ BN(N(m —1)+
1, pi, + piy + -+ pi,. ). Usando esta (UIl‘aldPId(lOIl podemos ddl unajetta superior de E[X]:
E[X]<ZE[X|72E[T13 2)] + ZE[Z(; 5, k;3)] — Z E[T (i g k,1: 4)] + -
i<y <k i<y <k<l p
m Nim—-1)+1 m
= o mtnt X ntntn o ntE D
i P g PRI e TETEITTEE g PP AT TR

EieMmpPLO 4.4.1. A continuacidn vamos a comparar algunos tiempos esperadosdya obteni-
dos en el capitulo anterior para el caso de probabilidades uniformes con esta cote superior
previemente encontrada para el tiempo esperado que se necesita para completar tnultiples
r:uie{:c'ﬁw,ss con probobilidades desiguales.

em=1N=2p =pg=%

3=EX]<t+21— =2+2-1=3.

m P2 p1+pz
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em=1, N=3, p=p=ps=3

- m p2 P3 pmt+pz Ptps patpa mtpztps
3 11
=3.3-3.24+1=4=55

5.5:1E[X]<i+i+i—( L+ L ¢ ‘)+3“‘”“

em=2 N=2p =p =3

FE=E[X]<2+2 -2 —=(2.2.2)-2=6.

- n Pz ez

em=2N=3 pf =p=p;=1

;).fj4xE[X]£l+l+i—( v Eerrel )+“”f”“

P Pz mtp2 mTps patps PtTpzTps

=3.2.3-3.2"2+4=13.
Huallarermos ahora el valor de las golas correspondientes o cada tiempo esperado parae colec-
ciones particulares con probabilidades desiguales.

em=2N=2p=Lm=1%

em=2N=3p=5 =5 p=

: : : : : 3(2-1)+1
E[X <%+%+%_(121+%+121)+ﬁ
[ l_ R S sty s it§ e tE

=4+6+12-2-3-4+4="2 =165,

. ”?‘ZQ:IV:S: }'lei: ?]2:%: Ps=3

2 ) 3(2-1)+7
B ITETR

4.5. Analisis de maultiples colecciones mediante/cade-
nas de Markov

En esta seccion, usando cadenas de Markov, vamos a trabajar tinicamente con dos coleccéiowes
de N cupones con probabilidades desiguales. En general, en este contexto, denotando per
X, a los tipos distintos de cupones en las colecciones después de n adquisiciones, se tiene
que {X,,n > 0} es una cadena de Markov, cuyo espacio de estados estd determinado por
los distintos tipos de cupones que tienen las colecciones.
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Primeramente vamos a considerar que las colecciones son de N = 2 tipos distintos de cupones.
Sea [} la_variable aleatoria que toma el valor 1 si el primer coleccionista tiene al menos un
cupomdeltipo 1, y toma el valor 0 en otro caso; sea [, la variable aleatoria que toma el valor
1 si el primier €oleccionista tiene al menos un cupdn del tipo 2, y toma el valor 0 en otro caso.
De forma#indloga se definen las variables aleatorias .J; y Jy para el segundo coleccionista.
Denotando 9ot _iq, 42, j1, J2 a los valores de las variables [y, I, Ji, Jo, respectivamente,
tenemos que el\éspacio de estados de la cadena de Markov {X, n > 0} estd dado por
Spaa = {(i1, 2|11, J2) 1 11 = J1, d2 2 J2, i1,42, 1, J2 = 0,1}. Mas especifcamente, el espacio
de estados es

Spas = {(0,00,0), (110)0.0). (0,1/0,0), (1, 1]0,0), (1,0[1,0),
(0,1]0, 1), (1,1]1,0), (1, 1]0, 1), (1, 1]1,1) }.

Denotamos por p; a la probabilidad.de conseguir un cupogel tipo 1 y porp,=1—p; ala
probabilidad de conseguir un cupéw’del tipo 2. Entonces Ta matriz de transicion para esta
cadena esta dada por

00 0 p#ypa O 0O 0 0

Ppo=|0 0 0L 0 pt 0 p» 0 0

[)UUUUUUUl}

Dado que va se tiene la matriz de transicién y el nico estado absorbente'de la cadena es
(1,1]1,1), podemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales

ki =0,
ki =1+ EJ';E{]J\I,UPU"E:J" i#(1,11,1),

para asi encontrar el tiempo que tarda la cadena {X,,n > 0} en alcanzar este estado
absorbente, que es equivalente al tiempo esperado que se necesita para completar las do§ co-
lecciones de dos cupones distintos con probabilidades desiguales. Después de algunos calculos
obtenemos lo siguiente:
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4
k =
(Ao = 1+ pikaope) + peko.oo k“ AL, 1; J
(L1)0,1) = ;1
Edoloy = L+ pokaaoo + pikaono Ko — 2
LLLD) = T
k‘(n‘un,o) =1+ Pu’i'(l,un‘n) + szf(n,lm,n Koo = 2
1j01) = 5r
kaapom = 5 pikaapo + r2kaaen i 2
(L01L.0) = T,
g koo = ¥omkaope) +pekaapne S S (1—p)ip?
koo = Sy
k10,1 = 1 +prkivagp.1) + pekioaje 21pr)ip?
. _ 201-p1)+p]
k 14k & ko000 = S0
(11,00 = 1+ pr&gurd) + PR e
k' _ *p'1+3 1+l
k@ = 1+ pekaaped) # vk (1,010.0) p1(l=p1)
. _ 2pl —apd+2p, -2
k=20 ko0 = 50550 —

Por lo que el tiempo esperado para completar las dos colecciones con N = 2 cupones con
probabilidades desiguales es

2pf — AP} + 2p; —2
pi(p=1)

(1.6)

Eqoo00) 7

Consideremos ahora el caso de N = 3 cuponeés con ptobabilidades desiguales. Analoga-
mente al caso anterior, se definen las variables Ay, I, “Iyepara el primer coleccionista, y
se delinen las variables Ji, Jy, J3 para el segundo colecclomista. Por lo que, el espacio de
estados c@pgspondiente a la cadena de Markov que modela este problema se expresa por
Spaz = {(t1, 42, 83]71, o, J3) 241 = J1, do = Jo, i3 = Js, t1.do, Gaef1age. g3 = 0,1}, especifica-

mente

Spas = {(0,0,0[0,0,0), (1,0,0]0,0,0), (0, 1,0[0,0,0), (0, 0, 1]0700),
(1,0,0]1,0,0),(1,1,0]0,0.0).(1,0,1]0.0,0), (0, 1,0]0, 130},
(0,1,1]0,0,0),(0,0,10,0.1).(1,1,0/1.0,0), (1,0, 1/1,0,0)s
(1,1,0]0,1,0),(1,1,1]0,0.0).(1,0,1]0.0,1), (0, 1,1]0,1,0),
(0,1,1(0,0,1),(1,1,0[1,1,0), (1, 1,1/1,0,0), (1,0. 1]1,0,1),
(1,1,1]0,1,0),(1,1,1]0,0,1). (0, 1, 1]0.1,1), (1, 1, 1]1,1,0),
(1,1,1]1,0,1),(1,1,1]0,1,1),(1,1,1[1,1,1)}.

Ahora bien, denotaremos por p; a la probabilidad de obtener un cupon del tipo 1, ps=a
la probabilidad de obtener un cupén del tipo 2y p3 = 1 — p; — p2 a la probabilidad de
obtener un cupon del tipo 3. Con esta informacion, obtenemos las siguientes probabilidades
de transicion.
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Fila 1 Fila 2 Fila 3
P(0.0,000,0,00(1.0.00.00) = P1 P1,00000{100/1,0,0 = P1 F(o.1,00,00)(1,L0/000) = P1
P0,00%,0,0)(0,1,0/0.00) = P2 P(1,0.010,0,0)(1,1,00,0,00 = P2 P(0.1,000,00)(0,1,00,1,0) = P2
P0,000,0,010,0.10.00) = P3 P.,0.00,00){1,0,1]0,0,00 = P3 Pio.1.0j0,00)(0,1,1]0,0,0) = P3
Fila 4 Fila 5 Fila 6
P(0,0,1]0,0,0) @ 1]0.0.0) = P1 P{1.0.011,00)(1,00[1,0,0) = 1 P(1.1,00,00)(1,1,0/1,00) = 1
P0,0,110,0,00.Y.40.00) = P2 Paponominionon = P2 P1a.00.00)(1,1,00,1,0) = P2
P(0,0,1]0,0,03(0,0. 1|00 ) — P3 PLooo0(Lo1100 — P3 Pi11.0000)1,1,1000) — P3
Fila'% Fila 8 Fila 9
P1,0.110.0,0)(1.0.1]1.00) Z4P1 P(0,1.010,1,00(0,1,0/0,1,00 = P2 Pi0.1,10,0,0)(1,1,1]0,.0,0) = P1
P1,0.1]0,0,01(1,1.1]0.0,0) D2 Panoaminionie = M Pio.1,10,0,0)0,1,1]0,1,0) = P2
P(1,0,110,0,0){1,0,1]0,0,1) = D& P{0.1.0j01.01{01,1)0,1,00 = P3 P(o.1.10,001(0.1,10,0.1) = P3
Fila 10 Fila 11 Fila 12
P(0,0,110,0,1){0,0,1j0.0.1) — P3 P1,1.011,0,0)(1,1,0/1,000 — 1 P(1,0,11,00)(1,0,1]1,00) — 1
Pn.o1]o0.13(1,010.01) = P1 P oo (1100 = P2 Proa100)(1,1,101,00) = P2
P(0,0,110,0,1){0,1,10,0,1) = P2 PL1,001,0.00(1,1,111,0,00 = P3 P1o11,00)(1,0,1)1,0,1) = P3
Fila 13 Fila 14 Fila 15
P(1,1,000,1,0){1,1,000,1,0) = P2 P iNopo(L11100) = P1 P(1.0.10,01)(1,0,10,0,1) = P3
Puolo0i(1,1011,10) = P1 P ewd(1,1,1)0,1,0) — P2 Pirogooninlioy — P1
Poo ot on) = P3 Paajoon(iiyony = P3 Prooo1),,1o01) = P2

Fila 16 Fila17 Fila 18
P0,1,110.1,0)(0.1.1]0.1.0) = P2 P oo noxtont = Ps P(11,001,1,0)(1,1,0[1,1,0) = P1 + P2
P0,1,1]0,1,0)(1,1.1j0.1,0) = P1 P01, oy = P1 Praouoyuiie = P3
P(0,1,1]0,1 @@ 1,100.1.1) = P3 Poadoedioond) TP

ma. 19 Tila 20 Fila 21
Poonooyt 100 = Pt Pr1,01110,1) (1011101 = PP Pruaaouoyaon = P2
P n00(11,101,1,0) = P2 Proaton(ieinn = P Paayoio i =P
Praanomitaaien) = P3 Paaaoerouiniyy = P3

Fila 22 Fila 23 Fila 24
P(1,1,1]0,0,1){1,1,10.01) = P3 P(o,1.100,1,1)(0,1,1)0,1,1) = P2 + P3| Pe1]1,1,0)(1,1,11,1,0) = P1 + P2
P(1,1.1]0,0,1){1,1.1]1.01) = P1 Poa1j011)(11001.0 =P1 Piaesd|1,1.09(1,1,1]1,1,1) = P3
P1,100,0,0(1,1,10,1,1) = P2

Fila 25 Fila 26 Fila 27

Pr1no0in Lo = Pr+Ps | Paaajos ety = P2+ P Pl ydaguy = 1
Prouo (i) — P2 Paiipiniury — P

Es importante mencionar que estas 27 filas conforman la matriz de transicion del espacio de

estados Spoy, las probabilidades restantes omitidas se dan por entendido que s@iviulas v no

aportan un valor significativo para la resolucion del siguiente sistema lineal

ki =0,

ki=1+ Z;‘f{l__l.lu__l__l}piikw

i#(1,1,1]1,1,1).

Con este sistema de ecuaciones podemos encontrar el tiempo esperado para llegar al estado

absorbente (1,1,1[1,1,1) v con esto encontrar el tiempo esperado para completar las dos
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colecciogon N = 3 cupones con probabilidades desiguales. Realizando algunos calculos
5

D..
/ﬁ(n,n‘nm‘n,n) =1+ pika,000.00 T P2Ko.1.00,00 T P3k©,0,100,0,0)

@n‘nm‘n.u) =1+ pikp o000 + P2kai0000 + Psko,10.00
k‘(/:q\}m.g) =1+ pikaaop.0,0 T Peko1op1,0 T Psko1,1000,0
k‘(n,n‘( =1+ pikp o100 + P2K,1,1/0,0,0) + P3k0.0,10,0,1)
k0010, L+ pikpooo0 + p2kaio,e0 + Pskao100
k(1,1,000,00) @(Ihk(unu‘n.n) + p2k10/0,10) + pak,10.00)
k011000 :ol/k‘(m‘um‘n) + pak(11.1j0,0,0) + P3k(1,0,100,0,1)
%‘J’IGJ.G} + k0010 T Psko1,100,1,0

k1100000 = L+ prkaioom + p2ke.110,1,0) + Psko.1,100,01)

Ko10010 =1+

ko001 =1+ pakog, + pikao1j00,1) T P2K©.1,100,0,1)

koo =1+ 0|10, koo + pakii o0

Jli'(l.()<1|1<n‘n) =1+m (@f'hﬁ) &LIJILG.G) + pi‘ik(lﬂ‘lh.(}.l)
k(1‘1‘0|()‘1|0) =1+ I’Qk(l,w‘ﬂ— Pleﬁ 0[1,1,0) + p:'ik(l‘l|1|(}‘1‘(})

k00 =1+ plk(l‘l‘lll‘f)@ Pk o) + Pakii1,100,1)
k(].n<1|(}<ﬁ‘1) =1+ p:lk(l.n<1|ﬁ<ﬁ‘1)®1k(1<ﬂ<l 1®+ I’zk(u‘lm.n.l)

*
k(0‘1‘1|()‘1|0) =1+ p?k(()‘l‘lm‘l‘(}) + plk(l‘l‘lk},l, + J‘ilff(n‘1|1|0,1,1)

kwaoon =1+ pskoiie0ny + Pika e 1,100,1,1)
ko =14+ (pr 4 p2)kaopa,e + pska,inio

k(1‘1‘1|1‘0.0) =1+ plk(l‘l‘lh‘(}.(}) + p?k(l‘l‘ﬂl'l‘()) + p:'ik(l‘l. }
k(LUJILG.l) =1+ (1 - Pz) k(l.(}‘lll‘(}‘]} + ka(LLllLUJ} )\
kaiaoi = L+ peka i + pikaiano + pskaa ey
k(1‘1‘1|0‘0.1) =1+ p:'ik(l‘l‘lm‘(}'l) + plk(l‘l‘lh.(}‘l) + I)Zk(l‘le‘l‘l)

Jl‘7(1.1<1|1<1‘n) =1+ (p:+ p?)k(l.l.l 1,1,0) T p:lk(l.l.l\l‘l‘l)

koiio1y =1+ (1- Ih)k(n.l‘un‘u} + prkp10) 5\5\

*

(
kaaipey =1+ (1 —p2) kEaianen) +p2kaipay
(

kaayory =1+ (1 —pokaiiparn + ko

[ kaaapny =0.
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Consiguiendo con esto el tiempo esperado para completar las dos colecciones de N = 3
cupofies con probabilidades desiguales, el cual esta dado por

1 1 1 1 1
k o1 - +=— PR
CanehH [ I-=-p1 ;o 1=p po —P1—p2
8pipa(l —pr—p2)  3pipa(l—pr—po) 1
(1—p)? (1 —p)? Pt P
. 1 Gpo(l — p1 — p2) 1 )
2
47| -1+ e - -
- ( (1—p2)? (1—p1)? (p1+p2)?

1 1 -
T (l T (1-p)? (m +i02)2) } 4.7

EJjempPLO 4.5.1. Sean m = 2 colecciones de N = 3 cupones; deseamos encontrar el tiempo
esperado para completar estus™dos colecciones. Usando la expresion anterior podemos encon-
trar este tiempo, como se realizaJd continuacidn:

® sip = 1; Py = 1; l—p1—p2 = % entonces E[X] = % ~ 9.64.
® sipy=35.p =5 1 —p—py = geehlonces B[ X| = 2143(;:?“7 =~ 13.35.
e sipp = % Py = % 1—p, — pr= %, efitantes K[.X] ~ 16.76023.

4.6. Ejemplo de aplicacion

En esta seccion retomaremos el ejemplo dedayseccidn 3.5, consideramos que tenemos una
poblacion de N tipos de unidades (las unidades son produgidas por N maquinas diferentes)
pero con la condicion de que la probabilidad de obtener cudlguier tipo de unidad especifica
en cada tiempo no es equiprobable. En este contexto se estd suponiendo que las N maqui-
nas no producen la misma proporcion de unidades. Cada uilidad, de tipo especifico aparece
en la muestra de manera independiente a las demas. En las'siguientes tres subsecciones,
asumiremos que N = 6 y las siguientes probabilidades para cada fipvespecifico de unidad:

o @2 3 4 5 (Vs
pl_zl: p2_211 p3_211 p4_211 ps_?l ph_Ql'

En este caso p; representa la proporcion de unidades producida por la @=ésima maquina,
i=1,2...,N.

4.6.1. Obtencién de una muestra que contenga al menos una uni-
dad de cada una de las N maquinas no equiprobables.
A continuacion vamos a calcular el tamano de muestra esperado para obtener al menos uno

de cada uno de los N tipos de unidades no equiprobables, que es equivalente a calcular el
nimero esperado de cupones para obtener una coleccion de N = 6 cupones distintos no
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equiprobables. Utilizando la formula (4.3) obtenemos que este tamano de muestra esperado
es

i3

~ [ 1 1 1 1

E ,X{!n:pz-.pa-.P-hPﬁ-PfiJ} :27_7 pi, +pi - Z Pi, + pi, + pi - Z Pi, +pi, + iy, + pi -
i= ipig 11 2 g ig<iy 1 2 B i <ig<ig<ig £ i i fa

by ! — 1L

iy <ip iz TigCis Piy T Pia TPiy T Pis T Pis

Realizando todos los é¢dlculos niimericos de la expresion anterior obtenemos el siguiente
resultado

E [X(p1, s poftpbe)| = 5145 — 5057576 + 42.15804 — 23.06682
+7.260724 — 1 = 26.23519 ~ 26.

En resumen, el tamano promedi® gue debe tener una muestra para tener al menos uno de
cada uno de los 6 tipos de unidades€s_de 26 unidades aproximadamente.

4.6.2. Obtencidén de una muestra que contenga al menos una uni-
dad de k < N maquinas-no equiprobables.

Ahora es de nuestro interés calculareltamai@ promedio de la muestra para obtener k <

N =6 tipos de unidades, para calculér este.valor usaremos la formula (4.2). Enseguida pre-

sentaremos dos valores especificos de k ¥ obtendrerios sus respectivos tamanos promedios

de la muestra.

e Sik =2 entonces

2 i}
Di ,
EXn(2)] = E[X| =1+ —— =1+ 1.269724 = 2.269724.
[Xx(2)] ; [X.] 2 ol
Este valor nos dice que el tamano promedio de la muestra par& obtener k = 2 tipos de

unidades es de aproximadamente 2 unidades.

e Sik =3 entonces

3

6 6 o
EXy(3)] =Y EX]=1+) 2oy Yy Pali

p— P i) el plia)p(ia, ia)

=1+ 1.269724 + 1.718201 = 3.987925.

Este valor nos dice que el tamafio promedio de la muestra para obtener &k = 3 tiposide
unidades es de aproximadamente 4 unidades.

OBSERVACION 4.6.1. Para calcular el tamano esperado de la muestra para oblener cualquier
k = 3 tipos de unidades, es necesario llevar a cabo los cdleulos en una computadora, debido
a que el ndmero de términos en la farmula (4.2) crece drdsticamente al aurnentar k.
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4.6.3.. Numero de tipos diferentes de unidades que se encuentran
en una muestra de tamano n.

Supongames gue deseamos conocer el niimero esperado de tipos diferentes de unidades que

podemos ebtener en una muestra de tamano n. A continuacion, calcularemos este niimero

esperado dettipos diferentes de unidades que se obtienen para ciertos tamafos particulares
n de la muestfay utilizando la expresion (4.4).

e Siconsideramas ‘gnesn = 4 entonces tendremos
[
(IS Z(l —pi)* =2.940683 = 3 tipos diferentes de unidades.
=1

e Si consideramos que n = 6 entonces tendremos

6
6 — Z(l = )% = 3.698817 = 4 tipos diferentes de unidades.

i=1
e Siconsideramos que n = 8 entonces tendremos

6
6 — Z(l fp,-)g =1.217027 ~ 4 tipos diferentes de unidades.

i=1

e Si consideramos que n = 10 entoncestendremes
]
6— Z(l — p;)1" ="1583102 = 5'tipos diferentes de unidades.
i=1

e Siconsideramos que n = 26 entonces tendremos

6
6 — Z(l — pi)*® = 5.621356 ~ 6 tipos diferentes de unidades.
i=1

El altimo caso visto nos dice que de una muestra de tamafo 26 unpidades se obtienen en
promedio aproximadamente 6 tipos diferentes de unidades.

4.6.4. Obtencién de una muestra que contenga al menos~n unida-
des de cada una de las N maquinas no equiprobables

Supongamos que
m=2 N=2 v p =1/3, p,=2/3.

En este caso p; S la probabilidad de que una unidad provenga de la maquina niimere1, v
pa es la probabilidad de que provenga de la maquina nimero 2. Obtener una muestra’ que
contenga al menos m unidades de cada una de las N mdaquinas es equivalente a obtener
m colecciones de N cupones diferentes. Aplicando la formula (4.6) tenemos que el niimero
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esperado de realizaciones necesarias para obtener m = 2 colecciones de N = 2 cupones
distintos con las probabilidades dadas, esta dado por

k‘{n‘nm‘m] = (6.555556.
Por lo que se reguieren en promedio aproximadamente 7 unidades para obtener al menos
m = 2 unidades de gada una de las N = 2 maquinas.

Por otro lado, las expresiones de kg, ;.05 4.y, o0 41,42, ji, j2 = 0,1, dadas en la seccion 4.5,
proporcionan el nimeropromedio de cupones necesarios para obtener las m = 2 colecciones
de los N = 2 cupones diféréntes cuando se sabe con qué cupones se cuenta en cada coleccion.
Por lo que, por ejemplo"kg i1y = 1/py = 3 representa el nimero esperado de unidades
necesarias para obtener alwrenos m = 2 unidades de cada una de las N = 2 maquinas,
cuando ya se tienen los dos'tip6s de unidades en la primera coleceion (es decir, se tienen
unidades de las dos maquinas), 3"en la segunda coleccion se tienen unidades solo de la
maquina nimero 2.




Conclusiones

En este trabajo de tesigsestudiamos algunos casos del problema del coleccionista de cupones,
nuestro objetivo fue enéontrar el nimero esperado de cupones para completar una o varias
colecciones de cupones con probahilidades iguales o desiguales, para lo cual usamos miltiples
enfoques. A continuacion st meneiona el estudio hecho utilizando cada uno de los enfoques
considerados.

1- Enfoque de la distribucion geométrica: se mostrd como obtener la férmula para calcular
el nimero esperado de cupones patas€empletar una coleccion de N cupones equiprobables.
Presentamos también una formula pdta, calcular la esperanza v varianza del nimero de
cupones necesarios obtener k < N cupenes,de la coleccion de N cupones equiprobables.

I1.- Enfoque de cadenas de MatkOvise maestth como obtener la formula para calenlar el
niamero esperado de cupones para”completar una coleccion de N cupones equiprobables.
Calculamos el nimero esperado de cupones para cempletar dos colecciones de N = 3 cupones
equiprobables que fue de 9.64, aproximradamenteé” 10 cupones; v el nimero esperado para
completar tres colecciones de N = 2 cupehes equiprobables fue de 7.85, aproximadamente 8
cupones. También se mostro la deduccion de 'una fowfmila para calcular el niimero esperado
para completar dos colecciones de N =2 y (N = 3 cupOues, con probabilidades desiguales.

111.- Analisis directo: se mostrd la deduccion de una férmula para el ntimero esperado de
cupones para completar m colecciones de N cupones equipfobables, y también se calcularon
estos nimeros esperados para m = 2 con N =2 y N = 3, log'euales fueron de 5.5 cupones
y 9.64 cupones respectivamentente, aproximadamente 6 cupoiies y_10 cupones, respectiva-
mente. También se mostrod la deduccion de una formula para caleilarel niimero esperado de
cupones para completar una coleccion de N cupones no equiprobablés.

IV.- Mediante la identidad de méaximos-minimos: se mostrd como obtenepfina formula para
caleular el niimero esperado de cupones para completar una coleccion deN cupones no
equiprobables v una cuota superior para el nimero esperado de cuponessglgsSe necesitan
para completar una o mas colecciones de cupones no equiprobables.

En este trabajo se observo que es facil obtener v calcular, por diversos métodos, ingformula
para el nimero esperado de cupones para completar toda la coleccion de N cuponesequi-
probables. En el caso en que los cupones no son equiprobables, las formulas son un pecermas
complicadas de obtener, asi como también llevar a cabo los cdlculos del niimero esperado de
cupones para obtener toda la coleccidn. Al considerar multiples colecciones de cupones, la
obtencion de las formulas del niimero esperado de cupones necesarios para completar m > 2
colecciones se vuelve méas complicada, v solo se caleularon estos valores para los casos de
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m = 2 o m = 3 colecciones con N = 2 0 N = 3 cupones, va que considerar valores mas
grandeg’puede volver muy pesados los célculos.

Finalment€, se mostrd una aplicacion de los resultados presentados, en un problema del area
de muestred imtustrial para el control de calidad. En este ejemplo de aplicacion se vio la
utilidad de los fesultados presentados para saber, por ejemplo, cudntas unidades producidas
por N maquinas/diferentes se tienen que obtener en promedio en un muestreo secuencial
para tener al menos”una unidad de cada maquina; también se vio que puede calcularse el
tamafo de muestra pfomedio para obtener al menos una unidad de k < N maquinas; v que
se puede calcular el nifm€ro promedio de tipos diferentes de unidades (el tipo especificado por
la maquina que la prodilce)<ue se obtienen en una muestra de tamafio fijo n, considerando
que las N maquinas produeen unidades en igual o diferentes proporciones.

A futuro se pretende profundizar en el estudio de la distribucion y propiedades del niimero
de cupones que deben recolectarsé para obtener toda la coleccién, asi como estudiar el
problema inverso del coleccioniStasde cupones v sus aplicaciones.
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