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Resumen

Eneste trabajo de tesis se prueba la validez de una nueva formulaciéon al Principio
de Corregpondencia de Bohr para el caso de una particula encerrada en un pozo de po-
tencial esfériee infinito. Para esto, primero se hace una revision histérica y conceptual
de formulaciones previas, las que sean necesarias para poder tener un mejor entendi-
miento del desafrollo de este trabajo, v poder entender la importancia de éste. Luego,
habiendo realizade dicha revision, se describe la consistencia de esta nueva formulacion
v su procedimiente’general, asi como se muestra que ésta ya ha sido aplicada a dife-
rentes sistemas cuantie6s. Se muestra, como ejemplo, el caso ) pecial de una particula
encerrada en una caja{ Seguidamente se analiza el sistema de unggparticula en un pozo
de potencial cudantico esféficodnfinito. Se resuelve la ecuacion deghrijdinger para este
sistema y asi se obtienen las eigenfunciones. Se revisa el comportamiento asintético de
las eigenfunciones y se calalada densidad de probabilidad cudntica (QDP), pues es
lo que serd 1til para aplicar la_ndeva formulacién. Continuamente, habiendo obtenido
la densidad de probabilidad cudntica, se aplica la nueva formulaciéon a dicho sistema
cuantico. Isto se realiza de la sigui€lite manera: se calculan los coeficientes de Fourier
de la densidad de probabilidad cuantica; al resultado obtenido se le calcula la aproxi-
macién asintética para valores del ntumeto cudntico principal muy grandes (n > 1).
Posteriormente se calcula la transformada de Fourier inversa a los valores obtenidos.
Se podra ver que se obtienen valoTes parecidgs a los de una particula encerrada en una
caja. Por iltimo se analizan los restiltados ‘obtenidos, que estos sean consistentes con
los valores clasicos esperados; se les da una explicacion fisica.
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Capitulo 1

Introduccion

La Mecanica Clasica, teoria“desarrollada durante el siglo XVII por Isaac Newton, es
un modelo fisico macroscépicg? que es 1til para describir el movimiento de los cuerpos
en el espacio relacionando este”ingyimiento con sus causas eficientes, a saber, fuerzas.
Esta busca proveer una precisa ypeonsistente descripcion de la dindmica de particulas
v sistema de particulas, esto es, uneenjunto de leyes fisicas que matematicamente
describen el movimiento de cuerpos. Son necesarios, para esto, conceptos fundamentales
tales como la distancia y el tiempe. Lascombinacion de estos conceptos permite definir
la velocidad y la aceleracion deAina partieuld, cantidades clasicas fundamentales. El
tercer concepto fundamental es la" masa, que es un concepto bastante discutido en la
literatura. Algo muy importante, yique se toma en cuenta en el desarrollo de este texto,
es que la Mecédnica Clasica esta formmlada en téfiinos de trayectorias continuas [1].

Ahora bien, la Mecanica Cuantica egina teoria muy extensa, mucho mas elemental
que la Mecanica Clasica; esta fue desafrollada enda primera mitad del siglo XX, y
ha sido una teoria fisica muy exitosa desde entonces. Esta es aplicable a todo, desde
electrones, y muchas mas particulas subatomicas, hasgg.estrellas v galaxias. A diferen-
cia de otras teorias como la Mecanica Newtoniana, [a Teeria de la Relatividad y la
Teorfa Electromagnética, ésta no fue desarrollada por un solé individuo, sino que es el
resultado de las aportaciones de varios fisicos, tanto en sus eohceptos como en su for-
malismo matemético. Esta est4 formulada va no en términos de trayectorias continuas,
sino en términos de probabilidades. Algunos conceptos de la Mecanica Clasica como la
velocidad y la aceleracién ya no se mantienen como tal a niveles cudnticos.

Dado lo anterior, se repara en que casi desde los inicios de la for cién @la
teorfa cudntica, dursgge la primera mitad del siglo XX, se ha tratado dg encontrar
una correspondencia entre la Mecdnica Cudntica y la Mecdnica Cldsica; €on' lo cual se
habria de comprobar que la Mecanica Cuantica es consistente con la Mecanica Clésica.
Pues una nueva teoria fisica no solo debe explicar fendmenos fisicos, sino ser congistente
con teorfas clasicas [2)g

Se ha considerado que la Mecénica Cudntica contiene a la Mecdnica Clésica‘en-un
cierto caso limite [3]; sin embargo, jcudl es éste h’mitq Se han propuesto varias suge=
rencias de este limite, entre las cuales se encuentran el Principio de Correspondencia
de Bohr vy la Formulacién que se revisa en este trabajo.

Luego, nétese que una de las formas en que podemos comprobar, de forma par-
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ticulat, la validez de una nueva formulacion, es aplicando esta misma a un caso en
pm&ﬁr. Se busca aplicar Una Nueva Formulacién al Principio de correspondencia
de Bolit, descrita en [4], al caso del pozo de potencial esférico infinito, lo que permi-
tira co VO sar la validez de esta formulacion para este caso y observar que la nueva
formulacio, 1ede extenderse para varios sistemas cuanticos. Y, ademas, se lograra
tener un en imiento mas profundo de lo que ocurre en el sistema de la particula
encerrada e:&om esférico infinito. Pues serfa muy interesante poder notar cémo
el comportamie@éﬂco del sistema emerge de la Mecanica Cuantica. Esto no solo
comprobaria que ueva Formulacién es correcta, sino que también se pueden obtener
de ésta resultados 1@&\11}01?9111;&5 para la fisica en general.

Hasta ahora, el p @mﬁ e una particula encerrada en un pozo de potencial es-
férico infinito ha sido iscutido en diferentes textos de Mecdnica Cudntica. Este
sistema resulta ser bastmlteresante y peculiar, pues, ademads, en términos de su
razonamiento es que se estudia el &tomo de hidrégeno.

Lo que hasta ahora no sethabia realizado, y que, por tanto, no esta en los textos,
es la aplicacion de la Nueva Fopmuilacién a este sistema; con esto se demostraria que
la Mecanica Cudntica es consis %con la Mecanica Clasica para este caso. Pero
antes de esto, es necesario discutir i0s aspectos historicos acerca del Principio de
Correspondencia para tener un mejo

razon de por qué es important Nueva Formulacion al igual que su aplicacion al
sistema en cuestion. ‘7




Capitulo 2

EL Limite Clasico

En la fisica se debe cumplit que, tomando el limite apropiado, es posible llegar a
cantidades dadas en teorias c¢lésicas partiendo de cantidades pertenecientes a teorias
nuevas; esto para comprobar qlg las-nuevas formulaciones son coherentes con las cla-
sicas. A esto se le conoce como Idtite Clasico. Los casos mas comunes son el limite
clasico de la Mecanica Relativista'y gllimite clasico de la Mecanica Cuantica.

Como ilustracién, seria de gran‘utilidad revisar un poco la forma en la que la
Mecanica Relativista se reduce a_la Mecanica Clasica en el limite cuando ¢ — 400, 0
més bien, cuando la velocidad dedatuz es mwygrande en comparacion con la velocidad
v de un cuerpo, o sea v/c < 1. Cohsideremo$ una particula de masa m y que se mueve
con velocidad constante v, entoncés'el momentorlineal relativista esta dado como:

P=ma/\/1—v2/c (2.1)

entonces, al aplicarse el limite v/c < 1,

oy 2 .
2 1 _L_,2

—| =]+ ...4 2.2
c2 2\ 2 (2.2)

asi, al sustituir en (2.1), ésta se reduce al momento linealglisico.
p=mu. (2.3)

Lo mismo sucede para el caso de la energia cinética,

me? )
E{: = II':Q — mc, (24)
v

12
\/1 c?

al hacer v/e < 1, ocurre que se reduce a

1 .
E.= 5??1:1,-'2: (2%5)

que es la energia cinética clasica.
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Hablando mas generalmente, todos los resultados de la Mecanica Newtoniana son
recuperados en el limite v/c << 1 o, equivalentemente, en el limite cuando las energias
potenethl)y cinética son pequefias comparadas con la energia en reposo mc?. En este
limite lds tfayectorias predichas por la Mecanica Relativista se unen con las predichas
por la Meghnica Newtoniana. Por tanto, es bastante correcto decir que la Mecanica
Relativista cofitiene a la Mecdnica Newtoniana en un caso limite especial [5].

2.1. EIl Limite Clasico de la Mecanica Cuantica, 7 —

0

No solo en la Teoria dela Relatividad, sino que en un amplio dominio de expe-
riencia, la Mecanica Clasi€a ha sido verificada, asi que, si la Mecanica Cuantica es
correcta, esta debe concorggrcon la Mecanica Clasica en el limite apropiado. En 1906,
Max Planck propuso que [a Nleegénica Clésica emerge de la Mecanica Cuéntica en el
limite i — 0; éste fue una de las, pautas importantes para la formulacion de la Me-
canica Cuantica. Bohr y Heinsenbgrgvdestacaron la analogia entre los limites ¢ — oo,
ambos supuestamente conducen de yuelta a la Mecanica Cuantica, esto en un intento
de disuadir a Einstein de su vision de dichia teoria. Einstein se mantuvo inmutable ante
tales argumentos, y, no obstantesla analogia simplifico el problema seriamente. No se
puede simplemente definir h — 0=¢dmo el'limite Clasico para el caso cuantico. Tal li-
mite no esta bien definido matematigamented, asmenos que se especifique qué cantidades
se deben mantener constantes durantelel progeSodimite, como en el ejemplo anterior.
Y, también, hay que considerar que, al ignal qfie e ke es una constante universal, por
lo que el limite & — 0 no tiene sentido desde el ptinto de vista de muchos tedricos.
Ademas, existen problemas conceptualessque, son, 4l menos, tan importantes como el
problema matemadtico [5].

Considérese lo siguiente, las formulaciones de la Mécanica Clasica y la Mecdanica
Relativista estin dadas en términos de los mismos coneéptos, a saber, trayectorias
continuas de particulas individuales a través del espacio-tiempo. Existen diferencias
cuantitativas entre ambas teorfas; sin embargo, en el limite ¢=% 400, estas diferencias
se desvanecen. No obstante, véase lo que ocurre con la Mecanica Cudntica; es bien
sabido que esta estd formulada en términos de probabilidades, y'ne=estan meramente

lacionadas con trayectorias de particulas individuales. Entonces, se’puede notar que
entre la Mecédnica Clasica y la Mecdanica Cuantica, no solo existe una diférencia cuan-
titativa, sino también una diferencia conceptual, y esta ultima es mucho més dificil de
tratar. Se sabe que la Teoria Cudntica no predice el fenémeno individual“ob8ervado,
sino solo las probabilidades de los posibles fendomenos. Este hecho es particularmente
importante en el estudio del limite clisico. El limite cldsico de un estado cuantico es
un ensamble de trayectorias cldsicas, no una trayectoria clasica individual [5].
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2.2¢ La Ecuacion Hamilton-Jacobi y el Potencial
Cuantico

La eedagion de Schrodinger, — (h?/2m) V2 + VU = ihd¥/0t, toma una forma
interesanté-ewando U estd expresada en términos de su amplitud y fase reales,

W(F 1) = A(F, t)eSTM, (2.6)

Haciendo esta sustitticion en la ecuacion de Schrodinger y separando en partes real e
imaginaria, se obtiefieri.dos ecuaciones,

i, 1 N oS .
T A+ 5 AVS)+ VA = — A, (2.7)
) ve . _0A )
—5 {AV S+2(VA)- (VS )} ot (2.8)

La segunda de estas puede ser(esc¢rita en términos de la densidad de probabilidad,
p=|U|? = A% como dp/ot + {pViE+ (Vp) - (VS)} /m = 0, o, equivalentemente,
f)p V \ (pVS)
i S0 Vi g Y 2.9
at m (29)

Esta es la ecuacion de continuidadpara la aénservacion de la probabilidad.
La ecuacién (2.9) puede ser esgfita converientemente en la forma

0s (V)2

5 T +VHVi=10 (2.10)
donde —
Ve = 2m A (2.11)

es llamado el potencial cudntico, porque entra en la ecuaeion de la misma manera
que el potencial ordinario V. La ecuaciéon (2.10) tiene la mifrha forma de la ecuacion
Hamilton-Jacobi de la Mecanica Clasica. Si se introduce un campo de velocidad

5(7 ) = J_V5 (2.12)
pm
y se toma el gradiente de (2.12), se obtiene que
ov - -
m— +m(v- V)i +V(V+V,)=0. (2.13)

ot

Una particula siguiendo el flujo definido por el campo de velocidad (2.12) obetleceria
la ecuacion de movimiento

m% =-V(V+V,) (2.14)

Por tanto, si V;, — 0 en el limite A — 0, las trayectorias de las particulas obedecerdn
las leyes de movimiento de Newton.
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Hay dos pasos logicos mayores envueltos en demostrar, con base en este resulta-
do,\gue'la Mecanica Cuantica tiene el limite clasico correcto. Uno es mostrar que el
poteneialicuantico se desvanece en limite h — (), lo cual no es trivial a pesar de su pro-
porcionalidad formal a k. El otro es una pregunta conceptual profunda considerando
el significado_de la funcién de estado ¥ y su relaciéon con la funcién del principio de
Hamilton.

El comportamiento del potencial cuantico en el limite A — 0 evidentemente puede
depender de la naturaleza de la funcién de estado particular. Consideremos dos dos
ejemplos simples qué ilustran las caracteristicas de este problema.

El primer ejemplo esfina particula libre en una dimension de la que sig@stado inicial
es un paquete de ondag&anssiano, ¥(x, 0) o exp(x? /4a?). Consideremos que la funcién
de onda dependiente dél tiempo esta dada de la forma

it \17Y2
Ul 1) =(28)" Y a1+ — e~ 4’ 2.15
(w, £)=(2#) * 2ma? ' ( )
. . iht
donde o? = a? (1 + o | Porgtie &l potencial cuantico (2.11) es independiente de
ma

la normalizacién de ¥, se pueden elitninar todos los factores de (2.15) que no de-
penden de x. Al eliminar tales factores, la amplitud real de U(z,¢) toma la forma
A = exp(—x?/43?), donde 3*=La*1 + @]2ma?)?]. Por tanto, el potencial cudntico

es 2 2
Tomando el limite i — 0 con a fijo, se entuentrasgie el potencial cudntico, en efecto,
se reduce a la ecuacion clasica en ese liniiter

Estrictamente hablando, el criterio para=decir que €I potencial cuantico es pequeno
es que h/mB3% es pequenio comparado con otros términos#e energia. Asi, cuanto mds
amplia sea la densidad de probabilidad de la posicion, massprecisa sera la aproximacion
provista por el limite clasico. La aproximacién de HamiltonJacobi tiene mayor alcance
porque reconoce que un estado cuantico generalmente corresponde a un ensamble de
trayectorias clasicas en vez de a una sola trayectoria.

Sin embargo, hay muchos estados que no satisfacen estas condigiones. Considere la
funcién de estado W(z) = sin(pz/h), el cual puede describir una particula con energia
E = p?/2m confinada entre dos barreras reflectoras en x = 0y = L, @6n’L = nhx/p
para algiin entero grande n. El potencial cudntico para este estado es V= P2 /2m, el
cual no se desvanece cuando se toma el limite i — 0 con p fija. Ademaslas€cuacién
(2.12) daria una velocidad v = (1/m)(05/dx) = 0, contraria a la velocidad cldsica
v = p/m. La falla de este método en dar como resultado el limite cldsico ‘esperado
en este caso es claro debido a la formacién de una onda estacionaria, la cuales una
manifestacién del fenémeno cuantico de interferencia entre las ondas hacia la izquierda
v la derecha que componen ¥ [5].




Capitulo 3
Método WKB

La ecuaciéon de Schrodinger”para estados estacionarios tiene la forma

% R (x)(z) =0 (3.1)
con .
k() ME = V(@) 2m (3.2)

K2
Es més conveniente hallar las 408 soluciones-linealmente independientes complejas de
esta ecuacion, sin considerar las géndicioneg’de frontera, y entonces formar la funcion
de estado como una combinacion lineal de egfas.soluciones. Para esto, se hace ¢(z) =
¢ @) asi (3.1) se convierte en

dd\*

(d;::) N
Si el potencial V' fuese constante, la solucién serfa @ (x) ="4kz, con k constante, y asi
se tendria que d?® /dx? = 0. Si V(z) no es constante, peré cambia muy poco sobre la
distancia de la longitud de onda local, A = 27 /k(z). se puede-eSperar que d’°®/dx? sea
pequefia comparada con los demds términos de (3.3). Ya qu& A decrece conforme E
se incrementa, esta aproximacién deberia ser valida en el limité delniimero cuantico
grande. El esquema de aproximacion basado en esta idea es llamadg el método WKB
(Wentzel, Kramer, y Brillouin), y es otro intento de hallar el limitesclisico.

‘omo primera aproximacion, se quita d- dx? de (3.3), obtenienc
Como primera aproximacion, se quita d?® /dz? de (3.3), obteniendo

)

(%) + kz(:::) =0. (3.3)

d®
o~ dk(x 3.4
I () (3.4)

Para obtener la segunda aproximacion, se sustituye d?®/dz? en (3.3), obtenicndo.asi

a\* . [ dk
(E) =k*z) +i (E) ,

i(dk/dx)

dd

o= +k(x) {1 +

9
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e ildk/d)
dr Th(z) + 2k(x)
D(x) = £ f k(z)dz + ;% log [k(x)]

Asi, las solueiobnes complejas aproximadas de (3.1) son

d(z) = @) = [k(x)] " exp {:t-éfk(:::)d:::} ; (3.5)

las funciones reale§ desestados ligados tendran la forma,

W(r) = W cos {/k(:}:)d;:: + q-')} : (3.6)

La constante ¢ sera determiwada por las condiciones de frontera, y la ¢ por la nor-
malizacién. Las oscilaciones rdpidas de escala fina y la envolvente suave son exhibidas
explicitamente en esta forma. ‘Ekpiomedio de |¥|? sobre una corta distancia Az da

. 0 1 . .
la densidad de probabilidad =|c[%/K{x). Cuanto mayor sea la energfa menor serd la

longitud de onda de la oscilacién de ese¢ala fina, y, por tanto, se puede elegir Axr mas
pequetio. La densidad de probabilidaddeposicion clasica es proporcional al tiempo que
la particula pasa en el intervaloAz, y asi es.proporcional a dt/dx = 1/v, con la cons-
tante de proporcionalidad siendo.definida nermalizando la probabilidad total a 1. Ya

1
que —mv* = E —V(z), es evidentd de (3.2) dueda velocidad cldsica es v = fik(x) /m, y

asi, la densidad de probabilidad cuantica ceincide con la densidad de probabilidad cla-
sica. La longitud Az puede hacerse arbitrariamente/pequeiia en el limite de la energia
suficientemente alta. Pero, a pesar de que las densidades de probabilidad de posicion
clasica y cudntica se vuelven indistinguiblés.en el limite"de energia alta (nimero cudn-
tico grande), la Mecdnica Clésica no necesith hacerse ‘parecida a la Mecdnica Clasica
en este limite. En el ejemplo de la particula entre dos barperas reflectoras, las energias
permitidas permanecen discretas y la separacion entre los niveles de energia no se hacen
cero.

La aproximacion de la probabilidad de la posicién a su limitéclasico ha sido ex-
plicitamente estudiada en sistemas simples. Pauling v Wilson (1935), la ilustran para
el oscilador armonico. Rowe (1987) ha examinado el &tomo de hidrégeno,ilustrando el
limite de n grande para los casos del momento angular minimo (¢ = )4 €l momento
angular maximo (¢ = n — 1). Los estados ¢ = 0 corresponden a elipses estrechas que
se han degenerado en lineas rectas a través del centro de la orbita, y la.densidad de
probabilidad de la posicién radial es ancha. Los estados de ¢ maximo corresponden a
orbitas circulares, v la densidad de probabilidad de la posicién radial se agudiZa sobre
el radio de la 6rbita f‘l*’mim en el limite n — +o00. Esto se puede deducir de las formulas
(‘} 5)y (3.6) p&mr v (r?). El radio medio (r) en el estado atémico |mfm) es de ordén
nap, donde ao es el radio de Bohr ¥ n es el niimero cuantico principal. La fluctuacign
cuadrada media en la variable radial es

ad(n* 4 2n? — ¢4 — 203 — (%)

(%) = (r)? = ;

(3.7)
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.

con_afnbos términos de la derecha siendo de orden n'ag. Pero para f = n — 1 la
fu om cuadrada media se reduce a

1

O/‘ (r*)y — (r)* = Ea§n3(1 +—). (3.8)

L 2 2n

y, asi, en el lifiite n — oo la fluctuacion relativa, ((r2) — (r)2)/{r)?, se desvanece como
n_i. La depe ia angular de la densidad de probabilidad esta dada por

*

Es claro de la relaciQQ

%
que cuando m tiene su valor @mo, m = {, la densidad angular se reduce a

A6, 9)[2 o (sin 6)',

la cual se hace arbitrariamente aguc@lgdedor de O7/2 en el limite n — +oc. Asi se
puede ver que en el limite n — , landistribucion de probabilidad de la posicion del
estado atémico, conm = =
que el ancho de la distribucién d

d
ap a a una Orbita circular ecuatorial. Dado
bilids
se desvanece, el limite clasico de es tado

s una fraceion del radio medio (r) que
es un ejemplo tipico por causa de S alto gra

ico parece ser una érbita tinica. Este
limite de un estado cudntico ser un ensﬂ?\le de

e_simetria. Es mas comin para el
1 O
* c

1Y,(6.0)” o< | P (cos 0) 2

(1 a2y (d_‘i) Py(u)

tas clasicas [5].




Capitulo 4

El Principio de Correspondencia de
Bohr

Otro intento por de hallar €Llimite apropiado, por el cual se pueda confirmar que
la Mecanica Clasica emerge de lawMecanica Cuantica fue hecho por Niels Bohr. Niels
Bohr formulé un principio que impome, una condicion sobre la Teoria Cuantica para
que esta se reduzca a la Mecanica Clasi€éaen ciertas condiciones. De esta manera nunca
habrd una contradiccién entre laggdos teorias [6]. Esto se conoce como el Principio de
Correspondencia de Bohr, y llégb.asser una propuesta para Limite Clasico, y es muy
mencionado en la literatura; sin#mbargo, la formulacién propuesta por Bohr es muy
particular, no es cierta en general, no,es aplicable a muchos sistemas cuanticos [10].
Esto se debe a que el Principio de Correspendentia de Bohr fue formulado con base en
una Mecdnica Cuantica muy primitivayda formulacion formal de la Mecanica Cudntica
como se le conoce hoy en dia fue establecida en 1925)mientras que Bohr propuso su
principio por primera vez en 1913,

Pero jen qu@gconsiste exactamente el Principio de €efrespondencia de Bohr? Bohr
observé [7] m.legespectro de frecue Fyia emit ido por un atfomeéde hidrégeno se aproxima
al espectro calculado clasicamente en el limite de el nimere”cudntico principal n muy
grande. La frecuencia de emig®m en este limite es la frecuencia orbital clasica del
electron, la cual se aproxima a cerc segin el nfimero cudnticesm tiende a infinito.
En palabras de Bohr: Si n es grande, la razén entre la frecueneia. (orbital) antes y
después de la emision serd muy cercana@@li; y de acuerdo con la electradindamica cldsica,
deberiamos, por lo tanto, esperar que % razon entre la frecuencia de lavadiacion y
la frecuencia de la revolucion también es muy cercana ¢ 1. En 1918, en un memorial
académico dedicado a su profesor, Christian Christiansen, Bohr generalizd este hallazgo
a sistemas periddicos. En sus propias palabras: En cuanto a las frecuencias{veinos que
en el limite cuando n es grande existe un relacion cercana entre la teoria ordimayia de
radiacion y la teoria del espectro.

Hay que tener en cuenta la siguiente distincion, una es la correspondencia de fre-

encia v la otra es la correspondencia de configuracion, esta ultima se logra cuande
a densidad de probabilidad cudntica coincide con la densidad de probabilidad clésicas
El concepto estd bien ilustrado por el oscilador arménico, para el cual la densidad dé

12
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probabilidad clasica para una particula de energia especificada esta dada por

Polr) = ——— (4.1)

/' my/ag — a2

Aqui z es desplazamiento y £z son los puntos de retorno. La densidad de probabilidad

clasica P n le a la densidad de probabilidad cudntica |v,|>. En vez de eso, se

aprecia que ésta sigue el promedio local en el limite de los niimeros cuanticos n grandes:
*

7z, 2 L pete 2
By = (Po(a)) = (lunl®) = 57 [ len(w) Py (42)

El intervalo € decrece 9 1 nlimero n se incrementa [10].

Otro aspecto muy impértante que cabe mencionar es que segin se recalca en [33],
esta primera formulacion incipio de Correspondencia de Bohr no es aplicable
al sistema de una particula rrada en una caja, ya que el nimero de nodos va
creciendo hasta que la funcion @'ﬁda se hace cero. Se vio que para este sistema el
limite 2 — 0 tampoco es aceptab /ﬁunque se vio bajo la descripcién de una particula
entre dos barreras reflectoras. Tan , cabe afirmar que, si tanto el Principio de
Correspondencia de Bohr como el lim 0 no funcionan para la particula encerrada

en una caja, tampoco funcionaran’ para el caso de una particula encerrada en un pozo
de potencial esférico infinito, ya son sf8tetnas un tanto parecidos.
Entonces se puede concluir de gstor; qué ésta primera formulacién al Principio de
b

Correspondencia es muy incomplet in emk través de los anos se han propuesto
Y
83—.(18 correspondencia de BOhI‘; lo

extensiones, en diferentes formulacio },ﬁl pri
que se discutira después.

. OQ%
®

%
(%‘

‘©

*




Capitulo 5

La Reglade Cuantizacion
Bohr-Sommerfeld

Una regla de cuantizacion de.la-energia de un sistema periddico con un grado de
libertad estda dado por la bien cenoeida Regla de Cuantizacion de Bohr-Sommerfeld
(BS), la cual establece que la integyal de la accién del sistema debe ser igual a un
medio entero veces la constante de ‘Planck. En esta forma, la cual esta ligeramente
modificada de la original postulada por Bohr, esta regla ha sido derivada sobre la base
de la aproximacion WKB a 14" gcuacion de”Schrodinger para la funcion de onda del
sistema. Esta es una aproximaciéh _asintétiea yalida solo para valores pequenos de la
constante de Planck. Solo el sistemavmas sinmiplecon un Hamiltoniano de la forma

2

)
H(p,qf 75—+ Vig)

ha sido considerada. La derivacién depende’ crucialménte de la llamadas “Féormulas
de conexiéon”™ para la funcién de onda a cada lado de Tog*puntos de retorno clasicos.
El establecimiento de las formulas de conexion es un prebléma mateméatico un poco
delicado. La regla de cuantizacién BS ha sido probada paraSistemas simples, v se tiene
como valida solo para ntimeros cuanticos grandes.

5.1. Regla de Cuantizaciéon Exacta

Considérese un sistema de un grado de libertad con el Hamiltoniano élasico H(p,q) =
(p%/2m) +V(q), donde q es la coordenada cartesiana en el intervalo (—o&,%bc), v p el
momento conjugado. Se toma el potencial V(g) de tal forma que el movimiefity clasico
sea periodico, al menos para un cierto rango de valores de su energia total.-Cuanti-
camente las energias de los estados estacionarios de este sistema estan dadas™paer los
eigenvalores ¢, del operador Hamiltoniano H= (152 /2m) + V(Q): donde P v @ sol
los operadores de momento y posicién, respectivamente, que satisfacen la relacién de
conmutacion [Q 15] = ih.

Para el espectro discreto se sabe que los eigenvalores de energia no son degenerados:

Podemos entonces enumerar los estados ligados con las energias e, mediante el uso de

14




CAPITULO 5. LA REGLA DE CUANTIZACION BOHR-SOMMERFELD 15

los miineros enteros n = 0,1,2,3,... . Con la ayuda de la funcién de escalon unitaria
s(en),
1, e>0
s(e)=1¢ 1/2, e=0 (5.1)
0, e<0

tenemos que T {s(ﬁ < H )} =3, s(e — €,) es igual a un entero que da el mimero de
los estados ligados cemlas eigenenergias menores que e, si € # €,. Si € es igual a uno
de los eigenvalores, seftiene de (5.1) que

Tr{s(en — H)} =n+1/2 (5.2)

donde n = 0,1,2, 3, ... . Clazdmente, una evaluacion independiente de la traza en la
ecuacion (5.2) dard una ecuagion.para los valores de energia ¢, del sistema. Es posible
ahora expresar la traza en forima, dé una integral sobre el espacio de fase clasico del
sistema. Ademads, esta forma se Presta ficilmente a una evaluacién en potencias de
h%. Esta transformacién es esencialm@nte la misma usada por Wigner en el estudio
de las correcciones cuanticas para las.propiedades del equilibrio térmico, al introducir
la funcion de distribucion de Wigner. Generalizando ligeramente el procedimiento de
Wigner, se define una funcién Cldsiea, S(psq ¢), correspondiente al operador, s(e — ﬂ’)
por la relacién

S(p, q;e) = /:j dze =W (g — 1492s(e — H)|q + 1/2z), (5.3)

donde Q|g) = glq). Ahora, como Wigner'‘noté, el intégrando de la ecuacién (5.3) puede
ser escrito como (¢ — 1/2x|UtsU|q + 1/22%donde U £ axp(iQp/h); ademis, se tiene
que

/\ /\

Uts(e — H)U = s(e — UTHU)

con

U'HU = H(U'PU, Q) = H(p + P.@. (5.4)
La tltima igualdad es un resultado de [P U] pU, la cual es un‘b( cuencia directa

de la relacion de conmutacién fundamental [ , ] = ih. Asi se puede expresar (5.3) en
la forma

S(p,q;e) = /:j dr(qg—1/2x|s (e — H(p+ P, Q)) lg +1/2x) (5.5)

Se sigue que

-~ +oo oo
Tr’{s(e - H)} =55 /_x. /_x dpdqS(p, q; €), (5.6)

como puede ser facilmente visto al realizar la integracion sobre p primero. La ecuacion
(5.2) se convierte en la regla de cuantizacién exacta

+ooc oo
f f dpdgS(p, q;e,) = n+1/2, (5.7)
QTfﬁ —oo —oo
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dondé” S(p, g; €) esta dado por (5.5), y n =0,1,2,3,... . Es facil ver que esta regla de
cuantigacion es valida para un Hamiltoniano arbitrario, H=H (P, Q), siempre que su
espectrd de energia no esté degenerado, va que, bajo esta condicidon, ninguno de los
pasos (5.2)"v (5.7) dependen en forma particular del Hamiltoniano.

Para referencias posteriores, se debe notar que, en este caso, la funciéon Hamiltoniano
de la Mecanieg"Cuantica, 4 (}5 @) no es, en general, la misma que la correspondiente
a la funcién ‘Hamiltoniano de la Mecénica Clasica, la cual se denota como H.(p, q),
pero es idéntica,a(@sta por la correspondencia de Weyl [8]. Esta correspondencia entre
cualquier cantidad.dindmica cldsica, A.(p. q), y el operador cudntico correspondiente,
A(P, ), siendo disehade por A(P, Q) +— A.(p, q), estd definida de la siguiente forma:
si

+oo oo .
X — /_ R /_ " dodra(a, 1)éerT), (5.8)

entonces

+oo oo .
AP, Q) = /_m /_w dodra(o, )eeF+7Q) (5.9)

y vice versa. Entonces a(o, 7) puéde expresarse tanto en términos de A.(p,q) o en
términos de A(P, Q), a saber,

1 .
(0,7) = s ] dpdaAd(p.a)e™

.

2m

(5.10)

T LA(PIQe 7P+
ya que los operadores (h/27)Y2 exp {i{c P+ 7Q)} forman un conjunto ortonormal.

Con la ayuda de las ecuaciones (5.8)5,9) v (5.20) es facil mostrar que la relacién
entre un operador y una funcién cldsica cemo se“prescribe por la ecuacién (5.3) es
idéntica a la correspondencia de Weyl; asi‘sediene que

-~

S(p.gie) «— s (e— H(P,Q)), (5.11)

Se puede notar que, en particular, la importante relacion (576))es obvia ahora, segin
esta se obtenga de la ecuacién (5.10) haciendo o =7 = 0.

5.2. Regla de Cuantizacién Bohr-Sommerfeld y co-

rrecciones
11
Ahora se prueba que, para el orden méas bajo en h, Eintegral del lado%erdo de
la ecuacién (5.7), para un €, fijo, es solo la integral de la accion, v, asi, la ecuacién (5.7)
se reduce a la regla de cuantizacion BS Se nota que, ya que en la representaeign de
Schrodinger Q|q) = qlq) v Plg) = ih(9/8q)|q), en el orden mas bajo en h, la ecudgién
(5.5), para S(p, ¢; €), con un parametro fijo €, se hace igual a

+oo

So(p, q;¢) = /_x dr{q —1/2x|s(e — Ho(p,q + 1/2z))|q +1/2x) (5.12)

= s(e — H.(p.q)).
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Asi_de la definicidn de s(e), la ecuacién (5.1), v la regla de cuantizacién exacta (5.7)
se obtielie que, para h pequena, la condicién de cuantizacién es

ﬁ / dpdg=n-+1/2. (5.13)

He<eyn

En el caso usualde H.(p, q) = p?/2m-+V (q) con un potencial tal que existan dos puntos
de retorno, a(e) y®e), para el movimiento clisico de energia total ¢, la ecuacion (5.13)
se convierten en

L'{&n}
p

(1/m) Fpiy avda =2/ |

al\€En

(€n,q)|dg = (n + 1/2)2m, (5.14)

donde p(e, q) es la solucioi de H.(p, q) = €. Esta es la regla de cuantizaciéon BS, como
se deriva con base en la apreXimacion WKB para la ecuacion de Schrédinger.

Se pueden hallar términos.de’correccién a S(p, g;¢) para h pequena, v ¢ fija, de la
relacién exacta (5.5). Por ejemploy una expansion de s(e — H(p + P, ())) en potencias
de P darfa una expansién en serié déS(p, ¢) en h. Para tal expansién es util notar que
s(€), como se define por (5.1), tiene Ja tepresentacion de la transformada de Fourier

i [t dz :
s(e)="1i / —e ™ 5.15
s(el n—lgﬁl— 2™z z—l—?,'.'}P ( )

Sin embargo, una expansién directa 'de exp {iz [H(p+ P.Q) — €|} en potencias de P es
tediosa, especialmente para un Hamilfeniano apbitrario. Fs mas conveniente proceder
como se sigue. De acuerdo con (5.15) yA5.11), sepuede escribir

Sa) = lim o [0 = Bmaiz) (5.16)
p.0) = lin, 5r N T (D) 716
donde

E(p,q;2) «— E(P,Q;2) = exp{?lz [H(P O~ F]} (5.17)

+— indica, como antes, la correspondencia de Weyl (5.8) v (58). Se puede ahora,

convenientemente, expandir E(p, ¢; z) en potencias de h, construyéndo una ecuacién
para esta, la cual es obtenida de la ecuacién obvia para E(P,Q; z)

10 - .= 1 .= A
— =FKFH=—-(FH+ HFE 5.1
o B(2) (B + AiE) (5.18)

donde H = H —e = H(P,()) — ¢. La correspondencia de Weyl (5.17) permite, escri-
bir inmediatamente la ecuacién correspondiente para E(z) en términos de Hu(p. q) =

H.(p,q) — e < H. Si se hace uso de la expresion, derivada por Groenewold [11}para

1 ~= A
la cantidad clasica correspondiente a §(EH + HE), se tiene que

10 ~ hio o 6
L9k =) dcost (22— 2 9V gy 5.1¢
2 B = lpa {eos B (S0 - 20 By Gao
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con H(z =0) = 1. Aqui §/dp, d/dq operan solo sobre la funcién a su derecha, al igual
quedfdp, 3/0q. No se puede encontrar una solucién de (5.19) en series de potencia en
h?,

B(z) =131 G, (=), (5.20)
=0

va que, de laexpansion del coseno en (5.19), es obvio que los coeficientes de los potencias
impares de h s€ désvanecen. De (5.19) se encuentra, pues, que Gy(z) =1y

2 - - 2 a3 - P 2
Gl(z):l{z—H (5 0_2 ()) H+%H (MJH“ E(JH“) } (5.21)

2 YA Spdg g Op 3 7°\op 9¢  oq Op
Sustituyendo las ecuaciohes(5.20) v (5.21) en la ecuacién (5.16), se tiene que
S~ So(p.q) + h*Si(p,q) + O(h) (5.22)

donde Sy(p. q;€) = s(e — H.(p, g])sde acuerdo con (5.12), y

1 y o 50\
(€) = — Hr' - — H(_- 5; Hr.'_ -
Sl (JTJ, Q‘: (') 16 { = (6;” 8@ 5(; f)p) } ( (-)

{ s<aH} & OH.\’
— | ——=F - ——=| §(H.—¢
+?4 '(5;0 dq dq dp ) (He —e)

(5.23)

Para llegar a (5.23), se ha hecho usodes’(¢) = d5/de = 6(¢), la funcién delta de Dirac.
Asi, la regla de cuantizacién BS (5.13)/da buends résultados para valores de ¢,, para

los cuales
h? // dpdqS,(p, &) < f/ dpdy. (5.24)

H.<en

Para el caso simple, H, = (p*/2m) + v(q), de interés comithi, se obtiene de (5.23) que
1 . 2

i) = g V@0~ + [V + Lviafog —of. 62
Am m

La integral del espacio fase de Sy, dada en (5.25), puede realizarse ‘haciendo el cam-
bio de variable y = H.(p, q), siendo el Jacobiano de la transformaciér_my/|p(y, q)| =

m/y\/2m [y — V(q)]. Si se denotan los puntos de retorno del movimiento cldsico de ener-
gia e por a(e) v b(e), entonces se encuentra, para este caso, al integrar poppartes, que

ﬁdfwvw> 15.26)
L 20

i [[ dpdSi(p.g;€) = —5 o o el

dado que V'(a) y V’'(b) son finitos y no se desvanecen, V" (a) y V" (b) son finitos.
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5.3« El Oscilador Arménico Simple

El gdse del oscilador armoénico simple es de interés aqui, pues la regla de cuantizacion
BS aprefimdda, (5.14), da todos los eigenvalores de energia exactamente. En el contexto
de la aproximacion WKB, esto ha sido considerado un accidente; es interesante, por
tanto, preguntar si el presente procedimiento permite justificar esta circunstancia. Se
muestra abajo que, en efecto, la regla de cuantizacion exacta, ecuacién (5.7), se reduce
para el caso de lagregla BS; i. e., se prueba que, para el oscilador arménico,

/ dpdqS(p,q;€) = jl(p(e:q)dq (5.27)

para todos los érdenesien k.

Primero, se nota quel temando en cuenta la forma especial del Hamiltoniano para
el caso H(p,q) = p* +¢* (quitafido las constantes irrelevantes), la ecuacién (5.19), para
E(p.q; 2), se hace simplemeénte

19FE o 0
S e[+ )| E. 5.28
i 0z { ‘7 (f)pz N dq* ' (5.28)

con E(p,q;0) = 1. Se prueba, ademas..que E(p,q;z), para este caso, depende de p y

q solo a través de la combinaciéh’ H(p,q) i. e., E = E(H,z). Para ver esto, se nota
de la definicién de E(z), ecuacidn’ (5.17), ghe |E(z), H| = 0, donde [ , | denota el

conmutador. Ahora, como Groenewold, [11] ha mostrado,

% [E‘H} «— H(p,q) {ﬁinE (ii - ii) } E(p,q). (5.29)

20\ op dqg0q Ip

Para el oscilador armdnico, simplemente se*tiene que

oF oF
— —g— =10, 5.3
p dq 1 dp ) (5.30)

que es la solucién general de la cual E(p,q) depende de py ¢ solo através de H(p,q) =
p* +¢%. Esta es consistente con (5.28), ya que, con ésta, se puede\faeilmente comprobar
que para las funciones E(H(p, ¢; z)) la ecuacién (5.28) toma la forfira

10E(H. 2) # 0
LOERE) Vg e —n(ml+ L) | B2 5.31
i 0z { ‘ 1( o+ am )| ) (5:31)

Escribiendo E(H, z) = expliz(H — €)|G(H, z), se obtiene de (5.31) que

10 _ 2 —izH 9 9\ im -
T()_Z .7(H:Z)— —he H()H2+(}'—H [ G(HZ) (552)

con G(H,0) =1, o equivalentemente

GH,2) =1~ in* [ dyK (H, =y ) G(H, ), (5.33)
0 JdH
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0H’ 0H
Itemndod{fcuacién (5.33), se obtiene la solucién G(H, z) en series de potencia de h*:

COHO )
0 0 o ‘
O A(H— y) H(dH—i—n,-) + - . (5.34)

L 4

(Q/\ ngﬁ?@,
S

con Gy =1,y
. d .
ch: 5=t [ ok (1. ) Gt (5.5)
La expansiéon correspon s de E = exp(izH)G(H, 2) da, a través de la ecuacién

(5.16), una expansion en serieg#tle potencias de

%‘a) = i h* S, (H.,€)

=0
Claramente el término Gy = 1 da @ s(e — H), cuya integral sobre el espacio fase
es exactamente el lado derevho de la cidn 5 (5.12). Ahora se prueba que todos los
términos restantes S, (r = 1) 1 intégrales de espacio fase que se desvanecen, i. e.,

f dpdqS, (H(p, g@'é T @ST(H: €)=0(r = 1). (5.36)
0
Esto, entonces, completa la prueba dé ye(‘mm{(@smd& (5.27). Con el propésito de
establecer (5.36), se nota que, para r = ecua 5.35) da
Gy = —ih*[(i2°]2) — (2°/

segin se puede ver de la ecuacion (5.21) para este caso. Ahbras se comprueba facilmente
que, tomando en cuenta la forma especial de K(H, d/0H, y), @)licacién sucesiva de la
ecuacion (5.35) da para G,.(H, z)(r = 1), una suma de términds dela forma H®z*+1+7,
donde a y 3 son enteros y 8 = 1. Asi, ya que s(*"V(¢) = 6“(&)&(19 el superindice
() denota la a-ésima derivada, la ecuacién (5.35) da para mch ,€), con r = 1
una suma de términos de la forma H*0*"#(H —¢). Asi, ya que § = tegral sobre
H de todo S,, con r = 1, se desvanece; lo cual prueba la ecuacién (5. dﬁ%ompletq la
prueba de la ecuacién deseada (5.27). Q

Esta regla, aunque ngees en si una propuesta del limite cldsico, si trata 6&cionar

predicciones hechas por Ia Mecanica Cudntica y la Mecdnica Clasica. ;

*




Capitulo 6

El Teorema de Ehrenfest

-

El primer paso para relaciehar las probabilidades cuanticas con la Meggmica Cla-
sica, fue este conocido como el Teorema @hren[est. Ahora, considérese?caso mas
simple, una particula en 1u1a‘aﬁle\rs{én: cuyo Hamiltoniano es H= 152/2m + 1l:”(Q).
Utilizando el método de Heisenbergeen el cual los operadores para las variables dind-
micas y los estados son independientessdel tiempo, las ecuaciones de movimiento para
los operadores de posicién y momento Son

dQ. i paeny P
== 0] = —, 6.1
dt h [ Q] m (6.1)
dP\Viyr - 5.7 .
— =~ L, PT=R(Q), (6.2)
donde F Q) = —aV /0Q es el operador fuérza. Tetando los promedios en un estado
cualquiera se obtiene que
d{Q P ..
—if! ) — % (6.3)
Py . _
AP _ pi) (6.4)

Ahora, si podemos aproximar el promedio de la funcién de posigion_eon la funcién del
promedio de la posicién, esto es

(F(Q) ~Q Q). (6.5)

entonces (6.4) puede ser reemplazada por

% =F{{Q)). (6.6)
Las ecuaciones (6.3) y (6.6) juntas dicen que los promedios de la mecdnica cudnticaf (Q)
v (}5) obedecen las ecuaciones clisicas de movimiento. La aproximacién (6.5) es exacta
solo si la fuerza F (@) es una funcién lineal de @, como es el caso para un oscilador
armonico o una particula libre. Pero sila anchura de la distribucion de probabilidad de
posicién es pequena comparada con la tipica escala de longitud sobre la cual la fuerza
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variag"entonces el centroide de la distribucion de probabilidad de la Mecanica Cudntica
seguira”una trayectoria clasica. Este es el teorema de Ehrenfest.

A ? se afirma que las condiciones para el comportamiento clasico de un sistema
cuanti )‘ﬁ‘solo aquellas requeridas por el teorema de Ehrenfest. Pero, de hecho, el
teorema d renfest no es ni necesario ni suficiente para definir el régimen clasico. La
carencia de sufigiencia - que un sistema puede obedecer el teorema de Ehrenfest, pero
no se comp(&fisicamente - esta probada por el ejemplo del oscilador armonico.
Este satisface (6. exactamente para todos estados. Todavia un oscilador cudntico
tiene niveles de ia discretos, lo cual hace de sus propiedades termodindmicas un
tanto diferentes de as del oscilador clasico. La carencia de necesidad consiste en
que un sistema pue
no aplica [5].




Capitulo 7

Principio)de Correspondencia
Bohr-Heisenberg

El Principio de Correspondencia; el cual es debido a Bohr, postula una detallada
analogia entre la Teoria Cudnticay Jo Teoria Cldisica apropiade para la imagen mental
empleada. Esta analogia no sirve meramente como une guia para el descubrimiento
de leyes formales; su valor especiales” que proporciona la interpretacién de las leyes
que se encuentran en términos de lo figura mental usada.-Werner Heisenberg, en sus
conferencias de 1929 en Chicago/12].-

En 1924, Heisenberg hizo un“intento de dar al Principio de Correspondencia de
Bohr una forma matemética exacfa\d fin defaplicarla a sistema cudnticos simples. El
sugirié que para una cantidad clasicayf(t)..paraél caso de nimeros cudnticos grandes,
la siguiente relacion de aproximacion es”valida:

1
; ) _{En—m_En}t
(."1':’Iu+m(")|f|."7':’ln(!')> = (T?.- + T]l’]_.lfl??_.)eﬁ

donde f,(n) es el m-ésimo componente de Fourier de l& variable clasica f y w(n)
es la frecuencia clasica [13,14]. A esta formulacion se le“consce como Principio de
Co1'1'&51)011(1&110que Bohr-Heisenberg. Sin embargo, la aplicacién de este procedimiento
fue limitada por el estudio de la polarizacion de la luz en atomosSujetos a fluorescencia
resonante [4].

Este principio fue muy importaﬁ en el desarrollo de la Mecanica Cuantica, aun-
que, como ya se ha mencionado, fue Tormulado en el marco de referenciadé la Mecanica
Cuantica temprana. Para Heisenberg fue de mucha utilidad en la construceion la Me-
canica Cuantica como se le conoce hoy en dia. Sin embargo, atin es muy incemmpleto.

En 1926, E. Schrodinger propuso una aplicacion diferente al principio delcorrespon-
dencia aplicado al oscilador armdnico cuantico. Su aproximacion consiste en uniptodas
las formas de oscilacion de la funcién de onda, generando un paquete de onda semicla-
sico, desde la cual, otras ideas interesantes han evolucionado recientemente. Por (otre
lado, discrepancias y discusiones permanecen con respecto a la adecuacion del Pringi-
pio de Correspondencia de Bohr. Algunos autores sugieren que el oscilador arménico
no tiene un verdadero limite clasico cuando es descrito por medio de estados estacio-
narios, v otros argumentan que éste sistema viola el Principio de Correspondencia de

~ fr”(n)eiruw{u]!, (71)
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Capitulo 8

Funciones-de Wigner

La funcién de Wigner se define como
1 .
9’('&1}) = / y=Pv M) (z + /29" (x — y/2)dy, (8.1)

donde
ht = // W (x, p)?dedp. (8.2)

Esta es una funcién generadora’ de todas las-funciones de correlacién espacial de una
funcién de onda dada, a saber, 1 (@Y. Asi, estd mapea en la matriz de densidad cudntica
en la region entre funciones de espacio de fase reales y operadores hermitianos intro-
ducidos por Hermann Weyl en 1927{8Len un’ cofitexto relacionado con la teorfa de la
representacion en matematicas.

La funcion de Wigner permite estudiar el limite cldsico, ofreciendo una comparacion
de la dindmica cldsica y cudntica en el espcio de fase”[18].

Veamos lo siguiente. Las ecuaciones de eyolucién de W (x, p.t)

ow  oWr  IWy

at ot ot (83)
OWr p OW (x, p)
=L =l 8.4
ot m  dr (8:4)
oWy . 1 1\ % 92+ (z) o\>
S = (5) Tt * (5] Wb 65
BT ;,( e i\a) e g (g, (85)

se reducen al caso clasico cuando h — 0. La diferencia entre la transformada de Weyl,
_31(:1:, p), del operador A= A(Z,p) v la funcién A(z, p) desaparece cuando K —)0. Esta
diferencia es debido al hecho de que & y p no conmutan ([Z.p] = ih), lo cual™lleva al
término extra en la ecuacion,

x 2
H? = H?(x,p) — (ﬁi)

(8.6

Asi, en este limite se pueden calcular los valores esperados en la forma usual como
una integral de Wz, p)A(z, p) sobre z v p. El problema con esta suposicién puede
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versesfacilmente. Descartar los términos de orden superior de h en la ecuacién (8.5)
es sospéchoso. Nétese que de la definicién de la funcién de Wigner, (9/9p)***! llevara
un faetbryde 1/h%**! que compensard con creces el factor h** a menos que se pueda
encontrar.alguna ayuda en el operador de densidad. Este problema ha sido considerado
por Heller J19]. quien ha llegado a conclusiones similares a las que se expresan en esta
seccion. Com@ un ejemplo, considérese el estado base de un oscilador arménico dado
en la siguiente eéuacion,

2 2,2/p2 27,2
Wolz,p) = Ee_“ pr—at a® (8.7)

A pesar que se estan usando los estados del oscilador armdnico, no se esta asumiendo
que el Hamltoniano que.describe el movimiento es el del oscilador armdnico. Esta cons-
truccion es una forma sitople de obtener una funcion de Wigner apropiada. Si se toma
(0/0p)**+1 de esta funcidusde Wigner y el limite A — 0, se obtiene, (—2a%p/h?)?+!

exp [—a?p?/h?] para la indepelidencia de p y h. Segin i — 0, la exponencial se ha-
ce mas pequeiia con valores §ignificantes solo para p ~ h/a. Con esta constriccidn,
(OWy /Op)* Tt se va a 1/h*™ " Agflos términos en la ecuacién (8.5), que parecen ir
a h% realmente van a 1/h y se é¥ita-su desvanecimiento en el limite h — 0. Parte de
esta problema es que, segtin i — 0, la funcion de Wigner del estado puro se hace muy
pequetia en la direccién de p porque,'para un estado puro, la anchura de p esta ligada
a la anchura de x por h. Se puedle argumentar que es posible mantener la anchura
de p fija en el limite & — 0, petmitiende~que la funcion de Wigner se haga estrecha
en la distribucion de x. Puede pareecer. que este limite evitard los problemas con las
derivadas de orden superior en p; en general, 'dieha.aproximacion no seria satisfactoria.
Se espera que, en el limite clasico, no g€ puedan determinar las distribuciones con alta
precision. Se busca controlar las anchurfs.en x v pindependientemente. Una vez que la
anchura de z esta fija no se puede hacer la anchura de p arbitrariamente pequeiia, pero
se pueden construir un estado mixto que ténga una distfihucion arbitrariamente ancha
en p. Esta construccién es hecha formando un estado mixto de estados base del osci-
lador arménico en la ecuacion (8.7) dirigida hacia p con unt-densidad de probabilidad

normalizada,

1 2
P(po) = Tﬁ’_p“/{;: (8.8)

Cy/ T

donde ¢ es una constante positiva. La funcion de Wigner del estadeermixto es,

w(fa p) = _/]/Vn(fa p = po)P(po)dpo = %E_IZ’(“ZEI’Z“CZHF’{“)- (8.9)
mva*c? + h
Ahora se tiene una funcién de Wigner con anchura a en la direccion #_y~anchura
/&2 + h?/a? en la direccién p. El limite i — 0 puede ser tomado de esta fincion de
Wigner y las derivadas despreciadas con respecto de p en la ecuacién (8.5) séspueden
justificar ahora. Si se aplica este mismo procedimiento al estado puro coherente-dgble
en la ecuacion,

g’(:r; p) =

¢~ (an)* /1 [e_(r_mz’{“2 + e EHWat | gpat/a? cos(2bp/h)|,
(8.10)

h(1 + e7¥*/a*)
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se c@e: en el limite h — 0,
1

1’1”( e—pz/cz[e—(r—b)z,(uz+€—(I+b}2/u2+2€—12/u2€—b2,’u2]. (811)

)=
'I/‘Qrac(l—ke—bzf’ﬂz)

De nuevo,&e
estado puro
ecuacion

uede ver que el comportamiento es considerablemente mas suave que el
/.;\)arece mucho al estado mixto de dos estados coherentes dados en la

1
\3)4?(:1;;;) = Ee_“zi"z’”‘z e~ (ebat 4 e_(”mz’{“z] (8.12)

Nuevamente, los té@lﬁs despreciados, mas alld del primer orden, que contienen las
derivadas con respect@ estan justificados. Entonces, jes correcto tomar este mismo
procedimiento de intro 1?1;&(105 mixtos y exitosamente tomar el limite A — 0 para
todos los casos? Esto no esta claro. Note que el asunto no es solo que W puede hacerse
negativo, aunque eso seriaq;/oblenm: sino la rapida variacion de W,

Es bien sabido que muchn&lemas clasicos no lineales tienen un comportamiento
muy complicado los cuales puec@;olucionar en distribuciones que se esperaria que
tengan derivadas grandes de orde .sﬁf)erior. Este problema de la incompatibilidad entre
la Mecanica Clasica y la Mecédnica Quantica es sefialado por Ford, en [20], basado en
argumentos de teoria de informacién%.& una pregunta central en el caos cuantico.
Esta pregunta estd atin abierta

En fin, jqué se puede decir acetea del H? clasico? Segiin se puede ver, el limite es
sutil e implica no solo la dependelmﬂel tiempo de los estados, sino los operadores y
la naturaleza los estados por si mismog: Si se@é@ decir que la distribucion inicial en
el espacio fase es positiva y suave en-i?Tpﬁ lad si-e]l Hamiltoniano es tal que deja
la distribucion lo suficientemente suavé pert lespreciar los términos de orden
superior en ki con sus derivadas de orden s ior respeeto a p; entonces el argumento de
apertura de esta seccién debe sostenerse. At de cuer se piensa que la descripcién
cudntica describe correctamente el mggndo clésico.

Se puede notar que la distincion entre la Mecanica ClaSica y la Mecanica Cuantica
no es una simple distincion entre lo grande y lo pequefio, s grado para el cual se
conoce la distribucién. Si se precisa la distribucion en el espa€io fase, ya sea debido a
los detalles de preparacién, detalles de evolucién, o fineza de m @ i1, a detalles que
se acercan a AxAp = h, la naturaleza cudntica emergera [21]. Ade =; que para este
método es necesario tomar el limite h — 0, v, como ya se ha explicado, ég

‘ado, éste carece de
sentido, pues h es una constante universal.

e
Q)\S\

‘©




Capitulo 9

Los Limites de los Estados
Coherentes

No obstante, también se encuentran otras mas extensiones al Principio de Corres-
pondencia, por ejemplo, Los Limitesede los Estado Coherentes, lo cual cosiste en que
en el limite h — 0 la evolucidn en el tiepo de un estado coherente, el cual estd inicial-
mente concentrado cerca de un puntowdado en el espacio fase, est4 bien aproximado por
otro estado coherente, concentrade en‘el punto envuelto clasicamente. Este estableci-
miento es esencialmente lo qué unesobtiene”€n la version de la presente aproximacion
basada en normas de convergencid de estadgs, mas bien que en normas de convergencia
de observables [22-24].

Ademas, ya que se esta considerande la Teofla' Cuantica como mas general que la
Teoria Clasica, el comportamiento desetito por la Mecanica Clasica debe emerger de
la Mecanica Cudntica. En [25] se hace una descripeitm de las 6rbitas de Kepler de un
electron en un atomo de hidrégeno.

Estas son extensiones que se han hechoal principie’de Bohr; sin embargo, no se
extienden a todos los sistemas cudnticos, como se ha visté.y demostrado, solo para
ciertos casos particulares. Por lo tanto, es necesario hallar aha.extension mas general,
una con la cual se pueda confirmar de forma clara y precisa_gque el comportamiento
clasico de lggistemas emerge del comportamiento cuantico de éstos, como es el caso
del sistemaﬁ una particula encerrada en un pozo de potencial esférico infinito.
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Capitulo 10

Nueva Formulacion

Recientemente se ha realizado una nueva formulacién al Principio de Corresponden-
cia de Bohr, el cual se ha estudiado detenidamente para este trabajo. Dicho principio
ha sido aplicado a diferentes sistemmas, entre los cuales se encuentran el oscilador ar-
moénico, el pozo cuadrado infinitegeleproblema de Kepler, entre otros [4,26]. Asi se ha
comprobado su validez para dichos sistemas, pues ha dado resultados correctos. Y, pa-
ra probar la generalidad de esta formulacion, se sigue aplicando a diferentes sistemas
cuinticos, como el pozo de potencial ‘esférico infinito, que es lo que se trata en este
trabajo.

En esta Nueva Formulacién se"propone jin_procedimiento matematico conceptual-
mente simple para conectar las densidades de probabilidad cuantica y clasica usando
el Principio de Correspondencia de=Bohr., Se ugan las expansiones de Fourier de las
distribuciones de probabilidad cuantica”y_clasich, luego se asume que las expansio-
nes coinciden cuando el niimero cudnticg principal eS muy grande. Al llevar a cabo el
procedimiento, que explica con més detalle mas adelante, se obtienen unos términos
adheridos a la densidad de probabilidad clisica, los cualeés se interpretan como efectos
cudnticos residuales en el limite microscépico-macroscépicosid, 26].

10.1. Procedimiento General

El procedimiento general del principio en cuestiéon es un tanto gifple. Este es des-
crito de la siguiente manera:

Es bien sabido que para sistemas periddicos, la distribucién de probabilidad cuantica
(QPD) p?M(x,n) es una funcién oscilatoria, mientras que la distribuciéon.dé probabili-
dad cléasica (CPD) p“*(x) no tiene este comportamiento. Sin embargo, amWas#unciones
pueden ser escritas como una expansion de Fourier, i.e.

g

o (@m) = [ 1 (p.m)e B dp de)
E

pr (x) = /fm" ()€ h dp. (10.2)
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donde€” f9M (p,n) y fF (p) son los coeficientes de Fourier clasico y cudntico, respecti-
vamente. Ademds, se sabe que para sistema periédicos simples estas distribuciones se
aproximan la una a la otra en un sentido promediado localmente para mimeros cuin-
ticos grandes. Esto implica que la expansién de los coeficientes de Fourier deberian
aproximarge el uno al otro para n > 1:

£ (p.n) ~ fCF (p) (10.3)

Para hacer esta ‘eomparacion, primero se sustituye el valor del niimero cuantico prin-
cipal n igualando lag"€xpresiones cuantica y clasica. Note que las constante de Planck
mantiene un valor fimitoy asi que las correcciones dependientes de i pueden surgir en
la Ec. (10.3)

Esta propuesta puedeé ser resumida de la forma siguiente. Primero, se calculan los
coeficientes de la expansiéon f2M (p, n) usando la transformada de Fourier de la QPD, v,
entonces, obtener su compottamiento asintotico para n grande. Entonces, igualamos las
expresiones cudntica y cldsica para E}Ilergia: para definir el valor del ntimero cudntico
principal. Finalmente, calculande la, transformada inversa de Fourier, se obtiene, al
menos en una primera aproximaciongla CPD. El procedimiento puede ser aplicado
también a las distribuciones de probabilidad en el espacio de momentos [4, 26].

10.2. El Oscilador“Armonico

La QPD para un oscilador en una dimensiéi_esta dada como

Tl . :
pM (z,n) = \/§ H; (\/L_M) e, (10.4)
™

2rpl "

mw . . . - -

donde & = —. Una de las diferencias entreslos compoestamientos clasicos y cuanticos
1

del oscilador arménico es que la QPD se distribuye sobresdodo el eje &, mientras que

la CPD estd limitada por la amplitud clasica. No obstante? si se aumenta el valor del
niimero cudntico principal, la QPD muestra un efecto de cenfinamiento parecido al
comportamiento clasico.

Ahora, se calculan los coeficientes de Fourier, como

px
v 1 . 2 i
M (p,n) = ‘,xE /Hi (\/E;;:) e e R dr; (10.5)
7 2™n!
esta integral estd calculada en varios textos [31]:
p* )
M (pn)=e 4mwhL, S (10:6)
' 2mwh )

donde L,, es un polinomio de Laguerre de grado n. Se remarca que la estructura mate=
mética de los coeficientes fM (p, n) es similar a la funcién de Wigner para el oscilador
armoénico, pero formalmente diferente. El comportamiento asintotico de los coeficientes
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de Eefirier para n grande es también bien conocido. En [27] se encuentra la siguiente
relacion iterada:

u?

F('U.Q) = t’_?Lu(UZ) ~ -}7{)(2 Jr\'r}'_f.) — g‘/nu ";F(’Q) (1[)7)
x [Jo(2VNu)Y; (2VNE) = Jo(2VNE)Yo(2VNw) | dt,

r

donde Jy y Yy son las, funciones Bessel usuales de primero y segundo orden, respecti-
Y :
vamente, y N = n'4=

En [27] se muestré_goe en el limite N — oo los términos de iteracion estan fuerte-
mente suprimidos comparados con la funcién Bessel J;.

12,2

. : 1 . . .
Usando la relaciéon antetior v hwN = —mw=x;, se puede escribir la expresion asin-
Y ) 0s

totica para los coeficientes.d€ Fourier como sigue:

p
i ) V2mwh

QM ~ g (PO K 3p(42

M (p,n) Jn( = ) 5 nf t*F(t%) (10.8)

x [,}n (1%) Yo (2V D) — Jo(2VNOY, (%ﬂ dt.

Finalmente, se calcula la transformada inverSa de Fourier. El primer término puede
ser obtenido directamente, mientras.los térntines,iterados pueden ser escritos como
integrales adimensionales,

2k

1 1 - ™ (h
QM (1 ) ~ + e (——) — il xg), 10.9
P (@) 7.—\/:::% _ 2 2mxg g 32 S ix(, o), ( )

donde S = mmwz? es la accién clésica y la iy (x, zp) es la irffegral k-ésima adimensional.
En particular:

&I

+oo . x

i, z0) = [ dac” 50 [ B(8) % [Ia)Yo(B) - J(A)Volds.  (10.10)

oo 0

También se pueden evaluar las iteraciones de orden superior en una forma simple: Note
que el primer término en la ecuacién (10.9) es independiente de h y corréSponde exac-
tamente con la CDP. Los términos restantes son proporcionales son propor€ionales al

h
incremento de las potencias de —, los cuales son muy pequefios para sistemasclasicos,

asi que estos términos estan fuertemente suprimidos por la CPD. Un comportamiento
oscilatorio residual, como se observa en la QDP es preservado a través del comporta-
miento armoénico de las integrales iteradas. Si ahora se considera el limite de Planek,
los resultados clasicos se recuperan exactamente. Esto, sin embargo, no es necesario, ya
que los términos de correccién son muy pequenos y parecen reflejar un comportamiento
cuantico residual en el nivel clasico.
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10.3. Particula en una caja

Considérese el sistema de una particula encerrada en una caja unidimensional. Este
es un cédsorbastante bien discutido en los textos de Mecdnica Cuantica. El sistema
consiste endo siguiente: una particula encerrada en un pozo de potencial de la forma:

0, si 0<z<L
Vie)= (10.11)
oo, en otro caso

Una particula dentré deeste potencial es completamente libre, excepto en los extremos
(x =0y x = L) dondeama fuerza infinita le impide escapar.

;#,"»" V=00 V=0
9y A A
¢

V= 5 =0

Y L X

Las ecuaciones de la Mecénica Clégiea dentre”de la caja, serian simplemente las de
una particula libre en una dimension, s€ tiene que

dP d2x {

PR (10.12)
y 2
P

E= 10.1

2m (10.13)

Ahora bien, dadas las caracteristicas del sistema, la probabilidad clasica de hallar la
rticula dentro de la caja en un intervalo dx alrededor de x es F(x)d%; sin embargo, la
gainsidad de probabilidad clasica de hallar la particula en cualquierTegion del espacio

es
pOM % (H(r) = H(r— L)) ; (10.14)

donde H es la funcion escalon de Heaviside, lo que sugiere que la probabilidad#total de
hallar la particula dentro de la caja es 1, mientras que afuera (). Se espera poder recu-
perar este valor al aplicar la nueva formulacion al sistema, aunque con las corfée¢iones
cudnticas grespondientes.

Ll.lego:rgesde el punto de vista de la Mecanica Cudntica, nétese que fuera de poZo
(x) = 0, no hay probabilidad de hallar la particula en dicho lugar. Dentro de la cajd,
donde V' = 0, la ecuacién de Schrodinger tiene la forma:

h2 d*

————— =Fy 10.15
2m dx? v (10.15)
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0
d?a) .
— = k% 10.16
dz? ' ( )
V2mE . . L - .
donde k= ~———. Esta es la ecuacién del oscilador arménico simple unidimensional;
i
la solucién gemeral es bien conocida:
Y(z) = Asin(kz) + B cos(kz) (10.17)

donde A y B son‘constantes arbitrarias. Ahora, jqué condiciones de frontera son las
apropiadas para v'(x)? Considérese que, usualmente, ¢)(x) y di)/dx son continuas den-
tro de la caja, aunque.dénde el potencial se hace infinito, diyy/dz no es continua. La
continuidad de v requiere gue

Y(L) =9(0) =0 (10.18)
Asi, aplicando estas condiciones(fiyla solucion general,
P(0) = ASin(k0) + B cos(k0); (10.19)

entonces B = (, y, por tanto:

) =-ASIN (k). (10.20)
Por lo que ¢(L) = Asin(kL) = 0, d€ o cual se’huede proponer que A = (), pero esto no
es aceptable, puesto que se tendria que 2(z) =0, y&sta no es una funcién normalizable,
v una funciéon no normalizable no representa a particulas. También se puede proponer
que kL = 0, lo que significa que

kL =0, £, 927, 437, £ (10.21)

pero k& = 0 no es buena solucién ya que de nuevo se obtendria que ¢ = 0, v las soluciones
negativas no dicen nada novedoso ya que sin(—#) = —sin(#),_y el signo puede quedar
dentro de A; asi que las soluciones distintas son

kp = — (10.22)

con n = 1,2 3, ... De forma muy peculiar, las condiciones de fronteraén z = L no
determinan la constante A, sino la constante k; pero de esto se obtiene que los posibles
valores de E son
_ Rk2 nPrth?
T 2m 2mlI?
En contraste brusco con la mecdnica cldsica, una particula cuantica encerrada el una
caja no puede tener energia anterior cualquiera, solo los valores permitidos. Ahéra,
hallar la constante A es muy simple, se toma como nuestra constante de normalizacidn.
Se tiene que

e o L
f |A|? sin®(kx)dx = |_4|2§ =1, (10.24)
0

(10.23)
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asi 9
A== 10.25
]2 = = (10.25)
Por tanto, las soluciones dentro de la caja son
f’? nmw X
\/ —sin ( ) : (10.26)
Ahora, véase que su QPD tiene una forma un tanto sencilla:
2 nw
QM oy L2 .
7 r,n)=—sin" | —=x 10.27
P2 (m) = = sin? () (10.27)

Habiendo obtenido esto, se pfocede a aplicar la formulacion en cuestion a este sistema.
Esto ya ha sido realizado en [4} el procedimiento es muy sencillo. Primero, se calculan
los coeficientes de Fourier,@ste”es

bz

2 2
fM(p, )= E/n sin” (%:) h dzx; (10.28)
esta integral estd calculada en [31], y se-obtiene que
_PE _PE P

M (p, m) = -

2
L. P\ P2 na 2 2
9 (—ik P [T
( ?ﬁ) ( *’ﬁ,) +4(L)
(-75)
2 1 ] —i
e (2
h 'w) T\T

Asi, para valores muy grandes del niimero cudntico principal.(h,>> 1), se tiene que

n
cos (nw) + fﬂ— sin(n)

in
fM(p,n) ~ % e h —1 (10.29)
D

Después, se procede a calcular la transformada inversa de Fourier de este resultado

M)} ~ % [H(L —x)— H(—x)] + O K?) ] (10.30)

o

I h 113
donde H es la funcion escalén de Heaviside, y O K— son las correcciones cuanticas;
e

Se es la accion cldsica. Ahora, nétese que sucede lo siguiente,

% [H(L —2) — H(~z)] + O Kg)] ~ p?M(z,n), (10.31)
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se reetiperan los valores cldsicos esperados de las cantidades fisica; esto, ya que (10.31)
es &lente a los resultados clasicos esperados, lo que ya se escribié antes, donde la
CPD pér 1anece constante dentro de la caja [4]. La densidad de probabilidad obtenida
es equive e a la densidad de probabilidad clasica. Se cumple para este caso que, para
n =1,

FeM (p,n) ~ f<F(p) (10.32)

anteriormente que el Principio de Correspondencia de Bohr no
es aplicable a este sistema; sin embargo, va se ha demostrado que usando esta nueva
formulacién si hayun-buen resultado, la densidad de probabilidad no se hace cero. Esto

la pauta para ap sta nueva formulacién al sistema de una particula encerrada
en un pozo de potenc&férico infinito, que es lo de mas interés en este trabajo.

Se habia mostta




Capitulo 11

El Pozo Esférico Infinito

% este capitulo se analiza”el sistema g—‘f una particula encerrada en un pozo de
potencial esférico infinito; estgsera 1til para conocer el comportamiento asintético de
las funciones de estado de dicho sistema.

El problema del pozo circularinfinito esta planteado y resuelto en diferentes textos
[28-30]. Al tratar de resolver dicho preblema se presentan tres peculiaridades, a saber,
la densidad de probabilidad radial de hallar la particula en el centro del pozo esférico
es cero, la densidad de probabilidad radial de hallar la particula en la frontera del pozo
esférico es cero, y los niveles dé ¢nergia nosson degenerados en el nimero cudntico de
momento angular orbital. Considetaremos estas peculiaridades al momento de obtener
las eigenfunciones y la densidad dé probabilidade

36
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116 golucmn a la Ecuacién de Schrodinger Inde-
pendlente del Tiempo

\
@P

O V(ix)=0

Figu@ errico Infinito.
Tenemos que el pozo de poten(@ifﬂ'mgﬁ}to estda dado de la forma:

.
f.l

(\ Q (11.1)
O T
gtonces, la ecuacion de Schrﬁinger indepehdiente del"ti€iupo para este sistema es
h
{—%VQ + V(r)] () = Ey(F (9 (11.2)

Y en términos de las coordenadas polares (r, 8, ¢) se tiene que

L[ 0 (20, e w@
erif{ h(‘i?’( dr)—f—L]ﬁr’e’@"’V( .0) = A (11.3)

Donde L es el operador de momento angular.
N 1o ) 1P ‘6
L* = —h* |—— |sind — 11.4
@ ' Lin el (sm df)) sin” 5@2] @ )
16

Ahora, para resolver ecuacion, se utiliza el método de separacion de vaéh%w;
entonces, sustituyendo ¥(r, 8, ¢) = R(r)Y(#, ¢) en la ecuacién (11.3), se obtienen ko
ecuaciones: una ecuacion radial,

*

L (f.f dR) + {V(r’) + m] R=ER (11.5)

Comrtdr dr 2rmr?
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y una’ecuacion angular,

1 (16, . 9y, 1 &
¥ Vo900 25) t smra gz (= MUt 11.6
Y{Sinf?@f?(m 6)9)+5inzr‘)f)q52} (t+1) (11.6)

La solucién™de.la ecuacién (11.6) son los armdnicos esféricos,

204+ 1(1 — |m|)!

}/Em([g:(b) _ (_1){m+|m|}f’2. .PEm(COS 8)81'1”;.'} (117)

dm(l + |m|)!

Seguidamente, para I& paxte radial, se arregla la ecuacién (11.5), con r < a, y se obtiene
la ecuacion diferencial‘de Bessel esférica,

d’R 2dR 1
dz'(f) g dE;Z) * (1 -4 : 1)) R(z)=0 (11.8)

v2mE

Donde z = kr y k = . Laecuaciéon (11.8) tiene dos soluciones linealmente

independientes j;(z) y nl (z)L que es lafuncion de Bessel esférica de orden [ y la funcién
de Neumann esférica de orden [. Sole=la funcién de Bessel esférica es aceptable en
la fisica, ya que la funcién de Neumann es_divergente en el centro de la esfera. Asi,
considerando la condicion de frontera ji, = 0f se obtiene que los eigenvalores de energia
estan dados como

PkE, hie
2m®  Tmatn
donde k,a es la raiz n-ésima o?,, o ceros gdeéVa funeibmde Bessel esférica j;(2). Algunos
valores de ay, se muestran en la Tabla 1, yAlgunos eigénvalores de energia se muestran
en la Tabla 2. Entonces, las eiegenfunciones del sistema tienen la forma, para la raiz
n-ésima,

Ep, = (11.9)

U (r,0,6) = Ai(kr) Y™ (0, ) (11.10)

*ln

[

Donde A; = a7 s
n";.’fz |‘71 (('kiu) |

en [29].

que es la constante de normalizacion, que estd calculada

Vin n=1 n=2 n=23 n=4
[l=0|m 21 3w dm
[=1|449341 | 7,72525 | 10,9041 | 14,0662
[=2|576346 | 9,09501 | 12,3229 | 15,5146
I=3|698793 | 10,4171 | 13,6980 | 16,9236
[=4|818256 | 11,7049 | 15,0397 | 18,3013
I=51935581 | 12,9665 | 16,3547 | 19,6532

Tabla 11.1: Los ceros ay, de la funcion Bessel esférica, para algunos valores de [ y .
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Ey, n=1 n=2 n=23 n=4
=011 4 9 16
[=11|204575 | 6,04680 | 12,0471 | 20,0472
[=2|3,36563 | 838121 | 15,3861 | 24,3883
[=3|494763 | 10,9950 | 19,0115 | 29,0193
[=4|6,78389 | 13,8815 | 22,9180 | 33,9361
=5 886877 | 17,0352 | 27,1010 | 39,1349

Tabla 11%2: Eigenvalores de energia Ej,, para algunos valores de [ y n.

Nétese que el compértamiento asintético del sistema esta dado por los ceros Eﬂ la
funcion Bessel, como se muestra en la siguiente figura:

Figura 11.2: Grafica™de j,, [ =0,1,2, ...

hora, considerando que la funciéon de onda es la misma _en todas las direcciones,
va que el sistema tiene simetria esférica, se propone lo siguiente, [ = m = 0; se debe
tener en cuenta que los niveles de energia no son degenerados.en el ntimero cuantico
de momento angular orbital. Asi, las eigenfunciones quedan de la.forma siguiente
Los indices n,l v m han sido tomados a propdsito para repreSentar los niimeros
cuanticos principal, azimutal y magnético respectivamente. Asi se puede escribir tam-
bién

[nlm) = Aji(kpr)Y," (0, ) (11.11)
_ V2
C VaAmad?|ji(agn)|

También, se debe tener en cuenta que la tnica funcion definida en el origen es jo.
sin(x)

"":':I’Ig n ( r )

Jo(Kkonr). {11,12)

Para facilitar los célculos, se aplica el teorema j, =

a la ecuacién (11.12);
entonces se obtiene que
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0 V2 sin (konr) .
00 (1) = — 11.13
t nu( ) ﬂ-‘;"f2|.}'1(fil‘nn)| r’i'nn'v" ( )
Porlo€ual la densidad de probabilidad cudntica (QDP) queda de la forma
B 2 sin? (konr)
dma®|ji(aon)* (konr)”

P9 = [y (r)2 (11.14)

11.2. Probabilidad Clasica

gesde el punto desista le Mecanica Clasica, dentro de la esfera, la particula se
comporta como una pattieyla libre, no tiene ninguna restricciéon ni esta sometida a
ningin potencial, como getirre en el caso de la caja; la particula rebota libremente
contra la pared de la esfera. Entonces se tiene que

dn dz =
(f_i;J = TT?.-—d’.Z (11'15)
¥ )
by )
A (11.16)

Ahora, al igual que ocurre en el€jémplo de la.eaja, la probabilidad de hallar la particula
en un intervalo dr alrededor de 7 es’P (F)dr. ¥la probabilidad total de hallar la particula
dentro de la esfera es 1, mientras @ué fuera ¢85 (); la densidad de probabilidad es muy
parecida a la del ejemplo de la caja’.tiene la siguiente forma:

#

oM _ 3
dma’

p [H(r) — H(z= a)] (11.17)
donde H es la funcién escalén de Heavisides

H(r)— H(r —a)

a

Figura 11.3: Probabilidad Clasica

Se espera poder hallar este valor al aplicar la nueva formulacion a la densidad de
probabilidad cudntica, aunque con las correcciones cudnticas correspondientes.
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Aplicaciéon de la Nueva Formulacion

Habiendo ya obtenido la QDP, se procede a aplicar la nueva formulaciéon al Prin-

cipio de Correspondencia de Bohr a este sistema. Para esto, primero, se calculan los
coeficientes de Fourier de (11.74),

pr pr
. N 2 a i {
'fQM(p: @0n) = ﬁ pQME ho'dr = 47.'(:."‘:’@'% [71(evon )| ﬁ sin’ (konr)e fdr (12.1)

Esta integral estd calculada ens[31], de locual se obtiene que

2
f e (p, aon) = 3. ; '
dma®ky, | ji(agn) 2
_;'E —:‘E ( _IJ)
e h e h 'n
h CDS(?r’i'nnﬂ-) + k{]n :-'iill(?k{]nﬂ-)

I3 p B p 2 ‘ 2
2 (—-;,E) (_"‘E) +4R2,
P
2 1 1 5

R T P | 2(~i2) (_.;;ﬁ)ifman g

h B

Asi, para valores del mimero cudntico principal n muy grandes, ag, 3> LW, por tanto,
kon = 1 ; entonces se tiene que

kllen | }l (a{]n) |2N 1: (122)
v, por tanto,
- pa
M (p ) ~ —— e h -1}, 23
1< (p, con) pE— {e J oK)

que es un resultado parecido al resultado del ejemplo de la particula encerrada en una,
caja. Por 1ltimo, se procede a calcular la transformada de Fourier inversa del resultado
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pa
—i— pr

ih je h1{ i7
O/. Ira PR e N dp; (12.4)

L

esta transformada estd calculada en [36]. Asi, por medio de esto, se regresa a la densidad
de probabilidz Antica,

£ .
i)~ s ) - -0 +0| (1] (125)
(Y

h ™ )
donde H es la funcion es de Heaviside, y O K representan las correcciones
(&

cuadrado infinito, se recuper: s valores clasicos esperados de las cantidades fisicas;
esto, ya que el resultado (12.5 que a los resultados clasicos esperados, donde la
CPD permanece constfmte dentr a esfera. La QDP es similar a la CPD obtenida
en (10.32). Por tanto, se cumple tfm&n para este caso que, para n > 1,

Q“"lﬁ 7o () (126)
Entonces la Nueva Formulacign al Prln io de Correspondencia de Bohr, descrita

en (4] es valida para el sistema d 1a p&r@a encerrada en un pozo de potencial
esférico infinito, con esto se prueba-su-valid a este sistema. También se pueden
obtener los valores esperados de can 151(1&% clq “como el momento, la posicién y

la energfa, con el resultado obtenido ( @ que @ que principalmente se busca
recuperar [4]. Se tiene que o

(3 = [ 422 (e n)ar ~ z'% (127

%) = f p*p?M (p.n)dp ~ pep

(H*) ~ Ecy ®) (12.9)

%
Q\S‘

‘©

*

cuanticas correspondlente inces notese que, al igual que en el ejemplo del pozo

(12.8)
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Conclusion

Habiendo obtenido los regultados anteriores, se puede decir que esta formulacién
puede cosiderarse una pruebate, que, en verdad, la Mecanica Cudntica contiene a la
Mecanica Clasica como un ciefto waso limite, y, por tanto, ambas teorias son consis-
tentes; esto a pesar que una estéformulada en términos de trayectorias continuas y la
otra en términos de probabilidades, gue es este un problema conceptual muy dificil de
tratar, como ya se ha mencionado antes.

Algo muy importante de esta formulacion es que ha sido desarrollada en términos
de las densidades de probabilidad, le quelahiace diferente a la formulacién propuesta
por Heisenberg, pues ésta fue deSarrollada’con base en valores esperados; v no solo
esto, sino que esta nueva formulacién.es desatrollada con base en la Mecanica Cudntica
actual. Esta Nueva Formulacion al Prineipio de @orrespondencia de Bohr describe més
ampliamente como, en un caso limite, lahecanica/ Clésica surge de la Mecanica Clasica.
Dicha formulacion es bastante mas gendral ‘que la pfopuesta por Bohr en 1923 como
también que las propuestas posteriormenté.

Ahora bien, se ha podido observar cémo el comportamiento clasico surge de la Me-
canica Cuantica, esto nos da un mejor entendimiento dé lo‘que sucede con el sistema
que hemos estudiado, pues no solo obtenemos el comportamiento clasico y el compor-
tamiento cudntico por separados, sino que podemos hallar ina correspondencia entre
ambos comportamientos, e ir estudiando cdémo este sistema se vas¢omportando segiin
vamos aplicando esta formulacién; en otras palabras, qué es lo que sucede en el limite
microscopico-macroscopico de dicho sistema fisico.

Ademas, el calculo realizado para el caso del pozo esférico infinito aplicando esta
formulacién, no existe en la literatura previa. El trabajo realizado es tirfico, no se habia
llevado a cabo antes, lo que lo hace algo propio de este trabajo; pues aunque la Nueva
Formulacion si habia sido desarrollada antes, e incluso se ha aplicado a varigs Sistemas
previamente, como he explicado anteriormente, no habia sido aplicada a éstesistema,
que como he mencionado, es un sistema muy interesante dadas las peculiaridadeg gue
presenta, esto estd explicado en la seccion 6.

Se ha tratado de explicar el procedimiento de forma clara, desde la solucién a
la ecuacién de Schrédinger, hasta la aplicacion de la Nueva Formulacion. Recuérdese
que, como se ha dicho antes, este problema es importante, ya que el razonamientd
de éste da la pauta para estudiar el atomo de hidrogeno, que es un tema de estudio
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muysinportante en la fisica casi desde la formulacion de la Mecdnica Cuantica. Los
resmfos que se pueden obtener con esta Nueva Formulacién son los deseados, como
el qua?btiene en este trabajo, pues recuperamos los valores clasicos esperados, v,
ademas; ;'yr‘en las correcciones cuanticas correspondientes de cada sistema; por lo cual
podemos : ar que la Mecanica Cuantica es véalida en todas las escalas de la fisica.
Aunque se tener en cuenta que tampoco este es aplicable a todos los sistemas
fisicos, sinoﬁlos que tienen numero cuantico principal; por ejemplo, no se puede
aplicar esta for\léhcig’m al caso de una particula libre, pues este problema tampoco
estd muy bien ertendido en la Mecdnica Cudntica. Para este sistema ha sido posible
aplicarlo, pues, aun ntro de la esfera la particula se comporta como una particula
libre, tiene una rest 1@1 en la frontera de la esfera; entonces se puede realizar el

estudio previo. O
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69 palabras — 1 %
61 palabras — 1 %
56 palabras — < 1 %
40 palabras — < 1 %
23 palabras — < 1 %
18 palabras — < 1 %

18 palabras — < 1 %
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vdocuments.mx

Internet

gdoc.tips

Internet

the-eye.eu

Internet

WWw.exp.uji.es

Internet

file.scirp.org

Internet

fr.slideshare.net

Internet

ecuaciones.org

Internet

eprints.uanl.mx

Internet

karin.fg.uh.cu

Internet

cimec.org.ar

Internet

livrosdeamor.com.br

Internet

vdoc.pub

Internet

www.un-ilibrary.org

Internet

17 palabras — < 1 %
16 palabras — < 1 %
15 palabras — < 1 %
13 palabras — < 1 %
10 palabras — < 1 %
10 palabras — < 1 %
O palabras — < 1 %
O palabras — < 1 %
O palabras — < 1 %
8 palabras — < 1 %
8 palabras — < 1 %
8 palabras — < 1 %

7 palabras — < 1 %



i 0
oldri.ues.edu.sv 6 palabras — <1 )0

Internet

0
www.auger.org.ar 6 palabras — < 1 )0

Internet

ACTIVADO DESACTIVADO
ACTIVADO <5 PALABRAS



