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UN TRATAMIENTO ELEMENTAL AL

PROBLEMA INVERSO DE GALOIS A
TRAVES DEL PROBLEMA DE NOETHER



Resumen y Abstract

Resumen

El problema inverso de Galoisyplanteado en los primeros anos del siglo XIX examina cuando
un grupo finito G surge comq grupo de Galois de una extension de Galois de Q, dicho
problema no cuenta con solucion gompleta. En este trabajo se procedié con un un tratamiento
y analisis elemental tanto para el problema inverso de Galois como para el enfoque de Noether
que permite una solucion parcial, como.es el caso de los ejemplos presentados. Asi mismo, se
expone una alternativa para algunos cases.donde no es posible aplicar la solucién de Noether.

Abstract

The inverse Galois problem, proposedtin the éarly years of 19th century, examines when a
finite group G occurs as a Galois group of an extension of QQ, this problem doesn’t have a
complete solution. In this work we provide an elementary treatment for both the inverse
Galois problem and Noether’s approach which allows’us to give a partial solution, such is
the case of the presented examples. In addition;\we give an alternative for some cases where
Noether’s solution isn’t applicable.

Palabras claves: Problema inverso de Galois, Teorema d€irreducibilidad de Hilbert,
Teorema de Noether, Polinomios, Extensiones.



Introduccion

La Teoria de Galois.forma parte del Algebra abstracta y se concentra en estudiar cam-
pos y sus extensiones. Susyinicios se remontan al siglo XIX, desarrollada inicialmente por
el matemético francés EvarfstesGalois y fue empleada para responder algunos de los mas
famosos cuestionamientos en la historia de la matemaética: mediante una construccién con
regla y compas, no es posible %risecar un angulo, duplicar un cubo u obtener la cuadratu-
ra de un circulo; asi como la prueba de que no existe una férmula general (con funciones
no trascendentes) para encontrar tafees de polinomios de grado 5 o mas (Morandi, 2012).
Debido a esto, se ha convertido en uma herramienta importante para distintas dreas de las
matematicas tales como Teorfa de Numeros y Geometria Algebraica (Stewart, 2022).

El estudio de la Teoria de GaloiS/se centra en cémo se relacionan las extensiones de cam-
po con sus grupos de automorfismes;en razow/de esto, es comprensible considerar lo que
hoy conocemos como el Problema invétso de Galois, que en su version cldsica examina si un
grupo finito puede surgir como el grupo de Galoi§ deruna extension sobre Q.

Por medio de este problema, la Teoria dé Galois, e6nela informacion obtenida de los gru-
pos de Galois de las extensiones, nos acerca @ entenderdos polinomios y sus raices. Ahora
bien, éste ha sido un problema dificil que atir"se encuerntra sin soluciéon completa, pero en
el que se ha mostrado tal interés que se han involucrado«sgrandes mateméticos como Hil-
bert y Noether. El Teorema de irreducibilidad de Hilbert y el problema de Noether nos han
aproximado a una solucién, ya que permiten hallar extensionesgebre los niimeros racionales
y de manera mas general para los campos numéricos algebraicos bajo ciertas condiciones
(Ranjbar y Ranjbar, 2015).

En este trabajo se expondra un tratamiento mas elemental al Probléma inverso de Galois,
desde la teoria de Campos; haciendo este resultado mas comprensible de”abordar para la
comunidad matematica.
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Marco Teorico

La teoria de camposdmplementada se centra principalmente en las extensiones de cam-
pos, que fueron relevantes para solucionar algunos problemas clasicos de construcciones con
regla y compés y la solubilidad de ecuaciones polinomiales, (ver por ejemplo, (Morandi,
2012)). Algunos ejemplos de‘campos son C, Q y R, con sus operaciones usuales de adicién y
multiplicacion.

Una extensién de un campo estalgin otro campo que lo contenga, por lo que podemos
encontrar muchas opciones para un eadmpo en particular. Una forma de obtener una exten-
sion, es anadir elementos algebraicos al eampo, més explicitamente, al anadir al campo las
raices de algiin polinomio irreducible congeoeficientes en el campo; dichas extensiones seran
de nuestro interés a posteriori.

Al considerar los automorfismos @e)una éxtension, encontramos dos definiciones rele-
vantes: si consideramos los automorfismoes que deéjeir fijos a los elementos del campo base,
obtenemos el grupo de Galois de dicha extension; tedos los elementos en la extension que
para un conjunto de automorfismos permgnézcan fijoseconforman el campo fijo de dicho
conjunto. Cuando el campo fijo del grupo de Galois coincide con el campo base, a dicha
extensién se le denomina extension de Galois."Aqui comienza a estrecharse la relacion entre
extensiones de campos y el grupo de Galois, lo que llegaria”aydesarrollarse en la Teoria de
Galois. De dicha relaciéon podemos destacar dos cosas, la igualdad entre el grado de una
extension de Galois y el orden del Grupo de Galois (para extensiones finitas), y en segundo
lugar, la correspondencia entre campos intermedios de una extension y subgrupos del grupo
de Galois, resultado importante plasmado en el Teorema Fundaméntal”de la Teoria de Ga-
lois y que incitaria a plantear el Problema inverso de Galois, interés prificipal de este trabajo.

La Teoria Inversa de Galois trata con la interrogante: ;Todo grupo finite G puede ser
realizable como grupo de Galois de una extensién de Galois de Q7, esto imvelucra ciertos
cuestionamientos més, que se describen en (Ranjbar y Ranjbar, 2015):

a) Problema de existencia general: Determinar cudndo existe una extension de/Galois L|K
tal que el grupo de Galois Gal(L|K) es isomorfo a G.

b) Construccién actual: Si a) se cumple, construimos una familia de polinomios sebre K
que tengan a GG como grupo de Galois.

c¢) Construccién de polinomios genéricos: Considerando G y K como antes, determinar si
existe un polinomio genérico para las extensiones de K que tengan a GG como grupo de
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Galois, y de ser asi, encontrarlo.

d) El admero de pardmetros: Siguiendo la suposicién de que existe, ;Cudl es el menor
nimero posible de parametros para un polinomio genérico para una extensién como la
descritaantes?

La respuesta a los cuestionamientos, se ha encontrado favorable para ciertos casos, algunos
de los cuales se estudiaran en este trabajo.

El caso clasico dél problema inverso de Galois es el problema de existencia a) cuando
K = Q el campo de leg'niimeros racionales. Como consecuencia, de los cuestionamientos
descritos anteriormente también se cuenta con el caso regular, es decir, cuando K = Q(t) el
campo de funciones racionales eft una indeterminada sobre Q. El problema clésico se tornara
el punto central de este proyecto.

El Problema inverso de Galois’ha sido un problema dificil que, hasta la fecha, sigue sin
resolverse por completo, a pesar.de contar con avances desde sus comienzos. Por lo cual,
este trabajo contribuye con la divulgacién de resultados significativos para la solucién al
Problema inverso de Galois, asi comé con un tratamiento elemental de las aproximaciones
relevantes y ejemplos ilustrativos favorables.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Justificacion

El Problema inverso de Galois #ta_sido un problema dificil que, hasta la fecha, sigue sin
resolverse por completo, a pesar de géntar con avances desde sus comienzos; los primeros
resultados que permitieron dar una solticion parcial del Problema inverso de Galois recaen
en el Teorema de Irreducibilidad de Hilbert y el enfoque del problema de Noether. Por
consiguiente, este trabajo contribuye con la divulgacién de resultados significativos para la
solucion al Problema inverso de Galeispasi ¢6mo un tratamiento elemental de las aproxima-
ciones relevantes y ejemplos ilustratiyes\favorables.

1.2. Preguntas de investigacion

= ; Cuéles son los resultados que sustentan el problemasinverso de Galois?

= ; Cuales son las condiciones necesarias para que sea factible dar soluciéon al problema
inverso de Galois?

= ;Qué limitantes o alternativas han surgido hasta ahora?

1.3. Hipdtesis

Tenemos un grupo finito G actuando sobre el campo de funciones racionales Q(X), lo
cual nos produce el campo Q(X)“ de funciones racionales invariantes bajo la aCcién, para el
cual la extensién Q(X)/Q(X)Y es de Galois con grupo de Galois G'y Q(X)¢ és-puramente
trascendente sobre Q, si esto ocurre, el problema inverso de Galois tiene solucién @firmativa,
es decir, G es grupo de Galois de alguna extension de Q.
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1.4. ~0Objetivos

1.4.1. ¥“Objetivo general

Presentar yn tratamiento elemental del Teorema de irreducibilidad de Hilbert y del pro-
blema de Noether los cuales permitieron dar las primeras soluciones afirmativas al problema
inverso de Galois:

1.4.2. Objetives especificos

= Describir el problemasinverso de Galois.

= Analizar el enfoque delaselucion de Noether al problema inverso de Galois y presentar
los resultados que sostienen su solucién.

» Enunciar y justificar el Te¢rema de Irreducibilidad de Hilbert.

= [dentificar y establecer las condicienes encontradas en las cuales en enfoque de Noether
permite encontrar una solucion”afismativa al problema inverso de Galois.

= Mostrar y evidenciar que el enfoque=de Noether no permite dar soluciones afirmativas
al Problema inverso de GaloiS/en todos los_casos.

= Presentar ejemplos concretos éndes-que ¢él_Problema inverso de Galois tiene solucion.

1.5. Metodologia

Este proyecto siguié una investigacion bésica (pura),.zecopilando los hallazgos signifi-
cativos del Problema inverso de Galois y haciendo un analisis elemental de sus resultados
involucrados, principalmente el problema de Noether y el Téorema de Irreducibilidad de Hil-
bert, teniendo en cuenta, la variable de aquellos grupos de loss€uales se pueda obtener una
extensién segun los requerimientos del problema de Noether; ‘con el fin de incrementar el
entendimiento de este problema.
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Capitulo 2

Resultades-preliminares

El propésito de este capitulo es proporcionar los resultados preliminares de la teoria de
campos y Galois necesarios paragel desarrollo de los capitulos posteriores de este trabajo.

2.1. Resultados basicos.de la Teoria de Campos y
Galois

En esta seccién se presentan TeSultados«yedéfiniciones que se necesitan en el desarrollo
posterior de la tesis. Las demostraciones-de diches resultados pueden consultarse en (Cox,
Little, y O’Shea, 2018) y (Morandi, 2012).

2.1.1. Notacién y simbologia

En lo restante del trabajo consideraremos la siguientesmotacion:

Simbolo Significado

F K campos

min(a, K) polinomio minimo de « sobre K
K|F extension de campo F C K

[K : F] grado de la extensiéon K|F
Aut(K) grupo de automorfismos de K
Flx] anillo de polinomios con coeficientes en F' en x
(f) ideal generado por el polinomio f
F(a) campo generado por F'y «
H«G H subgrupo normal en GG
char(F) caracteristica de F'

15



Definjeién 2.1.1. Sea S # 0 y S C Aut(K). El campo fijo de S es
F(S)={aeK:7(a)=aVT€S}.

Definicién” 2/1.2. Sea f = ag + a1z + - - + a,2™ € F|x] con raices ai,...,«, en alguna
extension de campo K. El discriminante de f se define como

A(f) =] = ay).
i#]
Es util notar que A(fY es un polinomio simétrico en aq, ..., a,.

Definicién 2.1.3. K|F éssmormal si K es campo de descomposicién de un conjunto de
polinomios sobre F'.

Definicién 2.1.4. Si F' es un gdmpo, diremos que un polinomio irreducible f € F[x] es
separable sobre F' si no tiene raicés.repetidas en ningin campo de descomposicién. Un poli-
nomio g € F[z] es separable sobre ‘" sistodos sus factores irreducibles son separables sobre
F. Sean K|F una extensiéon y a € K. Ditemos que « es separable sobre F' si min(a, F') es
separable sobre F'. K|F es separable si‘tode elemento de K es separable sobre F'.

Lema 2.1.1. Sean S un subanillo “dec@Q(t) y{fsh € S[z|, con f monico. Si g € Q(t)[z] y
h = fg, entonces g € S[z].

Demostracion. Como f es ménico, (por elfalgoritmo de la divisién) existen ¢, r € S[z] tales
que h = fq+r, con deg(r) < deg(f). Tenemos.asi

h=fqg+r=Ffg=r=f(g=q)..
Como deg(r) < deg(f) y f #0,
deg(f) +deg(g — q) = deg(r) < deg(f) =g ~q=0.
Por lo tanto, g = ¢ € S|x]. [ |

Proposicién 2.1.1. Sean [ € F[z] irreducible y K una extension de F que contiene una
raiz o de f. Entonces, existe un isomorfismo

O ) — F(a)

que fija F, i.e., para una constante g € F, ®(g+ (f)) = g y tal que ®(x + (f)) ='as

Proposicién 2.1.2. Sea f un polinomio separable en Flx| de grado n con grupo de Galois
G = Gal(K|F). St f € Flx] es irreducible, entonces la accion de G en el conjunto de raices
de f es transitiva.
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Teorema 2.1.2 (Extension de isomorfismo). Sea o : F' — F' un isomorfismo. Sean S =
{fi(x)}ierun conjunto de polinomios con coeficientes en F y S" = {o(f;)}ier €l correspon-
diente comjunto de polinomios con coeficientes en F'. Sea K un campo de descomposicion de
S sobre F'y ' un campo de descomposicion de S" sobre F'. Entonces existe un isomorfismo
0: K — K' tal gue 6|p = 0. Mds ain, sia € K y o es raiz de o(min(a, F)) en K' entonces
podemos elegir @ de modo que 6(a) = o'

Proposicién 2.1.3Sea K|F una extension. K|F es de Galois si y sélo si |Gal(K|F)| =
K : F].

Teorema 2.1.3 (Fundamtental de la Teorfa de Galois (caso finito) ). Sean K|F una extension
finita de Galois y G ="Gal(K|F). Existe una biyeccion que invierte contenciones entre
campos intermedios de K|H ylstbgrupos de G, dada por:

{LeFCcLC K} — {H:H<G}
L +— Gal(K|L)

con 1nuersa

{H:HL G} —{L: FCLCK}
H+— Z(H)
Mas aun, st L y H se corresponden’entonces
(K : L] = |H]| y L Fl=[G: H]
Ademas, H < G (H es normal en G) si y.s6lo si LIF “es de Galois. Cuando esto ocurre,
G
Gal(L|F) = — .
a(Llp) =
Teorema 2.1.4 (Elemento primitivo). Si K|F es finita y sepdrable entonces K = F(«) para
algin a € K.

2.2. Extensiones y Automorfismos

En este apartado se encuentran resultados utilizados en el desarrollo delenfoque y Teo-
rema de Noether (capitulo 3).

Lema 2.2.1. Sea L un campo
1. Si K es un subcampo de L entonces K C .7 (Gal(L|K)).
2. 8151 C Sy C Aut(L) entonces F(Sy) C F(5).
3. 818 C Aut(L) entonces S C Gal(L|.Z(S5)).
4. Si K = .%(S) para algin S € Aut(L), entonces K = F(Gal(L|K)).
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Demostracion. 1. Seaa € K, si o0 € Gal(L|K) = o|x = idg
= o(a) =a Vo€ Gal(L|IK) = a e F(Gal(L|K))

S K C F(Gal(LIK)) .
2. Sea a € #(S2) = a € L tal que o(a) = a Yo € Sy pero S; C S, en particular
o(a) =a VYo &S5 = ac . F(5)
o F(S2) C.F(S) .
3.50c e Syae Z(S) = o(a) = ayestoVa € F(S) = 0|z = idzs) = 0 €

Gal(L|.Z (S
(L|.#(5)) -.S CGal(L|Z(S)) .

4. Por 3. S C Gal(L|.Z (S)y="Gal(L|K) y por 2. K = Z#(S) 2 .Z(Gal(L|K)). Por 1.
K C Z(Gal(LIK))
¢ K =.7(Gal(L|K)) .

]

Proposiciéon 2.2.1. Sea G un grupo,finito-de automorfismos de L con F = % (G). Entonces
|G| = [L: F| y entonces G = Gal{I|F).

Demostracion. Como G < Aut(L) S,G\E Gal(L|.7 (G)) = Gal(L|F).
|G| < [Gat(L{F)| € [L . F].

Supongamos |G| < |Gal(L|F)|. Sean = |G|y sea {1, &,+1} € L un conjunto linealmente
independiente sobre F. Sea G = {m, ..., 7,}. Cousidere l&_matriz

() - ()

A= S Matnx(n-‘rl)(L)

I

L
Tala1) - Ta(ang)

es espacio vectorial sobre L. Y rango(A) < min{n,n + 1} = n, por lo"que las columnas son
linealmente dependientes sobre L. Elegimos s minimo, de modo que las primeras s columnas
de A sean linealmente dependientes sobre L (reetiquetando los valores ogde ser necesario).
De este modo existen ¢; € F' no todos ceros tales que

Z Cﬂ'j(Oéi) = 0 VJ
i=1
Por la minimalidad de s, se sigue que ¢; # 0 Vi.
aTi(on) + eoTj(az) + -+ + i) = 0

c Cs
= 7;(a) + —27']-(042) +- 4+ —7(as) = 0.
C1 (6]
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Por lo.que podemos “renombrar” ¢; = 1y ¢; = % para ¢ > 2. Si cada ¢; pertenece a

S S

F, enton€es)0 = 7; <Z c;o; | para cada j, entonces Zciai = 0. Esto es falso por la
i=1 =1

independentia‘de a; sobre F. Sea 0 € G = {m,...,7,}. Dado que ¢ permuta los elementos

de G, es decir

c:G— G
Ti — Tm, m € {1,...,n},

la cual no es dificil ver'gtie.es biyeccion, obtenemos que

s

0=0(0) = o Y2em(a)) = X o(molr(a) = 3 ole)ry(a) V)

=0= Z(ci)Tj(ai) — Za(ci)Tj(ai) = Z (cl- — U(Ci))Tj(Oéi) Vi .

i=1 =1 1=2

Por minimalidad se sigue que o(c¢;) = ¢ para cada i; ya que esto es cierto para todo o € G,
esto implica que ¢; € Z(G) = F V¢!
De este modo

G C Gal(IFpy |Gal(lJF)| < [L: F] = |G|

G = Gdl(LJF).

Una consecuencia inmediata del resultado previo es”que
|Gal(L|F)| = [L: F] si F=.Z%(G)=.Z(Gal(L|F)).

Proposicién 2.2.2. Supongamos que R es un dominio entéro y F' su campo de fracciones,

adicionalmente sea E una extension separable de F' de grado wxEntonces existe a € E tal
que E = F(a) y min(a, F) € Rz].

Demostracion. Del Teorema del Elemento Primitivo 2.1.4 sabemos que-existe 5 € E tal que
E = F(B). Suponga que

m(x) = mzn(ﬁ, F) =by+bx+---+ bn—L'En_l Ty
Como I es el campo de fracciones de I, podemos encontrar una constante distinta de
cero d € R tal que db; € R para i = 0,1,...,n — 1, por lo cual d"‘b; € R. Fijand0ya = dj3,
tenemos F(a) = F(B) = E, y si
f(il)) = dnbO + dn_lbll' 44 dbn_1$n—1 + ZL‘n,
entonces f € R[x] y
fla) = f(dB) = d"m(B) = 0.
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Si
g(x) = ao + arx + - - a,12° ! + 2° € Fla]

y s < n entences
n(r) = ag+ aydr + - - a,_d* ¥ 4 2f € Fla]

y n(B) = 0, lo gual es absurdo. Por lo tanto f es el polinomio minimo de a. [ |

Comentario. D€ ahera en adelante supondremos que los anillos y los campos tienen
caracteristica 0 (char(EY=0).

Lema 2.2.2. Sean R un.dominio entero y F' su campo de fracciones, consideremos E = F(«)
para o € E, una extensiényde Galois de F' con f = min(«, F) en R[z] y A un subconjunto
finito de E que contiene a @ talrque

Vie"A Yo € Gal(E|F), o(t) € A.

Entonces eziste u € R tal que, paragetalquier campo F' y homomorfismo de anillos w : R —
F' con w(u) # 0, podemos encontrat una extension de Galois E' de F' y una extension del
homomorfismo de anillos @ : R[A] —EY de w, donde R[A] es el subanillo de E generado
por R y A, con las siguientes propiedades:

» B = F'(d), donde o/ = &(d)f

w Si f' € F'[z] es el polinomio obtenido dé f aplicando w a los coeficientes de f y f' es
irreducible, entonces G' = Gal(E'|F') es isomorfo a G = Gal(E|F).

Demostracion. La demostracion se sigue por-pasos.

1. Definiendo u : Sea u = A(f), el discriminante de f. Cao.char (F') = 0, porque char (R) =
0 y f es irreducible, entonces f no tiene raices miltiples«Esto implica que u # 0. Si F’

es un campo y w : R — F’ un homomorfismo de anillog/tal que w(u) # 0, entonces
A(f) = A(w(f)) =w(A(f)) = w(u) # 0, y por tanto f es separable.

2. Una primera extensién de R y w: Ahora, construimos un anillé R que contiene a R v ex-
tendemos w a este anillo. Como F = F(a) y A C E, para cada t € Agexiste un ¢, € F|x]
tal que t = g;(«). Ademads, F es el campo de fracciones de R, por lo'queyexiste d; € R*, i.e.,
un elemento unidad de R, invertible tal que d;g; € R]z], (el producto‘de los denominadores
de los coeficientes de g;).

Ahora consideramos

d:Hdt.

teA

Entonces dg; € R|x], para toda t € A. Establecemos asi
R = R[d™] C F, el subanillo de R generado por d*,

cond™ =[[d "y dd;' =1.
teA

Extendemos asf, w a wy : R — F”, definidas como wy(d™!) = w(u)™.
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Probarefiios que R[A] = R[a]. Primero, o € A implica que R[a] C R[A]. Por otro lado, si

n
te Ay gu®) :Z a;z%, con ao, . ..,a, € F. Entonces
i=0

y- i) =t = =3 (1) e
=0 =0 yEA, y#t

donde dia; € R, pata toda i, ademds d, € R para toda y, asi dt € R[a]. Sin embargo,
Rla] C Rla] = dt € Rlady t = d~*(dt) € Rla]. Asi, A € R|a] y entonces R[A] C R|a].

R[z]/f v R|a] son isdmétfos: Existe un homomorfismo natural de R[z] en R[a]:

o _f{[x] — R[oz]
g—rg(a) .

Si h € ker(¢), como ker(¢) es unideal de F'[z], entonces existe g € Flx| tal que h = fg,
porque f = min(a, F). Del lema 24.1, ¢ € R[z], porque R es un subanillo de F. Por lo
anterior, h € (f), ker¢ C (f). Por otrodado, si g € (f), entonces g(a) = f(a)g(a) =0,y
asi, g € ker¢. Se sigue que ker(¢) = (f).
Ademés, V h € Rla], h = g(a) = ¢(§)para algin g € R[z], Im¢ = Rla], i.e. ¢ es
sobreyectivo. Por el Primer Teorema de [somorfismo, obtenemos el isomorfismo

R[]

@ i — Rla].

4. Construccién de una extensién £ de F'*\ELsiguiente paso es construir una extensién de
Galois E' de F’ y un homomorfismo de anillos @ dé R[A] a E’, extendiendo w; y por
Flx
tanto w. Sea ¢’ un factor irreducible de f"y p : F'[z] <= % la proyeccién natural.
g
Del homomorfismo w;, : R — F" construido arriba, obtenerfigs el homomorfismo natural:
&y : R[z] — F'[z]. Componiendo, @, con p obtenemos el homomorfismo

ol : Rz F’[x]
podn: Blrl = oy

y luego usamos esto para construir otro homomorfismo:

Rl2] | F'la]
UYH<>
+{f) — poin(v) .

(Como poi(f) = f/+{d) y ¢|f'(' = d'a), entonces po () = 0+ (¢}, debentietgner
powi(v) =0, para todo v € (f) y asi v esta bien definida.)

Ahora establecemos




Como g es irreducible, E" es un campo, que claramente es una extensiéon de F”. También,
R[A] = _Rfa] y entonces @ es un homomorfismo de R[A] a E'. Necesitamos comprobar que
@ extiende . Sir € R C R[A], entonces

O(r) =709~ (r) =~(r+(f)) = pocn(r)
= plwi(r)) = plw(r)) = w(r) + {4,
por lo tanto, & extieride w a R[A]. Si restringimos & a R[A], entonces tenemos el homomor-

fismo que estamos buseando, a continuaciéon probaremos las condiciones E' = F'(a/) y que
E’ es una extension de’Galeis de F”.

5. E' = F'(a): Como

tenemos

y por la proposicion 2.1.1,

6. £’ es una extensién de Galois de F': Sed o € F'(a/y= E’, consideremos min(a/, F') que
es irreducible sobre F’, como char(F") = 0, min(a/, F')#€s-separable, en consecuencia E'|F”
es separable, asi s6lo necesitamos demostrar que E’ es una _extensién normal de F’. Sean
aiq,...,q, las raices de f. Como f es irreducible sobre F _Jf se escinde en E = F(a),
campo de descomposicion de f, la proposicién 2.1.2 nos asegtira que el grupo de Galois
G = Gal(E|F) actia transitivamente en las raices de f, esto es/para algunas o, o; raices de
f, a; = 0(a;), para o € G. Consideremos o € A raiz de f. EntoncesJas raices o; de f son de
la forma o(a) = «; para algin o € G, pero como o € A = o(a) ='a’€_A; esto implica que
las raices de f pertenecen a A. Ademads, las raices de f’ son @(ay), . Nw(a,), ya que, por
las relaciones entre las raices de un polinomio y sus coeficientes (todo polinomio simétrico
en las raices puede ser expresado como un polinomio en los coeficientes de "'y, ademaés los
coeficientes de f’, fueron obtenidos al aplicara w a los coeficientes de f y @léxtiende a w),

f'(@) = (z = &(ar)) -+ (7 — Olan)).

Como consecuencia,
E' =F'(d)=F(0(),...,0(a))

es un campo de descomposicién de f’, se sigue de la definicién 2.1.3, E’ es una extensién
normal de F”.

7. El caso especial ¢’ = f'. En este caso, [’ es irreducible, como antes, sean «y, ..., q, los
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conjugados de o. Como E = F(«), del Teorema de Extensién de Isomorfismo (2.1.2) existe
un unicos6; € G tal que o;(a) = ;. Similarmente, o, ..., al, son los conjugados de o vy,
como E'«& FE'(o/) y F es irreducible sobre F”, el Teorema 2.1.2 asegura la existencia de un
unico o} €'G= Gal(E'|F") tal que o.(a/) = a.

Del paso 1. de_esta prueba (la definicién de u), los valores de ay,...,q, son distintos.
Consecuentemente, los automorfismos o, ..., 0, son diferentes elementos de G. Ademas,
por la proposicién2.1.3 deg(f) = [E : F] = n = |G|. De este modo, G = {o1,...,0,}.
Similarmente, come (% es irreducible, G’ tiene cardinalidad n y G' = {o},..., 0.}

Ahora definimos el mapeo ® de G a G’ como ®(0;) = o,. Probaremos que este mapeo es un
isomorfismo. Primero, (proabaremos que

Vs e R[A], Yo, € G, &(04(s)) = ol(@(s)). (2.1)

Como R[A] = R[a], es suficiente pfobar la identidad para o y para los elementos de R. Para
« tenemos
W(oi(a) Zofen) = o = oi(a) = 0j(@(e)).

Sit e R, entonces t € F, por lo cual

@(0i(t)) = &(t) = 7o N(t) = y(t + (f)) = poin(t)
1WA (g')= wn(t) + (),

porque ¢’ = f’. Sin embargo, w;(t) € F4-por lo tanto,

w1 (t) + (= ailont ) £ (f)-

I
&

De este modo

@(0i(1)) £ g (@(t)):
Se sigue que la identidad (2.1) se cumple. Usaremos esta identidad para probar que ¢ es un
homomorfismo. Desde o;(a) € A, para i = 1,...,n, tenemos

|
&

Il
S

I
&

S
=5
S

Por lo tanto ® es un homomorfismo. Claramente ® es sobreyectiva. Como |G| = {G"], ®
también es inyectiva, por tanto un isomorfismo. Esto finaliza la prueba. |
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Capitulo 3

Teorema“de Irreducibilidad de Hilbert

Un campo F' es Hilbertiano st para cada f € Flx,y|] que sea irreducible, existen un
nimero infinito de valores b € F'tal que fy(y) = f(b,y) € Fly| es irreducible. El propésito
principal de este capitulo es probar.que QQ es Hilbertiano y presentar algunas consecuencias
de este hecho.

3.1. Valores regulares y:raices de polinomios

Definicién 3.1.1. Suponga que F(Z7y) es un/polinomio con coeficientes en C, de grado
mayor que cero en y, escrito de la forma

f=ao(z) +a(&)y+ 5 e, (x)y".

Dado b € C, si el polinomio f, € C[y|, establecide comd  f,,(y) = f(b,y) cumple que a,(b) # 0,
entonces f, tiene n raices contando su multipli¢idad. Si estas raices son distintas, entonces
diremos que b es un valor regular de f.

Lema 3.1.1. Si b € C es un valor reqular del polinomio f(z,y)yyui(z), ... ,u,(z) funciones
en C, entonces existe una vecindad W de b en C tal que las funsiones ui(2),...,u,(z) son
analiticas en W.

Demostracion. Supondremos que las funciones u; existen y encontraremos sus posibles for-
mas, después mostraremos que las funciones obtenidas satisfacen las condiciones.
Sea u(z) una de las funciones raiz de f, supongamos que b =0y u(0) = 0¢

0

A continuacién, buscaremos una serie de potencias u(z) = Z brz", con b, €€, gtic converja
k=1

en algin conjunto W = {z € C : |z| < R}, con R > 0, dentro de los cuales f(zu(z)) = 0.

Podemos escribir f(z,u(z)) de la forma

f(z,u) = ago + a0z + apu + E a;; 2w .
i+j>2
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Notemeos que f(0,0) = agy y por otra parte 0 = f(0,u(0)) = f(0,0) = ago, por lo que el
terming eoénstante en la expresion es 0 y obtenemos

f(Z, u) = a19z + ap1u + Z aijziuj .
i+j>2

La suma de la derecha es finita ya que, f es un polinomio.

Sea f, la derivada de f con respecto a la variable u. Ahora, como los demads coeficientes
de un polinomio envaina variable con coeficiente principal 1, quedan dados en las funciones
simétricas elementalés @, evaluadas en las raices (hasta un factor ). Sea z = 0 un valor
regular. Consideremos asi

f(0,u) = (u—ur)(u — o) 2 (u — uy)
=u" — o (U, ooy U U A 0o (U ey U ) U A (D) o (U e U U
+ (=1)"op(ug, oy un) .

Entonces
f(O, O) = (—1)"0n(u1, ,Un) = 0 = Qop,

donde o, (uy, ..., uy) = ujus - - - uy,, obtenemos que
f(O, 0) = (_1)n0,n =UUg Uy = 0= apo-

Por lo cual,
Uty - - - Uy, = 0"==u,(0) =0 para algin 7.

Sin pérdida de generalidad supongamos u; (0))= 0, entonces

af

%(07 O) = (_1)71710.71*1(“'17 tey un) = Qo1,
n
donde 0,1 (uq, ..., u,) = Z Uiy Uiy -~y Y u(0) =001 (ug, ooy uy) = Huj
11<ig<-+<ip—1 Jj=2

of i T
= 52(0,0) = (1) 1Huj(0) = ag: -
7j=2
Ahora supongamos que ag; = 0 = (—1)"_1 Huj, entonces Huj = 0 y em cehsecuencia,
j=2 j=2

u;(0) = 0 para algin j # 1. Asi tenemos que u;(0) = u;(0) = 0 con j # 1, por 16°gue z = 0
no es un valor regular!!.

De lo anterior concluimos que f,(0,0) = ag; # 0. Asi podemos escribir

f(z,u) = —ag (—Z—;?z —u+ Z —Z—Zziuj> = —ap <a’102 —u+ Z a;jziuj> . (31)

i+5>2 i+5>2
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Y podemos deducir
fu(zau) = —(101(—]. + g(Z,U)) )

donde cadasmonomio de g tiene grado al menos 1.
o0

Ahora sustituimes u(z) = Z bpz" en la ecuacién anterior f(z,u(z)) = 0:
k=1

fz,u(2)y =200 | a}gz — Zbkz + Z (Z biz ) =0. (3.2)

k>1 i+i>2 k>1

Como u(z) es una serie de-potencias en z, que si suponemos converge a una vecindad de 0,

entonces los coeficientes de 2, especificamente a), — b; toma el valor de 0, lo que implica que
_ /

Nuestro siguiente paso, es tomarsina expansién de Taylor del polinomio f(z,u) en u, alre-

dedor de un punto ug = Z biz'. Para'u(z) = Z br2", obtenemos

k>1

Flem) = 1 2@): ( Z >+fuzu@(u—wHM(u—uwu---

50 (L () (g5
= f z’g;bkzk) + (—am (—1 Hq (zkgjbz))) (; bz> + R,

donde R involucra términos de grado al menos 2k. Al igualarla expresién anterior a 0, los
coeficientes de cada potencia de z deben ser 0. En particulaf, el coeficiente de z* es agby

maés el coeficiente c¢; de z* en la expresién del polinomio f (z, E bﬂ’). Por lo anterior,

, aio . : .y
aoby + ¢, =0 = b, = —a% v asf by = — = a},. Ahora bien, comSideremos la expresién

Qo1
multinomial de u,

a- > (0, )T

S1+Sk—1=J t=1
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De estestnodo,

J

k—1 . k—1
i byt | — s J pst tse
;2 iz | = az 5 5 ezt
i—1 1, »ok=1/ 1

S5k 1=j

Notar que
k—1 k—1 k—1 k—1
sfl_tsy 4 St tst _ St s1 .282 (k—1)sg_1
Hbtz = Hbt Hz = Hbt 252952 ..
t=1 t=1 t=1 t=1
k—1
—4 H b?t ZS1+282+~~~+(k—1)8k—1’
t=1

por consiguiente,

k—1 J j k—1
. . 4 . k-1
a;;z' biz' | = a2 byt | 2t ter
J j ‘
z:1 Sl’ .. > Sk*l

s14sp_1=)

Se concluye que,

k—1 J i k—1
) k-1
f(z,uo) = E aijz’ E err = E ay § | | bft ZH'thl tst
—1 . \S1," ", Sk—1

ij 2 451 1=] =1
k—1
. k—1 . .
Donde en z"*2i=1 ¥ hay que seleccionar 168.sumandos/para los cuales i + E ts; = k.
t=1

Con la expresién anterior queda expuesto.quie los ¢oefigientes de z* estan definidos en
términos de a;; dados y algunos bis con i < ‘k obtenidoS.de manera recursiva (recordar
by = d},), de modo que toda la sucesién de los b}s queda deterfminada.

Tenemos asi, un candidato para la serie, u(z) = E br2", pafa-probar su convergencia de-

k>1
bemos mostrar que la serie tiene un radio positivo de convergenciagpara ello construiremos
o0
una serie de potencias E A;2* con radio positivo de convergencia Rftal que Vk, Ay > |bi |-
k=1
Consideremos
i N
. N
f(zu) = E i E < ) H byt | e tse | (3.3)
S DY S
i+j>2 s1bdsy=j VLT TN i

Nos fijaremos en los coeficientes de los términos z*, para ello debemos considerar los-eoefi-
N

cientes que acompanan a z Cuand0i+2tst =i+81+28+---+Nsy=kyj=s1+-4 sw,

t=1
con N entero positivo e i, $1, S9, ..., sy € NU {0}, por lo que 0 < i < k y obtenemos los si-
guientes casos:
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Sii=k=s14+---+Nsy=0&s1=8=--=sy=0=57+---+ sy =0= 7, con esto
obtenemos el coeficiente

j N 0 N
;5 bt | =a w |,
](31,...,31\7) (tl—Il t> kO(O,...,O) <tl_[1 t>
J J! 0
dond -~ =1
onde (sl,...,sN) 51 syl ~ (O,...,O)

Entonces,
0 N
0] —
ako(O,...,O) (g@) = Qo -

Asf en la expresién f(u, z) enéontramos el término aypz".

Continuando de manera recurSivag para 0 < m < k—1,seat=k—m = s+ ---Nsy =
N

m<k—1=N<k—1, luego Z $¢ = 7 v los coeficientes obtenidos se expresan como
t=1

j N
Qle—m 4 b;t
3(81,82,...,81\7) (H t )

con N < k — 1 por lo que los b'is dnvelucradés.son conocidos al ser obtenidos de manera
recursiva a partir de by.

Por ultimo, si i =0 = s; + --- + Nsy = kfy para >k es claro que s, = 0 = s; + 259 +
k

ot ks =ky Z sy = j. Aqui, podemos encontrar ‘distintas combinaciones que cumplan

t=1
la igualdad, dentro de las cuales tenemos que si s #0 =>6p=1y s, =0Vt <k = N =k
ysi+--+s,=0+---+0+4+1=1= 7, obteniendo el coeficiente

k
1 s
do1 <O,,0,1) (tl_llb?t> :%1(1) (bkk) :ambk .

En la expresién (3.3) encontramos el término ag; byz*.
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De estesfnodo si sumamos todos los términos de z* e igualamos a cero obtenemos

k—1 . N
ANE Ak—m j J H bt 2P+ agbpzt =0
$1,82,...,8N
m=1 t=1
k—1 N
=+ | arm ; J ITo || +anbs | 2 =0
S1, 82, y SN
m=1 t=1
k—1 . N
J 5
=0 pet Af—m 5 byt 4+ apg1by =0
mzl o 51,82,...,SN tl_[lt
k—1 j N s )]
— k0 — Zm:l [akfm j(817527---,81\1) (Ht:l btt)
= b= a -
01
k—1 j N
! / S
= bk = Qg U Z Ak —m 7 H btt )
S1, 52, y SN
m—=1 t=1
con 7 y N descritas como antes, ( £ ) un ntmero entero positivo y los b;’s expre-
51,825 V.4 SN

sados en algunos a;j’s, encontramos asi, para cada k, un polinomio en varias variables con
coeficientes enteros positivos, el gual denotamos.py, tal que by es el valor de p, evaluado en
el conjunto de coeficientes a;;. Escriliiremos b= pr(aj;), i +j > 2.

Sea A € Z tal que A > |aj;| Vaj;. Si reliplazamos ajppor A en (3.1) e igualamos a 0, podemos
conseguir una nueva ecuaciéon

h(z,v) =Az—w+ A Z #v =0.
i+j>2
Ahora rehaciendo los cdlculos que hicimos para la ecuacién (371) obtenemos una solucién con
(e 9]

la forma Z A,z*. donde Ay es la la expresién polinomial obtefiida de pk(agj) reemplazando

k=1
el aj; por A, i.e., pp(A) = Ayg.
Claramente Ay > |bx| VE, ya que los coeficientes de py son positivos,

Para |z| < 1y |u| <1, tenemos que h(z,v) es

o o0 o o
0=Az —v—i—AzDZvj +Azlzvj +A2zi (Zv]) .
j=2 j=1 i=2 j=0
Donde las series geométricas anteriores para |z| < 1 convergen

v? 20 22 1
= Az — A A A .
0 Tt 1—v+ 1—v+ (1—2)(1—1})
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Multiplicando por 1 — v obtenemos

2

O:Az(l—v)—v(l—v)—l—AvZ—i—sz—i—Alz
—z
) ) Az?
=Az — Azv—v+0v°+ Av —|—sz+1
—z

AQ
:(A+1)v2—v+(Az+1 - )

—z
Asi
Az

h(z,v):(A+1)v2—v—l—1_z

es una ecuacién cuadraticalen/v.
Si tomamos un z suficientemente pequenio

L= (1—4(A+1)42)"?
v(z) I 2(A1 1) ’

entonces v(z) es la solucién de la ecuacidn(B.4) con v(0) = 0. Para ver dénde v(z) es analitica,
escogemos la rama principal, es decir dende la raiz cuadrada en la expresién es analitica,
esto es z € C tal que |z| < 1 i.e.el/disco unitario. Sean wy(z) = (1 — )2 y wo(2) = %,
notar que para

e
Z —
2
= —|z| > : =1 ||>1
2 2
1
:>|Z|<§<1—|Z|§|1—Z|
= |z < |1 —2|

z

= <1.
;

—Z

Asi la imagen de w, cae en el dominio de analiticidad de w,. Por losque, tomando la com-
b

posicién de funciones analiticas w; o wy, se concluye que v(z) = (w; o wy) es analitica

en una vecindad de 0.

1
2(A+1)

Recordar by < Ay Vk; sea py : Z[X] — R como antes, tenemos que |py(a;;) .= [0x| < Ay VE

o0
para todo aj; = |pi(aj;)2"| = |bpz¥| < Agz¥, con ZAkzk < oo (ya que es ld expresion en
k=1

(e o]
serie de potencias de v(z) convergente). Entonces por la prueba de M-Weierstrass Z b2"

k=1
00

converge. Por lo que u(z) = E br2" es analitica en una vecindad de cero.
k=1

Supondremos que u(0) = 0 como al comienzo.
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Si u(0)#= a, donde @ no es necesariamente 0, entonces escribimos y(z) = u(z) — a, en-
tonces\teremos y(0) = u(0) —a = a — a = 0, asi que obtenemos un nuevo polinomio
9(z,y(2)yY=)f(z,y + a) para el cual y es raiz de g, asi que y(z) es analitica para z en una
vecindad de 0} por lo cual u(z) es analitica para z suficientemente pequenos.

Finalmente, si_suponemos u(b) = a, entonces escribimos y(z) = u(b — z), entonces y(0) =
u(b — 0) = u(b)y=)a, asi tenemos un nuevo polinomio h(z,y(z)) = f(z,a — y), para el cual
y es raiz de h, aSL4{(z) es analitica para z suficientemente cercanas a 0, lo que implica que
u(z) es analitica para ¢ suficientemente cercanas a b.

De este modo para cadaTaiz a; de f, podemos encontrar una funcién raiz a;(z) con u;(b) = a;
definida en vecindades W de b tal que w;(b) = a; # a; = u;(b), i # j Vi,j =1, ..., n, entonces
existe una vecindad de b, W_= N, ;W;;, tal que w;(z) = a; # u;(z) Vz € W.

Esto finaliza la prueba. n

Observacion. Para z € W es posiblé escribir
f&Y) =w) ] (—uz) +Y)
i=1
donde a,(z) es un polinomio en % y las, u;’s sef funciones analiticas definidas en .
Adicionalmente, consideramos el siguiénte resulsado.

Tomamos m+1 valores crecientes de lawvariable realt>ty < t; <ty < --- < t,,, y denotaremos
por V,, el determinante de Vandermonde dé los t;’s{1.¢e.,

1ty tZ¢y M
Vo 1t 2 - R
1 t, t3 - tmlogm

Ahora, sea f : [to, t,,] — R una funcién diferenciable m veces y defina,

1oty 2 -t f(to)
W :1 t 2 TN f(t)
R L A (Y

Lema 3.1.2. Existe u € (tg,t,,) tal que

W [ (u)
V.,  m!
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Demosifacion. Supongamos que g : [to, t,,] — R es una funcién m veces diferenciable y que
g(t;) = f{t;) Vi y f como antes. Asi f — g es diferenciable en [ty,t,,], en particular lo es en
(t;,tiv1) ¥, & su vez esto implica que f—g es continua en [ty, t,,], en particular en [¢;, ;1] Vi.
Ademsis f(tg)'= g(to) = f(to) —g(to) =0= (f—9)(to) =0y f(tm) = g(t,) en consecuencia
ftm) = 9(tn) =0y (f = g)(tn) = 0, es decir (f — g)(to) = 0 = (f = g)(tm). Por lo que

aplicando el Tegtema de Rolle en cada intervalo (¢;,¢;11) existe a; tal que
(f = 9)(a:) = f(ai) — ¢'(a;) = 0,
asi
fllai) =g'(a;)  Vi.
Asf tenemos m puntos ag <@l < -+ - < a1 tal que f'(a;) = ¢'(a;) Vi.

Ahora, aplicando nuevamente el Teorema de Rolle a la funcién (f — g)’, obtenemos m — 1
puntos by < by < - -+ < b,,_o tal'gde f(Q)(bi) = 9(2)(@-) Vi.

Continuando de la misma maneragsfifialmente obtenemos un punto « tal que f™ (u) =
(m)
9" (u).

Consideremos el sistema

Lty ~7 1y Co f(to)
1 ¢, U/ Cpit f(tm)
En el sistema anterior, la matriz de Vandermonde tienesdeterminante V,, = H (t; —t:)
0<i<j<m
con tg < t; < -+ < ty,, por lo que V,, # 0'wel sistema tiene solucién tnica, con la cual

podemos construir un tinico polinomio g(x) = & + c1x + G’ + - - - + ¢,2" de grado menor
o igual que m en Rx] tal que g(t;) = f(t;) Vi.

Por el andlisis previo, existe un elemento u € (to,t,,) tal que

(m)
() = g™ (u) = mle,, = cn = S () :
m!
Aplicando la regla de Cramer al sistema dado, obtenemos
) W Wa [
Y I VA Vi,  m!
Esto termina la prueba. [ |

Lema 3.1.3. Sean G un subconjunto abierto conexo de C, f y g funciones analiticas dé G
en C. Si existe una sucesion {z,},2 1 en G y 2o € G tal que
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w Pdra todan > 1, z, # 2.

s iz, = 2.
n—oo

» Paratodan > 1, f(z,) = g(z,).
Entonces, parageda z € G, f(z) = g(z).

Demostracion. Come., f y g son analiticas, entonces f — g también lo es, de modo que
(f —9)(z,) = 0 V' L. ‘De manera que el conjunto Z = {z € G : (f — g)(z) = 0} tiene un
punto de acumulaciéh fpunto limite).

Sea a un punto limite de¢” Z, sea R > 0 de modo que D(a,r) C G. Como a es punto limite
de Z y f — g es continuayse sigue que (f —g)(z) =0=(f g) ©) ( ).
Por contradiccién: supongainos”que existe 4 tal que (f — g)®(a) # 0. Elegimos n de modo
que
(f=9) (@)= (f = 9)P()z#-- = (f = 9)" V(@) =0 pero (f —¢)"(a) #0.
Como f — g es analitica en G tiene-undesarrollo en serie de potencias
(f=PEN=D (z—a)
k=n
para z € D(a R).
Sea h(z Zak z—a)" Zafs—i—n
; ’ ’ As+n ’ Qg . ,ye
Sea R = lim . Ry = lim = lim |&=—~—| =dfm = R, es decir h es analitica
Ak+1 bs+1 bs-tnt1 k41
con radio de convergencia R. Ademas (z — da)"h(z) = (f.=g)(z). Entonces h(a) = a, # 0,
— o)™
ya que a, = w # 0. Luego, como h es analitied podemos encontrar r tal que

n!
0<r<Ryh(z)#0Vz € D(a,r). Como a es punto de acimulacién de Z, entonces existe

be (Z—{a})NnD(a,r),ie., (f—g)b) =0, porlocual 0= (f <g)b) = (b—a)"h(b), lo que
implica que h(b) = 0!l (h(z) # 0 Va € D(a,r)).
Por lo tanto, (f — ¢)™(a) = 0 ¥n > 0.
Sea A={z€G:(f—g)™(z) =0Vn >0}, por lo visto anteriormente ¥4 # ). Mostraremos
— 1
que A es abierto y cerrado. Sea a € A. Para m € N, existe a,, € A tal queda = a,,| < — tal
m

que lim a,, = ay como (f — g)™ es continua, entonces
m—0o0

(f = 9)a) = (F = 9™ ( Jim @) = tim (F = 9)"(@n) = 0 V0 =T,

m— 00

Se concluye que B
=acA=>ACA

y como es un hecho que A C A, se concluye que A = A, es decir A es cerrado.
oo

Ahora, sea b € Ay sea R > 0 tal que D(b, R) C G, entonces (f —g)(z) = Z am(2—0)"Vz €

m=0
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— g™
D(b,R) y an = W =0vn >0 = (f—9)(z) =0Vz € D(b,R), ¥Yn > 0, asi

D(b, R) G4, lo que nos dice que A es abierto.
Como G es cohexo, A # () y A es tanto abierto como cerrado, se sigue que A = G, en
particular (f # g)(z) =0 Vz € G y se concluye que f(z) = g(z) Vz € G. |

Proposicién 3.1.1._8ea g € Clz] con deg(g) = m y m + 1 enteros t; tal que g(t;) € Q.
Entonces g € Qlx].

Demostracion. Sea g € Cfg]procediendo por induccién sobre g, si deg(g) = 1, entonces
g(x) = ax + b y existen ty, 5 €7 tal que g(t1), g(t2) € Q, asi

g(ty) =at1 + b€ Q g(ts) =ata +b€Q

= g(t1) — g(t2) =a(la.— t2) = a= w cQ

:>b:g(t1)—at1 E@.
Por lo tanto, para deg(g) = 1, g €.@|x].
Supongamos que para deg(g) = m‘Ses€umple.

Sea deg(g) = m + 1y m + 2 enteros & tal que g(ts) € Q por el algoritmo de la divisién
g(x) = q(x)(xz —t;) + r. Claramente x = ;€ Q[z|¥i =1, ...,m + 2. Veamos que r € Q|z],

r=q(t)(t; — ) £r =g € Q.

Consideremos t; € Z
= g(t:) = q(t;)(ti —t1) +r €Q

t;
:>(J(tz')—g() €Q Vi#l
t; —t1
Por lo cual deg(q) = m y existen m + 1 enteros: to, ..., 11, thiss”por la hipdtesis de
induccién concluimos que ¢ € Q[x], por lo que g € Q[z]. [ |
Proposicién 3.1.2. Seam > 1y f(z Zalm € Zlx]. Sia= 2, con (p, ()=, es una

raiz de f, entonces plag y q|an,. Ademds, si f es monico, entonces toda raiz racional de f es
un entero.

Demostracion. Para f(x) € Z|x], consideremos la expresién

f(x) = ag + a1z + asx® + - - ™ .
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Seaa:%’conp,QEZy (p,q) = 1 una raiz de f,

$(0) = () () oo () =0 oo

Multiplicando per, g™ obtenemos

aoq™ + arpg™ " + agp’q" P+ -+ ap™ =0 (3:5)

= plarqg™ "+ aopg" P 4 4 amp™ ) = —apg™
= p| — aoq™ =plag 6 p|l—q".
Sipl —q™ = plg"! ((p, q) SA)\= plao.
Similarmente, de (3.5) obten€mos
= q(aog™ ™ € awpg™ > + -+ + am1p™ 'q) = —a,p™
= q| — amp” = qlam 6 q| —p™.

Sigl —p™ = qlp!! ((p.q) = 1) = dlam.
Ahora, consideremos que f es monico, y.a.& Q una raiz de f, entonces a puede expresarse

como § con ¢,d € Z'y (c,d) = 1, asi’por 16 mostrado previamente

dlZ.dk=1p. a keZ"
= ¢ = cdh

;»achl:ckez.

Proposicién 3.1.3. Sea f(z,y) un polinomio de grado mayorique 0 en la variable y sobre
un campo F' de caracteristica 0. Entonces todos excepto un niumerosfinito de valores b € F
son requlares.

Demostracion. Podemos escribir a f como

flz,y) = ap(z) + ar(x)y + as(x)y® + - - - + an(2)y",

donde los a;(x) son polinomios en x y a,(x) # 0.

Si eliminamos los valores de b, tales que a,(b) = 0, entonces deg(f) = n. ConSideremos
f, f' € Flz][y] con grado total [ y [ — 1 respectivamente. Sea A(f) (respectivamente~A(f;))
el discriminante de f (respectivamente f;), de modo que

(_1)n(n71)/2

AN =

Res(f, f',y)(x) .
Sea b € F tal que
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1) fAb,y) € Fly| tiene grado total | = deg(a,(z) + n).

1) 3—5(67 y) € Fy| tiene grado total [ — 1.

Entonces, por/la proposicién 3 de (Cox y cols., 2018) (p. 164) h = Res(f, g—i,y) € Flz]
satisface

h(b)'=a, (0)' UV Res(f(b,y), f'(b,y),y) = Res(fo(y), fi(y),y) -

Como consecuencia

a(b) di—1(b)
8_f e al(b) dl_l(b)
fres (f ’ 8y’y) N ¢ ao(b) L do(b) :
ag(b) do(b)
= Res(fo(@), f3(v), v)-
Asi S
A(f)(b) = ResA fy(v), fy(v),y) -

au(b)

Por otra parte, fi, f; € F|y|, escribimos fg'€omo
fo(y) = ao(b) + a1 (b)y +{az(b)y” + ot an(b)y"
con deg(f,) =n'y deg(f]) =n — 1, entonces

(_1)n(n—1)/2

T@Res (for fz;,y) :

A(fy) =

De lo anterior concluimos que
A(f)(0) = A(f)

Luego, como A(f) es un elemento en el campo de funciones racionales de ",

a(b)
A(f)b) = —==A(fp) =0 b) =0
donde a(b) y d(b) son polinomios con coeficientes en F'; entones existe un nimero de elementos
u € F(x) para los cuales A(f)(u) = 0; en particular, hay un nimero finito de valoreg b)e F
para los cuales A(f)(b) = 0. Si excluimos estos valores, obtenemos que A(f,) = A(f)(BYFA0
i.e., b es regular. [ |
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3.2. 7Q es Hilbertiano

El priricipal objetivo de esta seccién es demostrar que el campo de los nimeros racio-
nales Q esfinscampo Hilbertiano. Para ello, utilizaremos propiedades fundamentales de los
polinomios y resultados relevantes de la teoria de campos.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Irreducibilidad de Hilbert). Si f(X,Y) € Q[X,Y] es irredu-
cible, entonces egiste-un nimero infinito de nimeros racionales b tal que f,(Y) = f(b,Y) es
irreducible en Q[Y'|s

Demostracion. Procederemos a la demostracion por pasos.

1. Las funciones coeficientes’p,: De la proposicién 3.1.3 sabemos que todos excepto un nime-
ro finito de valores b € (Q son valores regulares de f. En consecuencia, elegimos sy € Q un
valor regular de f.

El lema 3.1.1 nos garantiza la éxistencia de n raices u1(s),- -, u,(s) de f(s,y), que son fun-
ciones analiticas en W una vecindad en C de sy, que supondremos es conexa. Describimos

f(z,y) = ao(x) Slin(z)y + az(x)y> + - - + an(x)y"
donde los a; € Q[z|, parai =0,,1, - ;A y'a,(z) # 0. Consideremos
fy) = do £ ary +azy” + - + any” |

donde para i = 0,1,...,n, a; es la funcion polinémial con coeficientes en Q asociada a cada
) ) ) ) (]
polinomio a;(z); estas funciones estan-definidas ensW. Claramente f € F|y|, donde .Z es
el anillo de funciones polinomiales en W 4€on coeficientes en Q. Ademads, es claro que las
funciones uq, ..., u,, son raices de ertenecen al anille“e/ de funciones analiticas definidas
) Y

en W. Tenemos asi
Vi3

F(y) = an [ J(ui+y)"

i=1
Ahora sea S un subconjunto propio de N,, = {1,...,n} i.e., S ZP3N,, y escribimos

n

aly) = [[(~u+v), Bw=[[(-wu+v) v vDF[(~u+v).

i=1 = s

Entonces, «, 8,7 € &/ [y] y a = (. Si los coeficientes tanto de [y v estdn efi ¥, entonces el
polinomio f(z,y) puede escribirse como un producto de polinomio de grado_ almenos uno en
Q[z][y]. Para ver esto, es suficiente con escribir las igualdades satisfechas porgloscCoeficientes
aop, ai, ..., a, en la igualdad f(y) = a,B7, donde a,, # 0. En efecto,

k l
By)=> by v )=y,
=0

J=0

donde by, ..., by, co,...,c; € F. Asi,
ao(s) = an(s)bo(s)co(s),
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para uwntimero infinito de niimeros racionales s, por consiguiente

ap(z) = an()bo(x)co(x).
También,
a1(s) = an(s) (bo(s)cr(s) + bi(s)co(s)),
para un numero infinito de niimeros racionales s, por consiguiente

ay () = an(x) (bo(x)er() + bi(2)eo()) -

Continuando de la misma.manera encontramos que

(1) = au(a) Y bilw)es(a),

i+j=k
para k= 0,1,...,n. Si establecemos
k !
Bla,y) =D bi(xly v vzy) = ¢la)y
i=0 5=0
entonces

f(@ )= an(z)B(z, y)v(z,y),

lo que implica que f(z,y) no es irreducible, una‘conitradiccién (que proviene de suponer que
tanto 3,y € F[y|, es decir 5 y 7 tienen cocficientes’en.Q). De ello, se deduce que para algin
subconjunto propio S de N,, ya sea [ ofystienen ‘un/ coeficiente p que no es una funcién
polinomial con coeficientes racionales.

Si reemplazamos los b; y ¢; con cociente de furteibnes polinoniiales con coeficientes racionales,
con célculos andlogos a los anteriores concluimos que f(z,y)%s reducible en F(z)[y], lo cual
no es posible ya que por hipétesis f es irreducible en Q[z, yJy también lo es en Q[z][y], se
sigue asi del Lema de Gauss que f es irreducible en F[z|[y|. Perlo tanto, asumimos que p
no es un cociente de funciones polinomiales con coeficientes ragionales. Considerando que
n es el grado de f, tenemos que la cardinalidad de conjunto de funciones p es 2", pero no
consideraremos las posibilidades cuando deg(p) = 0 6 deg(p) = n,’yaque en este caso no
tendriamos la factorizacién de f, numeramos asi las distintas funciones py,...,pon_s (No
estamos diciendo que estas funciones son distintas, ciertamente algunas des€las pueden ser
las mismas.)

2. Una condicién para la irreducibilidad de f(s,y): Supongamos que s € W NQ y que todas
las p1(s), ..., pan_ao(s) estdn en C\Q. Afirmamos que f(s,y) es irreducible en Q[yf=~FEn efecto,
podemos escribir

F(s,9) = an(s) [ T (—uils) +9) [ [ (—uils) + ),

€S ¢S
para algin subconjunto propio S de N,,. Como s es racional, a,(s) también lo es. Si evaluaios

los coeficientes de 3y 7y en s, obtenemos los coeficientes de H(—ul(s) +y)y H(—ul(s) +y).
€S ¢S
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Por la elecciéon de s, al menos uno de estos coeficientes no es racional. De este modo, f(s,y)
es irredueible en Q[y|. Para demostrar nuestro Teorema, es suficiente obtener un nimero
infinito d€ elementos s € W N Q tal que py(s),...,pan_o(s) estén en C\Q.

3. Estudianido/las funciones p;: Nuestro objetivo es mirar las funciones p; con mas detalle.

Para simplificarda notacion, escribiremos p por p;. Notemos que existe 7" > 0 tal que si
t > T', entonces.sy +% eW.

Definimos la funcién(d, en (7", 00) como

5(t) =p <so+%) .

Denotemos ¢ como el conjunto”de funciones definidas en (7"

,00) de la forma

donde h y g son funciones polinomiales“con coeficientes racionales y ¢g no es la funcién cero.

Claramente ¢ es un campo. Afirmamo§ que ¢ es algebraico sobre ¢. Para ver esto, primero
definiremos la funcién v; en (77, 00) por

1%@2%(%+%).

Entonces, para toda t > T", tenemos

1 1 1 ; 1 n
agp SO—FZ + a; So—l-z v;(t) + as So+¥ v ) A+ a, So+z v ()" = 0.

Multiplicamos por una potencia apropiada de ¢, para obtenér la expresién
ho(t) + hy(t)vi(t) + ho(t)vi(t)* + - - - + Ry () ue(t)™ = 0,
donde hy, ..., h, son funciones polinomiales definidas en (7", 00), con ¢oeficientes en Q. Asi,
ho + hivs + hov? + -+ - + ho?

es la funcién cero por lo que v; es algebraico sobre 4. Como los elementos’algebraicos de un
campo forman un subcampo, § € ¢4 y p es un polinomio simétrico elemental\én_algunas de
las us, entonces 0 es polinomio simétrico elemental en algunas de las vs y como estas son
algebraicas sobre ¢, se sigue que d es algebraico sobre ¢ y en consecuencia es zdfz de una

ecuacion
dy+diH+---+d,H" =0,

donde dy,--- ,d,, € 4 y 0 denota la funcién cero. Supondremos que los d; son funciones
polinomiales. (Es suficiente multiplicar por el producto de los denominadores de los d; Si es
necesario.) Si hacemos esto, incluso podemos suponer que los coeficientes de las funciones
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polinomfales d; son enteros. Ahora multiplicando d”~! por los coeficientes de las ecuaciones
satisfeehas por ¢ para obtener

dodin " + did 'S+ dodi M+ -+ dpad 0T+ dpd ™ = 0
doli=! + dydl 2d 6 + dod P2 0% + - A dpy oy dTET AR =0
dod (LA 2 4 dod 2 (d6) + -+ 4 o1 (dnd) ™+ (dpd)™ =0 .

De este modo z = d,,d es una raiz del polinomio
g(Z) = b(] -+ blZ + e bm,lmel + Zm,

donde b; = djd%’jfl, para_g.= 0,1,--- ;m — 1. Claramente, los coeficientes de ¢g(Z) son
polinomios con coeficientestenteros (por lo supuesto antes). Afirmamos que, si ¢ € Z, con
t > T y o(t) € Q entonces z(t)’€ Z. En efecto z(t) = d,,(t)0(t) implica que z(t) € Q.
También, z(t) es una raiz de la ¢€uacion

bo(t) + bi(Z -+ + b (2™ + 2,

que es un polinomio ménico con coeficiéntes en Z. Por la proposicién 3.1.2, z(t) es un entero.

4. Estudiando las funciones z;: Como z estd en términos de J y esta en términos de p;,
tenemos una funcién z; = d,,0 para.cada j, pero para simplificar la notacion, escribiremos z
por z;; nuestro siguiente paso es mostrar-que hayrelativamente pocos enteros ¢t > 7" tal que
z(t) es un entero. Si este es el caso, entonces engontraremos muchos enteros ¢ tal que z(?)
no es un entero. Para tales ¢, 6(¢) no puedeé_ser ragional, lo que implica que p(sg + %) no es
racional.

El lema 3.1.1 nos asegura que, para ¢ = 1,. "g7nla funcion u; es analitica en la vecindad W
7 ) U
de sg. Como sumas roductos de funciones“ahaliticas §on)analiticas, para j = 1,...,2"2
0 ’ ) 3 )
p; es analitica en W. Reduciendo el tamano de W a una vegifidad W' de sy de ser necesario,
para so +x € W', escribimos

p(so+ 1) =eo +e1x 4+ e + -+ et T

donde los coeficientes e; € C. Entonces existe 7" > T" tal que, si t >»T% entonces (s + %) €

W'y asi
1 1 1\? 1\*
P 50+¥ :€0+€1¥+€2 ; + -t er ; + -

Como d,,, es un polinomio, podemos escribir
1
2(t) = dn(£)8(t) = dp(t)p (so + ;) et et oot A e T A

con ¢; € C.

Tenemos tres posibilidades:

a) z es una funcién polinomial;
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b) z#o es una funcién polinomial y tiene al menos un coeficiente ¢; € C\R;
c) z nefes una funcién polinomial y todos los coeficientes de z son reales.

Consideraremos el primer caso. Afirmamos que al menos uno de los coeficientes debe de
estar en C\Q=Sieste no es el caso, entonces §(t) = dz(—?t) parat > T". Sea {t,,} una sucesién

de valores t > T™convergente a co. Si establecemos s, = sg + ti, entonces los numeros s,
n
convergen a Sg y

2(tn) _ 2 ((sn — s0)7h)
don(tn) — dp (50 — S0)~ 1)

Si multiplicamos ambos lades dela igualdad por una potencia apropiada de s,, — sq, entonces
podemos encontrar una funcién polinomial con coeficientes racionales 2 y d,, tal que

Zsn =50 2sn)
dt(8n = 50)7")  din(sn)

plon EDfso + - ) = (t) =

Del lema 3.1.3, obtenemos que p = Ji, una contradiccion, porque p no es un cociente de
funciones polinomiales con coeficientes racionales. (Podemos aplicar el lema 3.1.3, porque p

y = estan definidas en el conjuntofonexo W.) Esto prueba nuestra afirmacion.
m

Asi al menos un coeficiente de z pertenece al eénjunto C\Q. Consecuentemente, de la pro-
posicién 3.1.1, solo puede haber un nfiniero finitd de enteros ¢ tal que z(t) es un entero. En
este caso podemos elegir 7" > T"” tal qué z(t) né egfin entero, si t > T".

Ahora consideremos el segundo caso. Supenigamos que)zg es el subindice ¢ més grande para
el cual ¢; € C\R. Entonces

Z(t) = C—kt_k + Cf(kfl)t_(k_l) + -+ C_1t_1 + ¢y + it + 02t2 + .+ Cltl
l

= Z Cjtj

j=—k
10—1
=Y ot! et + Z ot
j=—k J=tio+1
i0—1
= Im(z(t)) =Im (Z cit! + et + Z c]tj)
j=—k J=to+1
io—1 io—1
= Im(z(t Z Im (¢;t?) + Im (c;,t") = Z t'Im (c;) +t°Im(c;)
j=—k j=—k
I ¢ Zof t'Im (c;) +toIm (¢ b 4iIm (c;
t’LU t’L() t’Lo
ig—1 i9—1
o Im(a(1) (2 P Im(e) — 1
= tlggloT = tlgcr}o o> + Im(c;,) Zk]m c;j) Er?otr + Im(c;y = Im(c;y) #0 .
e
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De lo antetior se tiene que

Im(2)
tio

£0 > —=w¢R=>z=t"wgR.

W I (i) — lfm -
o o

Por eso, podemos éncontrar 7" > T tal que ’i(? ¢ R parat > T". Esto implica que z(t) ¢ R
y entonces no es uf entero, para t > T".

El tercer caso es méas dificil de manejar. Aqui todos los coeficientes ¢;, con i negativo, son
distintos de cero. Diféremciando z un ntimero suficiente de veces podemos eliminar todas las
potencias no negativas‘de ¢t obteniendo

z(m)(t) =t 4

donde 7 es un nimero real distinte’de cero, ¢ es un entero positivo mayor que m y los puntos
suspensivos representan términos”de potencias superiores de ¢t~1. Como

lim tqz(m) S |:’f’ Tq+1 T'q+2 - i|
t—o00

7 r r
R PN (s e opq | latl at2 |
= lim ¢ <tq> +tll>%1<>t [tq+1 + s + ]

t? T T
I ¥ h (o opq | Latl o Ted2
= rdim (tq) ﬂﬂ%ﬁt [tq—i—l + ta+2 + }

- i el

asi Ve >0, 7" >0 tal quesit > T" = |tqz(m)(t) — 7| <€ luego

||tqz(m)(t)| — || < 8920 (1) | e
= [t (t)] = |r| < €

= |t12M ()] < e+ |r]
e+

(m)
= 2" ()| < "

, t>0.

Sea € = |r|, obtenemos que

Il 2

(m)
)| < FE =2

Entonces, existe 7" > T" tal que
t>T" =0 < |2M@)| <2rjt™.

Ahora usando el Lema 3.1.2. Sean ty < t; < --- < t,, enteros tal que t; > T" y z(t;) ‘€ Z.Yi.
Para cierto nimero u € (to, t,,) tenemos

2r| _ 2| _ ") [Wal
mlitd = mlue = m! Vil
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Como 2™ (u) # 0, W, # 0, implica que W,, es un entero y entonces |W,,| > 1. De la
desigualdad anterior tenemos que
27| [Wn|  mltd < mlt}
mltd = Vi 2|r] = 2|r|

(Wil < Vil -

Notemos también que (t; —t;) < (t,, — to) Vi, j, asi

m(m—1)
Vil :H(ti_tj) <(tm—to) 7 .
i>j
Por lo tanto,
ml m(m—1)
q — .t —
mto < [Vin| = H(tz tj) < (tm —to) 2

i>j

Esto implica que hay constantés”pesitivas a y 3 tal que oztg < tm —to.

Ahora sea 7 el nimero de funcionesdistintas z; en este tercer caso. Sin pérdida de generalidad,
suponemos que estas son las funciones zi, ..., zz. Para cada j tenemos m;, a; y f;, tal que,
si tenemos enteros o < 1y < +-+ <y, con zi(t;) € Z, para i = 0,1,...,m;, entonces
ozjtgj < tm; — to- Establezcamos m =\max m; y tomemos U € Z tal que osz/Bj > rm.
Ahora consideremos el intervalo [ _= [LU + 7m]. Queremos establecer una cota de los
tis que contiene el intervalo. Por” ¢ontradicciény supongamos que tenemos m; + 1 enteros
to;st1,5- -5 tm;, donde cada ; depende de j, por simplicidad escribiremos tg,ty,...,t;. Si
to < t; < -+ <tp, es una sucesion d¢ m;,+ 1 efiteros en I, entonces

a;ty > a;U% > Fm = (to "im) — toE W+ 7 — to > b, — to

= oty STy, —to L

Esto implica que I contiene a lo mds m; enteros tal que 2t )€ Z.
Si ahora consideramos todas las z; en el tercer caso, vemos gue el intervalo contiene a los

mas my +- - - +m; enteros ¢ tal que z;(t) € Z para para j = 1, .47, T, i.e., a lo mas 7m enteros
t tal que z;(t) € Z, para j = 1,...,7. Sin embargo, I contiene 74 1 enteros, asi que hay al
menos un entero ¢ € [ tal que z;(t) ¢ Z, para j = 1,...,7. Podemes, encontrar un nimero

infinito de intervalos I = [Uy, Uy + 7m], con Ug1 > Uy + 710,

5. El paso final: Usando nuestro trabajo previo, mostramos que hay tun infinito nimero de
sucesiones de enteros ¢ tal que z;(f) no es un entero, para toda z;. Comoeshemos visto hay
tres posibilidades para z;. Para aquellas que caen en el caso a) o b), hay up~litgmero 7" tal
que, si t > T, entonces z;(t) ¢ Z. Si tomamos 7" igual a el méximo de fodéas estas 17",
entonces z;(t) ¢ Z, para esas z;(t), donde z; esta en el caso a) o b). Si el case”C).es vacio,
entonces ya terminamos. Si este no es el caso y z1, ..., 27 pertenecen al tercer caseyentonces
podemos encontrar una sucesion de enteros t tal que z;(t) ¢ Z para j = 1,...,7."Podemos
tomar estos enteros mayores que 7" y asi tenemos una sucesién infinita de enteros t(tal’que
z;(t) ¢ Z para toda j. Esto finaliza la prueba. |
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Proposicion 3.2.1. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) Si f7€ Q[z,y| es irreducible, entonces 3 infinitos b € Q tal que f(b,y) es irreducible
en Q]

b) Si f € Q)]y] es irreducible, entonces 3 infinitos b € Q tal que f(b,y) es irreducible
en Q[y].

Demostracion. b) £ a). . Sea [ € Qlz]ly] C Q(z)[y] irreducible, existen infinitos b € Q tal
que f(b,y) es irreducible en Q[y].

a) = b). Sea f € Q(z)[y[ireducible, asi f =

puede escribirse como

Uf:GUHbz‘+G1Hbz'y+"'+angz‘yn, aiHbj € Q[z];

i#0 i1 i#n i#j

a;, b; € Qlx]

=

donde u = H b; € Q[z] C Q(z)[y]" esmita unidad producto de los denominadores de f, lo

1=0
que implica que uf € Q(x)[y] sigue siendg irreducible.
Denotemos ¢( f), el contenido de £ d.e., el maximo comin divisor de sus coeficientes. Escriba

en Q[z][y], uf = c(uf)h donde c(h) ="1 (h € Q[z][y] C Q(x)[y]). Entonces

u u *
h = mf y m € Q(I7 y) )
y como f es irreducible en Q(z)[y] = uf = ¢(@f) h es irzeducible en Q(x)[y] = h = C(Zf) f

es irreducible en Q(x)[y] (y es primitivo en Q[z}{y]), asi por€llema de Gauss h es irreducible

en Q[z][y].

Como a) es cierto, existen infinitos b € Q tales que hy(y) es irgéducible en Q[y].

En Q(x)[y]: f = @h donde c(uf),u € Q[z] = @ € Q[x]
c(uf
= o) = D g
u x=b
c(uf) . , . o
con ——= € Q si u(b) # 0, pero u(x) un ndimero finito de ceros y c(uf)ytambién tiene
x=b
un nimero finito de ceros, ademds hy(y) irreducible. Entonces existe una infinidad.de b € Q
tales que C(Zf> € Q — {0} y para los cuales hy(y) es irreducible, para dichos valoresyb, por
lo cual fy(y) es irreducible en Qly]. |
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3.3. ~Consecuencias de que Q sea Hilbertiano

Observaé€ién. Sea E una extensién de Galois de grado n de Q(x), el campo de fracciones
del anillo dé polinomios Q[z]. Por el Teorema del Elemento Primitivo 2.1.4, sabemos existe
un elemento @ € F, tal que £ = Q(z)(«) vy f(y) = min(a, Q(z)) € Q[z][y]. Entonces f es
irreducible en Qfz|[y].

Con un razonamiento, similar a la demostracion anterior, se pueden probar los siguientes
resultados.

Corolario 3.3.1. Si f*€Q(z)[x1,...,z,)[y] conn > 2 irreducible, entonces existen infinitos
(b1, ...,b,) € Q" tal que fuly) = f(b1,...,bn,y) es irreducible.

Demostracion. Procedimiento de induccion. [ |

Observacion. La propiedad Hilbertiana de QQ garantiza que para cualquier polinomio irre-
ducible en Q[z,y], podemos encontrai-infinitos valores de = que produzcan un polinomio

irreducible en Q[y].

Teorema 3.3.1. Q(z1,...,xy) es un campo Hilbertiano para k € N*.

Demostracion. Similar a proposicién 3.2.1 [ |
Teorema 3.3.2. Si Q(xy,...,x;) €8 uma extension de Galois de Q(xy,...,x,)% con grupo
de Galois G y G actuando en Q(X) con’ X = {0, x1}, entonces existe una extension de

Galois E' de Q tal que Gal(Q(X)|Q(X)¥) es isoniorfo.a Gal(E'|Q).

Demostracion. Procederemos por induccidén sobre k. Para k = 1, es suficiente aplicar la
proposicién ??. Supongamos ahora que el resultado es eferto para k y consideremos el caso

k + 1. Por el Teorema 3.3.1, Q(x1, ..., 2;)% es un campo‘Hilbertiano, como el caso k = 1 se
cumple, si Q(X) es una extensién de Galois de Q(z1, . .., 2 (aghy) = Q(x1, ..., zx), entonces
existe una extensién de Galois E' de Q(z1, ..., zx) tal que

Gal(Q(X)|Q(z1, ..., Tk, Tp11)) = Gal(E'|Q(15 - . )

Por la hipétesis de induccién existe una extensién E” tal que
Gal(E'|Q(z1, ..., 2)) = Gal(E"|Q),

por lo que

Gal(Q(X)|Q(x1, ...,z Try1)) = Gal(E"|Q).

Esto finaliza el paso de induccién y la prueba. [

Observacion. De los teoremas 3.3.2 y 3.3.1, concluimos que existe una construccion) sis-
tematica de extensiones de Galois sobre Q con grupos de Galois finitos especificos.

Veremos mas adelante, que los campos Hilbertianos son herramientas fundamentales en
la resoluciéon de contextos relacionados con el problema inverso de Galois.
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Capitulo 4

Problemade Noether

En 1918, Emmy Noether tuvoain enfoque para resolver el problema inverso de Galois. La
encomienda de este capitulo es detallar dicho enfoque y también presentar ejemplos concretos
donde permite dar una respuesta’pgsitiva al problema inverso de Galois. Asi mismo, para
casos donde no es posible empleargl.enfoque de Noether, surge una alternativa incluida
también en este capitulo.

4.1. Enfoque de Noéther al problema inverso de Galois

Sea G = {¢g1,92,-..,9,} un grupe finito’ Lonsideremos el conjunto de |G| variables
indexadas por los elementos de G:

X =119 € G¥.

En particular | X| = |G|. Queremos incorporaral conjunte”X) la operacién binaria de G; para
esto consideramos una acciéon de grupos en X.

Siguiendo el enfoque de Noether, para g € G definimos

Pg Q(X) — Q(X)
A(x917‘r927"‘7‘r9n) — A<x9917x9927"'7x99n) .
B(Iglv'rgw"wxgn) B(‘rgguxggw'”uxggn)

el cual es un automorfismo de Q(X) y ¢,4lo = idg.
Notar que la funciéon

1 GxQX) — QX)

Ay, (A
g? B ()09 B
nos define * una accién de G' en Q(X), en efecto

B CK Ty = T, = Ty, Vi=1,...,m.

= g% (gk * xgi) =g;* (ng9i> = Lgi(grg:) = T(gign)g: — (gjgk) xxg; Vi
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En efegto G es un accién y actia sobre Q(X).
Definimosda, funcién
¢:G — Aut (Q(X))
g
Veamos que @ es_amshomomorfismo. Sean g, h € G,

A A(xgy, Tgyy .y Ty,)
q) . — g1y g2 )Y gn
(gh) <B> ooh (B('rglﬁng?"'?xQ ))

n

_ A(@ghgy, Tghgs - - - » Tghgn)
B(:Eghgl’ Lghgzs - - - 7'r9h9n)
- (A(xhg17xhg27 e ,fL‘hgn))

B(l‘hgl, LThggy« - 7xhgn)

S (- ()
~ (@) 2m) (3) -

Por lo tanto, ® es un homomorfisme y ademas,

Si ®(g) = Ide” =0, ='Ld,

A(xgglvxggm"'?xggn) o A(xglaxgw-"axgn) A
= = V—
B(Zgg,, Tggos - - > Thgd® B(xgy%gs, ..., Tg,) B
= xg!h‘ = x.‘]i VZ
= 99; = gi Vi
= g=e€qg,

es decir, ® es inyectivo i.e., monomorfismo. Esto nos dice gtie podemos ver a G como
un subgrupo del grupo de automorfismos de Q(X) que dejan_fijo a Q, identificando ca-
da g € G con su imagen ®(g), obteniendo asi |G| = m automorfismos de Q(X), donde
Q(X) =Q(x1,...,x,) es el campo de funciones racionales sobre

Supongamos que Q(X)%|Q es puramente trascendente con Q C Q(X9Y¥ CQ(X), entonces
por la proposicién 2.2.1 [Q(X) : Q(X)Y] = |Gal(Q(X)|Q(X)Y)| = |GFf'< oo y enton-
ces Q(X)|Q(X)% es algebraica. Consideremos la extensién Q(X)|Q(X), par construccién
Q(X)% es el campo fijo de G, denotado como % (G), entonces por el apartade’4 del lema
2.2.1

QX)7 = 7 (Gal@X)IQ(X)) -
Por lo tanto, Q(X)|Q(X)¢ es de Galois con grupo de Galois G.

Teorema 4.1.1 (Emmy Noether). Si G es finito y Q(X)¢|Q es racional (puramente tras-
cendente), entonces hay una extension de Galois K|Q con grupo de Galois G.

47



Demostracion. Si Q(X)%|Q es racional, entonces Q(X)Y = Q(wy,ws, ..., w,) , donde los
w;’s son_variables y estan en Q(X)Y. Luego, como Q(X)|Q(X)% es finita y separable (en
caracteristica cero).

Por la proposi¢ion 2.2.2, existe o € Q(X) tal que Q(X) = Q(X)% () y min(a, Q(X)%) €
Qlwy, ..., wy]7le€ Q(wy, ..., w,)[y]. Consideremos A el conjunto de raices de f en Q(X)
con o € A, entonces

Va,.e AVo € G = Gal(Q(X)|Q(X)Y), o(a) € A

Se sigue del lema 2.2.2'qué€ existe u € Q[wy, ..., w,] tal que para Q, el campo de los nimeros
racionales y el homomorfismo de anillos

W ¥ Qlwy, ..., w,] = Q
g—gb)=g beQ",

con w(u) = up # 0, podemos en¢ontrar una extensién de Galois E' de Q y una exten-
sién de homomorfismo de anillos @y #@[y][A] — E’ de w, con la propiedad E' = Q(d/),

donde o = Wy(a). Ahora, escribamos ¥ "=\ f(wy, ..., w,,y) = Zai(wl,...,wn)yi , a; €
i=0

Wi, ..., Wy, entonces si definitpos f’ como.en el lema 2.2.2
Qlwy, - - ., wa][y],

n

f'ly) = Zwb(ai)yi =)y = fiv),

=0

por el corolario 3.3.1 f' = f, es irreducibile para unainfinidad de elementos b € Q" en

Qlwy, . .., wy][y]. Ademds, del paso 4. y 5. delllema 2.2.2 B"= %Ey)] = % es una extension
b

de Q y es campo de descomposicién de f,. Y en consecueneia
G = Gal(Q(X)|Q(X)%) = Gal(E'[Q)

para un infinito nimero de valores b € Q". [ |

A continuacion damos como primer ejemplo, un caso sencillo de solucién”del problema in-
verso de Galois usando el enfoque de Noether.

Ejemplo 1. Sea G el grupo finito de 2 elementos, G = {0, 1}, con la operagidn binaria
adicién mod 2. Siguiendo el enfoque de Noether, tenemos X = {zg,z;}. G contiene dos

elementos, el automorfismo identidad i y el automorfismo ¢. Definidos como:

i(xg) = o, i(zx) =21y

o(zo) =z1, o(z1) = zo.
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Para epéontrar Q(X )%, debemos encontrar combinaciones que involucren sumas y productos
de xg V. z1"

O'(iCo‘F.%l) (l’o)‘FO’(iL’l) :$1+$0:$0+£IZ’1 :Ul(wo,l'l)

=0
o(xox1) = o(xg)o(x1) = X120 = L1 = 02(T0, 1),

donde o7 y o9 son'las funciones simétricas elementales Por lo anterior, Q(X @ invariante pue-
de ser escrito con polimomios en las funciones simétricas elementales, Q(X)¢ = Q(xg, 7,)%2 =

Q(o1,02) = Q(zo +@rmo21).

Para fi = xox1 y fo=.2e + x1, calculamos su matriz Jacobiana:

on on] [y 1

J = Jacy, 3(f1, f2) = afco 85;0 = ;
8_1 8_2 ZTo 1
1 1

mediante el método Gauss Jordan @bhtenemos

10
0

= rango(J) = 2.

Como estamos en caracteristicatfsse sigie del criterio Jacobiano que el grado de trascen-
dencia de fi, fo en Q[zg, x1] es 2, enton€es {xo+x; vox; } son algebraicamente independientes
sobre Q[wy, ws], por lo que Q(X)%|Q~es /trascendénte y aplicando el Teorema 4.1.1, existe
una extensién de Galois sobre Q con grupo (7. Procederemos a encontrar una extensioén que
cumpla lo anterior.

Notar que por las consideraciones en el*enfoque de Noether Q(zg, z1)|Q(xg,71)% es de
Galois con grupo G y por el anélisis anterior, dicha extenSion es: Q(xg, x1)|Q(xo + z1, Tox1).
Por la proposicion 2.2.2 Q(zg, x1) = Q(zo + 21, xox1) () par@algin a € Q(xg,z1) v f(y) =
min(a, Q(xg, 1)%) € Q[zo + 71, Tow1][y] irreducible. En este €asd, notar que podemos tomar
a = xg, ya que Q(xg,z1) = Q(z¢ + 1, 7071 )(20) y entonces siendo, asi, si f(y) = y* — (zo +
1)y + o1y ¥ € Q(x0, 71),

f(il?o) = 1133 — ($0 + 1'1)1’0 -+ Lo
= 1(2) - ZL‘(Q) — ZoT1 + ToTy

=0.

Por tanto, z es algebraico sobre Q(zg, 71)¢.

Ademés, como Q(zo, 21)% = Q(wy, wy) con wy = x + 1 y wy = zox1, f = flwws,y) =
y* — w1y + wy. Por la proposicién ?? para un infinito niimero de valores b = (bf byl € Q2,
fo(y) = f(by, b2, y) = y?> — b1y +by es irreducible en Q[y] y encontraremos E’ con Gal(F4Q) =

G, tomando un campo de descomposicién de f, para un valor de b adecuado.

Tomemos by = 0y by = —2 = f4(y) = y*> — 2 es irreducible en Q[y] con o = v/2 raiz de.f;,

entonces £’ = Qly) >~ Q(v/2) es una extensién de Q con grupo de Galois G.

(/o)
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Corroborando lo anterior, @(\/5) es una extension algebraica sobre Q. Veamos que es de
Galois: [Q(\/§) : Q] = deg min(v/2,Q) = 2. Ahora bien, determinamos el grupo de Galois
de Q(vVHQ

Sioc GallQ(V2)|Q) yuecQHW2) ={a+bv/2: a,bcQ}, estoesu=a+b/2qbecQ
= g(u) = o(a+bv2) = o(a) + o(b)o(V2) = a + ba(V2) .
Por lo que o quedaidetefminada si decimos el valor de a(\/2_) . Ademas

(V22250 =0(v2)>-2=0
= _o(V2) esrafz de f
= (V2) = V2 0 0(V2) = V2= a(—V2) = V2.
=0, 24" oy(a+bV2) =a—bV2.

- |Gal(Q(V2)|Q)| = 2 = [Q(V2) :'Q) Q(v2)|Q es de Galois con grupo G.

También podemos considerar otras extehsiones de QQ con grupo de Galois G, al tomar b; = 0
y by = —a tal que v/a ¢ Q.

4.2. Casos desfavorables’bajo €l enfoque de Noether

Se puede asegurar que GG es favorable para el problema~inverso de Galois si el problema
inverso de Galois tiene solucion. Como se vio previamentesuno de los casos en lo que esto
ocurre es cuando se cumplen las hipétesis del Teorema de”Noether. Pero si el anillo de in-
variantes Q(X)“ no es puramente trascendente no podemos aplicar el enfoque de Noether
para resolver el problema. Sin embargo, esto no significa que G‘ne/pueda surgir como grupo
de Galois de una extension de QQ, por ejemplo si G es abeliano tenemes el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 (Kronecker-Weber). Todo grupo abeliano finito G ocurreseomo un grupo
de Galois sobre Q. En efecto G es realizable como el grupo de Galois de un,_un subcampo
del campo ciclotomico Q(§), donde & es una raiz n-ésima de la unidad para>algin nimero
natural n.

Por ejemplo, en el corolario 7.2 de (Lenstra, 1972) (p.321) se prueba que Q(z1, ~#" yaz)%|Q
no es racional. A pesar de eso, Zg es abeliano y por el Teorema de Kronecker-Weber.4.2.1,
Zg ocurre como grupo de Galois sobre Q.

En efecto, sea G = Zg, el grupo ciclico de orden 8. Por lo dicho anteriormente, Zg es respuésta
afirmativa al problema inverso de Galois, mas atin dicha extensién es un subcampo de un
campo cilotémico de Q(§), donde £ es una raiz n-ésima de la unidad.
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Por el.€orolario 1.20 de (Fulton Arrufat, 2018) en (p. 11), Gal(Q(¢)|Q) = (Z17/Z)* =
(Z17)*\=47, donde & es una raiz décimo séptima de la unidad, asi Q(£)|Q es finita, por el
TeoremasFundamental de la Teoria de Galois 2.1.3, existe la siguiente biyeccion

L — Gal(Q(€)|L) <J paraQ C L C Q(€)

con inversa
H— Z%(H) paraH<.J.

Notar que (Z},) es un grupo ciclico de orden 16, generado por la clase del nimero 10, por lo
que podemos tomar Hg&Z\L.con |H| = 2, asi H es ciclico y es el tinico subgrupo de orden 2,

(2

es generado por un elemento”de orden 2, H = (o16), tal que id = 0%
8

Considerando L = % (H), tenefmos que L = Z (qlfi + q177i§177i) :q; € Qp vy ademds

esto es H = {id, 016}, dénde 16 estd definido como o4 (Z qi§i> = Zqiéw, ademds H

i=0
L y H se corresponden, se sigue ‘del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois que
[Q() : L] =2 = |H|; ademds como H es-normal, L|Q es de Galois y

J J 16
Gal(L|Q) = 5> g Gal(L|Q)| = "F‘l =5 =

Maés atun, J y H son ciclicos, por lo_gle

Gal(L]|Q) > Z

4.3. Casos para aplicar el Teorema“‘de_Noether.

En contraste, el Teorema de Kronecker-Weber no se puede aplicar cuando tratamos gru-
pos no abelianos, por lo que el enfoque de Noether toma relevancia_en“estos casos.

Consideremos ahora G = Qg, el grupo de cuaterniones de orden 8, el cual es.isomorfo al sub-
grupo de 8 elementos {e, 1, j, k, €, —i,—j, —k} cuya presentacién en térmings de generadores
y relaciones es

Qs = (&,i,5,k : ==k =ijk=¢,(e) =¢)

= e y ademas ij = k, entonces
Q8 = <j7 k>

Por el Teorema de Cayley, Qg es isomorfo a un grupo de permutaciones, si establecemos

Noétese que

123456 78 123456 78
0-2: 0'3:

y
34567812 25836147
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todo elemento de (Jg se puede representar como un producto finito de oy y o3. Usaremos la
siguienteomenclatura para sus elementos:

e 7 J k e —1 —J —k
0g 01 02 03 o7 04 Os 06

entonces
Qs = (03, 03) C Ss.

En esta presentacion“del~grupo

123456738
5 6 78 1 2 3 4

Oy ~—

y se puede comprobar que se cufhple 02 = 010903 para i = 1,2,3, 02 = oy (la identidad en
58) Y 01 = 0203.

Al buscar una respuesta afirmativa“al problema inverso de Galois, conseguir la primera
hipétesis del problema de Noether requiere que Q(z1, . . ., 73)?%|Q sea puramente trascenden-
te, es decir, Q(zy, . .., z5)? = Q(wy,. .., wg) con wy, . .., ws algebraicamente independientes
sobre Q, este hecho es cierto y fue”probado en (Grobner, 1934), de modo que

Q(.Tl, e ,.178)@8 = Q(tl, N ,t4,(10, e ,(13),

donde
Z24 — O9(2 z 23(22321 — 2
t =22 2( 4)7 ty = z4 + 0(2yp), ts €3, t4=—3( 12— 72)
z3 Z3 2212’2 + 23
con z; € Q(y1, . ..,ys) definidas como
o — Y1Y2
L=
yi — v
22 = Y1Ya + Y2U3
23 = Y1Y3 — YalYs
24 = y% + y% )
tal que Q(21,...,24) = Q(y1,...,v4)!", donde las y;’s son definidas en las variable z1, . .., 74

como se describe en (Grébner, 1934). Mientras que, ag, - -+ , a3 € Q(y1, . .., y3) % con Q(yy, . .., ys) =

Q(ao, ey a3, Y1y .- ,y4).
Por la proposicién 2.2.2 Q(z1,...,xs) = Q(ag,...,as,t1,...,t4)(a) para a € Q@31 ., z3)
v f = min(a,Q(zg,...,28)%) € Qlag,...,as,t1,...,t][y] es irreducible. Més afin} en
(Grobner, 1934) se construye un método para obtener un polinomio genérico con coeficiéntes
en Q(ag,...,as,ty,...,ts) cuyo campo de descomposicién L cumple que Gal(L|Q) ="0s.
Dicho polinomio es

f(@)=2a®+biz" +- +bs,
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logradesde una transformacion Tschirnhaus con
T =ag+y+ay® +ayt +asy® a; € Qlag,...,as ty,. .., 14

en g(y) = 05 donde g es de la forma

9(y) = y® — p1y® + pay* — p3y” + pa,

donde cada p; tiehe sus coeficientes expresados en términos de t¢y,...,%4, esto es p; €
Qlao, ..., as,t1,...,ti,.ademds z; es raiz de f. En efecto f € Qlag,...,as,t1,..., ]y,
ademas f y g compartensel mismo campo de descomposicién, por lo que al momento de cal-
cularlo, se vuelve més facil usar el polinomio simplificado g. El ejemplo obtenido en (Grébner,
1934), considera los valores

i = —12, ag = 15
175

ts =1, 0y = 33

ty, = 144, asz = Y

calculando de acuerdo a lo establecido; obtuvieren

175
gly) = o® — 72y + 180y" — 1449 36, x=15+y— Tgﬂ + 36

y finalmente
f(x) = 2® — 9225 — 4322° — 3662 + 8642” + 118027 + 487 — 239.

Teniendo en cuenta que f y g comparten campo de descomposicign, se puede comprobar que
las raices de g son {£\/vy, £+/v2, £/v3, £1/v4}, donde

v = 18 + 122 + 10v/3 + 76,

vy =18 — 12V2 4+ 10V3 — 76,

vs = 18 + 12v2 — 10V/3 — 7V6,

vy =18 — 12v2 — 10V3 + 76 .

Maés atn, L es campo de descomposicién de f, i.e., L = Q (d+/v1, £/v2, £+/v3, £/UT )y al
mismo tiempo L = Q (£+/v1 ), con Gal(L|Q) = Qs.
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4.4. 753

Contimttando con el estudio de grupos no abelianos, es una opcién ser tratados con el
enfoque de’Neéther, sin embargo el cumplir que Q(X)|Q(X )% sea racional se torna dificil de
probar y clarg, en ocasiones no se cumple, como es el caso para G = Ss, el grupo de todas
las permutacionesyde 3 elementos, las cuales son

g = 123 123 123 123 123 123
°T L,23)°\132)°\321/)’\213)’\231)"\312/]"

asi G es finito, con orden,6, ademds es no abeliano. En efecto usando el Teorema de Molien (en
el algoritmo 2.2.5 descrito en (Sturmfels, 2008) p. 32) se puede justificar que Q(X)|Q(X)¢
no es puramente trascendeite,.euestion que impide aplicar el Teorema de Noether.

No obstante, esto no nos da zespuesta a la pregunta, ;S; puede ocurrir como grupo
de Galois de una extension de-Q#, no podemos asegurar que no ocurre, solo nos dice que
no encontraremos respuesta afirmativa mediante el enfoque de Noether o el Teorema de
Kronecker-Weber.

A pesar de esto, el corolario 4.7 de (Hungerford, 2012) p. 271 asegura que, si el discri-
minante de f € Qly] irreducible no esfelcuadrado de un nuimero racional, S; es grupo de
Galois de f, esto es, si E es el campo dewdeseomposicion de f sobre Q, Gal(E|Q) = Ss.

En efecto, sean G = S5y f(y)~=%> +y+ 1. Por la proposicién 4.8 de (Hungerford, 2012)
p. 271, como f € Q[z] es irreducibl€ges decir\f es separable (Char(Q) = 0), i.e., no tiene
raices repetidas en ningin campo de @descomposicion, entonces

A(f) = —4(1)® = 27(—-1) 2+4 Q=31 =/-31¢Q

Se sigue que que Gal(E|Q) =2 Ss.

4.5. Grupos no finitos

Hasta ahora, este trabajo se ha inclinado en el estudio del problema inverso de Galois
para grupos finitos, aunque el problema general no excluye el caso cuando no lo es.

Considerando G no finito. ;Se podra aplicar el Teorema de Noether?GCeontemplando el anali-
sis detallado de los Teoremas de Hilbert y Noether respectivamente, se puededeterminar que,
mientras G actué como accién de grupo en la forma en que describe el enfoque de Noether,
serd posible aplicar el Teorema de Noether y esperar una respuesta afirmativa si se cumple
la hipétesis de dicho teorema. Una opcién, para probar la racionalidad de‘exté€nsiones del
tipo Q(X)|Q(X)% con G no finito, es el siguiente teorema

Teorema 4.5.1 (Teorema de Miyata). Sea G un subgrupo del grupo de matrices triangulares
superiores invertibles de n x n y V.= K" (el campo de fracciones de K en n varidbles).
Entonces K (x1,...,1,)% es una estension puramente trascendente de K.

Demostracion. Una prueba de este resultado se encuentra en (Bohning, 2009). [
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Com® consecuencia del Teorema de Miyata, encontramos una solucién afirmativa para
algun pos no finitos: Si K es algebraicamente cerrado y GG un grupo abeliano cuyos
elementos son (o pueden verse como) matrices diagonalizables, podemos aplicar el Teorema
de Noethe ﬂ contrar una respuesta afirmativa al problema inverso de Galois. Un ejemplo
de estos gru los que se encontraria solucion es el conjunto de ntimeros enteros bajo la
adicién (Z,+).
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Capitulo 5

Resultadaes

El presente capitulo expone logresultados obtenidos a partir del tratamiento elemental del
problema inverso de Galois medi@nte el enfoque de Noether y el Teorema de Irreducibilidad
de Hilbert.

5.1. Extensiones de Galois y grupos finitos

1. Extensiones con respuesta/afirmativa:

Se mostré que si G es un grup6_actuando en el campo de funciones racionales Q(X)
entonces el grupo de Galois dd la/extensionQ(X)/Q(X)% siempre se puede realizar
como grupo de Galois de un campo-numéricor

2. Ejemplos concretos:

= Si G = Zs, entonces G puede ser visto como grupe de Galois de alguna extension
de Q, la cual es de la forma Q(+/a), ‘con a rafz def, € Q[y] irreducible.

» Zg ocurre como grupo de Galois de una extensionsde Q y no se cumplié que
Q(x)?|Q sea puramente trascendente.

= () tiene respuesta afirmativa al problema inverso de Galeis, como (Jg no es abe-
liano no es posible aplicar el teorema de Kronecker-Weberypero cumple las hipéte-
sis del Teorema de Noether.

5.2. Aplicaciones del Teorema de Irreducibilidad de
Hilbert

1. Construccién de polinomios irreducibles:

Utilizando el Teorema de Irreducibilidad de Hilbert, se probaron propiedades de{irredu-
cibilidad para polinomios definidos sobre Q, asegurando que estos generan extensiones
de Galois con grupo de Galois predeterminados.

2. Campos Hilbertianos:
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= Se mostré una prueba detallada de que Q es Hilbertiano y en consecuencia
Q(x1, ..., x) es Hilbertiano para todo k entero positivo.

= Siendo Q Hilbertiano y Q(X)“|Q es racional, los elementos de G pueden ser vistos
@dmo automorfismos de Q(X)“, entonces resulta factible encontrar mediante el
Teorema de irreducibilidad de Hilbert, un polinomio irreducible f’ con coeficientes
en Q (@ partir de un f € Qwy, ..., w,][y], donde Q(wy, ..., w,) = Q(X)Y) cuyo
campo”de.descomposicion E’ es la extensién de Q que tiene grupo de Galois
isomorfo, a G +(Enfoque de Noether), por lo cual el problema inverso de Galois
tiene solucion=positiva.

5.3. Limitaciones, y desafios

1. Casos no resolubles:

= Se evidenci6 que hay grupes-finitos que no satisfacen las condiciones de Noether,
sin embargo se cuenta cen otro resultado, el teorema de Kronecker-Weber, que
para grupos abelianos da Solueién afirmativa al problema inverso de Galois.

» (G = S3 es un grupo no abeliand, para el cual Q(X)|Q(X)% no es racional, por
lo que no fue posible aplicar los teorema de Noether y Kronecker—Weber, sin
embargo con otros resultades se mestré que es grupo de Galois de una extension
de Q (el problema inversé de Galois tiene respuesta afirmativa).

= Los métodos existentes para extender 16s resultados a estos grupos requieren técni-
cas mas avanzadas, como el uso.de teortasde invariantes.

2. Dependencia del campo base:

= Se presenté el teorema de Miyata cemo opcion«para dar respuesta afirmativa al
problema inverso de Galois general (grupos no finites), ya que proporciona una
clase de grupos que satisfacen las hipotesis del teorema de Noether.

» La racionalidad de de K(G) depende criticamente del campo base K. Aunque
los resultados fueron positivos para K = Q, persistendesafios de campos mas
generales o caracteristicos distintos de cero.

5.4. Impacto del enfoque elemental

El tratamiento elemental del problema inverso de Galois permitio:

» Facilitar la comprension de los resultados para audiencias con conocimientesbasico en
teoria de campos y dlgebra.

= Dar condicionas especificas y construibles para una respuesta afirmativa al problema
de Galois.
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] piciar una mejor divulgacion y exposicién del problema inverso de Galois a la
nidad matematica y una mayor facilidad de estudio para todo aquel que quiera
explorar ese teorema u otros relacionados con él.

A
] Brind{ jemplos concretos que ilustran el uso practico de los teoremas presentados.

] Identiﬁca@e s donde los enfoques clasicos necesitan ser complementados con técnicas
mas moderﬂs.“
3,

%
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Capitulo 6
Discusion

En el presente proyecto, se, analizo la definicién de campo Hilbertiano y se presento la
demostracion del Teorema de irgeducibilidad de Hilbert, lo cual nos permitié concluir que
Q es Hilbertiano; hecho que, como.se*muestra en (Coleman y Zwald, 2018), se usa para
obtener distintos resultados, uno deglosecuales da pie al planteamiento de Noether para dar
una solucién positiva al problema inversende Galois.

Como se plantea en (Ranjbar y Ranjbar, 2645), el problema inverso de Galois se puede plan-
tear para cualquier campo, peros0s hemos enfocado, como los autores de la bibliografia,
en el problema clasico, que considéra-extensionés de Q. Una solucién parcial es la que pro-
porciona el enfoque de Noether pres¢hfada el (Blue, s.f.), el cual requiere que Q(X)% sea
puramente trascendente sobre Q. Con todo el analisistecabado en este proyecto, a futuro nos
gustaria abordar extensiones obtenidas de.mna manéra-distinta a la descrita en el enfoque
de Noether, para contemplar grupos no in¢luidos en“€lenfoque de Noether, y desde luego,
considerar la interrogante del problema invergo de Galois'para otros campos K.

Algunas de las preguntas a examinar serian

s ;Cuales serian otras técnicas que nos permitan construit.extensiones de Galois de Q
con grupo de Galois isomorfo a un grupo dado?.

= Kl enfoque de Noether, ;puede usarse para otros campos Hilbeftianos en el problema
inverso de Galois?

s ;Cudndo un grupo finito puede verse como grupo de Galois de una”extension de un
campo? (distinto de Q).
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Capitulo 7

Conclusién-y recomendaciones

El objetivo principal de esta _tesis fue dar un tratamiento elemental, que permitiera la
comprensién del problema inversé de Galois (general y cldsico) y los resultados que lo susten-
tan, mismo que fue llevado a campo.en-los primeros tres capitulos. Dicho problema se ha ido
estudiando con distintos enfoques (ramas de la matemaéticas), pero hemos seguido el guiado
por la teoria de campos para lograr el estudio y comprension de la solucion parcial desde el
enfoque de Noether, ejemplificando solueiones afirmativas y negativas, como se exhibié en el
capitulo 4.

En la busqueda de los resultados quésustentan/el problema inverso de Galois, encontramos
que el teorema de irreducibilidad de Hilbert, es#felevante para dar una solucién positiva, su
estudio nos permite determinar campos_Hilbertianosy la ventaja de estos bajo el enfoque de
Noether es que nos permiten encontrar la_forma desla extension buscada para QQ, como se
mostré en el ejemplo para GG de orden 2. El éenfoque“de. Noether necesita que la extensiéon
Q(X)%/Q sea puramente trascendente, lo cudl puede llegar a ser tan complicado como en-
contrar solucion al Problema inverso de Galois:

Otro objetivo fue, que ante estas limitantes esperadas, se pude‘encontrar una alternativa pa-
ra llegar a la solucién, asi como en el ejemplo para G = Zg, dondesse recurrié al Teorema de
Kronecker—Weber, para dar si como respuesta al Problema inversé de Galois. Gracias a este
ejemplo se concluyd que no en todos los casos puede aplicarse el Teorema de Noether, para
grupos abelianos es recomendable aplicar el teorema de Kronecker-Weber, pero de manera
similar, este excluye situaciones por sus hipdtesis, como se mostré para. G = (Jg no abeliano,
en el cual se resalté la relevancia del Teorema de Noether para asegurarsque tendriamos
una respuesta afirmativa y después, se implementé el uso de un polinomio genérico obtenido
como se describe en (Grobner, 1934) para encontrar dicha extensién.

Atn mas, vimos que es posible guiarse con el enfoque de Noether para grupos no.finitos con
las condiciones del Teorema de Miyata, ya que dicho resultado nos proporciona extemsiones
puramente trascendentes para ciertos grupos; si bien dicho resultado nos asegura de/manera
més directa que la extensiéon Q(x)%|Q es racional (para ciertos grupos), el encontrar cudl
es la forma de Q(w;) con estos w; algebraicamente independientes, sigue siendo complicado.
Mas ain, en estos casos es necesario trabajar con operadores de Reynolds y la teoria*de
invariantes (y por supuesto el uso de un software matemadtico), ya que puede ser un camino
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que permita encontrar dicha forma.

Como se'plasmo en los ejemplos incluidos, en su mayoria no es sencillo probar las condi-
ciones para‘aségurar que el problema inverso de Galois tiene respuesta positiva o encontrar
dicha extensién,No obstante el problema inverso de Galois permanece sin resolver (con so-
lucién completa),*hay grupos para los cuales no se ha podido probar si es respuesta positiva
o negativa al problema inverso de Galois, como es el caso para G = Q14 (el grupo de cuater-
niones generalizadonde otden 16), que es el grupo de orden menor para el cual no se sabe si
es posible aplicar el Teotema de Noether y en consecuencia responder a la pregunta del pro-
blema inverso de Galois#((Jensen, Ledet, y Yui, 2002)); desde luego se torna mas complicado
en cuanto se consideran grpos de orden mayor, como es este caso. Se puede interpretar que
mucho tiene que ver las propiédades del grupo a tratar, de acuerdo a (Futorny y Schwarz,
2021) en p. 13, considerando las caracteristicas de K un campo algebraicamente cerrado y G
soluble conexo (topolégicamente)slos teoremas de Lie-Kolchin y Miyata respectivamente nos
aseguran la racionalidad, por lo gque-pedriamos seguir el enfoque de Noether para obtener
una respuesta afirmativa al problema“inverso de Galois.

De igual manera, aterrizamos que quedan muchas cuestiones interesantes por tratar, opor-
tunidades de extensién de este y otros trabajos pueden comenzar con las preguntas:

1. Para G un grupo finito no ‘apeliano tateie Q(X)“|Q es no racional, ;G puede verse
como grupo de Galois de una €xtension de @7

2. ;Qué forma tienen dichas extensienes y comepodemos obtenerlas?

Ademas, profundizar en el estudio del prohlema inversosde Galois para grupos no finitos.
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