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RESUMEN

El objetivo general de este trabajo de Tesis fue: Determinar el modelo matematico de difraccion
producido por un par de aberturas de geometria triangular y circular, propagado con un doblete
cementado, mediante el método~del espectro angular. El cual se logré haciendo uso del método
de propagacion antes referido, en el que se utiliza elementos de la Optica difractiva como,
espectros de frecuencias espacialeS o.de patrones de difraccion de transformada exacta y de
convolucion de transformadas de Foutier, haciendo uso como objeto director un par de aberturas
con geometrias circular y triangular, utilizando los conceptos de propagacion del espectro
angular. Como resultados teodricos, se obtuvo el modelo matematico de difraccion de
transformada de Fourier de la funicion de transmitancia asociada al objeto difractor, en
distribucion de amplitud e intensidad €nel plano/esenfoque o regién de Fraunhofer. También
se determinaron los modelos matematicos.de convélueion de difraccion de transformadas de
Fourier, que involucra la funcion de transmitancia asociada al objeto difractor en amplitud y en
intensidad, en la regiéon de Fresnel convergent€ y divergente del doblete cementado. Los
resultados de tipo experimental se obtuvieron mediante el desarrollé una etapa experimental
utilizando un arreglo Optico coherente. Los patrones de difraccién producidos en distribucion
de intensidad fueron grabados haciendo uso del método fotografico.con camara electrénica
digital, a distintas distancias el doblete cementado usado como lente tgansfermador. A manera
de conclusion se establecer que: Los resultados tedricos obtenidos (y, su corroboracion

experimental, permiten abrir nuevos aspectos para la 6ptica difractiva.
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CAPITULO 1

Introduccion

El fendmeno de difraccidénde ondas electromagnéticas ocurre donde quiera que una porcion de
un frente de onda generado por dichas ondas es obstruido, es decir, si en el transcurso de su
trayectoria de propagacion se interpone un objeto opaco o transparente, se altera una parte de
dicho frente en amplitud o en fase. Los diferentes segmentos del frente de onda que se propagan
mas alla del objeto llevan informacion'de la interaccion con éste, interfieren y producen una
densidad de energia particular, cuya distribucion espacial de intensidad se denomina patron de
difraccion; ademas constituye un fendmenouniversal de la fisica y es uno de los mas estudiados
Hecht y Zajac (1998), Malacara (2004)-Zéarate(2011), Goodman (2005), Ersoy (2006). Con
base en este concepto de difraccion, cuando ondassplanas monocromaticas iluminan un objeto
delgado y transparente, experimentan difraccién.y se propagan por ejemplo hasta incidir en una
lente convergente doblete cementado sin aberraciones monacromaticas y cromaticas, utilizada
como transformadora, Goodman (2005), Hecht y Zajac (1998): Esta lente no solo propaga las
ondas, sino que también genera una distribucién de amplitud compleja en distintos planos, zonas

0 regiones, dependiendo de la perspectiva de analisis, Zarate (2011):

La region mas proxima a la lente se denomina "zona cercana"”, ‘segdida por la region
convergente, después tenemos la region de divergente. Una zona adicional se_conoce como
"region de Fraunhofer", también llamada zona de enfoque de la lente o plano deda transformada
de Fourier. Ademas, existe la zona del plano imagen o plano conjugado al plang_objeto, como
sefialan Hecht y Zajac (1998). Este conjunto de regiones describe la compleja interaceign entre
las ondas difractadas y la lente utilizada en el proceso. Zarate (2011), presentd unimodelo
matematico de difraccion que examina el caso en el que el objeto o la apertura de difraccién se
colocan a la distancia focal frontal o anterior de un doblete cementado utilizado como lente
transformadora. Este modelo se centra en el analisis de la propagacién del campo de difraccién



hacia la region convergente o de convolucion de transformadas de Fourier, asi como en la
propagacion_del campo hasta el plano de la transformada de Fourier. Zarate et al (2019)
desarrollaron un modelo matematico de difraccion en la zona convergente y divergente de un
doblete cementada de lente convergente esférica, y llevaron a cabo una etapa de simulacion,
presentando comparagiones entre imagenes simuladas y obtenidas experimentalmente. solo
dedicaron su trabajo de-anélisis al fendmeno de difraccion de dos aberturas circulares de radios
de diferente magnitud, preporcionando el desfase de las ondas difractadas desde el plano objeto
hasta la regidén convergente’y~divergente del doblete cementado. sin embargo, no detallaron
haber realizado un analisis de ‘Objeto, difractor compuesto por abertura circular y de geometria
rectangular. Por esta razon, el objetivo de este trabajo de tesis es proporcionar evidencia del

fendmeno de difraccion por el par de@berturas antes referidas.

Definicién del problema

Uno de los principales intereses de la Optica fisica:eS la descripcion de las amplitudes de los
campos opticos de difraccion que presentan” geometrias especificas. En relacion con este
problema, surge la necesidad de caracterizar-las-propiedades fisicas de dichos campos de
difraccion. En este contexto, resulta particularmente relevante analizar los mapeos de
distribuciones de amplitud que estdn determinados por la funeion de transmitancia en las
distintas regiones o planos de una lente esférica convergente.

En este trabajo de tesis, se propone un estudio sobre la propagacion de un.campo de difraccion
generado por un objeto o abertura, propagado a través de un doblete .sférico cementado,
considerado como una lente transformadora. El analisis se centra en intervalos, de distancia
especificos: 0 < z < fip, z = fip Y fip < z < oo. El campo difractado serd producido por un
objeto o por aberturas con distintas geometrias y dimensiones finitas de espesor casi cero,
colocado a una distancia focal anterior d, = f;p de la lente transformadora y bajo iluminacion
de ondas monocromaticas planas de luz de laser de He-Ne.

El enfoque tedrico se basa en el formalismo de propagacion del espectro angular;

complementado con algunos de los resultados reportados por Zarate (2011).



1.1Objetivos

1.1.1 Objetivo genéral

Determinar el modelo matematico de difraccion producido por un par de aberturas de
geometria triangular y circular, propagado con un doblete cementado, mediante el método del

espectro angular.

1.1.2 Objetivos especificos

1. Generar el modelo matematiCo-de difraccion en la region de Fresnel convergente y
divergente de un doblete cementado, situadas.en el intervalo (0 <z < fip) Y (fip <

z < ),

2. Generar el modelo matematico de difraccion en“la“region de Fraunhofer o de la
transformada de Fourier, situada en la distancia focal“anterior d, = f;, del doblete

cementado.

3. Implementar un arreglo experimental optico coherente, utilizande-fuente de luz de l&ser.

4. Produciry grabar los patrones de difraccion en distribucion de intensidad producido con
objeto difractor de geometrias diferentes, utilizando el método fotografico~con camara

digital.



1.2 Qrganizacion de capitulos

Este trabajo” de' tesis esta estructurado en cinco capitulos, cada uno disefiado para abordar
aspectos fundamentales relacionados con la dptica fisica. En cada capitulo, se desarrollan de
manera detallada 10s cenceptos teodricos y los fundamentos matematicos que permiten describir
con precision la formadfuncional del fendmeno de difraccion en estudio. Ademas, se presenta
un indice de contenido,-una. tabla de figuras, las conclusiones alcanzadas y la bibliografia

utilizada como base esencial’para llevar a cabo esta investigacion como trabajo de tesis.

Con el propésito de cumplir cen.dos objetivos propuestos, se detalla a continuacion una
descripcion ampliada de los temas abordados en cada capitulo, los cuales conforman este trabajo

de tesis.

Capitulo 1: Se introduce el contexto general del estudio, planteando los fundamentos
tedricos y practicos necesariog para comprender el problema abordado. Se presentan los
objetivos, las hipotesis y la justificacion deda investigacion. Finalmente, se describe la

estructura de la tesis, brindando unaivision general de los capitulos que la componen.

Capitulo 2: Se determinan los modelos matematicos de difraccién de convolucion de
transformada de Fourier, bajo condiciones especificas-en diferentes planos donde surge

el concepto de transformada exacta de Fourier, como un easo especial de convolucion.

Capitulo 3: Se realiza el analisis y obtencion de los modelos matematicos de cada zona

asociando la funcion de transmitancia del objeto difractor.

Capitulo 4: Se corroboran los modelos matematicos obtenidos en el capftulo 3, a través
de un estudio experimental en donde se considera un arreglo Optico coherente al tema

estudiado y se realiza el analisis de las fotografias obtenidas.

Capitulo 5: Se proporcionan las conclusiones derivadas de la informacion obtenida-en

los capitulos anteriores.



CAPJITULO 2

Difraccioncon lente doblete cementado

2.1 Concepto de lente.doblete cementado

Una lente doblete cementado estd_formada por una lente biconvexa, en contacto con lente
concava casi plana. La forma global de este tipo de lente es muy parecida a una lente
planoconvexa (Hecht y Zajac, 1998; Newport, 1990). La seleccion de vidrios y las curvaturas
apropiadas permiten la posibilidad de producir una lente doblete cementado acromatico, ademas
de eliminar las aberraciones. Una lente dohlete cementado posee diferentes formas de actuar,
cuando ella es implementada en un arreglo oprecesador optico como el que se ilustra en la
figura 1. Por lo que, en el siguiente desarrollo; s€ producird los modelos matematicos de
difraccion para diferentes regiones donde-se-distribuye ‘el campo o el espectro de difraccion
segun sea el caso; puntualizando las condiciones ‘quée_.deben satisfacer los parametros
involucrados en cada situacion que se trate. d& continuacién, se determinaran los modelos
matematicos del espectro de difraccion, haciendo®uso del concepto de frecuencias espaciales
paraxiales. Para esto, se considera el arreglo optico coherente que se'ilustra en la figura 1y, en
este caso, el objeto difractor (4) que puede ser entre otras opciones, una abertura rectangular de
ancho [, de altura l,, muy delgada; contenida en una pantalla de espesor L3¢ casi cero, a la que
se le asocia una funcion de transmitancia t,(x,,V,). Tal objeto es iluminado por ondas
electromagnéticas planas de amplitud constante E, y monocromaticas de luz dedaser de Helio-
Neon (A=632.8nm), colimadas con la lente convergente (3) de distancia focal fi¢ conocida,
provenientes de la fuente (1), ampliadas y filtradas con el filtro espacial (2). Son difractadas por
el objeto arriba referido (4), se propagan e inciden sobre la lente doblete cementado convergente
o lente transformadora (5), de distancia focal f;, también conocida.

La lente transformadora referida tiene a su vez diferentes formas de actuar sobre el campo o.¢el

espectro de difraccion, ya que lo puede propagar a diferentes distancias z medida a partir de ella,



produciendo una distribucién de amplitud compleja del campo difractado en el plano x;y, o del
espectro en el plano de frecuencias uv. Las zonas o regiones en las que se sitta el plano en el
que se distribuye el campo difractado o el espectro se clasifican como: la zona cercana a la lente,
la region convergente y divergente de la lente, también conocidas como regiones de Fresnel o
zonas de convoluCion~de transformadas de Fourier; una cuarta zona denominada regién de
Frahunhofer, o plano de_la transformada exacta de Fourier, también conocida como plano
conjugado de la fuente desiluminacion. Mientras que la quinta zona del doblete cementado sera
identificada como la region delplano imagen o plano conjugado al plano objeto (Hecht y Zajac,
1998).

2.2 Propagacion con el uso de lente-de doblete

En el siguiente desarrollo se obtendrén-1os modelos' matematicos, que describan la distribucién
del campo difractado y propagado por el deblete cementado hasta la zona de fresnel convergente
y divergente. asi como generar el modelo matematica. de-difraccion en la region de fraunhofer
o0 de enfoque. para esto, se supone que el objeto difractor Se«€hcuentra situado en el plano objeto

XoYo, a la distancia d,, de la lente transformadorasfigura 1

/
- I -l /W Eje 6ptico y
\ 1 ’ coordenado z
[—— /
1 2 : d
Zg o
3
4 5 6
2 od
T d, 2

Figura 1: Arreglo tedrico para producir modelos matemdticos de difraccién. (1) Ldser de He-Ne, (2) filtro espacial(3) lente
colimadora, (4) objeto difractor, (5) lente transformadora, (6) plano de distribucion Xz Yz



En la figura'l, El objeto es iluminado con ondas planas de amplitud constante E, entonces, la
distribucion_de .amplitud del campo difractado por el objeto de transmitancia ty(xq,v,) Y

distribuido justo despueés del él sera E; (x,, y,) Y esta definida mediante la siguiente ecuacion:

E;1(x0,¥0) = Eoto(x0,¥0) (2.1)

Asi, las ondas monocromaticas difractadas y propagadas una distancia d, desde el plano objeto
X,Y, y propagadas hasta el plano xy a la entrada de la lente doblete cementado (5), pueden ser

descritas usando la siguiente ecuaeion propuesta por (Zarate, 2011):

ikd,

E
Edo(x,Y) = ( :

ik
iAd ) to (xo, yo)@e2da % +77) (2.2)
nay

El simbolo @ en la ecuacion (2.2) significa la operacion matematica de convolucion de dos
funciones. De acuerdo con el teorema-deconvolueién (Zarate, 2011, Gaskill, 1978), la ecuacion

(2.2) puede ser escrita como:

Eoeikdo
iAd,

ko K ooy iy (XY
)eZdO(X > f ftO(xo.l)’o)eZdo(xo+y0)e lzn(’ldoxOJrAdoyo)dxodJ’o (2.3)

—00 —00

EdO(XJY) = (

Una mejor interpretacion funcional del campo difractado dado per la ecuacion (2.3), se

obtiene si definimos las frecuencias espaciales paraxiales de la siguiente forma:

X y
V= (2.4)

ul =
2d, 2d,

Sustituyendo las ecuaciones (2.4) en la ecuacion (2.3) se obtiene la siguiente expresion (Zarate,
2011):

Eq,(uq,vq) = < iAd,

ik 2, 2
. 2 2 5\ Xo+
>em’/'ld0(u1+v1)3 {to(xOvyo)eZdo( §+v8) (2.5)

X =Y
W=1q, Y1774,



La ecuacion (2.5) se interpreta como el espectro de difraccion paraxial o de transformada de
Fourier del producto de la funcién de transmitancia t,(x,, y,) asociada al objeto difractor, con

k(242 : . : :
la funcién exponencial e205010) | patron de difraccion se ha propagado una distancia d,,
desde el plano objeto.X, Y, hasta el plano XY a la entrada de la lente doblete cementado, el factor
eimdo(ui+v7) indica quie la fase del espectro de difraccion esté distribuida en una esfera, méas no

en el plano de frecuencias espaciales (u;v,).
Considerando ahora, que la amplitud de campo eléctrico difractado por el objeto y propagado a

través del lente doblete cementado,produce en su plano XY justo en la salida de la lente referida,

una distribucion de amplitud compleja definida mediante la ecuacion siguiente:

E,(x,y)=t,CsyIEq, (x,¥) (2.6)

Donde Eg4, (x, y) es el campo eléctrico incidente y ¢, (x,y)€s la funcion de transmitancia asociada a

la lente doblete cementado, asi la funcion de transmitancia'se escribe en la forma (Zarate, 2011):

t;(x,y) = circ

2 2 . (x%+y?
VX% + . . _ y )
<—y> e ~kW(xy) gik(do+ngiBoL1+n1280L2) g lk( 2fLD (2.7)
a

-z -z 2 2 -z 7 - -
En la ecuacion (2.7), la expresion circ (—an”) es la funcion circulo’o de pupila, asociada a la

lente esférica, mientras que W(x,y) es la funcion de aberracion (Welford) 1991), n;, es el

indice de refraccion asociado a la lente delgada que forma el doblete, Ay, ; es_el espesor de la
lente referida, n;, sera el indice de refraccién asociado a la segunda lente y Ay, 4 @s'su.espesor.

La distancia focal de la lente doblete cementado sera f;p.



Ahora, al sustituir las ecuaciones (2.4) y (2.7), el campo de difraccion propagado a través de la

lente doblete.o transformadora queda definido en la forma siguiente:

(2 +y? ; ; LIS I (L_L)
El(x,y)= circ ATy e—lkW(x.Y)elk(do+nL1A0L1+anAoL2)iez(x +7%) do fLp

a l/’ldo
(2.8)

oo (00}
ik 2, 2 . ( X y )
S AXxet+ =127 5 5—Xo+55-Y
. f ftO(xOJYO)QZdO( . yO)e Ado™0 20”0 dx, dy,

— 00 —00

Un caso especial es, cuande™la,lente esférica doblete cementado no posee aberraciones
cromaticas y monocromaticas, por ejemplo un doblete tipo Fraunhofer, bajo esta condicion la
funcion de aberracion W (x, y) en la ecuacion (2.8) se considera igual a cero, estoes W (x,y) =
0 por lo que el término e "#*W&.¥) = 41 ‘Ademas, también se debe tomar en cuenta que, el ancho
y altura del objeto difractor transparente,son mucho menores que el didmetro 2a de la pupila
asociada a la lente doblete cementado o transformadora. Esto implica que todas las ondas
paraxiales difractadas por el objeto;"que inciden-sebre la lente doblete cementado convergente,

se propagan a través de ella; como consecuencia,lasfuncion circulo se toma como igual a uno,

, Vx2+y? . . . ./
esto es circ (%) = 1. Teniendo en cuenta estas consideraciones la ecuacion (2.8) se

reduce de la siguiente forma:

. ko202 <__;)
E/(x, y): .ielk(do+nL1A0L1+nL2A0Lz)e2 x*+y?) do fLp
L lldo
© . (2.9)
ik /2, 2 . ( X y )
57-(Xo+Y =27\ 55—Xo+55-Y,
. .f J. tO(xO»)’o)emO( ° 0)3 Ado™®"2do™0) dxydy,

—00 —O00

La ecuacion (2.9) establece la forma como se distribuye el campo eléctrico E;(x,.y) asociado a
las ondas difractadas desde el objeto; es decir, la distribucion de amplitud compleja se han
propagado una distancia dy + n;1Aq.1 + ni2A0.2 CUya fase no se encuentra distribdida en el
plano XY a la salida de la lente doblete cementado, sino en una esfera informacion contenida.en

el segundo factor exponencial.



Ahora, par&interpretar la propagacion del campo eléctrico difractado, desde el plano XY hasta
el plano X, Y, en el que se distribuye, que esta situado a la distancia z de la lente doblete

cementado; pugde usarse la ecuacion paraxial siguiente Zarate (2011):

ikz i lkZ

ik
55 (X3 +¥%) _
ilz El(x:}’)®ezz i1z

E,(,3,) = j f FiGe, A 0E N gy

—00 —00

Sustituyendo la ecuacion (2.9) ena ecuacion (2.10) se obtiene:

Eoeik(d0+Z+nL1AoL1+nL2A0Lz) ik +y8
Ez(xz;yz) = iZ}LZZdo ez e j f tO(x Yo )eZdO( 0 )dedyO
o (2.11)
1 . X Xz Yy Yz
. j f S E+)(g; —m)}e‘lz”l(mxﬁﬁ")*(my‘”ﬁy»dxdy

Esta ecuacion establece que la amplitud de el .campo electrico de difraccion E,(x,,y,)
distribuido en el plano X,Y,, se ha propagado, desde“el plano del objeto X,Y,una distancia
(do + z +ny1Ap11 + n2A.2) informacion Contenida en-€lprimer factor exponencial; pero de

acuerdo con el factor i?en el denominador sé ha desfasade.en m radianes y su fase esta

el 2%
distribuida en una esfera , informacion obtenida del factor ez{(x )(do z fw)} Para definir la
funcion E,(x,,y,) de forma explicita se definen las frecuencias.espaciales u, y v, de la

siguiente forma:

u (xo +ﬁ>=u +u (2.12)
2 /1d0 1 0 z
yO yz)
v, = | +E)=v,+v (2d3)
2 ()Ldo az) 0T
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Las ecuaciones (2.12) y (2.13) permiten definir y determinar la magnitud de las frecuencias
espacialeS paraxiales u, y v, emitidas en zonas especificas en el objeto, asi como de las
frecuencias paraxiales u, y v, con las que se distribuye en el plano X, Y,. De esta forma podemos

escribir la ecuacion/(2.11) en términos de estas frecuencias como:

E,(x2, ;)
E.ek(dot+z+npiAorg*ngzb0L2)

== i2A2zd, 322("2+3’2) f JtO(xO 3’0)92d0( 0 yO)d 0dYo *

—00 —00

(2.14)
1 1 1
f f (x + 2) do Z fLD) —i2rr(u2x+vzy)dxdy

— 00 —00

Utilizando el teorema de transformada bidimensional de Fourier (Zarate, 2011), se puede

escribir la ecuacion (2.14) de la siguiente forma:

(00]
E, eik(do+z+np1AoL1+11200L2) lk 2y 2ty
Ez(xz:yZ) = 2 227d eZz Z+v%) f f to(xo.yo)eZdo( §+v8)
O —00 — Q0
2 1
. J{ (x +y )(do z fLD)} ]
U2/V2 (2.15)

Laecuacion (2.15) indica que el espectro de difraccion E,(x,, y,)distribuido en el plano X, Y, es

una modulacién producida por el primer factor integral, sobre la transformada de Fourier de la

funcion exponencial ez( X )(do z fw) del segundo factor. también“pdede ser interpretada
como la modulacion del factor transformada de Fourier sobre el primer factorsintegral en la
ecuacion referida. De acuerdo con los pardmetros que intervienen en el factor de la exponencial,
existen diferentes condiciones que se les pueden asociar a dichos pardmetros, lo"qué permite
clarificar la interpretacion de la forma funcional de la ecuacién (2.15) por lo que, en este.capitulo
y en el desarrollo siguiente solo se presenta la deduccion de los modelos matematicos de
difraccion bajo la condicion inicial de que d, = f;p, es decir, la distancia objeto es igual.a la

distancia focal anterior del doblete cementado, asi como sus consecuencias.

11



2.3 Difraccion en la region de Fresnel

En el espectro‘de’Convolucion de transformada de Fourier se propone la condicidn inicial de que
la distancia d,, del objeto difractor a la lente doblete acromatico cementado o transformadora,

sea igual a su distancia focal frontal o anterior f;,, es decir dy = f,, . (Zarate, 2011) establecié

1 1 1 ;1 1 1 . . g
+ = —, ahoracon sy, p = dy Y SiLp = 2, Se tendra — + = = —; bajo la condicion
SoLp  Sitb  fLp d z fLp

de que d, = f,, implica que glexponente de la transformada de Fourier se reduce de acuerdo

que:

1 1 . .. . .
con la siguiente expresion: f—+;—f— =~ ,bajo estas condiciones implica que el factor
LD LD

transformada de Fourier de la ecuacién.(2.15), se pueda escribir como:

ik; 2, 2 P X242
[S{ (x +y ) } ] f f e x°+y ) —LZn(u2x+v2y)dxdy -
U2,v2 —00 —0

Desarrollando la ecuacion (2.16) se obtiene:

. k —i2muUyx —i2mvyy
e27" dx 322 dy (2.17)

Tomando en cuenta el resultado integral propuesto por Spiegel (1980):
j°° e_axz—[)’xdx — Eef—a (2.18)
—oo a

Definiendo a = —%, B = i2mu, el primer factor integral de la ecuacion (2.18) se reduce a la

siguiente expresion:

“ ik 2mz (i2muy)?(22) Az
j T —L27tu2xdx — ~e Ak = 22 pridzm (229)
o —ik -1

12



. ik . .
Para el'otro caso consideramos a = — ;— B = i2mv, entonces se obtiene que el segundo factor
Z

integral de Ja ecuacion (2.17) se reduce a la siguiente expresion:

© ik o 2nz (i2mvp)%(2z) Az .

.f Pyrd —lZTl'Uzydy ___\/ ” e 4k = 1e—mznv2 (2.20)
_l —_—

—00

Relacionando las ecuaciones (2.19) y (2.20) con las ecuaciones (2.12) y (2.13) y el resultado
obtenido se sustituye en la eetacion inicial (2.16) el término transformada de Fourier se escribe

como:

24,2 _ X0 xz _
[ { B4y ) ’AZ "12" Ad Az / Az ‘AZ’T /1d /12 (2.21)
uz 1’2

Sustituyendo el resultado de la eetiacion (2.21)-en la ecuacion (2.16) para el espectro de

difraccion y considerando que d, = f,4se determina que la amplitud compleja del campo

difractado distribuido en el plano X,Y, es:

Eoe ik(fLp+z+npiAor1+nr28012)

/Ufw
f _f tO(xo YO)eszD(x°+y°)( ) (/'lfLon lfLDy(’)dxod}’O

E, (xzv yz) =

(2.22)

De la ecuacion (2.22) se establece que: la distribucion de amplitud del' campo eléctrico
E,(x,y,), y asociado a las ondas difractadas, se ha propagado una distancia (d, + z +

np10011 + np2l0;2) desde el plano del objeto X, Y, hasta el plano X, Y, en el quese distribuye.

13



Para ladefinicion explicita de la funcion E,(x,, y,) se recurre a interpretar los factores integrales

en término de las frecuencias espaciales paraxiales u, y v, definidas en la forma siguiente:

( Xz > (2.23)
u, = .
“ AfLD
y
v, =< Z ) (2.24)
“ AfLD

Sustituyendo las ecuaciones (2.23) y(2.24) en la ecuacion (2.22) se obtiene la nueva expresion
matematica interpretada como como_el“espectro de difraccion bidimensional de transformada

de Fourier del producto de dos funciones; esto es:

EgetkfLo+z+niidri a4

iAfip

_tk 2i2)(1—Z
G,(uzv,) = S{to(xoyo,)erLD(x°+y°)(1 fw)} (2.25)

Uz, Uz

Donde considerando que el teorema de la transformada.de Fourier de un producto de dos
funciones es igual a la convolucion de transformadas de Fourier, permite escribir la ecuacion

(2.25) de la siguiente forma:

Eget*lfip+z4niidia+nizAL,]

ik 2
: I[to(x0y0)] @ 3 em(xﬁ%)(l—m)
iAfip

Uz, Vz

G, (uz: vz) = (2.26)

De acuerdo con la ecuacion (2.26) se establece el espectro de difraccion G,us;w,) como el
producto de las convoluciones de las transformadas de Fourier distribuidas hacia.cada uno de
los ejes de frecuencias espaciales u, y v, , de la funcion transmitancia t,(x,y,, ) asociada al

objeto difractor. El cual se ha propagado una distancia (f,, + z + 114011 + 1,240.2),€00 UNa

. . . LW T , .
distribucion de fase dada por el exponencial e22#49%) |3 cual esta desfasada% radianes.
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2.3 Difraccion en la region de Fraunhofer

Este caso muy-especial muy especial de convolucion de transformadas de Fourier se obtiene
considerando nuevamente que el objeto continda situado a la distancia focal frontal f;, de la
lente doblete cementado, «es decir, se cumple la condicion de que d, = f,, Ademas, si se
considera que la distancia z<te la lente doblete cementado al plano uv donde se distribuye el
espectro, es igual a la distancia focal posterior f;, de la lente doblete, esto es z = f;,. Aplicando

estas condiciones la ecuacion'(2:26) se reduce a la siguiente expresion:

Ege*2fLo¥mudlia +n12412]

G,(uzv,) = i Slto(x0yo)] ® S[1,11, v, (2.27)

De acuerdo con (Gaskill, 1978) la transformada de Fourier unidimensional de la funcion

igual a uno, es la funcion delta de Dirag, esto.es:

3{1}u _<x_z) = 6(uy,) y 3{1}v _(y_z)z 5(v,) (2.28)

2=\if1p £ \fp

Sustituyendo los valores de (2.28) en la ecuaciény(2.27)-ebtenemos la siguiente ecuacion:

Eoeik[ZfLD+nL1AL1+nL24Lz] (2.29)

G, (uz: vz) = iAfLD S[to (XOYO)] & S(uz: vz)

Donde (Gaskill, 1978) establece que la convolucion de una funcién‘con. una delta de Dirac es
da como resultado la misma funcién, es decir F(u) = F(u) @ §(u) entonCes.la ecuacion (2.29)

se puede reduce a la siguiente expresion:

Eye ik[2fLp+tnp1411+n1241]

G,(u, v, = i [S[to(x0yo)]lu,v, (2.30)

La ecuacion (2.30) es conocida como el espectro de difraccion de transformada exacta de
Fourier, de la funcién de transmitancia t,(x,, y,) asociada al objeto difractor. Distribuido ‘en €l

plano u,, v,unadistanciade (2f;p + ny10011 + ni2l02). Donde existe una distribucion de fase

ke2i02 , .
dada por e2¥2*Y2) |4 cual esta desfasado en % radianes.
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CAPRITULO 3

Resultados teoricos

3.1 Espectro de difraceidn de transformada de Fourier producido por

aberturas de geometria triangular y circular.

En el siguiente desarrollo se determinarasdos modelos matematicos para objetos de diferentes
geometrias, a saber, uno de geometria circular y otro de geometria triangular. a los que se les
asociaré la funcion de transmitancia apropiadas. Con la condicidn de que el plano de distribucion
del campo de difraccion esté a una distancia z = f 5. Las aberturas estan desplazadas del origen

una distancia d hacia la izquierda y la segunda hacia la derecha ver figura 3.

to (zo, Yo) G

To

€ :XU
| el |

d d

v

Figura 2: Esquema del objeto difractor, donde d es la distancia desplazada.
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Gaskill, (1978) establecié la forma funcional de la funcion triangulo, la cual se asocia al objeto
difractor de la figura 2. De acuerdo con dicha definicidn, la funcion triangulo desplazada una

distancia d asogiada al objeto difractor se define de la siguiente forma:

Xo+d
% x0+d 0' b |21
tT'l(—)= (3.1)
b x0+d| x0+d|<1
b I b

Siendo b el area del rectangulo definida en el eje x,, mientras que la forma funcional de la

funcién circulo desplazada tambiép“asociada al objeto difractor se define como:

_(To—d _ n—d<a (3.2)
Clr( a )_{0, n—d>a

Siendo r, el radio del circulo y a el radio. De-acuerdo.con la figura 2, la forma funcional asociada
a las dos aberturas esta dada por una funcion de transmitancia t,(x,, ¥,) la cual se compone por
la suma de la funcion tridngulo y la funcion citculo, @ambas desplazadas una distancia d del

origen puede ser expresada como:

— d i 70 + d
) + czr( )
a (3.3)

De esta forma sustituyendo la funcion de transmitancia dada por (3.3) en‘la.ecuacion (2.30) se

x
to(x0,¥0) = tri( 0

obtiene:

Egetk[2fLp+niadia+ni2410] . (x—d o +d
J[trl( )+c1r( 2 )]

G, (uz: vz) = iAfLD

(3.4)
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Por la propiedad de linealidad de la transformada de Fourier se tiene:

[edfy ) air (P = sfors (5 e ()

Donde,

3 { tri ();—0)} = bsinc?(buy)

Entonces por el teorema de esealamiento para el primer término se obtiene:

3 { tri (x"b%d)}= bsinc?(bu,)et?mduz

Para el segundo termino de acuerdo con la‘transformada de Fourier-Bessel tenemos:

B {cir (%)-)} = %]1 (2raw)

Aplicando el teorema de escalamiento la ecuagcion (3.8)\se’expresa como:

(T — d)} a .
B I 2 i2mdu,
{ar( " wh( nwa)e

Por lo tanto, podemos expresar la funcién de transmitancia asociada.al‘objeto como:

. a ]
S{to(x0,¥0)} = bsinc?(bu,)e?™duz + Zh(z”wa)e_m”duz

De esta forma sustituyendo (3.10) en la ecuacién (3.4) se obtiene:

Eoeik[ZfLD+nL1AL1+anALz] o .
G,(u,,v,) = e 2 [bsincz(buz)eﬂ”duz
Afio
N aJ; 2rwa) e—i2rrduz]
1)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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La ecuacion (3.11) describe el espectro de transformada exacta de Fourier en distribucién de
amplitud,” asociado al objeto difractor con abertura triangular y circular desplazadas una
distancia d del origen. Mientras que su distribucion de intensidad esta descrita por la siguiente

expresion:
2
I,(uz,v,) = (%) {bzsinc‘*(buz) + 2(ab) cos(4ndu,) (sinc?(buy)) (fi(zﬂ
N (3.12)
aj,2rwa) z
(2559 |

—idmdu

Utilizando la relacion 2 cos(#mdu,) = e™™% + e ” se puede escribir la distribucion de

intensidad de la siguiente forma:

Ey \*
I,(u,,v,) = <F> lbzsinc4(buz)
LD (3.13)

aj, (ana))zl

w

+ (ab)(sinc?(buy))2 cos(4ndu,) (]1 (Zza)a)) N (

La ecuacidn (3.13) describe la distribucion de intensidad del espectro de difraccion en el plano
de frecuencias espaciales u,v,, también‘eonocido comosplano de enfoque, de fraunhofer o de la

transformada de fourier, situado a la distancia focal f;, de la lente transformadora, es

2
2 ) . mientras que @l factor entre corchetes contiene el primer

. E,
proporcional al factor (
AfLp

sumando que corresponde a franjas de interferencia de distribueion sinc*(bu,). mientras que
el segundo sumando se puede interpretar como: franjas de interferencia lineales de tipo young
definidas por la funcion cos(4mdu,) y franjas interferencia de distribucion besinc definidas con

J1 (ana))
w

la funcion ( , moduladas por franjas de interferencia de distribuein.sinc?(bu,).

Otra interpretacion es donde ahora las franjas lineales de interferencia de interferencia tipo
young cos(4mdu,), sean las que modulen a las franjas de interferencia a las besinc y-a las franjas
sinc?(bu,). una tercera interpretacion es que las de interferencia de distriblgién besinc,
modulen a las franjas de interferencia tipo Young cos(4mdu,) ya las franjas de interferencia
sinc?(bu,). La duda respecto a cudl de las tres afirmaciones anteriores es correcta se disipara
en la etapa experimental. en lo que respecta a el tercer sumando se interpreta como franjas de
interferencia de tipo besinc cuadrada, es decir (@)2
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3.2 Espectro de convolucion producido por aberturas de geometria

triangular’y, circular.

Para determinar-elemodelo matematico del espectro de difraccién de convolucién de
transformadas de Fourier producido por el par de aberturas definidos en la figura (2), en la zona
convergente o de convelucion de la lente transformadora también conocida como region de
Fresnel, situada a la distanCia'z de la lente referida definida dentro del intervalo de distancias
0 < z < f;p Paraesto, se hace uso de la ecuacion (2.26) obteniendo primero la transformada de
Fourier de la exponencial en la®etacion referida, recurriendo al siguiente resultado integral
(Spiegel, 1980):

[0/
2 T ﬁ
e VX gy [—eda (3.14)
a
— 00

Haciendo que: a = - (fjfl’ Z) y y = i2mx, con baseenila ecuacion (3.13) se obtiene:

Af
erLD 2) l(i;LDEDZ)(uZ) (3.15)
—l(fLD T 7)

Para el caso de que: a = -3 (f“’ ) y y = i2my, huevamente de la€cuacion (3.13) se obtiene:

AfLp?
wa (1 fw] ’ (/}f“’ ET;LDL—Dz)("%) (3.16)
—i(fip

Relacionando la ecuacién (3.14) y (3.15) con la ecuacién (2.26) se obtiene:

ik +z4+np14p1 04 2 imAfLp?
Eqe [fip 11411+112412] fip _imAfip

G,(Uzv,) = i - S[to (xoy0)] @ L FLp-2)

(uZ+v3) (3.17)
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Sustituyendo la funcién de transmitancia dada por la ecuacion (3.10) tenemos:

E etklfip+zniidia+nizAL,]

. a .
Gz(uz, Uz) = i/lfLD [bSinCZ(buz)elznduz + Zjl (ana)e—mnduz]
2 _inAfLp® (3.18)
.AfLD e (fLD_Z)(u%-HJZZ)
—i(fup — 2)

De acuerdo con la propiedad-distributiva (Gaskill, 1978) se tiene que:

2 inAfLp®
_ML—De‘(fLD—z)
—i(fip — 2)

2 _iTL').fLDZ
= L bsincz(buz)e””duz Qe (fLD—z)(ug"'”zz)
—i(fip — 2)

: a . 2192
[bsincz(buz)eﬂﬂduz + 5]1 (zn-wa)e—IZn'duz] ® (uZ+v3)

(3.19)

il 2
211 (Zn_wa)e—iZﬂ;duz ® e_?;l‘gl;DZ)(u%'f'U%)
w

+

A continuacion, se determina la convolucion del.primer sumando de la ecuacion (3.18), ademas

de aplicar la propiedad conmutativa y cofsiderandow = /u,? + v,% y, u, = wcose (Zarate,
2011) se puede expresar como:

_iﬂAfLDZ(uz_'_vz) . _iT[/lfLDZ(wz) . (3.20)
e -2 Q sinc?(bu,)e?™¥z = ¢ Uo=25"° ® sing?(bu,)e?™4¥=
Aplicando la definicion de convolucion esto es:
_in—lfLDz(wZ) 3
e (fLp—2) ®Sinc2(buz)612ndwcos<p
| T it (3.21)
= gi2mduz f e (p=2)" g=i2mdBcosoginc2(p(u, — B))
—00
La integracidn por partes establece que:
(3122)

fgdh=gh—fhdg
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Donde:

sen?(mb(u, — B))

g = sincz(b(uz - ﬁ)) = 2, — ﬁ)z (3.23)
Asi:
dg = d sen?(mwb(u, — ) 3,20
n?b? (u, — B)°
De acuerdo con Zarate (2011) se tiene que:
inAf1p> _ ., imd®(fip-z)cos’p
h = f e_(fLDl;Dz)ﬁze—iZn'dﬁcos(p d,B - f:LD ZZe /1fLD2 (3.25)
iAfLp

—00

(3.21) de la siguiente forma:

Jgdh=

Haciendo uso de las ecuaciones (3.28)'y (3.25) se puede escribir la integral de la ecuacion
sen”(b(u, — B))

0 fin z indz(fLD—zz)coszqa
. e *Lp
m2b2(u, — B2 ||_, || itfun? 26)
3.26,
. d2 _ 2 [ee]
B fLD _ Zem (fAL]lc)LDZZ)COS 1) . f . [Senz (nb(uz _ ﬁ))
iAfLDZ T[sz(uz _ﬁ)z

De acuerdo con Spiegel (1980) se tiene que:[}im % = 0 la ecuacion (3.26) se reduce

ird?(fLp—z)cos?¢
| b2 (u, — B)?

_ v 2 _
f gan = —| =2 A 2 f d [sen (bu; — F)) (3.27)
iAfLp 5
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Calculandoel término diferencial se obtiene:

sen?(mb(u, — B))|,
n2b2(u, — B | J
[2sen(mb(u, — B)) cos(mblu, — B)) (—=mbdB)(w*b?)(u, — B)?] — [2(w*b?)(u, — B)(=dB)sen? (mb(u, — )]

bt (u, — B)*

(3.28)

Utilizando la relacion_trigonométrica: (2sen(a))(cos(a)) = sen(2«) la ecuacion (3.28) se

puede expresar cOmo:

sen? (mb(u, — B)) _ ZSen(nb(uz ~ ﬁ))sen(nb(uz - ,B))dﬁ + mb(f —uy,) cos(nb(uz - ,B))dﬁ (3.29)

72b% (u, — B)? 52, - )’

Calculando la integral del resultado obtenido en la ecuacion (3.29) se tiene:

jo 2sen(mb(u, — B))sen(nb(u, —B))+ nb(f =u,) cos(wb(u, — B)) q 5.30)
257, 2 B b |
0
Sustituyendo s = u, — B,y ds = —dp, la integral.(3.30)'se puede reescribir como:
j I(ﬂbs) (sen(Zﬂbsz)) + cos(2mhs) — 1] a8 5,31
m?bh?s3
De acuerdo con el método de fracciones parciales se tiene que:
r (mbs)(sen(2mbs)) + cos(2mbs) — 1
_[ m2h2%s3 d
0 - (3.32)
B f cos(2mhs) — 1 sen(ans)
B m2h?s3 mhs? dp
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AplicandoJa propiedad distributiva de la integracion:

jo cos(2mbs) — 1 N (sen2mbs) dg = chos(ans) -1 dg + J sen(2mbs) 333)
m2h?s3 hs? B= m2h?s3 nhs? dp '
0
Calculando el primer-fagtor integral de la ecuacion (3.33) se tiene:
‘ cos(2mbs) — 1 3.34)
J m2h?s3 d '
0
De acuerdo con la integracion por partes;
fkdn =lkn — J ndk (3.35)
Donde:
cos(2mhbs) =1 N 2 p
2m2b? . T s
sen(2mbs) 1
= Tds, n= EE
De esta forma podemos expresar la ecuacion (3.35) como:
cos(2mhbs) — 1 sen(2mbs)
= — — (3.36)
,[ fedn 2m2b2s? J- mhs? ds

Volviendo a las variables principales con sus respectivos limites de evaluacion se'tiene:

fcos(ans) -1 I cos(2mb) — 1” sen(ans) sen(2mbs) o 15.49)

m2h2s3 2m2h2s2 hs?

0
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Sustituyendo el resultado de la integral (3.37) en la ecuacion (3.33) se tiene:

jo [cos(27hs),— 1 (sen2mbs) q
m2bh?83 hs? g
5 L
_ [ cos(an) —a sen(ans) sen(2mbs) o f sen(2mbs) ap (3.38)
i  2m2b2s? |  mbs? mhs?
_ | cos(2mb) —1
B 2m2h?s?

., . S 1- 2
De acuerdo con la relacion trigonométrica: y = sen?(a) podemos expresar el resultado

de la ecuacion (3.38) como:

r cos(2mbs) — 1 sen(2mbs) sen?(mbs)]|”
f dg = (3.39)

m2h2%s3 hs? m2h2s2

0

Por lo que volviendo a las variables inicialés se obtiene que la integral de la ecuacién (3.30) es:

r 2sen(mb(u, — B))sen(mb(u, — B)) + nb(B —'u,) cos(@blu, — B)) d
[l e Jos

(3.40)

_ [sen?(mb(u, — B)) * sen?(mb(uy,))

[ 7w, - B2 n2b2(u,)?

Sustituyendo el resultado de la ecuacion (3.40) en la ecuacion (3.27) sefobtiene:
__ ind*(fLp—2)cos?y 0 2 _
gdh = fip Z, Ao’ 'Zf g Se'n2 (;Tb(uz ,82))

i/’{fLD T b (uz_ﬁ)

(3.41)

0
i 2 — 2
_, [~z LB sen? (nb (1)
iAfip? n2b2(u,)?
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Por lo‘que~al sustituir la ecuacion (3.41) en la ecuacion (3.21) se tiene que el primer factor

convolucion._es:

imAfip®, 2
e Tio-2") ® sinc?(bu,)e?mduz
fip — 2 ind?(fp—z)cos?p (3.42)
=2 ,L/ff ~e M’ sinc?(bu,)e?"
kD

Para el segundo factor de convolucion de la ecuacion (3.19) de acuerdo con Zarate (2011) se

tiene que:

a , _imAfypt
—J,2rwa)e 2"z Q ¢ (FLp=2)
w

@ +v3)

(3.43)

iﬂdz(fLD—Zz)COSZ<P lajl(znwa)l
D = -
w

Sustituyendo los resultados de la ecuacion (3.42) y«(3.43) en la ecuacion (3.19) se obtiene:

g _imAfp®
..A'fL—De (fLD—Z)
~i(fip =.2)

ind?(fp—z)cos*p
2 . 7
Mf1p sinc? (bu,)e?™duz

i a i 24,2
[bsincz(buz)eﬂ”duz + 5]1 (Zﬂwa)e_lznd”Z] ® (uz+v%)

(3.44)

P 2 _ 2
— gz @U1p=2)C0s¢ 101 (2nwa)
Mo B St

e—L’anuz
w
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Sustituyendo la ecuacion (3.44) en la ecuacion (3.18) tenemos que:

fLD

G.(w. v.) = E~etklfLp+z+nii AL +np2412]
z( z) Z) 0 (fLD —Z)

ind?(f1p—z)cos? ¢
2 . i
AfLD sinc?(bu,) 2™z

(3.45)

P d2 _ 2
ind*(fLp ZZ)COS ? [af,(2nwa) '
e LD . e—lZTL’duz
w

Simplificando la ecuacién (3.45) se obtiene:

2E e kfLp+z+n11411+112410]

Gz(uz'vz) = \/z\/m

al, 2nwa
N 1 ( ) .
W

[bsincz(buz)eiznduz

3.46,
ind?(fLp—z)cos? @ (3.46)

—ianuz] e AfLh?

Ademas, considerando que (u,/w)? = cos?¢lakecuacién (3.46) se puede expresar como:

ZEOeik[fLD+Z+nL1AL1+anAL2]

Gz(uzrvz) = \/z ,—l(fLD —0

al, 2nwa
N 1 ( ) .
W

lbsinc2 (bu,)et?mdiz

) (3.47)
ind*(fLp—2) (%)
—ianuzl e AfLp?

La ecuacion (3.47) describe el espectro de difraccién de convolucion de transformadas de
Fourier el cual se ha propagado una longitud de camino éptico f;p + z + n,,4,, +.my24,, desde
el plano objeto x,y, hasta el plano de frecuencias espaciales u,v, en el que se distribaye, mismo
que se encuentra situado a una distancia z de la lente transformadora definida dentro del
intervalo 0 < z < f;, que a su vez, define la zona de convergencia de la lente transformadora

de la lente referida también conocida como zona de convolucion o region de Fresnel.
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Se observa’que en esta region el campo de difraccion propagado desde el plano objeto esta

desfasado en”45° informacion contenida en el factor — . La funcion definida por la ecuacion

1
Vi
(3.47) es compleja por lo que puede ser escrita como:

Re[G,(uz,v,)] = cos(k[fyp + z +ny14,4

2E T
+n4;1) — 9%  (os (—) cos

V. Mfip — 2)

af, 2nwa)
)

AMip 2 (3.48)

(cos(2mdu,)) |bsinc?(bu,) +

De esta forma de acuerdo con la ecuacion«3.48) la intensidad est& dada por:

2
2E T
1,(uz, v,) = cos®(klfip + z + np1dpq +np 851 <—O> cos? (—) .

\/A(fLD —z) 4
2 _ Uz 2
wd*(f1p Z)(a)) .
Afip? (3.49)

cos

/1(zzwa>) ' (11(2nwa>)2]

cos?(2ndu,) |b?sinc*(bu,) + (2ab)(sinc?(bu,)) ( —

La distribucion de intensidad I, (u,, v,) definida por la ecuacion{3:49) establece que el espectro
de difraccién de convolucion de transformada de Fourier producide por un par de aberturas de
geometria triangular y circular se ha propagado una longitud defcamino Optico f,p, +z +

ny14.1 + ny,4., desde el plano objeto x4y, hasta el plano de frecuencias-€spaciales u,v, en el

que se distribuye, dentro del intervalo 0 < z < f;, con un desfase de % radianessLa intensidad
del espectro de difraccion referido es una modulacion de funciones donde puede ocurrir que la

T[dz(fLD_Z)(%)Z

funcién cos?
AfLp?

> module las franjas de Young definidas por ‘Ja" funcion

cos?(2mdu,), asi como a la funcion compuesta por la suma de las funciones Sinc y Bessinc

(fl(zzwa))z

siguientes b2sinc*(bu,) + a?

asi como del término (2ab)(sinc?(bu,)) (h<2ﬂwa))_

w
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También se’puede trabajar con la parte imaginaria de la ecuacion (3.47), quedando definida de

la siguiente manera:

Im[G,(uz,v,)]
=Sen(k[f,p +z+n.14,,

nd*(fip — 2) (%)2

41 hetl) 2 sen (2) [sen
VAo —2) * Mip® (3.50)
(senCata))[psine (o + )

Mientras que la distribucion de intensidad de acuerdo con la ecuacion (3.50) es:

2
2E s
I, (u,, v,) = sen®(k(fyp + z + nyy Ay ¥p2412]) <—0> sen® (—)

) \/A(fLD —z) 4
7sz(fLD ~'z) (%)

sen? i (sen?(2mdu,)) 351)
b?sinc*(bu,) + (2ab)(sinc? (buy)) (]1 (—ZZ‘““)) ¥Fa2 (’-1—(22“”)) l

La ecuacion (3.51) se puede interpretar de la siguiente formas la intensidad del espectro de
difraccion de convolucion de transformada de Fourier producido se-ha propagado una longitud
de camino optico f;p + z +n;1 4,1 + np4;, desde el plano objetdyx,y, hasta el plano de

frecuencias espaciales u,v, en el que se distribuye, dentro del intervale.0 < z < f;, con un

. 2 ., nd?(fLp-2)(22)°
desfase de % radianes, escalado por el factor (L) . La funcién sen? (L(“’)

VA(fLp—2) AMLp?
representa franjas curvas de interferencia de maxima intensidad, ademas puede-ocurrir que
module las franjas de Young definidas por la funcién sen?(2mdu,), asi como‘asla funcion

compuesta por la suma de las funciones Sinc y Bessinc siguientes b?sina*(bu,) +

a? (h(zwﬂ)zasi como del término (2ab)(sinc?(bu,)) (h(zwﬂ)
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Ahora'se considera el caso para la zona divergente de la lente doblete acromatica cementada
situada dentro del intervalo f;, < z < o, bajo esta condicion la ecuacién (3.47) se escribe de

la siguiente forma:

2E e ip+z+nL14114n1241,]

\//1(2 = fip)

al,(2nwa
N 1 ( )e
w

G,(u,,v,) = [bsinc2 (bu,)et?mduz

(3.52)
ind? (Z_fLD)(%)Z

i 31T >
—i2mwdu, e_lTe AfLD

La ecuacion (3.52) describe el espectro.de difraccion de convolucion de transformadas de
Fourier de un par de aberturas de geometria triangular y circular el cual se ha propagado una
longitud de camino optico f,, + z + n A .+ 1,4, desde el plano objeto x,y, hasta el plano
de frecuencias espaciales u,v, en el que se‘distribuye, mismo que se encuentra situado a una
distancia z de la lente transformadora-definida dentro del intervalo f;, < z < o que a su vez,
define la zona de divergencia de la lente transformadora.

Se observa que en esta region el campo de difraccion-proepagado desde el plano objeto esta

3 .
desfasado en T" radianes.

Para obtener informacion fisica palpable se considera solo la parte real de la ecuacion (3.52),

esto es:

Re[G,(uz,v,)] = cos(k[fip +z +ny14,4
U2
2E, 31 nd?(z - f.0) (32)
————cos (—) cos > (3.53)
\//1(2 — fip) Afip ’

4
aj; 2rwa)
)

+np24.20)

(cos(2mdu,)) |bsinc?(bu,) +
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Asi la distribucion de intensidad de acuerdo con la ecuacion (3.53) es:

2E,
2~ fip)
nd?(z = fip) (%
Mip®

2
3n
I,(uz,v,) = ( ) cos? (T> COSZ(k[fLD +z+n,4 +n4])

cos

) ‘ Icosz(Zﬂduz) lbzsinc4(buz)

(3.54)

2
g () o 2]

La distribucion de intensidad I, (u,, U,)definida por la ecuacion (3.54) establece que el espectro
de difraccion de convolucion de transfermada de Fourier se ha propagado una longitud de
camino optico fip +z+mn;,4,, +n,4,5-desde el plano objeto x,y, hasta el plano de

frecuencias espaciales u,v, en el que-se distribuye, dentro del intervalo f;, < z < o conun

desfase de T’T radianes. La intensidad del.espectrode.difraccion referido es una modulacién de

”dz(z_fLD)(%)z

funciones donde puede ocurrir que la funcion cosz< Y
LD

> module las franjas de

Young definidas por la funcién cos*(2mdu,), asf como a lafuncién compuesta por la suma de

(/1 (zzwa))z

las funciones Sinc y Bessinc siguientes bZsinc*(bu,) + a® asi como del término

(2ab)(sinc?(bu,)) (M)

w

El anélisis también se puede realizar tomando la parte imaginaria de la ecuacion (3.52) esto es:

Im[Gz(uZIUZ)]
= Sen(k[fLD +z+ nLlALl

2F 3 nd?*(z - fip) (7&)2
+n.,4,,]) \/ﬁsen (T) se ﬂfLDZ = (3.55)
(sen(2rdu,)) [bsinc2 (buy) + wl
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De esta forma, la distribucion de intensidad de acuerdo con la ecuacion (3.55) queda definida

de la siguiente forma:

2, \" ,/3m
I,(uz,v,) = sen®(klfip + z + nyydpy + nppd.0]) | ———== sen (T)

\//1(2 — f1p)

nd*(z - fip) (%)2

sen*(2mdu (3.56)
s (pen(Zndus))

sen

bZsinc*(bu,) + (2ab)(sint?(buy)) (]1(2;T)wa)) e (]1(27rwa)> l

w

De acuerdo con la ecuacion (3.56), ladistribucion de intensidad del espectro de difraccion de
convolucion de transformadas de Fourier,\producido por un par de aberturas de geometria
triangular y circular desplazadas del erigen, de coordenadas x,y, que se ha propagado una

distancia f;, + z + n;,4,, + n;,4,4-hasta la zona'divergente de la lente transformadora, esta

2
2E, p . . .,
escalado de acuerdo con el factor (—" ) , ademds se puede visualizar como la modulacion

VA(z-fLD)

de anillos concéntricos de interferencia definidos por la-funcion Bessinc cuadrada, sobre las
franjas de interferencia de tipo curvo definidas por la funcion seno cuadrada. También se puede

interpretar que la funcion seno cuadrada modula a‘a funcion Bessinc cuadrada.
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CAPITULO 4

Desarrollo Experimental

Los resultados que se presentan en este capitulo fueron obtenidos a través de la implementacion
de un arreglo Optico, el cual’permite obtener a la distancia focal de la lente transformadora la
distribucion del patrén de difraccion de la transformada exacta de Fourier, de la funcion de
transmitancia asociada a las aberturas triangular y circular estudiadas; cuyos modelos
matematicos se determinaron en el capitulo 2 de este trabajo. Ademas, el arreglo dptico permitira
variar la distancia de la lente transformadora al plano de distribucién para obtener los patrones
de difraccion en distribucion de intensidad‘de, la convolucién de transformadas Fourier de la

funcién de transmitancia asociada al.@bjeto difracto dentro de los intervalos de distancias 0 <

z<fwpY fip <z < oo

4.1 Descripcion del arreglo optico

Para obtener los patrones de difraccion en distribucion de intensidad se sometio a estudio, un
par aberturas de geometria circular y triangular consideradas como©bjeto difractor, contenidas
una placa plana de plastico, mismas que son mostradas en la figura 3, /mientras que el espesor
del objeto difractor fue I, = 0.5mm , el cual permite “despreciarlo” como, factor de longitud

importante en los resultados.
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Figura 3: Objeto difractor utilizado para la obtencion de los patrones de
difraccion
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Descripcion del arreglo experimeéntal

En el arreglo experimental mostrado en la figura 4 se utilizé una fuente de luz laser, que emite
un haz de luz de 17 mw de potencia.y-de longitud de onda A = 633 nm de frente de onda
gaussiano provenientes de la cavidad (1) incidiende pasteriormente en (2) donde es ampliado y
filtrado de ruido 6ptico usando para ello una‘tente objetivo de microscopio de 40x y un pinhole
de 50um de diametro, generado de esta manefa ondas monocromaticas esféricas divergentes,
las cuales son colimadas usando la lente doblete acromaticascementada (3) de distancia focal
f.c = 30 cm. Las ondas monocromaticas planas iluminan el objeto difractor (4) bajo estudio.
El campo o espectro de ondas difractadas por el objeto referido, se’propaga hasta incidir en la
lente doblete cementado o transformadora (5) de distancia focal f;,#= 30cm dicha lente, a su
vez propaga el campo difractado hasta el plano (6) donde finalmente Se.distribuye generando
asi el patron de difraccion en distribucion de intensidad, el cual es capturado q fotografiado,
usando el método fotogréfico con cadmara digital de 18 megapixeles.
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Figura 4: Arreglo experimental para obtener él espectro de difraceion: 1) Laser de Helio-Nedn; 2) Filtro; 3) Lente colimadora;
4) Objeto difractor; 5)/Lente transfofmadora; 6) Cdmara digital.

4.2 Resultados experimentales

4.2.1 Grabado de patrones de difraccion

En esta seccion se muestra los resultados experimentales obtenidos a basete imagenes de los
patrones de difraccion en distribucion de intensidad, que est& soportada por las ecuaciones (3.13)
y (3.49) de este trabajo de tesis, en la region de Fraunhofer o de la transformada exacta de
Fourier; asi como en la region de Fresnel convergente y divergente producido porun par de
aberturas de geometria circular y triangular usadas como objeto difractor y contenidas en la

placa de plastico mostrada en la figura 3.
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4.3 Espectro de transformada exacta de Fourier de abertura triangular y

circular.

Como primer caso.se-estudia el espectro de difraccion producido por el método experimental,
por el objeto difractor-mostrado en la figura 1 el cual fue implementado en el plano objeto x,y,
como se muestra en el arreglo experimental de la figura 4, situado a la distancia focal frontal
do = fip = 25 cm de la lente‘transformadora. Mientras que el plano de distribucion del patron
de difraccion estuvo a la distaneia focal posterior, es decir, z = f;, = 25 cm. el grabado de las
imagenes de cada patrén de difraceion en distribucion e intensidad fue realizado usando el
método fotogréafico con lugar en el glie~se coloco la cdmara digital EOS Rebel T3i de 18
megapixeles. Se grabaron varias fotografias de los patrones de difraccion producidos por el
objeto difractor de la figura 4 a la distanciafocal posterior f;, = 25 cm, también conocida como

region de fraunhofer o de la transforma de fourier, variandodose los tiempos de exposicion los

. 1 1
cuales fuerobn — sy —s.
1000 500

Las imagenes fotogréficas que se muestran en_las figuras.5 y 6 son las méas representativas del
fendmeno de difraccidn. Para una mejor interpretacion de losresultados se utiliz6 un método de
mejoramiento de imagenes el cual consisti6 en una variaeion_de las propiedades de las
fotografias obtenidas variando nitidez, brillo y contraste.

Las iméagenes de la figura 5 y 6 dan referencia del espectro de difraccién de transformada exacta
de Fourier en distribucion de intensidad, cada una de estas imégeneg fueron grabadas a los

. T 1 1 . . \
tiempos de exposicion o505 Y TogS respectivamente, y a la distancia z de la lente

transformadora que es igual a la distancia focal posterior de la lente referidases decir, a una
distancia z = f;p, = 25 c¢m. Las imagenes referidas fueron procesadas digitalmente en una PC
y se obtuvieron en un formato JPG para ser manipuladas en documentos Word. A lasimagen de
la figura 5 durante el procesamiento de imagen, se tratd dandole nitidez -2%, brillg,28% y
contraste 46%. Mientras que a la imagen de la figura 6 se le dio nitidez 12%, brillo 41%"y
contraste 49%.
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Figura 5: Patrdn de diffaceion de transformada exacta de Fourier
producido por un par de abertiiras de geametria triangular y circular
con tiempo de grabado de./1000s y distaneia z= 25 cm.

Figura 6: Patrdn de difraccion de transformada exacta de Fourier
producido por un par de aberturas de geometria triangular y circular
con tiempo de grabado de 1/500s y distancia z= 25 cm.
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Con base en las imagenes 5 y 6 se puede observar el espectro de difraccion de transformada
exacta de Fourier, tiene la interpretacion siguiente: El patron de difraccion compuesto por
franjas de interferencia tipo Young de distribucion cos(4mdu,) poco perceptibles y las de
distribucion sin¢*(bu,) consistente de seis puntas, de maxima y minima de intensidad, cuya
distribucion estd modulada por franjas de interferencia de distribucion Besinc al cuadrado

2
(W) , en las figuras\5,y 6 este patron de franjas se observa arriba y bajo de igual forma

existen las otras distribucianes de franjas. Quiero recordar que la afirmacion anterior se predijo
con la ecuacién (3.13), misma.gue se presenta mas abajo. Basta recordar que la region de la
transformada de Fourier el segundo.sumando de la ecuacion (3.13) correspondiente al triple

producto de funciones es el mas relevante-en la distribucion de intensidad de las figuras 5 y 6.

2
L,(u,v,) = (%) [bzsinc4(buz)

+ (2ab)(sinc?(bu,)) €os(4nduy) (fl(zzwa)) + (

(3.13)

a]1(2na)a)>zl

w
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4.4 Espectro de convolucion de transformadas de Fourier de abertura

triangular’y,circular en zona de Fresnel convergente.

Como segundo case’de estudio se grabaron los espectros de difraccion de frecuencias espaciales,
de convolucion de transformadas de Fourier asociados al objeto difractor compuesto por
abertura triangular y circular'mostrados en la figura 3. Las imagenes obtenidas se muestran en
las figuras 7 y 8. Para esto,se_mantuvo el objeto difractor a la misma distancia dy = f,p =
25 cm de la lente transformadera y en el plano x,y, de la etapa experimental del caso anterior,
como se hace ver en el arreglo experimental de la figura 1. Ademas, cabe recordar que continto

siendo iluminado con ondas planas de-luz-de laser de He-Ne.

Las imagenes de los espectros de difraccion'de.convolucién de transformadas de Fourier que se
reportan en las figuras 7 y 8, fueron-grabadas en la zona de Fresnel convergente de la lente
doblete acromético cementado usada como lente transformadora a una distancia z = 24 cm de
la lente referida al plano de frecuencias-espaciales‘uzv;,.en el que se distribuye cada espectro,
cae dentro del intervalo de distancias 0.<'z < f;;i ¢onocido como region de Fresnel
convergente o de convolucion de transformadas de.Fourief. Para el grabado de las iméagenes de
los espectros de difraccion en intensidad, se us6 nuevamente el método de fotografico con

camara electronica digital EOS Rebel T3i de 18 megapixeles.

Las imagenes referidas fueron procesadas digitalmente en una PC y se obtuvieron en un formato
JPG para ser manipuladas en documentos Word. A la imagen de ‘lasfigura 7 durante el
procesamiento de imagen, se traté dandole nitidez 46%, brillo 29% y contraste 38%. Mientras

que a la imagen de la figura 8 se le dio nitidez 22%, brillo 14% y contraste 34%.

La imagen del espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier de<as-figuras
7'y 8 propician una mejor interpretacion de la forma geométrica de las aberturas; ya, que se
genera una imagen de la distribucién de franjas de interferencia independiente y propio{para
cada abertura que compone al objeto difractor, es decir a cada abertura tanto circular y triangular

simultaneamente.
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Figura 7: Espectro de convolucion de transform@da de Fourier producido por un par de aberturas de geometria
triangular y circular con velocidad de ebturacion de 1/600 y distancia z= 24 cm

“ﬂwm W
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Figura 8: Espectro de convolucion de transformada de Fourier producido por un par de aberturas de geomettia
triangular y circular con tiempo de grabado de 1/100s y distancia z=24 cm.
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Las imagenes de las figuras 7 y 8 del espectro de difraccion de convolucion de transformadas
de Fourier en la region de Fresnel convergente, en distribucion de intensidad, fueron gabadas
con tiempos dg’exposicion de %s y %s respectivamente, y a la distancia z = 24 cm.

Los patrones de ‘difraccion de las figuras 7 y 8 proporcionan informacion de la distribucion de
las franjas de interferéncia de maxima y minima intensidad descritos por la ecuacion (3.49) el
cual se considera como derecho. Cabe recalcar que para este caso los términos primero y tercero
del segundo factor entre corehetes, son los que aportan méas informacion al patron de difraccion

y la forma de como se distriblyen-as franjas difractadas.

L,(uy,v,) = cos?(klfip + z + n A pF 1A ])( 2Eo >2c052(n)
z\Uz, Vz) = LD L1ELT L2412 B e — 7))
\/l(fLD —z) 4
lcosz (ndz(fw — z)cos? ()
Mip®
+ (2ab)cos? 2ndug)(sinc*(bu,))

(Jl(zzwa))z]

>l [cosz(anuz)bzsinc4(buz)
J12rwa) (3.49)
=)

+ cos?(2mdu,)a?

41



4.4 Espectro de convolucion de transformadas de Fourier de abertura

triangular’y,circular en zona de Fresnel divergente.

Como tercer y Gltimoscaso de estudio se grabaron los espectros de difraccion de frecuencias
espaciales, de convolucion'de transformadas de Fourier asociados al objeto difractor compuesto
por el par de aberturas(triangular y circular, en la region de Fresnel divergente del doblete
cementado usado como lente transformadora. Las imagenes obtenidas se muestran en las figuras
9y 10. Donde nuevamente se-mantuvo la posicion fija del objeto en el plano objeto x,y, de la
misma manera que las otras etapasexperimentales, el objeto difractor se mantuvo a la distancia
focal anterior d, = f;p = 25 cm de la\lente transformadora, como se puede observar en el
arreglo experimental de la figura 2. Dande el objeto difractor continto siendo iluminado con

ondas planas de luz de laser de He-Ne.

Las imagenes de los espectros de diffaceion de convolucién de transformadas de Fourier que se
reportan en las figuras 9 y 10, fueron-grabadas ‘enla,. zona divergente de la lente doblete
acromatico cementado usada como lente transformadora; a ina distancia z = 38 cm de la lente
referida al plano de frecuencias espaciales v, en el«que se distribuye cada espectro, cae
dentro del intervalo de distancias f;, < z < oo a lalente transformadora; conocido como region
de Fresnel divergente o de convolucion de transformadas de Fourier. Para el grabado de las
imégenes de los espectros de difraccion en intensidad, se usé mauevamente el método de

fotografico con camara electronica digital EOS Rebel T3i de 18 megapixeles.

De igual forma las imagenes referidas fueron procesadas digitalmente en una PC y\se obtuvieron
en un formato JPG para ser manipuladas en documentos Word. A la imagen de, la figura 9
durante el procesamiento de imagen, se tratd dandole nitidez 46%, brillo 29% y contraste 38%.

Mientras que a la imagen de la figura 10 se le dio nitidez 22%, brillo 14% y contraste'34%.
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Figura 9: Espectro de convolucion de transformiada de Fourier producido por un par de aberturas de geometria
triangular y circular con tiempe.dé grabado de 1/100s y distancia z= 38 cm.

Figura 10: Espectro de convolucion de transformada de Fourier producido por un par de aberturas de geometria
triangular y circular con tiempo de grabado de 1/500s y distancia z= 38 cm.
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Las imagenes de las figuras 9 y 10 se consideran izquierdas, surgen como consecuencia del
desfasamiento'del patron de difraccion. Una observacion interesante que surge de las imagenes
difractadas es forma como han rotado simétricamente alrededor del eje de frecuencias espaciales
v en el espacio de Fourier. También se observa que han rotado alrededor del eje de frecuencias
espaciales u en el espacio*de Fourier. Donde se observa que cada patrén contiene minimos y
maximos de irradiancia‘los-€uales cuantitativamente se pueden asociar con los valores dados
por la ecuacién (3.54) parala<distribucion de intensidad. De cada imagen de las figuras 9 y 10,
se observa que el primer y tercer'término del segundo corchete de la ecuacion (3.54) son los que
aportan mas informacion de los patrones de difraccion. Se ve en las imagenes antes referidas,
que la funcion tridngulo difracta hacia“su- interior franjas de forma triangular, moduladas por
franjas lineales de Young de forma herizontal. Mientras que el tercer término proporciona
franjas de difraccion de distribucion Beselsin¢ cuadrada, modulado a franjas de Young poco

visibles. Por supuesto esto sucede enda'region de Fresnel divergente del doblete cementado.

) = (e )2 2 (25) cbs? kL oz + muadys +mindsal)
zUz Vz) = | —7/————= ) €0S™ | —/J.L0S DA Z T Np14dp1 TNy
Az — fip) 4

l 2 (dez(z — fip)cos® (¢
cos

)l lcos2 (2rduy)b?sinc* (biiy)

/’lfLD2 2 »
+ (2ab)cos? (2rdu,) (sinc? (buy)) (]I(#wa))

2
+ cos? (2ndu)a? (L2 20) l

44



CAPITULO 5

CONCLUSIONES

De acuerdo con los resultados‘tedricos y experimentales que fueron obtenidos en este trabajo de

tesis, se han establecido las siguientes conclusiones:

1)

2)

3)

El desarrollo teorico realizado=en este trabajo permitio lograr el Objetivo General:
Determinar el modelo matematie0 de difraccién producido por un par de aberturas de
geometria triangular y circular, propagado con un doblete cementado, mediante el
método del espectro angular;’ ver ‘ecuacion (2.11). Dicho modelo, no tiene una
interpretacion Fisica sencilla Tespecto a la amplitud del campo eléctrico difractado,
propagado hasta el plano de distribucion una-distancia z del lente doblete cementado
usado como transformador. Bajo la_definicion“de frecuencias espaciales ecuaciones
(2.12) y (2.13), el campo difractado "antes referido va adquiriendo una mejor

interpretacion en términos de la transformada de Foufrier.

El objetivo especifico. Generar el modelo matematico de.difraccion en la region de
Fresnel convergente de un doblete cementado, situada en el intervalo (0 < z < fLD). Se
logr6 como se muestra en la ecuacion (2.26), la cual se determind bajo breves
operaciones, en el intervalo de distancias antes referido, también a esta region de Fresnel
convergente, se le conoce como de convolucion de transformadas de Fourier, del doblete
cementado. Un aspecto importante es el desfasamiento de las ondas difractadas hasta

esta region divergente.

Referente al objetivo especifico de: Generar el modelo matematico de difraccion en.la

region de Fraunhofer o de la transformada de Fourier, situada en distancia focal posterior
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4)

5)

6)

(z.="f1p) del doblete cementado. Fue logrado mediante la interpretacion del campo de
difraccion de transformada de Fourier ecuacion (2.30), como un caso especial de

convolucion de transformadas de Fourier.

Fue logrado elebjetivo especifico consistente en: Implementar un arreglo experimental
optico coherente; utilizando fuente de luz de laser, como se muestra en la etapa
experimental verfigura 3. En este caso se utiliz6 como lente transformadora un doblete
cementado acromati€oyque no induce aberraciones cromaticas ni monocromaticas en

las ondas del campo difractado que se propagan a través del doblete.

El Gltimo objetico especifico Consistié en: Producir y grabar los patrones de difraccion
en distribucion de intensidad.” El-cual tambien fue logrado y de acuerdo con la
informacidn experimental en distribucion de intensidad de los espectros de difraccion de
transformada de Fourier y los‘de convolucion de transformadas de Fourier. Permiten
corroborar los modelos matemétiees-definides por las ecuaciones (3.13), (3.48), (3.55),
para la transformada de Fouriery convolucion de transformadas de Fourier
respectivamente. Ademas, se puede eoncluir que, para un objeto de difractor compuesto
por aberturas de diferentes geometrias €lspatron de difraccion generado por ellas, en el
plano de la transformada de Fourier o de enfoque, las franjas de difraccion se superponen
y no proporcionan una interpretacion adecuada de la superposicion de ellas. Mientras
que, la distribucion de intensidad del campo difractado en_la‘region de Fresnel o de
convolucion convergente o divergente del doblete cementado, \se tiene una mejor

interpretacion del patron de difraccion.

Existen zonas con franjas de maxima y de minima intensidad, en cada~patron de
difraccion, lo que se denomina la parte interna del espectro y la externa a €lalgunos
producidos en el plano de Fraunhofer y otros en los planos de Fresnel; a causa deilas‘dos
aberturas con diferentes geometrias que forman el objeto difractor. Para resolver.este
problema de forma méas completa, se sugiere realizar una simulacién en computadora de

los modelos matematicos generados en este trabajo de Tesis.
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