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Introduccion

El virus sincitial” peSpiratorio (RSV por sus siglas en inglés) es un virus de ARN mono-
catenario que causa infeeeiones respiratorias graves, especialmente en nifios menores de cinco
anos, adultos mayores y“pérsonas con sistemas inmunitarios comprometidos. Con millones de
hospitalizaciones anuales, el RSV es una de las principales causas de infecciones respiratorias
agudas en todo el mundo Shi etsal. [23]. Este virus pertenece a la familia Paramyxoviridae y
se transmite principalmente por-contacto directo y goticulas de secreciones respiratorias, espe-
cialmente en entornos de cuidadé imfantil y hospitales muestra una alta estacionalidad en sus
brotes, particularmente en climas tefiiplados, donde los casos aumentan durante los meses de
invierno. Se estima que la mayoria de 108, ninos estan infectados por este virus antes de los dos
anos, aunque la infeccién puedesvolver a presentarse a lo largo de la vida, ya que no confiere
inmunidad duradera, lo que lo/conyierte=etiun reto significativo para los sistemas de salud
publica [1, 3, 13].

En este contexto, los modelos mateméaticos proporcionan herramientas fundamentales para
comprender y predecir la dinamica de _frfansmisiégn del RSV, asi como para disenar estrategias
de intervencion efectivas. Uno de los enfoques masrelevantes es el andlisis de estabilidad global
en la propagacion del virus, particularmente)en situaCiones de ”superpropagacion”, donde un
pequeno numero de individuos altamente contagiosos puiede causar brotes de gran magnitud
[19]. El estudio de este fenémeno mediante modelos compartimentales permite identificar las
condiciones bajo las cuales el virus puede ser controlado deananera eficiente.

Este trabajo de tesis se basa en un trabajo de Sungchasitet. al [23], en el que se analiza un
modelo compartimental que incorpora el fenémeno de la superpropagacién. El desarrollo esta
organizada en tres capitulos principales, que guian al lector desdedos fundamentos matemati-
cos hasta la validacién numérica del modelo propuesto para la transmisién del virus sincitial
respiratorio.

En el primer y segundo capitulo, se presentan los preliminares ne€esarios para el analisis
de la dinamica de enfermedades infecciosas, haciendo especial énfasis englo§ conceptos clave
de la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Aqui se cubreil aspectos como la
existencia y unicidad de soluciones, asi como los resultados basicos necesarios para el andlisis
cualitativo de los sistemas dindamicos. Estos resultados proporcionan las herramientas necesarias
para comprender la estructura del modelo compartimental que se utilizard en “Mlos=capitulos
posteriores. Adicionalmente se presentan elementos de la epidemiologia matematica‘como el
calculo del nimero reproductivo bésico haciendo uso de la matriz de proxima generation.
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El tercer capitulo introduce el modelo matematico desarrollado para describir la trans-
misién del RSV, con particular atencion en el fendmeno de superpropagacion. Se presenta un
analisis gualitativo del sistema de ecuaciones diferenciales que describen la evolucién temporal
de la paoblaeiéon susceptible, infectada y recuperada, asi como las condiciones para la existen-
cia de puntes de equilibrio y su estabilidad. Se hace uso de técnicas avanzadas de analisis de
estabilidad glebal para evaluar el comportamiento a largo plazo del sistema en funcién de los
parametros delmodelo, siguiendo el enfoque desarrollado en [19].

Finalmente el’cuarto capitulo esta dedicado a las simulaciones numéricas que respaldan el
analisis tedrico pregéntado en el capitulo anterior. A través de métodos numéricos en platafor-
mas computacionales,_se exploran diferentes escenarios de transmision del RSV, evaluando el
impacto de las medidag‘de, control en la dinamica de la infeccién. Estas simulaciones permiten
validar los resultados obtenidos en el andlisis cualitativo del modelo.
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Los_modelos matematicos juegan un papel importante dentro de la investigacion epide-
miolégica. £n USA el centro de control y prevension de enfermedades infecciosas ha desarro-
llado recienitemente un modelo estatico que se aplica para evaluar el nimero de infecciones
por RSV atendidas por medicacién y sujetas a diversas intervenciones [22]. A pesar de que los
modelos estaticos~son efectivos para estimar los efectos directos de las intervenciones inmu-
noprofilacticas, mo soh adecuadas para el estudio de efectos indirectos o efectos de inmunidad
colectiva, que con' frécuencia son significativos para las enfermedades infecciosas [21]. Por esta
razén, ha crecido eldnterés por el desarrollo de modelos de transmisién dindmica (DTM) que
son totalmente capaces,de representar interacciones complejas entre el virus, el medio ambiente,
la poblacion y las intervengiones inmunoprofildcticas. Con la ayuda de los DTM se ha logrado
un gran avance en la toma de decisiones de politica piblica con respecto al control del RSV.

En un trabajo reciente en {19]}\se presenta un modelo para la transmisién del VSR en una
poblacién humana constante enda_gque existen individuos infectados super propagadores (que
infectan a muchas personas durantesnn sélo encuentro). Este se basa en el modelo epidémico
SIR (susceptible-infectado-recuperado) adicionalmente se agregan individuos expuestos E asi
como dos clases de individuos infectades (I, e I,) para crear el modelo SEI,. I R, para describir
la dindmica de transmisién de‘esta enfermedad. El virus puede eliminarse o multiplicarse en una
cantidad normal o alta de nuevos RSV en la persona dependiendo del estado inmunoldgico del
individuo. Esto significa que la persona expuestarpuede convertirse en I, I, R. Lo que le ocurre
a un individuo expuesto en particularsélo puede determinarse después de que suceda. Teniendo
en cuenta lo anterior, se propone el siguiente modelo SEIR para describir la dindmica de cuatro
subpoblaciones (clases): susceptibles S \expuestos ¥ infecciosos normales I,., superinfecciosos
I, y recuperados R, los cuales se representan’a traves.del siguiente diagrama de flujo.

UnpE 5
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Del diagrama de flujo anterior se puede ver que la dindmica de transmision de lasenfermedad
al sistema respiratorio esta dada por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales‘ordinarias:
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%ﬁ’f) =bN — BS(t)I(t) — puS(t)
dE(t) 1 1
— =PSOI(t) - <5) pE(t) — (5) (1 =p)B(t) — pE()
dl,(t) (1
o= (5> pE(t) —ril.(t) — pl. () o
dl;it) - (%) (1 =p)E(t) — roly(t) — pul,(t)
d};_it) =1L (t) + roI(t) — pR(t)

donde
= ) es la tasa de natalidad"dela poblacion.

N es el tamano de la pobla¢idn-de estudio.

i es la tasa de mortalidad de lagpeblacion.

[ es la tasa de transmision.del virus®ntre humanos.

1 es el tiempo de incubacion del, virus!

p es la probabilidad de que un nuevo caso gé€a un humano normal infectado.

(1 — p) es la probabilidad de que wmuevo casolsea un humano infectado con superpro-
pagacion.

ry es la tasa de recuperacion de infectados normales,

r9 es la tasa de recuperacién de humanos infectados con, superpropagacion.
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Justificacion

E¥vitus sincitial respiratorio es una causa importante de infecciones respiratorias graves,
especialménte en poblaciones vulnerables como bebés, personas mayores y personas con sistemas
inmunologices debilitados. A pesar de su alta carga en la salud publica, las estrategias efectivas
de control yfprevencion, como la vacunaciéon y las intervenciones de tratamiento, siguen siendo
un desafio. ELaiso de modelos matemaéticos en epidemiologia permite entender y predecir la
propagaciéon deinfecciones y evaluar la efectividad de diferentes intervenciones.

Un modelo matematico especifico para el RSV ayuda a representar su dindmica de trans-
misién y ofrece unalherfamienta para analizar como factores clave, como la tasa de contacto, la
duracion de la inmunidad y la efectividad de las intervenciones, afectan el curso de la infeccién
en la poblacion. Esta investigacion pretende aportar a la comprension de la estabilidad del
equilibrio endémico de [a”enfermedad, proporcionando informacién valiosa para el diseno de
estrategias de control, espeéialmente en poblaciones donde el RSV tiene un alto impacto.

Pregunta de Investigacion

,Cuales son las condiciones necesarias para asegurar la estabilidad global del equilibrio
libre de la enfermedad y la estabilidad\local del equilibrio endémico en un modelo matematico
del virus sincitial respiratorio] y como afeetan los parametros epidemioldgicos la dinamica de
transmisién de la enfermedad?

Hipoétesis

Si se definen condiciones especificas parallos parametros de transmision y recuperacion en
el modelo matematico del RSV, entonces es posible asegurar la estabilidad global del equilibrio
libre de la enfermedad y estabilidad local del equilibrie” endémico, lo cual permite predecir y
controlar de manera mas efectiva la propagacion del virus em poblaciones vulnerables.

Objetivo General

Hacer el analisis cualitativo del modelo matemaético 1, usando'la matriz de préxima gene-
raciéon y funciones de Lyapunov.

Objetivos Especificos

a. Revisar los resultados basicos de la teoria de estabilidad para modelos (de ecuaciones
diferenciales ordinarias.

b. Comprender los conceptos basicos de niimero reproductivo basico Ry y la matriz.de préxi-
ma generacion.
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c. Determinar las condiciones en los pardmetros del modelo que garanticen la estabilidad de
los puntos de equilibrio.

d. Aplicaeién.de los métodos numéricos con el sofware matlab para verificar los resultados
tedricos:

Metodologia
Para alcanzar los objetivos de este trabajo se procede de la siguiente manera:

a. Revisién de la teoria de estabilidad local de sistemas de ecuaciones diferenciales.
b. Revision de la teoria de estabilidad global de sistemas de ecuaciones diferenciales.
c. Célculo de los puntos de equilibyio del modelo.

d. Anaélisis de estabilidad dedes puntos de equilibrio del modelo.

e. Simulaciones numéricas para.eonstatar les resultados tedricos.

Requerimientos

Acceso a una base de datos como Mathscinet.

Acceso a préstamo en la biblioteca.

Una computadora con matlab, para hacer las simula€iones numéricas, asi como un pro-
cesador de latex para la redaccion del trabajo.

Papeleria para impresién (500 hojas) e impresora con toner,
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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales

En este capitulo daremos algimads conceptos basicos concernientes a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales, lo6s€nales se utilizaran a lo largo de este trabajo. Para una mejor
comprension de la teorfa de este capftulo puede consultar [20].

Comenzamos con el estudio de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales

& = Ax, (1.1)
donde x € R™, A es una matriz den. X n y
dir
W dx '

dt

La solucién de (1.1) con condicién inicial 2(0) = x( esta dada por

x(t) = e,

donde e es una matriz de n x n, definida en términos de una sefie de potencias de la matriz
At. Mas adelante en esta seccién, estudiaremos la convergencia de la serié\que define e? y cémo
se calcula en términos de los valores y vectores propios de A.



4 CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

1.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales desaco-
plados

Los Sistemas lineales desacoplados son un caso particular de (1.1), los cuales consisten
en un numeto, finito de ecuaciones diferenciales independientes entre si. Cada una de estas
ecuaciones se1 lineales de primer orden y se puede usar el método de separacion de variables
para resolverlas.

Ejemplo 1.1.1. €onsideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales desaco-
plados.

'I:I = 2371, (1 2)
33'2 = XZ9. ’
El sistema anterior se"puede escribir en forma matricial como
T = Az,
donde
. Qfl 2 0 T
o - [
La solucion se obtiene por el método de Separaciéon de variables dada por
l’l(t) = cle%,
1t = cae’,
o de manera equivalente
e’ 0
A0 [ e (13)
donde C' = [Cl} .
Co
Adicionalmente podemos notar que
c c
71(t) = cre* = —;(026'5)2 = —;xg,
G G

por lo que, las curvas solucion se encuentran en las parabolas determinadas por la ecuacién

_(c 2
T = é x5.

Notemos el ejemplo anterior A = diag[2,1]. En general, siempre gite, A sea una matriz
diagonal, el sistema (1.1) se reduce a un sistema lineal desacoplado.

Las curvas solucién del ejemplo se pueden interpretar como ecuacione§ paramétricas en
funcién de ¢, de una trayectoria definida como:

oc: 1 CR— R?

t — o(t) = (x1(t), z2(t)) .
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La furicion o describe una curva en el plano x1xs, que se conoce como la érbita del sistema. El
pland x125, se denomina plano fase de las soluciones. En el ejemplo, el origen es un punto de
equilibrief ya que para c¢; = ¢ = 0, se tiene que x1(t) = 0 = x5(t) para toda t € R. Observe
que las solueiones que inician sobre el eje x; se alejan del origen conforme ¢t — oo, asi mismo,
las que iniciansobre el eje x5 también se alejan del origen conforme ¢ — —o0.

El retrato fase,"o«diagrama de orbitas, de un sistema de ecuaciones diferenciales como el
(1.1), es el conjunto.de todas las érbitas del sistema (1.1) en el espacio fase R™. La figura 1.1
proporciona una representacion geométrica del retrato fase del sistema mostrado en el ejemplo.

X2

——————

e ——

e N
I NS
= ~ T~
s NN

2 /’?'/// \\\}‘E\\\\\

Figura 1.1: Retrato fase‘delsistema (1.2).

El sistema dindamico definido por el sistema lineal (1.2)-es un mapeo, ¢ : R x R? — R?
definido por la solucién x(t,c) dada por (1.3); es decir, el sistema dindmico para este ejemplo
se escribe como:

et 0
o(t,c) = c.
0 €

Geométricamente, el sistema dinamico describe el movimiento de les‘puntos en el espacio
fase a lo largo de las curvas solucién definidas por el sistema de ecuaciones, diferenciales.
La funcién

g(x) = Az,

en el lado derecho del sistema (1.1) define un mapeo g : R*> — R? (lineal erreste caso). Este
mapeo (no necesariamente lineal) define un campo vectorial sobre R?, es deciry aseada punto
r € R?, el mapeo g asigna un vector g(x). Si dibujamos cada vector g(z) con su‘punto inicial
x € R?, obtenemos una representacién geométrica del campo vectorial como se muestra en la
figura 1.2 .



6 CAPITULO 1. SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

< S
2, | §\§\§;§i\\
% =\
=\

=
S
=
R R A

Note que en cada punto x spacio fase R?, las drbitas definidas por la ecuacién (1.2)
son tangentes a los vectores de po vectorial Ax. Esto es asi, ya que en t = %, el vector
velocidad vy = #(tg) es tangente & rva x = x(t) en el punto zo = x(to), puesto que & = Az
a lo largo de las orbitas. @

Consideremos el siguiente @a i;neal desacoplado en R?
o, i

3:52 ) (1.4)
L%

Cuya solucién general estd dada po@ 6

(1.5)

W %
ol o2 s ﬁ‘/é';( | @@
O

Figura 1.3: Campo vectorial del sistema (1.4).

.
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1.2. Tecnica de diagonalizacién

La téenica algebraica de diagonalizar una matriz cuadrada A puede usarse para reducir el
sistema lineal
T = Az,

a un sistema lineal desacoplado. Primero consideramos el caso cuando A tiene valores propios
reales y distinfos Kl siguiente teorema del dlgebra lineal permite resolver el sistema lineal (1.1).

Teorema 1.2.1¢Si.Jos valores propios i, Ao, ..., A, de una matriz A de n X n son reales y
distintos, entonces eualquier conjunto de vectores propios correspondientes {vy, v, ..., v, } forma
una base para R", la tuatriz P = [v] vy...v,] es invertible y P~'AP = diag[Ay, ..., Ay

La demostracién de éste teorema se puede consultar en [20].

Concretamente, este resultado dice que si una transformacién lineal 7' : R® — R"™ esta
representada por la matriz A 'desny X n con respecto a la base canénica {ej,es,...,e,} de R™,
entonces con respecto a cualquier bése de vectores propios {vq,vs, ..., v, }, T estd representado
por la matriz diagonal de valores pu6pios, D = diag[Ay, ..., A,

Para reducir el sistema (1.1) a un'§istema lineal desacoplado usando el teorema 1.2.1, apli-
quemos el siguiente cambio de“coéordenadas

y & bPla,

donde P es la matriz invertible enunciadasen el teerema 1.2.1. Asi, tenemos que
%= Py

y=Pli=P"Az = P7 APy.

De acuerdo al teorema 1.2.1, el sistema que obtenemeS_para la variable y es el siguiente
sistema lineal desacoplado

:[/ = d’iag[)\l, )\2..., )\n]y,

el cual tiene como solucion

donde E(t) es la matriz diagonal

E(t) = diag[eM?, e, ..., M.

Dado que y(0) = P~'x(0) y z(t) = Py(t), obtenemos que la solucién del sistema’ (1.1) es

x(t) = PE(t)P~'z(0). (1.6)
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Ejémplo 1.2.2. Consideremos la ecuacion diferencial de tercer orden

T —2% — 1+ 2x=0.

Si hacemos la sustitucién xz; = x, 19 = & y x3 = I, se obtiene el sistema de ecuaciones
diferenciales hineales

i 0 1 0] [z
iol =10 0 1| |29
jfg -2 1 2 XT3

El polinomio caracteristico de la matriz del sistema esta dado por

—A 1 0
P(\) =detf.0 —Xx 1
2 1 2-2) (1.7)

= ANEN2-XN)—1]—-2=-X+222 41 -2
=— AN -A-2)=-A -1+ (A -2).

De lo anterior tenemos que los valorés propios estdn dados por A\; = 1, Ao = —1 y A3 = 2.
Los vectores propios son soluciones desa écuacion
(A<ADv =0.

Usando eliminacién Gaussiana se leneuentra: gue;
Para A\ = 1, se tiene el valor propio

1
v = 1
1
Para Ay = —1, tenemos
1
V2 = -1 )
1
miéntras que para A3 = 2
1
V3 = 2
4
Asi
1 1 1
P=11 -1 2
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y sif inversa es

1 L1
pi_|1 1
N ERE
-3 0 3
Por lo que
1 0 0
B=P'AP=1{0 -1 0
0 0 2
La soluciéon de
y = By,
esta dada por
et 0 0
y@)=10 ¢* 0|y
0 0 e

Asi, por el andlisis dado anteriormente, temethos que la solucién para & = Ax es

x(t) = PE(t) P x,

o de forma equivalente

1 1 1] fet 0 0 1 Y -1 el et e 1 3 —3
z(t)=1|1 =1 2| |0 e* 0 % —% % xo =6 —et 2% % —% % To
2| |1 1 Bt 2| |71 1
1 1 4[]0 0 e 5 0 3 e e 4e 5 0 3
fet et e o8 et e ety e
_ 6; +e_3t Ze%t e% e275 e’52 +e_6t +232t
-5~ % 3772 “zte T3
— —t 2t t —t 2t
¢+ 5 -5 senh(l) -5+ G+
— t et 2¢e2t et et 2¢2t
= |e 5 T h cosh(t) >~ G, +432t xo.
t__ e~ de _e e de””
e . 5 senh(t) —% + % + 75

1.3. Operadores exponenciales

Existen casos en los cuales la matriz del sistema no es diagonalizable, por lo queses necesario
establecer una estrategia general que permita calcular la solucién del sistema (1.1)=Una técnica
util para lograr lo anterior, es mediante el uso del operador exponencial de una transfermacion
lineal 7' : R®™ — R"™. Para esto, es necesario definir el concepto de convergencia en €l espacio
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lingal L(R™) de operadores lineales en R™. Esto se hace usando el operador norma de 7" definida
come
T|| = méax |T
I = méx 7).

donde |z| denota la norma Euclidiana de = € R™, es decir,

lz| = (/2% + ... + 22.

La convergencia defina sucesién de operadores {7} con Ty € L(R"), se define en términos de
la norma del operadoride la siguiente manera:

Definicién 1.3.1. Una'sucesién de operadores lineales {7} }ren con Ty en L(R™), se dice que
converge a un operador lingal 7" € L(R") cuando k — oo, es decir,

lim Tk = T,

k—>00
si para todo € > 0 existe un N @N tal que para k > N, ||T — T|| < e.
Lema 1.3.2. Para S,T € L(R)™y &€ R" se cumplen las siguientes afirmaciones:
a. [T(x)] < |||}l
b (|- S < [[T][IS]]-
c. ||| < ||T||¥ para toda n =0,1,2,...n/€ Z>
Teorema 1.3.3. Sea A € L(R") y t >.0, la serie
— Ak
~ k!
es absoluta y uniformemente convergente para toda t cén Jt] < .

Demostracién. Sea || A|| = a. Del lema 1.3.2 se deduceqlie si |t| < t, se tiene

Aktk
I

A ot
=R = R

Pero
oo
aktk

K
k=0

ato

Por lo tanto, por el criterio de M-Weierstrass se concluye que la serie

. ARtk
k'
k=0

es absoluta y uniformemente convergente para toda ¢ con |t| < . O
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Definicién 1.3.4. Sea A una matriz de n X n para todo t € R, se define

o pktk
A At
et = —_
k!
k=0

A

Para una méatwz A de n x n, e es una matriz de n x n que se puede calcular con la ayuda de

la forma canodmica de A.
A partir de la_définicién de e?? se tienen las siguientes propiedades:
a. Si Py T son matrices en R" y S = PTP~!, entonces ¢° = Pe” P71,
b. Si P7YTP = diag[\;]Jetitonces eAT = Pdiag[e*'] P~

c. Si § y T son transfarmiaciones lineales en R" que conmutan, es decir, que satisfacen
ST =T8S, entonces e ¥ = eS¢

d. Si T es una transformaciow lineal en R”, la inversa de la transformacién lineal e? viene
dada por (eT)™1 =e 7.

1.4. Teorema fundamental para sistemas lineales

En esta subseccion se dara ungresultado que garantiza la existencia y unicidad de las solu-
ciones de un sistema lineal el cual és llamado#el feorema fundamental para sistemas lineales.
Por la definicién de e y la linealidad de la deriyada, se obtiene el siguiente resultado.

Lema 1.4.1. Sea A una matriz cuadradag-entonces
d o At
—et = Ae™.
dt

Teorema 1.4.2 (Teorema fundamental para sistemas lineales). Sea A una matriz de n x n.
Para x5 € R", el problema del valor inicial

T = Az

o(0) = o0 (1.8)

tiene una solucion unica dada por
x(t) = eMag. (1.9)

Observe la similitud en la forma de la solucién (1.9) con la solucién z(t) ='e*q de la ecuacién
diferencial elemental de primer orden & = ax y la condicién inicial z(0) = z¢:

Ejemplo 1.4.3. Considere el sistema lineal:

$1:$1
jﬁg = 5(1)1 + X2
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el gtal puede ser escrito de la forma & = Az, donde

10
A (5 1) |
Podemos esetibir la matriz A como
10 10 00
A= [5 J _ [0 J i [5 O} _I+B

Ademas notemos que conmuta con B, ya que I es la matriz identidad, asi tenemos que

La solucion del sistema neflineal es

2 (WPt zy = eUBly = elteBty

H_tl()_et()
6_6{01_0&

1
3!

pero tenemos que

1
Bt =T+ Bt + 5B2252+

1 0
33 s — —
B e [L 0]

va que B? = 0.
Concluimos que

e 01 0 e 0
o(t) = et = [0 et} [5t 1} 3 [Stet et.]

1.5. Subespacios invariantes

En este apartado definiremos los subespacios estable, inestable yeentral, denotados por E?,
E" y E° respectivamente, del sistema lineal (1.1) y daremos algunas prepiedades importantes
de estos subespacios.

Definicién 1.5.1. Sea A una matriz de nxn y A un valor propio de la matriz 4 de multiplicidad
m < n. A cualquier solucién v de (A — X )*v =0, con k = 1,...,m. Se le{llama vector propio
generalizado de A.

Sea A una matriz de n X n con k valores propios reales ay, as, ..., ar y n — k'valetes propios
complejos a1 + W1, .., Ap + U, S1 Uy, Us, ..., Up sON los vectores propios correspendientes
a los valores propios reales y w; = u; +iv; con j = k4 1,...,k + m, donde m satisface la
relacion n = 2m + k, son los vectores propios generalizados correspondientes a 10s valores
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propios complejos, entonces B = {uy, ..., Ug, Ug41, V41, - - -, Um, Um } €S Una base en R™.

Denetaremos por
E° = Gen{u;,vjla; < 0},

E¢ = Gen {u;,v;la; =0},

E" = Gen{u;,v;la; > 0},

los subespacios‘de R"™ generados por las partes reales e imaginarias de los vectores propios
generalizados w; corféspondiente a los valores propios A; con parte real negativa, cero o positiva.
El nombre de cada ufig+de los subespacios es; subespacio estable (E?), inestable (E") y central
(E°).

Se puede ver que R™ se_escribe como suma directa de los subespacios anteriores, es decir
R" = £ ® E* @ E°.

Definicién 1.5.2. Un subespacio £ C R"™ se dice que es invariante con respecto al flujo
et R — R”, si la imagen dé_E'bajo e esta contenida en F para todo t € R.

Los siguientes resultados nos daniina relacién entre la dindmica dada por el flujo e? v los
subespacios definidos previamente.

Proposicién 1.5.3. Los subegpacios Esef* v E° son invariantes respecto al flujo ®(xy) =
eMxy del sistema (1.1).

Definicién 1.5.4. En términos de los valores propies;se tienen las siguientes caracterizaciones:

= Si todos los valores propios tienen parte real distinta de cero, entonces al flujo se le llama
flujo hiperbolico, y al sistema (1.8) se le llama sistefrrg lineal hiperbdlico.

= Si todos los valores propios de A tienen parte real negativa, al origen se le llama pozo.
= Si todos los valores propios de A tienen parte real positivagal origen se le llama fuente.
Teorema 1.5.5. Sea A una matriz real de n x n, las siguientes afirmaciones son equivalentes

A

a. Para todo xg € R", lim exg = 0 y para 2o # 0, lim |e?zy| = oc.
t—o0 t——o0

b. Todos los valores propios de A tienen parte real negativa.
c. Hay constantes positivas a, ¢, m y M tales que para toda zo € R" :
leag| < Me|zo|, para t<0 vy

leAtzo| > me|zo|, para t>0.
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@ual manera se tiene un teorema para cuando todos los valores propios son positivos y
ﬁen tenemos el siguiente resultado:
o)

Cor ?5‘1.5.6. Si zg € E?, entonces
. eAtx%s, para todo t € R

s lim eAtaé 0; si 29 € E*, entonces ez, € E*, para todo t € R

. t;: eAtxocs}‘
%
g

t——o00



Capitulo 2

Sistemas_no lineales y epidemiologia
matematica

En este capitulo revisamos algiinos resultados asociados a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales de la forma

i = f(a), (2.1)

donde f : E — R"™ y E es un, sub¢onjunto abierto de R™. Mostraremos que bajo ciertas
condiciones en la funcién f, el€istema no lineal (2.1) tiene una solucién unica a través de cada
punto zg € F definido en un ingervalo maximo de existencia (a, f) C R. En general, no es
posible resolver el sistema no linéal (2.1), sin embargo, se puede dar informacién cualitativa
sobre el comportamiento local y global.de las"seltuciones.

2.1. Teorema de existencia y ‘unicidad

En esta subseccion establecemos condiciones para lasexistencia y unicidad del sistema no
lineal (2.1) con una condicién inicial dada.

Definicién 2.1.1. Supongamos que f € C'(F) donde E ésyn subconjunto abierto de R" y
C!(E) el espacio de derivadas continuas. Entonces () es una solweién de la ecuacién diferencial
(2.1) en un intervalo I, si z(t) es diferenciable en I y ademds paxd todot € I, x(t) € E'y

Si zg € E, x(t) es una solucién del sistema (2.1) con valor inicial x(ty) £%p en un intervalo I,
con tg € 1.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Ezistencia y Unicidad). Sean E un subconjunto‘abierto de R™,
o€ By f:E— R" con f € C'Y(F). Entonces existe a > 0 tal que el préblema de valor
inicial

= f(x), x(0) = x, (2.2)

tiene una unica solucién x(t) definida en el intervalo [—a, a].

15
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Para comprender el comportamiento cualitativo de las soluciones de la ecuacion diferencial
no liméal (2.1), determinaremos en primer lugar los puntos de equilibrio y describiremos el
comportamiento de las soluciones cerca de estos puntos.

Definicién 2.1.3. Al conjunto e’ : R® — R" que describe el movimiento de los puntos
zo € R" a’lodargo de las trayectorias de (2.1). Se denomina flujo del sistema lineal (2.1).

Definicién 2¢1w4. El flujo (t) = f(x(t)) es disipativo puntual sobre un conjunto no vacio
M C X, si existelun ¢onjunto compacto N C X tal que para cualquier y € M, existe t(y) > 0
tal que para t > #(#),.se tiene que ¢(y,t) esta en el interior de N.

Definicién 2.1.5.#Un, punto xq € R", se llama punto de equilibrio o punto critico de la
ecuacién (2.1) si f(xo):=.0. Un punto de equilibrio zy se llama punto de equilibrio hiperbdélico
si ninguno de los valores prépios de la matriz D f(z) tiene parte real 0.

A la ecuacién diferencial # = D f(xo)x, se le llama linealizacién del sistema (2.1) en .

Teorema 2.1.6 (Teorema desHartman-Grobman). Sea E un subconjunto abierto de R™ que
contiene al origen, sea f € C'(E)'y, ¢(t) el flujo del sistema no lineal (2.1). Supongamos que
f(0) = 0y que la matriz A = Df(0). no tiene valores propios con parte real cero. Entonces
existe un homeomorfismo H de un'conjunto abierto U que contiene el origen en un conjunto
abierto V' que contiene el origen, dettal' manera que para cada xy € U, existe un intervalo
abierto Iy C R tal que para tedo xo € U y t.c I

Ho ¢y (xo)= e H(z),

es decir H mapea trayectorias de (29 eerca delorigen en trayectorias del sistema lineal & = Az
cerca del origen y conserva la parameétgizacion por tiempos.

A continuacion daremos una clasificaeigmbreve’de puntos de equilibrio del sistema no lineal
(2.1) segtn el signo de la parte real de los\walores propios de la linealizacién en dichos puntos.

a. Un punto de equilibrio z( del sistema no lineal (271).es un pozo o sumidero si todos los
valores propios de la matriz D f(z() tienen parte realsegativa.

b. Es una fuente, si todos los valores propios de la matriz D f(x() tienen parte real positiva.

c. Es una silla, si es un punto de equilibrio hiperbdlico y D f{%Z)., tiene valores propios con
parte real positiva y por lo menos uno con parte real negatival

Definicién 2.1.7. Sea ¢(t) el flujo de (2.1) definida para todo t € Re#Un punto de equilibrio
xo de (2.1) es estable si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para tedoyx € Njs(zy), donde
N, (z0) es una vecindad de radio r en zo y t > 0 tenemos

oi(r) € Ne(xo).

Un punto de equilibrio zy es inestable si no es estable y zy es asintoticamente estable si es
estable y si existe un 6 > 0 tal que para todo x € N.(z¢) tenemos

lim ¢ (z) = .
t—o0
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Teorema 2.1.8. Si 7 es un pozo de (2.1) y Re();) < —a < 0 para todos los valores propios
A; desla matriz D f(x(), entonces se tiene que para ¢ > 0 existe una d > 0 tal que para toda
x € Ns(xp),.0: satisface

|01(w) — xo| < ee™,

para toda? >-0.

El teoremas2:1.6 nos dice que la estabilidad de cualquier punto de equilibrio hiperbdlico g
de (2.1) esta determinado por el signo de la parte real de los valores propios A; de la matriz

D f (o).
» Un punto de équilibrio hiperbdlico xq es asintdticamente estable si y sélo si Re()\;) < 0
para 7 = 1,...,nres decir, si y solo si xg es un pozo.
= Un punto de equilibrio hiperbdlico xq es inestable si y sélo si es una fuente o una silla.

Notemos que, la tnica fofina que un punto de equilibrio xy de (2.1) sea estable pero no
asintéticamente estable es cuando,D f(zg) tiene un valor propio cero o un par de complejos
conjugados de la forma \ = Fibjzesdecir un punto de equilibrio no hiperbdlico.

Teorema 2.1.9. Si 2y es un puntonde equilibrio estable de (2.1), entonces D f(xy) no tiene
valores propios con parte real positivas

2.1.1. Estabilidad de puntos de equilibrio

La persistencia uniforme es un conceptosmuy importante en el analisis de los modelos
matematicos, porque caracteriza la dinamtica de Jas-variables a largo plazo. Las definiciones y
resultados de este apartado pueden ser gonsultades’en [9] y [16].

Sea X un espacio métrico con métrica d,“F*un flujo definido en X y E un subconjunto cerrado
de X con frontera e interior no vacios.

Definicién 2.1.10. El flujo del sistema @(t) = f(z(t)) sedlama:

(i) Débilmente persistente si para todo =z € E

lim sup d(¢(t, zo), OE) > 0.

t—o0

(ii) Persistente si para todo z € E

lim inf d(¢(t, zo), OE) > 0.

t—o00

(iii) Débil uniformemente persistente si existe gq tal que para todo x € E

lim sup d(¢(t, xo), OF) > €.

t—o0

(iv) Uniformemente persistente si existe €y tal que para todo z € £

li{n inf d(p(t, ), 0F) > .
—00
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Teorema 2.1.11. Sea E un subconjunto cerrado positivamente invariante de X sobre el cual
se detérmina el flujo continuo. Supongamos que hay una constante o > 0 tal que @(t) = f(z(t)),
es disipativo puntual en S[OE, a|N E y N, una cubierta de V, la cual es un conjunto invariante
cerrado.gFntonces se cumple:

(a) Todosfles* N, son conjuntos invariantes aislados del flujo F.

(b) {Na}ach € aciclico, es decir, cualquier subconjunto finito de { N, }aeca no forma un ciclo.
(¢) Cualquier stubconjunto compacto de OE contiene, como maximo, un nimero finito de con-
juntos de {N, }aen'

F' es uniformemente_pérsistente si y soélo si
WH(N,) N S[OE, 0] NE = @.
Para toda a € A, donde

W(No) = {y € X :w(y) C No},

se tiene que

SOE, ol ={z: 2 € X,d(z,0F) < a}.

Teorema 2.1.12. Sea ¢(t, zo) eIflitjo de ungistema dindmico definido en £ = R’}. Supongamos
que: ¢(t, 7o) es disipativo, OF es inVadiante bajo 4(t, 20), F(OE) es aislado y aciclico, W (N,)N
E = @ para toda a € A, entonces éxiste un punt@ de equilibrio en el interior de FE.

La demostracion de este teorema se ptede constltar en [16].

2.1.2. Funciones de Lyapunov

Para estudiar la estabilidad de los puntos de equilibrios mo hiperbdlicos existen diferentes
herramientas en la literatura. El siguiente método, debido adiyapunov y publicado en 1982, es
muy util para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio no hiperbélico [20].

Definicién 2.1.13. Sean E C R™ abierto, f € CY(E), V €3CXFE) y ¢ el flujo de (2.1),
entonces para x € F la derivada de la funcién V(z) a lo largo de la solucion ¢;(z) es:

V() = SV(0@)leo = DV()(x),

donde DV es igual al gradiente de la funcién.

La tiltima igualdad se sigue de la regla de la cadena. Si V (z) es negativa end entonces V (z)
disminuye a lo largo de la solucién ¢;(x¢) que pasa por xy € E cuando t = 0wEn,particular
para un sistema en R2?, si V(x) < 0 con igualdad sélo en z = 0, entonces para G- pesitivo, la
familia de curvas V(z) = C constituye una familia de curvas cerradas que encierran.al origen
y las trayectorias de (2.1) cruzan estas curvas desde su exterior a su interior con el*aumento
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de # es decir, el origen de (2.1) es asintticamente estable. Esta idea se generaliza a dimensién
superior.

Una funcién V : E — R que satisface las hipotesis del siguiente teorema es llamada una
funciongde Lyapunov.

Teorema 2.1.14. Sea FE un subconjunto abierto de R", zy € E, f € CYE) y f(x) =
Supongamos gué-existe una funcién de valores reales V € C1(E) tal que V(zo) =0y

si x # xg:

a) Si V(x) < 0 para_tedo x € E, entonces z es estable.
b) Si V(x) < 0 para t6do = € E'\ {xo}, entonces zy es asintéticamente estable.
c) Si V(z) > 0 para tode™2y& E \ {xo}, entonces zy es inestable.

Demostracion. Sin pérdida-de generalidad, asumiremos que el punto de equilibrio zy = 0.
a) Sea € > 0 suficientementé _pequeno tal que N.(0) C F y sea m. el manimo de la funcién
continua V' (z) en el conjunto cgmpacto

Se = {r e R"||z| = €}.

Entonces, como V(z) > 0 parasr # 0, se sigue que m. > 0. Dado que V(x) es continua y
V(0) = 0, existe un 6 > 0 tal quiefs| < d=hmplica que V(z) < m.. Como V(z) < 0 para = € E,
se deduce que V' (z) estd decreciende a lo large de las trayectorias de (2.1). Por tanto, si ¢; es
el flujo de la ecuacién diferencial (2:1); se deduée_que para todo xg € Ns(0) y ¢ > 0 tenemos

V(f(we)) < V(20) < m..

Ahora supongamos que para |zo| < ¢ hay und; > 0 talaque |¢y, (zo)| = ¢, es decir, ¢y, (z9) € S..
Entonces, dado que m. es el minimo de V() en S;, est6 implicard a que

V(¢t1 (xo)) 2 me,

lo que contradice la desigualdad anterior. Por tanto, para |zgl.< d y t > 0, se deduce que
|61(z0)| < €; es decir, 0 es un punto de equilibrio estable.

b) Supongamos que V(z) < 0 para todo € E. Entonces V() es estrictamente decrecien-
te a lo largo de las trayectorias de (2.1). Sea ¢, el flujo de (2.1) y €5 € Ns(0), la vecindad
definida en el inciso a). Entonces, segin ese inciso, si |xg| < d, ¢y(z9) C NV:(0),para todo t > 0.
En este inciso se va a demostrar que ¢;(z¢) — 0 cuando t — oo.

Sea {t;} cualquier sucesién con t; — co. Entonces, dado que N.(0) es Conipacto, hay una
susecién de {¢y, (r0)} que converge a un punto en N.(0). Pero para cualquier ubsucesion {t¢,}
de {tx} tal que {¢y, (z0)} converja, si se demuestra que el limite es cero, entonces,se sigue que
¢, (x0) — 0, para cualquier susecién t; — oo. Por lo tanto, ¢ (z) — 0 cuando ¢ —»oes.es decir,
0 es asintéticamente estable.

Queda por mostrar que si ¢, (rg) — o, entonces yo = 0. Dado que V(z) es estrittamente
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degreciente a lo largo de trayectorias de (2.1) y como V(¢y, (x¢)) — V(yo) por la continuidad
de ViSe sigue que

V(gi(z0)) > V(yo),

para todost > 0. Pero si yo # 0, entonces para s > 0 tenemos V(¢ps(yo)) < V(yo), por
otro lado, persla continuidad se sigue que para todo y suficientemente cercano a y, tenemos
V(os(y)) < Vlyg) para s > 0. Asi para y = ¢, (z¢) y n suficientemente grande, tenemos

V{(@stt,(70)) < Vo),

lo que contradice la~désigualdad anterior. Por lo tanto yo = 0 y se deduce que 0 es asintética-
mente estable.

¢) Sea M = maz{V(z)[x € N.(0)}. Dado que V(x) > 0,V (x) aumenta estrictamente a lo
largo de las trayectorias de (1241). Por lo tanto, si ¢; es el flujo de (2.1), entonces para cualquier
d >0y g€ Ns0) ~ {0} tenentos

Vi(¢i(z0)) > V(z0) > 0,

para todo t > 0. Ademés dado que V(x) es definida positiva, esta tltima afirmacién implica
que

%Izlg V(e (20)) =m > 0.
Por la definicion de derivada,

Para toda ¢t > 0. Por lo tanto
V(pi(o)) > mt > M,

para t suficientemente grande; es decir, ¢;(#o) se encuentra fuera del conjunto cerrado N.(0).
Por tanto, 0 es inestable. O

2.2. Numero reproductivo basico y matriz de préxima
generacion

2.2.1. Modelo epidemiolégico compartimental general

Consideremos una poblaciéon heterogénea cuyos individuos se distiiguen, por edad, com-
portamiento, posicién espacial y/o estado de la enfermedad, pero que pueden agruparse en n
compartimentos homogéneos.

Sea z = (21,29, ..., 2,)", donde cada z; > 0, representa el nimero de individiitoscen cada com-
partimento.

En los modelos usados para estudiar la dindmica de la transmisiéon de una enfermedad infec-
ciosa, los individuos se clasifican en dos categorias, la que contiene los compartimentos con la
enfermedad es decir, si los individuos en ellos tienen interacciéon con la enfermedad®y la que
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contiene los compartimentos sin enfermedad.

Superigamos que hay r > 0 compartimentos con enfermedad y m > 0 compartimentos sin
enfermedad, Entonces, un modelo general de transmisién de enfermedades compartimentales
se puedeséseribir como

(2.3)
donde

» z = (71,...,7,) 4 R" representa los compartimentos con enfermedad.

» Y= (Y1, ..., Ym)" ER® representa los compartimentos sin enfermedad.

» F = (F,...,F)", donde’ F; representa la tasa de nuevas infecciones en el i-ésimo com-
partimento de la enfermedad.

YV = (Vi,..., V)T, donde V¥ representa los términos de transicién entre los diferentes
compartimentos, por ejemplo, a.defunciones o recuperados.

= g=1(g1,...,9m)T, describe los cambios entre los compartimentos libres de enfermedad.

2.2.2. El nimero reproductivo’'basico

El niimero reproductivo basico, denotado pordiy, es el nimero esperado de casos secunda-
rios producidos en una poblaciéon completamentessuseeptible por un individuo infectado tipico
[8]. Si Ry < 1, entonces un individuo infedta en promedio a lo méds a una persona susceptible
durante el transcurso de su periodo infeccigSoyy la enfermedad no puede crecer. Por el contrario,
si Ry > 1, entonces cada individuo infectado produce,(en promedio, mas de una nueva infeccion
y la enfermedad puede invadir la poblacién. Para el case’de un solo compartimento infectado,
Ry es simplemente el producto de la tasa de infeccién y 1& duracion media de la infeccion.

Al inicio de la epidemia en una poblacién completamente‘sana tenemos que

donde R(t) es el nimero de reemplazamiento, el cual se define como el aimero medio de infec-
ciones secundarias producidas por un infectado al tiempo ¢, durante su periodo de infectividad
y o(t) es el nimero de contactos de un individuo infectado con el restodedé poblacién en el
tiempo t durante su periodo de infectividad.

Para una poblacién constante, sabemos que el nimero de suceptibles, S(¢)(<4S(0) = 1 y se
obtiene que Ry > R(t). Por lo tanto, nos basta con fijarnos en el valor de R, para estudiar si
una epidemia es o no endémica. Por esto definimos el valor de Ry de la siguientefmanera

Ro— / TP, (2.4)
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dopde F(a) es la probabilidad de que un nuevo infectado contintie infectado hasta el tiempo
a y“b(@) es el nimero medio de nuevos infectados producidos por un individuo infectado por
unidad de tiempo si este permanece infectado por un tiempo a.

Para ilugtrar el concepto anterior consideremos el siguiente ejemplo de un modelo SIR [6], el
cual esta dado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

[ =BSI—al, (2.5)
R =al.

Suponemos ademas que€ se verifican las condiciones iniciales:

S@#)+I(t)+ R(t) =Sy + Iy + Ry = 1.

Para calcular el valor de Ry utiizamos la féormula (2.4) otorgando valores a las funciones b(a)
y F(a). La funcién b(a) represeiitase] nimero medio de nuevos infectados producidos por un
individuo infectado por unidad de tiepo si este permanece infectado por un tiempo a. Debido
a que los nuevos infectados provienen del flujo ST en este caso tenemos b(a) = S = 3, ya
que S = 1, al estar en una poblagién totalmente susceptible. La funcién F'(a) es la probabilidad
de que un nuevo infectado continue infectadd hasta el tiempo a. Debido a que el tnico flujo de
salida del estado infeccioso es oy obtenemgs la ecuacion,

dF(a)
d(a)

= —al(a).

La solucién de esta ecuacion diferencial es?F(a) = e#**. De esta forma obtenemos:

Ry = / Be “da = a
0 e

Desafortunadamente, para modelos con mas compartimentos_imfectados, el procedimiento para
calcular el Ry se vuelve complicado por la aparicion de muchos_pardametros. El niimero repro-
ductivo basico se puede definir de forma mas general como el*admero de nuevas infecciones
producidas por un individuo infectado tipico en una poblacion librevde enfermedad.

2.2.3. Matriz de proxima generacion

El niimero reproductivo basico no puede determinarse inicamente a partinde<la estructura
del modelo matematico, sino que depende de la definicion de compartimentos infeetados y no
infectados. Van den Driessche y Watmough [24] dan un método para encontrar el nimero re-
productivo basico Ry que describimos a continuacién:
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Definimos Xg como el conjunto de todos los estados libres de enfermedad. Es decir
Xy={zeR}|z; =0, i=1,2,.,m},

Para calcular Ry, es importante distinguir en cada compartimento x;, la tasa de aparicién de
nuevas infecgiones F;, la tasa de transferencia de individuos al compartimento x; por todo los
demds medies*);" v la tasa de transferencia de individuos fuera del compartimento V; . Para
garantizar la existencia y unicidad de las soluciones se supone que cada funcién es continuamente
diferenciable en eada variable. El modelo de transmisién de la enfermedad consta de condiciones
iniciales no negativas junto con el siguiente sistema de ecuaciones:

afl

donde V; =V, —V;" y las funciones satisfacen los supuestos (A1) - (A5) descritos a continuacién.

Dado que cada funcién representa una’transferencia dirigida de individuos, todas son no nega-
tivas. Por lo tanto,
(A1) Si z > 0, tenemos F;, V;#V,” > 0 para-ip= 1,2, ..., n.

Si un compartimento esta vacio, ne puede haber transferencia de personas fuera del com-
partimento por muerte, infeccién o per-cualquief otro medio. Por lo tanto,
(A2) Si z; = 0, tenemos V; = 0. En particular si x)e Xg, tenemos V; = 0 parai = 1,2,...,m.

Considere el modelo de transmisién de énfermedadés-dado por (2.6), donde f; satisface las
condiciones (Al) y (A2) para i = 1,2,...,n. Si x; = O,€ntonces f; > 0. Por lo tanto, el cono
no negativo (x; > 0,7 = 1,2,...,n) es invariante hacia adelante. Para cada condicién inicial no
negativa hay una solucién tnica, no negativa [20].

La siguiente condicién surge del simple hecho de que la incidencia de infecciéon para com-
partimentos no infectados es cero.

(A3) F; =0sii>m.

Para asegurar que el subespacio libre de la enfermedad sea invarianté, asumimos que la po-
blacién permanecera de la misma manera. Es decir, no hay inmigracién (independiente de la
densidad) de infectados. Esta condicién se expresa de la siguiente maneras

(A4) si x € Xg, tenemos F;(z) =0y V" (z) =0 parai=1,2,...,m.

La condicién restante se basa en las derivadas de f cerca de un equilibrio libresde la enfer-
medad (ELE). Para nuestros propdsitos, definimos un ELE de (2.6) como una-selucién de
equilibrio localmente asintéticamente estable del modelo libre de enfermedad, es de¢ir, (2.6)
restringida a Xg. Tengamos en cuenta que no es necesario suponer que el modelo tiené un ELE
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uni€o. Considere una condiciéon inicial cercana al ELE xg, si la soluciéon permanece cerca del
ELE«(es decir, si la introduccién de algunos individuos infectados no resulta en una epidemia)
entoricesda solucién se acerca al ELE de acuerdo al sistema linealizado es:

&= Df(xg)(z — x0). (2.7)

donde D f(x)#sa derivada [%} evaluada en el ELE, xq (es decir, la matriz jacobiana). Aqui,
J

y en lo que sigue, algunas derivadas son unilaterales, ya que xy estd en el limite del dominio.

Restringimos nuestra~atencion a los sistemas en los que el ELE es estable en ausencia de una
nueva infeccion. Esterses,

(A5) Si F(x) esta bien{defihida en cero, entonces todos los valores propios de D f(xg) tie-
nen partes reales negativas.

Las condiciones enumeradas_anteriormente nos permiten dividir la matriz D f(zy) como se
muestra a continuacion.

Lema 2.2.1. Si zy es un ELE 'de¢"(2.6) y fi(z) satisface (Al) - (A5), entonces las derivadas
DF(zo) y DV(xg) se pueden escribir\como

D]-"(a:o):(g 8) DV(%):(‘J/3 34) (2.8)

donde F'y V son matrices de m xn definidasspor

- [l ).

con 1 <i,5 <m.
Ademas, F es no negativa, V' es una matriz invertible ¥ t6dos los valores propios de J; tienen
parte real positiva.

Demostracién. Sea xy € Xg un ELE. Por (A3) y (A4)]

{8]—}

a%(:co)}zo, sii>m o j>m

De manera similar, por (A2) y (A4), si 2 € Xg entonces V;(z) = 0 pazd 7 < m. Por lo tanto,

oV, . :
[axj(xo)] =0, parat <my j>m.
Esto muestra que (2.8) se cumple.

OF;
Ox;

sigue de (Al) y (A4) que F' es no negativa.

Por otro lado como F = [ (1:0)} y por defincién F; tiene todos sus coeficientes positivos, se
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Seanl {e;} la base candnica de R™. Es decir, e; es la j-ésima columna de la matriz identidad
n Xwa! Entonces, para j = 1,...,m.

{8% (a:o)] — lm (Vz'(iﬁo + he;) — Vv:(xo)) ‘

Ox; h—0+ h

Para mostrar gue V' es una matriz invertible, observe que si xy es un ELE, entonces por (A2)
y (Ad),
VZ<.CE0) =0 1= 1,...,m e 1 7&]

entonces el i-ésimo eemponente de zo + he; = 0y Vi(zo + he;) <0, por (Al) y (A2).
Por lo tanto, gz; <O%arai<myj#i.

V tiene el patrén de signo/Z (véase el apéndice al final de la tesis). Ademads, por (A5), todos
los valores propios de V' tienenpartes reales positivas. Estas dos condiciones implican que V' es
una matriz invertible [[4], p-A35]. La condicién (A5) también implica que los valores propios

de Jy tienen una parte real positivas 0

Para determinar la evolucion de_un individuo infectado introducido en la poblacién, con-
sideramos la dindmica del sistema linealizado (2.7) con la reinfeccién desactivada. Es decir, el
sistema

T = =DW(xo)(x — ). (2.9)

Por (A5), el ELE es localmente égintéticamente estable en este sistema. Por lo tanto, (2.9) se
puede utilizar para determinar como évolucienaun pequeno numero de individuos infectados
introducidos en una poblacion libre de enfermédaeds
Sea 1;(0) el nimero de individuos infectados imicialmente en el compartimento i y 1, =
(P1(t), ..., Y (t))T serd el niimero de estossndividiios inicialmente infectados que permanecen
en los compartimentos infectados despuéssdée ¢ unidades)de tiempo. Ese vector 1 esta forma-
do por las primeras m componentes de z. La particidns@e DV;(xy) implica que 1), satisface
Y (t) = —Vb(t), que tiene la solucién tnica (t) = e~V 4h(0)
Segun el lema 2.2.1, V' es una matriz no singular, por lo tahte;es invertible y todos sus valores
propios tienen parte real positivas. Asi,
e e}
| o

0

corresponde al nimero esperado de nuevas infecciones producidas per los individuos inicial-
mente infectados.

Por otro lado, consideremos el destino de un individuo infectado introdicido, en el compar-
timento k& de una poblacién libre de enfermedad. La entrada (4, k) de V! repiesenta el tiempo
promedio que este individuo pasa en el compartimento j durante su vida, aswmiendo que la
poblacién permanece cerca del ELE y salvo que se reinfecte.

La entrada (i, j) de F' es la velocidad a la que los individuos infectados en el compartimento j
producen nuevas infecciones en el compartimento .
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Porlo tanto, la entrada (i,k) del producto FV ™! es el ntimero esperado de nuevas infeccio-
nestent’ el compartimento 4, producidas por el individuo infectado introducido originalmente en
el cofipartimento k. Siguiendo a Diekmann en [8], llamamos a FV ™! la matriz de préxima
generacion para el modelo y establecemos

Ry = p(FV™), (2.10)

donde p(A) denota el radio espectral de la matriz A.

El ELE, zq, es localmente asintoticamente estable si todos los valores propios de la matriz
D f(z) tienen parteTealinegativa e inestable si al menos un valor propio de D f(xg) tiene parte
real positiva.

Segun el lema 2.2.1, los\yalores propios de D f(xy) se pueden obtener a partir de los valores
propios de F'—V y los de —Jy~Nuevamente, por el lema 2.2.1, los valores propios de —J, tienen
parte real negativa, por lo qué la,estabilidad del ELE esta determinada por los valores propios
de F' — V. El siguiente teorema~[yer demostracion en [8]) establece que Ry es un pardmetro
umbral para la estabilidad del ELEs

Teorema 2.2.2. Consideremos el modelo (2.6). Supongamos que f(x) satisface las condiciones
(A1) - (A5) y que Ry estd dado por (2:10), entonces

= Si Ry < 1, el equilibrio xzg-esdocalmente asintoticamente estable.

s Si Ry > 1, el equilibrio xq esunestable.

Criterio de Routh-Hurwitz para éstabilidad.docal

En esta seccion se daran criterios para determinaf si un polinomio es Hurwitz. Esta herra-
mienta nos servird para determinar la estabilidad local.de los puntos de equilibrio de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal.

Definicion 2.2.3. Decimos que un polinomio de coeficientes reales es Hurwitz si todas sus
raices tienen parte real negativa. Es decir, las raices estan en @l conjunto: C~ = {a+1ib: a < 0}.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos los siguientes polinomios
» p(t) = t? + 3t + 2 es Hurwitz ya que
p(t) = (t+2)(t+1),
y claramente su raices son t = —2, t = —1.
» q(t) =t + 2t + 2 es Hurwitz pues
q(t) = (t+1419)(t+1—1),

asi, sus raices son t = —1 —1,t = —1 + 4.
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# s(t) =t>+t*+t+ 1 no es Hurwitz, ya que
s(t)=t(t+1)+t+1=(E+1)(t+1),
y susraicessont =14, t=—i,t =1

Presentamosealgunos resultados que caracterizan los polinomios Hurwitz segtn el grado del
polinomio y sus, coeficientes, para ver las demostraciones y profundizar en esta teoria se puede
consultar [2].

Teorema 2.2.5. Ebpolinimio p(t) =t + a; es Hurwitz si y sélo si a; > 0.
Teorema 2.2.6. El polinomio p(t) = t* + a1t + ap es Hurwitz si y sélo si a; > 0y as > 0.

Teorema 2.2.7. El polinomio p(t) = 2 + a1t? + ast + a3 es Hurwitz si y sélo si a1, as, az > 0
vy ajas — az > 0.

Teorema 2.2.8. El polinomie p(t) = t* + ait® + ast® + ast + ay es Hurwitz si y sélo si
ai, as,asz, aq4 > 0y ajasas — a§ — a%a4 > 0.

Ejemplo 2.2.9. Mostramos algunosgejemplos donde se aplican los resultados anteriores:
» p(t) =12 + 5t + 7 es Hurwitzeya quelay =5 > 0y ay =7 > 0.
» p(t) = t? + 2t — 3 no es Hurwitz, ya qie as = —3 < 0.
w Sip(t) =34 2t2 + 3t + 7, se tienerque ap =2,%as = 3, az = 7. Asf que
a1a9=yay =6 — 7= —1 <0,
por lo tanto p(t) no es Hurwitz.
» Parap(t) =3+ 3t + 3t + 1, tenemos a; =3 > 0,42, =3 > 0,a3=1>0y
a1ao —az3 =9—1=8 >0,
concluimos que p(t) es Hurwitz.

» Para p(t) = t* +4t> + 61>+ 4t + 1, tenemos a; =4 > 0,a9 = 6 > Ogaz,=4 > 0,a4, =1 >0
y
a10o03 — a§ — afa4 =64 >0,

por lo tanto p(t) es Hurwitz.



Capitulo 3

Analisisiimatematico del modelo

En el presente capitulog s€, introducird el modelo matemético desarrollado en [19], para
describir la dinamica de tran§mision del virus sincitial respiratorio. A partir de la revisién de la
literatura y el marco tedrico establecido en el capitulo anterior, se revisa con detalle el modelo
compartimental que captura las int€sacciones entre las diferentes poblaciones afectadas por la
infeccién: susceptibles, expuestos, infedtados y recuperados.

El objetivo principal de este modeloves proporcionar una representaciéon matemética que
permita comprender y predecirs€l comportamiento de la epidemia de RSV en diferentes con-
textos. Se emplean ecuaciones diferenciales ordinarias para describir la tasa de cambio de cada
compartimento en funcién del ti€mpo; congiderando factores como la tasa de transmisién del
virus y la recuperacién de los individuos infectados.

A lo largo de este capitulo, se llevara.a cab@ un.analisis cualitativo del modelo, que incluye
la identificacién de los puntos de equilibrie y el'estudio de su estabilidad. Estos aspectos son
cruciales para determinar las condiciones-bajo las €uales la enfermedad puede ser controlada o
erradicada. Se aplicaran técnicas de andlisis’de estabilidad global, que proporciona un marco
para evaluar la efectividad de posibles intervenciones éfLlé.propagacion del virus.

La presentacion del modelo y su andlisis cualitativo serviran como base para las simulaciones
numéricas que se abordardn en el capitulo siguiente, donde.se exploraran diversos escenarios
de transmision del RSV.

3.1. Planteamiento del modelo

Para el estudio de la enfermedad causada por el virus sincitial #amos a considerar una
poblacién constante en la que existen individuos susceptibles S, expuestos al'virus E, infectados
regulares [, infectados super propagadores (que infectan a muchas personas durante un solo
encuentro) I, y recuperados R.

El modelo matematico que estudiamos, estd basado en el modelo epidémico SIR(susceptible-
infectado-recuperado) agregando los individuos expuestos E'y dividiendo la clase’desindividuos
infecciosos en: [, infecciosos regulares e I, que representan los super infecciososycen esto se
tiene el modelo SEI.I,R. El RSV puede morir o multiplicarse en una cantidad normal o alta
de nuevos VSR en la persona, dependiendo del estado inmunolégico del individuo. Estd significa

28
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queun expuesto E puede convertirse en I, I, o R. Lo que le ocurre a un individuo expuesto en
partietilar sélo puede determinarse después de que suceda. Teniendo en cuenta lo que acabamos
de méncionar, Sungchasit et al [19] analizan el modelo SEI,.I;R para describir la dindmica del
VSR. Eldiagrama de flujo se muestran en la figura 3.1.

- BS1 (/mpE nl

U/m-p)E

Figura-371; Diagrama de flujo del RSV [19].

A partir del diagrama, la dindmica de,transmisién del VSR esté dada por el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

S = bN=BS(I, T1y) — uS,

E= BS(LNI) - (%) pE — (%) (1=p)E — pk,

pE <rly — pl;, (3.1)
(1 =p)E + rol, = pts,

R= ri +rl,— ks

o
I
3= 3=

donde

= b es la tasa de natalidad de la poblacién humana.

N es la poblaciéon humana total.

1 es la tasa de mortalidad de la poblaciéon humana.

[ es la tasa de transmision del virus entre humanos.

71 es el tiempo de incubaciéon del virus en humanos.

p es la probabilidad de que un nuevo caso sea un infeccioso regular.

(1 — p) es la probabilidad de que un nuevo caso sea un infeccioso superptopagador.

ry es la tasa de recuperacion de un infeccioso regular.

ro es la tasa de recuperacion de infeccioso superpropagador.



30 CAPITULO 3. ANALISIS MATEMATICO DEL MODELO

El conjunto de interés bioldgico del modelo (3.1) esta dado por

5 . b
P = {(S(t),E(t),]r(t),Is(t),R(t)) eR}:NL M}.

Proposicién)3.1.1. El conjunto ¢ es cerrado y es positivamente invariante bajo el flujo del
sistema (3.1)"

3.2. Analisis-del Modelo

En esta seccion no§ emfocaremos a analizar la estabilidad del sistema dado por el modelo
(3.1) usando teorfa de ecudciones diferenciales ordinarias.

3.2.1. Determinacionsde_los puntos de equilibrio

Para calcular los puntos de equilibrio del modelo (3.1) procedemos a resolver el sistema de
ecuaciones algebraicas dado por:

bN —BST -uS =0,

BS1LLE) pE=[1) (1= p)E— uE =0,

pE =i, — fl, =0, (3.2)
(1 = p)E =rol — gelz= 0,

ril, +rols —uR)= 0.

I = I

Si consideramos £ =0, [.,=0, I[,=0 y “R=0,claramente se satisfacen las cuatro
ultimas ecuaciones del sistema (3.2) y de la*primera eetagion se tiene que

bN — uS =0,
despejando S se obtiene
bN
S=—
1
Concluimos que
bN
Cl = <_70707 070) ) (33>
1

es un punto de equilibrio del sistema (3.1), al cual llamaremos equilibrio titi¥ial o libre de
enfermedad.

Vamos a considerar ahora que S # 0, FE #0, [.#0, I,#0 y R #.0¢Usando
rutinas en el sofware Mathematica resolvemos el sistema (3.2) obtenemos
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(51 + p)(r2 + ) (1 + 1)

"B — pro+ pra + p)
by np(ry + p)(re + 1)

E= - )
L+@y  Bre—pri+pra+p)
_ bNp pu(rs + 1)
r ) (s np) - (o —pro+pra+ )’
7 U=p)ONS(r1 — pri +pro+ ) — p(rs + p)(r2 + ) (1 + 1))
) Bs + ) (1 +nu)(r1 — pri +pra + p) ’
p = (A= p)rep ¥ty + pu)) (ZONBQ = p)ry + pra + p) + plrs + p) (2 + ) (A +1941))
Bplr1 — pri+ pra 4+ p)(r1 + 1) (r2 + p) (1 + nu) (5.4)
3.
Si definimos
1 bN
A= y ~B= C=(r+p)(rs+p),
B(ry —pri+pra + p) [T ¥ w)lra+ )
las ecuaciones en (3.4) se simplifiean como
S* = (7 un)AC,
P = T 3.5
. _ (- Timc B 3
s — )
R — (B — pAC) — p)rayist ri(r2 + pp))
— e :

Por lo tanto se obtiene el equilibrio endémico (, = (S&E*, I, IF, R*).

Observacién 3.2.1. Hacemos notar que el valor de I que-ebtuvimos difiere por un signo al
que se tiene en [19], en el cual nos basamos para nuestro trabajosde investigacién. Sin embargo,
nos dimos a la tarea de revisar con cuidado y minusiosamente y logfamos corroborar que nuestro
resultado es el correcto.

3.2.2. Numero reproductivo basico

El nimero reproductivo bésico Ry es un umbral importante en epidemielogia matematica.
Se puede obtener por el método de matriz de préxima generacién (subseccéion 2.2.3). Ahora
bien reescribiendo el sistema (3.1) en forma matricial como

dX
= Fla) = V),
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dopde F(x) es la matriz de nuevas infecciones y V(z) es la matriz de transferencias entre los
compartimentos de las ecuaciones infecciosas. Por lo tanto se tiene que

0
BS(I, + I,)
0 , (3.6)
0
0

<

Il
TS W

N

l

“ON + BS(O)I(E) + pS(t)
<%>pE<t> + <%><1 — PVE(t) + pE(t)
Vel —CREO L0+l |, (3.7

—(%)E(t) + (%)pE(t) (1) +
sl (t) = roly(t) + pR(t)

Definimos

(3.8)

o O O O O
o O O O o

V(X) = [g}; (X)] _| o -

(3.9)

-
—
_l’_
=
(@)
o O OO

0 0 <71 —re U

Ahora evaluamos F'y V en el primer punto de equilibrio libre dé la enfermedad (; = <;%’ 0,0,0,0),
obtenemos

00 0 0 0
Bb  Bb
OF, 00 = = 0
F(Q) = |z (@) =100 0 0 0f, (3.10)
J 00 0 0 O
00 0 0 O
' i Bb Bb T
oV, 0 »+u 0 0 0
V(Q):[ Z(Cl)} =10 =2 r+p 0 0f, (3.11)
ox; 1
’ 0 —%—i—% 0 ro4+p O
_O 0 -7y —T2 ]
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respectivamente.

La'inyersa de V(¢;) viene dada por

r1 Bb[(p—1)71—pra—u] —Bb —Bb 7
po P (ritp)(rotp) (pn) - (i) (p?) - (ra+p)(p?)
0 T 0 0
1 1
___p
g = |0 EeaEm —— i’ o1, (3.12)
_1-p -
O G L S R
(I1—p)rop+rl(r2+pu) 1 ro 1
m(ritp)(ro+p)(Ibpm)  pritp) plratp)  pd
y
0 0 0 0 0
0 B, p(p) B B
1 pri+p)(L+pn)  plre+p)(A4pn)  plritp)  plra+p)
FV=(G) = {0 0 0 0 0 (3.13)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Calculamos el polinomio caragteristico de la matriz FV~1(¢;)
—A 0 0 0 0
Bbp pb(1:p) _ Bb Bb
0 Al ) (o) ) () A ulritn) - plrz+p) 0
PA)=10 0 — 0 0 (3.14)
0 0 0 - 0
0 0 0 0 —A

Como la matriz anterior es triangular superior, claramente tenemos que los valores propios

¢ . _ _ 8b Bb(1—p) _ _ _ ;
estdn dados por: Ay = 0, Ay = u(r1+u)](31+;m) + u(r2+u)(1p+un)’ A3 =0, \y =0y A\s = 0. Definimos

como el nimero reproductivo bésico Ry = p(FV '), dondes se define como el radio espectral
de la matriz de préxima generacién F'V ~1((;), entonces corlclwimos que

RO — bﬁ(rl - prl + p{r2 + /’l’> (315)

p(ry 4 ) (re + p) (1 + pm)”

Notemos que Ry dependen tnicamente de los pardmetros que aparecensénel sistema (3.1).

3.2.3. Estabilidad asintotica local

En esta seccién haremos el analisis cualitativo del modelo (3.1). Empezamosganalizando la
naturaleza del punto de equilibrio libre de enfermedad.

Proposicién 3.2.2. El punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema (3.1) es'logalmente
asintoticamente estable si Ry < 1.
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Demostracién 3.2.3. La matriz Jacobiana del sistema (3.1) dada por

—B(L+1)—p 0 —B8S  —BS 0
—B(L+1) -1—p BS BS 0

JZ 0 Po—m—p 0 0 (3.16)
0 1%” 0 —ro—p 0
0 0 1 9 —

Al evaluar en el punto de equilibrio libresde la enfermedad (; = (/%, 0,0,0,0) obtenemos

—p 0 —-6(2)  “BlF) 0
0 ——n B B 0
J¢) =10 2 —r = 0 0 (3.17)
0 1,7;1” 0 —7r9 — 11 750
i 0 0 1 T9 —l

El polinomio caracteristico de J((;) estd dado por
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PMYs det(J(G) — M)

A0 -8 =B 0
0 ~l-p-x B B0
= |(\D . —ri—p—A 0 0
0 =r 0 —rg—p—XA 0
0 0 r1 T9 —u—A
-5 0 -8 =B 0
0 Eha-x A e o
= 0 % —ry— = A 0 0
0 L 0 —ry — ft— A 0
0 0 T T9 —u—A
—1- AL B B(2) 0
e —r1— i — A 0 0
= (= % 0 —ryg — j— A 0
0 K1 T2 —— A
“touzp SBY) 5()
:—(u—i—)\)Q % A Tl 0
% 0 —T9 — b — A

:(u+A)2[(%+u+>\)(r1+u+/\)(r2+u+>\)+%(r2+u+>\)

+—6b(1_p)(r1+u+A)}

1 1 2
= (u+ NN+ (5 + 1y +3;z) A+ (7“17"2 T 20+ 5)(7“1 +79) + 3u” + 7“) A
b 4
+ﬁ_(]2+—7"1( p)
u u

De lo anterior, tenemos que los valores propios de J((;) estan‘dados por Ay = Ay = —p y la
raices de la ecuacion cubica

+ <% F ) (s + (1t o)+ ) + 1)

A+ A2+ ag\ + a3 =0,
donde

ar = 5 +7r1+7r2+ 3p,

as = r1r2+(2u—|—%)(7’14—7“2)—%3#24—%7&,

ay= (A4 p)(rirs+ (r +ro)p+ ) + (22 + 208 4 ),
Por lo tanto a; > 0 y az > 0.
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Por otro lado, tenemos que la diferencia

bB((p — 1)y — pro — ) + p(ry + p)(ra + ) (1 +np)
an
(4 ) (1 +nu)? 4 (1 + 7on + 2np) [np(ry 4 p)? + p(ry + p) (14 i + 2np)]
np

109 703+

+

(3.18)
Suponer que

Ry — bp(r1 — pri+ pra+ 1) <1

p(ry + ) (r2 + p) (1 + pn)

Por lo tanto

bB((p = V)ryy— pro — p) + pu(r + p)(r2 + p) (1 +nu) > 0.

De lo anterior y de (3.18)¢€oncluimos que
ajas — asg > 0.

Asi, por el criterio de Routh-Hdrwitz se tiene que el equilibrio libre de enfermedad (i, es
localmente asintéticamente estable.

Proposicién 3.2.4. El punté_de equilibtio endémico (» del sistema (3.1), es localmente
asintoticamente estable si Ry > ¥

Demostracion 3.2.5. El polinomig.caracteristico para el equilibrio endémico (5 esta dado
por

P(N) = det(J(G) — M)

=By +I3) —p—A 0 —Ps —B5” 0
B +17) (—3) =1 —=A BS* BS* 0
= 0 (%) —ry— = X 0 0
0 (52) 0 —rg—p—XA 0
0 0 71 T —— A
—BIF+IF) —p— A 0 —Bs —B8* 0
By +17) (=) —1—A BS* pS* 0
= —(u+A) 0 (2) == A 0 0
0 (55 0 L —XN 0
0 0 71 ) —i— A

= )\4 + Cl)\3 + CQ)\2 + Cg)\ + ¢4,

donde

1
01:6(1:4']:)"‘7‘14—7”2—}-4/1/4‘5,
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riry + (B(IF + 17 — S)B + 34 (I} + IX)raffn + 3u + 3(ra + (IF + I7) B)np + 6np?
7

Cy =

Al + (I 4+ 15+ 3y

n
oldd + 17 —pS*)B 42 (ro + (I} + I7 — S*)) B+ (L7 + IZ)rafn)p + 3 (1 +ran) p
n
N (Ix #1984+ Anp® + 1y (re 4+ (IF + 15+ (p— 1)5%)) 8
n
N (I} + I)7aBu+ 20+ 2(re + (I} + 17) B)np + 3np®)

Y

(12 + 1908 (F502) (s + ) (L + )
7

| plpreSTB 4 p(ra @Bt pt ranp ) +ra(ra 4 (p = VS8 + put ramp + )

Cy =

Para tener estabilidad local délequilibrio endémico (5 se requiere que
c1 >0, c>0,0¢c3>0, c4>0, cicoc3> c§ + cfc4,

Sin embargo por la complejidad de las™expresiones es dificil probarlo de forma analitica. En el
capitulo cuatro se usaran rutinds/en el sofware Mathematica para verificar que estas condiciones
para parametros especificos donde”R, es mayor que uno.

3.3. Estabilidad global/del equilibrio (;

Teorema 3.3.1. Si Ry < 1y fbN < p?{ entonces” el equilibrio libre de enfermedad ¢; es
globalmente asintéticamente estable en 1.

Demostracion 3.3.2. Proponemos la funcién de Lyapunev

0= (S—S*—S*ln%)—l—E—#b—l—Is—i—R

La derivada de d con respecto al tiempo esta dada por

d_é— _g ﬁ+@+dlr+d]5+d_R
dt S ) dt dt dt dt = dt

- (1—%) (bN—ﬁSI—uS)JrﬁSI—%—uE(t)

E E E
+ 5l + = =Bl —
n n n

= (1 - %) (DN — BST — uS) + BSI — pE(t) — ril, — ul, — rols — pls.
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Cémo 5™ = bTN, entonces p = %, y al sustituir en la expresién anterior

) S* S
i <1 — ?) (bN — ST — bN§> + BSI — pE(t) —ril, — pl, — roly — iy

=bN 1—5— l—i — l—S— BST + BST — pE(t) —rl, — pl, — roly — pl;
S S* S
S . S

=bN (2— g — § +5S*I—,LL]—ME(t) —Tllr —7”2]5

%2 Ny * 2
_ N (S QS‘S;S 5 ) () (5b_N _ u) — LE() = L — 11,
1Y

bN(S* — S)? bIN
= —% + ](t) (ﬁ7 — M) — uE(t) —rid, —rol,.

)
Como por hipétesis SbN < p?{se'tiene que SBON — p? < 0, concluimos que — < 0, ademds

d(¢1) = 0, y el conjunto invarianté del sistema (3.1) sélo contiene a (;. Asi, por el teorema de
invarianza de Lasalle (; es globalmente asintéticamente estable.



Capitulo 4

Resultadoes Numéricos

En los capitulos anteriorés; se ha presentado y analizado un modelo matematico que describe
la propagacion del virus sincitialrespiratorio (RSV), con especial atencién a la estabilidad local
de los puntos de equilibrio y la@stabilidad global del equilibrio libre de la enfermedad. Si bien
el analisis cualitativo proporcionagina comprension teérica profunda sobre el comportamiento
dindmico del sistema, las simulaciodes numéricas ofrecen una verificaciéon (visual y econdmica)
de estos resultados.

En este capitulo, utilizamos la herramientas computacionales de Matlab para realizar simu-
laciones numéricas del modelo préviamente’descrito. Estas simulaciones permiten explorar el
comportamiento del sistema bajo diferentes ¢ondiciones iniciales y pardmetros epidemiolégicos,
proporcionando informacién valiosa=spbre la velécidad y magnitud de la transmisién del RSV.
A través de la implementacion numégi€a, se busca confirmar la existencia de los puntos de
equilibrio identificados en el analisis cualitativo yverificar su estabilidad a través de experi-
mentos computacionales. Las representaciones graficas.ebtenidas de estas simulaciones facilitan
la visualizacién de la dindmica del sistema, proporcionando una perspectiva complementaria y
mas intuitiva del comportamiento del modelo, en comparacién con los resultados puramente
analiticos.

Para las simulaciones numéricas que ilustran los resultados tedricos de la dindmica del
modelo (3.1), utilizamos en su mayoria pardmetros encontados @n la literatura [7, 11].

4.1. Simulaciones para Ry < 1.

Primeramente se utilizara el juego de parametros dados en la tabla 4.

Pardmetros b 1 B | n p | (1=p)| m 9
Valores 0.01746 | 0.01746 | 0.1 | 0.1 | 0.01 0.99 0.01 | 0.1

Cuadro 4.1: Parametros para el nimero reproductivo basico Ry = 0.87777.

39
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Apartir de los valores de los parametros se obtiene un Ry = 0.8777 < 1. En este caso sélo
tenemi0s el equilibrio libre de enfermedad ¢f = (1,0,0,0,0) el cudl es asintéticamente estable.
Para Tostrar que estas predicciones son ciertas, hemos resuelto numéricamente el sistema (3.1)
con la ayiida de la paqueteria Ode45 de Matlab utilizando los pardmetros de la tabla 4.1. Las
graficas dédas variables de estados se muestran en la figura 4.2, Aqui podemos ver claramente
que dada lag condiciones iniciales S(0), £(0), I5(0), 1,(0), R(0), la solucién del problema de valor
inicial convergé al punto de equilibrio libre de la enfermedad (; = (1,0,0,0,0) . este escenario
en realidad no és)tan, importante en cuanto a las politicas de salud, ya que la enfermedad se
eradica y no repreSenta riesgo de una epidemia.

4.2. Simulaciones para Ry > 1.

En esta subseccion, se llevaran a cabo simulaciones numéricas del modelo matematico con
valores de Ry mayores que uno, para evaluar la dindmica de transmision del virus sincitial
respiratorio (RSV) en condiciongsde brote. Se seleccionaran diferentes valores de Ry para

observar como varia la tasa de infeecién y el comportamiento de las poblaciones susceptibles,
infectadas y recuperadas a lo largo deltiempo.

1

T — 0.05
e
| 0.345 i

0.04 [\

m e |

09

08

0.7

0.6

0.5
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/
03f /

02

01

0 — b
0 50 100 150 200 250

Tiempo en dias

(a) Series de tiempo para S'y E.

300

En el caso de la estabilidad local del equilibrio endémico ¢;, vamos a estaidiar dos escenarios:

0.0356

o3

o015

0.02

0.015

o

0.205

\“'n
o

— —

e —

0 e
100 150

Tigmpo en dias

200 250

(b) Series de tiempo para I, y Is.

300

Figura 4.1: Dindamica del modelo 3.1 para Ry = 08777

para el primero usamos el juego de pardmetros de la tabla 4.2.

Pardmetros

b

i

B

Ui

p

1

T2

Valores

0.03

0.0099

0.4

0.9

0.01

0.9

0.7

Cuadro 4.2: Parametros para el caso de la enfermeda endémica.
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A partir de los valores de los parametros de la tabla 4.2, se obtiene que

Ry = 1.6887 > 1,

(o= (1.7945,0.010914, 1.3327 x 10~*,0.016911, 0.5040) .

El polinomio caracteristico esta dado por

P()\) = M+ 1N + e\ + e3) +

donde

¢y = 2.7575,

Co = 4.8480,

¢y = 0.033259,

cqs =479367 x 1073,

Claramente:
c1 >0, >0, cg>0 c4>0,

adicionalmente

C1C9C3 — c§ — c%c4 = 0.4071.0;

por lo que cicacs > 2 + ciey.

Las condiciones anteriores garantizan que P(A) es Routh-Hurwitz«(Teorema 2.2.8) y asi
los valores propios de la matriz Jacobiana del sistema (3.1) evaluada en*¢; tienen parte real
negativa y en consecuencia es local asintéticamente estable.

Para ilustrar los resultados tedricos hemos resulto de manera numérica el §istema (3.1) y las
simulaciones se presentan en la figura 4.2. Podemos visualizar efectivamente, que las variables
temporales se estabilizan en el punto de equilibrio endémico

¢ = (1.7945,0.010914, 1.3327 x 10~*,0.016911, 0.5040) .
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3 ! | | 0.2
—s —
25 —E —k
015 ]
41
g | 01
315
s
5 | s
g
5 005 ‘
(0] |
05 M\M
0
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05 : : : 005 : ' :
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
Tiempoendfas Tiempo en dias
(a) Series de tiempo._péara Sy E. (b) Series de tiempo para I, y I.

Figura 4.2: Difiamica del modelo (3.1) para Ry = 1.6887.

Las oscilaciones pueden representar los-retrasos en la respuesta de la poblaciéon a los cambios
en las tasas de infeccién, recuperacion.o inmunidad. En el caso del Virus Sincitial Respiratorio
(RSV), los individuos expuestos o\infectados pueden tardar un tiempo en mostrar sintomas, lo
que provoca un desfase en el comportamiento dé la epidemia.

Se presenta también los retrato fasesentre dosvariables de las variables de estados, donde
se comparan las iteracién de las poblaciones:

0.1 7 , : 02 |
|
\
\ \
0.08
| 0.15 |
\ ) =
006 \ / \ 8 |
w | ©
[) 5 01 I
g ; ; B |
@ 004 / \ o
g | @ ‘
2 / \ 8
i | | \ § 005
002 ‘ | f\\ \ 9
L ey | :
% k¥_J ) 0 -
0 i
-0.02 : : : : : -0.05 : : : ‘
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
Suceptibles S Suceptibles S

(a) Retrato fase para S'y E. (b) Retrato fase para S'y I,.
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Para un segundo escenario usamos el juego de parametros de la tablan4.3

Parametros

b

I

B

n

p

Valores

0.01746

0.01746

0.99

0.9

0.09

4!
0.9 [0.1

Cuadro 4.3: Parametros para el equilibrio endémico en el segundo %rio

Para los parametros de la tabla 4.3 se tiene que

Ry = 7.6468,

43
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¢2 = (0.1308,0.0134,0.0015,0.1158,0.0086) .

Podemos fetar que en este caso la intensidad de la infeccién es mucho mayor que en el primer
escenario, ademas el polinomio caracteristico de la matriz Jacobiana en (,

PN = A+ e N+ A 4 esh ey,

dénde
c1 = 2.2970,
Co = 4.7345,
c3 = 0.1678,
cy = 0.0141,

Como en el escenario anterior gshclaro. que

c1 X0, co >0, ,c3>0 ¢4 >0,

C1CaC3 — cg = c§c4 = 1.7459 > 0,

por lo que cicacs > 2 + ciey.

De nuevo las condiciones dadas en el (Teorema 2.2.8) para pelinomio p(\) se cumplen, asi
dicho polinomio es Hurwitz y se garantiza que la parte real de les"valores propios de la matriz
Jacobiana del sistema (3.1) evaluada en (, tienen parte real negativaw en consecuencia se tiene
la estabilidad asintoticamente local.

Las simulaciones de las series de tiempo se muestran el la figura 4.6. Podemos notar en este
caso no tenemos muchas oscilaciones, esto puede ser devido a que la intensidad de la infeccién
es mucho mas fuerte. De igual manera es visible que la variables de estadg.ge,estabilizan en
el punto de equilibrio y la estabilidad se alcanza en un periodod de tiempo muy, en corto en
comparacion con el primer escenario.

¢2 = (0.1308,0.0134,0.0015,0.1158,0.0086) .
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Figura 4.6: Difidmica del modelo (3.1) para Ry = 7.6468.
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4.3. Conclusiones

En esta tesis se estudio un modelo matemdtico propuesto por Sungchasit et. al [19], pa-
ra describir, la dindmica de transmisién del virus sincitial respiratorio (RSV), un patégeno de
alta relevancia en la salud publica, especialmente en poblaciones vulnerables como los ninos
y los ancian6s.)Se analizé con detalles el andlisis cualitativo desarrollado, asi como simulacio-
nes numéricassque ilustran los resultados teoricos explorado las caracteristicas del modelo y
diferentes escenarios de propagacién del virus.

El analisis tedrico realizado en el segundo capitulo ha permitido identificar los puntos de
equilibrio del sistema y“estudiar su estabilidad. Cabe mencionar que algunos resultados difieren
mateméaticamente com™los obtenidos en [19] en relacién a los puntos de equilibrio y el niimero
reproductivo basico Ry; detigual manera en la demostracion de estabilidad global del equilibrio
libre de la enfermedad se#fequiere una condicién sobre los pardametros que no mencionan en su
trabajo y la funcion de Lyapuhov propuesta para probar la estabilidad global del equilibrio de
la enfermedad esta mal planteada. Se plantearon algunas posibles funciones de Lyapunov para
tratar de probar la estabilidad global del equilibrio endémico sin obtener exito. Se probarén con
detalle de forma analitica las condi€iones que garantizan que el polinomio caracteristico de la
matriz Jacobiana en el equilibrio libfe de la enfermedad es Hurwitz y para el caso del equilibrio
endémico solo se pudo probar numeéticamente para los parametros dados en dos escenarios.
Todo lo anterior es considerados6omo nhuestra aportacion en esta tesis.

Los resultados obtenidos indiean qué un' nimero reproductivo basico Ry mayor que uno
conduce a un aumento en el nimero-de infee¢iones, destacando la necesidad de implementar
intervenciones efectivas para controlar la prepagacion del virus. Las simulaciones numéricas
realizadas en el tercer capitulo han complementade, el analisis cualitativo, proporcionando una
representacion visual del comportamiente del modeloy facilitando la comprension de la dinami-
ca epidémica.

Los hallazgos de esta investigacion subrayan la impontancia de la vigilancia epidemioldgica
y la implementacion de estrategias de intervencion adécuadas para mitigar la transmision del
RSV. Ademss, el modelo propuesto puede servir como una herramienta til para futuras inves-
tigaciones en el campo de la epidemiologia, permitiendo aos responsables de la salud publica
tomar decisiones informadas en el manejo de brotes de RSV

Finalmente, esta tesis no solo contribuye al entendimientogde)la dinamica del RSV, sino
que también establece un marco para la aplicacion de modelossmatematicos en el estudio
de enfermedades infecciosas, fomentando una aproximacion interdisciplinaria que combina la
matematica con la salud publica.

Como trabajo futuro se espera probar la estabilidad global del equilibrio endémicos.
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Apéndice

En este apéndicesSe-muestran algunos resultados bésicos de la teoria espectral basados en
20].

Definicién 4.3.1. Un escalar A se denomina valor propio (o autovalor) de A, si existe una
solucion no trivial de Az = Ax.

Definicién 4.3.2. Llamamos abScisa espectral de una matriz cuando s(A) es la parte real
maxima de los valores propios de A\

Definicién 4.3.3. Denominamos radio espectral de una matriz cuando p(A) el médulo maximo
de los valores propios de A.

Definicién 4.3.4. Una matriz Bs=fb;;] tiene€ el patrén de signo Z, si b;; < 0 para todo @ # j.
Propiedades:

a. Si B = sI — P, donde I es la matriz identidad, P es no negativa (p;; > 0) y s > p(P),
entonces B es una matriz invertible.

b. si s = p(P), entonces B es una matriz,no invertible.

Hay muchas definiciones de matrices equivalentes a las amferiores. Por ejemplo, si una matriz
B tiene el patron de signo Z y s(B) > 0, entonces B es uné_matriz invertible.

Lema 4.3.5. Sea H una matriz invertible y B cualquier matriz del mismo tamano que H
tal que B y BH! tienen el patrén de signo Z, entonces B es(inveftible si y sélo si BH ! es
invertible.

Ejemplo

1
Consideremos la matriz invertible H = [ 23
1

= O

1 0
el
El producto BH ™! es igual a

1 0112 0 2 0
—1 o .
e T L )
Notamos que tanto B como BH ™! tienen en pantrén de signo Z v a la vez B como BH ! son
invertibles. Por lo que se cumple el lema.

o1
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L@4.3.6. Sea H una matriz invertible y supongamos que K es una matriz no negativa.





