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Resumen

Las nuevas propuestas curriculares de la educacién media superior enfatizan el uso de las matema-
ticas en el entorno, debido a que su ensefianza durante mucho tiempo ha centrado su atencion en
contenidos que rara vez tienen rela€ion con el mundo real del estudiante, propiciando la mecaniza-
cién de procesos algoritmicos, objetds matematicos acabados y con poco significado. Ademas, el
nuevo curriculo menciona la falta de material que atienda estas propuestas y que capten el interés
de los alumnos, dejando atrds estas ensefianzas-tradicionales. Debido a lo anterior se presenta una
guia diddctica para el profesor en €l tema de laswednicas, desde un aspecto constructivo 'y funcio-
nal. Se realizé una investigacion de tipodoc¢umentalpara recabar informacion del tratamiento dado
a estas curvas y su uso. Para el disefio de¢ Ta"guia se toma como base los primeros cuatro niveles
del Modelo de Van Hiele que permite tener un‘acercamiente.a las conicas de manera gradual y se
considera los aportes de la Socioepistemologia y.la'Teoria dedas Representaciones Semiotica. En
la guia se proponen: actividades que permiten construir, manipulary calcular distancias, visualizar,
usar los elementos, propiedades y ecuaciones de las cdnicas; situa€iones problemadticas derivadas
de su uso; y entornos de funcionalidad, en donde se aprecia la relac¢ion de las conicas con otras
areas de estudio como la medicina, arquitectura, arte, electricidad, telecomunicaciones, entre otras.

Palabras claves: Conicas, Funcional, Aprendizaje, Modelo de Van Hiele, Socioepistemologia.
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Capitulo1

Introduccion

En la actualidad la ensefianza de las matemadticas en el nivel medio superior se encuentra ante el
desafio de poder incorporar elementos qué, permitan un aprendizaje mds significativo y un valor
de uso de los conocimientos matematicos, ‘de“acuerdo al Nuevo Curriculo de la Educacién Me-
dia Superior 2018 [38]. En esta misma-direccién Ja propuesta del Marco Curricular Comun de
la Educacién Media Superior 2022 [39]\coincide@n que la ensefianza de las matematicas debe
permitir ver la funcionalidad de éstas en el entorno, enescenarios tanto fisicos como sociales, con-
textualizar el pensamiento matemadtico para utilizarlo significativamente en otras dreas de estudio y
ambitos de la vida. Ademads de lograr ver la potencialidad de las matematicas, su belleza y utilidad,
ayudando a despertar el interés del que aprende. Cabe resaltar‘que algunas de las razones por las
cuales se realizan estos cambios curriculares es debido a que los contenidos rara vez tienen que ver
con el entorno del alumno, de este modo la matematica se percibe limitada, poco util y atractiva,
prevaleciendo la mecanizacién de procesos algoritmicos, practicas docentes-inadecuadas que pre-
sentan los contenidos de forma compleja, drida, aburrida, lejana, sin aplicacionesyy la ausencia de
bibliografia y recursos o materiales para capturar el interés del alumnado.

De acuerdo con lo anterior, podemos darnos cuenta de que la ensefianza-aprendizaje de las mate-
maticas va cambiando y surge la necesidad de incluir otros elementos en el tratamiénte de estos
contenidos que induzcan un aprendizaje mds significativo, en donde se puedan atender las proble-
maticas de corte cognitivo que presentan los alumnos en este nivel educativo; por lo cual se’hace
necesario elaborar una guia diddctica de apoyo al profesor acordes a las nuevas tendencias y“los

cambios que estas propuestas y necesidades demandan.
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Proponemos en este trabajo, realizar el disefio de una guia diddctica que ayude al profesor de
educaciénmedia superior en el tema de las cénicas, donde se perciba su funcionalidad y se pro-
porcione ufi agércamiento constructivo de estas, desde su generacién como el corte de un cono (de
una superficie‘tfidimensional) y utilizando algunos materiales tangibles y manipulables; para pos-
teriormente estudiarlas en una superficie plana en donde se resalten propiedades propias de cada
curva. Para eso hemos'considerado el Modelo de Van Hiele, el cudl presenta niveles jerdrquicos del
razonamiento que ayudan ada construccion de conocimientos para objetos geométricos; la Socio-
epistemologia que enfatiza'eliso de la matemaética y la Teoria de las Representaciones Semidticas,
la cual nos ayuda a entender las“diferentes representaciones que puede tener un objeto matematico.
A continuacioén se describe de maneta breve lo que contiene cada capitulo de este trabajo.

El capitulo 2 corresponde al planteantiento del problema, donde se justifica nuestra propuesta, se
presenta la pregunta de investigacion, la hipdtesis y los objetivos.

El capitulo 3 corresponde a los antecedent€s,.en el cual se exponen las bases tedricas y las investi-
gaciones en matemadtica educativa que‘existen respecto al tema de las conicas, las cuales muestran
diferentes tratamiento, alternativas y material para estudiarlas.

El capitulo 4 corresponde a la estrategia de-trabajo, donde se explica la metodologia y el disefio de
la guia diddctica, donde ademds se expone €l tratamiento.dado a las cénicas.

Los capitulos 5, 6, 7 y 8 corresponden a la circunferenciagelipse, pardbola e hipérbola, respec-
tivamente. Cada uno de estos capitulos se encuentra conformade-por los cuatro primeros niveles
del Modelo de Van Hiele, es asi que se inicia conociendo la curvasdesde lo elemental (se utiliza
materiales manipulativos) hasta sus expresiones algebraicas. Se presentan actividades, situaciones
problematicas y entornos de funcionalidad.

En el capitulo 9 corresponde a los resultados y discusion en la elaboracion'de la guia diddctica.
En el capitulo 10 se presenta una conclusién donde se abordan las observaciones al trabajar las

conicas 'y el disefo de la guia.
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Capitulo?2

Planteamiento,del problema

Se justifica porqué es importante investigar el problema anteriormente descrito en la introduccion,
se presentan los motivos, la relevancia y las aportaciones que tendrd este trabajo para los docentes
de educacién media superior. Se plantea la‘pregunta de investigacion, la hipétesis y los objetivos

que s€ esperan alcanzar.

2.1. Justificacion

Las conicas desde hace mucho tiempo han sido estidiadas enl nivel medio superior, donde se no-
ta un tratamiento formal desde el contexto algebraico, partiendé del objeto ya acabado, ademads de
percibir la mecanizacion de procesos algoritmicos, ejercicios y problemas a veces inadecuadamen-
te estructurados, ademds que muchos de éstos se limitan a reemplazar datos de manera repetitiva
para determinar una ecuacion, también es deficiente el uso de estas curvaseen contextos cercanos
al alumno, como se evidencia en algunos materiales utilizados en este nivel como,el libro de texto
Matematicas III de Cuéllar [13] o la guia didactica del COBATAB [11].

Vargas [42], considera en su investigacion la problemadtica presente en la ensefianzade)las conicas
en la educacion media superior, la cual se enfoca en el tratamiento algebraico, dando_prioridad a
la mecanizacién de procesos algoritmico, olvidando en gran medida el tratamiento geométrieo del
cual partieron las cénicas. Debido a esto y considerando como base la Socioepistemologiagda a
conocer la construccién y evolucién de las curvas a lo largo de la historia, partiendo de los cortes

de un cono, su transito hacia una curva plana y posteriormente su estudio en el plano cartesiano.
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2.2. Pregunta de investigacion

Ante las'nuevas propuestas del Marco Curricular Comun de la Educacion Media Superior 2022
[39] queenfatizan el uso de la matemética en el entorno del estudiante, el despertar el interés en
esta darea, Ia falta de bibliografia y material que atienda estas nuevas propuestas, y considerando
las recomendaciones de investigaciones en este tema desde la matematica educativa, proponemos
una guia diddcticapara el profesor de educacion media superior en el tema de las conicas, desde

un acercamiento constructivo y funcional.

2.2. Pregunta de‘investigacion

(Como ayudar a los profesores de€ducacion media superior en la ensefianza de las cdnicas, con-
siderando las nuevas propuestas curficulares que enfatizan el uso de la matematica y evitar la

mecanizacion de procesos algoritmicos'en.su tratamiento?

2.3. Hipétesis

Abordar y conocer otra alternativa del estudio de las£onicas para notar o percibir lo funcionales

que pueden ser en lo cotidiano y en la ciencia,

2.4. Objetivo general

Elaborar un material didéctico para el estudio de las conicas que permita entender la construccion
de cada curva en lo geométrico y lo algebraico, asi como su utilidad y ‘aplicacion, para que sirva

de apoyo a profesores en su practica docente en el nivel medio superior.

2.5. Objetivos especificos
= Analizar desde sus origenes el proceso de construccion de las conicas.
= Identificar y entender los elementos que permiten construir, dibujar y definir cada curvas

m Reconocer conicas en lo cotidiano.
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Capitulo 2. Planteamiento del problema

] @minar y entender algunas propiedades de cada curva.
= Mostrar la utilidad y aplicacion de la elipse, 1a circunferencia, la pardbola y la hipérbola

7

= Repres transitar entre los registros de representacion grafico y algebraico de las coni-
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Capitulo3

Antecedentes

Para la realizacion de este trabajo consideramos como base tedrica: el Modelo de Van Hiele, que
favorece el desarrollo del razonamiento geemétrico, y propone niveles en el proceso de adquisicion
de un conocimiento matematico; la Teoria destas Representaciones Semioticas, que enfatiza la tran-
sicion entre diferentes registros de fepresentacién-de un objeto matematico para que éste adquiera
otros significados y la Socioepistemologia, gque trabaja la construccién social del conocimiento ma-
temadtico y su valor de uso. Ademds, se présentan,investigaciones desde la matematica educativa en
relacién al tema de las conicas, donde se muestran algunas«dificultades en el tratamiento de estas

curvas y sugerencias para su estudio, de las cuales tomamos algunas aportaciones.

3.1. Bases teoricas

Modelo de Van Hiele

El modelo estd conformado por dos parte:

= La primera parte estd integrada por los llamados niveles de razonamiento, 1os cuales ayudan
al desarrollo del pensamiento geométrico de los alumnos, estos niveles son’secuenciales y
jerarquicos, es decir, tienen un orden y no se debe alterar, es asi, que no se puedespasar a un
nivel sin antes haber superado el nivel inferior [24]. En el cuadro 3.1 se exponen 10§ ¢inco

niveles del Modelo de Van Hiele y el desarrollo que se adopta en este trabajo.
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Capitulo 3. Antecedentes

Niveles

Descripcién

Nivel 1:

Visualizacion

Se conocen, identifican, clasifican y comparan las figuras geométricas desde
Susaspecto global. Se describe el aspecto fisico de las figuras a partir de su
similitud con otros objetos geométricos o incluso con objetos concretos del

entorno.\Se tiene un conocimiento fisico y visual de las figuras.

Nivel 2:

Analisis

Se analiza y reconoce que las figuras geométricas estdn compuestas por ele-
mentos y poseéen propiedades. A partir de la observacién, manipulaciéon y ex-
ploracion se pueden llegar a descubrir y describir las partes que integran una
figura y exponer sus propiedades desde una manera informal, llegando incluso
a generalizar las propiedades; sin embargo, no se llega a razonar cémo unas

propiedades se relacionan cen otras.

Nivel 3:
Deduccion

informal

Se reconoce comortnas propiedades se relacionan o deducen de otras. Se des-
cribe las figuras de unamanera formal, con lo cual se pueden formular adecua-
damente definiciones matemdticas’acertadas. Inicia el razonamiento 16gico de
las matemdticas; sin embargo, éste sigue apoyado en la manipulacién; por lo

tanto no se llega a comprenderTa estructura axiomaética de las matematicas.

Nivel 4:
Deduccion

formal

Se sigue un razonamiento 16gice formal, se-€ntiende la estructura axiomatica
de las matematicas, con esto cobran sentidoas_ definiciones, axiomas, teo-
remas etc. Ademas, se ve la necesidad de las demoStraciones como el dnico
medio para comprobar una afirmacion. Se admite la existencia de definiciones
equivalentes para un mismo concepto y la posibilidad‘de/llegar a un mismo

resultado a partir de diferentes premisas.

Nivel 5:

Rigor

Se comprenden los diferentes sistemas axiomaticos y se aprecian sus relacio-
nes y diferencias. Se estudia la geometria de manera abstracta sin‘la'necesidad

de ejemplos concretos, logrando un alto nivel de rigor matematico.

Cuadro 3.1: Niveles de razonamiento del Modelo de Van Hiele. Adaptado de [24].
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3.1. Bases tedricas

= La’'segunda parte del modelo, son las fases de aprendizaje las cuales ayudan al profesor a
sabercomo apoyar a sus alumnos para ir superando cada nivel de razonamiento del modelo
[12]“Es«decir, son indicaciones mds directas para trabajar de manera personalizada con cada

alumno:“Esta fases se explican en el Anexo Al.

Cabe mencionar que ebhModelo de Van Hiele tiene su origen en las tesis doctorales presentadas en
la Universidad Utrecht'en.Holanda, por los esposos Dina y Pierre Van Hiele a finales de los afios
cincuenta. Es un modelo“que\ha sido implementado en diversas investigaciones de matematicas,
entre ellas: dngulos de la ciretinferencia [20], traslaciones en el plano [7] y cuadrildteros [28], en

las cuales se aprecian buenos y satisfactorios resultados al utilizar este modelo.

Teoria Socioepistemoldgica dedaMatematica Educativa

La Socioepistemologia fue propuesta por Ricardo Cantoral y contribuye principalmente a modelar
la construccién social del conocimiento matematico y su difusion institucional, es decir, modela
las dindmicas del saber o conocimiente-pitesto emuso.

Es importante diferenciar entre conocimiento y saberjaunque estén relacionados difieren: “el co-
nocimiento es la informacion sin uso, el saber es'la aceign-deliberada para hacer del conocimiento

un objeto titil frente a una situacion problemdtica” (D’ Amore, 2006, citado de [8]).

El triangulo didactico

La Socioepistemologia [9] toma en cuenta la vida del alumno come~una fuente de conocimiento,
lo cual involucra su entorno, su cultura, su presente, su historia, sus saberes, sus conocimientos y
la propia historia que a partir de necesidades permiti6 la emergencia delp§ Saberes matematicos.
Expone un tridngulo didéctico (figura 3.1) donde considera al aprendiz como un sujeto individual o
colectivo y toma en consideracion su vida misma al relacionarlo con los escenarigs.Socioculturales,

en los cuales se vive la realidad. Ademads, este tridngulo considera al saber o conocimiénto en uso.
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Capitulo 3. Antecedentes

=}
) ‘E ‘ (S) Saber o conocimiento en uso
T o [
o =
g E
2 3
QO o
S o
»©» O
(A) Aprendiz. Sujeto individual, ‘ (ESC) Escenarios

colectivo o histérico Socioculturales

Figura3.1: El tridngulo didéctico. Recuperado de [9].

Dimensiones del saber
La Socioepistemologia toma en cuenta cuatro dimensiones del saber que modelan la construccién

social del conocimiento matematico.

» Dimension diddctica. Considera una ensefianza que no se limita al aula, de este modo se
extiende a la vida real, al entorno que ‘involucra al alumno, es decir, al aula extendida para la

verdadera sociedad del conocimiento.

= Dimension epistemologica. Se énfoca en lasformas en que el saber matemético puede ser
conocido y como el sujeto interactia-con ¢l objeto matemdtico. Considerando un cambio de
concentracion del objeto matemadtico alaspracticas-que acompafian su produccion y optando

por un andlisis centrado en la actividad humana en los centextos socioculturales.

= Dimension cognitiva. Estudia las formas de adquisicion y_significacion continua que expe-
rimentan aquellos que se hallan en situacién de construccion“del conocimiento. El conoci-

miento estd relacionado con la experiencia de vida que modifica la"propia percepcion.

= Dimension social y cultural. Se centra en los usos del saber en situaCiones de la vida, en
entornos socioculturales. Para eso observa las actividades que realizanslos sujetos y pone
énfasis en las précticas sociales, la cual norma la actividad humana y es elamotivo de hacer

lo que se hace.

La Socioepistemologia descentraliza el objeto matemadtico y valora a las matematicas al reconocer
que son parte esencial de la cultura, que emergen fuera del aula pero se ensefian dentro de’ella.
Considerando que muchos aportes de las matemadticas surgieron a partir de una necesidad o pro-

blema en un determinado tiempo, de este modo las matematicas no surgieron para ser ensefiadas,
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3.1. Bases tedricas

pero a pesar de eso se ensefian en el aula. Las matematicas son funcionales en distintos aspectos de
la vida, €s decir, viven mediante acciones de la actividad humana: en el disefio de ropa, preparacion

de aliment6s,€onstruccién de viviendas, actividades de cultivo, tejido, etc.

Teoria de las Representaciones Semioticas

De acuerdo a Duval [I7]sfundador de esta teoria, las representaciones semidticas son primordiales
en matematicas, debido‘a gue ésta trabaja con objetos que no son inmediatamente accesibles a la
percepcion o a la experiencia intuitiva, a diferencia de los objetos que llamamos fisicos o reales.
Es asi que estos objetos son representados a partir de simbolos, figuras o enunciados.

Las representaciones semioticas seh consideradas un medio sencillo de mostrar o exponer repre-
sentaciones mentales con el prop6sitd d¢ comunicar, es asi, que se busca que sean visibles o mas
accesibles para los demds. Para que un sistema semidtico sea considerado un registro de represen-
tacion, debe cumplir las tres actividades cognitivas primordiales relacionadas a cualquier represen-

tacion:

= Formacion de una representacion:es la elabordcién, diseio y/o composicion de signos que

determinen una representacion de un objeto en un sistema.

» Tratamiento: es la modificacion o transformacion de unajrepresentacion dentro del mismo

registro en el cual se formuld, utilizando las propiedades‘que‘posee dicho registro.

» Conversion: es el cambio o interpretacion de una representacioft a otro registro, manteniendo

todo o una parte del contenido de la representacion del registro original.

Es importante resaltar que los objetos no deben confundirse con su representacién, es decir, no
se debe concebir al objeto como la representacion dada. Las representaciones s€miéticas son pri-
mordiales en la matemadtica para poder trabajar con los objetos abstractos, asi éstos’pueden ser
representados en los diferentes registros, en especial en el verbal, algebraico, geométrico @,numé-
rico, los cuales son los mas utilizados en esta drea. En este trabajo se consideran los regi§tros de

representacion semiotica:

= Verbal: hace uso de los signos del lenguaje correspondiente a un idioma.
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Capitulo 3. Antecedentes

» Algebraico: hace uso de las reglas y signos implementados en las matematicas, especifica-

mente.en el drea de dlgebra.

= Geométrico: hace uso del plano cartesiano, figuras geométricas y ayuda a la visualizacion de

lo expuesto en lo verbal o algebraico.

= Numérico: hace‘uso de nimeros (enteros, decimales, fraccionarios)

3.2. Estado del arte

La investigacion de Dadvila et al.((2013) [15], presenta los resultados obtenidos al aplicar una
secuencia didéctica para el aprendizaje’de las conicas a catorce estudiantes de tercer semestre de
preparatoria de educacién media superiorgLos datos arrojados muestran que los alumnos tuvieron
dificultades en el transito de las representaciones de las cdnicas; obstaculos en la representacion
analitica de la pardbola; fallas al graficarla ciretinferencia y problemas en la identificacién de los
elementos fundamentales de las conica$.\Sin embatgo, muestran respuestas favorables al trabajar
las conicas con material manipulativo, mejorande la habilidad para expresarse, sintetizar y redactar.
Existen investigaciones que estudian el tema de la conicas.eonsiderando aspectos histéricos, como
el trabajo de Pérez (2011) [32] que presenta tres'guias de apréndizaje enmarcadas en los primeros
tres niveles del Modelo de Van Hiele, de modo que cada una toma_.como base uno de estos niveles
y en conjunto se trabaja la elipse, la pardbola e hipérbola en cada‘gufa; las curvas se van constru-
yendo desde lo elemental hasta conocer las condiciones que cumplen los puntos que las conforman
sin llegar a conocer sus ecuaciones; también, se construyen las curvas conayuda de un software a
partir de rectas tangentes y no de su definicion y; se observa en general que las‘actividades que-
dan en lo manipulativo y no se proporcionan las definiciones ni ecuaciones de estas,. El trabajo de
Buccino (2011) [6] propone actividades haciendo uso de algunos aspectos histéricos importantes
de las conicas desde un ambiente digital, apoydndose del software Cabri; cabe resaltar.que estas
actividades guian al profesor sobre las intervenciones a realizar ademds que le proporciena-teco-
mendaciones y permite el debate entre alumnos con el fin de enriquecer su conocimiento de/€stas
curvas.

Otras investigaciones se avocan hacia el estudio de las cénicas considerando que éstas estin pre-
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3.2. Estado del arte

sentes en el entorno del alumno y para visualizarlas optan por trabajar con diferentes materiales
manipulatives; como el trabajo de Martinez (2023) [29] que presenta una gran variedad de mate-
riales para Visdalizar las curvas cénicas a partir de un cono el cual puede ser de madera, pldastico,
carton, etc., ade€mds de un cono giratorio con liquido y un matraz, el cual tiene forma parecida a
un cono, también présenta otros materiales para observar las curvas en una superficie plana con
el uso de la luz laser.y con una linterna. Por su parte Beltran (2019) [4], propone actividades an-
tididacticas, en donde 1a participacion del docente es limitada o se percibe como un observador
y facilitador, algunas de estas actividades permiten al alumno la exploracién y visualizacion de
las curvas con el uso de objetos tangibles como una linterna a partir de la sombra generada con
diferentes movimientos; ademds de“que otras actividades buscan reconocer los elementos y pro-
piedades de estas curvas. La investigacion de Real (2004) [35] nos muestra diferentes métodos
de construccién de las conicas con materiales manipulativos como hilo, tachuelas, papel, tablero,
lampara, asi como también un juego de cartas para reforzar los elementos de estas curvas.

Estas investigaciones proponen otras alternativas_para acceder a las conicas, de un modo diferente
al tratamiento que se da en una enseffapza-tradicional, al considerar aspectos histdricos o el uso
de materiales manipulativos, que atrae la-atencion dedos alumnos hacia el estudio de las curvas

debido a que pueden visualizarlas en una pantalla o que.estan presentes en su entorno.

24



Capitulo4

Estrategia de trabajo

Se presentan las acciones realizadas\para llevar a cabo nuestra investigacion, la cual fue de ti-
po documental. Ademas, se expone el diséfio de la guia diddctica y el desarrollo de las cdnicas

considerado nuestras bases tedricas.

4.1. Metodologia

La investigacion para la elaboracion de la guia diddcticapara la ensefianza y aprendizaje de las
conicas dirigida como apoyo al profesor, fue de tipo documental, para lo cual se revisaron marcos
curriculares de educacion media superior, libros de textos, gufas_didacticas e investigaciones en
matematica educativa relacionadas con la ensefianza, historia y evélucion de las conicas.

Para la estructura de la guia diddctica y tratamiento de las cdnicas, se tomé como base el Modelo
de Van Hiele; en donde se consideraron los cuatro primeros niveles de razonamiento: VISUALI-
ZACION (VI), ANALISIS (AN), DEDUCCION INFORMAL (DI) y DEDUCEION FORMAL
(DF); cabe aclarar que nuestra propuesta estd orientada para el nivel medio superior (alumnos que
tienen entre 15y 17 afios de edad) y que el dltimo nivel llamado rigor de este modelo no se inclu-
ye ya que exige un razonamiento matematico mas elevado, el cual es posible alcanzar'en niveles
académicos superiores (universidad), como lo evidencian algunas investigaciones [23] y\{32], Por
otra parte, como las cdnicas son analizadas dentro de un sistema de ejes en donde se recutre) a
su representacion grafica y algebraica, se incluy6 la Teoria de las Representaciones Semidticas

que promueve el uso de los diferentes registros de representacion, consideramos los mas utilizados
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4.2. Diseiio de la guia didactica

en matemadticas: verbal, numérico, algebraico y geométrico. Por tltimo, tomamos algunos aportes
de la Socigepistemologica en lo relacionado con la funcionalidad de las curvas en la vida real,

teniendo un acércamiento mas significativo hacia éstas.

4.2. Diseno de la guia didactica

Actividades, situacionés problematicas y entornos de funcionalidad

La guia diddctica se encuentra conformada por actividades las cudles aparecen en todas las curvas
y en todos los niveles del modelo, conforman la parte medular de la guia; las situaciones proble-
maticas se encuentran solo en algunos niveles asi como los entornos de funcionalidad, estos dos
elementos complementan y dan mayorsignificado a las curvas desde otros escenarios. A continua-

cion, se describen en qué consiste cadaino.de estos elementos y cdmo los ubicamos.

» Actividades. Tienen expresadas.un proposito a alcanzar, y estan acorde al nivel en donde
se presentan, la realizacién o €jecuicion van/en orden secuencial y 16gico, permitiendo un
aprendizaje gradual para cada curvavlas podemes identificar por medio de su nombre o mas
propiamente por un c6digo que se encuentra dentro"de un paréntesis, en donde aparecen dos
letras que corresponden al nivel en el que’se encuenitran VI, AN, DI o DF, seguido de un
guidén y la primera letra corresponde al nombre de la curva: Circunferencia (C), Elipse (E),
Parabola (P) o Hipérbola (H) y seguido de un nimero que indica el orden que le corresponde
en cada capitulo. Asi, si se tiene: Actividad (VI-C1), quiere deeir'que estd ubicada en el nivel

Visualizacién y corresponde a la curva circunferencia, primera actividad.

= Situaciones Problemdticas. Son situaciones en las cuales se utilizan.las curva y a partir de
ahi se plantea un problema que es resuelto usando algunos elementos, propiedades, defini-
ciones o alguna ecuacion estudiada o trabajada previamente. Para identificarlasssituaciones
problematicas, se ha utilizado las letras SP seguido de un guién y una letra corresSpendiente a
la curva C, E, P o H, seguidas de un nimero que indica el orden. Por ejemplo: SP-C1,\quiere

decir que es la primera situacion problemdtica de la curva circunferencia.

» Entornos de Funcionalidad. Son entornos en los cuales se presenta el uso o aplicacion de‘las

curvas y en donde puede notar su relacionan con otras dreas del conocimiento.
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Ademas“se presentan Anexos en los cuales se encuentran el desarrollo y respuestas a algunas de

las situaCiones problemadticas planteadas.

Los niveles deTtazonamiento

El disefio de la giiia“diddctica incluye por cada cdnica, los primeros cuatro niveles del Modelo de
Van Hiele. Cabe enfatizat que los niveles de aprendizaje de este modelo, permiten ir construyendo
el conocimiento de cada curva de manera secuencial y jerdrquica. A continuacion, se da una breve

resefla de lo que contiene la,guia enfatizando cada nivel de razonamiento.

= Nivel 1: Visualizacién. Se.conoce el aspecto general de cada cénica, por lo que se recurren
a diferentes maneras de generarlas, como lo son los cortes transversales a un cono, métodos
précticos y sencillos para construirlaccomo la papirofiexia y el método del jardinero; se utiliza
el juego de geometria usual y herrafnientas tecnolégicas. Ademads de identificarlas en cortes

de objetos similares a un cono y.en el entorno.

= Nivel 2: Analisis. Se presentan+y_ubican los elementos propios de cada curva, enfatizando
en aquellos que son esenciales para.generarlas odibujarlas. Se exploran algunas de sus pro-
piedades, entre las cuales destaca la ex€entricidad de la elipse e hipérbola, la cual es posible
estudiar a partir de los registros de represé¢ntacion, grafico, numérico y lenguaje verbal. En
el caso de la elipse esta propiedad ayuda a*entender por.qué la circunferencia es un caso

especial de esta curva.

= Nivel 3: Deduccion informal. Las curvas se trabajan en su mayosia en el plano cartesiano
y las actividades consideran los registros numérico, grafico y verbal«En especial, se resalta
este ultimo registro para describir las condiciones que cumplen los puntos que conforman a
cada curva apoyéandose en el cédlculo de distancias. El uso de los registros de~tepresentacion
es relevante para tener un acercamiento menos formal a la conformacién dedasyecuaciones
de las curvas, al incluir diferentes andamiajes: en el caso de la circunferencia s€yrecurre al
teorema de Pitdgoras, en el caso de la elipse se le relaciona con su propiedad de excentricidad
y se involucra a la circunferencia, para la pardbola se da prioridad al registro numérico)y
para la hipérbola se aprecia su similitud con la ecuacion de la elipse. Se considera y enfatiza

la propiedad focal o reflectora que posee la elipse, pardbola e hipérbola, donde se puede
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apteciar la funcionalidad de estas curvas y su relacion con otras areas del conocimiento. Se
hacehincapié en una relacién que guardan los ejes y la distancia entre los focos de la elipse

e hipérbola y que resulta fundamental para la localizacién de los focos de estas curvas.

= Nivel 4: Deduccion formal. Se recurre a procedimientos algebraicos acompafiado siempre
del registro grafieo y numérico para obtener la ecuacién de las curvas de manera particular,
considerando distancias y la condicién dada en la definicion formal. Ademas, se ubican y
se significan sus elementos al abordarlo desde los cuatro registros de representacion, por
ultimo se exponen alguhas situaciones problemdticas en donde se hace uso o aplicacion de

las ecuaciones de estas curyas«

Cada curva se ha trabajada por separade,'lo cual permite ver su desarrollo desde lo elemental hasta
conocer su ecuacion algebraica. Su ecudcion.se va construyendo a partir de su definicion, calculan-
do distancia y considerando un caso particular,\con lo cual se enfatiza los elementos involucrados

en esta.
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Capitulos

Circunferencia

De las conicas, la circunferencia es‘una de las curvas mas conocida, estudiada y utilizada. En
la antigiiedad su trazo se realizaba con ayuda de un cordel (lia o hilo) y un punzén, como se
muestra en la figura 5.1. En la actualidad, esta-se puede trazar con ayuda de objetos manipulables
o usando algun software. También, es posible seprésentar la circunferencia en un sistema de ejes

coordenados, en donde queda determinada)por una€xpresion analitica.

Figura 5.1: Trazando una circunferencia. Recuperado de f10].

En este capitulo se presenta un tratamiento para el estudio de la circunferencia, eonsiderando los
primeros cuatro niveles del Modelo de Van Hiele. A continuacion se describen algunos elementos
que podra encontrar en cada nivel.

En el nivel VISUALIZACION (VI) se muestra a la circunferencia, como una curva gue se ob-
tiene seccionando un cono y su uso en el disefio grafico (ACTIVIDAD (VI-C1)). En el-nivel de
ANALISIS (AN) se exponen algunos de sus elementos y se resalta la longitud de la circunferéngia
utilizada en el trazo de prendas de vestir, lo anterior a través de situaciones problematicas. Poste-

riormente en el nivel DEDUCCION INFORMAL (DI) se trabaja la curva en el plano cartesiano y
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5.1. Nivel 1: Visualizacion

se busca‘inquirir sobre la condicion que cumplen los puntos que la conforman (ACTIVIDAD (AN-
C4)), adeémds se toma como andamiaje algunos tridngulos rectdngulos, a fin de dar significado a
sus variablésy” acceder a su ecuacion. Finalmente, en el nivel DEDUCCION FORMAL (DF) se
obtiene su ecuacion a partir de la definicién de lugar geométrico para una curva en especifico y se
dan diferentes representaciones de ésta (ACTIVIDAD (DF-C8)). También se presentan el uso de

la curva en la solucién de Situaciones problemaéticas, como la ubicacién adecuada de un router.

5.1. Nivel 1: Visualizacion

Es comun ver en libros de texto-la‘circunferencia generada por Apolonio (siglo III a. C.) [16],
obtenida a partir del corte de un cone~con un plano perpendicular a su eje (figura 5.2); entender
esta forma de generarla requiere de cierto nivel de imaginacion espacial, para luego poder situarla
en una superficie plana y observar que ésta es\una curva cerrada muy familiar, ya que se puede
realizar con ayuda de un compds, e¢on algin software, o también recurrir a como lo hicieron de

manera prictica en la antigiiedad (figura.5-1.

I=X4NR

Figura 5.2: Circunferencia generada a partir del corte\de un cono.

Entornos de funcionalidad

Diseiio grdfico
En el disefio grafico es muy comin el uso de figuras geometricas, en especial la circunferencia, la
cual se implementa para elaborar ilustraciones (figura 5.3) o logos (figura 5.4), logrande que estos

adquieran caracteristicas Unicas que lo hacen resaltar de otros.
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Capitulo 5. Circunferencia

(b) Tucan.

-
CONTRACTOR DATE Rob Janoff
Twitter Lz

DESIGNER

Apple Inc
Douglas Bowman

1977

REFERENCE

Twitter Bird. g
need to use the Twitter name. People, Just by seeing the bid, would instantly know what Al
itsymbolized. ng

12012
Visitto an apple farm while o

R ffin 1977.
col and to indicate apple machines had
st ,
n a fritarian diet.

(a) Twitter. ( le.

Figura 5.4: Logos de marcas reconocidas. Recupe@) de [25].

Vitrales %

En algunos disefos de vitrales (figura 5.5 a) se puede observar el uso de circ%encias y otros

elementos o figuras. Estos disefios suelen ser simétricos, proporcionados y con es llamativos
que hacen que el resultado final sea hermoso a la vista. En la investigacién de C Crespo se
aborda el tema de los vitrales de las catedrales géticas, en donde se analiza cudles fue trazos

o figuras geométricas que utilizaron los constructores para disefiar estas obras maravillos @'}gura

55b). @)

.
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5.2. Nivel 2: Analisis

(a) Orinal. (b) Trazo.

Figurar5.5: Vitrales. La figura (b) fue recuperada de [14].

ACTIVIDAD (VI-C1): Circunferencia en el disefio grafico

Proposito. Identificar circunferencias_en el trazo de ilustraciones y logos. Para ello se presentan
algunos, los cuales estdn disefiados a_partir de circunferencias. En esta actividad se recomienda
trabajar con algiin software para dibujars@ trazar figuras, como PowerPoint, aunque también se
puede recurrir a materiales manipulativos como un compds.

Materiales

1 lapiz y 1 compads o software para dibujar.

Procedimiento

1. Considera las ilustraciones y logos de la figura 5.3 y 54, respectivamente. Identifica el nu-

mero de circunferencias para su trazo y los pasos para su'elaboracion.

2. Disefia un logo o un dibujo usando circunferencias con ayuda de un compds o un software

como PowerPoint.

5.2. Nivel 2: Analisis

Se presentan los elementos de la circunferencia, algunas rectas que se asocian con_éSta curva y su
uso en el corte y confeccion.

ACTIVIDAD (AN-C2): Elementos

Proposito. Recordar y ubicar elementos abordados desde la geometria euclidiana que estdn'pre-

sentes en la circunferencia. La actividad plantea transitar entre registros verbal y grdfico.
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Capitulo 5. Circunferencia

Procedimiento

1. De actierdo con la figura 5.6 escribe sobre la linea a qué elemento corresponde la descrip-
cion dada~Para eso considera las palabras siguientes: cuerda, radio, arco, tangente, centro y

diametro.

__ Esel puntosC del cudl equidistan todos los puntos de la circunferencia.
__ Esel segmento que une el punto C con A.
__ Esuna porcionrde-la curva que une los puntos Ay E.
Es el segmento de recta,que une By D.
__ Eslacuerda que pasapor.C.

Es la recta L que toca a la‘circunferencia en el punto P.

Figura 5.6: Elementos de la circunferencia.

Longitud de la circunferencia
Desde tiempos antiguos se sabe que la longitud de la circunferencia, o como se conoce desde la

educaciodn primaria perimetro del circulo, relaciona el didmetro y la constante 7 (figdra 5.7).

Figura 5.7: Relacion de la circunferencia y 7.
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5.2. Nivel 2: Analisis

Longitud de la circunferecia

La longitud (/) de un circunferencia, con didmetro (d) es igual a:

l=dr (5.1)

ACTIVIDAD (AN-C3): Centro

Propdsito. Determinansddesde el contexto grdfico y utilizando mediatrices, el centro de la circunfe-
rencia que pasa por tres puntos dados no alineados. Cabe resaltar que éste es un problema cldsico
del tema de circunferencia, y@e retoma en el nivel Deduccion Formal.

Materiales

1 hoja blanca, 1 compés y 1 l4piz.

Procedimiento

1. En una hoja blanca dibuja tres puntos.no‘alineados (A, By C).
2. Traza los segmentos que unen los’puntos AB/y BC, halla sus mediatrices.

3. Observa que las mediatrices se cortan.en un punte. Coloca la punta del compds en este punto

y dbrelo de modo que pase por A y trazalda.circunferencia.
Entornos de funcionalidad

Corte y confeccion
Para realizar una prenda de vestir es necesario hacer un trazo o patrén de las piezas que la confor-
man, éste suele hacerse manualmente en un papel, con ayuda de cinta métsi€a, escuadras y lapiz. En

prendas como faldas circulares (figura 5.8 a) y sombreros (figura 5.8 b) se ocupa la circunferencia.

(a) Falda circular. (b) Sombrero pesquero.

Figura 5.8: Prendas de vestir.
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Capitulo 5. Circunferencia

Situacienes Probleméticas

Estas sittiagiones problematicas brindan los pasos para realizar el trazo de una falda circular y un
sombrero pesquero. En especial, en 1a SP-C3 se solicita calcular la longitud de dos circunferencias,
con lo cual sebusca resaltar el uso que tiene la ecuacion (5.1), para que las piezas del sombrero

pueden coincidir adeécuadamente.

SP-C1. Maria es modista yina clienta le ha solicitado una falda circular de 40 cm de largo, con
encaje en la parte baja deleontorno. La medida del contorno de cintura de la clienta es 60 cm.

Realiza lo solicitado:
= Dibuja el trazo de la falda circudar (ver procedimiento 1), puede ser a escala.
= Determina cudntos metros de encaje Se necesitard.
= Si cada metro de encaje cuesta 30 peses cudnto se gastard en encaje?

Procedimiento 1: trazo de una falda circular
Para realizar el trazo de una falda circular s necesariorsaber la medida de la circunferencia de

cintura (o contorno de cintura) y el largo de falda. A continuacion, se muestras los pasos:
1. A partir de la circunferencia de cintura se ebtiene unradio 1 y el largo de falda LF.

2. Se dobla el papel en cuatro partes iguales y se ubica la esquinaidel papel doblado que corres-

ponde con el centro del papel. Es decir, el punto A de (figura 5.97).

3. Se dibuja un Y4 de circunferencia con centro en A y de radio r1 y se“dibuja otro ¥ de circun-

ferencia con centro en A y de radio r1 + LF.

4. Posteriormente €ste se corta siguiendo las curvas dibujadas y se desdobla obteniendo el trazo

final (figura 5.9 b).

Observacion. Para realizar el trazo de de la falda es necesario conocer el radio de las circunferencias antes mencionadas.
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5.2. Nivel 2: Analisis

L

(a) 1/4 del trazo. (b) Trazo completo.

Kigura 5.9: Trazo de falda circular.

SP-C2. Mide el contorno de la cabéza de algin compaiero y realiza el trazo (ver procedimiento 2)

de un sombrero pesquero con la medida obtenida. Contesta lo solicitado en la figura 5.10.

Base
circunferencia de la cabeza (CC)
radio (r’) de CC

Banda lateral

largo (longitud'de €C) :
ancho :7cm

Ala
contorno :
ancho :6tm

Figura 5.10: Medidas para el trazo de un sombrero pesquero.

Procedimiento 2: Trazo de un sombrero pesquero
Para elaborar el trazo de un sombrero pesquero es necesario saber la tedida del contorno de la
cabeza CC (figura 5.11 a). El trazo se divide en tres partes: la base, banda lateral y ala (figura 5.11

b). A continuacidn, se indican los pasos para realizarlo.

“— Base
<+— Banda lateral

<«— Ala

(a) Medir la cabeza. (b) Partes del sombrero.

Figura 5.11: Consideraciones para elaborar el trazo de un sombrero pesquero.
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Capitulo 5. Circunferencia

1. Para la base, se necesita la medida de CC. Luego, se obtiene el radio ' y se traza la base. La

base.es un circulo cuyo perimetro es igual a la longitud de CC (figura 5.12 a).

2. Paralabanda (figura 5.12 b), el largo debe medir la longitud de CC y de ancho 7 cm (medida

estandar).

3. Parael ala, se fraza la mitad de una circunferencia C1 de radio 2+, es decir, el doble del radio
de CC, como el ala debe tener de grosor 6 cm (medida estdndar) se traza una circunferencia
C2 con el mismo centro’de C1 y de radio 27+ 6 cm (figura 5.12 c).

2r'+ 6cm
c1 C2

I7cm

Circunferencia de .
la cabeza (CC) Longitud de CC,

(a) Base. (b) Banda lateral. (c) Ala.

Figura 5.12:Arazo de las partes del sombrero.

SP-C3. A partir de los datos dados en la figura®5.12 calewla la longitud de CC y C1. Determina
por qué solo es necesario utilizar la mitad de esta ultima cifcunferencia C1 para que coincidan las

piezas. Respuesta en el Anexo A2.1.

5.3. Nivel 3: Deduccion Informal

En este nivel se trabaja con la curva en el plano cartesiano, se calculan¢distancias y se da un
andamiaje para acceder a su ecuacidn, enfatizando su radio.

ACTIVIDAD (DI-C4): Puntos de la curva

Propésito. Reconocer que los puntos que conforman a la circunferencia estdn a la misma distancia
de un punto fijo (centro). Para eso se proporcionan algunos puntos para ubicarlos.ew el plano
cartesiano, se calcula la distancia hacia un punto (origen) y se registran en un cuadro; con.ayuda
de un compds se solicita determinar cudles puntos pertenecen a una misma circunferencia.
Materiales

1 hoja blanca y 1 compds.
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5.3. Nivel 3: Deducciéon Informal

Procedimiento
1. Rellena el cuadro 5.1, calculando las distancias solicitadas.
2. En una hoja.blanca traza el plano cartesiano y ubica los puntos dados en el cuadro 5.1.

3. Ubica la punta de tu compas en el origen y explora cudles puntos estdn en una misma cir-

cunferencia y dibtjala.

4. Responde: ;cuanto mide la distancia de estos puntos al centro de la circunferencia (origen)?
(,se puede concluir que 10§ puntos de la circunferencia estan a la misma distancia de un punto

fijo (centro)? ;por qué?

Punto {"Distancia del Punto a (0,0)
(5,0)
4,3)
0,5)
(-8,2)
(0,-2)
(5.-5)

Cuadro 5.1: Coordenadas de puntos.

ACTIVIDAD (DI-C5): Ubicacion del centro

Proposito. Determinar desde el contexto grdfico, el centro de la circunferencia. Para lograrlo, se
proporcionan arcos de circunferencias y tres puntos sobre éste. Revisar la ACTIVIDAD (AN-C3).
Materiales

1 compés y 1 regla graduada.

Procedimiento

1. Observa la figura 5.13 en las cuales se proporcionan arcos de circunferencias. Halla sus
centros a partir del trazo de las mediatrices de los segmentos que unen los puntos dados

sobre cada arco. Con tu compds realiza el trazo completo de la curva.
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P 0, 10)

8
6
4
2

(-10,0)
(10, 0) ®
Y -12 -10 8 6 4 20 2 4 6 8 10 12
16 14 12 % 8 6 -4 20| 2 4 6 8 10 -2
2
a
A
(-4, -6) (0476), 10 8 6 -4 20 2 4 6 8 10 12 14 16 6
3 2
-8
-8 4
~10
~10 -5
—12 8 —12

Figura 5.13: Arcos de circunferencias por tres puntos.

ACTIVIDAD (DI-C6): Las variables en la ecuacion

Proposito. Conocer la relacion que tienen las coordenadas de un punto sobre la circunferencia y
el radio al cuadrado, utilizando un tridngulo rectdngulo.

Procedimiento

1. A partir de la figura 5.14, escribe‘las, coordenadas del punto A.

Figura 5.14: Coordenada de un punto sobre una circunferencia.

2. Elige cudl de los incisos determina el valor del radio al cuadrado r?:
a) V3+4
b) 3% +42
) V3 +42

3. (Qué enunciado resulta ser cierto para el punto A de la figura 5.147?
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5.3. Nivel 3: Deducciéon Informal

a) El valor de la abscisa al cuadrado més la ordenada al cuadrado es igual al radio.

b)"El valor de la abscisa al cuadrado mads la ordenada al cuadrado es igual al radio al

euadrado.

c¢) El valor/de la abscisa al cuadrado més la ordenada al cuadrado es igual al didmetro.

ACTIVIDAD (DI-V.7): Las variables y el radio

Proposito. Verificar par@ varios puntos de la circunferencia, que se cumple que su abscisa al cua-
drado mds su ordenada al'cuadrado es igual al radio al cuadrado, y con ello deducir la ecuacion
de la curva. Se realiza el trazogde varios tridngulos rectdngulos y se obtiene informacion de ellos,
la cual es registrada en un cuadro’ys$e induce la expresion analitica que cumplen dichos puntos.

Procedimiento

1. En la figura 5.15 se presenta una cireunferencia y algunos de sus puntos. Forma tridngulos
rectangulos de modo que sus tres vértices sean: uno el centro, otro un punto sobre la curva,

y el tercero se halle sobre el eje-X-Completael cuadro 5.2.

(1\z3)
)
(B4
(43)

Figura 5.15: Coordenadas de varios puntos sobre una circunferencia.

2. A partir de los valores en el cuadro 5.2, encierra las proposiciones que s€an” verdaderas
del cuadro 5.3, y une con una la linea la descripcién verbal correspondiente @ la“expresion

analitica.
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Capitulo 5. Circunferencia

Punto | x? | y* | x> +y? | radio al cuadrado

34) | 9|16 25 52

Cuadro 5.2: Puntos sobre la circunferencia.

Punto Distancia del Punto a (0,0)

La variable equis al cuadrado mas la variable ye ¥ +y*=5

al cuadrado es igual a cince.akcuadrado:

La variable equis al cuadrado mas lawvariable ye x4y =52

al cuadrado es igual a cineo:

Cuadro 5.3: ‘Expresiones yérbales y analiticas.

5.4. Nivel 4: Deduccion Formal

Se trabaja con la definicién de la curva y sus diferentes representaciones,

ACTIVIDAD (DF-CS8): Ecuacion con centro en el origen

Proposito. Obtener la ecuacion de una circunferencia a partir de la definicion. Para eso se toma un
punto arbitrario sobre la curvay se calcula su distancia hacia el centro. Ademds.sesbusca resaltar

valor del radio y del radio al cuadrado.

Procedimiento

1. Considera la Definicién 1 y observa la circunferencia de la figura 5.16. Sea P(x,y) un purito
arbitrario sobre la curva, C(0,0) su centro 'y d(P,C) la distancia de P a C. Selecciona cudl de

las expresiones es cierta:
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5.4. Nivel 4: Deduccién Formal

Definicién 1

“La_circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de
tal manera que se conserva siempre a una distancia constante de un punto fijo de ese
plano=ElL punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia constante se

llama radie”,[27].

a) d(P,C)=5
b) d(P,C) = 10
¢) d(P.C) =25

Figura 5.16: CircunferenciasCon centre’en el origen.

2. Calcula la distancia de P(x,y) al centro C(0,0) de la circunferencia (figure 5.16) y sustituya

en la expresion elegida, realiza el procedimiento correspondiente hasta obtener x> + y? = 52

Si consideramos una circunferencia cualquiera con centro en el origen su €cuacion es la siguiente.

Ecuacion de circunferencia

La ecuacion de una circunferencia con centro en el origen y radio r es:

P4y =7 S.2)
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Capitulo 5. Circunferencia

ACTIVIDAD (DF-C9): Ecuacion con centro fuera del origen
Propdsito. Relacionar las expresiones dadas en un contexto analitico, con el contexto grdfico al
obtener las distancias, para determinar la expresion analitica que le corresponde.

Procedimiento

1. Considera ndevamente la Definicién 1y la circunferencia de la figura 5.17. Sea P'(x',y) un

punto sobre la curva calcula su distancia al centro C’'(5,4) y verifica cudl igualdad es cierta.
a) (¥ =52+ =4)? =3
b) (¥ —5)*+(y —4)2=32

¢) (X =52 +(y —-4)?*~6

a o o~ ® ©
)

N N IN

Figura 5.17: Circunferencia con centro fuera.del origen.

En efecto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1 [27]

La circunferencia con centro en el punto (4, k) y de radio r, tiene por ecuacion;
(x—h)?+(y—k)?=r? (5.3)
Al desarrollar la ecuacion 5.3 se obtiene la ecuacion general de la circunferencia:

X +y? +dx+ey+f=0 (54)

Enlacual d = —2h,e = =2k, f = h*> + k> — 12
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5.4. Nivel 4: Deduccién Formal

ACTIVIDAD (FI-C10): Relacion de la ecuacion con su grafica
Propdsito. Aransitar y relacionar los diferentes registros de representacion, para determinar la
expresion analitica de la circunferencia y sus elementos.

Procedimiento

1. Completa el*cuadro 5.4, en la cual por cada renglon se debe representar una circunferencia
en los registro verbal, grafico y numérico, para lo cual solo se ha proporcionado la represen-

tacion de la circunferencia en uno de estos registros.

Registro verbal Registro grafico Registro numérico
Circunferencia con centro en r:
5
___ yradio 7 C(—,__)
(3.3)
3 *z
Ecuacion:

Circunferencia con centro en r:

C( )
¥ +y>—24x—22y+165=0

_ yradio

b

Cuadro 5.4: Diferentes registros de representacién de la circunferencia.

ACTIVIDAD (DF-C11): Ecuacion de las mediatrices y centro

Propésito. Determinar desde un contexto analitico el centro de la circunferencia. Para lo cudl se
retoma lo propuesto en la Actividad (DI-C5), y la idea es utilizar las ecuaciones de las.mediatrices
de los segmentos que unen los puntos dados en el arco de circunferencia, lo cual genera un sistema
de ecuaciones, y también usar la ecuacion general de la circunferencia, la cual es comiin encontrar
en libros de textos.

Procedimiento
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Capitulo 5. Circunferencia

1. Dados tres puntos de cada una de las circunferencias, determina el centro para cada cir-
cunferencia dada en la Actividad (DI-C5), utilizando las ecuaciones de las mediatrices y la

ecuacion general de la circunferencia.

Cabe mencionar que es comin que en los libros de texto, el tema de circunferencia se inicie tra-
bajando con la definicién y se realicen procedimientos analiticos que involucran las variables de la
ecuacion para obtenerda ecuacion general. Se sugiere complementar esta seccion en especial con

estos apoyos.

Entornos de funcionalidad

Tecnologia

Una forma de tener internet en nuestra casa‘es contratando un servicio en el cual se incluyen los
dispositivos: modem y router. La funcién del primero es conectarse a la linea de servicio de internet
de la compafiia provisora, mientras que“el segund6 permite distribuir la conexion de internet del
modem a varios dispositivos. El router tiene unas antefias.que propagan la sefial en forma de ondas

circulares (o en forma de circunferencia), como6 se muestra en la figura 5.18.

Figura 5.18: Ubicacién de router en una casa. Recuperado de [Sh
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5.4. Nivel 4: Deduccién Formal

Situacién problematica
En esta Situacion problema es necesario determinar el centro de una circunferencia, el cual resul-

tard ser el lugat mas apropiado donde debe ubicarse un router.

SP-C4. La casa de Jéuis esta en un terreno de 25 m x 25 m (figura 5.19) y desea colocar un router
para que la sefial de'internet puede llegar hasta tres puntos importantes: su habitacion A(2,11), a
la habitacion de su hija B(643) y al patio C(20,5). Halla las coordenadas del punto mds apropiado

donde Luis debe colocar elsouter y beneficie estos tres lugares. Respuesta en el Anexo A2.2.

A2,11)
[ ]

' C(20,5)
#5 .
o B(6.3)

Figura 5.19: Dibujo de la casa de Luis en el plano cartesiano.

o

46



Capitulo6

Elipse

La elipse (figura 6.1 a) es una curva queise usa en diferentes areas del conocimiento: en astronomia
se sabe que los planetas siguen Orbitas elipticas alrededor del sol (figura 6.1 b); en medicina y ar-
quitectura, debido a su propiedad reflectora,dapodemos encontrar en un aparato llamado litotriptor
(que se utiliza para la desintegracidén/de.caculesirénales) y en la forma de los techos de cabinas
de murmullos (figura 6.1 c), respectivamiente. Tambi€n, existen objetos que tienen la forma de esta

curva, como por ejemplo el borde del tabletodeuna mesa (figura 6.1 d).

(a) Elipse. (b) Orbitas planetarias.  (c) Tabernaculo de Saltd=ake. (d) Mesa.

Figura 6.1: Elipse y sus usos.

En este capitulo presentamos un tratamiento para el estudio de la elipse, considerando los primeros
cuatro niveles del Modelo de Van Hiele. A continuacién describimos, a grandes rasgos, lo que se
podra encontrar en cada nivel.

En el nivel VISUALIZACION (VI) se conoce y obtiene la curva mediante una construecién que
evoca al método del jardinero (ACTIVIDAD (VI-E2)), el cual es utilizado en oficios como la car-
pinterfa y vidrierfa. En el nivel ANALISIS (AN) se presentan sus elementos bdsicos y se explora su

propiedad de excentricidad (ACTIVIDAD (AN-E4)). En el nivel DEDUCCION INFORMAL (DI)
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6.1. Nivel 1: Visualizacion

se da énfasis a la definicion de la curva, para lo cual se calculan distancias de algunos puntos sobre
la curvaa eada foco y se trabaja desde los registros de representacion grafico, numérico y verbal
(ACTIVIDAD*(DI-E6)); se incluyen también, situaciones probleméticas que tratan con la propie-
dad focal de la*Curyva, la cual es de mucha utilidad en diferentes dreas del conocimiento y se da
un primer acercamiento a su ecuacion tomando como andamiaje la ecuacion de la circunferencia.
Para finalizar, en el hiveLDPEDUCCION FORMAL (DF) se construye la ecuacién de la elipse, se
ubican y se significan sus elementos al presentarlos desde los diferentes registros de representacion
(ACTIVIDAD (DF-E9)); ademas, se plantean situaciones problemadticas en los cuales se utiliza la
ecuacion de la elipse para ubicar o distribuir objetos y para calcular de manera 6ptima el material

necesario para cierta construccion,

6.1. Nivel 1: Visualizacion

Una imagen muy comiin de la elipse’e$ la que se presenta en la figura 6.2. Apolonio de Perga, alld
por el siglo III a. C [16], gener6 esta curya-al realizarle un corte a un cono con algo parecido a una
hoja plana de cuaderno y ddndole una leve.inclinacionsEl trazo que deja este corte resulta ser la

curva elipse (figura 6.2).

Figura 6.2: Elipse generada a partir del corte de un cone.

ACTIVIDAD (VI-El): Identificando la curva en el corte del cono

Proposito. Identificar la elipse a partir de figuras que se obtienen manipulando objetos que tienen
forma similar a un cono, por ejemplo: al inclinar un vaso con agua (figura 6.3 b)Na luz que
proyecta una linterna en una superficie plana (figura 6.3 c) y el corte transversal a un'piloncillo
(figura 6.3 d).

Seria muy enriquecedor llevar a la prdctica la manipulacion de estos objetos (u otros parecidos)

en el salon de clases para visualizar la curva, como se realizo en [29] y [4].
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Capitulo 6. Elipse

Procedimiento

1. Mira lafigura 6.3 e identifica en cudles objetos se genera una elipse y dibujala.

Observacion. Recuerda que la elipse se genera a partir del corte de un cono.

(a) Embudo.  (b) Vaso con agua. (c) Lampara. (d) Piloncillo.

Figura 6.3: Diferentes objetos.

Entornos<de funcionalidad

Mesas elipticas, cimbra y cortes en yidrio.
Existe un método practico para dibujaruha elipse en una superficie plana, este es el llamado método
del jardinero, el cual es utilizado en algunos oficios comorla carpinteria, albaiiileria y vidrieria, para

elaborar mesas elipticas (figura 6.4 a), cimbga para la construccion de arco eliptico (figura 6.4 b),

entre otros objetos en forma de elipse.

(a) Trazo de la elipse en madera.  (b) Cimbra para construir un ar¢oeliptico.

Figura 6.4: Uso del método del jardinero.

ACTIVIDAD (VI-E2): Método del jardinero

Propésito. Mostrar un método para trazar y reconocer diferentes elipses. Cabe menéionar que el
método del jardinero utiliza hilo, tachuelas y ldpiz u otro objeto para marcar el trazo; para'realizar
el trazo de diferentes elipses es necesario variar la distancia entre las tachuelas.

Materiales

1 rollito de hilo, 2 tachuelas, ¥4 papel cascardn, 1 tijera y 1 1apiz.
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Procedimiento

1. Corta un pedazo de hilo de diez centimetros de longitud y sujeta sus extremos a las tachuelas.

2. Ubica las'tachuelas en el papel cascarén (marca los puntos donde colocaste) de tal modo que

la distancia“entre ellas sea menor que la longitud del hilo.

3. Tensa el hilo con®l 1dpiz y deslizalo por todo el hilo para generar el trazo de la curva cerrada

(figura 6.5).

4. Experimenta con otras posiciones de las tachuelas.

Adaptacion de [35].

Figura 6.5: Método del jardinero con hilo y tachuelas.

6.2. Nivel 2: Analisis

Se presentan los elementos de la elipse, su propiedad de excentricidad, su-uso en las orbitas de los

planetas.

Elementos

Dos elementos esenciales de la elipse son sus focos, los cuales fueron los puntossfijos donde se
posicionaron las tachuelas en la ACTIVIDAD (VI-E2). En la figura 6.6 son represefitados como
F1 y F,. El ¢je focal es la recta L que pasa por los focos, ésta corta a la curva en dos puntos'Viy V5,
llamados vértices. El eje mayor es el segmento cuyos extremos son V| y V,. El centro es el punto
medio C del eje mayor. El eje menor es el segmento perpendicular al eje mayor que pasa pot el

centro y cuyos extremos son By y By [27].
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Capitulo 6. Elipse

Figura 6.6: Elementos de la elipse.

ACTIVIDAD (AN-E3): Ubicas reconoce y calcula
Proposito. Ubicar los elementos-de’la elipse y conocer cuales de ellos (los focos) permitieron
generarla en la ACTIVIDAD (AN-E2)~También, dada una elipse en el plano cartesiano, calcular
las longitudes de sus ejes y semiejes (mitad del eje).

Procedimiento

1. Localiza los elementos de una de las elipses“generadas en la ACTIVIDAD (AN-E2), dibyja-
los y subraya la respuesta correctd a la pregunta: ;qué elementos fueron fundamentales para

generar la elipse con el método del jardinero?

a) Vértices
b) Focos

c) Ejes

2. Dada la elipse de la figura 6.7, calcula las longitudes que se solicitan.

Figura 6.7: Elipse con centro en el origen.
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6.2. Nivel 2: Analisis

Longitud del eje mayor __

Longituddel eje menor ___

Longitud del semieje mayor __

Longitud del semieje menor

Propiedad de excentricidad

Distancia entre los focos ___

Semidistancia entre los focos ___

Hay elipses cuya forma es parecida a una circunferencia (figura 6.8 a) y otras que tienen forma

alargada (figura 6.8 c). J20)anterior estd relacionado con su valor de excentricidad (e), la cual

es una razén dada entre lag-longitudes ¢ (semidistancia entre los focos) y a (longitud del semieje

mayor) [19].

ACTIVIDAD (AN-E4): La excentricidad y el aspecto de la curva

Proposito. Explorar algunas formassque.presenta la elipse para establecer la relacion con el valor

de su excentricidad. Para lo cual se prepone trabajar con tres elipses diferentes ubicadas en el

plano cartesiano en donde la posicion de las‘focos varia y la longitud de su eje mayor se conserva.

Procedimiento

1. Dadas las elipses de la figura 6.8,(ubica sus vértices en los puntos Vi (—5,0) y V»(5,0) y sus

focos, cuyas coordenadas aparecen en el cuadro 6.1, y.rellena lo solicitado en este.

1.2 3 4

(a) Elipse 1.

(b) Elipse 2.

Figura 6.8: Diferentes elipses.
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Capitulo 6. Elipse

Elipse 1 2 3

Focos 05,00y (=0.5,00 | 3,0y (=3,0) | (45,0)y (—4.5,0)

Semidistancia entre los focos (¢)

Longitud del semieje mayor (a)

Calcula la excentric¢idad (e) de la

elipse la cual es igual‘a la razon:

c
e=—
a

Cuadre6.1; Calculo de excentricidad.

2. Observa las elipses de la figura 6.8, los résultados del cuadro 6.1 y completa los dos enuncia-

dos segtin corresponda utilizando las siguientes palabras: uno, alargada, cero, circunferencia.

a) Silos focos de la elipse estan cercade su éentro-y mas lejos de sus vértices, es decir, la
semidistancia entre los focos es menor que la longitud del semieje mayor, entonces su

excentricidad se aproximaa ____ s vy lacutvaes parecida a una

b) Si los focos de la elipse estan lejos del centro y estan/mdés cercanos a los vértices,
es decir, la semidistancia entre los focos se acerca a la_longitud del semieje mayor,

entonces su excentricidad se aproximaa _ ylaCurvases

Es importante resaltar que la excentricidad determina el aspecto de la elipse y su walor estd entre
cero y uno. Una excentricidad igual a cero, indicaria que los dos focos de la elipsé coinciden en
un mismo punto y esta degenera en una circunferencia siendo el punto el centro. Conforme la
excentricidad va creciendo, los focos se van alejando del centro, cuando la excentricidad-se.acerca
a uno, los focos se acercan a los extremos del eje mayor (vértices) y el eje menor se hace' mas

estrecho, o sus extremos se acercan al centro de la elipse, asi esta se vuelve mds angosta o alargada

[19].
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6.3. Nivel 3: Deduccion Informal

Ecuacion de excentricidad

La excentricidad (e) es igual a la razén:

e =

6.1)

a

donde c es la semidistancia entre los focos y a es la longitud del semieje mayor, a # 0.

Entornos de funcionalidad

Astronomia
La excentricidad (e) de la elipse hatenido un papel importante en la comprension del movimiento
de los planetas que conforman el sist€éma solar (figura 6.1 b). El astrénomo Kepler descubrié que

todos los planetas se desplazan en Orbitasselipticas, con el Sol situado en un foco [21].

ACTIVIDAD (AN-E5): Orbitas y excentricidad

Proposito. Identificar el aspecto de las orbitas delos planetas dada su excentricidad. Observa que
la mayoria de las orbitas son redondas.o’se aproximan_a una circunferencia, por lo que se han
planteado las siguientes preguntas para reflexionar sobye esto.

Procedimiento

1. Analiza el cuadro 6.2 y responde las siguientes preguntas#¢cudl planeta tiene la 6rbita mas

alargada? y ;cudl planeta tiene la 6rbita mds parecida a una circunferencia? Justifica tus

respuestas.
Planeta Mercurio | Venus | Tierra | Marte | Jupiter | Saturne*| Urano | Neptuno
Excentricidad 0.206 0.007 | 0.017 | 0.093 | 0.048 | 0.056 |.0.046 | 0.009

Cuadro 6.2: Excentricidad de las drbitas de los planetas. Recuperado dé |21,

6.3. Nivel 3: Deduccion Informal

Se trabaja la elipse en el plano cartesiano y se da un andamiaje para acceder a su ecuacion.
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Capitulo 6. Elipse

ACTIVIDAD (DI-E6): Puntos de la curva

Proposito. Calcular distancias para reconocer la condicion que cumplen los puntos de la elipse.
Para eso sé proporcionan varios puntos (cuadro 6.3), se obtiene la suma de sus distancias a dos
puntos fijos (fo€os).y luego se ubican los puntos en el plano cartesiano. Se enfatiza cudles de estos
puntos conforman la“eurva elipse al comparar las sumas obtenidas.

Materiales

1 hoja blanca y 1 14piz.

Procedimiento

1. Rellena lo que se solicita en el cuadro 6.3.

2. Dibuja en la hoja blanca el plafio,¢artesiano, ubica los puntos del cuadro 6.3 y une con una
curva suave aquellos que cumplen que la suma de las distancias son iguales. Identifica qué

curva obtuviste.

Punto Distancia del Punto~a» Distancia del Punto a | Suma de las distancias
F1(—4,0) F>(4,0)
(5,0 9 1 10

(6,5)
o)

5

(3,—2.4)
(3,—5)
(0,-3)

(—4,—1.8)
(=5,0)
(—8.4)

(—3.2.4)

Cuadro 6.3: Coordenadas de puntos.
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6.3. Nivel 3: Deduccion Informal

3. Selecciona cudl de las condiciones satisface la elipse que obtuviste. Curva en el plano cuyos
puntes cumplen que:
a) la suma de sus distancias a dos puntos fijos (focos) varia.
b) la suma‘de sus distancias a dos puntos fijos (focos) es igual a una constante.

c¢) la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos (focos) es igual a una constante.

ACTIVIDAD (DI-E7): El eje mayor y la constante

Proposito. Entender la relacion que existe entre los semiejes de la elipse y la semidistancia entre
los focos y en especial la longitud del semieje mayor. Tener presente el teorema de Pitdgoras.

Se trabajard con la elipse generada ewla ACTIVIDAD (DI-E6), considere sus resultados.

Procedimiento

1. La elipse de la figura 6.9 corresponde «a la generada en la ACTIVIDAD (DI-E6). Indica
cudles de los valores dados equiVale a la longitud de su eje mayor:
a) Longitud del eje menor.
b) Distancia entre los focos.

c) La constante obtenida de la suma de las distan€iasien el cuadro 6.3.

-7 -6

Figura 6.9: Un punto sobre la elipse con centro en el origen.

2. Sea B(0,3) un punto de la elipse y un extremos del eje menor. Considere los segmentos-que

unen a B con F] y F,. Complete el enunciado considerando los siguientes incisos.

La longitud de cada segmento BF] y BF, equivale a:
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Capitulo 6. Elipse

a) semidistancia entre los focos.
by longitud de semieje mayor.

¢) longitud de semieje menor.

3. Selecciona cudlde las siguientes igualdades es cierta, considerando las longitudes de los

semiejes.

Observacion. Considera-que se forman dos tridngulos rectdngulos en la figura 6.9 .

a) (semidistancia entre los foco)2= (semieje mayor)2 +(semieje menor)?.
b) (semieje mayor)*= (semiieje menor)? + (semidistancia entre los foco)?.

c) (semieje menor)? = (semidistancia entre los foco)2 + (semieje mayor)z.
En conclusion tenemos los siguientes resultades.

Relacion entre los semiejes

F=b>+é (6.2)

Donde a es la longitud del semieje mayor, b.es la longitud del semieje menor y c es la

semidistancia entre los focos.

Situaciones Probleméticas
Las siguientes situaciones problemadticas resultan favorables para fortalecer el entendimiento de la
ecuacion (6.2), la cual sirve para hallar la posicién de los focos de la elipse sise conoce la longitud

de sus ejes.

SP-E1. Un carpintero tiene un trozo de madera rectangular de 2 m por 1.6 m y realizard una mesa
en forma de elipse, para eso dibujard en una superficie plana el molde de la curva utilizando el
método del jardinero, considerando las medidas del trozo de madera, a fin de obtener la elipse méas
grande posible. Responde las siguientes preguntas: ;qué distancia debe haber entre los clavos?y
(cuantos centimetros de hilo aproximadamente necesitara (la longitud del hilo viene determinada

por la longitud del eje mayor)?
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6.3. Nivel 3: Deduccion Informal

SP-E2, Por accidente Ivan ha roto el vidrio de su puerta (figura 6.10), el cual tenia forma de elipse.
Como [vanmo puede desplazarse para llevar fisicamente el molde de cartén (que ha obtenido al
realizar el trazo sobre la puerta, el cual ha quedado a la perfeccién), ha decidido enviar una imagen
del trazo y las“medidas de la puerta. Con los datos proporcionados, indica un procedimiento que

permita reproducir.exactamente la forma eliptica del vidrio de la puerta de Ivén.

120cm

200 cm

TN

Figura 6.10: Puerta con huecosen forma de elipse.

Propiedad reflectora

La propiedad reflectora de la elipse estd relacionada con sus<focos, €sta consiste en que, si una
fuente de luz o sonido se coloca en un foco, ésta se reflejara en“elotro. Esta propiedad se utiliza
en superficies en forma de elipsoide (el cual se obtiene al girar und elipse sobre su eje mayor) o

semielipsoide [41].

S

Figura 6.11: Propiedad reflectora.
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Arquitectura

Las galetiastde murmullos (figura 6.12), tienen techo en forma de un semielipsoide y cumplen que
si se emite"un’bajo murmullo en un foco este serd escuchado claramente en el otro. Ejemplo de
estas galerias son.el Taberndculo de Salt Lake City, E.U. (figura 6.1 c) y la Galeria de los Suspiros

(capilla de los secretos) perteneciente al Convento del Desierto de los Leones, ubicado cerca de la

Ciudad de México [40] y,[34].

Figura 6.12: Corte transversal de una capilla de murmullo.

Medicina

El litotriptor es un aparato utilizado pard la/desintegracion de cdlculos renales (figura 6.13), el cudl
consta de un reflector en forma de semielipsoideydesd€ uno-de los focos se emiten ondas de choque

que son reflejadas y concentradas en el otro foco,'donde €s«€elocado el célculo renal [1].

Caélculos
renales

Ondas

ultrasénicas Piel

Lito(vip(or/%

Figura 6.13: Litotriptor. Recuperado de [31].

Juegos de mesa

En las mesas de billar en forma de elipse (figura 6.14) se implementa la propiedad reflectora, el
hueco estd ubicado en uno de los focos de la elipse, de este modo la bola debe ser colocada €n el

otro foco, para que al ser golpeada choque en la superficie y entre en el hueco.
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Figura 6.14: Mesa de billar en forma de elipse.

Situaciones Problematicas

Las siguientes situaciones probleméticas son derivadas del uso de la elipse en algunas dreas del
conocimiento donde se implementala propiedad reflectora, la cual involucra sus focos, por lo que
es importante la posicion de éstos. Cefisidere la ecuacion (6.2).

Observacion. Los datos proporcionados ew las situaciones problemdticas han sido adaptados.

SP-E3. Cerca de la Ciudad de México se encuentra el antiguo Convento del Desierto de los Leones,
el cual cuenta con una capilla de los“secretos (con‘techo en forma de un elipsoide). Debido a su
estructura, servia para que los sacerdotes_se confesarawmutuamente. Las medidas aproximadas de
la capilla son 5 m de ancho, 4 m de alto y 3 m»de largorAtrealizar un corte transversal a ésta se
obtiene la figura 6.15, en la cual se aprecian dos muros de30ycm de ancho. Responde la siguiente

pregunta: ;a qué distancia de cada muro se colocaban los sacerdotes para confesarse?

A

= ]
] ]
A d >
30cm 30cm

Figura 6.15: Dibujo del corte transversal de la capilla de los secretos.

SP-E4. Se construird un litotriptor de 15 cm de altura y 20 cm de didmetro (figura 6.16). Calcalajla
distancia del vértice (V) al foco (F') para que a partir de ahi se emitan ondas de choque y la distancia

del V (en la direccién vertical) donde debe ubicarse el cdlculo renal para que sea desintegrado.
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Rifion
% Calculo renal
77

15 cm

Figtira 6.16: Litotriptor con medidas.

SP-ES. Imagina que te encuentra§ enruna fiesta donde hay diferentes juegos para entretenerse;
entre ellos una mesa de billar como la.que aparece en la figura 6.17. Marca con un punto dénde

aproximadamente debes colocar la bola, pata)que este al ser golpeada con el palo entre en el hueco.

Figura 6.17: Mesa de billar:

ACTIVIDAD (DI-E8): Elipse y circunferencia
Propésito. Indagar sobre la ecuacion de una elipse con eje mayoren el eje-X, considerando su
relacion con la circunferencia, enfatizando el valor de la excentricidad.ydando significado a los

pardmetros que se encuentran como denominadores en la ecuacion de la elipse.

Procedimiento

1. Considera las siguientes ecuaciones y comprueba que todas son equivalentes.

a) x> +y> =52

b) x> 4+y* =25
2

) pth=l
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2. En‘efecto, todas las ecuaciones generan a la circunferencia de la figura 6.18, que también es
una elipse que tiene excentricidad cero. Indica en donde estan sus focos y cudl es el valor de

a (es‘ladongitud del semieje mayor) y de b (es la longitud del semieje menor).

Figura 6.18#Elipse con excentricidad igual a cero.

3. Observa los componentes de la ecuacion del inciso 1. ¢) de la elipse de la figura 6.18 y
responde la pregunta: ;en qué parte dela.ecuacion.se tiene el valor de la longitud del semieje

mayor'y semieje menor?

4. Considere la elipse de la figura 6.19, la cual tiene excentriéidad distinta de cero. Obtén la
longitud de sus semiejes, e indica cudl de las ecuaciones corrésponde, para eso considera la

siguiente condicion:

El denominador mayor esté relacionado a la variable correspondiente.aleje coordenado sobre
el cual se halla el eje mayor [27], por lo tanto el denominador menor«€std asociado a la

variable correspondiente al eje coordenado sobre el cual se halla el eje menor.

2 2

a) Z+3=1
2 2

b) T +m=1

Completa la siguiente expresion escribiendo sobre la linea a qué longitud de los semiéjes

corresponde:
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Figura 6.19: Elipse_con excentricidad distinta de cero.

x2 y2

semieje: 2 N 2t semieje: )2
( J ) J

6.4. Nivel 4: Deduccion Formal

Se trabaja con la definicion de la elipse y sus diferentes representaciones.

ACTIVIDAD (DF-E9): Ecuacion

Proposito. Obtener la ecuacion de una elipse a partir de la definicion. Para ello, se considera
un punto arbitrario sobre la curva y se calculan las distancias h@cia los focos, posteriormente
se realizan operaciones algebraicas hasta deducir su ecuacion. Aqui se\enfatiza el valor de la

constante que se menciona en la definicion y que se trabajo en la Actividad\(DI-E6).

Definicién 2

“La elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de talmanera que
la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una-€onstante,

mayor que la distancia entre los dos puntos. Los puntos fijos son los focos” [27].

Procedimiento

1. Lee la Definicién 2, note que la constante que se menciona es igual a la longitud del eje
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mdyor de la elipse [36]. En la mayoria de los libros de texto esta constante es expresada

comoe2a, donde a es la longitud del semieje mayor.

2. Observeda elipse de la figura 6.20. Considere a P(x,y) un punto arbitrario sobre la curva y a
F1(—4,0)y. % (4,0) sus focos, sea d(P,Fy) y d(P,F) la distancia de P a F} y F3, respectiva-
mente. Elija el in¢iso que dé la igualdad que satisfaga la Definicion 2.

a) d(P,F]) —|—d(P,F2) =5
b) d(P,F]) +d(P,F2) =4

¢) d(P,F\)+d(P,F) =%0

-7 -6

Figura 6.20: Elipse con centro en ¢l origen y dun.punto arbitrario.

3. Obtenga las distancias del punto P(x,y) a cada foco, sustituya en la expresion elegida y
desarrolle. Recuerde transponer el radical adecuado y elevar al cuadrado ambos miembros,

una primera vez y luego una vez mas hasta llegar a la expresion:

144x% +400y? = 3600

4. Indique las operaciones que tiene que realizar a la expresion anterior para obtener:

Z 4l

2y
259

Observacion. El procedimiento completo se encuentra en el Anexo A3.1.
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Teorema 2 [27]
La ecuacion de una elipse con centro en el origen, eje focal el eje-X, distancia entre los focos

igual a 2¢y cantidad constante igual a 2a es

2 2

X
S+ =1 (6.3)

Si el eje focal de 1a elipse coincide con el eje-Y, de manera que las coordenadas de los focos

sean (0,c) y (0, —c),la€cuacion de la elipse es
=1 (6.4)

Cona#0yb#0.

Situaciones Problematicas

Se presentan dos situaciones problematicas.telacionados con la distribucién 6ptima de objetos y

con la obtencion de material para cierto proyecto-de construccion, en donde se enfatiza el uso de

la ecuacion de la elipse, asi como algune§ de sus elementos.

SP-E6. La Plaza de San Pedro (figura 6.21 a)Tbicada‘en la Ciudad del Vaticano, Roma, fue di-

sefiada por el arquitecto barroco Gian Lorenzo Bernini. Estd tiene forma de elipse (con 240 m de

ancho): en su centro se ubica un obelisco y en cada foco una_fuente, las cuales se ubican a una

distancia de 100 m aproximadamente del obelisco [30].

Debido a las festividades religiosas en la Plaza de San Pedro, se colécaran dos mallas de pléstico

(rojas) alineada con cada fuente (representadas con un punto negro), de.forma horizontal (figura

6.21 b). Si cada fuente tiene un didmetro de 5 m ;cuantos metros de malla se necesitaran?

(a) Fotografia (b) Dibujo

Figura 6.21: Plaza de San Pedro.
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SP-E7.Juan es herrero y realizard un protector con un arco eliptico de 150 cm de largo y 50 cm
de alto. Lasmedida total del protector es de 150 cm de largo por 150 cm de alto (figura 6.22). A
partir de estassmedidas ha distribuido adecuadamente 9 varillas verticales y 5 varillas horizontales;
la distancia entre las varillas verticales es de 15 cm y entre las horizontales es de 25 cm. Para
el contorno del barafidal ha realizado los calculos para determinar la longitud de las varillas que
utilizard, pero aun le'falta determinar la longitud de las varillas verticales y horizontales. Responde
la pregunta: ;cudnto debe meédir cada varilla vertical y horizontal?

Observacion. Solucion en el Anexo A3.2.

d 50 cm

100 cm

25cm|

15¢cm

150 cm

Figura 6.22: Medidas del barandal.

ACTIVIDAD (DF-E10): Relacion de la ecuacion con su grafica
Proposito. Transitar entre los registros de representacion de la elipse, para determinar su expre-
sion analitica, sus elementos y grdfica.

Procedimiento

1. Completa el cuadro 6.4, en la cual por cada renglén se debe representar una elipse en los
registros de representacion verbal, grafico y numérico, para ello solo se ha proporcionado la

representacion de la cOnica en uno de estos registros.

66



Capitulo 6. Elipse

Registro verbal

Registro gréfico

Registro numérico

Elipse con centro en el ori#
gen, con semieje mayor sobre
el eje-Y cuya longitud es:
y semieje menor sobre el eje-

X cuya longitud es: ___

F(—,—) B(—,—)
Vil—,—) Va(—,—)
Bi(—,—) B(—,—)
Excentricidad:

Ecuacion:

Elipse con centro en el ori-
gen, con semieje mayor sobre
el eje- ___ cuya longitud es:
___y semieje menor sobre el

eje: __ cuya longitud es:

F(—,—) B(—,—)
Vil—,—) Va(—,—)
Bi(—,—) B(—,—)
EXxcentricidad:

Ly S X2 y2 _
Ecuacién: io0 T 36 = 1

Cuadro 6.4: Diferentes registros de representacion de la elipse.
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Parabola

La pardbola (figura 7.1 a) es una curva’muy interesante ya que se utiliza en diferentes dreas del
conocimiento debido a su propiedad refléctora. En electronica, se encuentra en la construccion
de faros automovilisticos (figura 7.1 b) y lafmparas; en telecomunicaciones se usa en las antenas
parabdlicas, permitiendo que la senal.llegue lo"ingjor posible a nuestros hogares (figura 7.1 c).
Ademads, la curva como tal la podemos‘ver en ndéestro entorno, en el chorro que describe una

fuente de agua (figura 7.1 d) o en la trayectoria,que siguen algunos objetos.

(a) Parabola. (b) Faro automo- (c) Antena parabdlica. (d) Fuente de agua.

vilistico.

Figura 7.1: Pardbola y sus usos.

En este capitulo presentamos un tratamiento para el estudio de la pardbola, considerando los pri-
meros cuatro niveles del Modelo de Van Hiele. A grandes rasgos se describe lo que podréa encontrar
en cada nivel.

En el nivel VISUALIZACION (VI) se obtiene la curva mediante la construccién con material ma-
nipulativo haciendo dobleces a una hoja de papel (ACTIVIDAD (VI-P1)). En el nivel ANALISIS

(AN) se presentan sus elementos y la condicién que cumplen sus puntos utilizando tridngulos is6s-
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Capitulo 7. Pardbola

celes (ACTIVIDAD (AN-P4)). En el nivel DEDUCCION INFORMAL (DI) se ubica la curva en
el planocartesiano, se calculan distancias para reafirmar la condicién de sus puntos usando los
registros grafico, verbal y numérico (ACTIVIDAD (DI-P5)), ademds se da el primer acercamiento
a la ecuacion ‘d€ la pardbola, tomando como andamiaje una construccion de la curva utilizando
algunos de sus puntos,(ACTIVIDAD (DI-P6)); y se aborda su propiedad reflectora. Por ultimo en
el nivel DEDUCCION FORMAL (DF) se construye la ecuacién de la pardbola a partir de su defi-
nicion y se da significado a-dalgunos de sus elementos desde diferentes registros de representacion
(ACTIVIDAD (DF-P7)), se.ncluyen situaciones problematicas en donde se usa su ecuacion y su

propiedad reflectora.

7.1. Nivel 1: Visualizacion

La pardbola fue obtenida por Apolonio (HI a.C) [16] al cortar un cono con ayuda de un plano

inclinado paralelo a una generatriz dé €ste, como se.aprecia en la figura 7.2.

Figura 7.2: Parabola obtenida a partir del cortesde un cono.

ACTIVIDAD (VI-P1): Doblando papel albanene

Propdosito. Mostrar los pasos para obtener una pardbola a partir de dobléces.
Materiales

1 hoja albanene, 1 plumén y 1 regla graduada.

Procedimiento

1. Coloca la hoja albanene de modo que su lado més corto quede horizontal.

2. Traza con tu regla y plumoén una linea D a un centimetro de distancia del lado mds cetto)y
marca un punto F' a cuatro centimetros de distancia de la linea D y que esté aproximadamente

a la mitad de la hoja (figura 7.3 a).
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7.1. Nivel 1: Visualizacion

3. Debla la hoja de tal manera que el punto F' quede sobre la linea D (figura 7.3 b). Ve reco-

rricndo el punto sobre toda la linea y marcando los dobleces (figura 7.3 c).
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Figura 7.3: Parédbola a partir de dobleces.

Entornos de funcionalidad

Fisica

Esta drea estudia el tiro parabdlico, el ctialies muestra del movimiento que lleva a cabo un cuerpo
en dos dimensiones o sobre un plano. Alglinos ejemplos de cuerpos que su trayectoria corresponde
a un tipo parabdlico son: una pelota de basquetio golf'(figara 7.4 a, b) al ser lanzada con cierto
angulo; proyectiles lanzados desde la superficie. de la Tiefras(figura 7.4 c) o desde un avion. El

movimiento de un cuerpo es parabdlico si su trayectoria es unaspardbola [33].

(a) Pelota de basquet. (b) Pelota golf. (c) Proyectil.

Figura 7.4: Tiro parabdlico. La figura (b) fue recuperada de [33].

ACTIVIDAD (VI-P2): Parabola en trayectorias
Propdsito. Identificar la pardbola en la trayectoria que siguen algunos objetos. Se sugiere lleyar

a cabo la visualizacion de la trayectoria que sigue una pelota de basquet (figura 7.4 a).
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Capitulo 7. Pardbola

Procedimiento

1. Obserya la figura 7.4 e identifica la curva generada en la trayectoria de los objetos.

2. Reflexionasebre que otros objetos a tu alrededor pueden seguir esta misma trayectoria.

7.2. Nivel 2: Amnalisis

Se presentan los elementos-bdsicos de la curva y se empieza a conocer las condiciones que cum-

plen los puntos que la conforman.

Elementos

Dos elementos esenciales de una pardbola_son la directriz y el foco, éstos dos elementos permitie-
ron poder generar la curva en la ACTIVIDAD_(VI-P1). En la figura 7.5 la directriz, es la recta fija
Dy el foco es el punto fijo F'. Otros«de'sus elementos son el eje focal que es la recta L que pasa por
el foco y es perpendicular a D. Sea A €l punto de intetseccion del eje focal y la directriz, el vértice

V es un punto que se halla sobre la pardbela.y a 1a mitad del segmento comprendido entre F' y A

[27].

Figura 7.5: Elementos de la parabola.

ACTIVIDAD (AN-P3): Elementos fundamentales
Proposito. Ubicar el foco y la directriz de la pardbola, para eso se considera la curva obtenida
en la ACTIVIDAD (VI-P1) con la finalidad de que identifiquen, cudles de los elementos fueron

fundamentales para poder generarla.
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Procedimiento

1. Observa la pardbola obtenida en la ACTIVIDAD (VI-P1), ubica sus elementos y subraya
la respuesta correcta a la pregunta: ;cudles elementos fueron fundamentales para generar la

pardbola?

a) Vértice
b) Foco

¢) Directriz

ACTIVIDAD (AN-P4): Triangulos'y vértices

Proposito. Medir segmentos para conocer la condicion que cumplen los puntos de una pardbola,
tomando como andamiaje tridngulos isoseeles. Se proporcionan algunos puntos sobre la pardbola,
los cuales coinciden con los vértices de cada'tridngulo.

Materiales

1 lapiz y 1 regla graduada.

Procedimiento

1. Observa la figura 7.6, que contiene tridngulos questienen uno de sus lados perpendicular
a la recta D. Mide con una regla graduada'los lados dé cada tridngulo y anota las medidas.
Posteriormente continta el trazo de la curva (pardbola)uniendo los vértices opuestos al lado

mas largo de cada triangulo.
2. De acuerdo con tus resultados anteriores determina cudles de los siguientes enunciados son
verdaderos y coloca la letra V sobre la linea correspondiente.
_ Todos los tridangulos son escalenos (todos sus lados son distintos).
Todos los tridngulos son isdsceles (dos de sus lados son iguales).
__ Fy Drepresentan el foco y la directriz de la pardbola, respectivamente.

La longitud del segmento que une un punto de la curva con F y la longitud del

segmento perpendicular que une el mismo punto con D no miden lo mismo.

_ Lalongitud del segmento que une un punto de la curva con el F y la longitud del

segmento perpendicular que une el mismo punto con D miden lo mismo.
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Figura 7.6: Triangulos con uno de sus vértices en comun.

Situaciones Problematicas

La siguiente situaciéon problemaética presenta_tin uso de la pardbola para acomodar objetos. De
manera implicita se utiliza la condi€ién que cumplen los puntos de la curva, lo cual ird abriendo

camino para conocer su definicion en €l euarto nivels

SP-P1. Lilia estd organizando su fiesta de cumpleafios y*hasrentado un salén de eventos, del cual
ha hecho un dibujo (figura 7.7) donde se muestrada misma eantidad de cuadros que en realidad
tiene el piso del salon. Ella ha decido que colocard una mesa dealimentos dulces (MAD), una barra
de alimentos salados (BAS) y ha dejado un espacio para la pista d€ baile (PB). Ha rentado cinco
mesas redondas para sus invitados y desea que cada mesa quede a la misma distancia de la MAD y
la BAS, de modo que no queden tan juntas y que sus invitados puedan degustar y tener a la misma
distancia los dos tipos de alimentos (dulces y salados). Ella ha colocado la'mesasM 1 en medio de
la MAD y la BAS, lo cual cumple con la condicién dada. Ayuda a Lilia acomodar las demds mesas
para sus invitados y dibdjalas en la figura 7.7, considera los centros de las mesas’y«que cada una

de estas tiene un didmetro de dos cuadros del piso.

Toma en cuenta que la distancia que debemos ocupar de un punto a una recta debe ser la-minima,
en otras palabras y por definicion se tiene que “la distancia de un punto a una recta es la longitud
del segmento perpendicular trazado desde el punto a la recta. Este segmento tiene la propiedad de

ser tinico y el menor posible” [3].
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7.3. Nivel 3: Deduccion Informal

Observacion. Para hallar la posicion de las mesas considera los cuadros de la figura 7.7 o una regla gra-

duada.
BAS
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Figura 7.7: Dibujo del salén de evento.

Mira como han quedado acomodadas‘las miesas, 4in€las con una curva suave y selecciona la res-

puesta correcta a la pregunta: ;sobre cudl-edrva considéra que se encuentran las mesas?

= Elipse
= Semicircunferencia (la mitad de una circunferencia)

m Parabola

7.3. Nivel 3: Deduccion Informal

Se trabaja la curva en el plano cartesiano, se calculan distancias y se da el primer aCercamiento a
su ecuacion algebraica.

ACTIVIDAD (DI-PS): Puntos de la curva, el foco y la directriz

Proposito. Ubicar puntos y calcular distancias en el plano cartesiano. Se proporcionan varios
puntos 'y se calculan sus distancias a un punto fijo (foco) y a una recta fija (directriz), estas dis-

tancias se registran en un cuadro y los puntos son ubicados en el plano cartesiano. Con ayuda
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del cuadro y la visualizacion de los puntos, se determinan aquellos puntos que si conforman a la
curva y se_eontrasta con la igualdad de las distancias.

Materiales

1 hoja blanca y*1 ldpiz.

Procedimiento

1. Completa el cuadro™?, 1, calculando las distancias solicitadas. En el primer renglén se mues-

tra como se ha calculado la distancia del Punto (4,4) a F y alarecta D.

Punto | Distancia del Punto a F(0,1) | Distancia del Punto alarectaD:y= —1
44 | JE—0P+ @12 =5 V@A TGP =5
2,h 2 2

(3,2.25) 3.25 3.25
4,1 4 2
3.5 2 2

(1,0.25) 1.25 1.25
(0,0) 1 1

(—=1,0.25) 1.25 1.25
(=2,1)

(—3,2.25)
(—=4.4)

Cuadro 7.1: Coordenadas de puntos.

2. Dibuja el plano cartesiano en la hoja blanca y ubica los puntos dados en“el cuadro 7.1.
Identifica cudles puntos pertenecen a una pardbola y Ginelos con una curva suave; con ayuda
de la informacién del cuadro 7.1 deduce la condicion que cumplen estos puntos respecto a

F y D,y selecciona la respuesta correcta:

a) Sudistancia a F' y la recta D son distintas.

b) Su distancia a F' y la recta D son la misma.
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ACTIVIDAD (DI-P6): Término cuadratico.

Propdsito. Obtener las ecuaciones de pardbolas considerando algunos de sus puntos. Esta acti-
vidad estd Conformada por dos momentos, en el primero se trabaja con la ecuacion x> =y, en el
segundo con Y =x. En ambos momentos se presenta un cuadro con puntos que al ubicarlos en el
plano cartesiano,” hardn evidente que pertenecen a una misma pardbola. Posteriormente se busca
ver la relacion que guardan las coordenadas de cada punto de la curva para conocer su ecuacion.
Materiales

1 hoja blanca y 1 lapiz.

Momento 1

Procedimiento

1. Ubica en el plano cartesiano (figira<7.8) los puntos del cuadro 7.2 y tnelos con una curva.

X 3 2 1 0 -1 -2 -3
y 9 4 1 0 1 4 9
() | 3,9) | 24 fct5D) | 0,0) | (-1,1) | (-2,4) | (-3,9)

Cuadro 7.2: Coordénadas.de puntos de una pardbola.

2. Observa que los puntos pertenecen a una pardbola conyvértice en el origen, foco en (0,1/4),
determina la ecuacidn de su directriz y dibujala en el plano-€artesiano.

9

8

Figura 7.8: Plano cartesiano y el foco de una parabola.
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3. Aspartir de los valores del cuadro 7.2, encierra en el cuadro 7.3 la proposicion dada en el
registro verbal que resulte verdadera y luego une con una la linea, con su correspondiente

exprésion algebraica.

Registro verbal Registro algebraico
El valorde y al cuadrado es igual al de x x> =2y
El valowdex al cuadrado es igual al de y V> =x
El valor de x.alcuadrado es igual al doble de y =y

Cuadro 7.3: Registro verbal y algebraico.

Momento 2

Procedimiento

1. Dada la pardbola de la figuta”7.9, con vértice en el origen, foco en (1/4,0), determina la

ecuacion de su directriz y dibijala.en-el plano.eartesiano.

|
3 B
2 £ =
[
1 \J“ |
|
" F \
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-1 & 5
[
-2 P\
|
-3

Figura 7.9: Puntos sobre una parabola.

2. Completa el cuadro 7.4, con algunos puntos de la pardbola de la figura 7.9.
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7.3. Nivel 3: Deduccion Informal

X

y

(x,y)

Cuadro 7.4: Coordenadas de puntos de una parabola.

3. A partir de los valeres del cuadro 7.4, encierra en el cuadro 7.5 la proposicion dada en el
registro verbal que‘resulte verdadera y luego une con una la linea, con su correspondiente

expresion algebraica.

Registro verbal Registro algebraico
El valor de y al cuadrado,es igual al de x V2 =2x
El valor de x al cuadrado es.dgual al de y V> =x
El valor de y al cuadrado es igual al doble de x =y

Cuadro 7.5:Registro verbal y algebraico.

Propiedad reflectora

Esta propiedad se utiliza en superficies en forma de parabeloide, el cual se obtiene al girar una
pardbola sobre su eje focal. Esta propiedad consiste en que fos.rayos de luz (o las sefales elec-
tromagnéticas) que emanan desde una fuente ubicada en el foco seseflejaran a lo largo de rectas
paralelas al eje focal (representado con la letra L) (figura 7.10 a). De"manera inversa sucede que

los rayos de luz que llegan paralelos al eje focal, se reflejaran en el focol(figara 7.10 b) [26] y [41].

(a) (b)

Figura 7.10: Pardbola con vértice en el origen.
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Electricidad

Los faros automovilisticos (figura 7.1 b) tienen un reflector parabdlico en cuyo foco se coloca un
bulbo luminoso, de manera que los rayos de luz que emanan del bulbo rebotan en el reflector hacia
el exterior, logrando asi una mayor iluminacion.

Telecomunicaciones

Las antenas parabdlicas domésticas (figura 7.1 c) que tienen forma de paraboloide, funcionan a
partir de la sefial digital'queé/€mite un satélite de TV, ésta se capta mediante un receptor, el cual es
colocado en el foco de la pardbola.

Horno solar

Un horno solar (figura 7.11) que ti€ne forma de un reflector parabdlico funciona a partir de que
los rayos solares inciden en el reflector, reflejandose en el foco de la pardbola y creando alli una

fuente de calor.

Figura 7.11: Horno solar.

7.4. Nivel 4: Deduccion Formal

Se trabaja con la definicién de la pardbola, su ecuacion y sus registros de representacion.
ACTIVIDAD (DF-P9): Forma candnica de la ecuacion

Propésito. Reforzar la nocion de distancia de un punto a una recta y obtener la ecuacion de una
pardbola para un caso particular a partir de la definicion. Para eso se toma un punta@ arbitrario
sobre la curva y se calcula su distancia hacia el foco y la directriz.

Procedimiento

1. Lee la Definicion 3.
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“La pardbola es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal

manera que su distancia de una recta fija, situada en el plano, es siempre igual a su

distantia.de un punto fijo del plano y que no pertenece a la recta. El punto fijo se

llama foce™la recta fija directriz” [27].

2. Dada la pardbolagdéyla figura 7.12, con vértice en el origen, foco en F(2,0) y directriz D
igual a la recta x = &2, realiza lo solicitado en los siguientes inciso y ubica los puntos en

esta pardbola.

a) Si A es un punto sobre”D_con ordenada 4, calcula la ordenada del punto P sobre la
curva cuya abscisa es 2, que.cumpla que d(P,F) = d(P,A), donde d(P,F) y d(P,A) es
la distancia de P a F y A, respectivamente. Ubica los puntos A y P.

b) Si B es otro punto sobre D con ordenada —8, calcula la ordenada del punto P sobre la
curva cuya abscisa es 8, que-eumpla‘que d(P,F) = d(P,B), dénde d(P,F) y d(P,B) es
la distancia de P a F' y B, re§pectivamente. Ubica los puntos B y P.

¢) Si C es cualquier punto sobre D y_sea P un ptnto cualquiera sobre la curva. Obtén las

distancias d(P,F) y d(P,C) e igualarlas hasta ebténer:

y? =8x

NOT]

-6 4 2 4 6 8 10 12 14

Figura 7.12: Parabola con vértice en el origen.

Observacion. El procedimiento completo se encuentra en el Anexo A4.1.
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En efect0 se tiene el siguiente resultado

Teorema 3 [19]

La ecuaciéf.de una pardbola con vértice en el origen y foco (a,0) es:
2
y- =4dax (7.1)

La pardbola se abrethdcia la derecha si a > 0 y se abre hacia la izquierda si a < 0. La

ecuacion de una pardbéla.con vértice en el origen y foco (0,a) es:
2 _
X~ =4day (7.2)

La pardbola se abre hacia la arribassiya > 0 y se abre hacia abajo si a < 0.

Situaciones Problematicas

Las siguientes situaciones problematicas enfatizan-el uso de la ecuacién de la pardbola, ademas de
utilizar su propiedad reflectora. Son presentados hasta ahora debido a que era necesario primero
conocer la ecuacién de la curva para poder-ubicar el fo€o, el cual es primordial en esta propiedad,

ademads de que esta también servird para obtener otros datossdmportantes.

Anteriormente se planted una situacion problematiea similar a’SP-P2, en el cual se limitaba a utili-
zar regla o la cuadricula proporcionada; en este caso se llegara ala solucion a través de la ecuacion
de la pardbola. Se espera que el alumno logre ubicar las mesas més #dpido, haciendo patente las

ventajas de usar la expresion algebraica.

SP-P2. Lilia ha decidido invitar a mds amigos, para lo cual ha rentado 6 mesas mds, ella ya tenia
contemplado cinco mesas desde el principio, las cuales habia acomodo siguiende la condicién
de que se hallen a la misma distancia de la mesa de alimentos dulces (MAD) y«dejla barra de
alimentos salados (BAS) y tomando en cuenta que cada mesa tiene de didmetro dos.cuadros del
piso, ver figura 7.13. Ahora debe acomodar las otras 6 mesas de modo que se siga cumpliendo la
misma condicién y que ademds queden bien distribuidas, para eso ha considerado trazar el plaho
cartesiano al dibujo del salon para ubicar més facil las mesas. Ayuda a Lilia a ubicar las 6 mesas

en el dibujo del salon para que de este modo le sirva de guia el dia de su fiesta, considera el centro
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de cadasmesa y que estas tienen un didmetro de dos cuadros del piso del salon.

B 161182022 24 26 28 30 32 34 36

Figura 7.13: Dibujo del salon de fiesta en un plano cartesiano.

SP-P3. Don Andrés estd construyendo una estufa solar (figura 7.14), la cual tiene forma de un
reflector parabdlico, de este modo los“rayos solares se concentran en el foco de la pardbola,
formandose una fuente de calor y es el lugar ideal*paia colocar el soporte para una olla. Si las
medidas de la estufa son 120 cm de didmetro’y.40 cm de profundidad ;a qué distancia de la parte

mds profunda debe colocarse el soporte de la olla?

A\ 4

120 cm

40 cm

Figura 7.14: Horno solar con medidas.

Observacion. Solucion en el Anexo A4.2

SP-P4. Las antenas parabdlicas funcionan debido a que la sefial que envia un satélit€'se reflejan
hacia el receptor, el cual es colocado en el foco de la pardbola. Si una antena parabdlicasmide 120
cm de didmetro y 40 cm de profundidad, ;a qué distancia de la parte mas profunda de la anténa

debe colocarse el reflector?
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SP-PS, . Se desea disefiar un reflector parabdlico de un faro de automévil que tenga de profundidad
20 cm y“que. el bulbo luminoso quede a 5 cm de distancia de la parte mas profunda del reflector,
(,qué didametrodebe tener el reflector parabdlico?

ACTIVIDAD(DE-P8): Representaciones de la parabola

Propdsito. Transitarentre los registros de representacion de la pardbola, para determinar su ex-
presion, sus elementes y grdfica.

Procedimiento

1. Completa el cuadro 7.6'en)la cual por cada renglén se debe representar una pardbola en los
registro verbal, grafico y numérico, para lo cual solo se ha proporcionado la representacion

de la conica en uno de estos tegistros.

Registro verbal Registro gréafico Registro numérico
Pardbola con vértice en F(__,_)
el origen, abre hacia la: . Vi, )

8

, su foco esta 6 D:

sobreeleje: . 4 Ecuacion:

>eF

8 6 4 2 0V,2 4 64 8
. _
-

Pardbola con vértice en
el origen, abre hacia la:
, Su foco esta

sobre el eje:
Ecuacién: y>= 4x

Cuadro 7.6: Diferentes registros de representacion de la pardbola:
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Hipérbola

La hipérbola (figura 8.1 a) es una curva‘utilizada en la ingenieria y arquitectura para el disefio de
torres de telecomunicaciones (figura 8.1 b),jo de refrigeracion (figura 8.1 ¢) en donde podemos
reconocerla al realizar un corte transversal @estos. Una aplicacion interesante y relevante de esta
curva es en la localizacion de barcog,.dende se“implementa el conocido sistema LORAN (Long

Range Navigation) (figura 8.1 d).

* Estacion 2

.
Estacion 1

(a) Hipérbola. (b) Torre Cantén, (c) Planta de energfay(d) Sistema LORAN.
China. de Didcot, R. U.

Figura 8.1: Hipérbola y sus usos. La figura (d) fue recuperada.de [22].

A continuacidn, se describe a grandes rasgos el tratamiento dado a la hipérbola censiderando los
primeros cuatro niveles del Modelo de Van Hiele.

En el nivel de VISUALIZACION (VI) se conoce a la curva a partir de su construccién’con mate-
rial manipulativo (ACTIVIDAD (VI-HI)); en el nivel ANALISIS (AN) se presentan sus elementos,
ademads se explora su propiedad de excentricidad (ACTIVIDAD (AN-HSY)); en el nivel DEDUC-
CION INFORMAL (DI), se da énfasis a su definicién para eso se calcula la distancia de algunos

de sus puntos a sus focos utilizando como auxiliar el radio de circunferencias (ACTIVIDAD (DI-
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H6)), adémas se utilizan los registros de representacion grafico, numérico, algebraico y verbal,
para presentar la ecuacién de la hipérbola considerando su similitud con la ecuacién de la elipse;
en el nivel DEDUCCION FORMAL (DF) se obtiene la ecuacién de la ecuacién de la hipérbola a
partir de su définicion (ACTIVIDAD (DF-H9)) y se propone representarla en los cuatro registros,
también se muestra€huso de la curva en el sistema de navegacion LORAN vy para localizar objetos

de los cuales emanaun senido, de esto se derivan situaciones problematicas.

8.1. Nivel 1: Visualizacion

La hipérbola la obtuvo Apolonio“de Perga alla por el siglo IIT a. C. [16], a partir del corte de un
cono de dos hojas con un plano, el cmal)se posiciona verticalmente (o perpendicular) a la base y

corta las dos hojas del cono como se apfecia.en la figura 8.2.

o
o, A

Figura 8.2: Hipérbola generada a partir del corte.de un cono.

ACTIVIDAD (VI-H1): Construccion con papel plegado

Proposito. Mostrar los pasos para generar una hipérbola. El procedimiento_requiere de una hoja
de papel albanene, e implica el desarrollo de habilidad manual para realizar dobleces a esta hoja.
Materiales

1 hoja albanene, 1 compds, 1 14piz.
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Procedimiento

1. Dibuja‘con tu compds una circunferencia con centro C, en la hoja albanene de modo que no
toque sus lados (o contorno) y que quede centrada en una mitad de esta. Ubica un punto P

fuera de 1a circunferencia (figura 8.3 a).

2. Realiza un doblez(figura 8.3 b) de modo que el punto P quede sobre la circunferencia ve

recorriendo el puntoP sobre la curva y realizando los dobleces (figura 8.3 ¢).

(g )

(a) (b) (©)

Figura 8:3: Hipérbola a partir de dobleces.

Adaptacion de [35].

ACTIVIDAD (VI-H2): Hipérbolas en el enterno

Propdsito. Identificar la curva o una rama de ésta_en algunosyobjetos. Observe en la figura 8.4 (c)
la marca que deja el sacapuntas en el ldpiz tiene forma de hipérbola, de manera implicita es como
si se hubiera cortado el ldpiz con un plano (navaja), posicionadovyerticalmente.

Materiales

1 plumén

Procedimiento

1. Mira los contornos en los objeto de la figura 8.4 e identifica en cudles de ellos se visualiza

una hipérbola y remarcala con un plumén.

Observacion. Recuerda que la hipérbola se genera a partir del corte de un cono con un plano.

2. Indaga sobre algunos objetos que tengan forma de cono y obtén una hipérbola haciéndo un
corte con un plano, de manera vertical o perpendicular a la base del cono, como se indiea’tn

la figura 8.2.
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¢a) Embudo. (b) Vaso con agua. (c) Lapiz.

Figura 8.4: Diferentes objetos.

Entornos de funcionalidad

Arquitectura e ingenieria

La hipérbola las podemos apreciat-efl el .contorno de edificios, los cuales tienen forma de hiper-
boloide (superficie que se obtiene al giraruna hipérbola sobre alguno de sus ejes [41]), estos son
utilizados debido que son féciles de construir, més estables y resistentes que los edificios rectos,
son implementados en estructuras altas'para telecomunicaciones (figura 8.1 b), torres de refrigera-

cion (figura 8.1 c) y finalidades estéticas(figura 815 a) [18].

(a) Catedral de Brasi- (b) Torre del puerto de Ko- (c) Puente de Manchester, In-

lia, Brasil. be, Japén. glaterra.

Figura 8.5: Uso de la hipérbola en edificios estéticos.

Geometria

Con objetos conocidos como circunferencias, ubicadas de manera concéntricas podemos obtener
puntos, los cudles van generando la curva hipérbola.

ACTIVIDAD (VI-H3): Hipérbola en interseccion de circunferencias

Proposito. Reconocer la hipérbola a partir de la interseccion de circunferencias. Se resalta_en este
procedimiento una manera sencilla e interesante y muy visual de generar los puntos de esta cdrva.
Materiales

1 compés y 1 lapiz.
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Proce% iento

1. Da@ figura 8.6, observa los puntos marcados que se encuentran en la interseccion o cruce
de do(wnferenczas y como contacto (tangentes) de dos de ellas. Genera mds puntos,
trazando c@u compds otras circunferencias, con centro en Fj y F;, cuyos radios sean igual
a la mitad de lghgdlos de las circunferencias dadas. Posteriormente une con una curva suave

todos los puntos/

Figura 8.6: Puntos de in%ci(’)n @cunferencias.
7 0O

2. Identifica qué curva haz obtenido y subraya la respuesta @na linea.

a) Elipse Q
b) Hipérbola Q

¢) Parabola )\

8.2. Nivel 2: Analisis @6

Se presentan los elementos y la propiedad de excentricidad de la hipérbola. O
Elementos O

Dos elementos esenciales de la curva hipérbola son sus focos, en la figura 8.7 son representados

con F} y F;, cabe resaltar que en la curva generada en la ACTIVIDAD (VI-H1), C'y P representaron
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sus foces'y en la figura 8.6, coinciden con los centros de las circunferencias. El eje focal es la recta
L que pasaspor los focos, esta corta a la curva en dos puntos Vi y V, llamados vértices. El eje
transverso€s€l1 segmento cuyos extremos son los puntos V| y V,. El centro es el punto medio del
eje transverso-Eleje conjugado pasa por el centro, pero no toca a la curva, y sus extremos son B
y B2 [27].

Observacion. El eje transverso no tiene ningtin punto en comiin con la hipérbola, pero guarda una relacion

importante con la curva, la cudl se estudiard en el siguiente nivel.

O
<

N
-

N

[ ]

llB

Figura 8.7: Elementos‘desda hipérbola.

ACTIVIDAD (AN-H4): Elementos
Propésito. Ubicar los elementos de la hipérbola en las curvas obtenidas y reconocer que a partir
de los focos se pudo generar la curva en la ACTIVIDAD (VI-H1 )s

Procedimiento

1. Utiliza la hipérbola que generaste en la ACTIVIDAD (VI-H1), trazasu eje focal, eje trans-
verso y vértices y subraya la respuesta correcta a la pregunta: ;a partir de cudles elementos

se pudo generar la curva?

a) Vértices
b) Focos

c) Ejes
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Propiedad de excentricidad

Existen hipérbolas cuyas ramas son cerradas (figura 8.8 a) y otras cuyas ramas son alargadas o
abiertas (figura'8.8 c), ésto debido a sus diferentes valores de excentricidad (e) la cual es una razén
dada entre las“longitudes ¢ (semidistancia entre los focos) y a (longitud del semieje transverso)
[19].

ACTIVIDAD (AN-HS): Excentricidad y aspecto de la curva

Propésito. Explorar algunas’ formas que presenta la curva hipérbola para establecer su relacion
con el valor de su excentricidad. Para eso se proporcionan tres hipérbolas diferentes, que tienen la
misma longitud del eje transverso, pero cuyas ramas se aprecian: cerradas, arqueadas y abiertas,
esto con fin de ver como el valor deda excentricidad influye en el aspecto de la curva. Es de resaltar
la necesidad de situar la curva en ungsistema de ejes coordenado.

Procedimiento

1. Dadas las hipérbolas de la figura#8.8, tibica sus vértices en los puntos Vi (—2,0) y V2(2,0) y

sus focos, cuyas coordenadas aparecen en elicuadro 8.1, y rellena lo solicitado en este.

(a) Hipérbola 1. (b) Hipérbola 2. (©) Hipérbola 3.

Figura 8.8: Diferentes hipérbolas.
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Hipérbola 1 2 3
Focos (22,0)y (=2.2,0) | (v/8,0)y (—Vv8,0) | (5.0)y (=5.,0)

Semidistaneiasentre los focos (c)

Longitud del semigje transverso (a)

Calcula la excentricidad (e)

IS

Cuadro 8.1: Calculo de excentricidad.

2. Observa las hipérbolas de la figuras8,8, los resultados del cuadro 8.1 y subraya la respuesta

correcta a las siguientes preguntas.

(El valor de la excentricidad de’todas las hipérbolas es?

a) Menor a uno
b) Igual a uno

¢) Mayor a uno

A medida que la excentricidad va creciendo (e > 1) ;qué sucede con las ramas de la hipér-
bola?
a) Se cierran o se van acercando al eje-X

b) Se abren o se van acercando al eje-Y

En efecto, la excentricidad de la hipérbola es mayor a uno y determina el aspecto~de la curva.

Ecuacion excentricidad

La excentricidad (e) es igual a la razén:

e =

(84)

a

donde c es la semidistancia entre los focos y a es la longitud del semieje transverso, a # 0.
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8.3. Nivel 3: Deduccién Informal

8.3. Nivel 3: Deduccion Informal

Se trabaja con la hipérbola en el plano cartesiano, se calculan distancias y se presenta su ecuacion.
ACTIVIDAD/AAN-H6): Radio de circunferencias

Proposito. Conocer la condicion que cumplen los puntos de la hipérbola, mediante el cdlculo de
la distancia de punto§ sobre la curva a cada foco. Para lo cual se utiliza la medida del radio de
circunferencias situadas.en, el plano cartesiano.

Procedimiento

1. Observala hipérbola de 1a figura 8.9, cuyos puntos pertenecen a la interseccion o cruce de las
circunferecias, sus vértices alos puntos donde son tangentes dos circunferecias, sus focos
F1(—5,0) y F»(5,0) coinciden(con los centros de las circunferencias. Completa el cuadro
8.2, para calcular las distancias solicitadas considera el radio de las circunferencias, el cual
va aumentado una unidad. En el primer.renglon se ha calculado la distancia del punto A a F}
y F>, observe que A se encuentra en la interseecion de dos circunferencias, que tienen radio

de 12 y 4 unidades.

Figura 8.9: Hipérbola con centro en el origen.
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F(—5,0)

Punto | Distancia del Punto a | Distancia del Punto a

F>(5,0)

Valor absoluto de la diferen-

cia de las distancias

12

4

8

cla|®=| >

2. Analiza los resultados del cuadro 8.2 y determina cudl condicién cumplen los puntos sobre

la hipérbola.

Cuadro 8.2: Calculo de distancias.

a) El valor absoluto de la diferéncia de sus distancias a dos puntos fijos (focos) varia.

b) El valor absoluto de la diferencia-de sus distancias a dos puntos fijos (focos) es cons-

tante.

3. (Cuénto mide el eje transverso dela hipérboladeila figura 8.9?

Observacion. La longitud del eje transverso devla hipéexbola,es igual a la constante que se obtiene del

valor absoluto de la diferencia de las distancias de sus punfos.a cada foco [19].

ACTIVIDAD (AN-H7): Semiejes y triangulo rectangulo

Propésito. Entender la relacion que existe entre la longitud de lossseémiejes de la hipérbola y la
semidistancia entre los focos a partir de una interpretacion geométricagpara lo cual se utilizard

el teorema de Pitdgoras.

Procedimiento

1. Dada una hipérbola (figura 8.10), traza un rectdngulo con las medidas de‘su’eje transverso

y eje conjugado, con la condiciéon de que sus lados horizontales pasen por los€xttemos del

eje conjugado y sus lados verticales por los vértices.

2. Traza una circunferencia con centro en el origen y con radio igual a la semidistancia en-

tre los focos, observa que el rectingulo queda inscrito en la circunferencia, luego traza Sus

diagonales; y observa que se obtienen tridngulos rectangulos.
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-8 -7 6 4 -3 -2 - 2 3 4 6 7 8

Figura 8.10: Rectdngulo y circunferencia en la hipérbola.
3. Selecciona cudl de las siguientes_ igualdades es cierta, considerando las longitudes de los
semiejes.

Observacion. Considera los tridngulos réctangulos obtenidos en la figura 8.10.

a) (semidistancia entre los foco)2= (semigeje transverso)? +(semieje conjugaalo)2
b) (semieje transverso)*= (semieje conjugaa,'o)2 + (semidistancia entre los foco)2

c) (semieje conjugado)2 = (semidistancia entre"los foco)2 + (semieje transverso)?

4. Extiende las diagonales del rectdngulo, observa que se forman dos rectas. Halla la pendiente

de estas rectas, su ecuacion y responde: ;estas rectas tocan/en algin punto a la hipérbola?

En efecto se tiene el siguiente resultado.

Relacion entre los semiejes

2 =a*+b? (8.2)

Donde a es la longitud del semieje transverso, b es la longitud del semieje conjiigado y c es

la semidistancia entre los focos.

La hipérbola tiene asociada dos rectas llamadas asintotas, estas coinciden con las diagonales exten-
didas del rectdngulo que se forma con las medidas de sus ejes (cuyos lados pasan por sus vértices

y por los extremos del eje transverso), las cuales tienen pendiente ig [19].
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Ecuacion de las asintotas

b
y=t-x (8.3)
a

Propiedad reflectora

La propiedad reflectora'de la hipérbola esta relacionada con sus focos, ésta consiste en que, si una
fuente de luz se coloca eman foco, ésta se reflejara en el otro [40].

Telescopio

Para la construccion de telescopi6s tipo Cassegrain (figura 8.11) se utiliza la propiedad reflectora
de la pardbola e hipérbola. Los(rayos de luz se reflejan en el reflector parabdlico primario y se
dirigen hacia el foco F; del reflectorshiperbdlico (que también es el foco del reflector primario), de
este modo los rayos se reflejan hacia el otre foco F, de este reflector, detrds del reflector primario

donde se encuentra un ocular (o camara).

¢ .
Y pia. /S
. ‘> N S
)//’ ,‘“ "~ Reéflecior
{ f . hiperbolico
e
!

d /~— Reflector parabélico

Figura 8.11: Telescopio. Recuperado de [40]:

ACTIVIDAD (DF-HS8): Caracteristicas entre hipérbola y elipse

Propdsito. Comparar elementos comunes de la elipse y la hipérbola, como foco,\vértices y ejes,
y analizar la expresion analitica que define cada curva en donde se resalten las operaciones de
adicion y sustraccion entre las distancias y el valor de la constante para inducir la ecuacion
canonica de la hipérbola.

Procedimiento

1. Completa el cuadro 8.3 y relaciona los elementos de ambas cdnicas.
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Elipse

Hipérbola

Fl(_470)yF2(—77)
Vi(=5,0)yVa(—, )
31(3,0) yBZ(—?*)

Fl<_530)yF2(—77)
Vl(_470) YV2(7,7)
Bl(370) yBZ(—?*)

Su semieje mayor se halla sobre el eje-X'y mi-
de: . Susemieje menor se halla sobre

el eje-Yy mide:

Su semieje transverso se halla sobre el eje-X y
mide : . Su semieje conjugado se halla

sobre el eje-Y y mide:

Los puntos de una elipse cumplen que la suma
de sus distancia a dos puntos fijos llamadosfo-
cos (F1,F>) es una constante 2a, donde a es 1a

longitud del semieje mayor.

Les puntos de una hipérbola cumplen que el va-
lor absoluto de la diferencia de sus distancia a
dos puntosfijos llamados focos (Fi,F,) es una
eonstante 2aydonde a es la longitud del semieje

transverso.

Sea P un punto arbitrario sobre la elipse dada,
este cumple que: d(P,F}) +d(P,F>) =2(5)
Calculando las distancia y sustituyendo en la
expresion anterior se tiene

V4232 4/ (x—4)2 +y2 =2(5) y de-

sarrollando, se llega a:

2 2 2 2
X Yoo X Yy
stg=log+p=1

Sea P un punto arbitrario sobre la hipérbola da-
da, este cumple que: [d(PgF]) —d(P, F>)| =2(4)
Calculando las distancia 'y sustituyendo en la
expresion anterior se tiene

VG552 /32 52 =2(4) y de-
sarrollando, se llega a:

2
=1

2 2
R G TN S
69 —10p

-
32

Cuadro 8.3: Similitudes

entre la elipse e hipérbola.
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2. D€ acuerdo a la informacién del cuadro 8.3, analiza las similitudes y diferencias de las dos

curvas conicas presentadas.

8.4. Nivel4d: Deduccion Formal

Se trabaja con la definicién, ecuacién y registros de representacion de la hipérbola. También se
presenta su uso en el sistema’_ORAN y para ubicar un objeto del cual emana un sonido.
ACTIVIDAD (DF-H9): Ecuacion de una hipérbola

Proposito. Obtener la ecuacion’de una hipérbola a partir de la definicion formal y reconocer la
constante dada en la definicion. Pard eso se toma un punto arbitrario sobre la curva y se realizan
operaciones algebraicas hasta obtener.su ecuacion.

Procedimiento

1. Lee la Definicion 4, nota que lasconstante que se menciona es igual a la longitud del eje
transverso de la hipérbola. Esta”Constante es representada como 2a, donde a es la longitud

del semieje transverso.

“Una hipérbola es el lugar geométrica’déyun punto que se mueve en un plano de tal

manera que el valor absoluto de la diferencia de sus<distancias a dos puntos fijos del

plano, llamados focos, es siempre igual a una cantiddd constante, positiva y menor

que la distancia entre los focos™ [27].

. J

2. Observa la hipérbola de la figura 8.12. Considere un punto arbitrario‘\P(x,y) sobre la curva,
Fi1(—=5,0) y F>(5,0) sus focos y sean d(P,F) y d(P, F,) la distancia de P a#F, y F, respecti-
vamente. Elija el inciso que dé la igualdad que satisfaga la definicién 4.

a) |d(P,F)—d(P,F,)| =10
D) |d(P7F1) _d(P7F2)| =38

¢) |d(P,F))—d(P,F,)| =4
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Figufa'8.12: Hipérbola con centro en el origen.

3. Seleccione cudl de las expresiones es equivalente a la expresion elegida en 2:

a) d(P,F)) —d(P,F,) = £10
b) d(P,F}) —d(P,F;) = +8

¢) d(P,F\) —d(P,F,) = +4

4. Obtenga las distancias del punto P(X,y) a cadagoco y sustituya en la expresion elegida en 3
y desarrolle. Recuerde transponer el radi€al adecuado y elevar al cuadrado ambos miembros,

una primera vez y luego una vez mas hastallegar afa expresion:

144x% — 256y% = 2304
5. Indique las operaciones que tiene que realizar a la expresion anteriet para obtener:

2

=

2
Y
1 9

@)

Observacion. El procedimiento completo se encuentra en el Anexo A5.1.
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En efect0, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4 [27]

La ecuacion’de una hipérbola de centro en el origen, eje focal que coincide con el eje-X, y

foco (¢,0) y (=¢,0) es:
2 2
x
- (8.4)

Si el eje focal de la hipérbola coincide con el eje-Y, de manera que las coordenadas de los
focos sean (0,c) y (0, —c);.entonces la ecuacion es
N

Cona#0yb#0.

ACTIVIDAD (DF-H10): Ejes, posicién de'la curva y la ecuacion
Propdosito. Asociar el eje transverso ‘con‘el térming positivo de la ecuacion canonica de la hipér-
bola y el eje conjugado con el término negativo de'lacuacion.

Procedimiento

1. Halla la longitud del semieje conjugado y(semieje transyerso de las curvas de la figura 8.13.

Considera la ecuacion 8.2.

2. Relaciona las ecuaciones dadas con su grafica correspondientevy)escribe la expresion que le

corresponda sobre la linea que aparece debajo de cada gréfica.

x2 y2 x2 y2

@ g @3
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7

6

5 F1
Vi

.
Fi Vi \& F2
~11-10-9 -8 —7.<6.-5 4 -3 -2 ,11 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 -11-10-9-8-7 46 -5-4-3-2 711 12 3 4 5 7 8 9 1011

AN W oo N

2 -2
-3

V.
2 -4
-5 F2 -5
L6 -6
-7 -7

(@ = « (b)

Figura 8.13: Hipérbolas con centro en el origen.

3. Observa las ecuaciones de lasthipérbolas y su grafica correspondiente. Completa las siguien-

tes expresiones, escribiendo sobtela linea a qué longitud de los semiejes corresponden.

o

x y? _
(semieje: 2 N)2  (semieje: )2

(S}

y B X 1
(semieje: 12, (semieje: )2

ACTIVIDAD (DF-H11): Relacion de la ecuacién con su'grafica
Propésito. Transitar entre los registros de representacion de la hipérbola, para determinar su
expresion analitica, sus elementos y grdfica.

Procedimiento

1. Completa el cuadro 8.4, en la cual por cada rengldn se debe representar una hipérbola en los
registros verbal, grafico y numérico, para ello solo se ha proporcionado la representacion de

la conica en uno de estos registros.
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Registro verbal

Registro gréfico

Registro numérico

gado sobre el eje-X cuya lon-

gitudes ___

Hipérbola~con centro en el F(—, ) B(—,_)
12
origen, con'semieje transver- 10/ Vil —, ) Vo(—, )
so sobre el eje<¥\cuya longi- o1 Bi(_—, ) By(__—, )
4
tud es 'y semieje conju- B, 2 B, Excentricidad:
gado sobre el eje-¥-cuya lon- T e, 280 2 0 Beyacion:
4
gitudes __. |y,
12
Hipérbola con centro en el
. .. Fl(*;*) FZ(*’*)
origen, con semieje transver-
Vil—, ) Vo(_—,
so sobre el eje-Y cuya longi- i ) Wl )
B , B ,
tud es 'y semieje conju- i ) Bal )
Excentricidad:

2 2
sa X2y
Ecuacién: -3 = 1

Cuadro 8.4: Diferentes registros de representacion de la hipérbola.

Localizacion de barcos

Entornos de funcioralidad

Los barcos han utilizado desde la segunda guerra mundial el sistema LORAN (figura 8.1 d). Este

funciona usando dos estaciones las cuales se encuentren separadas y tfansmiten ondas de radio

a barcos en el mar. Debido a que un barco puede encontrarse mds cerca de tna estacion que

otra, captan estas ondas en tiempos diferentes. Al medir la diferencia de tiempo +y. al conocer la

velocidad de las ondas de radio, es posible hallar la posicion del barco, el cual se‘encuentra sobre

una hipérbola cuyos focos son las estaciones [22].

Sonido

La hipérbola ayuda a localizar un lugar del cual proviene un sonido, por ejemplo, un disparo de

canon. Esto a partir de la diferencia en los tiempos que llega el sonido a dos puntos de escucha; se

puede determinar la diferencia de la distancia de estos puntos al cafién [19].
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8.4. Nivel 4: Deduccion Formal

Situaciones:Problematicas
Las siguientes/Situaciones probleméticas enfatizan el uso de la ecuacion de la hipérbola para loca-

lizar un objeto;ya.sea a partir de la sefial emitida o de un sonido producido por este.

SP-H1. Un barco estd'en,grave peligro debido al mal tiempo y necesita apoyo urgentemente, para
€so0 es necesario conocet sus/€oordenadas, la maquina a bordo desafortunadamente se ha bloqueado
y la ultima informacion que.s€ obtuvo es que el barco se haya 80 m mds cerca de la estacion B que
la A, la cuales estdan ubicadas en'la orilla del mar a 300 m entre si, ademds se sabe que el barco esta
aproximadamente a 48 m de orilla,gcudles son las coordenadas del barco?

Observacion. Considera que la orilla del'mar estd horizontalmente y que la estacion A estd a la derecha y

la estacion B a la izquierda.

SP-H2. Debido a la alta caceria de«enado en el bosque se han colocado dos estaciones Zy W de
seguridad a una distancia una de otra de.600 m. I<0ssguardias de las estaciones estidn en constante
comunicacion, el guardia de la estacion Z-avisa por Tadio que ha escuchado el disparo de un rifle,
un segundo después el guardia de la estacionW confitma lo mismo. Los guardias irdn por el
cazador para eso llevardn un mapa (figura 8.14){Si el sonide viaja a 335 m/s, halla la ecuacion de
la hipérbola sobre la cual se halla el cazador, explica e indica en elmapa dénde hay mas posibilidad
que esté el cazador (para eso dibuja la hipérbola).
500
400
300
200

100

‘Z 1 I‘W 1
500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500

-100
Figura 8.14: Mapa de bosque.

Observacion. La respuesta a SP-HI y SP-H2, se encuentran en el Anexo A5.2 y A5.3, respectivamente.
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Capitulo9

Resultados y discusion

Durante esta investigacion fue posible’€ncontrar que el tema de las conicas desde la disciplina
Matematica Educativa, estd siendo abordado)para su ensefianza y aprendizaje considerando otras
formas y estrategias de trabajo en el aula, permitiendo al alumno tener un aprendizaje con signifi-
cados mas cercanos a su entorno, niyel.eognitivo,y,/con tratamientos desde diferentes registros de
representacion. De estas investigaciones pudimos rétomar algunas de las propuestas para incluirlas
en nuestro disefio de la guia diddctica haciendo las adecuaciones pertinentes. También, indagando
sobre la conicas, en libros de textos, articulo§ y‘en diversas, fuentes, con el objetivo de conocer
su funcionalidad y/o aplicaciones, se logré encontrar algunog‘entornos en los cuales las curvas es-
tan presentes, cabe mencionar que fue muy significativo, ya qué no imaginamos cémo en algunos
oficios también son requeridas.

Para darle forma y contenido a la guia, fue de gran ayuda el Modelo de.Van Hiele por su forma
estructurada, logrando tener un acercamiento a las conicas de manera gradualy ya que en cada nivel
se pudieron disefar actividades y situaciones problematicas que permitieron un tratamiento y cons-
truccién de éstas enfatizando diferentes entornos de funcionalidad y registros de representacion en
donde sus elementos y propiedades tuvieron mucha relevancia y significacion. Les tegistros de
representacion utilizados fueron el verbal, algebraico, grifico y numérico, estos resultaron muy
apropiados, ya que al tener representadas conicas desde estos diferentes registros se pudo.ubicar
y asimilar mejor tanto elementos como formas particulares de cada curva; también, diferen¢ias)y
similitudes en el plano cartesiano y expresion algebraica. Es de resaltar que muchas de las activi-

dades en donde se plantea un tratamiento numérico o verbal, fueron mds arduas de elaborar. En el
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caso delregistro verbal, habifa que tener cuidado con las palabras que usdbamos para referirse a
algun objete, propiedad, o condicion sin llegar a generar una ambigiiedad, consideramos que habia
una tendenCiashatural a utilizar el lenguaje formal o matemadtico, lo cual debia ser hasta el nivel
formal; y en el'€aso del registro numérico, los procedimientos resultaban algo largos o tediosos, en

algunos de estos Se.acordo indicar los resultados y trabajar con estos.

A continuacion se describe lo que se trabajé y obtuvo en las actividades por cada nivel para la

construccion de las curvas.

En el nivel 1: visualizacion,8etiene un primer contacto con las cdnicas, las actividades propuestas
lograron que se pudieran identificar as curvas a partir del corte transversal de objetos similares
a un cono, y reconocerlas en el entorno, enfatizando su presencia en la vida (de este modo no se
percibe como un objeto matematico‘formalizado). También, para su generacién, trazo o dibujo,
se utilizaron materiales manipulativos, como,hilo, tachuelas, papel albanene, compds e incluso un
software de dibujo. Algunas curvas por suwersatilidad y aplicaciones, como la circunferencia y

elipse tienen mads situaciones y actividades en estefiivel.

En el nivel 2: andlisis, fue posible cono¢er,jubicar y'dar significados a los elementos de cada curva
e identificar cudles de ellos son esenciales para generatlas; por ejemplo, en el caso de la elipse, las
tachuelas que se ubicaron en dos puntos resultaron ser Sus‘focos y los elementos fundamentales
para generarla (es asi que empiezan a resaltar estos elementos; que son involucrados en su defini-
cién). También se reconocieron caracteristicas propias de cada’cutva al analizar cada uno de sus
elementos y también las propiedades de estas, como la excentricidads]la cual es relevante para la

forma de las curvas, en especial para la elipse y la hipérbola.

En el nivel 3: deduccion informal, muchas de las actividades se avocaron.a-un tratamiento desde
los diferentes registro de representacion, en especial, es de resaltar el registro numeérico para calcu-
lar distancias, las cuales fueron un andamiaje en todas las curvas para entender lascondicién para
generarlas en el plano cartesiano, el grafico en donde se le pudo observar y ubicar elementos, y el
verbal para tenerlas de manera mds accesible y con palabras la descripcion de los elementos y pro-
piedades. Para el transito entre estos registro, se implement6 el uso de cuadros donde se-registran
los célculos de distancias y con algunos puntos de la grifica, se utilizaron también recursos desde
la geometria como tridngulos y circunferencia, es el caso de la hipérbola en donde sus puntos se

hallan en la interseccion de circunferencias. Ademas se presenta la propiedad reflectora, la cual
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Capitulo 9. Resultados y discusion

dota desfuncional a las cdnicas, en especial a la elipse. Otras actividades presentan andamiajes
para accédet.a sus ecuaciones desde un ambiente reflexible para lo cual es primordial el uso de los
registros ndmético, grafico, verbal y algebraico.

Finalmente sé“€oncluye con el nivel 4: deduccion formal, se inicia considerando alguna de las
curvas que se vehiafisabordando en los niveles anteriores para obtener su expresion algebraica,
es hasta aqui en donde se¢' da la definicién formal y se consideran resultados (o teoremas) para
obtener la ecuacion de unade las curvas trabajadas. Y para generalizar la expresion analitica de
cada curva se consideraron-los diferentes registros de representacion, algo que difiere en libros de
textos formales.

A continuacién, se mencionan paras€ada curva los entornos de funcionalidad encontrados.

La circunferencia, sin duda fue la curyamas conocida y utilizada, resalta por su sencillez al realizar
su trazo y por todos conocida, la pudimos.encontrar en: el arte, vitrales, disefio de logos; en el
disefio y en el trazo de prendas de vestir como faldas y sombreros; y para optimizar sefiales de wifi
en la ubicacion de un router.

La elipse, fue la curva mas utilizada, 1a_tenemos presente en oficios como la carpinteria, vidriera,
herreria para la elaboracién de un barandals/en la construccion de bovedas; en astronomia, debido
a que los planetas siguen Orbitas elipticas; efi la-arquitectura para el disefio de cabinas de susurro;
en la medicina para la desintegracion de piedra$ en el rinon. Se resalta muchisimo su propiedad
reflectora.

La pardbola, por su forma natural fue posible visualizarla en el chorro de una fuente, en la trayec-
toria que sigue una pelota. Se encontr su uso en: en telecomunicaciones con las antenas parab6li-
cas; en electricidad en los faros de automdviles; y en la construccion de‘hornos solares. Ademds se
muestra su utilidad para acomodar mesas, lo cual involucra de manera implicita,la condicién que
cumplen sus puntos.

La hipérbola es utilizada en el sistema de navegacion LORAN; para localizar un-objéto del cudl
emana un sonido, en construcciones emblemadticas de arquitectura y estructuras de 1figenieria.

Los resultados antes descritos, nos permiten evidenciar parte de la funcionalidad de las ¢onicas en
el entorno, su relacion con otras dareas de estudio y poder tener otra alternativa de accedera ellas.
Teniendo asi, elementos que abonaron y permitieron realizar el disefio de un material did4ctico de

apoyo para profesores de educaciéon media superior en el tema de las conicas.
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Conclusiones

El objetivo de nuestra investigacioén fuetealizar una guia diddctica para el profesor de educaciéon
media superior en el tema de las conicassdesde un aspecto constructivo y funcional, atendiendo
a las nuevas propuestas curriculares que emnfatizan el uso de las matematicas en el entorno del
alumno.

Logramos dar otra alternativa al estudig’de las cdnicas desde un acercamiento constructivo y ha-
llamos entornos de funcionalidad de estascurvas en difetentes dmbitos de la vida y en otras dreas
de estudio, se plantearon actividades y situagiones problemadticas en las cuales se enfatizan los
elementos de las curvas, sus propiedades y ecuaciones. Considerando la implementacién de mate-
riales manipulativos, que motiven al alumno a conocer sobre estaS curvas y otra forma de acceder al
estudio de éstas, ajenos a la manera tradicional que se ha venido ensefianza en este nivel educativo.
De las cuatro conicas notamos que la circunferencia es la que estd mas presente en el entorno, por
su parte la elipse es utilizada en oficios y areas de conocimiento debidesa.su propiedad reflecto-
ra, esta propiedad también la posee la pardbola, y la hace util, en otras areas. Por otra parte, la
hipérbola solo logramos encontrar algunos usos.

Este trabajo ha recabado diferentes usos de las conicas y otra forma de acceder ¢y tfabajarlas, se
espera que sea de ayuda a futuras investigaciones en el uso de las curvas en la vida cotidiana, para

ver el valor y potencialidad de las mateméticas.
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Anexos

Anexo Al: Fases del Modelo de Van Hiele

Las fases fueron obtenidas de [12]¢

= Fase 1: Informacion. Permite al _ptofesor conocer los conocimientos previos y el razona-
miento que posee el alumno respectoval nuevo tema a estudiar, se puede optar por utilizar

evaluaciones diagnosticas y lluvias de ideas.

» Fase 2: Orientacion dirigida. Es'Ta€xploracion, experimentacion y aprendizaje de los nuevos
conceptos, propiedades, elementos y-figuras fundamentales del drea de geometria que se esta

abordando. Para ello se recomienda estruCturar con‘Cuidado las actividades a implementar.

» Fase 3: Explicitacion. Es la expresion de id€as, las cuales deben tener una buena estructura 'y
organizacion, debido a que se debe mejorar el vocabulario desacuerdo al nivel que se acaba de
aprender. Se recomienda el intercambio de experiencias o puntoside vistas de las actividades

realizadas, sus dificultades, mejorias y aprendizaje.

» [Fase 4: Orientacion libre. Se utilizan los conceptos, elementos y ‘propiedades adquiridos
anteriormente, es decir, se aplican los conocimientos y razonamientos a @tras‘areas de inves-
tigaciones distintas, para esto se sugiere un buen planteamiento de problemas.abiertos que

permitan el desarrollo de varios caminos para su solucién o de diversas soluciones:

= Fase 5: Integracion. Es la condensacion de los conocimientos adquiridos, apreciande su.rela-
cién con otros campos de estudio conocidos anteriormente. Se siguiere brindar comprensio-
nes generales de lo estudiado, pero sin entrar al estudio de nuevos conceptos sino resaltando

lo que se ha aprendido, es como dar una conclusién o cierre de lo que se ha trabajado.
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Anexo A2: Circunferencia

A2.1 Solucion a la SP-C2

El radio de CC es, sustituyendo en la ecuacion (5.1), tenemos que su longitud es igual a:

CC =2nr (10.1)

Al dividir por © ambos mienibros de la igualdad tenemos:

cc’
Y = — (10.2)
T

Sabemos que el radio de C1 es 2/, sustituyendo en la ecuacién (5.1) tenemos que su longitud es

igual a:

C1'=2x(2r) (10.3)

Sustituyendo el valor de 27 de la ecuacién)(10.2)‘erf 1a_ecuacién (10.3) tenemos que:

c1 2oz (§> (10.4)
T

Simplificando, tenemos que

Cl=2CC

Es decir, que la circunferencia C1 mide el doble de la circunferencia'!CCy’de este modo solo es

necesario utilizar la mitad de la circunferencia C1.

A2.2 Solucion a la SP-C4

Como la sefial del router se propaga en forma de ondas circulares o de circunferenciajnes interesa
hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos importantes y posteriormente
ubicar el centro de esta.

Supongamos que los tres puntos A(2,11), B(6,3) y C(20,5) estdn sobre una misma circunferen-

cia, entonces las coordenadas de estos puntos deben satisfacer su ecuacion. Sustituyendo estas
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coordepddas en la ecuacidn (5.3), para cada punto tenemos:
224112 42d+ 1le+f=0

62 +32+6d+3e+f=0
20% +5%420d +5e+ f =0

Estas ecuaciones se pueden)escribir:

2d+1le+ f = —125
6d +3e+ f = —45
20de+ 5¢ + f = —425

La solucién de estas ecuaciones es d = —24, ¢ = —22 y f = 165. Estos valores sustituidos en la

ecuacion (5.3), dan como resultado laecuacién de la circunferencia:

X%+ y*— 24x — 22995165 = 0

Al completar cuadrados tenemos:

(x—12)2+(y=11)2 = 10?

De este modo el centro de la circunferencia es (12,11) y el lugar ideal para colocar el router.

Anexo A3: Elipse

A3.1 Solucién a la ACTIVIDAD (DF-E9)

Consideremos que:

d(P,F,)+d(P,F,) = 10 (10.5)

Calculando las distancias d(P, F}) y d(P, F,) y sustituyendo en la ecuacién (10.5), se tiene:

Vi+a2 32 (=47 452 =10
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Pasamos’el segundo radical al otro lado de la igualdad, elevando al cuadrado ambos miembros de

la igualdad«y desarrollando los binomios, se obtiene:

P Br+ 16437 = 100 204/ (62 — 8x+ 16) )2 4% — 8x+ 164

Simplificando la‘expresion anterior queda:

168 — 100 = 204/ (2 — 8x+ 16) +)?
Elevando al cuadrado ambes miembros de la igualdad, y desarrollando se tiene:
256x% — 3200x + 10000 = 400x> — 3200x + 6400 + 400y?

Simplificando se encuentra que:

144x% + 400y? = 3600

Finalmente, se divide ambos miembros de lasigualdad por 3600 y se obtiene:

I AR |

B2
25 =9

A3.2 Solucion a la SP-E7

Observa en el boceto (figura 6.22) que cadal varilla vertical debe medir mas de 100 cm, para
calcular su longitud se debe considerar que estan<delimitadaS por un arco eliptico de 150 cm de
largo y 50 cm de alto. Podemos identificar que el arco es similar a la mitad de una elipse con

semieje mayor igual a 150 cm y semieje menor igual a 50 cm (figura.l0.1), cuya ecuacién es 10.6.

(15, 48.99)

A s

(15, 0)

60 45 30 15 0 15 30 45 ch]

—tt
o
B

Figura 10.1: Mitad de la elipse en el plano cartesiano.

x2 y2

ﬁ—}_ﬁ =1 (10.6)
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Considerando que la distancia entre las varillas verticales es de 15 cm, cada varilla se ubica en un
multiplo“detl 5, sobre el eje mayor de la elipse, de este modo uno de sus extremos se ubica en el
punto: (0,0, (+15,0), (£30,0), (£45,0) y (£60,0), se debe hallar el otro extremo de cada varilla,
el cual es un punto_que se ubica en la elipse, y posteriormente calcular la longitud del segmento
que une estos dos pufitos, los cuales tienen la misma coordenada x. Es decir, si uno de los extremos
de la varilla estd en el'puatto (15,0), el otro extremo se halla en un punto de la elipse de la forma
(15,y), para hallar el valorde la coordenada y se debe sustituir el valor de la coordenada x en
la ecuacién (10.6), haciendo*los célculos correspondientes se tiene que y = /2400, asi el punto
sobre la elipse es (15,1/2400)+¥ la longitud de la varilla es v/2400 ~ 49. Similarmente se realiza
el mismo procedimiento para calcular la longitud de las otras varillas en el arco, posteriormente a
esta longitud se le suma 100 cm de acuerdo al boceto, obteniendo la longitud final de la varilla,
como se muestra en el cuadro 10.1.

Observacion. Como la elipse es simétrica, basta.con calcular la longitud de la varilla que se halla en el

centro y las cuatro que se hallan en el primer cuadrante:

Cantidad de varilla | Longitud (cm) de lavarilla‘en’elarco | Longitud (cm) final de la varilla
1 50 150
2 49 149
2 46 146
2 40 140
2 30 130

Cuadro 10.1: Longitudes de varillas verticales.

De acuerdo al boceto (figura 6.22) la distancia entre las varillas horizontales es=de 25 cm y se
puede ver que cuatro de ellas miden 150 cm de largo. Nos interesa conocer la longitid de la varilla
que tiene sus extremos sobre el arco eliptico, es decir sobre la elipse de la figura 10.1{ Por lo tanto
es necesario hallar las coordenadas de los puntos que coinciden con sus extremos y calcular la
longitud del segmento que los une. Para eso, consideramos que la distancia entre la varilla y €1 gje
mayor de la elipse es de 25 cm, de este modo las coordenadas de los puntos son de la forma (x,25)

y (—x,25). Para hallar el valor de la coordenada x se debe sustituir el valor de la coordenada y en
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la ecuaeion 10.6, de donde se obtiene que x = £1/4218.75 . Asi, la coordenada de los puntos es
(V4218775425) y (—v/4218.75,25) y la longitud de la varilla horizontal es de aproximadamente
130 cm.

Observacion. Se puedeé-solicitar hallar el precio y longitud de diferentes varillas utilizadas en la herreria y
determinar cudnto se gastard'en material para la elaboracion del barandal, con lo cual se espera reflexionar
sobre el beneficio que puede tener el uso de la ecuacion de la elipse para poder realizar estos cdlculos, y no

desperdiciar o gastar de mds‘ew'material.

Anexo A4: Parabola

A4.1 Soluciéon a la ACTIVIDAD (DF-P9)

Tenemos que:

dPF) =/ (6 —2)% +y2
A(B.C) = (¥1:2)

Al igualarlas se tiene:

(x—22 412 = (x+2)

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad y desarrollande_se obtiene:

X —dx+44+y = +4ax+4

Simplificando se obtiene:

y2:8x

A4.2 Solucion a la SP-E3

Se identifica la pardbola que genera el reflector y se ubica en el plano cartesiano, cuyo vérticé se

halla en el origen, con eje paralelo al eje-Y (figura 10.2). Cémo la pardbola es simétrica respecto
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a su ejes’los 120 cm quedan distribuidos en 60 cm a cada lado del eje y se considera los 40 cm
de profundidad, asi podemos considerar el punto P(60,40), sustituyendo los valores de x e y en la

ecuacion (7.1)¢se tiene:

607 = 4a(40)

Doénde se tiene que:

a=22.5cm

Asi la coordenada del foco es«(0, 22.5), de este modo el soporte debe colocarse a 22.5 cm de

distancia de la parte mas profunda’de la estufa solar.

Figura 10.2: Elipse generada’a partir del«€orte de un cono.

Anexo AS5: Hipérbola

AS.1 Soluciéon a la ACTIVIDAD (DF-H9)

Consideremos que:

|d(P,F1) —d(P,F>)| =8 (10.7)

Lo cual es equivalente a:

d(P,F,) —d(P,F,) = +8
Calculando las distancias d(P,F}) y d(P,F,) y sustituyendo en la ecuacion anterior, se tiene:
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V5432 =/ (x=5)7 432 = 48

Pasando el segindo radical al otro lado de la igual, elevando al cuadrado ambos miembros de la

igualdad y desarfollando los binomios, se obtiene:

P 10 #9537 = 64+ 161/ (2 — 10x+25) +32 % — 102 425+

Simplificando la expresién.anterior queda:

20564 = 16,/ (x2 — 10x +25) + 2
Elevando al cuadrado ambos miembr0s,de la igualdad, y desarrollando se tiene:
400x% — 2560x + 4096 = 256x% — 2560x + 6400 + 256>

Simplificando se encuentra que:

14452 — 2567 =.2304

Finalmente, se divide ambos miembros de laggualdad por 2304 y se obtiene:

2

2
NP
9

>l

AS5.2 Solucion a la SP-H1

Llamemos D al barco y consideremos las estaciones A y B, sea d(D,A) y/d(D,B) la distancia de
D ala estacion A y B, respectivamente. Como D estd a 80 m mds cerca deJa estacion B que A, la

diferencia de las distancias de D a cada estaciéon A y B es igual a:

d(D,A)—d(D,B) =80 m

Note que D se encuentra sobre una hipérbola (figura 10.3), cuyo eje focal se halla horizontalmente
(al igual que la orilla del mar), y sus focos corresponde a la estaciéon A y B, (la estacion A sethalla
ala derecha y la B a la izquierda) como la distancia entre ellas es de 300 m, se tiene que 2¢ = 300,

c =150y 2a = 80, a = 40, sustituyendo estos datos en la ecuacidn (8.2), tenemos que:
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b* = 150? — 402

b* = 20900

Asi que la ecuacion d€'la hipérbola donde se encuentra D es:

x2 y2

= _ -1
402 20900

Como la distancia de D a la orilla es de 48 m, sus coordenadas son de la forma (x,48), entonces

para hallar el valor de x, se despejd.da variable x de la ecuacién anterior y se sustituye el valor de

y = 48, se tiene que:

482
20900

Tomamos el valor positivo de x debido a que D.se-halla mds cerca de la estacion B que de A. Asi

x =404/ 1+

las coordenadas donde se localiza el bateo\D son aproximadamente (42.1, 48).

100
50 D

A B

150 -100 -5 0 50 100 © #A450
_50
-100

Figura 10.3: Hipérbola para localizar el barco D.

A5.3 Solucion a la SP-H2

Llamemos C al Cazador y considerando las estaciones Zy W, sea d(C,Z) y d(C,W), la distancia

de C a la estacion Z y W, respectivamente. Como el sonido del balazo del cazador lleg6 a la
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estacion”W un segundo después que a la estacion Z y considerando que el sonido viaja a 335 m/s,

la diferenciad(C,Z) — d(C,W) en las distancias indicadas en este tiempo es:

d(C,Z)—d(C,W) = (335?) (1s) = 335 m

Observacion. Para el procedimiento anterior se utilizo la formula de la distancia (d), que involucra veloci-
dad (v) y tiempo (t): d=vtf'Se sustituyo la velocidad (v) del sonido y el tiempo (t) en que tardo llegar a la
otra estacion.

Note que C se encuentra enuha _hipérbola cuyos focos corresponde a la estacion Zy W, y la
distancia entre ellas es de 600 m, asi se tiene que 2¢ = 600, ¢ = 300 y 2a = 335, a = 167.5.

Sustituyendo estos datos en la ecuacion (8.2), se tiene:

b* =A300)* — (167.5)?
b ~ 249

Asi que la ecuacion de la hipérbola es:
x2 y2 .
167.5% .. 2492
Se traza el plano cartesiano al mapa del bosque{(figura 104),.considerando que las estaciones se

ubican en el eje-X y se dibuja la hipérbola. Note que como el Sonido llego primero a la estacion Z,

el cazador se encuentra en la rama izquierda de la hipérbola, 1a cual’se ha pintado de rojo.

500
N

400
E
300

S
200

100

74
500 400 —300 207 100 © 100 \200 300 400 500

-100

Figura 10.4: Mapa del bosque considerando una hipérbola.
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