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Nik Wiles

Ciertamente habrán peores d́ıas que estos.
Pero la hermosa verdad es que también habrá mejores d́ıas.
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iii

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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confidentes e incontables cosas más. Siempre estarán en mi corazón. Gracias a Claudia
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semestres y personajes secundarios de esta serie llamada vida. Gracias por haber sido
parte de este camino.
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necesitaba.

Una mención especial a Adriana Salazar por todas las veces que me habló en la madru-
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3.1. Familias conjugadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2. Análisis de bifurcación en la familia de funciones Q1(x) . . . . . . . . . 36
3.3. Análisis de bifurcación en la familia de funciones Q2(x) . . . . . . . . . 43

Conclusión 47

vi

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



Bibliograf́ıa 48

vii

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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Resumen

En el estudio de la dinámica de las funciones polinomiales, la familia de polinomios
cuadráticos ha jugado un papel muy importante gracias a que presenta una diversidad
de dinámicas que van desde el orden hasta el caos. Sin embargo, se tienen pocos estudios
de la dinámica para polinomios de grado superior. En este trabajo analizamos las
bifurcaciones que se presentan en la familia de polinomios cúbicos de variable real.
En particular mostramos la existencia de las bifurcaciones silla nodo, doblamiento de
periodo, transcŕıtica y tridente.

Abstract

In the study of the dynamics of polynomial functions, the quadratic polynomial family
has played a very important role thanks to the fact that it presents a diversity of
dynamics ranging from order to chaos. However, there are few studies of the dynamics
for polynomials of higher degree. In this work we analyze the bifurcations that occur
in the cubic polynomial family with real variables. In particular we show the existence
of saddle-node, period-doubling, transcritical and trident bifurcations.

Palabras claves: polinomios cúbicos, sistemas dinámicos y bifurcaciones.

Keywords: cubic polynomials, dynamic systems and bifurcations.
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Introducción

En el estudio de la dinámica de las funciones polinomiales, la familia de polinomios
cuadráticos ha jugado un papel muy importante, ya que esta familia presenta una
diversidad de dinámicas que van desde el orden hasta el caos. En general, los polinomios
cuadráticos se escriben como Pa0a1a2(x) = a2x

2 + a1x + a0, pero desde el punto de
vista dinámico es suficiente con estudiar una familia que sea conjugada a {Pa0a1a2}.
Por lo que se han utilizado la familia loǵıstica Fλ(x) = λx(1 − x) o la familia de
polinomios mónicos centrados Pc(x) = x2 + c, las cuales tienen al cero como punto fijo
o punto cŕıtico, respectivamente [D, R]. Además, estas dos familias involucran solo un
parámetro y por lo tanto su estudio en el espacio dinámico o en el espacio de parámetros
requiere solamente de una dimensión, la cual puede ser real o compleja. En el espacio
de parámetros complejo se han estudiado las propiedades geométricas y topológicas
del lugar de conexidad, el cual consiste de los parámetros c ∈ C para los cuales la
órbita del punto cŕıtico es acotada, también conocido como conjunto de Mandelbrot
[D, R, B, CG, DH].

En este trabajo analizaremos la dinámica de los puntos fijos de la familia de polinomios
cúbicos P1(x) = a3x

3+a2x
2+a1x

1+a0 y demostraremos las diferentes bifurcaciones que
se presentan en el espacio de parámetros de esta familia en variable real. En particular,
mostraremos parámetros donde la familia tiene una bifurcación silla nodo, doblamiento
de periodo, transcŕıtica o tridente. Para este estudio trabajaremos con las siguientes
dos familias que son conjugadas a P1(x). La familia Q1(x) = x3 + c2x

2 + c1x cuyo
punto fijo es 0 e involucra sólo dos parámetros y la familia Q2(x) = x3 + b1x + b0 de
polinomios mónicos centrados que tiene al 0 como punto cŕıtico.

Este trabajo está organizado de la siguiente manera. El caṕıtulo 1 presenta algunos
conceptos y resultados básicos de sistemas dinámicos que serán necesarios para entender
los resultados principales de este trabajo. Aśı como algunos conceptos que corresponden
a cálculo y a geometŕıa. En el segundo caṕıtulo se exponen algunos teoremas de la teoŕıa
de bifurcación, se presentan ejemplos y diagramas a fin de ilustrar el comportamiento
de los puntos fijos ante variaciones de los parámetros. Finalmente, en el tercer caṕıtulo
analizamos la familia de polinomios cúbicos usando dos familias conjugadas. Mostramos
las curvas de bifurcación en el espacio de parámetros y demostramos los tipos de
bifurcación que se presentan en cada una de las familias.
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Marco Teórico

En 1982, Douady y Hubbard comenzaron a estudiar el conjunto de Mandelbrot y de-
mostraron que es conexo. Además mostraron que la conexidad local de la frontera del
conjuntoM (conjetura MLC) implica la conjetura, sobre la densidad de las componen-
tes hiperbólicas, propuesta por Fatou en 1920. Este hallazgo hizo que el análisis de la
dinámica de la familia cuadrática se convirtiera en un tema de estudio relevante y en
particular la conjetura MLC permanece aún sin resolver [DH, L, M1]. El estudio de los
polinomios cuadráticos llevó de manera natural al análisis de la familia de polinomios
de grado superior, tanto en variable real como en variable compleja. Sin embargo, el
incremento en el grado del polinomio llevó consigo una dificultad adicional, ya que se
incrementa tanto la dimensión del espacio de parámetros, como el grado de los poli-
nomios que se tienen que resolver para calcular las órbitas periódicas. Cabe destacar
los trabajos de Milnor, Branner, Rees y Hubbard quienes iniciaron la caracterización
del espacio de parámetros y del espacio dinámico de la familia de polinomios cúbicos
complejos a dos parámetros [M2, BH].

En 1992 Milnor resume los avances obtenidos en la familia de polinomios cúbicos. De-
bido a que el espacio de parámetros de la familia cúbica tiene dimensión dos compleja,
para analizarla fija la dinámica de uno de los puntos cŕıticos y observa los diferentes
comportamientos que presenta el otro punto cŕıtico. Además, caracteriza los diferentes
tipos de componentes hiperbólicas que se presentan en el espacio de parámetros [M2].

En 2010 Bonifant et al. analizaron el espacio de parámetros Sp de los polinomios cúbicos
mónicos centrados con un punto cŕıtico marcado de peŕıodo p y demostraron que es una
curva algebraica af́ın suave cuyo género aumenta rápidamente con p. Además que cada
curva Sp consta de un lugar de conexidad compacto y un número finito de regiones de
escape [BKM].
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Justificación

Los trabajos realizados en el estudio dinámico de la familia cúbica se han centrado
principalmente en las propiedades geométricas y topológicas del espacio de paráme-
tros complejo. En este trabajo analizamos la familia cúbica con parámetros reales y
mostramos los cambios que se presentan en las dinámicas de los puntos fijos al mover
los parámetros y en particular demostramos los tipos de bifurcación. Este estudio es
importante porque muestra la variedad de bifurcaciones que se tienen en una familia
de polinomios de grado mayor que dos.

Pregunta de Investigación

¿Cuáles son las diferentes bifurcaciones que puede presentar un punto fijo en la familia
de polinomios cúbicos con variable real?

Hipótesis

Los puntos fijos de la familia de polinomios cúbicos presentan otros tipos de bifurca-
ciones que no aparecen en los puntos fijos de la familia de polinomios cuadráticos.

Objetivo General

Analizar la dinámica de la familia de polinomios cúbicos reales y clasificar las diferentes
bifurcaciones que se presentan.

Objetivos Espećıficos

1. Comprender los conceptos básicos de iteración de funciones en una variable real.

2. Analizar las propiedades dinámicas de los polinomios cúbicos.

3. Caracterizar las diferentes bifurcaciones que se presentan en la familia cúbica.

4. Dibujar los diferentes diagramas de bifurcación.

Metodoloǵıa

Para alcanzar el objetivo de este trabajo se siguieron las siguientes estrategias:
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1. Se revisaron los conceptos básicos de iteración de funciones polinomiales en va-
riable real basándonos en [D, R, dMvS, M2].

2. Se estudiaron los diferentes tipos de bifurcación que presenta una familia de
funciones en una variable tomando como referencia a [R, dMvS].

3. Se calcularon las conjugaciones de la familia cúbica que redujeron el número
de parámetros y permitieron realizar el análisis de la dinámica y demostrar las
bifurcaciones [D, R, BH].

4. Se realizaron numéricamente los diferentes diagramas de bifurcación para ejem-
plificar los resultados anaĺıticos.
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1. Preliminares

En este caṕıtulo vamos a dar algunas definiciones y resultados que son válidos en
espacios métricos pero nos restringiremos a familia de funciones fµ : Rn → Rn para-
metrizadas por µ ∈ R. Las definiciones y teoremas de este caṕıtulo están basados en
[D, H, MT, R].

1.1. Iteraciones

Iteración significa repetir un proceso una y otra vez, en este trabajo el proceso que se
repite es la composición de una función y para ello, es necesario que la imagen de f
esté contenida en su dominio, es decir, f : X → X.

Para una función fµ, denotaremos por f 2
µ(x) = fµ(fµ(x)) y le llamamos segunda itera-

ción de fµ. Similarmente f 3
µ(x) = fµ(fµ(fµ(x))) es la tercera iteración y en general

fn
µ (x) = fµ ◦ · ◦ fµ(x)︸ ︷︷ ︸

n veces

es la n−ésima iteración.

La familia de funciones {fn
µ } determina la noción de sistema dinámico discreto que

usualmente se denota por el par (X, f).

1.2. Órbitas

Definición 1.2.1 (Órbitas). Dado w0 ∈ Rn se define la órbita de w0 bajo fµ como el
conjunto Ofµ(w0) = {w0, x1 = fµ(w0), x2 = f 2

µ(w0), . . . , xn = fn
µ (w0), . . . }. Al punto

w0 se le llama semilla de la órbita o condición inicial.

T́ıpicamente hay diferentes tipos de órbitas en un sistema dinámico, el más conocido
es el punto fijo, el cual satisface la ecuación fµ(x0) = x0 y en consecuencia la órbita
consta de un solo punto, es decir, Ofµ(x0) = {x0}. Un punto fijo es invariante bajo la
composición de funciones, nunca se mueve como su nombre lo indica.

Por ejemplo, los puntos fijos de la función g(x) = x2 − x − 4, se obtienen resolviendo
la ecuación

x2 − x− 4 = x.

Aśı, los puntos fijos de g(x) son 1±
√
5.

Otro tipo de órbitas importantes son las órbitas periódicas o ciclos.

Definición 1.2.2. El punto x0 es periódico si f
n
µ (x0) = x0 para algún n > 0. Al mı́nimo

n que lo satisface se le llama periodo de la órbita.
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Note que si x0 es periódico con periodo n, entonces su órbita es

Ofµ(x0) = {x0, fµ(x0), . . . , fn−1
µ (x0)}.

Además, si x0 tiene un periodo k, entonces x0 también es fijo para f 2k
µ , ya que f 2k

µ (x0) =
fk
µ(f

k
µ(x0)) = fk

µ(x0) = x0. En realidad, x0 es fijo para fnk
µ .

Definición 1.2.3. Un punto x0 es eventualmente periódico (preperiódico) si fm+n(x0) =
fm(x0) para algún m > 0 y n ∈ N, es decir, fm(x0) es periódico de periodo n.

Figura 1.1: Órbita de un punto eventualmente periódico.

Por ejemplo, −1 es eventualmente fijo para h(x) = x2, ya que h(−1) = 1, el cual es un
punto fijo de h.

1.3. Puntos atractores y repulsores

En esta sección definiremos cuándo un punto es atractor (o repulsor), lo cual será
utilizado más adelante en este trabajo. Las definiciones y teoremas están basados en
[D].

Antes de dar las condiciones necesarias para que un punto fijo sea atractor (o repul-
sor) vamos a ilustrar la idea detrás de estos conceptos. Para esto estudiaremos mo-
mentáneamente la función h(x) = x2. Esta función tiene dos puntos fijos, 0 y 1. Pero,
los comportamientos de las órbitas cercanas a esos puntos son distintos. Si escogemos
x0 tal que |x0| < 1, entonces la órbita de x0 se aproxima rápidamente a cero. Por
ejemplo, la órbita de 0.1 es

Oh(0.1) = {0.1, 0.01, 0.0001, 0.00000001, . . . }.

En realidad, para cualquier x0 tal que 0 ≤ x0 < 1, sin importar que tan cercano esté
de 1, la órbita de x0 se aleja de 1, y se acerca a 0. Por ejemplo, la órbita de 0.9 es

Oh(0.9) = {0.9, 0.81, 0.6561, 0.430467 . . . , 0.185302 . . . , 0.034336 . . . , 0.00117 . . . , . . . }.

Ya que h(x) = x2, h2(x) = x2
2
, h3(x) = x2

3
y hn(x) = x2

n
tenemos que hn(x0) tiende

a 0 cuando n tiende a ∞ y |x0| < 1. Por otro lado, si |x0| > 1, entonces hn(x0) tiende
a ∞ cuando n tiende a ∞. Por ejemplo, la órbita de 1.1 es

Oh(1.1) = {1.1, 1.21, 1.4641, 2.1436 . . . , 4.5950 . . . , 21.114 . . . , 445.79 . . . , . . . }.
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Claramente los puntos cercanos a 0 tienen órbitas que son “atráıdas” a 0, mientras que
los puntos a la derecha de 1 tienen órbitas que se “alejan” de 1. En la figura 1.2 se
muestra de manera gráfica las órbitas de los puntos cercanos a 1 y se pueden ver las
diferencias entre los puntos fijos.

Figura 1.2: Análisis gráfico de las órbitas cercanas a los puntos fijos de la función
h(x) = x2.

Definición 1.3.1. Sea x0 un punto fijo de F . Si |F ′(x0)| < 1, entonces x0 es un punto
fijo atractor. Si |F ′(x0)| > 1, entonces x0 es un punto fijo repulsor. Si |F ′(x0)| = 1,
entonces x0 es llamado un punto fijo indiferente o neutro.

Recordando que un punto periódico de periodo n de f es un punto fijo de fn, la
definición anterior se traduce para puntos periódicos de fn sustituyendo f por fn.

Ejemplo 1.3.2. Considere la familia Gµ(x) = µx(1 − x). Para toda µ ∈ R, Gµ tiene
un punto fijo en 0, y además G′

µ(x) = µ − 2µx, es decir, G′
µ(0) = µ. Por lo tanto, el

punto fijo 0, es atractor cuando |µ| < 1, es indiferente cuando µ = ±1, y es repulsor
cuando |µ| > 1, como se ve en el análisis gráfico, que se muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3: Análisis gráfico de las órbitas de la familia de funciones Gµ(x) = µx(1−x),
donde a) ilustra cuando el punto fijo 0 es atractor, b) cuando el punto fijo 0 es indiferente
y c) cuando es repulsor.
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1.4. Órbitas atractoras y repulsoras

En esta sección definiremos cuándo un punto periódico se clasifica como atractor, re-
pulsor o indiferente, para esto nos basaremos en [D].

Definición 1.4.1. Un punto periódico de periodo n de F es atractor (repulsor) si es
un punto fijo atractor (repulsor) para F n.

Para determinar si un punto periódico x0 de periodo n es atractor o repulsor, debemos
calcular la derivada de F n evaluada en x0, recordando que F n denota la n−ésima
iterada de F y no la n-ésima potencia. Por la regla de la cadena, tenemos que si F y
G son funciones diferenciables, la derivada de la composición es

(F ◦G)′(x) = F ′(G(x)) ·G′(x).

En particular

(F 2)′(x0) =F
′(F (x0)) · F ′(x0)

=F ′(x1) · F ′(x0),

y

(F 3)′(x0) =F
′(F 2(x0)) · (F 2)′(x0)

=F ′(x2) · F ′(x1) · F ′(x0).

En general, por la regla de la cadena se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.4.2 (Regla de la cadena aplicada a una órbita). Sea x0 un punto
periódico de periodo n para F , y xi = F i(x0), para i = 1, 2, . . . , n− 1, entonces

(F n)′(x0) = F ′(xn−1) · . . . · F ′(x1) · F ′(x0).

Esta proposición nos dice que para obtener la derivada de F n en el punto x0 basta
con multiplicar la derivada de F evaluada en cada uno de los puntos de la órbita. Esto
significa que no es necesario calcular F n, todo lo que tenemos que hacer es calcular la
derivada de F , evaluarla en x0, x1, . . . , xn−1 y multiplicar todos estos números.

Igualmente, de esta proposición se tiene el siguiente resultado que nos dice que no
importa que punto se elija como condición inicial, mientras sea un punto de la órbita.

Corolario 1.4.3. Sea x0 un punto de periodo n de F , es decir, su órbita es OF (x0) =
{x0, x1 = F (x0), x2 = F 2(x0), . . . , xn = F n−1(x0)}, entonces

(F n)′(x0) = (F n)′(xj) = (F n)′(xn−1) para j = 1, 2, . . . , n− 2.

Este resultado da lugar a hablar de una órbita periódica atractora (repulsora) o un
ciclo atractor (repulsor).

Ejemplo 1.4.4. Considere f(x) = x2−3. El punto 1 tiene una órbita de periodo 2, ya
que f(1) = −2 y f(−2) = 1. Además f ′(x) = 2x, entonces f ′(−2) = −4 y f ′(1) = 2.
Por lo tanto

|(f 2)′(1)| = |f ′(−2) · f ′(1)| = |(−4)(2)| = |−8| > 1.

Por lo tanto, esta órbita de periodo dos es repulsora.
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1.5. Variedades diferenciales

En esta sección definiremos que es una variedad y enunciaremos el teorema de la
variedad central, para esto nos basaremos en el trabajo de [R, H].

Una variedad topológica de dimensión n es un espacio topológico que localmente es
homeomorfo a Rn. Esto permite estudiar las propiedades geométricas y anaĺıticas de
manera local en la variedad.

De manera precisa, en una variedad topológica M existe una cubierta abierta U =
{Ui}i∈I de M tal que para cada i ∈ I existe un homeomorfismo φi : Ui → Vi ⊂ Rn.
Llamaremos a (φi, Ui) una carta con dominio Ui; y al conjunto de cartas Φ = {φi, Ui}i∈I
un atlas de M .
Dos cartas (φi, Ui), (φj, Uj) son C

r compatibles si el cambio de coordenadas

φjφ
−1
i : φi(Ui ∩ Uj) → φj(Ui ∩ Uj)

es de clase Cr y φiφ
−1
j es también de clase Cr, véase la figura 1.4. En este caso r puede

ser un número natural o anaĺıtico real. Observe que esto tiene sentido ya que φi(Ui∩Uj)
y φj(Ui ∩ Uj) son subconjuntos abiertos en Rn.

Figura 1.4: Cartas compatibles.

Un atlas Φ enM es de clase Cr si cada pareja de cartas es Cr compatible. En este caso
hay un único atlas maximal Ψ que contiene a Φ. El atlas Ψ es el conjunto de todas
las cartas que son Cr compatibles con cada carta en Φ. Un atlas máximal Φ̂ de clase
Cr en M es una estructura diferencial de clase Cr. A la pareja (M, Φ̂) se le llama una
variedad de clase Cr y a una variedad de clase r ≥ 1 se le llama suave.
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1.6. Teorema de la variedad central

Sean f : U ⊂ Rn → Rn, p un punto fijo de f y A = Df(p) la derivada de f evaluada
en p. El espectro de A es el conjunto de sus valores propios y se denota por σ(A). Un
punto fijo p de f es llamado hiperbólico si todos los valores propios λ de Df(p) tienen
módulo distinto de 1.

Para un punto fijo p no hiperbólico de un difeomorfismo f en Rn, denotamos por

σs = σ(A) ∩ {|z| < 1}, σc = σ(A) ∩ {|z| = 1}, σu = σ(A) ∩ {|z| > 1}

al conjunto de valores propios estables, valores propios centrales y valores propios ines-
tables de la linealización de f en p, respectivamente.

Denotemos por wj al vector propio generalizado de Df(p) correspondiente al valor
propio λj. Definimos el subespacio inestable Eu como el generado por los vectores
propios wj tales que λj ∈ σu; el subespacio estable Es, como el generado por los
vectores propios wj tales que λj ∈ σs; finalmente el subespacio central, Ec es el generado
por los vectores propios wj tales que λj ∈ σc. Estos subespacios son tales que Rn =
Eu ⊕ Es ⊕ Ec. Además, denotaremos por Ecs = Es ⊕ Ec.

Dado un punto fijo hiperbólico p de una función f de clase Ck(U) y dada una vecindad
U ′ ⊂ U de p, la variedad estable local para p en la vecindad U ′ está definida de la
siguiente manera

W s(p, U ′, f) = {q ∈ U ′ tal que f j(q) ∈ U ′ para j > 0 y d(f j(q), p)

tiende a 0 cuando j tiende a ∞}.

Para definir la variedad inestable, dado que f no es necesariamente invertible necesi-
tamos un reemplazo para las iteraciones pasadas. Definimos la historia pasada de un
punto q como la secuencia de puntos {q−j}∞j=0 tal que q0 = q y f(q−j−1) = q−j para
j ≥ 0. Aśı, la variedad inestable local de p en U ′ está definida de la siguiente manera

W u(p, U ′, f) = {q ∈ U ′ tal que existe alguna elección de la historia pasada de q

{q−j}∞j=0 ⊂ U ′ tal que d(q−j, p) tiende a 0 cuando j tiende a ∞}.

Teorema 1.6.1 (Teorema de la Variedad Estable). Sea p un punto fijo hiperbólico
de una función f : U ⊂ Rn → Rn de clase Cr con r ≥ 1. Supongamos que Df(p)
tiene l valores propios con módulo menor que 1 en σs y m valores propios con módulo
mayor que 1 en σu. Entonces existe una vecindad U ′ ⊂ U de p tal que W s(p, U ′, f) y
W u(p, U ′, f) son variedades de clase Cr, de dimensión l y m, y tangentes a Es y a Eu

en p, respectivamente.

Definición 1.6.2. Sea p un punto fijo no hiperbólico de un difeomorfismo f en Rn y
β ∈ R tal que

1 < β < min{|σu|}.
La variedad local estable-central del punto fijo p de f es

W cs = {q : {β−n|fn(q)− p|}∞n=0 es una sucesión acotada}.
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Teorema 1.6.3 (Teorema de la Variedad Estable-Central). Sea p un punto fijo no
hiperbólico de un difeormorfismo f que divide a Rn en Ecs × Eu. Si ||f − Df(p)||1
es suficientemente pequeño entonces W cs es independiente de cualquier elección de β.
Además, W cs es la gráfica de una función ϕu : Ecs → Eu de clase C1, esto es

W cs = graph(ϕu),

y el espacio tangente a W cs en el punto fijo p es el subespacio estable-central, es decir,

TpW
cs ∼= Ecs.

Más aún, si f es de clase Cr, con 1 ≤ r <∞, entonces ϕu también es de clase Cr.

1.7. Teorema de la función impĺıcita

En esta sección enunciaremos el teorema de la función impĺıcita, el cual será utilizado
más adelante en el desarrollo de este trabajo. La versión que presentamos aqúı está
basada en [MT].

Teorema 1.7.1. Supongamos que F : Rn+1 → R tiene derivadas parciales continuas.
Denotamos los puntos en Rn+1 por (x, z) donde x ∈ Rn y z ∈ R, suponiendo que
(x0, z0) satisface

F (x0, z0) = 0 y
∂F

∂z
(x0, z0) ̸= 0,

entonces existe una vecindad U que contiene a x0 en Rn, una vecindad V de z0 en R
tal que existe una función única z = g(x) definida para x ∈ U y z ∈ V que satisface
F (x, g(x)) = 0. Más aún, si x ∈ U y z ∈ V satisfacen F (x, z) = 0, entonces z = g(x).
Finalmente, z = g(x) es continuamente diferenciable, con la derivada dada por

Dg(x) = − 1

∂F

∂z
(x, z)

DxF (x, z)|z=g(x)

donde DxF es la derivada parcial de F en x, DxF =

[
∂F

∂x1
, ...,

∂F

∂xn

]
, esto es

∂g

∂xi
=

∂F

∂xi
∂F

∂z

, i = 1, ..., n.

1.8. Conjugación topológica

En esta sección daremos la definición de conjugación, enunciaremos y demostraremos
propiedades que serán utilizadas más adelante. La versión que presentamos aqúı esta
basada en [R].
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Definición 1.8.1. Sean f : X → X y g : Y → Y un par de funciones. Las funciones f
y g son topológicamente (difeomórficamente) conjugadas, si existe un homeomorfismo
(difeomorfismo) h : X → Y tal que h ◦ f = g ◦ h.

Proposición 1.8.2. Sean f, g : R → R funciones de clase C1 conjugadas topológica-
mente por la función h.

a) Si f tiene un punto periódico x0 de periodo n, entonces h(x0) es un punto pe-
riódico de periodo n para g.

b) Si h es un difeomorfismo y f tiene un punto periódico x0 de periodo n, entonces
(fn)′(x0) = (gn)′(h(x0)).

Demostración. Primero, vamos a probar por inducción que h ◦ fn = gn ◦ h.
Por hipótesis tenemos que h ◦ f = g ◦ h, es decir, es válido cuando n = 1.
Además, observe que h ◦ f = g ◦ h ⇒ h−1 ◦ h ◦ f = h−1 ◦ g ◦ h ⇒ f = h−1 ◦ g ◦ h.
Ahora, vamos a suponer que se vale para n y demostramos que se vale para n + 1.
Es decir, suponemos que h◦fn = gn◦h⇒ h−1◦h◦fn = h−1◦gn◦h⇒ fn = h−1◦gn◦h.
Componemos con f = h−1 ◦ g ◦ h por la derecha.

fn ◦ f =h−1 ◦ gn ◦ h ◦ h−1 ◦ gn ◦ h,
fn+1 =h−1 ◦ gn ◦ g ◦ h = h−1 ◦ gn+1 ◦ h.

Componemos con h por la izquierda.

h ◦ fn+1 = h ◦ h−1 ◦ gn+1 ◦ h = gn+1 ◦ h.

Por lo tanto, por inducción, h◦fn = gn◦h es válido para n ∈ N. Es decir fn = h−1◦gn◦h.
Ahora, para demostrar a) suponemos que f tiene un punto periódico x0 de periodo n,
es decir fn(x0) = x0, como h es una conjugación observe que

h(fn(x0)) =g
n(h(x0)),

h(x0) =g
n(h(x0)).

Por lo tanto h(x0) es un punto periódico de periodo n para g.
Para demostrar b) derivamos a fn = h−1 ◦ gn ◦ h en x0 y por la regla de la cadena y
considerando h(x0) = y0 tenemos que

Dfn(x0) =D(h−1 ◦ gn ◦ h)(x0)
=Dh−1(gn(y0)) ·Dgn(y0) ·Dh(x0)
=Dh−1(y0) ·Dgn(y0) ·Dh(x0).

Como h(x0) = y0 y h es un difeomorfismo, entonces Dh−1(y0) = [Dh(x0)]
−1 y aśı

Dfn(x0) = Dgn(y0).

Con esto terminamos la demostración. ■
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Del inciso b) de la proposición anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.8.3. Sean f, g : R → R funciones de clase C1. Si f tiene un punto
periódico x0 de periodo n y para cada punto periódico y0 de periodo n de g se cumple
que (fn)′(x0) ̸= (gn)′(y0). Entonces f y g no son difeomórficamente conjugados.

Ejemplo 1.8.4. Considere la familia de polinomios cuadráticos P (x) = a2x
2+a1x+a0.

Vamos a comprobar que P es conjugada de Pc = x2 + c por la función φ(x) = αx+ β.

Primero vamos a verificar que φ es un difeomorfismo. Para empezar, observe que φ
es diferenciable, por ser una función lineal, y por lo mismo es biyectiva. Su inversa es

φ−1(x) =
x− β

α
ya que

φ(φ−1(x)) = α

(
x− β

α

)
+ β = x− β + β = x

y

φ−1(φ(x)) =
(αx+ β)− β

α
=
αx

α
= x.

Como φ−1 también es una función lineal, igualmente es diferenciable.

Ahora, para comprobar que P y Pc son conjugados, resolvemos la ecuación

φ(P (x)) = Pc(φ(x))

de la cual obtenemos

φ(a2x
2 + a1x+ a0) =Pc(αx+ β)

α(a2x
2 + a1x+ a0) + β =(αx+ β)2 + c.

Como la igualdad es entre polinomios, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

αa2 = α2, (1.1)

αa1 = 2αβ, (1.2)

αa0 + β = β2 + c. (1.3)

Como α y a2 son diferentes de 0 se tiene que la única solución del sistema es

α = a2,

β = −a1
2
,

c =
1

4
(2a1 − a21 + 4a0a2).

Por lo tanto, Pc es conjugado a P .
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2. Teoŕıa de Bifurcación

En este caṕıtulo vamos a considerar una familia de funciones fµ que depende de un
parámetro µ ∈ R. Cuando existe un parámetro µ0 tal que un punto fijo o un punto pe-
riódico cambia su estabilidad al variar µ en una vecindad de µ0, decimos que la familia
fµ tiene una bifurcación en µ0. Existen varios tipos de bifurcaciones y en este trabajo,
estudiaremos cinco de ellos, para los cuales, daremos su definición y las propiedades que
la caracterizan, aśı como un ejemplo, junto a su respectivo diagrama de bifurcación.
Los resultados que se presentan en este caṕıtulo están basados en [R, P].
La primera bifurcación que presentaremos es la silla nodo, la cual ocurre cuando de
un lado de µ0, fµ tiene puntos fijos, y del otro lado no. Luego, tenemos a la bifur-
cación doblamiento de periodo; ésta ocurre cuando un punto fijo x0 de fµ atractor
(repulsor) se vuelve repulsor (atractor) al pasar por µ0, pero aparece una órbita de
periodo dos atractora (repulsora). Después, la bifurcación transcŕıtica, la cual ocurre
cuando fµ tiene dos puntos fijos para µ ̸= µ0 y la estabilidad de estos puntos fijos
se intercambia al pasar por µ0, donde ambos puntos coinciden. Finalmente, presen-
taremos la bifurcación tridente, en este caso, las funciones fµ tienen un único punto
fijo atractor (repulsor), cuando estamos a un lado de µ0 y del otro lado fµ tiene tres
puntos fijos de los cuales dos son atractores (repulsores) y el otro es repulsor (atractor).

2.1. Bifurcación silla nodo

La primera bifurcación que consideramos es la bifurcación silla nodo, la cual ocurre
cuando la función no es hipérbolica porque la derivada tiene un valor propio igual a 1.

Teorema 2.1.1. Sea fµ : R → R una función de clase Cr en la variable x y el
parámetro real µ con r ≥ 2. Denotaremos por f(x, µ) = fµ(x). Dadas las siguientes
hipótesis:

1. fµ0(x0) = x0,

2.
∂fµ0

∂x
(x0) = 1,

3.
∂2fµ0

∂x2
(x0) ̸= 0 y

4.
∂f

∂µ
(x0, µ0) ̸= 0.

Entonces existen intervalos I alrededor de x0, N alrededor de µ0 y una función
m : I → N de clase Cr tal que (i) fm(x)(x) = x, (ii) m(x0) = µ0, y (iii) la gráfi-
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ca de m da todos los puntos fijos de fµ en I ×N . Además, m′(x0) = 0 y

m′′(x0) =
−∂

2f

∂x2
(x0, µ0)

∂f

∂µ
(x0, µ0)

̸= 0.

Estos puntos fijos son atractores de un lado de x0 y repulsores en el otro. Además, de
un lado de µ0 existen puntos fijos y del otro no, veáse la figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama de la bifurcación silla nodo.

De las hipótesis sabemos que fµ0 tiene un punto fijo en x0, es decir, la gráfica de fµ0

intersecta a la identidad en el punto. Además, como f ′
µ0
(x0) = 1, la gráfica es tan-

gente a la identidad, y como f ′′
µ0
(x0) ̸= 0, entonces no la atraviesa. Finalmente, que

∂f

∂µ
(x0, µ0) ̸= 0 garantiza que al mover el parámetro µ, eventualmente la gráfica de fµ0

va a cruzar a la identidad, generando 2 puntos fijos.

La siguiente demostración está basada en [R].

Demostración. Considere la función

G(x, µ) = f(x, µ)− x,

y observe que los ceros de G son los puntos fijos de fµ. Por hipótesis, f(x0, µ0) = x0,
por lo tanto, G(x0, µ0) = f(x0, µ0)−x0 = x0−x0 = 0. Queremos usar el teorema de la

función impĺıcita para encontrar los ceros cercanos a x0 en G. Note que
∂G

∂x
(x0, µ0) =

f ′
µ0
(x0)−1 = 0, por lo tanto no podemos resolver para x en términos de µ. Sin embargo

∂G

∂µ
(x0, µ0) =

∂f

∂µ
(x0, µ0) ̸= 0, por lo tanto podemos resolver para µ en términos de

x. Por el teorema de la función impĺıcita existen intervalos I alrededor de x0 y N
alrededor de µ0 y una función m : I → N de clase Cr tal que G(x,m(x)) ≡ 0, y con
esto todos los 0 de G están en I ×N , es decir, obtenemos todos los puntos fijos de fµ
en I ×N . Para calcular las derivadas de m(x) usamos derivación impĺıcita. Derivando
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0 = G(x,m(x)) con respecto a x, obtenemos

0 =
∂G

∂x
+
∂G

∂µ
· dm
dx

.

Evaluando en x0,

0 =
∂G

∂x
(x0, µ0) +

∂G

∂µ
(x0, µ0) ·

d

dx
m(x0).

Lo que implica que m′(x0) = 0, ya que
∂G

∂x
(x0, µ0) = 0 y

∂G

∂µ
(x0, µ0) ̸= 0.

Para obtener la segunda derivada de m, derivamos 0 =
∂G

∂x
+
∂G

∂µ
· dm
dx

respecto a x y

obtenemos

0 =
∂2G

∂x2
+ 2

∂2G

∂µ∂x
· dm
dx

+
∂2G

∂µ2

(
dm

dx

)2

+
∂G

∂µ
· d

2m

dx2
.

Evaluamos en x0 y µ0 y obtenemos

0 =
∂2G

∂x2
(x0, µ0) + 2

∂2G

∂µ∂x
(x0, µ0) ·

d

dx
m(x0)+

∂2G

∂µ2
(x0, µ0)

(
d

dx
m(x0)

)2

+
∂G

∂µ
(x0, µ0) ·

d2

dx2
m(x0).

Usando que m′(x0) = 0,

0 =
∂2G

∂x2
(x0, µ0) +

∂G

∂µ
(x0, µ0)

d2

dx2
m(x0)

m′′(x0) =
−∂

2G

∂x2
(x0, µ0)

∂G

∂µ
(x0, µ0)

=
−∂

2f

∂x2
(x0, µ0)

∂f

∂µ
(x0, µ0)

.

Finalmente, para encontrar la estabilidad de los puntos fijos usamos la expansión de

Taylor de
∂f

∂x
alrededor de (x0, µ0):

∂f

∂x
(x, µ) =1 +

∂2f

∂x2
(x0, µ0)(x− x0) +

∂2G

∂x∂µ
(µ− µ0)

+O(|x− x0|2) +O(|x− x0|) · |µ− µ0|+O(|µ− µ0|2).

Ya que m′(x0) = 0, entonces, m(x)− µ0 = O(|x− x0|2). Por lo tanto,

∂f

∂x
(x,m(x)) = 1 +

∂2f

∂x2
|(x0,µ0)(x0, µ0)(x− x0) +O(|µ− µ0|2).
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Ya que
∂2f

∂x2
(x0, µ0) ̸= 0,

∂f

∂x
(x,m(x))− 1 tiene distintos signos en los dos lados de x0,

∂f

∂x
(x,m(x)) es menor a uno en un lado y mayor que uno en el otro, por lo tanto, x0

es un punto atractor de un lado y un punto repulsor del otro.

■

Ejemplo 2.1.2. Sea Pc(x) = x2 + c con x, c ∈ R una familia de funciones. Para
encontrar sus puntos fijos resolvemos

Pc(x) = x,

x2 − x+ c = 0,

x± =
1±

√
1− 4c

2
.

No existen ráıces reales si 1 − 4c < 0, hay una si 1 − 4c = 0 y hay dos si 1 − 4c > 0.
Por lo tanto:

1. No hay puntos fijos si c >
1

4
.

2. Hay un punto fijo x =
1

2
cuando c =

1

4
.

3. Hay dos puntos fijos x± =
1±

√
1− 4c

2
cuando c <

1

4
.

Además,
∂Pc

∂x
(x) = 2x, por lo tanto, si c =

1

4
y x =

1

2
, entonces

∂Pc

∂x

(
1

2

)
= 1. Por

otro lado,
∂2Pc

∂x2

(
1

2

)
= 2 ̸= 0 y

∂Pc

∂c
= 1 ̸= 0.

De esta manera, hemos verificado que se satisfacen las hipótesis del teorema 2.1.1. Por
lo tanto, la familia de funciones Pc(x) = x2 + c tiene una bifurcación silla nodo en

c =
1

4
y en el punto x =

1

2
.

Figura 2.2: Diagrama de bifurcación silla nodo en la familia de funciones Pc(x) = x2+c.
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2.2. Bifurcación silla nodo en varias dimensiones

Para llevar el teorema 2.1.1 a varias dimensiones, es necesario especificar la derivada
de la función “coordenada” en la dirección del vector propio para el valor propio 1.
Suponemos que 1 es un valor propio de la matriz jacobiana de fµ de multiplicidad
uno. Sea v1 el vector propio derecho (escrito como columna) y sea w el vector propio
izquierdo (escrito como renglón), es decir, D(fµ0)x0v

1 = v1 y wD(fµ0)x0 = w. Si vj,
con j = 2, . . . , n son los otros vectores propios generalizados, entonces wvj = 0 pa-
ra j = 2, . . . , n. (El producto de wvj es igual a 0, porque wvj = (wD(fµ0)x0)v

j =
w(D(fµ0)x0v

j) = λjwvj ⇒ wvj = λjwvj con λj ̸= 1 ⇒ wvj = 0). Ahora podemos
usar a wfµ(x) como la componente de fµ(x) en la dirección de v1.

Teorema 2.2.1. Sea f : Rn ×R → Rn una función de clase C2 en todas sus variables
y fµ(x) = f(x, µ) . Supongamos que fµ cumple las siguientes condiciones:

(1) La función f tiene un punto fijo en µ0, es decir, f(x0, µ0) = x0,

(2) D(fµ0)x0 tiene como valores propios a λ1 = 1 y |λj| ̸= 1 para j = 2, 3, . . . n. Sea
v1 el vector propio derecho para el valor propio 1 de D(fµ0)x0 y w el vector propio
izquierdo para el valor propio 1,

(3) w[D2(fµ0)x0(v
1,v1)] ̸= 0, y

(4) w

(
∂f

∂µ
(x0, µ0)

)
̸= 0.

Entonces, es posible parametrizar µ = m(s) y x = q(s) tales que m(0) = µ0, q(0) = x0,
q′(0) = v1 y f(q(s),m(s)) ≡ q(s).

Observación 2.2.2. Es posible hacer un cambio de base tal que

D(fµ0)x0 =


1 0 . . . 0
0 ∗ . . . ∗
· · . . . ·
0 ∗ . . . ∗

 ,

donde los términos escritos como “ ∗ ” no están especificados. En términos de esta base,
los vectores propios izquierdos satisfacen w = (1, 0, . . . , 0) = (v1)t. Por lo tanto, en

términos de esta base, la condición (3) del teorema 2.2.1 se traduce en
∂2f

∂x21
(x0, µ0) ̸= 0

y la condición (4) en
∂f

∂µ
(x0, µ0) ̸= 0.

Observación 2.2.3. Si n = 2, |λ2| < 1 y las derivadas de las condiciones (3) y (4) son
de signos contrarios, entonces uno de los puntos fijos que aparece es atractor (punto
fijo con dos valores propios de módulo menor que 1) y el otro es un punto silla (un
valor propio es de módulo menor que 1 y el otro es de módulo mayor que 1). De ah́ı el
nombre de la bifurcación.
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Observación 2.2.4. Se puede hacer la demostración de dos maneras. Una usa el teorema
de la variedad central asociada a F (x, µ) = (fµ(x), µ) la cual tiene dos dimensiones, una
dimensión espacial y una del parámetro. La restricción de F a esta variedad invariante
satisface las suposiciones del teorema.

La segunda aproximación usa el Teorema de la Función Impĺıcita para la reducción
de dimensiones. Este método no produce una variedad invariante bidimensional, pero
produce un conjunto de dos dimensiones en donde se encuentran todos los puntos fijos.
Este método usualmente es llamado la redución Liapunov-Schmidt.

Vamos a presentar la demostración usando el Teorema de la Variedad Central basada
en [R].

Demostración del teorema 2.2.1. Definimos la función F : Rn+1 −→ Rn+1 dada
por F (x, µ) = (f(x, µ), µ) cuya derivada está dada de la siguiente forma en bloques

D(Fµ0)x0 =

D(fµ)x
∂f

∂µ
(x, µ)

0 1

 .

Escogemos los vectores propios de D(Fµ0)x0 tales que |v1| = 1, |w| = 1 y wv1 = 1.
Hagamos un cambio de base a los vectores propios de D(fµ0)x0 ; en estas coordenadas
los vectores propios de D(fµ0)x0 son la base estándar. Entonces w = (1, 0, . . . , 0) y
v1 = wt. La dirección central en (x0, µ0) para F incluye las direcciones de v1 y de µ.
Por el Teorema de la Variedad Central, podemos resolver para una variedad invariante
x = φ(s, µ), la cual es la gráfica sobre el generado de v1 y la variable µ. (La variedad
central total está caracterizada por (x, µ) = (φ(s, µ), µ).) El parámetro s se puede
escoger tal que φ(0, µ0) = x0 y w[φ(s, µ) − x0] = s donde wz es la proyección del
vector z en la dirección del vector v1. Como la superficie dada por la imagen de φ es

tangente a v1, entonces
∂φ

∂s
(0, µ0) = v1. Además, de estas propiedades de φ, derivando

w[φ(s, µ) − x0] = s primero con respecto a µ y luego dos veces con respecto a s, se
sigue que

w
∂φ

∂µ
(0, µ0) = 0 y w

∂2φ

∂s2
(0, µ0) = 0.

Definimos

g(s, µ) = w[f(φ(s, µ), µ)− x0],

que es la proyección sobre el generado de v1 de la diferencia de la iterada de x0. Como
queremos aplicar el Teorema de Bifurcación Silla-Nodo en una dimensión. Vamos a
revisar las condiciones del teorema 2.1.1 en una dimensión para g:

g(0, µ0) = w[x0 − x0] = 0

∂g

∂s
(s, µ) = w

[
D(fµ)φ(s,µ)

∂φ

∂s
(s, µ)

]
, entonces
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∂g

∂s
(0, µ0) = w[D(fµ0)x0v

1] = wv1 = 1.

Estas son las dos primeras condiciones para una bifurcación Silla-Nodo para g. Deri-
vando nuevamente,

∂2g

∂s2
(s, µ) = w

[
D2(fµ)φ(s,µ)

(
∂φ

∂s
(s, µ),

∂φ

∂s
(s, µ)

)
+D(fµ)φ(s,µ)

∂2φ

∂s2
(s, µ)

]
y evaluando en (0, µ0)

∂2g

∂s2
(0, µ0) = w

[
D2(fµ0)x0

(
∂φ

∂s
(0, µ0),

∂φ

∂s
(0, µ0)

)
+D(fµ0)x0

∂2φ

∂s2
(0, µ0)

]
.

Mencionamos antes que w
∂2φ

∂s2
(0, µ0) = 0, entonces

∂2φ

∂s2
(0, µ0) y D(fµ0)x0

∂2φ

∂s2
(0, µ0)

toman sus valores en el generado de v2 hacia vn, y wD(fµ0)x0

∂2φ

∂s2
(0, µ0) = 0. De aqúı

tenemos que

∂2g

∂s2
(0, µ0) = wD2(fµ0)x0

(
v1,v1

)
,

el cual es distinto de cero por hipótesis. Finalmente,

∂g

∂µ
(s, µ) = w

[
∂f

∂µ
(φ(s, µ), µ) +D(fµ)φ(s,µ)

∂φ

∂µ
(s, µ)

]
,

y evaluando en (0, µ0)

∂g

∂µ
(0, µ0) = w

[
∂f

∂µ
(x0, µ0) +D(fµ0)x0

∂φ

∂µ
(0, µ0)

]
= w

∂f

∂µ
(x0, µ0) ̸= 0,

nuevamente por hipótesis. El segundo término es cero porque w
∂φ

∂µ
(0, µ0) = 0.

Con lo anterior mostramos que se cumplen las condiciones del teorema 2.1.1 en una
dimensión para g, por lo tanto podemos resolver para µ = m(s) tal que g(s,m(s)) = s.
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Además, m′(0) = 0 y

m′′(0) =−

∂2g

∂s2
(0, µ0)

∂g

∂µ
(0, µ0)

=− wD2(fµ0)x0 (v
1, v1)

w
∂f

∂µ
(x0, µ0)

̸= 0.

Ahora, vamos a verificar si esta función da el conjunto de puntos fijos que queremos.
Primero

w[f(φ(s,m(s)),m(s))− x0] = s = w[φ(s,m(s))− x0].

Ambos (f(φ(s,m(s)),m(s)) y (φ(s,m(s)),m(s)) están en la variedad central y tienen
la misma componente en v1 y µ. Por lo tanto son iguales, y

f(φ(s,m(s)),m(s)) = φ(s,m(s)).

Haciendo q(s) = φ(s,m(s)), tenemos la conclusión del teorema.

■

Ejemplo 2.2.5. Sea FAB(x, y) = (A−By−x2, x) con x, y ∈ R, la familia de funciones
de Hénon. Para encontrar sus puntos fijos resolvemos

FAB(x, y) = (x, y),

(A−By − x2, x) = (x, y),

x = y = −B + 1

2
±

√(
B + 1

2

)2

+ A.

Por lo tanto, los puntos fijos son:

(x0, y0)=

−B + 1

2
+

√(
B + 1

2

)2

+ A , − B + 1

2
+

√(
B + 1

2

)2

+ A

 ,

y

(x1, y1)=

−B + 1

2
−

√(
B + 1

2

)2

+ A , − B + 1

2
−

√(
B + 1

2

)2

+ A

 .

No existen ráıces reales si

(
B + 1

2

)2

+ A < 0, hay una si

(
B + 1

2

)2

+ A = 0 y hay

dos si

(
B + 1

2

)2

+ A > 0. Por lo tanto:
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(1) No hay puntos fijos cuando A < −
(
B + 1

2

)2

.

(2) Hay un punto fijo cuando A = −
(
B + 1

2

)2

.

(3) Hay dos cuando A > −
(
B + 1

2

)2

.

En consecuencia, la familia FAB pasa de no tener puntos fijos cuando A < −
(
B + 1

2

)2

,

a tener uno cuando A = −
(
B + 1

2

)2

y luego dos cuando A > −
(
B + 1

2

)2

, por lo

que verificaremos que se cumplen las condiciones del teorema 2.2.1 y mostraremos que

la familia de funciones FAB tiene una bifurcación Silla-Nodo cuando A = −
(
B + 1

2

)2

y el punto fijo es (x0, y0) =

(
−B + 1

2
,−B + 1

2

)
.

La derivada de FAB está dada por

D(FAB)(x, y) =

(
−2x −B
1 0

)
,

la cual tiene como valores propios a λ± = −x±
√
x2 −B.

Cuando A = A0 = −
(
B+1
2

)2
, entonces solo hay un punto fijo

(
−B+1

2
,−B+1

2

)
y los

valores propios de DFAB son λ1 = B y λ2 = 1.

El vector propio derecho correspondiente a λ2 = 1 es v1 =

(
v1
v2

)
, donde v1 = v2, con

v1 ∈ R, aśı que podemos escoger v1 =

(
1
1

)
. El vector propio izquierdo w = (w1, w2),

satisface w2 = −w1B con w1 ∈ R, aśı que podemos escoger w = (1,−B).
Evaluando las expresiones de las condiciones (3) y (4) del teorema 2.2.1 obtenemos que

w[D2(FA0B)(x0, y0)(v
1,v1)] = (1,−B)

(
−2
0

)
= −2.

Por otro lado, w

(
∂F

∂A
(x0, y0, A0)

)
= (1,−B)

(
1
0

)
= 1.

2.3. Bifurcación doblamiento de periodo

En esta sección enunciaremos el teorema de bifurcación doblamiento de periodo. La
versión que presentamos está basada en [R].

Teorema 2.3.1. Sea fµ : R → R una función de clase Cr en la variable x y el
parámetro µ real con r ≥ 3. Dadas las siguientes hipótesis:
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(1) El punto x0 es un punto fijo para µ = µ0, es decir, fµ0(x0) = x0,

(2)
∂fµ0

∂x
(x0) = −1. Como esta derivada es distinta de uno, hay una curva de puntos

fijos x(µ) para µ cercanos a µ0.

(3) La derivada de f ′
µ(x(µ)) con respecto a µ es distinta de cero (la derivada vaŕıa a

lo largo de la familia de puntos fijos):

α̂ =

[
∂2f

∂µ∂x
+

(
1

2

)(
∂f

∂µ

)(
∂2f

∂x2

)]
(x0,µ0)

̸= 0.

(4) La gráfica de f 2
µ0

tiene un término cúbico distinto de cero en su tangencia con la
diagonal (el término cuadrático es cero y el primer término de la serie de Taylor
es cúbico):

β̂ =

(
1

3!

∂3f

∂x3
(x0, µ0)

)
+

(
1

2!

∂2f

∂x2
(x0, µ0)

)2

̸= 0.

Entonces hay una bifurcación doblamiento de periodo en (x0, µ0). Más especificamente,
hay una curva diferenciable de puntos fijos, x(µ), pasando por x0 en µ0, y la estabilidad
del punto fijo cambia en µ0 (el lado de µ0 donde x0 es atractor depende del signo de
α̂). Además hay una curva diferenciable γ que pasa por (x0, µ0) tal que γ \ (x0, µ0) es la
unión de órbitas hiperbólicas de periodo 2. La curva γ es tangente a la linea R× {µ0}
en (x0, µ0), aśı que γ es la gráfica de una función de x, µ = m(x) con m′(x) = 0 y

m′′(x0) =
−2β̂

α̂
̸= 0. El tipo de estabilidad de la órbita de periodo dos depende del signo

de β̂, si β̂ > 0 entonces la órbita de periodo dos es atractora, y si β̂ < 0 entonces la
órbita de periodo dos es repulsora.

La demostración de este teorema la escribimos basándonos en [R].

Demostración. Por hipótesis, f ′
µ0
(x0) ̸= 1, por el teorema de la función impĺıcita hay

una curva de puntos fijos parametrizada por µ, x(µ). Más aún,

x′(µ0) = −
(
∂f

∂x
(x0, µ0)− 1

)−1
∂f

∂µ
(x0, µ0)

=
1

2

∂f

∂µ
(x0, µ0).

Hacemos un translado de coordenadas tal que 0 sea un punto fijo para µ cercano a µ0,
aśı que definimos

g(y, µ) = fµ(y + x(µ))− x(µ).

Aśı, g(0, µ) ≡ 0. Escribimos g2(y, µ), lo cual significa g(·, µ) ◦ g(y, µ). La derivada
parcial de g respecto a y es la misma que la parcial de f respecto a x en los puntos
correspondientes,

∂jg

∂yj
(0, µ) =

∂jf

∂xj
(x(µ), µ).
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Como el valor de la derivada parcial con respecto a la posición,
∂g

∂y
(0, µ), determina la

estabilidad del punto fijo, entonces
∂2g

∂µ∂y
(0, µ) mide el cambio alrededor de la curva

de puntos fijos, y

∂2g

∂µ∂y
(0, µ0) =

∂

∂µ

∂f

∂x
(x, µ)|µ=µ0

=
∂2f

∂µ∂x
(x0, µ0) +

∂2f

∂x2
(x0, µ0)x

′(µ0)

=
∂2f

∂µ∂x
(x0, µ0) +

1

2

∂2f

∂x2
(x0, µ0)

∂f

∂µ
(x0, µ0)

=α̂ ̸= 0.

Este cálculo muestra que α̂ describe la cantidad descrita en el planteamiento del teo-
rema.

Sea aj el coeficiente de yj en la expansión de Taylor de g alrededor de y = 0, entonces

g(y, µ) = a1(µ)y + a2(µ)y
2 + a3(µ)y

3 +O(y4).

Calculamos la expansión de Taylor de g2 alrededor de y = 0 y obtenemos

g2(y, µ) = a21y + (a1a2 + a2a
2
1)y

2 + (a1a3 + 2a1a
2
2 + a3a

3
1)y

3 +O(y4).

donde mostramos la dependencia que tiene el coeficiente aj de µ. Queremos encontrar
puntos donde g2(y, µ)−y = 0, que sean distintos del 0. Dado que y = 0 es siempre una
solución, separamos los casos cuando y = 0 y cuando y ̸= 0. Aśı que definimos

M(y, µ) =


g2(y, µ)− y

y
si y ̸= 0

∂

∂y
(g2(y, µ))|y=0 − 1 si y = 0

.

Note que la definición para y = 0 es la extensión natural de la definición para y ̸= 0,
ya que está usando la definición de derivada. Usando la expansión de g2,

M(y, µ) = (a21 − 1) + (a1a2 + a2a
2
1)y + (a1a3 + 2a1a

2
2 + a3a

3
1)y

2 +O(y3).

Note que M(0, µ0) = 0. Además

∂M

∂y
(0, µ0) = a1a2 + a2a

2
1|µ0 = −a2(µ0) + a2(µ0) = 0

y

∂M

∂µ
(0, µ0) =

∂

∂µ

∂2g

∂µ2
(0, µ)|µ0

=
∂

∂µ

(
∂g

∂y
(0, µ)

)
|µ0

= 2
∂g

∂y
(0, µ)

∂2g

∂µ∂y
(0, µ0)

= − 2α̂ ̸= 0.
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Ya que ∂M
∂µ

(0, µ0) ̸= 0, del Teorema de la Función Impĺıcita y resolvemos para µ en

términos de y. Ahora, existe una función diferenciable m(y) tal que M(y,m(y)) ≡ 0.

Por diferenciación impĺıcita, 0 =
∂M

∂y
(0, µ0) +

∂M

∂µ
(0, µ0)m

′(0), por lo tanto,

m′(0) =

−∂M
∂y

(0, µ0)

∂M

∂µ
(0, µ0)

= 0.

Para calcular la segunda derivada de m(y), derivamos nuevamente la ecuación 0 =
∂M

∂y
(y,m(y)) +

∂M

∂µ
(y,m(y))m′(y) :

0 =
∂2M

∂y2
+ 2

∂2M

∂y∂µ
m′(y) +

∂2M

∂µ2
(m′(y))2 +

∂M

∂µ
m′′(y).

Evaluamos en y = 0, donde m′(0) = 0, entonces

0 =
∂2M

∂y2
(0, µ0) + 2

∂2M

∂y∂µ
(0, µ0)m

′(0) +
∂2M

∂µ2
(0, µ0)(m

′(0))2 +
∂M

∂µ
(0, µ0)m

′′(0),

m′′(0) =

−∂
2M

∂y2
(0, µ0)

∂M

∂µ
(0, µ0)

.

Por lo tanto, necesitamos calcular el numerador,

∂2M

∂y2
(0, µ0) =2(a1a3 + 2a1a

2
2 + a3a

3
1)|µ0

=2(−a3 − 2a22 − a3)|µ0 = −4(a3 + a22)|µ0

=− 4β̂ ̸= 0.

Por lo tanto,

m′′(0) =
4β̂

−2α̂
= −2β̂

α̂
̸= 0.

Ahora, solo queda revisar la estabilidad de la órbita de periodo dos. Para esto, usamos

la expansión de Taylor de
∂(g2)

∂y
(y,m(y)) alrededor de y = 0 y µ = µ0:

∂(g2)

∂y
(y, µ) =

∂(g2)

∂y
(0, µ0)+

∂2(g2)

∂y2
(0, µ0)y+

∂2(g2)

∂µ∂y
(0, µ0)(µ−µ0)+

1

2

∂3(g2)

∂y3
(0, µ0)y

2+. . .

Ya hemos calculado varios de estos coeficientes:

∂(g2)

∂y
(0, µ0) = (−1)2 = 1,
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(por regla de la cadena),

∂2(g2)

∂y2
(0, µ0) = 0.

Como se observó cuando se calculaba
∂M

∂y
(0, µ0), y

∂2(g2)

∂µ∂y
(0, µ0) =

∂M

∂µ
(0, µ0) = −2α̂,

tenemos que

∂2(g2)

∂µ∂y
(0, µ0)(m(y)− µ0) =

∂M

∂µ

1

2
m′′(0)y2 +O(y3)

=
∂M

∂µ

1

2

−∂
2M

∂y2

∂M

∂µ

 y2

=2β̂y2.

Finalmente,

1

2

∂3(g2)

∂y3
(0, µ0) =

(
1

2

)
6(a1a3 + 2a1a

2
2 + a3a

3
1) = −6β̂.

Combinando estos términos,

∂(g2)

∂y
(y,m(y)) =1 + 2β̂y2 − 6β̂y2 +O(y3)

=1− 4β̂y2 +O(y3).

Por lo tanto, si β̂ > 0 la órbita de periodo 2 es atractora, y si β̂ < 0 entonces es
repulsora. Con esto, ya hemos terminado de revisar todas las condiciones del teorema.

■

Ejemplo 2.3.2. Sea Pc(x) = x2 + c con x, c ∈ R una familia de funciones. Por el
ejemplo 2.1.2 sabemos que sus puntos fijos son:

x± =
1±

√
1− 4c

2
.

Para verificar cuándo ocurre el cambio de estabilidad, calculamos cuando |P ′
c(x)| pasa

de ser menor que 1 a ser mayor que 1. Primero, observe que

P ′
c(x) = 2x.

Por otra parte,
|P ′

c(x±)| = |1±
√
1− 4c|

siempre que 1 − 4c > 0, que es la condición para que existan los puntos fijos. De esto
obtenemos los siguientes resultados:
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1. |P ′
c(x+)| = |1+

√
1− 4c| > 1 para c <

1

4
, es decir, el punto x+ siempre es repulsor.

2. |P ′
c(x+)| = |1−

√
1− 4c| < 1 si −3

4
< c <

1

4
, en ese intervalo, el punto fijo x− es

atractor.

3. |P ′
− 3

4

(
−1

2

)
| = |−1| = 1 es decir, el punto fijo x = −1

2
es indiferente cuando

c = −3

4
.

4. |P ′
c(x−)| = |1−

√
1− 4c| > 1 si c < −3

4
, y el punto fijo es repulsor.

Ahora, para encontrar la órbita de periodo dos, resolvemos

P 2
c (x) = x(x2 + c)2 = x4 + 2cx2 − x+ c2 + c = 0.

Sin considerar los puntos fijos, tenemos que

x1,2 =
−1±

√
−3− 4c

2

son las soluciones de la ecuación anterior y en consecuencia son los puntos periódicos
de periodo dos de P 2

c . Para ver cuándo la órbita es atractora, necesitamos verificar
cuando |(P 2

c )
′(x1)| < 1, aśı que evaluamos

(P 2
c )

′(x1) = P ′
c(x1) ·P ′

c(x2) = (−1+
√
−3− 4c) · (−1−

√
−3− 4c) = 1+3+4c = 4c+4

Lo que significa que

1. La órbita de periodo dos es atractora cuando −5

4
< c < −3

4
.

2. La órbita de periodo dos es repulsora cuando c < −5

4
.

Ahora, comprobamos las hipótesis del teorema y observe que

1.
∂Pc

∂x

(
−1

2

)
= −1.

2. α̂ =

[
∂2Pc

∂c∂x

(
−1

2

)
+

(
1

2

)(
∂Pc

∂c

)(
∂2Pc

∂x2

)(
−1

2

)]
c=− 3

4

= 1 ̸= 0.

3. β̂ =

[(
1

3!

∂3Pc

∂x3

(
−1

2

))
+

(
1

2!

∂2Pc

∂x2

(
−1

2

))2
]
c=− 3

4

= 1 ̸= 0.

Con estas tres condiciones hemos verificado que la familia Pc(x) satisface las hipótesis
del teorema 2.3.1, por lo que presenta una bifurcación doblamiento de periodo en

c = −3

4
. Además, mostramos que en ese valor del parámetro el punto fijo cambia de

estabilidad y aparece una órbita periódica atractora de periodo dos. En la figura 2.3
mostramos el diagrama de bifurcación de la familia Pc(x) = x2 + c y puede observarse
la bifurcación silla-nodo en c = 0.25 y una bifurcación doblamiento de periodo en
c = −0.75.
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Figura 2.3: Diagrama de bifurcación de la familia de funciones Pc(x) = x2 + c .

Ejemplo 2.3.3. Sea ψµ(x) = µx + x2 con x, µ ∈ R una familia de funciones. Para
encontrar sus puntos fijos resolvemos:

ψµ(x) = x,

x2 + µx− x = 0,

x0 = 0 ó xµ = 1− µ.

Para verificar cuándo ocurre el cambio de estabilidad calculamos cuando |ψ′
µ(x)| pasa

de ser menor que 1 a ser mayor que 1. Primero, observe que

ψ′
µ(x) = 2x+ µ

|ψ′
µ(0)| = |µ| y |ψ′

µ(1− µ)| = |2− µ|.

De esta manera, obtenemos los siguientes resultados.

1. Dado que |ψ′
µ(0)| = |µ| el punto fijo x0 = 0 es atractor cuando |µ| < 1 y es

repulsor cuando |µ| > 1.

2. |ψ′
−1(0)| = |−1| = 1, es decir, el punto x0 = 0 es indiferente cuando µ = −1

3. Ya que |ψ′
µ(1−µ)| = |2−µ|, ésta es menor que 1, si 1 < µ < 3 y en consecuencia

en ese intervalo el punto fijo xµ es atractor.

4. |ψ′
3 (−2)| = |2 − 3| = |−1| = 1 es decir, el punto fijo xµ = −2 es indiferente

cuando µ = 3.
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5. Como |ψ′
µ(1 − µ)| = |2 − µ|, esta derivada es mayor que 1, si µ > 3 o µ < 1, en

consecuencia en la unión de estos intervalos el punto fijo xµ es repulsor.

Ahora, para encontrar la órbita de periodo dos, resolvemos

ψ2
µ(x) = x,

(x2 + µx)2 + µ(x2 + µx) = x,

x4 + x2µ+ 2x3µ+ xµ2 + x2µ2 − x = 0.

Quitando las soluciones que corresponden a los puntos fijos nos queda un polinomio de
grado dos, cuyas ráıces son

x1,2 =
−1− µ±

√
−3− 2µ+ µ2

2

los cuales son puntos periódicos de periodo dos siempre que −3− 2µ+ µ2 > 0, lo cual
ocurre cuando µ ∈ (−∞,−1) ∪ (3,∞). Esto significa que no hay puntos periódicos
de periodo dos cuando µ ∈ (−1, 3). Para ver cuándo la órbita es atractora, debemos
verificar cuando |(ψ2

µ)
′(x1)| < 1, aśı que evaluamos

(ψ2
µ)

′(x1) = ψ′
µ(x1) · ψ′

µ(x2) = (−1 +
√

−3− 2µ+ µ2)(−1−
√

−3− 2µ+ µ2)

= 4 + 2µ− µ2.

Resolviendo la desigualdad |4 + 2µ − µ2| < 1, obtenemos que la órbita de periodo
dos es atractora cuando µ ∈ (1 −

√
6,−1) ∪ (3, 1 +

√
6) y es repulsora cuando µ ∈

(−∞, 1−
√
6) ∪ (1 +

√
6,∞).

Ahora, comprobamos las hipótesis del teorema 2.3.1, en µ = −1 y x0 = 0

1.
∂ψ−1

∂x
(0) = −1.

2. α̂1 =

[
∂2ψµ

∂µ∂x
(0)) +

(
1

2

)(
∂ψµ

∂µ

)(
∂2ψµ

∂x2

)
(0)

]
µ=−1

= 1 ̸= 0.

3. β̂1 =

[(
1

3!

∂3ψµ

∂x3
(0)

)
+

(
1

2!

∂2ψµ

∂x2
(0)

)2
]
µ=−1

= 1 ̸= 0.

De igual manera verificamos que estas hipótesis se cumplen para µ = 3 y x0 = −2.

1.
∂ψ3

∂x
(−2) = −1.

2. α̂2 =

[
∂2ψµ

∂µ∂x
(−2) +

(
1

2

)(
∂ψµ

∂µ

)(
∂2ψµ

∂x2

)
(−2)

]
µ=3

= −1 ̸= 0.

3. β̂2 =

[(
1

3!

∂3ψµ

∂x3
((−2))

)
+

(
1

2!

∂2ψµ

∂x2
((−2))

)2
]
µ=3

= 1 ̸= 0.

Con esto hemos verificado que la familia ψµ(x) satisface el teorema 2.3.1 en µ = −1
con x = 0 y en µ = 3 con x = −2, por lo que la familia presenta una bifurcación dobla-
miento de periodo en estos valores del parámetro µ parámetros. Además, mostramos
que en estos valores del parámetro el punto fijo correspondiente cambia de estabilidad
y aparece una órbita periódica atractora de periodo dos, véase la figura 2.4.
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Figura 2.4: Diagrama de bifurcación doblamiento de periodo de la familia ψµ(x) =
µx+ x2.

2.4. Bifurcación transcŕıtica

Esta bifurcación ocurre cuando de un lado de µ0 tenemos un punto fijo atractor x1 y
un punto fijo repulsor x2, luego en µ0 ambos puntos colapsan en uno solo y al otro lado
de µ0 cambian de polaridad, es decir, x1 se vuelve repulsor y x2 se vuelve atractor. A
continuación enunciamos el teorema y presentamos un ejemplo.

Teorema 2.4.1. Sea fµ : R → R una función de clase Cr en la variable x y el
parámetro µ con r ≥ 2. Dadas las siguientes hipótesis:

(1) fµ0(x0) = x0,

(2)
∂fµ0

∂x
(x0) = 1,

(3)
∂f

∂µ
(x0, µ0) = 0,

(4)
∂2f

∂µ∂x
(x0, µ0) ̸= 0 y

(5)
∂2fµ0

∂x2
(x0) ̸= 0.

Entonces f tiene una bifurcación transcŕıtica en el punto (x0, µ0).

Ejemplo 2.4.2. Sea Gµ(x) = µx(1 − x) con x, µ ∈ R una familia de funciones. Para
encontrar sus puntos fijos resolvemos

Gµ(x) = x,

µx(1− x)− x = 0,
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x0 = 0 ó xµ = 1− 1

µ
.

Verificamos cuando ocurre el cambio de estabilidad analizando cuando G′
µ(x) pasa de

ser menor que 1 a ser mayor que 1. Primero observe que

G′
µ(x) = µ(1− 2x),

|G′
µ(x0)| = |µ| y |G′

µ(xµ)| = |2− µ|.

Por lo tanto:

1. |G′
µ(x0)| = |µ| < 1 si −1 < µ < 1 y el punto fijo x0 es atractor.

2. |G′
µ(xµ)| = |2− µ| > 1 si 0 < µ < 1.

3. |G′
1(x0)| = 1 y el punto fijo es indiferente. Note que cuando µ = 1, tenemos que

xµ = x0.

4. |G′
µ(x0)| = |µ| > 1 cuando |µ| > 1 y el punto fijo x0 es repulsor.

5. |G′
µ(xµ)| = |2− µ| < 1 si 1 < µ < 3 y el punto fijo xµ es atractor.

Además, observe que
∂G0

∂x
(1) = 1,

∂G0

∂µ
(1) = 0,

∂2G0

∂µ∂x
(1) = 1 ̸= 0 y

∂2G0

∂x2
(1) = −2 ̸= 0.

De esta manera hemos comprobado que se satisfacen las hipótesis del teorema 2.4.1
por lo tanto, la familia Gµ(x) = µx(1 − x) tiene una bifurcación transcŕıtica cuando
x = 0 y µ0 = 1.

Figura 2.5: Diagrama de bifurcación transcŕıtica en la familia de funciones Gµ(x) =
µx(1− x).

Ejemplo 2.4.3. La familia ψµ(x) = µx + x2 con x, µ ∈ R presenta una bifurcación
transcŕıtica en µ = 1. En el ejemplo 2.3.3 analizamos el cambio de estabilidad de la
derivada, aśı que ahora solamente vamos a comprobar que se cumplen las condiciones

del teorema 2.4.1 para x = 0 y µ = 1. Para esto, observamos que
∂ψ1

∂x
(0) = 1,

∂ψ1

∂µ
(0) =

0,
∂2ψ1

∂µ∂x
(0) = 1 ̸= 0 y

∂2ψ1

∂x2
(0) = 2 ̸= 0. En la figura 2.4 mostramos, además de la

bifurcación doblamiento de periodo, la bifurcación transcŕıtica en µ = 1.
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2.5. Bifurcación tridente

Esta bifurcación ocurre cuando de un lado de µ0 tenemos un único punto fijo x1 atractor
(repulsor) y del otro lado de µ0 aparecen otros dos puntos fijos, además x1 se vuelve
repulsor (atractor).

Teorema 2.5.1. Sea fµ : R → R una función de clase Cr en la variable x y el
parámetro µ con r ≥ 3. Dadas las siguientes hipótesis:

1. fµ0(x0) = x0,

2.
∂fµ0

∂x
(x0) = 1,

3.
∂f

∂µ
(x0, µ0) = 0,

4.
∂2f

∂µ∂x
(x0, µ0) ̸= 0,

5.
∂2fµ0

∂x2
(x0) = 0 y

6.
∂f 3

µ0

∂x3
(x0) ̸= 0.

Entoces f tiene una bifurcación tridente en el punto (x0, µ0).

Ejemplo 2.5.2. Sea Hµ(x) = µx − x3 con x, µ ∈ R una familila de funciones. Para
encontrar sus puntos fijos, resolvemos

Hµ(x) = x,

µx− x− x3 = 0,

x0 = 0 ó xµ = ±
√
µ− 1.

Note que x0 existe para toda µ ∈ R, en cambio xµ solo existe si µ > 1.
Para verificar cuando ocurre el cambio de estabilidad, queremos ver cuando |H ′

µ(x)|
pasa de ser mayor que 1 a ser menor que 1. Primero, observe que

H ′
µ(x) = µ− 3x2,

H ′
µ(x0) = µ y H ′

µ(xµ) = 3− 2µ.

Por lo tanto:

1. Dado que |H ′
µ(x0)| = |µ| el punto fijo x0 es atractor cuando |µ| < 1 y es repulsor

cuando |µ| > 1.

2. |H ′
µ(xµ)| = |3 − 2µ| < 1 cuando 1 < µ < 2, es decir, en este intervalo, el punto

fijo xµ es atractor.

3. |H ′
µ(xµ)| = |3− 2µ| > 1 cuando µ > 2, es decir, en este intervalo, el punto fijo xµ

es repulsor.
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Además,
∂H1

∂x
(0) = 1,

∂H1

∂µ
(0) = 0,

∂2H1

∂µ∂x
(0) = 1 ̸= 0,

∂2H1

∂x2
(0) = 6(0) = 0 y

∂H3
1

∂x3
(0, 1) = −6 ̸= 0. De esta manera hemos comprobado que se satisfacen las hipóte-

sis del teorema 2.5.1. Por lo tanto, la familia de funciones Hµ tiene una bifurcación
tridente cuando x = 0 y µ = 1.

Figura 2.6: Diagrama de bifurcación tridente en la familia de funcionesHµ(x) = µx−x3,
cuando µ = 1 y x = 0.
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3. Dinámica de polinomios cúbicos

En este caṕıtulo haremos un análisis para determinar los valores en los cuales se pre-
sentan las diferentes bifurcaciones en la familia de polinomios cúbicos. Ya que la familia
general de polinomios cúbicos P1(x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x

1 + a0 tiene cuatro paráme-
tros, en su lugar, estudiaremos a las familias conjugadas Q1(x) = x3 + c2x

2 + c1x y
Q2(x) = x3 + b1x + b0 para reducir la cantidad de parámetros, ya que el espacio de
parámetros de P1 está en R4 y el espacio de parámetros de Q1 y Q2 está en R2, esto
facilita los cálculos y permite hacer gráficas para ilustrar sus comportamientos. Am-
bas familias de polinomios son mónicos, la diferencia entre ellas es que la familia de
polinomios Q1 tiene al 0 como punto fijo y la familia Q2 tiene al 0 como punto cŕıtico.

3.1. Familias conjugadas

En esta sección analizaremos algunas familias que son conjugadas a la familia general
de polinomios cúbicos P1(x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x

1 + a0.
La primera familia que analizaremos es Q2(x) = x3 + b1x + b0 y mostraremos que
es conjugada a P1(x) y que la conjugación está dada por una función de la forma
φ(x) = αx+ β, α, β ∈ R, donde α y a3 son diferentes de cero.
Para comprobar que son conjugados, resolvemos la ecuación

P1(φ(x)) = φ(Q2(x)).

de la cual obtenemos

a3(αx+ β)3 + a2(αx+ β)2 + a1(αx+ β) + a0 = α(x3 + b1x+ b0) + β.

Desarrollando la parte izquierda

a3α
3x3 + 3a3βα

2x2 + a2α
2x2 + 3a3αβ

2x+ 2a2βαx+ a1αx+ a3β
3 + a2β

2 + a1β + a0,

de igual manera, en la parte derecha tenemos

αx3 + αb1x+ αb0 + β.

Como la igualdad es entre polinomios, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

a3α
3 = α, (3.1)

3a3βα
2 + a2α

2 = 0, (3.2)

3a3αβ
2 + 2a2βα + a1α = αb1, (3.3)

a3β
3 + a2β

2 + a1β + a0 = αb0 + β. (3.4)

Como α es diferente de cero, de la ecuación (3.1) obtenemos que α =
1

√
a3
. Si dividimos

la ecuación (3.2) entre α2 entonces tenemos que

3a3β + a2 = 0,
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β = − a2
3a3

.

Ahora dividimos la ecuación (3.3) entre α y reemplazamos el valor de β, con lo cual
obtenemos

b1 =
a22
3a3

− 2a22
3a3

+ a1 =
3a1a3 − a22

3a3
.

Finalmente, en la ecuación (3.4) reemplazamos los valores de β y α, aśı nos queda

b0√
a3

= a3

(
− a2
3a3

)3

+ a2

(
− a2
3a3

)2

+ a1

(
− a2
3a3

)
+ a0 −

(
− a2
3a3

)
b0√
a3

=
−a32 + 3a32 − 9a1a2a3 + 9a3a2 + 27a0a

2
3

27a23

b0 =
2a32 + 9a2a3 − 9a1a2a3 + 27a0a

2
3

(3
√
a3)3

.

De esta manera, encontramos los valores de α, β, b1 y b0 que nos permiten hacer la
conjugación de P1 con Q2. En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposición 3.1.1. La familia P1(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x
1 + a0 es anaĺıticamen-

te conjugada a la familia Q2(x) = x3 + b1x + b0 y la conjugación está dada por
φ(x) = αx+ β, donde α = 1√

a3
y β = − a2

3a3
.

Por otro lado, tenemos a Q1(x) = x3 + c2x
2 + c1x, que también es una conjugación de

P1. Nuevamente la conjugación está dada por la función φ(x) = αx+ β, α, β ∈ R, con
α y a3 diferentes de cero. Para verificar la conjugación resolvemos la ecuación

P1(φ(x)) = φ(Q1(x)),

de la cual obtenemos

a3(αx+ β)3 + a2(αx+ β)2 + a1(αx+ β) + a0 = α(x3 + c2x
2 + c1x) + β

a3α
3x3 + 3a3βα

2x2 + a2α
2x2 + 3a3αβ

2x+ 2a2βαx+ a1αx+ a3β
3 + a2β

2 + a1β + a0

= αx3 + αc2x
2 + αc1x+ β.

Como la igualdad es entre polinomios, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

a3α
3 = α, (3.5)

3a3βα
2 + a2α

2 = αc2, (3.6)

3a3αβ
2 + 2a2βα + a1α = αc1, (3.7)

a3β
3 + a2β

2 + a1β + a0 = β. (3.8)

Resolvemos con la ayuda de Mathematica y tenemos que una de las soluciones del
sistema es la siguiente
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α = − 1
√
a3
,

β = −6a3

(
22/3 3

√
γ +

2 3
√
2 (a22 − 3(a1 − 1)a3)

3
√
γ

− 2a2

)
,

c1 =
2a22 (γ)

2/3 − 6a1a3 (γ)
2/3 + 12a3 (γ)

2/3 + 3
√
2 (γ)4/3

6a3 (γ)
2/3

+
22/3 (9a21a

2
3 − 6a1a

2
2a3 − 18a1a

2
3 + 6a22a3 + a42 + 9a23)

3a3 (γ)
2/3

,

c2 = −
3
√
2 (γ)2/3 − 6a1a3 + 2a22 + 6a3

22/3
√
a3 3
√
γ

.

Donde γ =
√

(27a0a23 − 9(a1 − 1)a2a3 + 2a32)
2 − 4 (a22 − 3(a1 − 1)a3)

3 − 27a0a
2
3+

9(a1 − 1)a2a3 − 2a32.

De esta manera verificamos el siguiente resultado:

Proposición 3.1.2. La familia P1(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x
1 + a0 es anaĺıticamente

conjugada a la familia Q1(x) = x3 + c2x
2 + c1x por la función φ(x) = αx + β, donde

α = − 1√
a3

y β = −6a3

(
22/3 3

√
γ +

2 3√2(a22−3(a1−1)a3)
3
√
γ

− 2a2

)
.

3.2. Análisis de bifurcación en la familia de funciones

Q1(x)

En esta sección, vamos a analizar la dinámica de la familia de funciones
Q1(x) = x3+c2x

2+c1x. Además, determinaremos los tipos de bifurcación que presenta
esta familia en el espacio de parámetros.

Para encontrar los puntos fijos de Q1 resolvemos

Q1(x) = x3 + c2x
2 + c1x = x.

Por lo tanto, los puntos fijos de Q1(x) son

x1 = 0

y

x2,3 =
−c2 ±

√
c22 − 4(c1 − 1)

2
.

Observe que, cuando c22 − 4(c1 − 1) < 0 los puntos x2,3 no existen en R. En la figura
3.1 mostramos los valores de los parámetros para los cuales existen los puntos fijos x2
y x3.
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Figura 3.1: Región donde x2, x3 ∈ R.

Para analizar la estabilidad de los puntos fijos, vamos a estudiar cuándo |Q′
1(xi)| < 1

para i = 1, 2, 3. Observe que Q′
1(x) = 3x2 + 2c2x + c1. Evaluando Q

′
1(x) en x1 = 0,

tenemos que |Q′
1(x1)| = |c1| < 1, cuando c1 ∈ (−1, 1). Por lo tanto, en este intervalo el

punto fijo x1 es atractor. Esta región está delimitada por las rectas c1 = −1 y c1 = 1,
la cual se puede apreciar en la figura 3.2. A continuación, vamos a determinar las
bifurcaciones que se presentan en estas rectas.

Figura 3.2: Región donde el punto fijo x1 de la función Q1(x) es atractor.

Cuando c1 = −1, tenemos que Q′
1(x1) = c1 = −1. Esto nos hace pensar que en esta

recta puede existir una bifurcación doblamiento de periodo. Para ello verificaremos las
hipótesis del teorema 2.3.1. Observe que

α̂ =

[
∂2Q1

∂c1∂x
(0) +

(
1

2

)(
∂Q1

∂c1

)(
∂2Q1

∂x2

)
(0)

]
c1=−1

=

[
1 +

(
1

2

)
(0)(0 + 2c2)

]
c1=−1

= 1 ̸= 0

y

β̂ =

[(
1

3!

∂3Q1

∂x3
(0)

)
+

(
1

2!

∂2Q1

∂x2
(−0)

)2
]
c1=−1

=

[(
1

6

)
(6) +

(
0 + 2c2

2

)2
]
c1=−1

= 1 + c22.
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Como podemos observar, α̂ y β̂ son diferentes de 0 independientemente de c2, por lo
que la familia de funciones Q1(x) tiene una bifurcación doblamiento de periodo cuando
c1 = −1 y c2 ∈ R en el punto fijo x1 = 0, véase la figura 3.3.

Ahora, si c1 = 1 y c2 ∈ R. Aunque Q′
1(x1) = c1 = 1 y esto nos podŕıa hacer pensar que

existe una bifurcación silla nodo, note que ∂Q1

∂c1
(0) = 0, es decir, no se cumple una de

las hipótesis del teorema 2.1.1. Aśı que vamos a ver si cumple las hipótesis del teorema
2.4.1 para tener una bifurcación transcŕıtica, ya que cumple las tres primeras. Observe
que

∂Q1

∂c1
(0) = 0,

∂2Q1

∂c1∂x
(0) = 1 ̸= 0,

y [
∂2Q1

∂x2
(0)

]
c1=1

= [2c2]c1=1 = 2c2.

De esta manera,

[
∂2Q1
∂x2 (0)

]
̸= 0, cuando c2 ̸= 0. Es decir, la familia de funciones Q1(x)

tiene una bifurcación transcŕıtica en el punto fijo x1 = 0 cuando c1 = 1 y c2 ̸= 0, véase
la figura 3.3.

Figura 3.3: Diagrama de bifurcación de la familia Q1(x) = x3 + c2x
2 + c1x con c2 = 2.

Por otro lado, cuando c1 = 1 y c2 = 0, ya que Q′
1(x1) = c1 = 1, vamos a comprobar si

se cumplen las hipótesis del teorema 2.5.1.

∂Q1

∂c1
(0) = 0,

∂2Q1

∂c1∂x
(0) = 1 ̸= 0,[

∂2Q1

∂x2
(0)

]
c1=1,c2=0

= [2c2]c1=1,c2=0 = 0,

38

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



y
∂Q3

1

∂x3
(0) = 6 ̸= 0.

Por lo tanto, si c1 = 1 y c2 = 0 la familia de funciones Q1 tiene una bifurcación tridente
en el punto fijo x1 = 0, véase la figura 3.4.

Figura 3.4: Diagrama de bifurcación tridente en la familia de funciones Q1(x) = x3 +
c2x

2 + c1x con c1 ∈ R y c2 = 0 en el punto fijo x1 = 0.

Ahora determinaremos los parámetros para los cuales los puntos fijos

x2,3 =
−c2 ±

√
c22 − 4(c1 − 1)

2

son atractores. Para ello verificaremos cuándo Q′
1(x) = 3x2+2c2x+ c1 evaluada en x2,3

es 1 o −1.

Sustituyendo,

Q′
1(x2,3) = 3− 2c1 +

c2 ∓ c2
√
c22 − 4(c1 − 1)

2
.

La curva que corresponde a Q′
1(x2,3) = 1 está dada por

C1 = {(c1, c2) ∈ R2 : 4c21 − c1c
2
2 − 8c1 + c22 + 4 = 0}

y la curva que corresponde a Q′
1(x2,3) = −1 está dada por

C2 = {(c1, c2) ∈ R2 : 4c21 − c1c
2
2 − 16c1 + 3c22 + 16 = 0}.

Usando Mathematica determinamos que las curvas en C1 están dadas por c1 = 1 y

c1 = 1+
c22
4
y las curvas en C2 están dadas por c1 =

16+c22+c2
√

c22−16

8
y c1 =

16+c22−c2
√

c22−16

8
.

Ahora, estudiaremos las bifurcaciones que se presentan en estas curvas. En primer
lugar, si c1 = 1 y c2 ∈ R, entonces x2 = 0 y x3 = −c2. Es decir, el punto fijo x1 = 0
tiene multiplicidad dos. Anteriormente mostramos que si c1 = 1 y c2 ̸= 0 la familia
de funciones tiene una bifurcación transcŕıtica en el punto fijo x1 = 0, mientras que si
c1 = 1 y c2 = 0 tiene una bifurcación tridente, en este caso x1 = x2 = x3. Por lo que
falta verificar lo que ocurre en x3 = −c2 cuando c2 ̸= 0.
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Figura 3.5: Las regiones A y B corresponden a los parámetros donde los puntos fijos
x2 y x3 son atractores, respectivamente.

Si x3 = −c2 ̸= 0, entonces Q′
1(x3) = 1 + c22 > 1; por lo tanto, la familia de funciones

Q1(x) no presenta bifurcación en el punto fijo x3.

En la curva c1 = 1 +
c22
4
y c2 ̸= 0 tenemos que x2,3 = − c2

2
. Cuando c2 = 0 esto implica

que c1 = 1 y ese caso ya lo consideramos. Por otro lado, Q′
1(− c2

2
) = 1, lo cual nos hace

pensar en la posibilidad de una bifurcación silla nodo, para ello vamos a verificar si se
cumplen las condiciones del teorema 2.1.1.

Ya que Q′′
1(− c2

2
) = c2 y

∂Q1

∂c2
(− c2

2
) =

c22
4
y c2 ̸= 0, entonces Q′′

1(− c2
2
) ̸= 0 y ∂Q1

∂c2
(− c2

2
) ̸= 0.

Por lo tanto, en la curva c1 = 1 +
c22
4
la familia de funciones Q1 tiene una bifurcación

silla nodo en el punto fijo x2,3 = − c2
2
, cuando c2 ̸= 0, veáse la figura 3.6.

Figura 3.6: Diagrama de bifurcación silla nodo en la familia de funciones Q1(x) =

x3 + c2x
2 + c1x con c1 = 1 +

c22
4
y c2 ̸= 0 en los puntos fijos x2,3 = − c2

2
.

En la curva c1 =
16+c22±c2

√
c22−16

8
, tenemos que Q′

1(x2) = −1 si c2 ∈ [4,∞), aśı que
vamos a verificar las condiciones en los parámetros para que se cumplen las hipótesis
del teorema 2.3.1, para ello tenemos que calcular α̂ y β̂ .
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Como c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8
, tenemos que

α̂ = − 1

32

(
−2c2 +

√
2δ1

)(
8 + c2(−5c2 + 3

√
−16 + c22 + 4

√
2δ1

)
y

β̂ = 1 +
1

4

(
2c2 − 3

√
2δ1

)2
,

donde δ1 =
√

−8 + c22 − c2
√
c22 − 16.

Graficando las expresiones de α̂ y β̂ como función de c2, se aprecia que siempre son
distintas de 0, veáse las figuras 3.7 y 3.8 respectivamente.

Figura 3.7: Gráfica de α̂ como fun-
ción de c2 para el punto fijo x2 y

c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8 .

Figura 3.8: Gráfica de β̂ como fun-
ción de c2 en el punto fijo x2 y

c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8 .

Cuando c1 =
16+c22−c2

√
c22−16

8
, entonces

α̂ = − 1

32

(
−2c2 +

√
2δ2

)(
8 + c2(−5c2 + 3

√
−16 + c22 + 4

√
2δ2)

)
y

β̂ = 1 +
1

4

(
4c2 + 3

√
2δ2

)2
,

donde δ2 =
√

−8 + c22 + c2
√
c22 − 16.

Graficando las expresiones de α̂ y β̂ como funciones de c2, se aprecia que siempre son
distintas de 0, véase las figuras 3.9 y figura 3.10.

Figura 3.9: Gráfica de α̂ como fun-
ción de c2 para el punto fijo x2 y

c1 =
16+c22−c2

√
c22−16

8
.

Figura 3.10: Gráfica de β̂ como fun-
ción de c2 para el punto fijo x2 y

c1 =
16+c22−c2

√
c22−16

8
.
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Por lo tanto, la familia de funciones Q1(x) tiene una bifurcación doblamiento de periodo

en el punto fijo x2, cuando c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8
y c2 ∈ R o cuando c1 =

16+c22−c2
√

c22−16

8

y c2 ∈ [4,∞), véase la figura 3.11.

Figura 3.11: Diagramas de bifurcación doblamiento de periodo en la familia de funciones
Q1(x) = x3+c2x

2+c1x, con c2 ∈ [4,∞), en el punto fijo x2. En la figura de la izquierda

c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8
y en la figura de la derecha c1 =

16+c22−c2
√

c22−16

8
.

Ahora vamos a estudiar el caso donde Q′
1(x3) = −1. Es decir, c1 =

16+c22±c2
√

c22−16

8
con

c2 ∈ (−∞,−4]. Nuevamente, vamos a verificar si se cumplen las hipótesis del teorema
2.3.1.

Cuando c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8
, entonces

α̂ = − 1

32

(
−2c2 +

√
2δ1

)(
8 + c2(5c2 − 3

√
−16 + c22 + 4

√
2δ1

)
y

β̂ = 1 +
1

4

(
4c2 + 3

√
2δ1

)2
,

donde δ1 =
√

−8 + c22 − c2
√
c22 − 16.

Graficando las expresiones de α̂ y β̂ como funciones de c2, se aprecia que siempre son
distintas de 0, veáse las figuras 3.12 y 3.13.

Figura 3.12: Gráfica de α̂ como fun-
ción de c2 para el punto fijo x3 y

c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8
.

Figura 3.13: Gráfica de β̂ como fun-
ción de c2 para el punto fijo x3 y

c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8
.
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Cuando c1 =
16+c22−c2

√
c22−16

8
, entonces

α̂ = − 1

32

(
2c2 +

√
2δ2

)(
−8 + c2(5c2 + 3

√
−16 + c22 + 4

√
2δ2)

)
y

β̂ = 1 +
1

4

(
4c2 + 3

√
2δ2

)2
,

donde δ2 =
√

−8 + c22 + c2
√
c22 − 16.

Graficando las expresiones de α y β como funciones de c2, se aprecia que siempre son
distintas de 0, veáse las figuras3.14 y 3.15.

Figura 3.14: Gráfica de α̂ como función

de c2 para x3 y c1 =
16+c22−c2

√
c22−16

8
.

Figura 3.15: Gráfica de β̂ como función

de c2 para x3 y c1 =
16+c22−c2

√
c22−16

8
.

Por lo tanto, la familia de funciones Q1(x) tiene una bifurcación doblamiento de periodo

en el punto fijo x3, cuando c1 =
16+c22+c2

√
c22−16

8
o c1 =

16+c22−c2
√

c22−16

8
y c2 ∈ (−∞,−4],

véase la figura 3.16

Figura 3.16: Diagramas de bifurcación doblamiento de periodo en la familia de funciones

Q1(x) = x3 + c2x
2 + c1x con c1 =

16+c22±c2
√

c22−16

8
y c2 ∈ [4,∞) en el punto fijo x3.

3.3. Análisis de bifurcación en la familia de funciones

Q2(x)

Sea Q2(x) = x3 + b1x + b0 una familia de funciones conjugada a P1. Para analizar la
dinámica de la familia de funciones Q2(x) vamos a analizar el comportamiento de sus
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puntos fijos.

Si b0 = b1 = 0, entonces Q2(x) = x3 y para encontrar sus puntos fijos resolvemos la
ecuación

Q2(x) = x,

la cual es equivalente a
x(x2 − 1) = 0.

Por lo tanto Q2 tiene tres puntos fijos x1 = 0 y x2,3 = ±1. Observe que Q′
1(x) = 3x2,

aśı que Q′
2(0) = 0 y Q′

2(±1) = 3. Por lo tanto, x1 es un punto fijo atractor y los puntos
fijos x2 y x3 son repulsores. Además, la órbita de los puntos x0 ∈ (−1, 1) converge
asintóticamente a 0 y si x0 ∈ (−∞,−1) o x0 ∈ (1,∞) la órbita de x0 converge a −∞
o ∞, respectivamente, veáse la figura 3.17.

Figura 3.17: Órbitas de la función x3.

Por otro lado, si b0 = 0 y b1 ̸= 0 entonces Q2(x) = x3+b1x y para encontrar sus puntos
fijos resolvemos

x3 + b1x = x,

x(x2 + b1 − 1) = 0.

Por lo tanto, tenemos tres puntos fijos x1 = 0 y x2,3 = ±
√
1− b1. Note que x1 existe

para todo b1 ∈ R y x2,3 ∈ R si b1 ≤ 1.

Por otro lado, Q′
1(x) = 3x2 + b1, por lo que Q′

2(0) = b1. Esto implica que x1 = 0 es
atractor si |b1| < 1. Ya que Q′

2(±
√
1− b1) = 3− 2b1 tenemos que |3− 2b1| > 1 cuando

b1 < 1 por lo que los puntos fijos x2,3 son repulsores. Además, si b1 = 1, x1 = x2 = x3
y se presenta una bifurcación.

Ya que

∂Q2

∂b1
(0) = 0,

∂2Q2

∂b1∂x
(0) = 1 ̸= 0,

∂2Q2

∂x2
(0) = 0, y

∂3Q2

∂x3
(0) = 6 ̸= 0,

tenemos que se satisfacen las hipótesis del teorema 2.5.1 y en consecuencia cuando
b0 = 0 y b1 = 1 la familia Q2(x) = x3 + b1x + b0 tiene una bifurcación tridente en el
punto fijo x1 = 0, veáse la figura 3.18.

Figura 3.18: Diagrama de bifurcación tridente en la familia de funciones Q2(x) =
x3 + b1x con b0 = 0 y b1 = 1 en el punto fijo x1.
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Para determinar dónde puede haber bifurcación silla nodo, transcŕıtica o tridente,

resolvemos la ecuación Q′
2(x) = 3x2 + b1 = 1, y esto nos da x1,2 = ±

√
1−b1
3
.

Sin embargo, para que exista alguna bifurcación también es necesario que x1,2 sean
puntos fijos, es decir, que sean solución a la ecuación Q2(x) = x3 + b1x + b0 = x,
para x1 esto ocurre cuando b0 = −2

9

√
3− 3b1(−1 + b1) y para x2 ocurre cuando b0 =

2
9

√
3− 3b1(−1 + b1).

Si graficamos a b0 como función de b1 obtenemos las curvas que se muestran en la figura
3.19. La de color azul corresponde a x1 y la de color verde a x2.

Figura 3.19: Curvas donde los puntos fijos xi son indiferentes, para i = 1, 2.

De esta manera tenemos los valores de x1,2 y b0 para los cuales se cumplen las primeras
dos condiciones de los teoremas 2.1.1, 2.4.1 y 2.5.1. Ahora bien, vamos a verificar las
demás condiciones para poder concluir cual bifurcación existe en estos parámetros.

Como Q′′
2(x) = 6x, tenemos que Q′′

2(x1,2) = ±2
√
3
√
1− b1, es decir, Q′′

2(x1,2) = 0 si
b1 = 1 y Q′′

2(x1,2) ̸= 0 si b1 < 1.

Por otro lado, ∂
∂b1
Q2 = x, y ya que x1,2 ̸= 0, entonces existe bifurcación silla nodo para

b1 < 1, tal como se muestra en la figura 3.20. Ahora, dado que ∂3Q2

∂x3 = 6 hay bifurcación
tridente si b1 = 1, como se ve en la figura 3.18.

Figura 3.20: Diagrama de bifurcación silla nodo en la familia de funciones Q2(x) =
x3 + b1x− 2, en el punto fijo x = −1 para el parámetro b0 = −2.

Para determinar dónde puede haber bifurcación doblamiento de periodo, queremos que

Q′
2(x) = 3x2+ b1 = −1, y esto nos da x3,4 = ±

√
−1−b1

3
, es decir, los puntos fijos existen

si b1 ≤ −1.
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Ya que también deben ser puntos fijos, deben ser soluciones de la ecuación Q2(x) =

x3 + b1x + b0 = x, para x3 esto ocurre cuando b0 = −2
√
−1+b1(−2+b1)

3
√
3

y para x4 ocurre

cuando b0 =
2
√
−1+b1(−2+b1)

3
√
3

. Ambas curvas se pueden ver en la figura 3.21 en color azul
y verde, respectivamente.

Como las curvas solo están definidas cuando b1 ≥ 1 y para que los puntos fijos existan
b1 ≤ −1, concluimos que esta familia no presenta bifurcación doblamiento de periodo.

Figura 3.21: Curvas donde los puntos fijos xi son indiferentes, para i = 3, 4.
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Conclusión

En la sección 1.8 mostramos que cuando dos funciones son difeomórficamente conjuga-
das, estas tienen la misma dinámica. En este trabajo mostramos que la familia general
de polinomios cúbicos P1(x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x

1 + a0 es anaĺıticamente conjugada a
la familia Q1(x) = x3 + c2x

2 + c1x de polinomios mónicos que fijan al 0 y a la familia
de polinomios mónicos Q2(x) = x3+ b1x+ b0 que tienen al 0 como punto cŕıtico. Por lo
que fue suficiente estudiar la dinámica de estas dos familias de polinomios cúbicos que
sólo tienen dos parámetros para entender la dinámica de todos los polinomios cúbicos.
Para ambas familias se pudo calcular los puntos fijos y las curvas donde estos presen-
tan bifurcación. Además, con la ayuda de Mathematica pudimos caracterizar todos los
parámetros sobre estas curvas donde los polinomios cúbicos presentan alguna bifurca-
ción tal como silla-nodo, doblamiento de periodo, transcŕıtica y tridente. Es importante
mencionar que la bifurcación tridente no se presenta en los puntos fijos de la familia
de polinomios cuadráticos.
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