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Resumen

En elestudio de la dindmica de las funciones polinomiales, la familia de polinomios
cuadratigos ha jugado un papel muy importante gracias a que presenta una diversidad
de dinamicas que van desde el orden hasta el caos. Sin embargo, se tienen pocos estudios
de la dindmica para polinomios de grado superior. En este trabajo analizamos las
bifurcaciones guie se presentan en la familia de polinomios ciibicos de variable real.
En particular mostramos la existencia de las bifurcaciones silla nodo, doblamiento de
periodo, transcritica_y tridente.

Abstract

In the study of the dynamics of polynomial functions, the quadratic polynomial family
has played a very important! role thanks to the fact that it presents a diversity of
dynamics ranging from order togchaos. However, there are few studies of the dynamics
for polynomials of higher degree.“lm*this work we analyze the bifurcations that occur
in the cubic polynomial family with f£eal variables. In particular we show the existence
of saddle-node, period-doubling, transcritical and trident bifurcations.

Palabras claves: polinomios ctibi€os, sistemas dinamicos y bifurcaciones.

Keywords: cubic polynomials, dynamic_systeris_and bifurcations.



Introduccion

En el estudio de la dindmica de las funciones polinomiales, la familia de polinomios
cuadraticog’ ha jugado un papel muy importante, ya que esta familia presenta una
diversidad dedindmicas que van desde el orden hasta el caos. En general, los polinomios
cuadraticos se escriben como P,y ,.4,(7) = asz® + a1x + ag, pero desde el punto de
vista dindmico es{Suficiente con estudiar una familia que sea conjugada a {P, 4,4, }-
Por lo que se hanitilizado la familia logistica F)(z) = Az(1 — z) o la familia de
polinomios ménicos(centtados P.(x) = 22 + ¢, las cuales tienen al cero como punto fijo
o punto critico, respéctiVamente [D, R]. Ademds, estas dos familias involucran solo un
parametro y por lo tanté swestudio en el espacio dinamico o en el espacio de parametros
requiere solamente de unasdimensién, la cual puede ser real o compleja. En el espacio
de parametros complejo se han estudiado las propiedades geométricas y topoldgicas
del lugar de conexidad, el cual gonsiste de los parametros ¢ € C para los cuales la
orbita del punto critico es acotada, también conocido como conjunto de Mandelbrot

D, R, B, CG, DH].

En este trabajo analizaremos la dindmi¢a de los puntos fijos de la familia de polinomios
cibicos Py (z) = asx®+ayw? +a 2t +agydemostraremos las diferentes bifurcaciones que
se presentan en el espacio de parametros de esta familia en variable real. En particular,
mostraremos parametros donde fa familia tieme una bifurcacién silla nodo, doblamiento
de periodo, transcritica o tridentef\Para este”estudio trabajaremos con las siguientes
dos familias que son conjugadas a"2(z). Larfamiilia Q,(x) = 2% + cz* + c1x cuyo
punto fijo es 0 e involucra sélo dos parametros y1afamilia Qo(z) = 23 + bz + by de
polinomios moénicos centrados que tiene@l 0 comopunto critico.

Este trabajo esta organizado de la siguiente’manera.JEL capitulo 1 presenta algunos
conceptos y resultados basicos de sistemas dirtdmicos queSeran necesarios para entender
los resultados principales de este trabajo. Asi como algunos.€onceptos que corresponden
a calculo y a geometria. En el segundo capitulo se exponen algunos teoremas de la teoria
de bifurcacion, se presentan ejemplos y diagramas a fin de ilustrar el comportamiento
de los puntos fijos ante variaciones de los parametros. Finalmente]en,el tercer capitulo
analizamos la familia de polinomios ciibicos usando dos familias conjugadas. Mostramos
las curvas de bifurcacién en el espacio de parametros y demostramos los tipos de
bifurcacién que se presentan en cada una de las familias.



Marco Teédrico

En 1982 Douady y Hubbard comenzaron a estudiar el conjunto de Mandelbrot y de-
mostraron que es conexo. Ademas mostraron que la conexidad local de la frontera del
conjuntosMs(conjetura MLC) implica la conjetura, sobre la densidad de las componen-
tes hiperbélieas, propuesta por Fatou en 1920. Este hallazgo hizo que el anélisis de la
dindmica della/familia cuadratica se convirtiera en un tema de estudio relevante y en
particular la cefijétura MLC permanece atin sin resolver [DH, L, M1]. El estudio de los
polinomios cuadtaticos llevé de manera natural al andlisis de la familia de polinomios
de grado superiorftanto en variable real como en variable compleja. Sin embargo, el
incremento en el grado del polinomio llevé consigo una dificultad adicional, ya que se
incrementa tanto la dimension del espacio de parametros, como el grado de los poli-
nomios que se tienen qué resolver para calcular las orbitas periddicas. Cabe destacar
los trabajos de Milnor, Brannex, Rees y Hubbard quienes iniciaron la caracterizacion
del espacio de pardametros y=del espacio dinamico de la familia de polinomios ciibicos
complejos a dos parametros [M27 BH].

En 1992 Milnor resume los avancés.ebtenidos en la familia de polinomios ctibicos. De-
bido a que el espacio de parametros dé'a familia ciibica tiene dimensién dos compleja,
para analizarla fija la dindmica de uno de los puntos criticos y observa los diferentes
comportamientos que presenta elsotro punto critico. Ademaés, caracteriza los diferentes
tipos de componentes hiperbdligas gue sesprésentan en el espacio de pardmetros [M2].

En 2010 Bonifant et al. analizaron €l\espacio'd€ parametros .S, de los polinomios ciibicos
monicos centrados con un punto critico marcado de periodo p y demostraron que es una
curva algebraica afin suave cuyo género anmenta Fdpidamente con p. Ademas que cada

curva S, consta de un lugar de conexidad compacto_y.un nimero finito de regiones de
escape [BKM].



Justificacion

Los trabajos realizados en el estudio dindmico de la familia cibica se han centrado
principalmente en las propiedades geométricas y topoldgicas del espacio de pardme-
tros complejo. En este trabajo analizamos la familia cibica con parametros reales y
mostramos-los cambios que se presentan en las dinamicas de los puntos fijos al mover
los parametros,/y en particular demostramos los tipos de bifurcacion. Este estudio es
importante porque muestra la variedad de bifurcaciones que se tienen en una familia
de polinomios dé grado mayor que dos.

Pregunta de Investigacion

, Cuadles son las diferentes bifurcaciones que puede presentar un punto fijo en la familia
de polinomios cubicos con vatiable real?

Hipdtesis

Los puntos fijos de la familia de/polinomies=Giibicos presentan otros tipos de bifurca-
ciones que no aparecen en los puntos fijos de la familia de polinomios cuadraticos.

Objetivo General

Analizar la dindmica de la familia de polinomios ciibicas reales y clasificar las diferentes
bifurcaciones que se presentan.

Objetivos Especificos

1. Comprender los conceptos bésicos de iteracién de funciones em unavariable real.
2. Analizar las propiedades dindmicas de los polinomios ctibicos.
3. Caracterizar las diferentes bifurcaciones que se presentan en la familia.€tbica.

4. Dibujar los diferentes diagramas de bifurcacion.

Metodologia

Para alcanzar el objetivo de este trabajo se siguieron las siguientes estrategias:



. Se revisaron los conceptos basicos de iteracion de funciones polinomiales en va-
riable real baséndonos en [D, R, dMvS, M2].

w36, estudiaron los diferentes tipos de bifurcacion que presenta una familia de
fungiones en una variable tomando como referencia a [R, dMvS].

. Se“calcularon las conjugaciones de la familia ctbica que redujeron el ntimero
de parametros y permitieron realizar el andlisis de la dinamica y demostrar las

bifurcaeidnes [D, R, BH].

. Se realizaron numéricamente los diferentes diagramas de bifurcacién para ejem-
plificar los resultados analiticos.



1. Preliminares

En este”capitulo vamos a dar algunas definiciones y resultados que son vélidos en
espacios métricos pero nos restringiremos a familia de funciones f, : R®™ — R" para-
metrizadas peryu € R. Las definiciones y teoremas de este capitulo estan basados en

D, H, MT, R,

1.1. Iteraciones

Iteracién significa repetit_ un’proceso una y otra vez, en este trabajo el proceso que se
repite es la composicién de una funcién y para ello, es necesario que la imagen de f
esté contenida en su domini6«€s decir, f: X — X.

Para una funcién f,, denotaremgs, por fi(x) = fu(fu(z)) y le llamamos segunda itera-
cién de f,. Similarmente f3(x) = fg(f,(fu(2))) es la tercera iteracién y en general

Ful (@) = 0 -0 fulz)
—_—

n veces
es la n—ésima iteracion.

La familia de funciones {f'} determifa la no€ign de sistema dindmico discreto que
usualmente se denota por el par (X, f).

1.2. Orbitas

Definicién 1.2.1 (Orbitas). Dado wy € R” se define la drbitayde wy bajo f, como el

conjunto Oy, (w) = {wo, x1 = fu(wo), T2 = f2(wo), ..., 20 = [} (wo),...}. Al punto
wyp se le llama semilla de la érbita o condicion inicial.

Tipicamente hay diferentes tipos de dérbitas en un sistema dindmico,/el mas conocido
es el punto fijo, el cual satisface la ecuacion f,(zg) = x¢ y en consecuencia la 6rbita
consta de un solo punto, es decir, Oy, (z9) = {zo}. Un punto fijo es invariante bajo la
composicién de funciones, nunca se mueve como su nombre lo indica.
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Por ejemplo, los puntos fijos de la funcién g(z) = x* — z — 4, se obtienen tesolviendo

la ecuacién
2 —r—4=u1.

Asi, los puntos fijos de g(z) son 1 £ /5.
Otro tipo de érbitas importantes son las orbitas periddicas o ciclos.

Definicién 1.2.2. El punto zg es periédico si f}}(xo) = o para algin n > 0. Al minimo
n que lo satisface se le llama periodo de la érbita.



Note que si zq es periddico con periodo n, entonces su orbita es
-1
Oy, (x0) = {0, fu(x0), -, £ (0) }-
Ademés/ sier tiene un periodo k, entonces zo también es fijo para f2*, ya que f2*(zq) =
T (o))~ fF (x0) = 20. En realidad, g es fijo para f}*.

Definicién 1.2.3. Un punto g es eventualmente periddico (preperiddico) si f™ " (xg) =
f™(zo) para algunim > 0y n € N, es decir, f™(xg) es periédico de periodo n.

Figura 1.1: Orbitd"dé un punto eventualmente periédico.

Por ejemplo, —1 es eventualmente fijo\para h(x) = 22, ya que h(—1) = 1, el cual es un
punto fijo de h.

1.3. Puntos atractorés)y repulsores

En esta seccién definiremos cudndo un_punto eés_atractor (o repulsor), lo cual serd
utilizado més adelante en este trabajo. las~definiciongs y teoremas estan basados en
[D].

Antes de dar las condiciones necesarias para que un puntolfijo sea atractor (o repul-
sor) vamos a ilustrar la idea detras de estos conceptos. Para esto estudiaremos mo-
mentdneamente la funcién h(z) = x?. Esta funcién tiene dog puntos fijos, 0 y 1. Pero,
los comportamientos de las dérbitas cercanas a esos puntos son distintos. Si escogemos
xo tal que |zg| < 1, entonces la dérbita de xy se aproxima rapidamente a cero. Por
ejemplo, la orbita de 0.1 es

0,(0.1) ={0.1, 0.01, 0.0001, 0.00000001, ...}.

En realidad, para cualquier zy tal que 0 < xy < 1, sin importar que tan€er€ano esté
de 1, la orbita de z( se aleja de 1, y se acerca a 0. Por ejemplo, la 6rbita de 079 es

0,(0.9) = {0.9,0.81,0.6561, 0.430467 . ..,0.185302...,0.034336 ...,0.00117.. 74 1 ).. }.

Ya que h(z) = 22, h3(x) = ¥, h3(z) = 22’ y h"(x) = ¥ tenemos que h"(x) tiende
a 0 cuando n tiende a 0o y |zg| < 1. Por otro lado, si |zg| > 1, entonces h™(z) tiende
a oo cuando n tiende a co. Por ejemplo, la 6rbita de 1.1 es

Op(1.1) = {1.1,1.21,1.4641,2.1436 . .. ,4.5950 ..., 21.114 ...,445.79...,... }.



Claramente los puntos cercanos a 0 tienen érbitas que son “atraidas” a 0, mientras que
los puntos a la derecha de 1 tienen drbitas que se “alejan” de 1. En la figura 1.2 se
muestrarde manera grafica las érbitas de los puntos cercanos a 1 y se pueden ver las
difereneias entre los puntos fijos.

Figura 1.2: Anélisis grafico deslas drbitas cercanas a los puntos fijos de la funcion
h(z) = 2.

Definicién 1.3.1. Sea zy un punto fijo de F'. Si |F'(zo)| < 1, entonces x es un punto
fijo atractor. Si |F'(xg)| > 1, entdnges xo es un punto fijo repulsor. Si |F'(zg)| = 1,
entonces xy es llamado un punto fijoudndiferente o neutro.

Recordando que un punto periédico de periodo n de f es un punto fijo de f", la
definicién anterior se traduce pata-puntos periddicos de f" sustituyendo f por f™.

Ejemplo 1.3.2. Considere la faniilia G, (z)(= pz(1 — x). Para toda ¢ € R, G, tiene
un punto fijo en 0, y ademas G:L(q:) =i — 2/1x4'%s decir, G;L(O) = p. Por lo tanto, el
punto fijo 0, es atractor cuando |u| < 44 es indiférente cuando p = +1, y es repulsor
cuando |p| > 1, como se ve en el andlisi§ gréfico, que’se muestra en la figura 1.3.

alul <1 flz) & D=1  flz)M
X
< 0 - 0

Figura 1.3: Andlisis grafico de las 6rbitas de la familia de funciones G, (z) = pz(1— %),
donde a) ilustra cuando el punto fijo 0 es atractor, b) cuando el punto fijo 0 es indiferente
y ¢) cuando es repulsor.



1.4. Orbitas atractoras y repulsoras

En estaseccién definiremos cudando un punto periédico se clasifica como atractor, re-
pulsor ondiferente, para esto nos basaremos en [D].

Definicién 1.4.1. Un punto periédico de periodo n de F' es atractor (repulsor) si es
un punto fijo/@tractor (repulsor) para F™.

Para determindr si.un punto periddico xy de periodo n es atractor o repulsor, debemos
calcular la derivada_de F" evaluada en z(, recordando que F" denota la n—ésima
iterada de F' y noflasn-ésima potencia. Por la regla de la cadena, tenemos que si F'y
G son funciones difexenciables, la derivada de la composicion es

(£ 0G)(x) =F(G(z)) G'(z).
En particular
(#°)w0) =F'(F(w0)) - F'(w0)
=F"(z1) - F'(1),

(F7) (o) =F(K*(w0)) - (F?)'(wo)
=FYx2) - F'(x1) - F'(x0).

En general, por la regla de la cadenayse tiene.€l siguiente resultado.

Proposiciéon 1.4.2 (Regla de la eadena apligada a una orbita). Sea xo un punto
periédico de periodo n para F, y x; = E¥xo), pafa #=1,2,...,n — 1, entonces

(Fn>,(l’0> = F/(l’n_l) - F/(Ltl) . F/(Io).

Esta proposicion nos dice que para obtener la derivada.de F™ en el punto z, basta
con multiplicar la derivada de F' evaluada en cada uno dedésypuntos de la orbita. Esto
significa que no es necesario calcular F", todo lo que tenemosque hacer es calcular la
derivada de F', evaluarla en xg, x1,...,r,_1 y multiplicar todes estos ntimeros.

[gualmente, de esta proposicion se tiene el siguiente resultado.gue nos dice que no
importa que punto se elija como condicion inicial, mientras sea un{punto de la orbita.

Corolario 1.4.3. Sea xy un punto de periodo n de F, es decir, su drbitares Op(xg) =
{z0, 1 = F(x0), 9 = F*(x0), ..., w,=F""Yx0)}, entonces

(F™)(z0) = (F™)(xj) = (F™")(2p—1) para j =1,2,...,n — 2.

Este resultado da lugar a hablar de una o6rbita peridédica atractora (repulsora).e un
ciclo atractor (repulsor).

Ejemplo 1.4.4. Considere f(z) = 2> — 3. El punto 1 tiene una érbita de periodo 2; y&
que f(1) = =2y f(—2) = 1. Ademaés f'(x) = 2z, entonces f'(—2) = -4y f'(1) =2
Por lo tanto

(W =1(=2)- fFDI= (=9 (2)| =[-8 > 1.

Por lo tanto, esta érbita de periodo dos es repulsora.



1.5. Variedades diferenciales

En ‘estasseccién definiremos que es una variedad y enunciaremos el teorema de la
variedadeentral, para esto nos basaremos en el trabajo de [R, H].

Una variedad_topolégica de dimension n es un espacio topoldgico que localmente es
homeomorfo & R". Esto permite estudiar las propiedades geométricas y analiticas de
manera localenda variedad.

De manera precisa, en una variedad topolégica M existe una cubierta abierta U =
{U;}ier de M tal que~para cada i € I existe un homeomorfismo ¢; : U; — V; C R™.
Llamaremos a (ip;, Upstina carta con dominio U;; y al conjunto de cartas ® = {p;, U; }ier
un atlas de M.

Dos cartas (¢;, U;), (¢;,U;)lson C™ compatibles si el cambio de coordenadas

e iU NU;) — ¢;(U; N U;)

es de clase C" y cpicpj_l es tambiént de clase C", véase la figura 1.4. En este caso r puede
ser un numero natural o analitic@ teal. Observe que esto tiene sentido ya que ¢;(U;NU;)
y ;(U; N U;) son subconjuntos abi€rtos en R".

p

® 4

Gt/

Figura 1.4: Cartas compatibles.

Un atlas ® en M es de clase C" si cada pareja de cartas es C" compatible. En este caso
hay un tnico atlas maximal ¥ que contiene a ®. El atlas ¥ es el conjunto de todas
las cartas que son C" compatibles con cada carta en ®. Un atlas maximal d de clase
C" en M es una estructura diferencial de clase C”. A la pareja (M, <i>) se le llama una
variedad de clase C" y a una variedad de clase r > 1 se le llama suawve.



1.6. Teorema de la variedad central

Sean*f »U C R™ — R", p un punto fijo de f y A = Df(p) la derivada de f evaluada
en p. Elespectro de A es el conjunto de sus valores propios y se denota por o(A). Un
punto fije'p/de f es llamado hiperbdlico si todos los valores propios A de D f(p) tienen
modulo distinto de 1.

Para un punto fijo p no hiperbdlico de un difeomorfismo f en R", denotamos por
o' =c(AN{z] <1}, o“=a(A)N{|z|=1}, o*=0c(A)N{|z| > 1}

al conjunto de valorespropios estables, valores propios centrales y valores propios ines-
tables de la linealizacionade f en p, respectivamente.

Denotemos por w; al vector propio generalizado de Df(p) correspondiente al valor
propio A;. Definimos el subespacio inestable E" como el generado por los vectores
propios w; tales que \; € g"; el subespacio estable E°, como el generado por los
vectores propios w; tales que \;"&.o¢ finalmente el subespacio central, £ es el generado
por los vectores propios w; talesique \; € o¢. Estos subespacios son tales que R" =
E' @ E° ® E°. Ademas, denotaremosepor £ = E* @ E°.

Dado un punto fijo hiperbélico p de una~funcién f de clase C*(U) y dada una vecindad
U C U de p, la variedad estable local para p en la vecindad U’ estd definida de la
siguiente manera

We(p,U', f) = {q € U" tal*que f’(q)€ U’ para j >0 y d(f'(q),p)

tiende a 0 cuwando j tiénde a co}.

Para definir la variedad inestable, dado que f no essiecesariamente invertible necesi-
tamos un reemplazo para las iteraciones pasadas. Definimos la historia pasada de un
punto ¢ como la secuencia de puntos {q_j};";o tal que §o = qy f(g_j—1) = q_; para
j > 0. Asi, la variedad inestable local de p en U’ esté definida de la siguiente manera

W*p,U', f) = {q € U’ tal que existe alguna eleccion de lathistoria pasada de q

{a-;}520 C U’ tal que d(q—;,p) tiende a 0 cuando j tiewde-a oo}

Teorema 1.6.1 (Teorema de la Variedad Estable). Sea p un punto fijo_hiperbdlico
de una funcion f : U C R™ — R" de clase C" con r > 1. Supongdmos.que D f(p)
tiene | valores propios con modulo menor que 1 en 0® y m valores propioscow maodulo
mayor que 1 en o*. Entonces existe una vecindad U" C U de p tal que WE(p,U', f) y
W (p,U’, f) son variedades de clase C", de dimension | ym, y tangentes a B3y a E"
en p, respectivamente.

Definicién 1.6.2. Sea p un punto fijo no hiperbdlico de un difeomorfismo f en R™ ¥
B € R tal que
1 < B < min{|o"|}.

La variedad local estable-central del punto fijo p de f es

We ={q:{7"f"(q) — pl}ily €s una sucesion acotada}.
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Teorema 1.6.3 (Teorema de la Variedad Estable-Central). Sea p un punto fijo no
hiperbdlico de un difeormorfismo f que divide a R™ en E* x E*. Si ||f — Df(p)|h
es suficsentemente pequeno entonces W< es independiente de cualquier eleccion de (3.
Ademast-IVe es la grdfica de una funcién ¢, : £ — E* de clase C*, esto es

W< = graph(¢u.),
y el espacio tangente a W< en el punto fijo p es el subespacio estable-central, es decir,
T,We = E<.

Mas aun, si f es defclase C", con 1 < r < oo, entonces ¢, también es de clase C".

1.7. Teorema de’la funcién implicita

En esta seccion enunciaremos el'teorema de la funcién implicita, el cual serd utilizado
mas adelante en el desarrollo de_este trabajo. La version que presentamos aqui esta
basada en [MT].

Teorema 1.7.1. Supongamos que F R%™ — R tiene derivadas parciales continuas.
Denotamos los puntos en R" ' por (»,z) donde v € R™ y z € R, suponiendo que
(w0, 20) satisface

oF
F(zo,20)=)0 y 5(930,20) # 0,

entonces existe una vecindad U que contiene atrp.en.R"™, una vecindad V de zy en R
tal que existe una funcion unica z = gz)~definidaspara v € U y z € V' que satisface
F(z,g9(x)) = 0. Mds atin, si x € U y z € =satisfaten F(x, z) = 0, entonces z = g(z).
Finalmente, z = g(x) es continuamente diferénciable, gon la derivada dada por

or  dF

donde D, F es la derivada parcial de F en x, D, F = [—, e
81’1 8In

} . €5t0 €s

OF
= 1=1,...,n.

o, = O
0z

1.8. Conjugaciéon topoldgica

En esta seccién daremos la definiciéon de conjugacién, enunciaremos y demostraremos
propiedades que seran utilizadas mas adelante. La versiéon que presentamos aqui esta

basada en [R].
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Definicién 1.8.1. Sean f: X — X y g:Y — Y un par de funciones. Las funciones f
y g son topolégicamente (difeomorficamente) conjugadas, si existe un homeomorfismo
(difeomerfismo) h: X — Y tal que ho f = goh.

Proposicién 1.8.2. Sean f,g : R — R funciones de clase C* conjugadas topoldgica-
mente por'la funcion h.

a) Si f tieme un punto periddico xy de periodo n, entonces h(xg) es un punto pe-
riodicosde periodo n para g.

b) Sih es unidifeomorfismo y f tiene un punto periddico xy de periodo n, entonces

(") (o) = @I (0))-

Demostracion. Priniéro, vamos a probar por induccién que h o f* = ¢" o h.
Por hipdtesis tenemos® que h o f = ¢ o h, es decir, es valido cuando n = 1.
Ademss, observe que ho#f = goh = hlohof=htogoh=f=h'togoh.
Ahora, vamos a suponer que-Se vale para n y demostramos que se vale para n + 1.
Es decir, suponemos que ho ft =" oh = h™'oho f* = h™logoh = f" = h~log"oh.
Componemos con f = h™! o g ofinpor la derecha.

ffof=htoglohoh tog"oh,
=kt og"ogoh=h"tog" oh.

Componemos con h por la izquierda,

hofn+1:hOh_logn+1Oh:gn+1Oh.

Por lo tanto, por induccién, ho f* = g"oh ed'valido pard n.€ N. Es decir f* = h~tog"oh.
Ahora, para demostrar a) suponemos que f tiene un punto periédico xy de periodo n,
es decir f™(xg) = o, como h es una conjugacién observe’que

h(f"(x0)) =g" (h(z0)),
h(zo) =g" (h(z0)).

Por lo tanto h(zy) es un punto periddico de periodo n para g.
Para demostrar b) derivamos a f* = h™' o ¢g" o h en xy y por la régla de la cadena y
considerando h(xy) = yo tenemos que

D f™(wo) =D(h™" 0 g" 0 h)(x0)
=Dh™' (" (%)) - Dg" (yo) - Dh(o)
=Dh™(yo) - Dg" (yo) - Dh(o).

Como h(zg) = yo vy h es un difeomorfismo, entonces Dh~!(yo) = [Dh(zo)] ™! v as
D f"(xo) = Dg" (yo)-

Con esto terminamos la demostracion. [ |
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Del inciso b) de la proposicién anterior tenemos el siguiente resultado.

Corélario 1.8.3. Sean f,g : R — R funciones de clase C*. Si f tiene un punto
periédico xo de periodo n y para cada punto periodico yo de periodo n de g se cumple
que (f") (o) # (g") (yo). Entonces f y g no son difeomdrficamente conjugados.

Ejempld 18.4. Considere la familia de polinomios cuadrdticos P(x) = agz?®+aiz+am.
Vamos a comprobar que P es conjugada de P, = z? + ¢ por la funcién p(z) = az + B.

Primero vamoga“verificar que ¢ es un difeomorfismo. Para empezar, observe que ¢
es diferenciable,(por ser una funcién lineal, y por lo mismo es biyectiva. Su inversa es

_ x— [
o N (x) = —— ya g

Como ¢~! también es una funciénlineal, igualmente es diferenciable.

Ahora, para comprobar que P y P. son ¢onjugados, resolvemos la ecuacion

O(P(x))e=Pe(p(2))
de la cual obtenemos

o(ar® + d @ ag) =Pilax + )
alagr® + a1z + ag) + 8 =(a@™6)* + c.

Como la igualdad es entre polinomios, obterfemos el sigliiente sistema de ecuaciones

aay = a?,

aa; = 2apf,
aag+ 8 = B +ec

Como « y as son diferentes de 0 se tiene que la tinica solucién del sistema es

& = a»,
ai

6:_?7

c = Z<2a1 — a2 + 4agay).

Por lo tanto, P, es conjugado a P.
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2. Teoria de Bifurcacién

En este’capitulo vamos a considerar una familia de funciones f,, que depende de un
parametro: € R. Cuando existe un parametro pg tal que un punto fijo o un punto pe-
riodico cambig@'su estabilidad al variar p en una vecindad de g, decimos que la familia
f,, tiene una bifutcacion en po. Existen varios tipos de bifurcaciones y en este trabajo,
estudiaremos cinco'de ellos, para los cuales, daremos su definicién y las propiedades que
la caracterizan, asisfomo un ejemplo, junto a su respectivo diagrama de bifurcacion.
Los resultados que e présentan en este capitulo estén basados en [R, P].

La primera bifurcacion.que presentaremos es la silla nodo, la cual ocurre cuando de
un lado de pg, f, tien€ puntos fijos, y del otro lado no. Luego, tenemos a la bifur-
caciéon doblamiento de periodo; ésta ocurre cuando un punto fijo x¢ de f, atractor
(repulsor) se vuelve repulsor (atractor) al pasar por pg, pero aparece una érbita de
periodo dos atractora (repulséra). Después, la bifurcacién transcritica, la cual ocurre
cuando f, tiene dos puntos fijos\para pu # po y la estabilidad de estos puntos fijos
se intercambia al pasar por pg, domde ambos puntos coinciden. Finalmente, presen-
taremos la bifurcacién tridente, en este caso, las funciones f,, tienen un tnico punto
fijo atractor (repulsor), cuando estamos ‘a un lado de jo y del otro lado f, tiene tres
puntos fijos de los cuales dos son atracteres (repulsores) y el otro es repulsor (atractor).

2.1. Bifurcacion silla node

La primera bifurcacion que consideramos(es la bifur€acion silla nodo, la cual ocurre
cuando la funcién no es hipérbolica porque la derivada.tiéne un valor propio igual a 1.

Teorema 2.1.1. Sea f, : R — R una funcion de clasé€ £"\ en la variable x y el
pardmetro real i con v > 2. Denotaremos por f(x,u) = f,@). Dadas las siguientes
hipotesis:
1. fuo(%) = Xo,

O fuo

ZJmo -1
O (o) )
anﬂo
Ox?

0
4 a—i(wo,ﬂo) # 0.

2.

(z0) #0 y

Entonces existen intervalos I alrededor de xo, N alrededor de g y una funcién
m : I — N de clase C" tal que (i) fm@(x) = x, (i) m(xo) = po, y (44i) la grafi-
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ca de m da todos los puntos fijos de f, en I x N. Ademds, m'(zo) =0 y

—82f(x 110)
- 0, M0
m”(l’o) _ 8(91‘2

# 0.
a—u(ﬂfmﬂo)

Estos puntos fijos son atractores de un lado de xq¢ y repulsores en el otro. Ademds, de
un lado de g existen puntos fijos y del otro no, vease la figura 2.1.

A
repulsor _ -

_.""

-

iy \

atractor

f >
[o H

Figura 2.1: Piagrama dedazbifurcacion silla nodo.

De las hipétesis sabemos que f,, tiche un punt6.fijo en zg, es decir, la grafica de f,,
intersecta a la identidad en el punto; Ademds{ como f/, (xg) = 1, la grafica es tan-
gente a la identidad, y como L’O (xo) # Oyentonces no la atraviesa. Finalmente, que

0 .
—f(xo, o) # 0 garantiza que al mover el pardmetro p{ eventualmente la grafica de f,,

o

va a cruzar a la identidad, generando 2 puntos fijos.

La siguiente demostracion estd basada en [R].

Demostracién. Considere la funcién

G, p) = [, 1) =,

y observe que los ceros de G son los puntos fijos de f,. Por hipdtesis,” f(ze, to) = o,
por lo tanto, G(xg, po) = f(xo, po) — o = o — xo = 0. Queremos usar el teorema de la

o .. oG
funcién implicita para encontrar los ceros cercanos a xy en GG. Note que a—(xo, o) =
T

f;O (xo) —1 = 0, por lo tanto no podemos resolver para x en términos de . Sin émbargo

oG 0
8_(%"“0) = —f(xo,,uo) # 0, por lo tanto podemos resolver para p en términags de
1

0
x. Por el teorerrﬁlba de la funcién implicita existen intervalos I alrededor de xy y V.
alrededor de pg y una funcién m : I — N de clase C" tal que G(x, m(z)) =0, y con
esto todos los 0 de G estdn en I x N, es decir, obtenemos todos los puntos fijos de f,
en [ X N. Para calcular las derivadas de m(x) usamos derivacién implicita. Derivando
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0 = G(x,m(x)) con respecto a x, obtenemos

)_2G , 9G dm
 Ox  Op dx’
Evaluandosen z,
oG oG d

0= 895( o, Ho) + a—ﬂ(ﬂfovﬂo) . %m(xo).

oG oG
Lo que implica qué m(zg) = 0, ya que —— (o, pto) = 0y —— (o, f10) # 0.
ox ol
oG 0G dm
Para obtener la segunda derivada de m, derivamos 0 = a7 + a dr respecto a 'y
x H

obtenemos

o PG G dm  O°G (dm)Q G  d*m

022 008 odr o2 o

Evaluamos en zy y po y obtenemos

9*G 0°G d
0=—— 22 - (@ 07N0)+2a & (o, p1o) - d:C?"”L(ZITO)jL
e ) L (o).
Usando que m/(xzq) = 0,
9*G oG d?
0 Iw(l‘o’,uo) + a(ﬂfo, Mo)@m(ﬂio)
0°G 0 f
" T o2 —— (Zo, 110) —w(l"o,,uo)
m"(x0) =—55 ~TOf
@(SUO;MO) %(SUO,/JO)

Finalmente, para encontrar la estabilidad de los puntos fijos usamos la expansion de

Taylor de g alrededor de (zo, 10):
x

0 0? 0*G
e —1+af<xo,uo>< )+ G )

+0(Jz = zol*) + O = ol) - 11 — ol + O(lp = pol*)-

Ya que m/(zg) = 0, entonces, m(z) — o = O(]z — x|?). Por lo tanto,

0*f
5—(%7”(90)) =1+ @kxo,uo)(%aﬂo)(flf — 0) + O(|p — po|?).
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0? 0
Ya que é?_xJ;(xO’ o) # 0, a—i(as, m(x)) — 1 tiene distintos signos en los dos lados de x,
of

%(az, pi(z)) es menor a uno en un lado y mayor que uno en el otro, por lo tanto, zg

es unpunto atractor de un lado y un punto repulsor del otro.

Ejemplo 2112, Sea P.(xr) = x® + ¢ con z,¢ € R una familia de funciones. Para
encontrar sus puntos fijos resolvemos

> —z+c=0,

1++v1—4e
5 .

No existen raices reales si 1 #4c,< 0, hay una si 1 —4c = 0 y hay dos si 1 — 4¢ > 0.
Por lo tanto:

T4+ =

1
1. No hay puntos fijos si ¢ > 7

1
2. Hay un punto fijo x = 5 cuando'c = —.

14 1 — 4¢ 1
i o DRI cuando ¢ < 1

=1 0P (1\ _ |
yx—2,en0nces or 5 = 1. ror

3. Hay dos puntos fijos 24 =

1
4
0*P. (1 OP.

OtI‘OladO7 W (5) :2#0}7 ac :1%0
De esta manera, hemos verificado que se satisfacen las hipétesis del teorema 2.1.1. Por
lo tanto, la familia de funciones P.(z) = x? + ¢ tiene upd bifurcacién silla nodo en

Ademas, 8—6(:5) = 2z, por lo tanto, Sieé =
x

c:zyenelpuntox:—.

"*~~_repulsor

(o
0.75 025 =
N

- atractor

Figura 2.2: Diagrama de bifurcacién silla nodo en la familia de funciones P,(z) = 22 +c.
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2.2. Bifurcacion silla nodo en varias dimensiones

Para-llevar el teorema 2.1.1 a varias dimensiones, es necesario especificar la derivada
de la funeion “coordenada” en la direccion del vector propio para el valor propio 1.
Suponem6syque 1 es un valor propio de la matriz jacobiana de f, de multiplicidad
uno. Sea viel vector propio derecho (escrito como columna) y sea w el vector propio
izquierdo (edcrito como renglon), es decir, D(fuy)ugV: = VY WD(fio)zy = W. Si V3,
con j = 2,...4n son los otros vectores propios generalizados, entonces wvi = 0 pa-
ra j = 2,...,nl (BL producto de wv es igual a 0, porque wvi = (WD(f,)z)V? =
W(D(fug)zeV?) = Xwwd = wvi = \;wvi con \; # 1 = wvl = (). Ahora podemos
usar a wf,(x) como-Ja’ componente de f,(x) en la direccién de v*.

Teorema 2.2.1. Sea f :'R* x R — R" una funcion de clase C? en todas sus variables
y fulz) = f(z,p) . Supongames que f, cumple las siguientes condiciones:

(1) La funcidn f tiene un puato,fijo en ug, es decir, f(xo, po) = xo,

(2) D(fuo)zo tiene como valores propios a A\ =1 y [A\;j| # 1 para j = 2,3,...n. Sea
v el vector propio derecho para@l valor propio 1 de D(f )z, y W €l vector propio
1zquierdo para el valor propio I

(3) WID(f.) oo (v, V)] # 05
() w (§—£<xo,uo>) 40,

Entonces, es posible parametrizar p ='mfs) y = =7G(8) tales que m(0) = uo, q(0) = xq,
¢'(0) =v' y fla(s),m(s)) = q(s).

Observacion 2.2.2. Es posible hacer un cambio de base*tal que

10 ... 0

0 * ... =
D(fuo)ﬂm: T

0 * ... =

donde los términos escritos como “ * ” no estan especificados. En térmiinos de esta base,

los vectores propios izquierdos satisfacen w = (1,0,...,0) = (v!)!. Por'lo tanto, en
2

términos de esta base, la condicién (3) del teorema 2.2.1 se traduce en W(xo, o) # 0
e
. of
y la condicién (4) en a—(xo, o) # 0.
w

Observacion 2.2.3. Sin = 2, |Ag| < 1y las derivadas de las condiciones (3) y (4) son
de signos contrarios, entonces uno de los puntos fijos que aparece es atractor (punto
fijo con dos valores propios de médulo menor que 1) y el otro es un punto silla (un
valor propio es de médulo menor que 1 y el otro es de médulo mayor que 1). De ahi el
nombre de la bifurcacion.
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Observacion 2.2.4. Se puede hacer la demostracion de dos maneras. Una usa el teorema
de lavariedad central asociada a F'(z, 1) = (f.(x), ) la cual tiene dos dimensiones, una
dimensién espacial y una del pardmetro. La restriccion de F' a esta variedad invariante
satisfagé-las suposiciones del teorema.

La segundajaproximacion usa el Teorema de la Funcién Implicita para la reduccién
de dimensiones. Este método no produce una variedad invariante bidimensional, pero
produce un ¢onjunto de dos dimensiones en donde se encuentran todos los puntos fijos.
Este método usttalmente es llamado la reducién Liapunov-Schmidst.

Vamos a presentar la demostracion usando el Teorema de la Variedad Central basada
en [R].

Demostracién del teefema 2.2.1. Definimos la funcién F : R"* — R"*! dada
por F(z,u) = (f(z, n), t)_cuya derivada estd dada de la siguiente forma en bloques

af
D f z 7 LU
DGy | P B
0 1
Escogemos los vectores propios de D(F}y),, tales que |[v'| =1, |[w| =1y wvl = 1.
Hagamos un cambio de base a los, vectores propios de D(f,,)z,; en estas coordenadas
los vectores propios de D(f,,¥.4 son la basezestandar. Entonces w = (1,0,...,0) y

vl = w'. La direccién central endZg, o) pata F incluye las direcciones de v! y de p.

Por el Teorema de la Variedad Central, podeinos'resolver para una variedad invariante
x = (s, 1), la cual es la grifica sobre el generado*de v y la variable u. (La variedad
central total estd caracterizada por (@fw). = (A(s,u), 1).) El pardmetro s se puede
escoger tal que (0, o) = zo y Wlp(s, ) = xo] = s donde wz es la proyeccién del
vector z en la direccién del vector vi. Comoda supefficie dada por la imagen de ¢ es

0
tangente a v1, entonces a—(p(O, o) = v'. Ademds, de estasspropiedades de ¢, derivando
S

wp(s, ) — xp] = s primero con respecto a u y luego dos yeces con respecto a s, se
sigue que

%) 0%

Definimos

g(s, 1) = w[f(p(s, p), ) — o),

que es la proyeccién sobre el generado de v de la diferencia de la iterada de z§. @omo
queremos aplicar el Teorema de Bifurcacién Silla-Nodo en una dimensién. Vamesya
revisar las condiciones del teorema 2.1.1 en una dimensién para g:

9(0, po) = wlzg — 0] =0

0 0
8—g(s,u) =w D(f#)sa(w)@—f(s,u) , entonces
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0
8—27(0»#0) = W[D<f,uo)rovl] = WVI =1

Estas«son las dos primeras condiciones para una bifurcaciéon Silla-Nodo para g. Deri-
vando'nuévamente,

0? 0 0 0?
S Q= [ Dot 5 G051 ) 4 DUt 5 (500

y evaluando en (0} /i)

9%y O Oy 0%p
F210.40) = s (G000, G200 )+ D 500,10
’0
Mencionamos antes que W@(O, o) = 0, entonces
D D¢
552 (HORY D(fuo)eo 5 (0, o)

Py

xo 02 (07 ILLO) = 0. De aqui

toman sus valores en el generado.de v hacia v, y wD(f,,)

tenemos que

829 2 1.1
@(07/10) =w/[) (fuo)wo (V vV )a

el cual es distinto de cero por hipétesis. Einalmente]

S—Z(s,u) =W [@(90@7#): ) + D(fu)w(s,u)g_i(s7u)] '

y evaluando en (0, 1)

9y of d¢
2210, 10) = | 2L i) + Dl 50,0
0
= Wa_,lfL(:L‘(),#O) 7£ 07
o _ Op
nuevamente por hipétesis. El segundo término es cero porque w@((), o) = 0.

Con lo anterior mostramos que se cumplen las condiciones del teorema 2.1.1 enfuna
dimension para g, por lo tanto podemos resolver para p = m(s) tal que g(s, m(s)) =¢5.
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Ahora, vamos a verificap si esta funcién da el conjunto de puntos fijos que queremos.
Primero

wf(o(s, m(s))ym(s)) = o] = s = wlp(s, m(s)) — wo].

Ambos (f(p(s,m(s)), m(s)) vlpls,m(s)), m(s)) estan en la variedad central y tienen
la misma componente en v y 1£"Por lo tanto son iguales, y

flp(s, m(s));m(s)) = @(s, m(s)).
Haciendo ¢(s) = ¢(s,m(s)), tedemos la conclusion del teorema.

Ejemplo 2.2.5. Sea Fup(x,y) = (A7 By+ 2> @).con x,y € R, la familia de funciones
de Hénon. Para encontrar sus puntos fijos=tesolvemes

FAB(xay) > (l’,y),
(A - By - xza‘r) = (ZE,y),

B+1 B+1\>
x:y:—Ti\/<T) +A

Por lo tanto, los puntos fijos son:

B+1 B+1\’ B+1 B+1\°
(0, 90) —T+\/(T) T4 _T+\/<T> +A>7
B+1 B+1\° B+1 B+1\°
(z1,91)- _T_\/(T) T4, _T_\/(T) A

B+1)\’ B+1)\?
No existen raices reales si (T+) + A < 0, hay una si (T+> + A =0y hay

B+1\?
dos si <T+) + A > 0. Por lo tanto:
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B+1)°
(1) No hay puntos fijos cuando A < — (T+) .

B+1\?
(2) Hay, un punto fijo cuando A = — (T+) :

B+1\?
(3) Hay dos-cuando A > — <T+) :

B+1)°
En consecuenciaj lafamilia 45 pasa de no tener puntos fijos cuando A < — (T+) ,

B+1\>
a tener uno cuandoA = — — )V luego dos cuando A > —

que verificaremos que s€ gamplen las condiciones del teorema 2.2.1 y mostraremos que

B+1\?
la familia de funciones F4p tiene una bifurcacién Silla-Nodo cuando A = — (L)

2
B+ 1 B+1)

B+1\?
— | , por lo

y el punto fijo es (xg,yo) = PR 5
La derivada de Fyp esta dada por

DiEae= (0 )

la cual tiene como valores propiog@a Ay = —& £ V1?2 — B.

_ B+l _ Btl

Cuando A = Ay = — (ﬂ)z, entonces soloshayeun punto fijo ( g ) y los

2
valores propios de DF g son \y = By M = 1.
U1

y ) , donde v; = vy, con
2

El vector propio derecho correspondiente_a‘’)ly = 1 e§ vl = (

) 1 L
v € R, asf que podemos escoger vl = < ) El vectorsptopio izquierdo w = (wy, wy),

1
satisface wy = —wy B con wy € R, asi que podemos escoget w = (1, —B).
Evaluando las expresiones de las condiciones (3) y (4) del teorema 2.2.1 obtenemos que

WIDA(Fapa) o)) = (1, -8) () L

oF 1
Por otro lado, w (a—A(xO,yO,AO)) =(1,-B) (0) =1.

2.3. Bifurcacion doblamiento de periodo
En esta seccion enunciaremos el teorema de bifurcacién doblamiento de periodo. La

versién que presentamos estd basada en [R].

Teorema 2.3.1. Sea f, : R — R wuna funcion de clase C" en la variable x y el
parametro p real con r > 3. Dadas las siguientes hipotesis:
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(1) El punto o es un punto fijo para 1 = o, es decir, f,,(xo) = o,
af#o

(2) 5 (xg) = —1. Como esta derivada es distinta de uno, hay una curva de puntos
z
fijos x(p) para p cercanos a py.

(3) Ladepivada de f;(x(p)) con respecto a pu es distinta de cero (la derivada varia a
lo largo~de la familia de puntos fijos):

AN AN
=Lt () @) (53], 70

(4) La grdfica de fio tiene un término cubico distinto de cero en su tangencia con la
diagonal (el término-cuadrdtico es cero y el primer término de la serie de Taylor
es cibico):

. (LD 16? ?
B = (ga—x{:(ﬂ?o,ﬁboo + (58_95];(%’NO>> 7# 0.

Entonces hay una bifurcacion doblamiento de periodo en (xo, o). Mds especificamente,
hay una curva diferenciable de puntoscfigos, x(u), pasando por xy en g, y la estabilidad
del punto fijo cambia en ug (el lado~de o donde xq es atractor depende del signo de
&). Ademds hay una curva diferemciable y que pasa por (xo, po) tal que v\ (xo, po) es la
union de orbitas hiperbdlicas defperiodo 2=di curva v es tangente a la linea R X {po}
en (o, fo), asi que vy es la grafiet_de.una funcion de x, = m(x) con m'(x) = 0 y

-2
m”(xg) = J # 0. El tipo de estabilidad de la orbita de periodo dos depende del signo
Q

de B, 5% B > 0 entonces la orbita de périedo dos. es atractora, 1y si B < 0 entonces la
orbita de periodo dos es repulsora.

La demostracién de este teorema la escribimos basandonos en [R].

Demostracién. Por hipétesis, f;, (zo) # 1, por el teorem@ dg la funcién implicita hay
una curva de puntos fijos parametrizada por u, x(u). Més am,

o Y,
' (po) = — <8_£($0,M0) - 1) a—i(%,ﬂo)

= 204 Zo, Ho)-

Hacemos un translado de coordenadas tal que 0 sea un punto fijo para u cércano a g,
asi que definimos

9y, ) = fuly +x(p)) — z(p).

Asi, g(0,u) = 0. Escribimos ¢*(y, 1), lo cual significa g(-, ) o g(y, ). La derivada
parcial de g respecto a y es la misma que la parcial de f respecto a x en los puntos
correspondientes,

&g o f
= 5 0, - A 5 .

é)y]( p) = o5 (@), m)
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0
Como el valor de la derivada parcial con respecto a la posicién, a—g(O, ), determina la
Y

(0, ) mide el cambio alrededor de la curva

2

estabilidad del punto fijo, entonces

oudy
de puntos fijos, y
P90, o) =2 (0, )
aluay » Ho —(9# or » ) lu=po
D’ f >’f /
Zm(woa fo) + @(%, 140)x' (1o)
o*f 10%f of
—m@o, fho) + 5@(%, MO)ﬁ_,u(xO’ o)
=& # 0.

Este cédlculo muestra que ‘@ describe la cantidad descrita en el planteamiento del teo-
rema.

Sea a; el coeficiente de 3y’ en la expansion de Taylor de g alrededor de y = 0, entonces
9y, 1) = ar(l)g+ ax()y* + as()y’ + O(y*).
Calculamos la expansién de Taylor de\g? alrededor de y = 0 y obtenemos
9*(y, 1) = afy + (@12 Jazat)y” + (@103 + 20103 + azai)y’ + O(yY).

donde mostramos la dependenciergiie tiene'el coeficiente a; de p. Queremos encontrar
puntos donde ¢*(y, 1) —y = 0, queSean distintos del 0. Dado que y = 0 es siempre una
solucién, separamos los casos cuando y = 0 yetuando y # 0. Asi que definimos

Y~y

My =939 7 . :
a—y(g (Y, 1) |y=0 — 1 sl y =0

siy#0

Note que la definicién para y = 0 es la extension natural defla definicion para y # 0,
ya que estd usando la definicién de derivada. Usando la expdnsion de g2,

M(y, i) = (a2 — 1) + (arag + aza®)y + (ayas + 2a1a3 + az@ )y + O(y°).

Note que M (0, pp) = 0. Ademads
oM

(‘3_y(0”u0> = a1a2 + CLZG%’;LO = —02(,“0) + @2(M0) =0

oM 9 9%
W(O,Mo) = a_lua_lug<07:u)|#0

0 [dg

dg 0%g
— 9

= —24#£0.
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Ya que %—AZ(O, to) # 0, del Teorema de la Funcién Implicita y resolvemos para p en
térmistos de y. Ahora, existe una funcién diferenciable m(y) tal que M (y, m(y)) = 0.

M
Por diferenciacion implicita, 0 = 88—(0, o) + 88—(0, o)m/'(0), por lo tanto,
Y K
oM
—3—(0,,&0)
()= 2" _g,

—(0

alu ( 7”0)

Para calcular la segunda derivada de m(y), derivamos nuevamente la ecuacién 0 =

%—Aj@,m(y)) n %—f(:q, By (1) :

PMS PM M
= +2 (y) + o m

0 0y? Ayou m

Evaluamos en y = 0, donde m/(0)= 0, entonces

M 92M N oM )
= a—yg(ovﬂ()) + 2m(oaﬂo)m Oy B (0, o) (m'(0))" + W(OHUO)m (0),
R

A ayg (07 /'LO)
MLt DR

W(O,Mo)

0

Por lo tanto, necesitamos calcular el numetrador,

0*M
Gy (0 #o) =2(a1s + 20105 + aza)l

=2(—a3 — 2a3 — a3, = —4(ag+03)|
= —4B8 #0.

Por lo tanto,

413 203
m”(0) = _26& = _EB £ 0.

Ahora, solo queda revisar la estabilidad de la érbita de periodo dos. Pard ésto, usamos
d(g*)
9y

2 4.1 = 20, 30, S L 0. ) =i T 0, iy

la expansién de Taylor de (y,m(y)) alrededor de y =0y pu = pp:

Ya hemos calculado varios de estos coeficientes:

8(92) _ 2 _
a—y(OaMO) =(-1)"=1,
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(por regla de la cadena),

0*(¢)
8—3/2(07/%) =0.

Como se observé cuando se calculaba 8_(0’ Ho), ¥
)

(%) _OM L
auay (O,ILLO) - alu (OMUO) - _2&,
tenemos que
82(92) _8M r ., 2 3

?M
OM1 |~ 9y | o
:8M§ oM y
En

:2By2.

Finalmente,

19°(¢%)
2 0y3

1 R
(0.1) {5 o0st 20103 + o) ~ 5.

Combinando estos términos,

d(g”)
dy

(y,m(y)) =1 H28y* — 6692+ O(y°)
=1 —48y> + O(y°)

Por lo tanto, si B > ( la orbita de periodo 2 es atractor@,. ¥ si B < 0 entonces es
repulsora. Con esto, ya hemos terminado de revisar todas laseondiciones del teorema.

Ejemplo 2.3.2. Sea P.(z) = z? + ¢ con z,c¢ € R una familia de funéiones. Por el
ejemplo 2.1.2 sabemos que sus puntos fijos son:

IR Vi
_#.

Para verificar cudndo ocurre el cambio de estabilidad, calculamos cuando |PX2)| pasa
de ser menor que 1 a ser mayor que 1. Primero, observe que

P(z) = 2.

Tt

Por otra parte,

|P/(zy)] = |1+ V1 — 4|
siempre que 1 — 4c > 0, que es la condicién para que existan los puntos fijos. De esto
obtenemos los siguientes resultados:
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1
1. |P(zy)| = |1++/1 —4c| > 1 parac < 1 decir, el punto x; siempre es repulsor.

3 1
2dfPl(xy)] =11 — V1 —4c| < 1si —7 << enese intervalo, el punto fijo z_ es

4
atractar.
1
3. [P s=2)] = |-1] = 1 es decir, el punto fijo z = —5 s indiferente cuando
4
. 3
=7

3
4. |P(z_)| =111 —4c| >1sic< Y el punto fijo es repulsor.
Ahora, para encontratr_lasorbita de periodo dos, resolvemos

PXr)=w(r* + ) =2 +2ca®> — 2+ 2+ c=0.

c

Sin considerar los puntos fijos__tenemos que

S 1+/3—de

L2
2

son las soluciones de la ecuacion anterior y en consecuencia son los puntos periédicos
de periodo dos de P?. Para ver cudndo-la drbita es atractora, necesitamos verificar
cuando |(P?)'(z;1)] < 1, asi ques€yaluamos

(P2)(zy) = Pl(z1) - Pi(xy) = (= 14843 — 4y (-1 — /=3 —4c) = 1 +3+4c = 4c+4
Lo que significa que

5
1. La ¢érbita de periodo dos es atractora’cuando = <c< T

5
2. La érbita de periodo dos es repulsora ¢uando ¢ < 77

Ahora, comprobamos las hipétesis del teorema y observe qué

oP. [ 1\ _
L)

. [o*P. (1 1\ (OP.\ (O°F. 1 B

2 =[5 (-2)+ (3) (5) (5%) (—5)]0_2—1%0‘
. lrmiedp /1 182P, [ 1\\’

& = (5 o’ (‘5))+<5 o2 (‘5)) ] [ Tee

L — 4

Con estas tres condiciones hemos verificado que la familia P.(z) satisface las hipgtesis
del teorema 2.3.1, por lo que presenta una bifurcacion doblamiento de periode”en
¢ = ——. Ademas, mostramos que en ese valor del parametro el punto fijo cambia de

estabilidad y aparece una érbita periddica atractora de periodo dos. En la figura 2.3
mostramos el diagrama de bifurcacién de la familia P.(x) = 22 + ¢ y puede observarse
la bifurcacion silla-nodo en ¢ = 0.25 y una bifurcacién doblamiento de periodo en
c= —0.75.
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-1.25 0.25

Figura 2.3: Diagrama de biffifcacion de ld familia de funciones P.(z) = 2% + ¢ .

Ejemplo 2.3.3. Sea ¢,(z) = pxr £ 2*con z,fi £ R una familia de funciones. Para
encontrar sus puntos fijos resolvemos:

¢u(x):$a
2+ pr —x =0,
rg=00z,=1—p.

Para verificar cudndo ocurre el cambio de estabilidad calculamos cuando |¢], (z)| pasa
de ser menor que 1 a ser mayor que 1. Primero, observe que

U (a) = 22+ p
[ 0)] = lul y [, (1= w)] = |2 = pl.
De esta manera, obtenemos los siguientes resultados.

1. Dado que [¢7,(0)] = |u| el punto fijo o = 0 es atractor cuando |u| &1y es
repulsor cuando |u| > 1.

2. |9 1(0)] = |—1] =1, es decir, el punto zo = 0 es indiferente cuando p = —1

3. Ya que |9, (1 —p)| = |2 — pf, ésta es menor que 1, si 1 < p < 3y en consecuencia
en ese intervalo el punto fijo z,, es atractor.

4. |5 (=2)| = |2 — 3| = |-1] = 1 es decir, el punto fijo z, = —2 es indiferente
cuando p = 3.
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5. Como [, (1 — p)| = |2 — pl, esta derivada es mayor que 1, si g >3 0 <1, en
eonsecuencia en la unién de estos intervalos el punto fijo x,, es repulsor.

Ahoraf para encontrar la 6rbita de periodo dos, resolvemos
Ui(r) =,
(2® + pa)? + p(a® + pz) = ,
ot + 2+ 203+ ap® 4+ 22 — 2 = 0.

Quitando las solugiones que corresponden a los puntos fijos nos queda un polinomio de

grado dos, cuyaswalecs son
—1—pu+t+/—3—2u+ p?
2

los cuales son puntos periodieos de periodo dos siempre que —3 — 2u + p? > 0, lo cual
ocurre cuando p € (—oo;—1) U (3,00). Esto significa que no hay puntos peridédicos
de periodo dos cuando p €454, 3). Para ver cudndo la érbita es atractora, debemos
verificar cuando |(47%)'(z1)| <'Lefisi que evaluamos

() (1) = U (1) - W (2) F LA+ /=3 = 20+ p2) (=1 — /=3 = 2p+ pi?)
SN2 — 1P
Resolviendo la desigualdad |4 +2u —ji?] < 1, obtenemos que la drbita de periodo
dos es atractora cuando p € 1/~ v/6, —1)4eh(3,1 + V/6) y es repulsora cuando u €

(—00,1—/6) U (14 6,00).

T2 =

Ahora, comprobamos las hipétesis ‘del teorema2.8:1, en y=—1y 2o =0
Oy
1. 0)=—-1.
5 0

s [Zo () () ()] G

. 108 102 2
3. = (5 i <0>) ; (5 Lo <o>) ] e

=—1

De igual manera verificamos que estas hipotesis se cumplen para.y = 3 y xog = —2.
Y3
1. —(-2)=—-1.
5 (2

e[ () (3) (52) o] e

3. = (%%w (-2)) + (;a&ff <<—2>>)2] — 140

L pn=3
Con esto hemos verificado que la familia 1, (z) satisface el teorema 2.3.1 en p = £1
conz =0yenpu=3conz=—2, por lo que la familia presenta una bifurcacién doblas

miento de periodo en estos valores del parametro p parametros. Ademads, mostramos
que en estos valores del parametro el punto fijo correspondiente cambia de estabilidad
y aparece una orbita peridédica atractora de periodo dos, véase la figura 2.4.
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Figura 2.4: Diagrama de bifurdacién doblamiento de periodo de la familia ¢, (z) =
pr + 2.

2.4. Bifurcacion transcritica

Esta bifurcacién ocurre cuando de¢'un lado ‘dé g tenemos un punto fijo atractor z; y
un punto fijo repulsor xs, luego en pg.ambos puntos colapsan en uno solo y al otro lado
de o cambian de polaridad, es decir, zyfse vuelyé repulsor y x5 se vuelve atractor. A
continuacion enunciamos el teorema y preséntamos uh, ejemplo.

Teorema 2.4.1. Sea f, : R — R una funcion degelase C" en la variable x y el
parametro p con r > 2. Dadas las siguientes® hipotesis:

(1) f,uo(xO) = Zo,

() %o ) =1,

0
(3) a—i(aco,uo) —0,

() 5o sa) 0

2
(5) 2l (2g) 0

Entonces f tiene una bifurcacion transcritica en el punto (o, fio)-

Ejemplo 2.4.2. Sea G, (z) = px(l — ) con z, u € R una familia de funciones. Para
encontrar sus puntos fijos resolvemos

GH(LC) = .1'7

pxr(l—z) —ax =0,
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1
ro=00z,=1——.
! f

Verificathos cuando ocurre el cambio de estabilidad analizando cuando G, (x) pasa de
ser menor, que 1 a ser mayor que 1. Primero observe que

@) = (1 - 20),

|Gu(zo)l = [l y G (x)] = |2 = pl.
Por lo tanto:
L. |G (20)] = |l =l si —1 < p < 1y el punto fijo x¢ es atractor.
2. |G| =2=pp> 1si0<p< 1.

3. |G (x)| =1y el puntefijo es indiferente. Note que cuando p = 1, tenemos que
Ty = To-

4. |G, (zo)| = [p] > 1 cuando Ju| > 1y el punto fijo 2y es repulsor.
5. |G (r,)| =2 — p| < 1si L/, < 3y el punto fijo x, es atractor.

Gy Blen 902Gy 82Go

Ademas, observeque%(l) 1, on —(1) =0, oo (1) =1#0y -5 (1) =-2#0.

De esta manera hemos comprobado que se satlsfacen las hipdtesis del teorema 2.4.1
por lo tanto, la familia G, (z)"# us(1 —e) tiene una bifurcacion transcritica cuando
=0y po=1.

Ay o
__:ir /{[_”___%__y
, 5 M

Figura 2.5: Diagrama de bifurcacién transcritica en la familia de funciones G, (z) =
px(l —x).

Ejemplo 2.4.3. La familia ¢, () = pa + 2% con x, 1 € R presenta umd\bifurcacion
transcritica en p = 1. En el ejemplo 2.3.3 analizamos el cambio de estabilidad de la
derivada, asi que ahora solamente vamos a comprobar que se cumplen lag‘cefidiciones

2,
del teorema 2.4.1 para x = 0 y u = 1. Para esto, observamos que ((;Dl( 0) =1, %( )=
x 1

82"901 32¢1
a0 =1#0y

bifurcacién doblamiento de periodo, la bifurcacién transcritica en p = 1.

5(0) =2 # 0. En la figura 2.4 mostramos, ademas-de-la
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2.5. Bifurcacion tridente

Estabiturcacion ocurre cuando de un lado de j¢ tenemos un tnico punto fijo x; atractor
(repulsor) y.del otro lado de py aparecen otros dos puntos fijos, ademds x; se vuelve
repulsor (&atractor).

Teorema 2/6:1. Sea f, : R — R una funcion de clase C" en la variable x y el
pardametro peontr > 3. Dadas las siguientes hipotesis:

1. f,uo(x(]) = X,
afm(
Ox

0
3. a—£($oaﬂo> - 07

2. Io) = 1,

62
4' ngﬁr(xmﬂﬂ) 7é 07

anﬂo
0x?

o f3

Entoces f tiene una bifurcacion twidente en el punto (xo, o).

(zo) =0y

6.

Ejemplo 2.5.2. Sea H,(z) = pz = 1

encontrar sus puntos fijos, resolvemos

con 7€ R una familila de funciones. Para

H, ()= «,

pr —x —u3 =0,

2o=00x,==%y/p—1

Note que z( existe para toda i € R, en cambio z, solo existesi p > 1.
Para verificar cuando ocurre el cambio de estabilidad, queremos™yer cuando |H) (z)|
pasa de ser mayor que 1 a ser menor que 1. Primero, observe que

_ 2
H,,(w0) = py Hy(x,) = 3 = 2p.
Por lo tanto:

1. Dado que |H|, ()| = || el punto fijo o es atractor cuando |u| < 1y es'pépulsor
cuando |pu| > 1.

2. |H}(z,)] = 3 —2u] <1 cuando 1 < p < 2, es decir, en este intervalo, el puhto
fijo x,, es atractor.

3. |H)(v,)| = [3—2u| > 1 cuando p > 2, es decir, en este intervalo, el punto fijo z,,
es repulsor.
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., O0H ., 0Hy . = O*H, B OPHy, . B

= —6 # 0. De esta manera hemos comprobado que se satisfacen las hipdte-

rema 2.5.1. Por lo tanto, la familia de funciones H, tiene una bifurcacion

tridente Kﬁlo r=0yp=1

%—1 AN
Figura 2.6: Diagrama de bifur%.hridente en la familia de funciones H,(z) = px—1?,

cuando p =1y x =0.
®

‘A
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3. Dinidmica de polinomios ctibicos

En estefcapitulo haremos un anélisis para determinar los valores en los cuales se pre-
sentan las diferentes bifurcaciones en la familia de polinomios cubicos. Ya que la familia
general de pelinomios cibicos Pi(z) = azx® + asx® + a1z’ + ap tiene cuatro pardme-
tros, en su lugars, estudiaremos a las familias conjugadas Q(x) = 2® + coa® + 1z y
Q2(r) = 2% + by} by para reducir la cantidad de pardmetros, ya que el espacio de
parametros de Py estd en R* y el espacio de pardmetros de Q; v @2 estd en R?, esto
facilita los célculos & permite hacer graficas para ilustrar sus comportamientos. Am-
bas familias de polinomies son moénicos, la diferencia entre ellas es que la familia de
polinomios @) tiene al 0 gemo punto fijo y la familia ()5 tiene al 0 como punto critico.

3.1. Familias conjugadas

En esta seccion analizaremos alguhas.familias que son conjugadas a la familia general
de polinomios ciibicos Py (x) = azx® 'aoa® + ayz' + ao.

La primera familia que analizaremos 6§ Qy(z) = 23 + byw + by y mostraremos que
es conjugada a Pi(r) y que l& fonjugacién-estd dada por una funcién de la forma
o(z) =ax+ B, a, B € R, dondé v a3 son diferentes de cero.

Para comprobar que son conjugados, resolvemos,la ecuacion

Pr(p(r) )= o(Qofer)):
de la cual obtenemos
as(ax + )% 4 ay(ax + B)* + ai(ax™ B) + ap&.a(z® + bz + by) + 5.
Desarrollando la parte izquierda
as’z® + 3asfo’s? + asa’a? + 3asa i + 2as o + ajax £.asB + asf% + a1 B + ao,
de igual manera, en la parte derecha tenemos
az® + abix + aby + 6.

Como la igualdad es entre polinomios, tenemos el siguiente sistema des€cuaciones

aza’ = a, (3.1)

3azBa’ + axa® = 0, (3.2)

3as03? 4+ 2asfa + a1 = aby, (3.3)
asf +asfi+a18+ag = aby+p. (34)

Como « es diferente de cero, de la ecuacién (3.1) obtenemos que o = . Si dividimos

1
Vas
la ecuacién (3.2) entre a? entonces tenemos que

3&3/8 + a9 = 0,
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5___

3(13

Ahoéra dividimos la ecuacién (3.3) entre o y reemplazamos el valor de 3, con lo cual

obtenentos

ai  2d’ 3ajaz — a3
by =—~—-—+a=—F——.
3@3 3(13 3@3

Finalmente, emla ecuacién (3.4) reemplazamos los valores de § y «, asi nos queda

bo as 3 Qag 2 a2 Qg
i) ror ) tar (o ) tar (o) tao— (o>
\/CL_3 5 ( 3@3) 2 3(13 “ 3&3 o 3&3
bo —aj + 3a3 — 9ajazaz + Yazay + 27agas
NLT] 27a3
2a3 + 9asaz — 9ayasas + 27agas
(3y/a3)?

De esta manera, encontramos 1gs\valores de «, 3, b; v by que nos permiten hacer la
conjugacion de P, con (3. En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado.

bo =

Proposicién 3.1.1. La familia Pl(x) = asx® + ay2® + a1zt + ao es analiticamen-
te conjugada a la familia QQ( )= % —I— bix + by y la conjugacion estd dada por

o(x) = ax + B, donde a = \/~ Y 0= 3a3

Por otro lado, tenemos a Q1 (x) = @3 cox? 4, x, que también es una conjugacién de
P;. Nuevamente la conjugacién estd_dada porda funcién ¢(z) = ax + 8, a, 8 € R, con
a vy agz diferentes de cero. Para verificar la conjugacién resolvemos la ecuacion

Pi(p(z)) =0(Q1(2)),
de la cual obtenemos
az(ax + B)° + azx(ax + B)* + ar(az + B) + ag = a(2® 47cox® + c12) + 3
asa’®z® + 3asBa’r® + aya’s? + 3asafir + 2axBax + arax + asPPNas + a1 + ag
= ar® + acr® + acix + .
Como la igualdad es entre polinomios, tenemos el siguiente sistema de ectiaciones

3

asa’® = a, (3.5)

3azBa” + aza® = acs, (3.6)

3azaB? + 2a8a + aja = acy, (3.7)
asfB® + aBt +a1f+ay = B. (3.8)

Resolvemos con la ayuda de Mathematica y tenemos que una de las soluciones del
sistema es la siguiente
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5~ 6a, (22/3 s V2B =3~ Day) 2a2> |

\3/,7

203 (7)*® — 6a1az (7)** + 12a3 () + V2 (v)*/?

T =

6as (7)*'?
ke 22/3 (9a2a2 — 6aia3as — 18a1a2 + 6a2as + ai + 9a2)
3a3 (7)2/3 ’
S V2 (W*® — 6ajas + 242 + 6as
2 - :

RN

Donde v = \/(27a0a§ — 9y =)asas + 2a3)” — 4 (a2 — 3(ay — Dag)® — 27aga+
9(&1 — 1)&2&3 — 2&%

De esta manera verificamos el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.2. La familia £y (x)\= azz® + axx® + ayx* + ag es analiticamente
congugada a la familia Q1(x) £ 43 + cox’a=€yx por la funcién o(x) = ax + 3, donde

23/2(a2—3(ai—LVa
a:—\/% y B = —6az (22/3\3/7—1- e %1 bos) — 2ay

3.2. Analisis de bifurcacion.en la familia de funciones

Q1(z)

En esta seccién, vamos a analizar la dindmica de #la« familia de funciones
Q1(x) = 23+ cp2® + cyz. Ademds, determinaremos los tipos de bifurcacién que presenta
esta familia en el espacio de parametros.

Para encontrar los puntos fijos de )1 resolvemos
Qi(z) = 2° + co2® + v = .
Por lo tanto, los puntos fijos de @Q;(z) son
r = 0
—cp /& —4(c - 1)

T23 = .

2

Observe que, cuando ¢ — 4(c; — 1) < 0 los puntos 3 no existen en R. En la figura
3.1 mostramos los valores de los parametros para los cuales existen los puntos fijos x,

Yy xs.
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Figura 3.1: Region donde z5, z3 € R.

Para analizar la estabilidad de los puntos fijos, vamos a estudiar cuando |Q](z;)| <1
para i = 1,2,3. Observe.qué Q) (z) = 32 + 2coz + ¢;. Evaluando Q) (z) en z; = 0,
tenemos que |Q}(z1)] = |c1| < I, cuando ¢; € (—1,1). Por lo tanto, en este intervalo el
punto fijo x; es atractor. Estarregion esta delimitada por las rectas ¢; = —1y ¢ = 1,
la cual se puede apreciar en 1a_figura 3.2. A continuacién, vamos a determinar las
bifurcaciones que se presentan eng€stas rectas.

4
)

7

Figura 3.2: Region donde el punto fijo z; de la funcién @, (z) es atractor.

ey
A 4

Cuando ¢; = —1, tenemos que Q)(z1) = ¢; = —1. Esto nos hagespensar que en esta
recta puede existir una bifurcacién doblamiento de periodo. Parasello verificaremos las
hipotesis del teorema 2.3.1. Observe que

o[+ (5) (52) (32) 0]
_ [1 + (%) (0)(0 + QCQ)LZI — 140

(550 0)+ (555 0)

_ (%) (6) + (‘”22‘32)2] —1+e
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Como podemos observar, & y B son diferentes de 0 independientemente de ¢y, por lo
que lasfamilia de funciones @1 (x) tiene una bifurcacién doblamiento de periodo cuando
c1 = —1ry ¢o € R en el punto fijo 1 = 0, véase la figura 3.3.

Ahord] sie; = 1y co € R. Aunque Q' (x1) = ¢; = 1 y esto nos podria hacer pensar que
existe una’bifurcacién silla nodo, note que %(0) = 0, es decir, no se cumple una de
las hipétesis-del teorema 2.1.1. Asi que vamos a ver si cumple las hipdtesis del teorema

2.4.1 para teher una bifurcacién transcritica, ya que cumple las tres primeras. Observe

que
0Q1, .\
8_01(0) =0,
9?1
aclax(o) =1 7£ 07
y 70
[ &r; (0)} = [2¢5],,_; = 2¢a.

2
De esta manera, [3831 (0)} # Oy.cuando ¢y # 0. Es decir, la familia de funciones Q) (z)

tiene una bifurcacion transcritica engelpunto fijo ;1 = 0 cuando ¢; = 1y ¢ # 0, véase
la figura 3.3.

Figura 3.3: Diagrama de bifurcacién de la familia Q(z) = 2® + cox? + ¢y z-con ¢y = 2.

Por otro lado, cuando ¢; = 1y ¢; =0, ya que Q(x1) = ¢; = 1, vamos a cdmprobar si
se cumplen las hipotesis del teorema 2.5.1.

Q1 .\ _

P =0
Q1 _
00181‘ (0) =1 ?é 07

9*Qy
<o>} o)y =0,
|: 8.732 c1=1,c2=0 b 0
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Por lotanto, si ¢; = 1y ¢o = 0 la familia de funciones () tiene una bifurcacion tridente
en el punite fijo x; = 0, véase la figura 3.4.

- A
h""'--.. x
h“.h
H"s
1-.
N
N
----------- ——i--- P
1 s 1
1l 7
,,f
/”
-—"-’

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacionetridente en la familia de funciones Q;(z) = z* +
cox? + cix con ¢; € Ry ¢ = 0 en el pinto fijo z; = 0.

Ahora determinaremos los parameétros ‘para los cuales los puntos fijos

—Co. T O3 4(c) — 1)
2

To3 =

son atractores. Para ello verificaremos'cuéindo Q(7))= 322 + 2cox + ¢; evaluada en T3
eslo—1.

Sustituyendo,

Vi —Ae — 1
Q/1<x2’3):3_201+02:':62 022 (1 )

La curva que corresponde a ()} (x23) = 1 estd dada por
Ci = {(c1,c2) ER?*: 4¢3 — c1c5 — 8¢y + ¢ + 4 <0
y la curva que corresponde a Q) (z23) = —1 estd dada por

Cy, = {(01,62) € R2 - 46% — clc% — 16¢; + 36% +16 = O}.

Usando Mathematica determinamos que las curvas en C; estan dadas por<e,= 1y

16-+c3+c24/c3—16 o — 16+c2—ea8/ 316

c = 1—|—% y las curvas en Cy estan dadas por ¢; = S yc = S
Ahora, estudiaremos las bifurcaciones que se presentan en estas curvas. En primer
lugar, si ¢y = 1y ¢ € R, entonces 9 = 0y x3 = —co. Es decir, el punto fijo x1 =0
tiene multiplicidad dos. Anteriormente mostramos que si ¢; = 1 y ¢o # 0 la familia
de funciones tiene una bifurcacién transcritica en el punto fijo xy = 0, mientras que si
c1 = 1y ¢ = 0 tiene una bifurcacion tridente, en este caso x; = x5 = x3. Por lo que

falta verificar lo que ocurre en x3 = —co cuando ¢y # 0.
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Co

&

Figura 3.5: Las regiones A y_ B, corresponden a los parametros donde los puntos fijos
To y T3 son atractores, respectivamente.

Si 3 = —cy # 0, entonces Q' (w3)'=_1+ c3 > 1; por lo tanto, la familia de funciones
Q1(z) no presenta bifurcacién en el punto fijo xs.

En la curvac; =1+ f y Ca #_ 07tenemos que x93 = = —%. Cuando ¢; = 0 esto implica
que ¢; = 1 y ese caso ya lo consideramos."Por’otro lado, Q’ (—%) =1, lo cual nos hace
pensar en la posibilidad de una bifureacion silla nodo, para ello vamos a verificar si se
cumplen las condiciones del teorema 2.1.1.

62 C: C:
Ya que Q{(—=%) =cay %cg;( 2) = 2 yep# 0, etitonces Qf(—%2) #0y %("321( %) #0.
Por lo tanto, en la curva ¢; = 1 —|—  a familia de funéiones (21 tiene una bifurcacion
silla nodo en el punto fijo x93 = —%, cuande c; # 0, vease la figura 3.6.

Figura 3.6: Diagrama de bifurcacién silla nodo en la familia de funciones QNx).=

2?4 e + cjr con ¢ = 14+ 2 y ¢ # 0 en los puntos fijos x93 = —%.
16+02i02\/c2716 . ;
En la curva ¢, = —2—F">—, tenemos que Q(72) = —1 si ¢y € [4,00), asi que

vamos a verificar las condiciones en los parametros para que se cumplen las hipotesis
del teorema 2.3.1, para ello tenemos que calcular & y (5 .
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16+02+02 V2

Como ¢; = , tenemos que

R 1
G=—g ( 2¢o + \/551) (8 + co(=Heg + 34/ =16 + 3 + 4\/561)

B:1+i(%,—a@&f,

donde §; = \/—8 +'c3v— con /3 — 16.

Graficando las expresiones de & y 8 como funcién de ¢y, se aprecia que siempre son
distintas de 0, vedse las\iguras 3.7 y 3.8 respectivamente.

.45 Ca, 3
—20
—10
4
QO 2 4 5 Co

Figura 3.7: Grafica de & como funs=Figura 3.8: Grafica de B como fun-
cién de cp para el punto fijo/ws y' cion de ca en el punto fijo xo y

o 16+c§+02\/c%—16 T\ 16+C§+62\/C%—16

cL=——g - 17 8

164c2—c24/c2—16
8

. 1 /
o = 32 ( 2C2 + \/—(52) (8 -+ CQ(—5C2 + 347 —16 + C% + 4\/552))

~

f=1+

donde §, = \/—8 + 3 4 ca\/ 3 — 16.

Graficando las expresiones de & y ,@ como funciones de ¢y, se aprecia/que siempre son
distintas de 0, véase las figuras 3.9 y figura 3.10.

Cuando ¢; = , entonceés

@@+3¢%ga

A~ =

15 2, é
—0.05¢
—0.10f 40
20
~ ¢ t + ' + —Pp
Q| 4 5 Co
Figura 39 Gréﬁca de d CcOomo fun— Figura 310 Gréﬁca de B Ccomo fun_
cion de cy para el punto fijo 22 y ciéon de ¢y para el punto fijo zy y
o = 164+c2—ca4/c3—16 o — 16+c3—caq/c2—16
— s 1= 5
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Por lo tanto, la familia de funciones @ () tiene una bifurcacién doblamiento de periodo

16+c§+02\/03—16 16—&-03—02\/05—16

en elpunto fijo x9, cuando ¢; = 5 y co € R o cuando ¢; = S
y eaneAl; 00), véase la figura 3.11.

Al_ T

-

Figura 3.11: Diagramas de bifdrcacion doblamiento de periodo en la familia de funciones
Q1(1) = 23+ cox? + 1, con ¢y ‘@{8y50), en el punto fijo z5. En la figura de la izquierda

_ 16+c3+cay/c2—16 164c2—c24/c3—16

c = 5 y en la figura de la derecha ¢; = S

16+c3tcay/c3—16
Ahora vamos a estudiar el caso dende'()|(z3) = —1. Es decir, ¢; = 2— con

¢y € (—o0, —4]. Nuevamente, vapmos_ a vetifiear si se cumplen las hipotesis del teorema
2.3.1.

16+c2+cm /3

, entonces

1
== ( 20y + \/5(51> (8 & Ca(hcy —B1\ 16 + 2 +4\/§61)

. 1 2
B=1+7 (4c2+3\/§51> ,
donde §; = \/—8 + 3 — /3 — 16.

Graficando las expresiones de & y B como funciones de ¢y, se apregiayque siempre son
distintas de 0, vedse las figuras 3.12 y 3.13.

Cuando ¢; =

o o
0.15 40
20

'.75- 74 1

0.05 <
‘CQ -8 -6 —4 Co

Figura 3.12: Grafica de & como fun-
cion de ¢y para el punto fijo z3 y

16+c3+cay/c2—16

C1 = g
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Figura 3.13: Grafica de 8 como fun-
ciéon de ¢y para el punto fijo z3 y

_ 16+c3+cay/cE—16

C1 = g



16-+c3—c24/c2—16

Cuando ¢; = 3

Q

f=1+

donde §, = \/—8+c§ + co0/ 3 — 16.

, entonces

1
5 <202 + \/552> (—8 + ¢(5ep + 34/ —16 + & + 4\/552))

(402 + 3\/§52>2 )

Graficando las expresiones de a y S como funciones de ¢y, se aprecia que siempre son

distintas de 0, veasesdas figuras3.14 y 3.15.

A ‘ s
*a o}
10 l
140
[ +20
Co -5 —4 62 5) 4

Figura 3.14: Grafica de & como funcion

Figura 3.15: Gréfica de § como funcién

164c2—ca4/ 2716

8 : de ¢, para x3y ¢ =

164c2—c24/c2—16

8

de ¢y para x3y ¢y =

Por lo tanto, la familia de funciones (4 () tiefle una bifurcacién doblamiento de periodo

16+c§+czw/c§—16 16+c%—czy/cg—16

en el punto fijo x3, cuando ¢; = ——F5%— € cr= 5 y o € (—00, —4],
véase la figura 3.16

AT VT4
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1

1 |
A t

"o

Figura 3.16: Diagramas de bifurcaciéon doblamiento de periodo en la familia~de funciones

16-+c3+ca4/c2—16

Q1(x) = 23 + 2% + ¢y con ¢; = S y ¢2 € [4,00) en el punto fijolzs.

3.3. Analisis de bifurcacion en la familia de funciones

Qa(z)

Sea Qo(r) = z* + bz + by una familia de funciones conjugada a P;. Para analizar la
dindmica de la familia de funciones @)2(x) vamos a analizar el comportamiento de sus

43



puntos fijos.

Si bg"= by = 0, entonces Qy(x) = z* y para encontrar sus puntos fijos resolvemos la
ecuacién

Qz(l") =,

la cual e§ equivalente a
z(z® —1) = 0.

Por lo tanto Qg'tiene tres puntos fijos z; = 0 y x93 = +1. Observe que Q}(z) = 32,
asi que Q5(0) =0y1Q5(£1) = 3. Por lo tanto, x; es un punto fijo atractor y los puntos
fijos x9 y x3 son pépulsores. Ademds, la dérbita de los puntos xy € (—1,1) converge
asintoticamente a 0ty 8i"zy € (—00, —1) 0 zg € (1,00) la érbita de zy converge a —oo
0 00, respectivamentefveése la figura 3.17.

< | | | >

-1 0 1

Figura 3:17: Orbitas de la funcién 2.

Por otro lado, si by = 0y by # 0 entofieds Qo(z) = 23+ by y para encontrar sus puntos
fijos resolvemos
Y b =z,

(x> + b ¥1) =0.

Por lo tanto, tenemos tres puntos fijog x1 =04 @3 = £+/1 — b;. Note que z; existe
para todo by € Ry 293 € Rsi by < 1.

Por otro lado, Q}(z) = 32 + by, por lo_ que Q4(0).#D;. Esto implica que x; = 0 es
atractor si [by| < 1. Ya que Q4(£+v1 — b)) & 3 — 2b; $€nemos que |3 — 2by| > 1 cuando
by < 1 por lo que los puntos fijos 5 3 son repulsores. Ademas, si by =1, 1 = 22 = x3
y se presenta una bifurcacion.

Ya que

0°Q2 0°Qy

X0y =0, 2% 0 =120, 2% 0) =0, y L2512 6 20,

b, (0)=0, 0b,0x

tenemos que se satisfacen las hipotesis del teorema 2.5.1 y en consecuencia cuando
bo =0y by =1 la familia Qo(z) = x* + byz + by tiene una bifurcacién’ tridente en el
punto fijo z; = 0, vease la figura 3.18.

Figura 3.18: Diagrama de bifurcacién tridente en la familia de funciones Qy(z) =
2%+ bix con by = 0y by = 1 en el punto fijo z;.
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Para determinar donde puede haber bifurcacion silla nodo, transcritica o tridente,

resolvémos la ecuacién Q4(z) = 3z + by = 1, y esto nos da x1, = +4/151.

Sin embargo, para que exista alguna bifurcacién también es necesario que ;2 sean
puntos fijoss es decir, que sean solucién a la ecuacién Qo(z) = 2% + bz + by = =,
para x; ést@ ocurre cuando by = —5\/3 —3b1(—1+ by) y para x5 ocurre cuando by =

2 /3= 30 =1+ by).

Si graficamos asbycomo funcion de b; obtenemos las curvas que se muestran en la figura
3.19. La de color azul_ corresponde a x; y la de color verde a x».

L bl
7
/——1

Figura 3.19: Curvas donde 10§ puntos fijos x; son indiferentes, para ¢ = 1, 2.

De esta manera tenemos los valores dewss y by para los cuales se cumplen las primeras
dos condiciones de los teoremag2.1.1, 2.4.1 v 2.5.1. Ahora bien, vamos a verificar las
demés condiciones para poder domncluir cual\bifurcacion existe en estos parametros.

Como QY(x) = 6z, tenemos que QM(m12) =£2v3/1 — by, es decir, Q4(z15) = 0 si
by =1 y Qg(l’lyg) 7é 0sib <1.

Por otro lado, 6%1@2 =z, y ya que x1 2 # 0)entoneéseexiste bifurcacién silla nodo para

23Q2
Ox3

by < 1, tal como se muestra en la figura 3.20. Ahora, dédde_que
tridente si by = 1, como se ve en la figura 3.18.

= 6 hay bifurcacién

Am
— i

by

Figura 3.20: Diagrama de bifurcacién silla nodo en la familia de funciones Qy(%) =
2% + bix — 2, en el punto fijo x = —1 para el pardmetro by = —2.

Para determinar donde puede haber bifurcaciéon doblamiento de periodo, queremos que

Q4y(z) =32*+b; = —1, yestonos da z34 = + ’1;”1, es decir, los puntos fijos existen
si bl S —1.
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Ya que también deben ser puntos fijos, deben ser soluciones de la ecuacién Qq(z) =

2V/—T4b1 (—2+b
% +bix + by = x, para x3 esto ocurre cuando by = —% y para xj ocurre
2V/—T4b1 (—2+b
cuando b, = % Ambas curvas se pueden ver en la figura 3.21 en color azul

y verde, respectivamente.

Como las cgiarvas solo estan definidas cuando b; > 1 y para que los puntos fijos existan
by < —1, congluimos que esta familia no presenta bifurcaciéon doblamiento de periodo.

0.15550

0.05+

—0.05

—015

Figura 3.21: Curvas donde’los puntos fijos x; son indiferentes, para ¢ = 3, 4.
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Conclusion

En la se€cién 1.8 mostramos que cuando dos funciones son difeomoérficamente conjuga-
das, estas tienen la misma dinamica. En este trabajo mostramos que la familia general
de polinomioseribicos Py (z) = azz® + asx?® + a;x! + ag es analiticamente conjugada a
la familia Q1z)&= > + co2? + ¢ de polinomios ménicos que fijan al 0 y a la familia
de polinomios moéfiicos Qo () = 23+ by + by que tienen al 0 como punto critico. Por lo
que fue suficiente“estudiar la dindmica de estas dos familias de polinomios cubicos que
sélo tienen dos pardimetros para entender la dindamica de todos los polinomios ciibicos.
Para ambas familias ‘sespudo calcular los puntos fijos y las curvas donde estos presen-
tan bifurcacién. Ademas, eon la ayuda de Mathematica pudimos caracterizar todos los
parametros sobre estas curvas donde los polinomios ciibicos presentan alguna bifurca-
cion tal como silla-nodo, doblamiento de periodo, transcritica y tridente. Es importante
mencionar que la bifurcacién(tridente no se presenta en los puntos fijos de la familia
de polinomios cuadraticos.

47



Bibliografia

[B] Bedrden, A. (1991). Iteration of Rational Functions. Springer Verlag.

[BKM] Bonifant, A., Kiwi, J., and Milnor, J. (2010). Cubic polynomial maps with
periodic ceitical orbit, part ii: escape regions. Conformal Geometry and Dynamics
of the Américan Mathematical Society, 14(4), 68-112.

[BH] Branner, B: Hubbard, J. H. (1992). The iteration of cubic polynomials Part II:
Patterns and parapatterns.

[CG] Carleson, L., Gamelin, T. (1993). Complex Dynamics. Springer Verlag.

[D] Devaney, R. L. (1992)¢ An Introduction to Chaotic Dynamical Systems (2nd Edi-
tion).

[dMvS] de Melo, W., van Strien,.S. (1992). One Dimensional Dynamics. Springer-
Verlag.

[DH| Douady, A., Hubbard, J. (198%). Etude dynamique des polynémes complezes.
Publication Mathématiques d’Orsayy 84-02, 85-04.

[H] Hirsch, M. W. (1976). Différential Topolagy. Springer Verlag.

[L] Lyubich, M. (1997). Dynami€seof-quadratic polynomials, I-II. Acta Mathematica,
178, 185-297.

[M1] Milnor, J. (2006). Dynamics in‘on€ compleg variable (Third edition). Annals of
Math. Studies, 160, Princeton Univérsity Press.

[M2] Milnor, J. (1992). Remarks on iterated/cubic mapsy Experimental Mathematics,
1(1), 5-24.

[IMT] Marsden, J. E., Tromba, A. J. (1991). Cdlculo vectorial fVol. 69). Addison-Wesley
Iberoamericana.

[P] Perko, L. (2013). Differential Equations and Dynamical SystemsVol. 7). Springer
Science & Business Media.

[R] Robinson, R. C. (2012). An introduction to dynamical systems: continuous and
discrete (Vol. 19). American Mathematical Society.

48



	WhatsApp Image 2024-08-19 at 11.55.22 AM
	Reina Marisol Madero Hernández
	Indíce de figuras
	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Marco Teórico
	Justificación
	Pregunta de Investigación
	Hipótesis
	Objetivo General
	Objetivos Específicos
	Metodología
	Preliminares
	Iteraciones
	Órbitas
	Puntos atractores y repulsores 
	Órbitas atractoras y repulsoras
	Variedades diferenciales
	Teorema de la variedad central
	Teorema de la función implícita
	Conjugación topológica

	Teoría de Bifurcación
	Bifurcación silla nodo
	Bifurcación silla nodo en varias dimensiones
	Bifurcación doblamiento de periodo
	Bifurcación transcrítica
	Bifurcación tridente

	Dinámica de polinomios cúbicos
	Familias conjugadas
	Análisis de bifurcación en la familia de funciones Q1(x)
	Análisis de bifurcación en la familia de funciones Q2(x)

	Conclusión
	Bibliografía




