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Introduccion

El cerebro humané representa un gran desafio para la ciencia debido a su
complejidad y ha side” estudiado desde diferentes perspectivas y con dife-
rentes herramientas ¢omo la electroencefalografia, la cual es una técnica de
exploracion neurofisiologicaque registra la actividad bioeléctrica cerebral a
partir de electrodos cologades en el cuero cabelludo, un electroencefalograma
es el registro obtenido mediante esta técnica.

De esta manera, se considerasel electroencefalograma (EEG) para estudiar
anomalias patologicas’en el cerebro-tales como focos epilépticos, calcificacio-
nes y tumores (edemas),#a.que su régistro corresponde al potencial generado
por grandes conglomerados ‘de, neuronas*que trabajan simultaneamente y son
llamados generadores del EEG=0 fuentes bioeléctricas que pueden ser corti-
cales y subcorticales. En estefCaso, pata establecer correlaciones entre las
fuentes y las mediciones, se han.utilizado problemas de valores en la fronte-
ra. El estudio de estas correlaciones dleva a €omsiderar a la cabeza modelada
por una regiéon compuesta por capas conducteras. Dicha region se llamaré
dominio que, como se menciond, se subdivide én_varias subregiones (capas)
separadas por sus respectivas fronteras, que pueden”considerarse como inter-
faces que separan a las mencionadas capas conducteras. Utilizando la apro-
ximacion cuasi-estatica de las ecuaciones de Maxwell, sedlega a un problema
de contorno eliptico que considera una condicién de contorno de Neumann
nula en la frontera de la region que representa a la cabeza. En este caso,
dicha frontera representa al cuero cabelludo. En las interfaces que separan
las capas, se consideran las llamadas condiciones de transmisién (continuidad
de los potenciales y de los flujos normales de la corriente).

Un modelo matematico para el cerebro en este contexto es el que se presenta
en [1], [5] v [8]. En este modelo la cabeza humana se divide en diférefites
capas conductoras con conductividad constante y diferente en cada capa:
Consideraremos que la conductividad de la region ocupada por el tumor-es
mayor a la del cerebro sano [5] y [11]. Esto debido a que los tumores pre-
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sentan un contenido de agua mayor al de los tejidos sanos; en el caso de las
células cancerosas se despolarizan, sus cargas migran hacia las membranas y
esto.hace que su polaridad sea mas negativa. Por todo lo anterior, se pueden
congideérar los siguientes dos casos:

1. La“capa fibrosa es muy delgada y la podemos considerar como una
interfaz 191 que separa al cerebro sano, {25, del tumor, ;. De esta
manera, rabra una fuente g que genera el EEG anormal. Dicha fuente es
una funcién.definida sobre la superficie S; que representa dicha interfaz.
La regién"{2stiene una frontera exterior S,. Esta fuente g genera un
potencial eléctrieo u; en cada una de las regiones €2;, 1 = 1,2

2. La capa fibrosa~n6 es tan delgada, si no que es una capa anular, €),,
que de igual manera’separa al cerebro sano, €23, del enfermo o tumor,
1. En este caso, lasfuente f que genera al EEG anormal se encuentra
definida en . Entre las regiones 2; y {25 hay una interfaz de sepa-
racion, S;. Entre las regiones (), y {23 hay una interfaz de separacion
Ss. Y finalmente#2; tiene una frontera externa S3. En estas interfaces
se deben considerardas condigiones de transmisién, la igualdad de los
potenciales respectivas)y de las"componentes normales de la corriente
respectiva.

Nos concentraremos en el primer~caso, que se modela con el siguiente pro-
blema de valores en la frontera 1.

Auy =.0, en N (1)
Aus = 0, en (U (2)

con las condiciones de frontera

u; = ug, sobre Sy, (3)

ou u
o1 8_n1 = o a—nj +g, sobre S, (4)
UQZ_ZZ = 0, sobre S, (5)

donde n4 es el vector normal a S; y ns es el vector normal a Ss.
En relacién con el modelo (1)—(5) tenemos las siguientes dos definicieies:

Definicién 0.0.1. Problema Directo. Dada la funcién g definida sobre(S;,
el problema directo consiste en hallar la restriccién a la frontera de la region
de la solucién del problema anterior (medicién), es decir, hallar V' = us|g,.



Figura 1: Modelo geo

ico de un cerebro y un tumor concéntricos.

Definicién 0.0.2. Pr lemg Inverso. Dada la funciéon V' definida sobre
S5, el problema consi%ajlaa? funcion fuente g definida sobre Sy, tal
(1)

que la solucion u del pr

&atisfaga que V = uylg,.
En esta tesis nos concentramtas en blema directo en dos dimensiones.

En las ecuaciones (1)—(5) se wl;lece acién del EEG con el tumor via
g. Asi, que resolviendo el probléma direc a una g dada tendriamos dis-
ponible un EEG tedrico con el ctialivalida su momento la solucién del
problema inverso, esto deja claro la unportanc@e saber resolver el problema
directo antes del inverso, aunque en las aplicaciénes reales lo que se necesita
es resolver el problema inverso.

El problema inverso es mas dificil de resolver que @oblema directo, pero
en ambos casos, en la mayoria de las situaciones solo podemos aproximar la
solucién, ya sea por algin método analitico como seri& Fourier o algin

| P
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Marco teorico

En 1935, Foster'describié registros de EEG directamente de un cerebro abier-
to durante una operaeion. Demostré que el tumor por si mismo no produce
actividad eléctrica, sitho que, el tejido cerebral que lo rodea produce ondas re-
gulares lentas. Por otra.parte, durante sus experimentos, Sarkisov encontro
que en el EEG sobre lagregion de la ubicacion del tumor, en ocasiones se
registran ondas lentas [7] y J#6]. Otros investigadores confirmaron sus obser-
vaciones. Este EEG anormaly sugiere que hay una fuente que genera ese EEG
anormal. Como en el tumor no puede haber fuentes, se propone que dicha
fuente, se encuentre én/la_capa fibrosa. Como se menciond, la capa fibrosa
puede ser delgada o gruesa,.Jo.que lleva a dos modelos matematicos en ecua-
ciones diferenciales parciales’con condiegiones de frontera tipo Neumann.

En este trabajo, nos concentrarémos en €l estudio de un tumor cerebral (ede-
ma). Cuando un paciente tiene.un tumorglazona afectada cambia su con-
ductividad y se genera una capa fibrosa qdese envuelve. Es alli donde se
genera una corriente secundaria que producesan EEG anormal. La capa fi-
brosa puede ser delgada o gruesa:

En el caso que sea delgada: Puede considerarSe.como la superficie de
separacion entre la regiéon ocupada por el tumor y el eérebro sano.

En el caso que sea gruesa: La fuente generadora delBEG se puede con-
siderar como una fuente volumétrica.

En esta tesis nos concentraremos en el problema directo en dos dimensiones,
considerando su solucién mediante series de Fourier [1] y por élemento finito.
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Justificacion

El electroencefalograma (EEG) es un método no invasivo para identificar en
que parte del cerebro.se encuentra una anomalia, es decir, que a través del
estudio de un EEG s¢ busca la parte del cerebro afectada. Sin embargo, para
poder resolver el problemarinverso, que es el iteresante desde el punto de
vista médico, se debe peder, saber resolver primero el problema directo, es
decir, suponer que se conoge™la parte del cerebro afectado y en particular
cual seria su efecto en el cuero cabelludo (que se mide con el EEG).

En esta tesis, estudiafemos.el preblema directo para tumores cerebrales, por
ello daremos como conogido, el tumor_ cerebral y llegaremos a un EEG.

Pregunta de Investigacion

Dado un tumor en el interior del cerebro, ;S€ puede conocer su efecto en la
corteza craneal o cuero cabelludo (donde se ¢olocan los electrodos)?

Hipétesis

Para un tumor en el interior del cerebro, para el cual se ¢onoee su descripcion
matematica se puede conocer su efecto en la superficie craneal o cuero cabe-
lludo modelando el fenémeno como un problema en ecuaciones diferenciales
parciales.
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Objetivo General

Dada una fuente.sobre una regién interna cerebral (la frontera del tumor), en-
contrar la funcién potencial que se genera sobre la superficie cerebral (EEG).

Objetivos Especificos

1. Estudiar el modelo matematico para un tumor cerebral en 2D descrito
en [1] y [2].

2. Estudiar la existeneiay unicidad de la solucién del modelo.

3. Resolver numéricamente el problema directo asociado con el modelo en
[1] y dada una fuente obtener el EEG.

IX



Metodologia

Para alcanzar 1os.ebjetivos de este trabajo, se requiere:

» Estudiar la fisiolegla de los tumores cerebrales [1].

» Estudiar el modelo'en EDP ‘s asociado a un tumor cerebral descrito en
[1], [2] ¥ [4].

» Estudiar el concepto de‘existencia y unicidad de soluciones débiles en
EDP [3].

= Resolver numéricaniente el m@delo para un tumor cerebral en 2D, en
su versién de problemaldirecto per series de Fourier y elemento finito

1], [3].



Requerimientos

Acceso a tnabase de datos de mateméaticas como Mathscinet.
Acceso a préstamos en la biblioteca.

Una computadora eon MATHEMATICA para hacer las simulaciones y
las graficas, asi come”con un procesador de LATEX para la redaccion
del trabajo.

Papeleria para impresion (500 hojas).

XI



Cronograma de Actividades

Meses

Actividades

Estudiar la fisiologfa del cerebro
y conceptos bésicos.

Estudiar el concepto desproble-
mas directos e inversos para un
tumor cerebral.

Estudio del modelo (L)#(5).

Estudiar el concepto/de=solucio=
nes débiles del problemagdirecto
para un tumor cerebral.

Estudiar soluciones por series de
Fourier de (1)-(5).

Estudiar la teoria bésica del
método de elemento finito para
resolver EDPs.

Aplicar el método de elemento
finito para resolver el problema

(1)-(5).

Redaccion de la tesis.

XII



Capitulo 1
Fisiologia del cerebro y
conceptos basicos

En este capitulo presentaremos los conceptos basicos del cerebro que estan
asociados con la técnica dé 1a electroencefalografia, por ejemplo la actividad
bioeléctrica y el resultado de la electroencefalografia, que es el electroencefa-
lograma (EEG).

1.1. Electroeneefalografia

Definicién 1.1.1. Definimos la electfoencefalografia como el estudio de un
EEG que mide la actividad del’cerebro mediante electrodos (tubos con discos
de metal) colocados sobre el cuerg=¢abellidolen estado de reposo, vigilia o
sueno, entre otras activaciones paxa‘el cerebr6, todo lo obtenido es impreso
en un papel en movimiento o proyectado en unafionitor. Lo que se registra
del EEG corresponde al potencial generado porggrandes conglomerados de
neuronas que trabajan simultaneamente y son llamados, generadores del EEG
o fuentes bioeléctricas que pueden ser corticales o subcorticales [1].

La actividad bioeléctrica cerebral que se registra en eLEEG con el sistema
de electrodos antes mencionado, esta compuesto por un nimero diverso de
ondas que se encuentran, ya sea aisladas o en grupos, las cuales difieren unas
de otras por los siguientes pardmetros [12]:

Frecuencia: Se refiere al nimero de veces que una onda se repité en un
segundo (ciclos por segundo o Herzios (Hz)) y de acuerdo a esto sespuede
clasificar en cuatro tipos: Delta, Theta, Alfa y Beta.

Amplitud: Es la distancia entre la linea base y el pico de la onda expre;
sada en microvoltios (uV).



Capitulo 1 2

Forma: Es la forma de una onda, la cual puede ser regular, irregular,
aguda, compleja, etc.

Distribucion Topografica: Indica el lugar en el cerebro, en el cual apa-
rece uny fenémeno eléctrico. De igual manera, puede ubicar fisiologicamente
las distinta$ frecuencias dependiendo del area del cerebro al que corresponda,
esto se puedeapreciar de mejor manera en la Figura 1.1.

Fronital lobe Parietal lobe

TempgiaiiGpe .

Pors Cerebellum

Spinat cord

Figura 1¢1: Partesdeltcerebro.

Las bandas de frecuencia, tienen ciertas caraeteristicas que las distinguen,
las cuales describiremos a continuacion, ver Figura'l.2.

Banda Delta:

» Frecuencia de 0.1 a 4Hz.

= Amplitud: Variable, Mayor de 50uV.

= Distribucién: Propia de la infancia, ninos menores destres meses.
Banda Theta:

» Frecuencia de 4 a THz.

» Amplitud: Mayor de 40uV, si es menor de 154V puede considerarse
como anormal.

m Distribucién: Fronto—central.
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Banda Alfa:
s Frecuencia de 8 a 12Hz.

« Amplitud: De 151V, la cual puede variar segin: la distancia inter elec-
trodos, cambio en la densidad ésea, la edad, es decir, a mayor edad,
menor, voltaje.

= Distribdcién: Occipital.

Beta

AMTVAMTANAN AWM W A AN
\,\I\/J\/\/\_\/V‘\,V\/\/\/\/.\/’\/\/\/\/\/V\/\/\/—\/\/\ Alpha

PNNANA A A, et
MJ\/ Delta

Tisec

Figura 1.2: Bandas de Frecuencia [1].

1.2. Anomalias en el cerebro hiimano

Definicién 1.2.1. Una anomalia fisiolégica correspondega, una alteracion
en el tejido cerebral sano causadas por enfermedades, alteraciones o herencia
familiar, las cuales deben ser tratadas por médicos especialistagsen el area.

Podemos clasificar las anomalias como:

» Tumores: Es una masa de células en el cerebro o cerca de este. Se
pueden formar en el tejido cerebral o cerca del mismo. Dentro de 10s@ue
se ubican cerca del cerebro se incluyen las que ocurren en: los nervies Ja
glandula pituitaria, la glandula pineal. Los tumores pueden ser benignos
(sin células de cdncer) y malignos (con células cancerigenas). A los
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Figura 1.3:”Zona afectada en el cerebro por un tumor.
ver: https://www.dacer.org/como-se-diagnostica-un-tumor-cerebral /

tumores que comiengarren el cerebro se les denomina tumores primarios
y a los tumores que avanzan al cerebro de otra parte del cuerpo se les
conoce como metastésieos-o secundarios (Figura 1.3).

= Calcificaciones:/Esun trastotno mediante el cual el calcio que entra en
el cuerpo y que generalmentesessabsorbido por los huesos y los dientes,
se deposita en el cerebro, lo cual” puede causar danos en el érgano e
interferir en sus funciones (Figuré 1.4).

Figura 1.4: Zona afectada en el cerebro por una calcificacién [1].

» Edemas: Los edemas resultan cuando hay una acumulaciénwdediquidos
en las celulas cerebrales, lo cual provoca una inflamacion, esto.debido a
que las neuronas cerebrales aumentan su tamano y aumentan de'manera
anormal el volumen del plasma (la sangre) intracraneal (Figura 1.5).
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Figura 15: Zona afectada en el cerebro por un Edema.
ver: ver: https://www.dacer.org/como-se-diagnostica-un-tumor-cerebral /

En este trabajo, comsideraremos el caso de una sola anomalia, un tumor
cerebral.

1.3. Actividad lenta polimoérfica y las ondas
tipo Z

Definicién 1.3.1. Las ondas tipo Z;xqué«de igual manera se les conoce como

ondas agudas anchas, son un/tipo de onda~Pelta con una forma distintiva y
briscamente difasica las cualesg@curren de I a 3 segundos en una amplitud
mayor a 100uVolts alcanzando tip"maximo de 500uV olts.

Definicion 1.3.2. La actividad lenta polimorfica, consiste en ondas epilep-
tiformes que normalmente se generan al comienzosdel crecimiento del tumor
cerebral (astrocitoma y meningioma). Mayorment€, en este caso, las ondas
se encuentran en el lugar donde se ubica el tumor (g6lo en el cerebro) y se
vuelven prominentes en la regién donde se ubica la anomalia.

1.4. Modelo cuasi—estatico para identificacion
de fuentes

En esta seccion describiremos un modelo matematico general patada iden-
tificacion de fuentes, el cual ha sido utilizado en diversos articulos [1]i.[5]. En
este modelo la cabeza se modela a través de capas conductoras que mantienen
conductividad constante pero diferente en cada capa. La actividad eléctrica
del cerebro se genera por el intercambio iénico entre las células y se registré
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por medio de electrodos colocados en el cuero cabelludo (EEG). El intercam-
bi6,i6nico mencionado anteriormente, genera una corriente primaria, la cual
denotamos por JP. Por lo cual, JP genera potenciales electromagnéticos que
se rélagionan con 2 campos vectoriales: Uno eléctrico E' y otro magnético B
los cuales estan acoplados.

Experimentalmente se ha logrado obtener que para frecuencias de hasta
1KHz, losstejidos corporales actiian como un medio resistivo, debido a que la
impedancia_capacitiva entre los tejidos es demasiado pequena. Por lo cual,
la corriente désdesplazamiento se puede despreciar; esto quiere decir que la
ley de Ampere-Maxwell se puede escribir como:

VxH=/J, (1.1)
donde H es el campo dé induccién magnética. Ahora tomamos la divergencia
en ambos lados de la igualdad:

V.- J=0. (1.2)

Debemos resaltar qué (1.1 describe el estado estacionario del sistema.
En parte de la literatura.es-dlamado modelo cuasi-estético [1] y [5] y de igual
manera mantendremos eSte=nembre aslo largo de esta tesis.

Por otro lado, debido a que las fuentes bioeléctricas no radian una can-
tidad notoria de energia y debide, que la.distancia de observacién como el
tamano de la fuente son mucho'menores a‘la longitud de onda asociada a la
frecuencia mas grande producida‘per los proceses bioeléctricos del cerebro,
estas senales se comportan con variacion lenta; per lo cual:

0B
= 0. (1.3)

De lo anterior y la ley de Faraday se halla que:

V x E =0. (1.4)

A partir de ello consideramos:

E = —Vu, (1.5)

es decir, F es un campo conservativo. Ahora tomando las propiedades de
linealidad y homogeneidad de los tejidos cerebrales, las corrientes dependent
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de las fuentes en el instante correspondiente y ademas obedecen el principio
dé superposicion. Por lo cual, la corriente total puede ser expresada como la
superposicién de una corriente debido a una fuente impresa J¥ y la corriente
producida por el campo eléctrico £ en una region de conductividad o, del
cerebre;esto lo podemos ver como:

J'=JF + ¢E.

Calculamiosa divergencia en ambos lados y sustituimos (1.5) para obte-
ner:

—V - (=Vu) = %v -JP. (1.6)

Por lo que

Au = f, (1.7)

donde f = %V -JP y se denomiina como fuente bioeléctrica. Ademds, A = V2
es el operador de Laplace o laplaciano. De este modelo podemos decir que la
fuente y el potencial producido estém relacionados por medio de (1.6).

En la region €25, el potencial produgcido por la fuente bioeléctrica satisface
la ecuaciéon de Laplace, es degir;

A4 =0, en Oy, (1.8)
U1 = ug, sobre S, (1.9)
ou ou .
ala—ni = OQa—nZ + 5% - nq, sobre’S;, (1.10)
0
a—zz = 0, sobre S;. (1.11)

1.4.1. Problema de Contorno Electroencefalogrifico (PCE)

Tenemos que en el PCE la influencia de una fuente volumétriea, de co-
rriente neuronal se refleja en la parte derecha de la ecuacién (1.7) yNa de una
fuente de corriente neuronal concentrada en la corteza cerebral en la segtinda
condicién de contorno sobre Sy, (1.10), es decir:

f@) = =2V J@), ze: g@)=—(" n)(x), z€S

01
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En este caso el potencial u satisface

Aup = f, en €, (1.12)
Aus =0, en €, (1.13)
donde w;(= u restringido a €);, para i = 1,2. Ademads, o, y 05 son conducti-

vidades de2; y {25 espectivamente.

Las condieiones de frontera sobre S; y S5 corresponden a:

Uy = ug, sobre Sj, (1.14)
0 0
018—21 = O'Qa—:lz, sobre Sl, (115)
QU2 ) obre S (1.16)
09— = r ) .
28”2 ) 2

En el caso en el que se enguentra una fuente cortical g = j - nq se obtiene
lo siguiente:

01— £ 09— +g. (1.17)
De lo anterior, el problema de contornio queda totalmente descrito de la

manera siguiente

Auf = f, en £, (1.18)
Auy =0, en “Qg; (1.19)

con las siguientes condiciones de frontera:

u; = Uy, sobre Si, (1.20)
ou ou
ala—ni = O'Qa—nj + g, sobre Sy, (1.21)
o uz _ 0, sobre S (1.22)
28712 — Y, 2. .

Podemos separar este problema en dos subproblemas, uno correspondien-
te a una fuente subcortical f y el otro correspondiente a una fuente.eortical g.

Hasta ahora ya logramos ver el modelo cuasi—estatico, debido a elo po-
demos establecer una correlacién entre las fuentes bioeléctricas y la medi¢ion
electroencefalografica:



OCapitulo 1 9

o El EEG esté relacionado con el potencial u de la siguiente forma (tomando

nstante de tiempo t)
EEG = us|s,. (1.23)

eas desarrolladas anteriormente deducidas por el modelo cuasi—
estat an usadas para el caso de anomalias (patologias), esto se aprecia
de mejd‘gnera en la Figura 1.6.

|
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Figura 1.6: E un p;;ame con un tumor cerebral [1].
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1.5. Modelo matematico asociado a un tumor
cerebral

Rara poder estudiar e identificar una anomalia asociada a un tumor ce-
rebral el modelo anterior debe de ser modificado dependiendo de las carac-
teristicas’ principales de la anomalia, de esta manera con base en el modelo
anterior sefgenera uno nuevo, para ser aplicado a tumores cerebrales de tal
manera quepueda generar EEG que se registren en pacientes con dicha ano-
malia.

Para generar el medelo nuevo, se considera el resultado que ha sido validado
experimentalmente;

Ante la presencia.de la anomalia de un tumor cerebral, recortar
una capa fibrosa queylosenvuelve [1]

Para dicha capa fibrosa,sé pueden considerar dos posibles casos:

1. El primer caso, €s/cuando elespesor de la capa fibrosa es delgado y por
ello puede ser considérado como una interfaz que separa al cerebro sano
del enfermo. De esta manera, la fuente g que genera el EEG anormal es
una funcion definida sebre la supetrficie que representa dicha interfaz.

2. El segundo caso es cuand6 el espesot.de la capa fibrosa es demasiado
grueso y por ello es considefado comosotra region conductora la cual
separa al cerebro sano del enfermo. Por{locual, la fuente f que genera
el EEG anormal se encuentra definida enda tegién anular €2,.

En el primer caso donde se consideran solo dgs, tegiones el modelo se
obtiene del modelo cuasi-estatico tomando f = 0:

Au; =0, en €, (1.24)

Aus =0, en $, (1.25)

con las condiciones de frontera

uy = uy, sobre Si, (1.26)
ou ou
018_711 = O'Qa—nj + g, sobre Sy, (L:27)
8u2

aga—mzo, sobre Ss. (1.28)
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Para el segundo caso, en el que tenemos tres regiones el modelo es:

A’Uq = O, en Ql, (129)
AUQ = f, en QQ, (130)
Auz =0, en s, (1.31)

con las condiciones de frontera

Uy = ug, sobre Si, (1.32)
Uy = uz, sobre So, (1.33)
0 0
018—21 = 01(9_2?’ sobre Sy, (1.34)
0
UQg_Zz = Jga—zz, sobre Sy, (1.35)
%5 0, sobre S (1.36)
03— = sobre ) .

En este trabajo de tesis resolverémos el modelo (1.24)-(1.28).

1.5.1. Problemas directos para.un tumor

Aunque ya dijimos que nos(restringiremos al modelo (1.24)—(1.28), pre-
sentamos dos conceptos que se aplican a lossdoes, modelos mencionados ante-
riormente.

Definicién 1.5.1. Primer Problema Directo? Dada una funcién g defi-
nida sobre Sj, debemos hallar la restriccion de larsolucién uy del proble-
ma (1.24)—(1.28) (medicién) a la frontera Sy de la‘regién, es decir, hallar
V = u2|52.

Definicién 1.5.2. Segundo Problema Directo. Dada laduncién f definida
sobre {2y, debemos hallar la restriccién de la solucién ugz del probléma (1.29)—
(1.36) (medicién) a la frontera de la region Ss, es decir, hallar ugls, .

En este trabajo analizaremos el primer problema directo paragun)tumor
y en la siguiente seccion consideraremos su solucion por el metodo de, Series
de Fourier considerando que las regiones 21 y €5 son circulares (Figura 7).
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Figura 1.7: Modelo geométrico de un cerebro y mor concéntricos.
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Capitulo 2
Solucion del problema directo
por series de Fourier

El problema de contormo (1.24)—(1.28) es un modelo mediante el cual po-
demos establecer correlaciones entre un EEG y un tumor. A través de este
modelo, se busca generar anVEEG tedrico que contenga las caracteristicas
principales de un EEG real, en=este caso producido por un tumor cerebral.
Esto se logrard a través del problema, directo, el cual consiste de forma gene-
ral, en determinar la niedieién (EEG o u3|S;) suponiendo conocida la fuente
(g producida por el tumor) Para encontrar la solucién a este problema, pri-
mero debemos encontrar la.solucién al preblema de contorno, posteriormente
restringir esa solucién a la frontera So: Fiyéste caso, suponemos que cono-
cemos la regién 2 y las subregiones ;, 7"=*1,2, que la componen (de esta
manera, se conocen las fronteras de separacién_entre la region ocupada por
el cerebro sano y el tumor, Sy y Ss).

2.1. Series trigonométricas y polinomios tri-
gonométricos

Llamamos serie trigonométrica con periodo 27 a toda serie de funciones
de la forma

% + ;(ak cos(kx) + by sen(kx)). (2.1)

De igual manera, llamamos polinomio trigonométrico de grado Ny con
periodo 27 a los de la forma

Qo

5 + Z(ak cos(kx) + by sen(kx)). (2.2)

k=1

13
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Notemos que si al menos, el valor de uno de los coeficientes ay y by es
distinto de 0, entonces el grado del polinomio debe ser la méxima N. Ademas,
se’observa que las sumas parciales de las series trigonométricas son polino-
miog\ttigonométricos.

2.2. Series de Fourier

Las series de_Fourier son series compuestas de términos cosenos y senos,
en la practica éstag'Tepresentan funciones periddicas generales. Es complicado
estudiar la teoria sobre las series de Fourier pero, en la practica no es dificil
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales usando esta teoria.
En esta seccién se présemntan los conceptos basicos y algunos resultados de
convergencia sobre seriesfdesFourier, si desea profundizar més, puede recurrir
a [15] y [14].

Las funciones periédicassque\se estudian con frecuencia son complicadas
y la idea es representarlas en términos de funciones periédicas simples. Cual-
quier funcion periédi€a/f(t) de periodo 27 se podra representar como una
serie trigonométrica la cual.se conoce.como la serie de Fourier.

Dada una funcién f(x) continua a trézos en [0, L], ésta tiene una expasion
de la forma

A - nmw
flz) = 70 + ; A, COS(T>, (2.3)
con )
- /0 F () cos( "7 Sz (2.4)
© o0
f(x) = z; B, sen(?), (2.5)
o 2 [k nmwx
B, = Z/o f(z) SQH(T)dCC. (2.6)

Definicién 2.2.1. Sea f(z) una funcién real continua a trozos definida en
[—L, L] la serie de Fourier para f estd dada por

Ay — nmwx nwx
f(z) = oY + ;An COS(T) + B, sen(T), (2.7)
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donde 5 I
=7 /_L f(zx) cos(?)dm, (2.8)

2 b nwx
=7 /L f(x) sen(T)dI. (2.9)

Poderhos afirmar que las expansiones (2.3) y (2.5) son casos especiales de
la serie de Feotiier (2.7).

2.3. Convergencia puntual de la serie de Fou-
rier
Representamos la suma_parcial N —ésima de la serie de Fourier de f como
N
a

R Z(an cos(nb) + b, sen(nh)), (2.10)

n=1

Snf(0) =

donde la serie trigononiétriea es

0
EZ:I @, cos(nf) A4 b, sen(nd)). (2.11)

2.3.1. Ntcleo de Dirichlet

La suma parcial Sy f () la escribiremos de ifasera més manejable, asi que
sustituyendo los coeficientes a,, y b, por sus expreSiones integrales tenemos

Syf(0) = iﬂ _ﬂ f(t)dt + % Z /_7r f(t)[cos(nt) cos(mb)4 sen(nt) sen(nh)|dt
= / f(t) + Z cos(n |dt

- / F(H) D (6 — t)dt

donde Dy (t) = 34 cos(t)+---+cos(Nt) y a esta funcién la llamamos ntcleo
de Dirichlet. Multiplicando por sen(¢/2) y por la siguiente relacién trigoes
nométrica

2cos(nt) sen(t/2) = [sen(n + 1/2)t — sen(n — 1/2)t],
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llegamos a
sen(N +1/2)t
2sen(t/2)

El ntcleo de Dirichlet cuenta con las siguientes propiedades:

Dy(t) = (2.12)

1. “Dyres una funcién peridédica de periodo 27.
2. Dy+ésuna funcion par, es decir, Dy(—t) = Dy(1).

3. 2 |7 Dplt)dt = 1.

De las propi¢dades anteriores, la primera nos permite cambiar el intervalo
de integracion con el que sea de longitud 27. Ademaés, como f es del mismo
periodo podemos perer

S /f — ) D (t)dt

Cambiando la variable ¢ por —t en el intervalo (—m,0) y por la segunda
propiedad tenemos

sxt@e= [ 1 )+ 116 - D)Dx (01

Al siguiente lema se lesxcénoce como el “lema de Riemann—Lebesgue”

Lema 2.3.1. Si f es integrable’y A reaf]

lim / " F#) sen(MJa=) lim _7; £(#) cos(M)dt = 0.

A—00 r

Demostracién. Si definimos a f como la ftincion caracteristica de un
intervalo (a,b) tenemos
cos(Ab) — cos(\a)

(At)dt
‘/ f(t) sen( ’ )\ ,

lo cual tiende a cero cuando A tiende a infinito. Esto es ciefto para cualquier
funcion escalonada. Si f es integrable, dado € > 0 existe g. esealonada tal
que

sen()\t)dt‘ =

[1s-al<em
Haciendo

[ ssenooi] < 150 - adoae+ | [ adsenar]

Y si tomamos a A lo suficientemente grande, el término de la izquierda sé
hace menor que e.
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2.3.2. Propiedad de localizacion

Teorema 2.3.1. (Principio de localizacién de Riemann)

L."\Sea f integrable y periédica de periodo 27 tal que f(z) = 0 para
& € (rg — d, 20+ 0) y algtin § > 0; entonces,

N—o00

2. Si f y grSon integrables y periédicas de periodo 27 y f(z) = g(z)
para x € (o~ 0,9+ J), entonces, o bien, existen limy_,, Sn f(zo) ¥y
limy_ o Sng(xp) v son iguales, o bien no existe ninguno de los dos.

La demostracién sespuede encontrar en el capitulo 2.3 de [14].

2.3.3. Teoremas de«convergencia puntual de Fourier

Gracias al lema de RiemanunsLebesgue se pueden presentar los dos si-
guientes teoremas de gonvergencia.

Teorema 2.3.2. Sea f wWna~funcion imtegrable en (—m, 7) que tiene derivada
en el punto xy. Entonces,la’serie desEoturier de f converge a f(xg) en zy.

Demostracién. Por la propiedad 3 del nucleo de Dirichlet (seccion 2.3.1),
podemos escribir

Snf(xo) — flzo) = l /7r [f(xo+t) — f(xo)]seg<£n'é;/12/)2)tdt

™

1T flwo+t) = f(xo) t
= - ; Tshl2) sen(N + 1/2)tdt.

—Tr

—Tr

Del 1ltimo integrando, el primer factor es una funeién integrable en
(—m, =) J(d,7) y ademds estd acotado en un entorno d¢ Qle integrable en
(—m, 7). El segundo factor es continua en el mismo intervalo, ya que es notorio
que su discontinuidad en el origen puede ser evitable. Entonces, el producto
de ambas funciones sera integrable y aplicando el lema de Riemann_l.ebesgue
se deduce que el limite de Sy f(zg) — f(zo) es 0.

Teorema 2.3.3. Sea f una funcién integrable en (—m, 7) que tiene derivadas
laterales en el punto z( en el sentido mencionado. Entonces, la serie de Fourier
de f converge en zg a (f(zo+) + f(zo—))/2.

La demostracién del teorema se puede verificar en [14]
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2.3.4. El teorema de Dirichlet

Debido a Dirichlet el primer teorema de convergencia de series de Fourier,
comenz6 a verse en 1829 y se refiere a funciones monotonas a trozos.

Antes~de comenzar a hablar sobre el teorema se haran algunos comenta-
rios y se<presentaran algunos teoremas de los cuales su demostracion formal
y detalladasPuede verse en [14]:

Una funciém”monétona y acotada en un intervalo [a,b] es integrable y
tiene limites laterales finitos en cada punto. Si estos limites no coinciden
la funcién tendra una.discontinuidad con un salto finito. La suma de todos
estos saltos no debensSer mayor que la diferencia de los valores del intervalo
de la funcién, de tal manesa~que el conjunto de las discontinuidades con salto
mayor que 1/n es finitogy, por tanto, es a lo mas numerable. Una funcién
mondétona a trozos, es monodtona en una cantidad finita de intervalos que
unidos dan el intervalo original.

Teorema 2.3.4. Sea f-ina funcién monétona a trozos y acotada en [—m, 7.
Entonces, Sy f(z) convergera [f(T4) + f(x—)]/2. En particular, converge a
f(z) si la funcién es contumma-en x¢

Debemos de entender que.da funcign.se ha extendido por periodicidad
cuando el punto z es uno delos extrénios del intervalo. Asi, f(r+) =
f((=m)+) v f((—m)—) = f(n&).! Utilizaremos en su demostracién los si-
guientes lemas:

Lema 2.3.2. Sea g no decreciente’y no negativat.en [a,b] y h continua con
un numero finito de cambios de signo en [a, b]. Existe ¢ € (a,b) tal que

[ st =g [ nods

Lema 2.3.3. Existe una constante M (independiente de.4V,) tal que

s
/ DN(t)dt’ <M paratodo 0<n<d<m.
n

En 1837 se extendio el enunciado original de Dirichelt de 1829;st@ permi-
ti0, que las funciones tuviesen un nimero finito de discontinuidades infinitas
siempre que fuera absolutamente integrable. El resultado de convergengia se
obtiene en aquellos puntos en los que los limites laterales existen y son finites.

Se pueden analizar otros teoremas, como el teorema de Dini (1880) qué
utiliza de manera sencilla el Lema de Riemann-Lebesgue.
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Teorema 2.3.5. (Teorema de Dini). Sea f integrable en [—m, 7|, zo un
pinto del intervalo y [ un ntimero real tal que la funcion

O(t) = f(wo + 1) + f(wo —t) — 2L,

5 |®(t

satisface (f; i)‘dt < oo para algin 6 > 0. Entonces,

0
NH_I)IIOO SNf(x()) =1

Notemos quesi, f es continua en g, [ no puede ser mas que f(xg), pero la
continuidad no esssuficiente por si sola para garantizar la condicién de Dini.
Este resultado tiene como caso particular el siguiente teorema de Lipschitz
(1864).

Teorema 2.3.6. (Teorema_.de Lipschitz). Si f es integrable en [—7, 7] y
en un punto xy de ese intérvalo se cumple

| f(za=¢) — f(zo)| < LIt (2.13)
para alguna constante L=yZ|t| <3 \entonces Sy f(xg) converge a f(xg).

Una funcion f cumpleda’condiciénsde Lipschitz si

|f(x)= f(y)| £ Llz -yl

para todo par de puntos z,y de $u dominio#Es una condiciéon de Lipschitz
uniforme, mientras que el resultado del teorema anterior es una condicion
puntual. También podemos hablar de condicién«e Lipschitz de orden o (0 <
a < 1) cuando

[f(x) = fly)l < Lz —y[*.

La condicion puntual asociada también es suficiente parasla convergencia,
es decir, basta tener |t|* en el segundo miembro de (2¢13),para aplicar el
teorema de Dini.

2.4. Convergencia uniforme de la serie de.Fou-
rier

El criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme asegura ¢ue’si
para una serie de funciones encontramos una serie numérica mayormente
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gonvergente, la serie de funciones converge uniformemente. Al aplicar este
griterio a (2.11) necesitamos que la siguiente serie sea convergente

> (ax| + [bx]). (2.14)
K1

Come una sucesién de funciones continuas que converge uniformemen-
te tiene como)limite una funcién continua, entonces solo hay convergencia
uniforme por_sexies de Fourier a funciones continuas. Tenemos entonces los
siguientes teoremas y lemas en los cuales se presenta la demostracion en el
capitulo 3 de [14].

Teorema 2.4.1. Sea f una funcién continua en [—7, 7| cuya derivada existe
excepto en un numerosfinito de puntos y es continua a trozos y acotada.
Entonces, la serie de Féuyier de f converge uniformemente en [—m, .

En los extremos del intepvalo la continuidad es periédica y por ello f(7) =

f(=m).

2.4.1. Localizacién uniforme

El principio de localizaeion nos_asegura que el comportamiento de la
serie de Fourier en un punito=solo depende de como sea la funcién en su
entorno. Consideramos subinteryalos [, | para casos semejantes para la
convergencia uniforme. Para ello ‘tenemos”el) siguiente lema de Riemann-—
Lebesgue.

Lema 2.4.1. Sea f una funcién peridédica de periodo 27, integrable y aco-
tada, y ¢ una funcién mondétona a trozos y acotada./Entonces,

lim /” flz+1t)g(t)sen(At)dt =0,

A—00
cS uniformemente en r.

Teorema 2.4.2. Si f es una funcién nula en un intervalo [a, bN\C [—7, 7],
la serie de Fourier de f converge a cero uniformemente en [a + J, b— ¢ para
6> 0.

Teorema 2.4.3. Sea f continua, con derivada continua a trozos y acotada
en un intervalo [a,b] C [—m, 7]. Entonces la serie de Fourier de f converge a
f uniformemente en [a + 0, b — ¢] para § > 0.

Otros criterios de convergencia uniforme semejantes a los de Dirichlet#
Jordan y Dini-Lipschitz, son:
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Teorema 2.4.4. Sea f una funcién integrable en (—m, ), de variacién aco-
tada y continua en un intervalo [a,b]. Entonces, la serie de Fourier converge
uniformemente a f en [a + J,b — d], para § > 0.

Rara, el siguiente teorema definimos el “moédulo de continuidad” de una
funcién f=en un intervalo I como

w(0) = sup{|f(t) — f(s)|: t,s € I,|t —s| <}.

Asi que, freiimple una condicién de Lipschitz de orden « en I equivale a
w(d) > Ld* condrindependiente de 6.

Teorema 2.4.5. Sea f integrable en (—m, 7), continua en I = [a, b] y tal que
w(0)/d es integrable et (0,7) para algin n > 0, donde w(J) es el médulo de
continuidad de f en I'“Entonces, la serie de Fourier converge uniformemente
a fen [a+ ¢ b— ¢, para‘é > 0.

2.5. Series de Fourier en un disco

Asociado con la ecuaeién de Laplace en un disco G tenemos dos problemas
en el sentido de Hadamard:

Au=0"7en G, ¢qu=_[f en OG, (2.15)
y
ou
Au=0 en Gy — =gsen 0G. (2.16)
on

Resolveremos el problema (2.15) (Problema déDirichlet) en el disco abier-
to G = D, C R? de radio p centrado en el origen. Para ello cambiamos z y
y a coordenadas polares mediante la sustitucién

x=rcos(f) y y=rsen(h).

Tenemos que r? = 22 + y? y derivando implicitamente con respecto de x
tenemos

2rr, = 2x,
despejando r, obtenemos
2v  x
Ty =— = —.
2r  r

De forma analoga tenemos que r, = £. Por lo tanto,
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Por otro lado

2 2.2
r—zf r—-% =t r? — 2
r.’EI —= r = r = r = s
r2 r2 r2 r3
y=precediendo de forma similar
r2 g2
Ty = .
vy 743

De lo anteérior tenemos que el Laplaciano de r, esta dado por

7,,2_1.2 ,’,.2_ 2 2,’,.2_ I2+ 2 TQ 1

r3 r3 r3

r

Derivamos ahoral implicitamente con respecto de x la sustitucién x
rcosf, se tiene

1 = r[—sen(0)|0g%)r, cos(0) = —rsen(0)d, + %cos(&)
= —rsen(#)d, +¢o5%(0).
Lo anterior es equivalente a,
)cos?(0)¢= —rsen(0)d,,

usando la identidad trigonométriea sen?(f) = 1 — cos?(6)

sen’(@) = —r sefi(0)0,,
asi que al despejar 6, se obtiene fimalmente

g, — _Senl0)
r
Un procedimento similar nos lleva a
f, - cos(f)
r

No es dificil verificar que el Laplaciano de 6 es igual a
ANY =0y + 0, =0.

Ahora, usamos la regla de la cadena y un poco de algebra para verifigar que
el operador de Laplace de u en coordenadas polares es

AU = Ugg + Uy
= Uy (12 + 7“5) + 2uyg(1,0, + 1,0,) + ugg (02 + 95) + (Ar)u, + (D)t

= Upp + —Uy + —5 Uoo-
r r
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Escribimos la ecuacién de Laplace (2.15) en coordenadas polares como
sigue:

1 1
Upp + —ur + —ugg =0, 0<7 <p, 0<6<2r (2.17)
r r
u(p,0) = f(0), 0<6<2m.
buscames seluciones producto:
u(r,0) = R(r)®(0).
claramente
u, = R@)®(0), wu. = R"(r)®(0), wuge = R(r)®"(0)
y sustituyendo en (2.17)Il¢gamos a que:
7,,R// TR, @//
+ =——.
R R )
De la tultima ecuacién, podemos ver que el lado izquierdo solo depende
de r, mientras que ellado_dereche=solo depende de 6. Por lo que, podemos
igualar ambos lados a una.constante,u y deducimos que, para que Ry &

formen una solucién producto se deben satisfacer las siguientes dos ecuaciones
diferenciales ordinarias de Segundo orden:

(2.18)

O+ u® =0, donde P ofieme periodo 2, (2.19)

R’ +rR — uR =0, donde R esta acotada’cuando r — 0.  (2.20)
Las soluciones 27 periédicas de (2.19) estan dadas”por
®,(0) = A, cos(nf) + B, sen(nb), p,=n? m=0,12, ..,
donde A,, y B, son costantes arbitrarias.

Ahora buscamos la solucién de (2.20) con p = n? en la fornia r®, Susti-
tuyendo esto, la ecuacién (2.20) nos da:
rPa(a — Dr* 2 +rar®t — n?*r® =0,

r*(a? —n?) = 0.
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Por lo tanto, la solucién general de (2.20) viene dada por:

Ay + Bylog(r) con n =0,

A+ B,r™™ con n>1.

Comogolo podemos admitir soluciones de (2.20) que estén acotadas cuan-
do r — 0, nuestras soluciones bases son:

1 pararn=0; r"cos(nf) y r"sen(nf) con n > 1.
Buscaremos una selucion de (2.15) de la forma

u(r,0) = % + Z " (an cos(nb) + b, sen(nd)).

n=1

Para satisfacer la condicién de frontera u(p, §) = f(6), debemos elegir los
coeficientes a,,, b, de talamanexa que

f(0) =u(p,6) = % F Z pAa, cos(nd) + by, sen(nd)), (2.21)
n=1
donde f(f) de periodo 27, tienefla serie dé\Fourier:
f(0) = A + iA cos(nd) #B,, sen(nb)
2 — n n ;

Aqui, A, y B, son los coeficientes de Fourier’de/f y se calculan como:

A, = %/_i f(z) cos (?) dz.

B, = %/LL f(z)sen <?> dx.

Con esto la ecuacién (2.21) se satisface si escogemos:
ag=Ag, ap=p "A, y b,=p "B, con n>1.

Con todo esto, hemos demostrado el siguiente teorema,
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Teorema 2.5.1. Sea D, C R? un disco abierto de radio p con centro en
el“origen. Sea f(#) una funcién continua con periodo 2. Entonces hay una
tnica solucién u € C*(D,) de (2.15) que es continuo en D,. En coordenadas
polares

u(r,0) = 20 4 i (f) [A, cos(nf) + B, sen(nf)),

2 p

n=1

donde A,, ¥ Bjgson los coeficientes de Fourier de f.

2.6. Solucién por series de Fourier

Para hallar la solu€ién del problema (1.24)—(1.28) se considera que g €
Lél)(Sl) donde:

Ly(S)) = {g 5 — R / g*(z)dx < oo} : (2.22)
S1
y
LY (S y= {g € Ls(5) : / g(x)dx = 0} : (2.23)
S1
Supondremos que la fulicién g se puede escribir en su serie de Fourier
como:

9(0) =>_ 9. Y2 (), (2.24)

en términos de las eigenfunciones Y,, y donde los“cogficientes g, estan dados
por

G = / 9(0)Y,.(6)dSy,

y son llamados los coeficientes de Fourier asociados a la ‘fuente g la cual
estd localizada en la frontera S; de la regién €2y. La solucién del problema
(1.24)—(1.28) se busca de la forma:

uy(r,0) = i Alr™y,(0), (2.25)
, e
us(r,0) = i(Air" + B2r~"hY,(0), (2.26)
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donde los coeficientes A,, y B,, de los potenciales son desconocidos y se de-
tetminan de las condiciones de frontera del problema.

DPe)la condicion u; = us, sobre S, se halla que

AR = A2R! + B2R;" 1, (2.27)
donde R; es™el_radio de la region €2 y de la condicion alg% = agg—;‘j +g
sobre S}, sedtiene:

ol AInR} M= 0o[A2nRY T + BER T (—n — 1)) + g, (2.28)
De la condicién defrontera agg—;ﬁ = 0 (se esta suponiendo que las fronteras

Sy y S son concentricas), se halla:

oo [AZnRY + B2R," % (—n —1)] =0, (2.29)

donde Ry es el radio de la tegién €, y despejando A2 de la ecuacién (2.29)
se obtiene:

g2 (ANBIRTS (n+1
n

n nRg—l

Multiplicando por R; laeenacion (228) se llega a:

) B2Ry* . (2.30)

ol AR = 0y A2nRY % o3 B2 Ry"A(sn — 1) + g, Ry (2.31)

Multiplicando la ecuacién (2.2%)por no; §e dbtiene:

Alno Ry = noy A2R} + noy BERy" . (2.32)

Comparando las ecuaciones (2.31) y (2.32) resultayen:

oy A2 R 4+ 0o B2 Ry (—n — 1) + g, Ry = noy A2R? + nd B2 R, (2.33)
De la ecuacién anterior despejamos g, R; y obtenemos:
gnR1 = n(oy — 02) ALRY + [noy + (n+ 1)) B2R; ™. (2.34)
Sustituyendo en (2.34) A% dado por (2.30) se obtiene

gan
(01— 09)(n+ )R> 'Ry + Ry '[noy + (n + 1)oa]

B? = (2.35)
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Sustituyendo B2 en (2.30) se obtiene

AT (n+ Dga B Ry> !
M on{(or—02)(n+ )RR + Ry Hnoy + (n+ 1)oo]}

(2.36)

Por'lo tanto, el potencial exacto generado sobre S, por la fuente g €
Ly (S1), estardado por

o

B n+ (n+ 1Ry g, Ry
Vo) = Z {n {(01 —o9)(n+ DRy IR + R noy + (n + 1)02]} } ¥a(0).

(2.37)

n=1

Ademds, despejand6_Al.en (2.32) se obtiene

4 (0 +@F; """ +nR " gn By
" n{(o1 —02)(n+ )RR + Ry noy + (n+ 1)oo] )

(2.38)

De la expresion (287)zpara“V& = us|s, se tiene que los coeficientes de
Fourier de V' estan dados por

2+ 1)RM P Ry
Vn = ( 2n+1) - : 2n+1 Gn, (239)
n[(n+1)(o1 — 02) RIZ+ [now® (n + 1)oo| R3" ]

los cuales son los coeficientes resultantes de las_condiciones de frontera. Re-
cordar que los arménicos Y,,(#) forman una base®ortogonal para el espacio de
las funciones armoénicas ortogonales a las constaiites; espacio que surge de la
condicion de compatibilidad de la funcion g.

2.7. Construcciéon de un Ejemplo

Realizamos los siguientes pasos:
1. Definimos nuestros dominios y sus fronteras. Consideramas ‘gue:

» O ={(z,y) € R?]2® + y* < R}
» Oy ={(z,y) € R}R? < 2% +y* < R%}.

Con esto tenemos que sus fronteras son:

= Sy = {(z,y) € R?|z® + y* = R}}.
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= S = {(z,y) € R*|2® +y* = R3}.
Consideramos también a 01 =3y 09 = 1

2. ‘Pamos una ¢ definida sobre S; en términos de algunas funciones pro-
pias, yn : sen(nb) o cos(nh):

g(0) = b5sen(f) — 6sen(20) + sen(30).
3. Obtenemos los coeficientes de Fourier g,, de g. En este caso, son: g; = 5,
g2 = —6 yigz= 1.

4. Obtenemos las-A? en términos de Ry, Ry y gy:

(n+1)gn R Ry >

A2 = :
" n{(o1 —oxftn + )Ry 'Ry + R{" ot + (n+ 1)0s]}

De esto los valores de A2=son A2 =0 paran > 3 y:

= AT = %-
AR, +5R;
, 3R
C T OR? Y 3RTRY
) AR,

3= - f
24R3 + 39R;*R]
5. Obtenemos los coeficientes B? en término€ dé Ry, Ry y gn.-

gan
(0'1 — O'Q)(TL + 1)R272n71R? -+ Rlinil[n(fl —+ (Tl -+ 1)0’2] .

B2 =

De esto los valores de B2 son B2 =0 para n > 3 y:

)
" Bl= o
AR;® +5R;
-2
» B2 = — —
1
u Bg =

S8Ry "R? + 13R;°’
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Obtenemos los coeficientes A1 en términos de Ry, Ry v gn.

£ Al (0 + DR 4 nR ™" g, Ry |
® o {(o1 = 02)(n+ )R> 'Ry + R{" '[noy + (n+ 1)02]}

kfgt o los valores para Al son Al =0 paran > 3y:

s 1032— +5R;

ARy® +5R;°

_ A@ 3R;% — 2R;”

SRy + 3R, Y

o @’7 +3R;7
’ 24&6@2 +39R;°
7. Gréficar u; y u;@ Figura 2.1 se presentan las funciones u; y us
con una cierta “separ n para ver claramente donde se encuentra la

regién 1y la regién 2 1,S ?2, respectivamente).

@

O 55
-2 A e 5
45 \4\\ 4
35 il " 85 g
25 B i
y 15 25

Figura 2.1: Representacion grafica de uy y us 65
En la Figura 2.2 presentamos otro angulo de las soluciones u, yd?%

donde ambas dan lo que es el cerebro humano y la interseccion

ambos. .
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O/‘ 45 ¢

%,
A
%

1 ‘ 5i5

Figura 2.2: Gra las ones U1 y ug, con diferente vista.

2.8. Planteam%ﬁ %‘racmnal

El andlisis de los problern recto ﬁuede realizar a través de un

planteamiento operacional que pe ade n buen o mal planteamiento.
Para ello, se requiere la definicion le la soludel problema de contorno.

Definicién 2.8.1. Una funcién u tal que

w e c@) ) (22N ol(sm?] CUD),  (2.40)

es una solucién clésica del problema (1.24)—(1.28) si la@miones asociadas
satisfacen en el sentido clasico la diferenciacion.

De ello surge el siguiente teorema visto en la tesis de Estr%m

Teorema 2.8.1. Dada g € C(S5;), la condicién de compatiblh@
necesaria y suficiente para la existencia y unicidad de la soluci elas ica del
problema (1.24)-(1.28).

Consideramos el espacio de Sobolev H'(Q2) C Ly(2) cuyos elemen%%s&he—
nen derivada débil y pertenecen a Lo (€2). Denotaremos por medio de Li(Sy) a
subespacio de Ly(S;) compuesto por las funciones que satisfacen la condicioo

de compatibilidad. De esta manera se tiene la siguiente definicién: .
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Definicién 2.8.2. Dada g € Ls(.S1), que satisface la condicién de compati-
bilidad, una funcién u € H'(2), es llamada una solucién débil del problema
(1£24)—(1.28) si satisface la siguiente relacién

01/ Vuy - Vod§) + 02/ Vuy - VodS§) = / guds,Yv € H'(Q). (2.41)
[95) Qo S1

Teorema 278,2. La condicién de compatibilidad de la funcién g es necesaria
y suficiente para,la existencia de la solucién débil del problema (1.24)—(1.28).
Hay una tunicagsolucion débil u que satisface

/ u(x)de =< u,1 >r,5)=0,
0

y ademas
Wl | 2 () < Cllgllacsn),s (2.42)

donde la constante C' no dépende de g.

Notese que la condigion de compatibilidad es necesaria y suficiente para la
existencia y unicidad (salver constanges) tanto de la solucién clasica como de
la débil. A través del teotemia anterior; podemos definir el siguiente operador:

T : Ly(S)) — 5 HN){ talque T(g) =,

donde u es la unica solucién débil.del préblema. Este operador esta bien
definido y ademaés, por la condicidn (2.42), e§ gontinuo. El operador A que se
obtiene de la composicion del operador continue”Z> con el operador compacto
traza T, a la frontera Sy de la region €2, es compacto. Mas precisamente, el
operador

A LV(S)) — Ly(Sy),

se define a través de la regla de correspondencia g — (' dénde V' = ulg, y
u es la solucién del problema (1.24)-(1.28) que satisface qie) [, u(z)dz = 0.

Este operador esta bien definido, pues para cada fuente g € Lgl)(Sl) existe
un unico potencial u, solucion del problema de contorno, que«€s ortogonal a
las constantes en el producto escalar de Ly(€2).

En este caso particular de esferas concéntricas, usando los calculos dados
anteriormente, se halla que la regla de correspondencia del operador A vista
en [1] y definida como:

P2 n (2n+1)RY T2 RY g
A<g) (97 90) - Rl anl Zmzfﬂ, {n[(n+1)(01fUQ)R?”+11+[na?+(n+1)0'2]Rgn+1} } Ynm(ea (10)




Capitulo 3
El'método de elemento finito

En este capitulo-describiremos los conceptos y detalles de la aplicacion del
método del elemento finito para la solucion numérica de un problema eliptico,
en un dominio general(én' R?, pero cuando sea necesario, los ilustraremos
en un dominio circular {¥porque asi lo requiere nuestro problema de EEG
que trataremos en el capitiile/4. El problema que trabajaremos aqui, es el
siguiente a y v reales positives; f continua en (2, gy continua en I'y, ¢y
continua en I'y, encontrar u en () que satisfaga las siguientes ecuaciones

aw—=vLAu =+ f en Q. (3.1)
u =g, sobre TI'. (3.2)

ou
= A Is. (3.3)

['y y 'y se intersectan a lo mas en 2 puntos y'su I es la frontera de €.

Para resolver el problema por elemento finito,) primero obtendremos la
formulacion variacional del problema que es una ecuacion integral que se de-
be cumplir para todo un conjunto de funciones llamadas de prueba, que es
un espacio vectorial de dimension infinita. Después de esto, deberemos cons-
truir un subespacio de dimension finita para obtener layersion discreta de la
formulacion variacional. Resolver la version discreta de lafermulacion varia-
cional equivale a obtener un sistema de ecuaciones lineales dondé\la matriz A
es simétrica y definida positiva y cuya solucién es una aproximacién del va-
lor de u en ciertos puntos discretos. En las siguientes secciones describiremos
esto con mas detalle.

3.1. Formulacién Variacional

Nos interesa resolver el problema (3.1) y (3.2) aplicando el método del
elemento finito. Para ello, debemos obtener la formulacién variacional, lo

32
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¢ual implica ciertos espacios de funciones, como los espacios de Sobolev de
lo§ ,cuales algunos de ellos son espacios de Hilbert. Asi que definimos los
espagios a continuacion:

Definicién 3.1.1. Sea w C R™ un abierto con frontera v y sea p € R con
1 < p’< 90. Se define el llamado espacio de Sobolev, denotado por WP (w)
de la manera*siguiente

W) = {uel? | 3 g1,...,90 € LP(w) tal que

0

u? :—/g,wp, Vo € C(w), Vizl,...,n.}
8@- w

Se introduce la gigiiente notacion para un caso especial:

H'(w)=W"Rw)_ vy Hj(w)={veH'lv=0 sobre ~}.

Para u € W'P(w) sedenota

ou _ _(Ou  Oul d(u)
axi—gz y N U o, o, = graalu).

El espacio WP (uf) €st,dotade de la siguiente norma:

ou

[lullwrtw) 7 [ul] Loy

Il [ [ T

o también equivalentemente a:

n 1/n,
ou
(Hu’lip(w) + Z H%Hi@(w)) :
i=1

Lo normal del espacio H'(w) viene dado por el siguierttggproducto escalar:

ou 0
(U, V) 1wy = (U, 0) 2 )—1—2(82 a;l) );
con la norma asociada
" g 1/2
N
||l | 1wy = (!IUII%z(w) +ZII%II%M)> :
i=1 v

La demostracién formal de las siguientes afirmaciones puede verse en [17]
correspondientes a los capitulos VIII y IX respectivamente.

donde
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Proposicién 3.1.2. El espacio H'(w) es un espacio de Hilbert separable.

Definicién 3.1.3. Sea 1 < p < co. A la cerradura de C}(w) en WP (w) se
le demgta como Wy (w) o de igual manera se denota como:

HE(w) = WP (w) = {ve H'lv=0 sobre ~},
donde H¥{w)es un espacio de Hilbert con el producto escalar en H'.

Consideremmos el problema (3.1) y (3.2) con g € C(w) y w abierto acota-
do. Una soluciéw’cldsica del problema es una funcién u € C?(w) [ C(w) que
verifica las ecuaciénes (3.1) y (3.2). Pero si lo vemos desde el puntos de vista
de la aproximaciénmdmérica es dificil pedir que u esté en C?(w). Adicional-
mente a este punto, notemos que la funcién g no tiene que ser necesariamente
continua. Por ello, en ldgar de resolver el problema (3.1) y (3.2) definimos

V ={veH" (w)v=ygy sobre 7},

W= {v,e Hiw)jv =0 sobre 7},

y con ello se resuelve el prebléma de€ncontrar u € V' tal que
1// Vu - yudrdy +a/ uvdxdy = / fvdxdy+/ givdy, Yv e W. (3.4)
w w w 71

A la ecuacién anterior se le conoce comd la~formulacién débil de (3.1) y
(3.2) y a una funcién u que satisface (3.3) se'le’llama una solucién débil de

(3.1) v (3.2).

Si f € L*(w), se aplica entonces el teorema de Stampachia [17] con H =
H'(w) y concluimos que existe una tnica solucién de (3¢3), ademds de que:

u:grg‘rfl{%(y/vavH2+a/wUQ—2/wfv—2/191v>} (3.5)

A esta ecuacién se le conoce como la formulacién variaciowal de (3.1)-
(3.3).

Por lo tanto, existe una tinica solucién débil para (3.1)—(3.3) y se sabegue
si f, 9oy g1 son lo suficientemente suaves, entonces la soluciéon débil, también
serd la solucién clasica [18].
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3.2. Espacio de elemento finito

Iego de obtener la formulacién variacional para nuestro problema elipti-
co, (para poder obtener una aproximacién por elemento finito es necesario
tomazir conjunto V}, y un subespacio W}, de dimension finita contenidos en
V' v WA respectivamente que intervienen en la formulacién variacional. Un
conjunto #,_x un espacio W;, se forma de la siguiente manera:

1. Se hacesuna discretizaciéon del dominio w por medio de tridngulos K
satisfaciende:

» w = UK (cuando el dominio es un circulo la discretizaciéon por
triangulosshunca puede cubrir completamente al dominio, pero
siempre seuede hacer que la diferencia sea tan pequena como
uno quiera).

= K;NK; =0 para@% j. (K =interior de K).

» S5i K; y K; son adyacentes, dos de sus vértices deben coincidir,

es decir, nosSe permite que un vértice de K; sea punto interior de
una arista de-75;.

2. Se define un espacio“Hy, y los elementos que seran base para tal espacio.

Con la triangulacién anterior de w,a.cual se denota por 7, se asocian
la siguiente definicién asi ceo los siguientes conjuntos y espacios de
dimension finita.

Definiciéon 3.2.1. Si K € 73, entonces se definie a h como el didmetro

del triangulo K, esto es, la longitud del lado*mads, largo de K. De igual
manera, se define pg como el diametro del cireulo inscrito en K. Asi
que se define:

Ker,
Definicién 3.2.2. Para K € 7, y w C R? se define:
» P(K)={p: K —R | p(z,y) =a+br+cy},
» Hy(w) ={veCw):v|x € A(K), VK €},
= Vi(w) ={v € Hy(w) :up = go sobre 7o},
» Wi(w) ={v € Hy(w) : v(n;) =0, Vn; €y},
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Se tiene que una base de Hj, son las funciones v definidas de la siguiente

manera
h
vi'(ng) = dij,

dondesn; es el vértice j de la triangulizacién 7. Si se etiquetan los vértices
de 1 & N zentonces la base de Hy, debe tener tantos elementos como cantidad
de nodos'tenga la triangulizacién. Por otro lado, la base de W}, se obtiene
al quitar de-la base de Hj, las funciones v! asociadas con los nodos que per-
tenecen a Y5#'Se, puede ver que las v son linealmente independientes y que
cualquier funeion u € Hj, se puede escribir como combinacién lineal de ellas,

es decir, {vf}j\;l es”una base para Hy, (Figura 3.1) [16].

Figura 3.1¢Tunciénbase local v!.

Al espacio Hy, se le llama un espacio de elemento finito. Una vez que se
realizo todo el procedimiento anterior sustituinios V;, por V' y W, por W en
la formulacién variacional (3.4) para obtener el problema discreto asociado:

up € Vi, tal que  a(up,vp) =< f,op >, © YV, € Wy (3.6)

donde
a(up,vp) = 1// \ATRAVAISEE a/ Up U,

< f,vp >:/fvh+/ g1Upd.
w Y1

Suponiendo que {U{L, vl U,ZH, vjhv} es una base para Hy, y {U{L, - vﬁ}
es la base para W, se tiene que siu = (uq, ..., uy) es el vector de aproximaeion
para la solucién u:

u; =up(n;), j=12,..N,
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éntonces u; = go(n;) paraj=n+1,..,N,y

N
h
up = E u;vy,
j=1

asi quellas'uy deben satisfacer que

N

Zug V) =< foul > = Y wa@f o)), i=12,...n,  (3.7)

Jj=n+1
o equivalentemente lag*u; resuelven el sistema algebraico:
Auyp, = b, (3.8)

donde a;; = a(v}',v}) y biE< f,uf > — Z; L1 wia(vf,vl). Ya que la matriz
A es simétrica y definida p081tlva el vector solucién w, existe y es unico, lo

que lleva a que la aproximacién-de la solucion exista y sea unica.

Para calcular los elémentos dela’matriz A hacemos uso de la propiedad
de la aditividad en la integral'y laferfina en la que se discretizé w:

Z/uvv vv + ol )

Ker,

notemos que si el nodo n; no es'wértice de @lgin triangulo del que n; sea
vértice, entonces a;; = 0.

3.3. Detalles computacionales

Con todo lo anterior, desarrollamos un programa en QCTAVE/MATLAB
el cudl construye y muestra la malla (triangulacion, que ‘envcaso nuestro es
de un dominio circular) y numeracién, para luego calcular la matriz A y el
vector b de (3.7). El calculo de A tiene que ver con la discrétizacién de w,
esto quiere decir, de como se etiquetd cada uno de los nodos ‘y Ja_manera
en la que se identifica cada tridngulo o elemento de la discretizacion; esto
significa, etiquetar cada triangulo y saber qué nodos lo forman. En la=Kigura
3.2 se muestra una malla y una forma de etiquetar nodos y triangulo§ en
un dominio circular. Para obtener la malla se da N,, un ntimero de radios
en nuestro dominio € y N, un numero de circulos concéntricos dentro del
dominio 2. Las intersecciones de estos radios con estos circulos concéntricos
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05 - 2 19 AN

107 11

67 7INE = 109 4

111

81 82 97 17,

Figura 3.2: Un‘gjémplo de malla en un dominio €2 circular.

definen los nodos.

Regla de numeracién de*nodos: Comenzamos definiendo al nodo 1
como el centro de nuesttogdominio ¢ Enseguida numeramos los nodos del
radio que coincide con el‘eje x, avangando de dentro hacia afuera. Una vez
terminado con este radio avanzamos al siguiente radio hacia arriba (o reco-
rriendo los radios en sentido €ontrario a.las_ manecillas del reloj), siguiendo
el mismo patrén de numerar lossnedos en‘este radio de dentro hacia afuera,
saltando el (0,0) que ya se numeré.

Regla de numeraciéon de triangulos: Tomamos el angulo formado
por nuestro radio 1 y 2, e intersectandolo con cadé uno de nuestros circulos
concéntricos vamos formando trapecios, salvo el primer circulo concéntrico
que tengamos. Entonces al primer tridngulo formado lo ptimeramos tal cual y
a los trapecios formados los dividimos con una recta de tal mranera de obtener
dos triangulos donde el tridngulo de abajo formado tendrasel siguiente orden
en la numeracion y a continuacién el tridangulo de arriba y asi su€esivamente.
Luego de ello se seguira con el angulo formado por nuestros radios2 y 3 y asi
hasta completar toda la vuelta hasta llegar a nuestro radio prine¢ipal, todo
esto en contra de las manecillas del reloj.

Regla para numerar localmente los vértices de cada triangulo:
Aqui lo que deseamos hacer es definir en cada triangulo cudl serd el vérticé 1)
cual sera el vértice 2 y cudl sera el vértice 3. En nuestro caso, para la malla
obtenida notemos que tenemos 3 diferentes tipos de triangulos, por lo cual
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tenemos la siguiente numeracion correspondiente a cada uno de ellos:

1. Tipo I. Es un tridngulo que tiene un vértice en el (0,0). Para estos

tridngulos el vértice 1 es el punto (0,0) y la numeracién de los otros
dos se hace siguiendo el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Tipo'll; Para definir un triangulo de este tipo notamos que entre cada
dos#adios consecutivos y dos circulos consecutivos se forma un trapecio
con lag 4”intersecciones. De este trapecio se obtienen dos triangulos de
la malld, dividiéndolo con el segmento de recta que une la inteseccion
del primer‘radio con el primer circulo con la intersecion del segundo
radio y el segundo circulo. Con esto, un triangulo del tipo 2 es el que
tiene una ariste_en el segundo radio. Un triangulo del tipo 3 es el que
tiene una arista_ert el primer radio (ver Figura 3.3). Para el tridngulo
tipo I1, el vértice Leg'el que estd mas cerca del origen (existe y es inico)
y se continta su nwmeracién en sentido contrario a las manecillas del
reloj.

Tipo II1. Ya se definieron los triangulos tipo I1I. En este caso, el vértice
1 es el que esta ‘e eLprimereadio y la numeracion de los otros se hace
siguiendo el sentide’ centrario a las manecillas del reloj.

1 2 1

Figura 3.3: Numeracién de los vértices de los tipos deftridngulos [16].

3.3.1. Calculo de A

Ya se defini6é anteriormente la base {v,}llv para Hj, la cual satisface

vi(n;) = dij,

donde n; representa el nodo j de la triangulaciéon 7, para w, y se considera

que

Vilk = ag + bpx + ey,
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para cada K € 73,. Las funciones base locales pueden ser definidas en términos
de las coordenadas de los nodos que definen K. De igual manera sabemos
que

ai = ay,(v;,v;) = Z ak(vi,v;) = Z /K(owivj + v\ v - ;)de.

Ker, Kery,

Entoncés hatemos los calculos elemento por elemento y estos se acumulan
a su respectiye, a;;.

Pero como laférma bilineal a,(-, ) es simétrica, solo se necesita calcular
la parte inferior de/a-matriz A.

Algo muy importante quie no debemos perder de vista es que la matriz A
es “rala y bandeada”.

Hemos definido la estructurande A. Lo que nos falta hacer es calcular los
valores numéricos a;; descada’una de sus entradas. Para cada a,;, debemos
calcular integrales de‘la’ forma:

/(vivj)dx y /vvi-vvjdx,
K K

donde K es cada uno de los eleméntos de“lactriangulacién. Esto lo haremos
con ayuda de un cambio de coordefiadas o mediante una transformacién afin,

definida por:
() =)+ () @9

To —T1 T3 — 1

Yo—U Ys— Y1
i, en el tridngulo K.

donde T}, = ( ) v (x;,y;) son las cootdenadas del nodo local

Notemos que el vértice (0,0) se transforma en el nodo local 1, el vértice
(1,0) en el nodo local 2 y el vértice (0,1) en el nodo local 37 s decir, cada
triangulo K bajo la transformacion T} se transforma en el triangulo especial
K¢ que no varia de triangulo a triangulo.

Las funciones bases en K, si las definimos en términos de las coordénadas
de los nodos son

1

W[%ys — w3 + (y2 — y3)z + (23 — 22)y], (3.10)

vf((x, y) = 2Area
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Figura 3.4: Elemento maestro K°.

1

Ug((:r,y) = W[xg,yl —ysz1 + (ys — y1)x + (21 — x3)y), (3.11)
1

vy (z,y) = W[ﬂhyz S Y172 + (Y1 — yo)v + (22 — 11)Y], (3.12)

y las funciones bases en’ K¢ son
ule,n) & 1—e—n,
67

v5(€ s = N

I
[\
—
\.('T\
=
~—

|

y tenemos que
/ (UZKUJK)dﬁ = / (v§v§)|det (T )|dedn = |det(TK)|/ (v§v§)dedn.
K Ke ke

Por lo tanto

Kok ldet(T)l (2 st iz
/K(Ui“j)dx_ 2 |1 si i%

3.3.2. Contribucién de f al lado derecho del ‘sistema
Au=1>

Una contribucién para b en Az = b son las integrales [ fuda. Para
. ., . w
su calculo se considera que f es una funcion definida en cada nodoyde la
triangulacién de w. Entonces podemos escribir

N
= Z fivs,
j=1
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donde f; representa el valor de f en el nodo j: f; = f(n;). Asi que

/wfvida: = /w (Z]j: fjvj> vidr = ﬁ:fj/wijdx_

Asi podemos escribir el vector

fw fuildx fi fw v dr + fo fw nvgdr + -+ -+ fn fw voNdT

[, fondx fiof , onvidz + fo [ onvedx + - - -+ fn [ vnonda
(3.13)
Utilizando la aditividad de la integral sobre el dominio de integracion y
como para cada triangulo&~de la discretizacién existen tres funciones bases
locales vF se debe calcular
/ v v;{ dz,
K

para [,p = 1,2,3 y par&<cada triangilo K. Ademas los indices [ y p denotan
funciones bases locales o godos globéles. Asi que definiendo a i, como los
nodos globales asociados con los nodoslogales [ y p, respectivamente, entonces

k, &k
fl/ Ulvpd‘r7
K

se acumula a la componente j del vector en (3+43) y el valor

k, k
fj/ v/ vydr,
K

se acumulan a la componente i del vector en (3.13). De acuerdo a esto, el
vector b se puede ir ensamblando simultaneamente con ‘elcdlculo de A, sa-
biendo que el vector b tiene solo n componentes.

Por dltimo, otra contribucién de b son las integrales de la forma, f% g1V .
Estas integrales de linea se pueden calcular numéricamente.

Todos los detalles descritos para el calculo de A y del lado derecho’ fun-
cionan para un dominio general mallado con tridngulos, sin embargo, en esta
tesis estamos interesados en dominios circulares que se mallaran como ya se
describié anteriormente.
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Método del elemento finito
aplicado al modelo
cuasi—estatico de un tumor
cerebral

Resolveremos (1.24)4(1.28) a tramés del método del elemento finito simi-
larmente a como resolvimes el problema eliptico del capitulo anterior, es decir
obtendremos primero la formulacion variacional o débil del modelo (1.24)—
(1.28), es decir, debemos cal¢ular urla_ecuacion integral similar a (3.3). La
formulacion variacional se dehefcumplirpara toda funcién en un espacio de
prueba de dimensién infinita, asi que el siguiénte paso debera ser sustituir ese
espacio de dimensién infinita por fin_espaciosde.dimension finita, que implica
definir una malla de elemento finito en el dominio y definir el conjunto de
dimension finita como un conjunto donde las fanciones estan determinadas
por sus valores en los nodos de la triangulacion, esto nos permitira formular
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales cuya sélu¢ion son los valores de
la solucién buscada en cada uno de los nodos de la malla. En las secciones
siguientes se describen los detalles de todos estos pasos.

4.1. El modelo y su formulacién variacional

Recordemos que el médelo cuasi-estatico para un tumor cerebral.es el
siguiente:

Au; =0, en €, (4.1)
Aus =0, en €, (4.2

43
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¢on las condiciones de frontera

U1 = up, sobre Si, (4.3)

Ulg—:i = 022—:;? + g, sobre Sy, (4.4)

o Ouz _ 0, sobre S (4.5)
2B, 2. .

En este medélo los datos son 01,05 y ¢ y deseamos encontrar una funcion
uy definida enareerradura de €2 y una funcién u, definida en la cerradura
de €2y, es decir, buscamos una funcién u definida como u = u; + 12, donde

_ u; en Sl,
Uy =
0 en Sy,

Uy =
Uy en Ss.

C {0 en S,

note que este problema’no tiene solucion tnica.

Para encontrar la formulacion® yariacional del problema utilizamos los
espacios de Sobolev definidos en el éapitulo 3, y consideramos como en el
capitulo 3 al espacio V' y al espacio W' pero-ahora definidos como

V=W = H'(Q)~ donde £ =Q; UQ,,
dado que aqui las fronteras son en su totalidad“del tipo I'y, I' = I';.
De (4.1) y de (4.2), tenemos que:
—01Au; =0, en 2 vy —o03Auy =0, _en €,

integrando cada una de las ecuaciones tenemos:

—01/ vAu; =0
951

—0'2/ I/AU/Q = O,
Qo

lo cuél equivale por Green a

01[ VU1'VU—/ v%}—o en
o o0, odni
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o[ e [ o
Qs a0, 0OnN2

asi que sumando las ecuaciones anteriores tenemos que:

8u1 aUQ 6U2
o1 VU1V — O1V——-+09 VU2 U+ OV ——— ov—— =0,
Q1 S Qo S S.

1 8n1 1 8n1 5 8n2

entonces

ouy Ous
o1 VUi - VU + 02 VU - /U = O1=—— — 02— |V = qu.
o Qs S1 8711 8”1 S1

como u; = uy sobre §1,4 ya definimos u = u; + 12, donde

B uw; en S
Uy =

0 en S,
y
[0 en S
27 s en Soy
entonces
al/vu_l-vvdA+02/ VU_Q-VUdA:/ gu;ds. (4.6)
Q Q S1

En resumen, obtenemos que la_formulacidpvariacional para nuestro pro-
blema es: encontrar u = u; + 1z en<H' () talque

o1 [ vur-yudA+ oy | U - JudA = / gvdsy, Yv € H(Q). (4.7)
Ql QQ Sl

4.2. Espacio de elemento finito

Similar a la seccién 3.2, construiremos aqui los espacio de elemento finito.
Lo que debemos considerar es que nuestro dominio €2 se forma con la unién
de dos regiones Q2 = Q |22 como se ilustra en la Figura 4.1 y debemios cal-
cular una integral de linea sobre la frontera comun Sy, asi que para.facilitar
estos calculos debemos asegurar que los triangulos de la malla pertenezean a
solo una region, €2; o €2y, o bien que los triangulos tengan un vértice en 5,
y los otros dos vértices en una sola regién o por ultimo, que los tridngdlos
tengan dos vértices en Sy y el otro vértice en una regién. Para ello basta
definir un nimero de circulos concéntricos para la region €2; y un niimero de
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OXrC‘ulos concéntricos para la region €25. La numeracion de nodos, triangulos
as detalles son idénticos a los descritos en el capitulo 3.

esta malla se construye el espacio H}(§2) que interviene en la formu-
laciOWiaCional, similar a como se hizo en el capitulo 3. En la Figura 4.2
se pres@ una numeracion de los nodos y triangulos de una malla circular.

7
s

"
D2

A

05 — 2 A N

05 - N 79NG0 %5

tomando los radios R; = 1y Ry =1.5. %\
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4.3. El problema variacional de dimension fi-
nita y el sistema lineal algebraico

Al'espacio H} () se le llama un espacio de elemento finito. Una vez que

se realizd™todo el procedimiento anterior sustituimos V;, y W), por V.y W,

recordandofque V = W = H'(Q) en la formulacién variacional (4.7) para
obtener el problema discreto asociado:

up, € Hp®)o tal que  a(up,vp) =< g,vn >, Vo, € HE (), (4.8)

donde

a(up,vp)E oy | Uy - udA + oy | U - SJUdA,
Ql QZ

<G, Up >:/ guds.
S1

Como {U{L, BTN UR,-} es una base para H;} () se tiene que si u =

(uq,...,uy) es el vector de aproximacion para la solucién wu:
uf =y (ng) L jo=1,2,..., N,
entonces

N

h

up = E u vy,
J=1

asi que las u; deben satisfacer que

17 7]

N
Zuja(vh o) =< g, vl > i =1,29. N, (4.9)
j=1

o equivalentemente las u; resuelven el sistema algebraico:
Auyp, = b, (4.10)

donde a;; = a(vl, v;’) y by =< g,v! >. Como la solucién de nuestto ptoblema
continuo no es unica (no tenemos condicién de Dirichlet), la matriz.4_es no
invertible. Asi que para encontrar una aproximacion debemos fijar la solucion
en un nodo, por ejemplo en el nodo 1 y esto lo podemos hacer dando un{valor
arbitrario, por ejemplo el valor 0.
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Para calcular los elementos de la matriz A hacemos uso de la propiedad
de la aditividad en la integral y la forma en la que se discretizé €2

o= Y [ atlied)
K

Ker,

Notemes que si el nodo n; no es vértice de algun triangulo del que n; sea
vértice, entonges a;; = 0. Esto significa que la matriz va a ser rala, es decir,
que muchas‘deSus entradas van a ser 0.

4.4. Detalles computacionales

4.4.1. Calculo de“las entradas de la matriz A

Notemos que a comparaciéon de la subseccion 3.3.1 en nuestro caso a = 0
y v toma dos valores. En QW = 01 y en )y, v = 0.

4.4.2. Calculo“del lado-derecho del sistema

Para calcular el lado derecho solé debemos calcular la integral de linea
s, gvids, que por definicién. s

b
/51 gu;ds = /a (gu) (FD|Y ()| dt,

donde (t) es una parametrizacién de la curvasS1y Aproximaremos numéri-
camente el valor de la integral de linea. Para esto, aproximaremos la curva
S por una curva formada por segmentos de recta,sas aristas definidas por
nodos consecutivos en la frontera Sj.

Numeramos localmente los nodos de la frontera Sy, #Omamos como el
nodo 1 al que le corresponde un angulo 0 y contintia la nttmeracién en sen-
tido contrario a las manecillas del reloj. Calculamos el valor delavg en cada

nodo local de la frontera S;, parametrizamos la curva S; donde-fomamos a
x = Rycos(f) y y = Rysen(h).

Lo que queremos aproximar es b = (fsl guids, ..., fSl gUNds>. Notemos
que la mayoria de esas entradas seran 0. Las que son diferente de 0 son las
entradas asociadas o que dependen de un nodo n; que esta en la frontera'S;.
Asi que para facilitar los calculos etiquetaremos los nodos de la frontera S
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desde 1 hasta K y los relacionaremos con la numeracién global de los nodos
con, el siguiente arreglo:

nsl(k); k=12,.. K,

con esto,si nsl(k) = i, significa que el nodo k de la frontera Sy corresponde
al nodo %derla numeraciéon global de los nodos. Asi que las entradas distintas
de 0 son lag entradas

nsl(k), para k=1,2, .., K.

Debemos calcular entonces las integrales
2m
[ gmawds = [ZampwO@l Ol
S1 0

nsl(k41)
:/’ Bt (Y ()7 (1)t

s1(k—1)
nsl(k) nsl(k+1)
=t/ WMwwmwww+/ onarin (YO (D).
ns1(k—1) nsl(k)

Una parametrizacion de Sy €s
(t) = (Ricos(t), Rysin(t)) =7541) = Ry~ sin(t), cos(t)) = |y (1)]| = Ru.

Asi que

nsl(k) nsl(k+1)
/ GUns1(k)ds = / GUns1 (k) (7(t)) Ridt + / GUnsi(e)(Y(1)) Radt,
S1 n

s1(k—1) nsl(k)

donde k = 1,2, ..., K. Aproximamos las integrales por el método del trapecio
para obtener que la aproximacién viene dada por

/S Pnds = d(nsl(k — 1),n512(k)) g (nsl(k)) Ry (4.11)
d (nsl(k),nsl(k +1))g(nsl(k)) Rx
2

(4.12)

este valor va en la entrada n.S; (k) de b.
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4.5. Ejemplo numérico

@on las ideas expuestas se hizo un programa para resolver un problema de
EEG\(4.7) y lo aplicamos al caso cuando €2 es una regién circular centrada en
el origen“que es la unién de €2; con 25. A ; la define el radio Ry =1y a ()
la defing el'radio Ry =1.5, ademés consideramos g(6) = 5sen(f) —6sen(260) +
sen(30), come la fuente en S;. Tomamos las conductividades o1 = 3y 09 = 1.
En la Figura 4.3 se muestra la solucion aproximada para

B { uy,  (7,y) €N
U = _
Uz, (l‘ay) € QQa

y en la Figura 4.4 's€amuestra la solucién exacta. Ademas en la Figura 4.5,
mostramos la difereneia absoluta entre la solucion aproximada y la solucién
exacta.

Por ltimo, en la Figura 4.6 se presenta el valor de g sobre la frontera S, la
cual entre més fina sea la malla_sera mas suave.

Soluciéon Aproximada

0.1 /
™ =
|
o 0.05 | > 4
.g A 1
E p
Q.
(4]
c -0.05 \“
Q
- | ;\ B
S -0.1
(7]
-0.15 )
15 QY.
1
05 ¢ )y
ejey 05 \ SV
-1 R 1 15
57T 05 O 05
15 eje x

Figura 4.3: Solucién aproximada del problema, con un niimero de radio Nr =
10 y un ninmero de angulo Na = 20.
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Solucion Exacta

Figura 4.4: Solucion del m?ma, con un numero de radio Nr = 10
20

y un nunmero de dngul <

Figura 4.5: Diferencia geométrica de la solucién exacta y de la solucién aQ
ximada. o
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Conclusion

En este trabajo'se/considero la solucién de un modelo en EDP de los poten-
ciales eléctricos uy y us generados por una fuente g, asociada con un tumor
en el cerebro. El cerebro,se modela en R? como un circulo centrado en (0,0)
cuya frontera es la citcunferencia de radio Ry, que denotamos como Ss, y
el tumor se modela como _un circulo de radio Ry < R», centrado también
en (0,0). El modelo consiste~en dos problemas elipticos, uno asociado con
el dominio €29, el cerebro menos el tumor, y el otro asociado con el domi-
nio €2y, el tumor, que tienen lafrontera comun .57, donde se define la fuente g.

Los dos problemas estan”acoplados debido a que los potenciales eléctricos
deben ser iguales en la fromtera en_cemun S;. Se mostré que la solucion
del modelo es unica en el éspaeiq de las funciones cuya integral es nula en
Q = Q1 JQs. También se mestrd coma@ encontrar la solucién de este pro-
blema via series de Fourier, procedimientosque es muy eficiente en términos
computacionales, pero dificil de aplicar en dominios mas generales.

Ademas se mostré como aproximarela solucion«del modelo via el método de
elemento finito basado en tridngulos, el cual es_eonceptual y computacio-
nalmente complicado, pero permite la solucién delmodelo en dominios no
triviales. Tanto por series de Fourier como por elemento finito, la solucion
obtenida fue similar, como lo mostrarén las graficas de=la_solucion exacta
Figura 4.4 y aproximada Figura 4.3.

El problema que se ha resuelto en esta tesis es lo que se conoge como un
problema directo asociado con el estudio de tumores en el”cergbro. Esto
significa que dada una fuente g en el interior del cerebro, queremesisaber cudl
es su efecto en la corteza cerebral o en el cuero cabelludo. Estesproblema,
aunque no es trivial, se considera el problema facil en este contexte=Como
trabajo futuro consideraremos el problema inverso asociado, que desdéyel
punto de vista médico es mas realista e interesante: conocida una funcién
potencial us|s, en el cuero cabelludo o la corteza cerebral, queremos saber
cudal es la fuente que la produjo, es decir, cual es el tumor que la produjo.
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