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Introducción

El cerebro humano representa un gran desaf́ıo para la ciencia debido a su
complejidad y ha sido estudiado desde diferentes perspectivas y con dife-
rentes herramientas como la electroencefalograf́ıa, la cual es una técnica de
exploración neurofisiológica que registra la actividad bioeléctrica cerebral a
partir de electrodos colocados en el cuero cabelludo, un electroencefalograma
es el registro obtenido mediante esta técnica.

De esta manera, se considera el electroencefalograma (EEG) para estudiar
anomaĺıas patológicas en el cerebro tales como focos epilépticos, calcificacio-
nes y tumores (edemas), ya que su registro corresponde al potencial generado
por grandes conglomerados de neuronas que trabajan simultáneamente y son
llamados generadores del EEG o fuentes bioeléctricas que pueden ser corti-
cales y subcorticales. En este caso, para establecer correlaciones entre las
fuentes y las mediciones, se han utilizado problemas de valores en la fronte-
ra. El estudio de estas correlaciones lleva a considerar a la cabeza modelada
por una región compuesta por capas conductoras. Dicha región se llamará
dominio que, como se mencionó, se subdivide en varias subregiones (capas)
separadas por sus respectivas fronteras, que pueden considerarse como inter-
faces que separan a las mencionadas capas conductoras. Utilizando la apro-
ximación cuasi-estática de las ecuaciones de Maxwell, se llega a un problema
de contorno eĺıptico que considera una condición de contorno de Neumann
nula en la frontera de la región que representa a la cabeza. En este caso,
dicha frontera representa al cuero cabelludo. En las interfaces que separan
las capas, se consideran las llamadas condiciones de transmisión (continuidad
de los potenciales y de los flujos normales de la corriente).

Un modelo matemático para el cerebro en este contexto es el que se presenta
en [1], [5] y [8]. En este modelo la cabeza humana se divide en diferentes
capas conductoras con conductividad constante y diferente en cada capa.
Consideraremos que la conductividad de la región ocupada por el tumor es
mayor a la del cerebro sano [5] y [11]. Esto debido a que los tumores pre-
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sentan un contenido de agua mayor al de los tejidos sanos; en el caso de las
células cancerosas se despolarizan, sus cargas migran hacia las membranas y
esto hace que su polaridad sea más negativa. Por todo lo anterior, se pueden
considerar los siguientes dos casos:

1. La capa fibrosa es muy delgada y la podemos considerar como una
interfaz S1 que separa al cerebro sano, Ω2, del tumor, Ω1. De esta
manera, habrá una fuente g que genera el EEG anormal. Dicha fuente es
una función definida sobre la superficie S1 que representa dicha interfaz.
La región Ω2 tiene una frontera exterior S2. Esta fuente g genera un
potencial eléctrico ui en cada una de las regiones Ωi, i = 1, 2

2. La capa fibrosa no es tan delgada, si no que es una capa anular, Ω2,
que de igual manera separa al cerebro sano, Ω3, del enfermo o tumor,
Ω1. En este caso, la fuente f que genera al EEG anormal se encuentra
definida en Ω2. Entre las regiones Ω1 y Ω2 hay una interfaz de sepa-
ración, S1. Entre las regiones Ω2 y Ω3 hay una interfaz de separación
S2. Y finalmente Ω3 tiene una frontera externa S3. En estas interfaces
se deben considerar las condiciones de transmisión, la igualdad de los
potenciales respectivos y de las componentes normales de la corriente
respectiva.

Nos concentraremos en el primer caso, que se modela con el siguiente pro-
blema de valores en la frontera [1].

△u1 = 0, en Ω1 (1)

△u2 = 0, en Ω2 (2)

con las condiciones de frontera

u1 = u2, sobre S1, (3)

σ1
∂u1

∂n1

= σ2
∂u2

∂n1

+ g, sobre S1, (4)

σ2
∂u2

∂n2

= 0, sobre S2 (5)

donde n1 es el vector normal a S1 y n2 es el vector normal a S2.
En relación con el modelo (1)–(5) tenemos las siguientes dos definiciones:

Definición 0.0.1. Problema Directo. Dada la función g definida sobre S1,
el problema directo consiste en hallar la restricción a la frontera de la región
de la solución del problema anterior (medición), es decir, hallar V = u2|S2 .
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Figura 1: Modelo geométrico de un cerebro y un tumor concéntricos.

Definición 0.0.2. Problema Inverso. Dada la función V definida sobre
S2, el problema consiste en hallar una función fuente g definida sobre S1, tal
que la solución u del problema (1)–(5) satisfaga que V = u2|S2 .

En esta tesis nos concentraremos en el problema directo en dos dimensiones.
En las ecuaciones (1)–(5) se establece la relación del EEG con el tumor v́ıa
g. Aśı, que resolviendo el problema directo para una g dada tendŕıamos dis-
ponible un EEG teórico con el cual validar en su momento la solución del
problema inverso, esto deja claro la importancia de saber resolver el problema
directo antes del inverso, aunque en las aplicaciones reales lo que se necesita
es resolver el problema inverso.
El problema inverso es más dificil de resolver que el problema directo, pero
en ambos casos, en la mayoŕıa de las situaciones solo podemos aproximar la
solución, ya sea por algún método anaĺıtico como series de Fourier o algún
método numérico.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



Marco teórico

En 1935, Foster describió registros de EEG directamente de un cerebro abier-
to durante una operación. Demostró que el tumor por śı mismo no produce
actividad eléctrica, si no que, el tejido cerebral que lo rodea produce ondas re-
gulares lentas. Por otra parte, durante sus experimentos, Sarkisov encontró
que en el EEG sobre la región de la ubicación del tumor, en ocasiones se
registran ondas lentas [7] y [10]. Otros investigadores confirmaron sus obser-
vaciones. Este EEG anormal, sugiere que hay una fuente que genera ese EEG
anormal. Como en el tumor no puede haber fuentes, se propone que dicha
fuente, se encuentre en la capa fibrosa. Como se mencionó, la capa fibrosa
puede ser delgada o gruesa, lo que lleva a dos modelos matemáticos en ecua-
ciones diferenciales parciales con condiciones de frontera tipo Neumann.

En este trabajo, nos concentraremos en el estudio de un tumor cerebral (ede-
ma). Cuando un paciente tiene un tumor, la zona afectada cambia su con-
ductividad y se genera una capa fibrosa que lo envuelve. Es alĺı donde se
genera una corriente secundaria que produce un EEG anormal. La capa fi-
brosa puede ser delgada o gruesa:
En el caso que sea delgada: Puede considerarse como la superficie de
separación entre la región ocupada por el tumor y el cerebro sano.
En el caso que sea gruesa: La fuente generadora del EEG se puede con-
siderar como una fuente volumétrica.

En esta tesis nos concentraremos en el problema directo en dos dimensiones,
considerando su solución mediante series de Fourier [1] y por elemento finito.
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Justificación

El electroencefalograma (EEG) es un método no invasivo para identificar en
que parte del cerebro se encuentra una anomaĺıa, es decir, que a través del
estudio de un EEG se busca la parte del cerebro afectada. Sin embargo, para
poder resolver el problema inverso, que es el iteresante desde el punto de
vista médico, se debe poder saber resolver primero el problema directo, es
decir, suponer que se conoce la parte del cerebro afectado y en particular
cual seŕıa su efecto en el cuero cabelludo (que se mide con el EEG).

En esta tesis, estudiaremos el problema directo para tumores cerebrales, por
ello daremos como conocido el tumor cerebral y llegaremos a un EEG.

Pregunta de Investigación

Dado un tumor en el interior del cerebro, ¿Se puede conocer su efecto en la
corteza craneal o cuero cabelludo (donde se colocan los electrodos)?

Hipótesis

Para un tumor en el interior del cerebro, para el cual se conoce su descripción
matemática se puede conocer su efecto en la superficie craneal o cuero cabe-
lludo modelando el fenómeno como un problema en ecuaciones diferenciales
parciales.

viii
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Objetivo General

Dada una fuente sobre una región interna cerebral (la frontera del tumor), en-
contrar la función potencial que se genera sobre la superficie cerebral (EEG).

Objetivos Espećıficos

1. Estudiar el modelo matemático para un tumor cerebral en 2D descrito
en [1] y [2].

2. Estudiar la existencia y unicidad de la solución del modelo.

3. Resolver numéricamente el problema directo asociado con el modelo en
[1] y dada una fuente obtener el EEG.

ix
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Metodoloǵıa

Para alcanzar los objetivos de este trabajo, se requiere:

Estudiar la fisioloǵıa de los tumores cerebrales [1].

Estudiar el modelo en EDP´s asociado a un tumor cerebral descrito en
[1], [2] y [4].

Estudiar el concepto de existencia y unicidad de soluciones débiles en
EDP [3].

Resolver numéricamente el modelo para un tumor cerebral en 2D, en
su versión de problema directo por series de Fourier y elemento finito
[1], [5].
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Requerimientos

Acceso a una base de datos de matemáticas como Mathscinet.

Acceso a préstamos en la biblioteca.

Una computadora con MATHEMATICA para hacer las simulaciones y
las gráficas, aśı como con un procesador de LATEX para la redacción
del trabajo.

Papeleŕıa para impresión (500 hojas).

xi

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



Cronograma de Actividades

Actividades
Meses

1 2 3 4 5 6
Estudiar la fisioloǵıa del cerebro
y conceptos básicos.
Estudiar el concepto de proble-
mas directos e inversos para un
tumor cerebral.
Estudio del modelo (1)–(5).
Estudiar el concepto de solucio-
nes débiles del problema directo
para un tumor cerebral.
Estudiar soluciones por series de
Fourier de (1)–(5).
Estudiar la teoŕıa básica del
método de elemento finito para
resolver EDPs.
Aplicar el método de elemento
finito para resolver el problema
(1)–(5).
Redacción de la tesis.

xii
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Caṕıtulo 1

Fisioloǵıa del cerebro y
conceptos básicos

En este caṕıtulo presentaremos los conceptos básicos del cerebro que están
asociados con la técnica de la electroencefalograf́ıa, por ejemplo la actividad
bioeléctrica y el resultado de la electroencefalograf́ıa, que es el electroencefa-
lograma (EEG).

1.1. Electroencefalograf́ıa

Definición 1.1.1. Definimos la electroencefalograf́ıa como el estudio de un
EEG que mide la actividad del cerebro mediante electrodos (tubos con discos
de metal) colocados sobre el cuero cabelludo en estado de reposo, vigilia o
sueño, entre otras activaciones para el cerebro, todo lo obtenido es impreso
en un papel en movimiento o proyectado en un monitor. Lo que se registra
del EEG corresponde al potencial generado por grandes conglomerados de
neuronas que trabajan simultaneamente y son llamados generadores del EEG
o fuentes bioeléctricas que pueden ser corticales o subcorticales [1].

La actividad bioeléctrica cerebral que se registra en el EEG con el sistema
de electrodos antes mencionado, está compuesto por un número diverso de
ondas que se encuentran, ya sea aisladas o en grupos, las cuales difieren unas
de otras por los siguientes parámetros [12]:

Frecuencia: Se refiere al número de veces que una onda se repite en un
segundo (ciclos por segundo o Herzios (Hz)) y de acuerdo a esto se puede
clasificar en cuatro tipos: Delta, Theta, Alfa y Beta.

Amplitud: Es la distancia entre la ĺınea base y el pico de la onda expre-
sada en microvoltios (µV).

1
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Caṕıtulo 1 2

Forma: Es la forma de una onda, la cual puede ser regular, irregular,
aguda, compleja, etc.

Distribución Topográfica: Indica el lugar en el cerebro, en el cual apa-
rece un fenómeno eléctrico. De igual manera, puede ubicar fisiológicamente
las distintas frecuencias dependiendo del área del cerebro al que corresponda,
esto se puede apreciar de mejor manera en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Partes del cerebro.

Las bandas de frecuencia, tienen ciertas caracteŕısticas que las distinguen,
las cuales describiremos a continuación, ver Figura 1.2.

Banda Delta:

Frecuencia de 0.1 a 4Hz.

Amplitud: Variable, Mayor de 50µV.

Distribución: Propia de la infancia, niños menores de tres meses.

Banda Theta:

Frecuencia de 4 a 7Hz.

Amplitud: Mayor de 40uV, si es menor de 15µV puede considerarse
como anormal.

Distribución: Fronto–central.
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Caṕıtulo 1 3

Banda Alfa:

Frecuencia de 8 a 12Hz.

Amplitud: De 15µV, la cual puede variar según: la distancia ı́nter elec-
trodos, cambio en la densidad ósea, la edad, es decir, a mayor edad,
menor voltaje.

Distribución: Occipital.

Figura 1.2: Bandas de Frecuencia [1].

1.2. Anomaĺıas en el cerebro humano

Definición 1.2.1. Una anomaĺıa fisiológica corresponde a una alteración
en el tejido cerebral sano causadas por enfermedades, alteraciones o herencia
familiar, las cuales deben ser tratadas por médicos especialistas en el área.

Podemos clasificar las anomaĺıas como:

Tumores: Es una masa de células en el cerebro o cerca de este. Se
pueden formar en el tejido cerebral o cerca del mismo. Dentro de los que
se ubican cerca del cerebro se incluyen las que ocurren en: los nervios, la
glándula pituitaria, la glándula pineal. Los tumores pueden ser benignos
(sin células de cáncer) y malignos (con células canceŕıgenas). A los
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Caṕıtulo 1 4

Figura 1.3: Zona afectada en el cerebro por un tumor.
ver: https://www.dacer.org/como-se-diagnostica-un-tumor-cerebral/

tumores que comienzan en el cerebro se les denomina tumores primarios
y a los tumores que avanzan al cerebro de otra parte del cuerpo se les
conoce como metastásicos o secundarios (Figura 1.3).

Calcificaciones: Es un trastorno mediante el cual el calcio que entra en
el cuerpo y que generalmente es absorbido por los huesos y los dientes,
se deposita en el cerebro, lo cual puede causar daños en el órgano e
interferir en sus funciones (Figura 1.4).

Figura 1.4: Zona afectada en el cerebro por una calcificación [1].

Edemas: Los edemas resultan cuando hay una acumulación de ĺıquidos
en las celulas cerebrales, lo cual provoca una inflamación, esto debido a
que las neuronas cerebrales aumentan su tamaño y aumentan de manera
anormal el volumen del plasma (la sangre) intracraneal (Figura 1.5).
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Figura 1.5: Zona afectada en el cerebro por un Edema.
ver: ver: https://www.dacer.org/como-se-diagnostica-un-tumor-cerebral/

En este trabajo, consideraremos el caso de una sola anomaĺıa, un tumor
cerebral.

1.3. Actividad lenta polimórfica y las ondas

tipo Z

Definición 1.3.1. Las ondas tipo Z, que de igual manera se les conoce como
ondas agudas anchas, son un tipo de onda Delta con una forma distintiva y
brúscamente difásica las cuales ocurren de 1 a 3 segundos en una amplitud
mayor a 100µV olts alcanzando un maximo de 500µV olts.

Definición 1.3.2. La actividad lenta polimórfica, consiste en ondas epilep-
tiformes que normalmente se generan al comienzo del crecimiento del tumor
cerebral (astrocitoma y meningioma). Mayormente, en este caso, las ondas
se encuentran en el lugar donde se ubica el tumor (solo en el cerebro) y se
vuelven prominentes en la región donde se ubica la anomaĺıa.

1.4. Modelo cuasi–estático para identificación

de fuentes

En esta sección describiremos un modelo matemático general para la iden-
tificación de fuentes, el cual ha sido utilizado en diversos art́ıculos [1], [5]. En
este modelo la cabeza se modela a través de capas conductoras que mantienen
conductividad constante pero diferente en cada capa. La actividad eléctrica
del cerebro se genera por el intercambio iónico entre las células y se registra
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por medio de electrodos colocados en el cuero cabelludo (EEG). El intercam-
bio iónico mencionado anteriormente, genera una corriente primaria, la cual
denotamos por Jp. Por lo cual, Jp genera potenciales electromagnéticos que
se relacionan con 2 campos vectoriales: Uno eléctrico E y otro magnético B
los cuales están acoplados.
Experimentalmente se ha logrado obtener que para frecuencias de hasta
1KHz, los tejidos corporales actúan como un medio resistivo, debido a que la
impedancia capacitiva entre los tejidos es demasiado pequeña. Por lo cual,
la corriente de desplazamiento se puede despreciar; esto quiere decir que la
ley de Ampere–Maxwell se puede escribir como:

∇×H = J, (1.1)

donde H es el campo de inducción magnética. Ahora tomamos la divergencia
en ambos lados de la igualdad:

∇ · J = 0. (1.2)

Debemos resaltar que (1.1) describe el estado estacionario del sistema.
En parte de la literatura es llamado modelo cuasi–estático [1] y [5] y de igual
manera mantendremos este nombre a lo largo de esta tesis.

Por otro lado, debido a que las fuentes bioeléctricas no radian una can-
tidad notoria de enerǵıa y debido que la distancia de observación como el
tamaño de la fuente son mucho menores a la longitud de onda asociada a la
frecuencia más grande producida por los procesos bioeléctricos del cerebro,
estas señales se comportan con variación lenta, por lo cual:

∂B

∂t
= 0. (1.3)

De lo anterior y la ley de Faraday se halla que:

∇× E = 0. (1.4)

A partir de ello consideramos:

E = −∇u, (1.5)

es decir, E es un campo conservativo. Ahora tomando las propiedades de
linealidad y homogeneidad de los tejidos cerebrales, las corrientes dependen
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de las fuentes en el instante correspondiente y además obedecen el principio
de superposición. Por lo cual, la corriente total puede ser expresada como la
superposición de una corriente debido a una fuente impresa JP y la corriente
producida por el campo eléctrico E en una región de conductividad σ, del
cerebro, esto lo podemos ver como:

JT = JP + σE.

Calculamos la divergencia en ambos lados y sustituimos (1.5) para obte-
ner:

−∇ · (−∇u) =
1

σ
∇ · JP . (1.6)

Por lo que
∆u = f, (1.7)

donde f = 1
σ
∇·JP y se denomina como fuente bioeléctrica. Además, ∆ = ∇2

es el operador de Laplace o laplaciano. De este modelo podemos decir que la
fuente y el potencial producido están relacionados por medio de (1.6).

En la región Ω2, el potencial producido por la fuente bioeléctrica satisface
la ecuación de Laplace, es decir,

∆u = 0, en Ω2, (1.8)

u1 = u2, sobre S1, (1.9)

σ1
∂u1

∂n1

= σ2
∂u2

∂n2

+ jP · n1, sobre S1, (1.10)

∂u2

∂n2

= 0, sobre S2. (1.11)

1.4.1. Problema de Contorno Electroencefalográfico (PCE)

Tenemos que en el PCE la influencia de una fuente volumétrica de co-
rriente neuronal se refleja en la parte derecha de la ecuación (1.7) y la de una
fuente de corriente neuronal concentrada en la corteza cerebral en la segunda
condición de contorno sobre S1, (1.10), es decir:

f(x) = − 1

σ1

∇ · J(x), x ∈ Ω1; g(x) = −(jP · n)(x), x ∈ S1.
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En este caso el potencial u satisface

∆u1 = f, en Ω1, (1.12)

∆u2 = 0, en Ω2, (1.13)

donde ui = u restringido a Ωi, para i = 1, 2. Además, σ1 y σ2 son conducti-
vidades de Ω1 y Ω2 espectivamente.

Las condiciones de frontera sobre S1 y S2 corresponden a:

u1 = u2, sobre S1, (1.14)

σ1
∂u1

∂n1

= σ2
∂u2

∂n1

, sobre S1, (1.15)

σ2
∂u2

∂n2

= 0, sobre S2. (1.16)

En el caso en el que se encuentra una fuente cortical g = j · n1 se obtiene
lo siguiente:

σ1
∂u1

∂n1

= σ2
∂u2

∂n1

+ g. (1.17)

De lo anterior, el problema de contorno queda totalmente descrito de la
manera siguiente

∆u1 = f, en Ω1, (1.18)

∆u2 = 0, en Ω2, (1.19)

con las siguientes condiciones de frontera:

u1 = u2, sobre S1, (1.20)

σ1
∂u1

∂n1

= σ2
∂u2

∂n1

+ g, sobre S1, (1.21)

σ2
∂u2

∂n2

= 0, sobre S2. (1.22)

Podemos separar este problema en dos subproblemas, uno correspondien-
te a una fuente subcortical f y el otro correspondiente a una fuente cortical g.

Hasta ahora ya logramos ver el modelo cuasi–estático, debido a ello po-
demos establecer una correlación entre las fuentes bioeléctricas y la medición
electroencefalográfica:
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El EEG está relacionado con el potencial u de la siguiente forma (tomando
un instante de tiempo t)

EEG = u2|S2 . (1.23)

Las ideas desarrolladas anteriormente deducidas por el modelo cuasi–
estático, serán usadas para el caso de anomaĺıas (patoloǵıas), esto se aprecia
de mejor manera en la Figura 1.6.

Figura 1.6: EEG de un paciente con un tumor cerebral [1].
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1.5. Modelo matemático asociado a un tumor

cerebral

Para poder estudiar e identificar una anomaĺıa asociada a un tumor ce-
rebral el modelo anterior debe de ser modificado dependiendo de las carac-
teŕısticas principales de la anomaĺıa, de esta manera con base en el modelo
anterior se genera uno nuevo, para ser aplicado a tumores cerebrales de tal
manera que pueda generar EEG que se registren en pacientes con dicha ano-
maĺıa.
Para generar el modelo nuevo, se considera el resultado que ha sido validado
experimentalmente:

Ante la presencia de la anomalı́a de un tumor cerebral, recortar

una capa fibrosa que lo envuelve [1]

Para dicha capa fibrosa, se pueden considerar dos posibles casos:

1. El primer caso, es cuando el espesor de la capa fibrosa es delgado y por
ello puede ser considerado como una interfaz que separa al cerebro sano
del enfermo. De esta manera, la fuente g que genera el EEG anormal es
una función definida sobre la superficie que representa dicha interfaz.

2. El segundo caso es cuando el espesor de la capa fibrosa es demasiado
grueso y por ello es considerado como otra región conductora la cual
separa al cerebro sano del enfermo. Por lo cual, la fuente f que genera
el EEG anormal se encuentra definida en la región anular Ω2.

En el primer caso donde se consideran solo dos regiones el modelo se
obtiene del modelo cuasi–estático tomando f = 0:

∆u1 = 0, en Ω1, (1.24)

∆u2 = 0, en Ω2, (1.25)

con las condiciones de frontera

u1 = u2, sobre S1, (1.26)

σ1
∂u1

∂n1

= σ2
∂u2

∂n1

+ g, sobre S1, (1.27)

σ2
∂u2

∂n2

= 0, sobre S2. (1.28)
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Para el segundo caso, en el que tenemos tres regiones el modelo es:

∆u1 = 0, en Ω1, (1.29)

∆u2 = f, en Ω2, (1.30)

∆u3 = 0, en Ω3, (1.31)

con las condiciones de frontera

u1 = u2, sobre S1, (1.32)

u2 = u3, sobre S2, (1.33)

σ1
∂u1

∂n1

= σ1
∂u2

∂n1

, sobre S1, (1.34)

σ2
∂u2

∂n2

= σ3
∂u3

∂n2

, sobre S2, (1.35)

σ3
∂u3

∂n3

= 0, sobre S3. (1.36)

En este trabajo de tesis resolveremos el modelo (1.24)–(1.28).

1.5.1. Problemas directos para un tumor

Aunque ya dijimos que nos restringiremos al modelo (1.24)–(1.28), pre-
sentamos dos conceptos que se aplican a los dos modelos mencionados ante-
riormente.

Definición 1.5.1. Primer Problema Directo. Dada una función g defi-
nida sobre S1, debemos hallar la restricción de la solución u2 del proble-
ma (1.24)–(1.28) (medición) a la frontera S2 de la región, es decir, hallar
V = u2|S2 .

Definición 1.5.2. Segundo Problema Directo.Dada la función f definida
sobre Ω2, debemos hallar la restricción de la solución u3 del problema (1.29)–
(1.36) (medición) a la frontera de la región S3, es decir, hallar u3|S3 .

En este trabajo analizaremos el primer problema directo para un tumor
y en la siguiente sección consideraremos su solución por el metodo de series
de Fourier considerando que las regiones Ω1 y Ω2 son circulares (Figura 1.7).
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Figura 1.7: Modelo geométrico de un cerebro y un tumor concéntricos.
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Caṕıtulo 2

Solución del problema directo
por series de Fourier

El problema de contorno (1.24)–(1.28) es un modelo mediante el cual po-
demos establecer correlaciones entre un EEG y un tumor. A través de este
modelo, se busca generar un EEG teórico que contenga las caracteŕısticas
principales de un EEG real, en este caso producido por un tumor cerebral.
Esto se logrará a través del problema directo, el cual consiste de forma gene-
ral, en determinar la medición (EEG o u2|S2) suponiendo conocida la fuente
(g producida por el tumor). Para encontrar la solución a este problema, pri-
mero debemos encontrar la solución al problema de contorno, posteriormente
restringir esa solución a la frontera S2. En este caso, suponemos que cono-
cemos la región Ω y las subregiones Ωi, i = 1, 2, que la componen (de esta
manera, se conocen las fronteras de separación entre la región ocupada por
el cerebro sano y el tumor, S1 y S2).

2.1. Series trigonométricas y polinomios tri-

gonométricos

Llamamos serie trigonométrica con periodo 2π a toda serie de funciones
de la forma

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sen(kx)). (2.1)

De igual manera, llamamos polinomio trigonométrico de grado N y con
periodo 2π a los de la forma

a0
2

+
N∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sen(kx)). (2.2)

13
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Caṕıtulo 2 14

Notemos que si al menos, el valor de uno de los coeficientes aN y bN es
distinto de 0, entonces el grado del polinomio debe ser la máxima N . Además,
se observa que las sumas parciales de las series trigonométricas son polino-
mios trigonométricos.

2.2. Series de Fourier

Las series de Fourier son series compuestas de términos cosenos y senos,
en la práctica éstas representán funciones periódicas generales. Es complicado
estudiar la teoŕıa sobre las series de Fourier pero, en la práctica no es dif́ıcil
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales usando esta teoŕıa.
En esta sección se presentan los conceptos básicos y algunos resultados de
convergencia sobre series de Fourier, si desea profundizar más, puede recurrir
a [15] y [14].

Las funciones periódicas que se estudian con frecuencia son complicadas
y la idea es representarlas en términos de funciones periódicas simples. Cual-
quier funcion periódica f(t) de periodo 2π se podrá representar como una
serie trigonométrica la cual se conoce como la serie de Fourier.

Dada una función f(x) continua a trozos en [0, L], ésta tiene una expasión
de la forma

f(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

An cos(
nπx

L
), (2.3)

con

An =
2

L

∫ L

0

f(x) cos(
nπx

L
)dx, (2.4)

o

f(x) =
∞∑
n=1

Bn sen(
nπx

L
), (2.5)

con

Bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sen(
nπx

L
)dx. (2.6)

Definición 2.2.1. Sea f(x) una función real continua a trozos definida en
[−L,L] la serie de Fourier para f está dada por

f(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

An cos(
nπx

L
) +Bn sen(

nπx

L
), (2.7)
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donde

An =
2

L

∫ L

−L

f(x) cos(
nπx

L
)dx, (2.8)

y

Bn =
2

L

∫ L

−L

f(x) sen(
nπx

L
)dx. (2.9)

Podemos afirmar que las expansiones (2.3) y (2.5) son casos especiales de
la serie de Fourier (2.7).

2.3. Convergencia puntual de la serie de Fou-

rier

Representamos la suma parcial N−ésima de la serie de Fourier de f como

SNf(θ) =
a0
2

N∑
n=1

(an cos(nθ) + bn sen(nθ)), (2.10)

donde la serie trigonométrica es

a0
2

∞∑
n=1

(an cos(nθ) + bn sen(nθ)). (2.11)

2.3.1. Núcleo de Dirichlet

La suma parcial SNf(θ) la escribiremos de manera más manejable, aśı que
sustituyendo los coeficientes an y bn por sus expresiones integrales tenemos

SNf(θ) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)dt+
1

π

N∑
n=1

∫ π

−π

f(t)[cos(nt) cos(nθ) + sen(nt) sen(nθ)]dt

=
1

π

∫ π

−π

f(t)[
1

2
+

N∑
n=1

cos(n(θ − t))]dt

=
1

π

∫ π

−π

f(t)DN(θ − t)dt,

donde DN(t) =
1
2
+cos(t)+ · · ·+cos(Nt) y a esta función la llamamos núcleo

de Dirichlet. Multiplicando por sen(t/2) y por la siguiente relación trigo-
nométrica

2cos(nt) sen(t/2) = [sen(n+ 1/2)t− sen(n− 1/2)t],
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llegamos a

DN(t) =
sen(N + 1/2)t

2 sen(t/2)
. (2.12)

El núcleo de Dirichlet cuenta con las siguientes propiedades:

1. DN es una función periódica de periodo 2π.

2. DN es una función par, es decir, DN(−t) = DN(t).

3. 1
π

∫ π

−π
DN(t)dt = 1.

De las propiedades anteriores, la primera nos permite cambiar el intervalo
de integración con el que sea de longitud 2π. Además, como f es del mismo
periodo podemos poner

SNf(θ) =
1

π

∫ π

−π

f(θ − t)DN(t)dt.

Cambiando la variable t por −t en el intervalo (−π, 0) y por la segunda
propiedad tenemos

SNf(θ) =
1

π

∫ π

0

[f(θ + t) + f(θ − t)]DN(t)dt.

Al siguiente lema se le conoce como el “lema de Riemann–Lebesgue”

Lema 2.3.1. Si f es integrable y λ real,

ĺım
λ−→∞

∫ π

−π

f(t) sen(λt)dt = ĺım
λ−→∞

∫ π

−π

f(t) cos(λt)dt = 0.

Demostración. Si definimos a f como la función caracteŕıstica de un
intervalo (a, b) tenemos∣∣∣∣∫ π

−π

f(t) sen(λt)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

sen(λt)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos(λb)− cos(λa)

λ

∣∣∣∣ ,
lo cual tiende a cero cuando λ tiende a infinito. Esto es cierto para cualquier
función escalonada. Si f es integrable, dado ϵ > 0 existe gϵ escalonada tal
que ∫

|f − gϵ| < ϵ/2.

Haciendo∣∣∣∣∫ π

−π

f(t) sen(λt)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

−π

|f(t)− gϵ(t)|dt+
∣∣∣∣∫ π

−π

gϵ(t) sen(λt)dt

∣∣∣∣ .
Y si tomamos a λ lo suficientemente grande, el término de la izquierda se

hace menor que ϵ.
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2.3.2. Propiedad de localización

Teorema 2.3.1. (Principio de localización de Riemann)

1. Sea f integrable y periódica de periodo 2π tal que f(x) = 0 para
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) y algún δ > 0; entonces,

ĺım
N−→∞

SNf(x0) = 0.

2. Si f y g son integrables y periódicas de periodo 2π y f(x) = g(x)
para x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), entonces, o bien, existen ĺımN−→∞ SNf(x0) y
ĺımN−→∞ SNg(x0) y son iguales, o bien no existe ninguno de los dos.

La demostración se puede encontrar en el caṕıtulo 2.3 de [14].

2.3.3. Teoremas de convergencia puntual de Fourier

Gracias al lema de Riemann–Lebesgue se pueden presentar los dos si-
guientes teoremas de convergencia.

Teorema 2.3.2. Sea f una función integrable en (−π, π) que tiene derivada
en el punto x0. Entonces, la serie de Fourier de f converge a f(x0) en x0.

Demostración. Por la propiedad 3 del núcleo de Dirichlet (seccion 2.3.1),
podemos escribir

SNf(x0)− f(x0) =
1

π

∫ π

−π

[f(x0 + t)− f(x0)]
sen(N + 1/2)t

2 sen(t/2)
dt

=
1

π

∫ π

−π

f(x0 + t)− f(x0)

t

t

2 sen(t/2)
sen(N + 1/2)tdt.

Del último integrando, el primer factor es una función integrable en
(−π,−δ)

⋃
(δ, π) y además está acotado en un entorno de 0 e integrable en

(−π, π). El segundo factor es continua en el mismo intervalo, ya que es notorio
que su discontinuidad en el origen puede ser evitable. Entonces, el producto
de ambas funciones será integrable y aplicando el lema de Riemann–Lebesgue
se deduce que el ĺımite de SNf(x0)− f(x0) es 0.

Teorema 2.3.3. Sea f una función integrable en (−π, π) que tiene derivadas
laterales en el punto x0 en el sentido mencionado. Entonces, la serie de Fourier
de f converge en x0 a (f(x0+) + f(x0−))/2.

La demostración del teorema se puede verificar en [14]
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2.3.4. El teorema de Dirichlet

Debido a Dirichlet el primer teorema de convergencia de series de Fourier,
comenzó a verse en 1829 y se refiere a funciones monótonas a trozos.

Antes de comenzar a hablar sobre el teorema se harán algunos comenta-
rios y se presentarán algunos teoremas de los cuales su demostración formal
y detallada puede verse en [14]:

Una función monótona y acotada en un intervalo [a, b] es integrable y
tiene ĺımites laterales finitos en cada punto. Si estos ĺımites no coinciden
la función tendrá una discontinuidad con un salto finito. La suma de todos
estos saltos no deben ser mayor que la diferencia de los valores del intervalo
de la función, de tal manera que el conjunto de las discontinuidades con salto
mayor que 1/n es finito y, por tanto, es a lo más numerable. Una función
monótona a trozos, es monótona en una cantidad finita de intervalos que
unidos dan el intervalo original.

Teorema 2.3.4. Sea f una función monótona a trozos y acotada en [−π, π].
Entonces, SNf(x) converge a [f(x+) + f(x−)]/2. En particular, converge a
f(x) si la función es continua en x.

Debemos de entender que la función se ha extendido por periodicidad
cuando el punto x es uno de los extremos del intervalo. Aśı, f(π+) =
f((−π)+) y f((−π)−) = f(π−). Utilizaremos en su demostración los si-
guientes lemas:

Lema 2.3.2. Sea g no decreciente y no negativa en [a, b] y h continua con
un número finito de cambios de signo en [a, b]. Existe c ∈ (a, b) tal que∫ b

a

g(t)h(t)dt = g(b)

∫ b

c

h(t)dt.

Lema 2.3.3. Existe una constante M (independiente de N) tal que∣∣∣∣∫ δ

η

DN(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M para todo 0 ≤ η ≤ δ ≤ π.

En 1837 se extendió el enunciado original de Dirichelt de 1829, esto permi-
tió, que las funciones tuviesen un número finito de discontinuidades infinitas
siempre que fuera absolutamente integrable. El resultado de convergencia se
obtiene en aquellos puntos en los que los ĺımites laterales existen y son finitos.

Se pueden analizar otros teoremas, como el teorema de Dini (1880) que
utiliza de manera sencilla el Lema de Riemann-Lebesgue.
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Teorema 2.3.5. (Teorema de Dini). Sea f integrable en [−π, π], x0 un
punto del intervalo y l un número real tal que la función

Φ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2l,

satisface
∫ δ

0
|Φ(t)|

t
dt < ∞ para algún δ > 0. Entonces,

ĺım
N−→∞

SNf(x0) = l.

Notemos que si f es continua en x0, l no puede ser más que f(x0), pero la
continuidad no es suficiente por śı sola para garantizar la condición de Dini.
Este resultado tiene como caso particular el siguiente teorema de Lipschitz
(1864).

Teorema 2.3.6. (Teorema de Lipschitz). Si f es integrable en [−π, π] y
en un punto x0 de ese intervalo se cumple

|f(x0 + t)− f(x0)| ≤ L|t|, (2.13)

para alguna constante L y |t| < δ, entonces SNf(x0) converge a f(x0).

Una función f cumple la condición de Lipschitz si

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|,

para todo par de puntos x, y de su dominio. Es una condición de Lipschitz
uniforme, mientras que el resultado del teorema anterior es una condición
puntual. También podemos hablar de condición de Lipschitz de orden α (0 <
α ≤ 1) cuando

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|α.

La condición puntual asociada también es suficiente para la convergencia,
es decir, basta tener |t|α en el segundo miembro de (2.13) para aplicar el
teorema de Dini.

2.4. Convergencia uniforme de la serie de Fou-

rier

El criterio de Weierstrass para la convergencia uniforme asegura que si
para una serie de funciones encontramos una serie numérica mayormente
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convergente, la serie de funciones converge uniformemente. Al aplicar este
criterio a (2.11) necesitamos que la siguiente serie sea convergente

∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|). (2.14)

Como una sucesión de funciones continuas que converge uniformemen-
te tiene como ĺımite una función continua, entonces solo hay convergencia
uniforme por series de Fourier a funciones continuas. Tenemos entonces los
siguientes teoremas y lemas en los cuales se presenta la demostración en el
caṕıtulo 3 de [14].

Teorema 2.4.1. Sea f una función continua en [−π, π] cuya derivada existe
excepto en un número finito de puntos y es continua a trozos y acotada.
Entonces, la serie de Fourier de f converge uniformemente en [−π, π].

En los extremos del intervalo la continuidad es periódica y por ello f(π) =
f(−π).

2.4.1. Localización uniforme

El principio de localización nos asegura que el comportamiento de la
serie de Fourier en un punto sólo depende de como sea la función en su
entorno. Consideramos subintervalos [−π, π] para casos semejantes para la
convergencia uniforme. Para ello tenemos el siguiente lema de Riemann–
Lebesgue.

Lema 2.4.1. Sea f una función periódica de periodo 2π, integrable y aco-
tada, y g una función monótona a trozos y acotada. Entonces,

ĺım
λ−→∞

∫ π

−π

f(x+ t)g(t)sen(λt)dt = 0,

es uniformemente en x.

Teorema 2.4.2. Si f es una función nula en un intervalo [a, b] ⊂ [−π, π],
la serie de Fourier de f converge a cero uniformemente en [a+ δ, b− δ] para
δ > 0.

Teorema 2.4.3. Sea f continua, con derivada continua a trozos y acotada
en un intervalo [a, b] ⊂ [−π, π]. Entonces la serie de Fourier de f converge a
f uniformemente en [a+ δ, b− δ] para δ > 0.

Otros criterios de convergencia uniforme semejantes a los de Dirichlet–
Jordan y Dini–Lipschitz, son:
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Teorema 2.4.4. Sea f una función integrable en (−π, π), de variación aco-
tada y continua en un intervalo [a, b]. Entonces, la serie de Fourier converge
uniformemente a f en [a+ δ, b− δ], para δ > 0.

Para el siguiente teorema definimos el “módulo de continuidad” de una
función f en un intervalo I como

w(δ) = sup {|f(t)− f(s)| : t, s ∈ I, |t− s| < δ} .

Aśı que, f cumple una condición de Lipschitz de orden α en I equivale a
w(δ) ≥ Lδα con L independiente de δ.

Teorema 2.4.5. Sea f integrable en (−π, π), continua en I = [a, b] y tal que
w(δ)/δ es integrable en (0, η) para algún η > 0, donde w(δ) es el módulo de
continuidad de f en I. Entonces, la serie de Fourier converge uniformemente
a f en [a+ ϵ, b− ϵ], para ϵ > 0.

2.5. Series de Fourier en un disco

Asociado con la ecuación de Laplace en un disco G tenemos dos problemas
en el sentido de Hadamard:

∆u = 0 en G, u = f en ∂G, (2.15)

y

∆u = 0 en G,
∂u

∂n
= g en ∂G. (2.16)

Resolveremos el problema (2.15) (Problema de Dirichlet) en el disco abier-
to G = Dρ ⊂ R2 de radio ρ centrado en el origen. Para ello cambiamos x y
y a coordenadas polares mediante la sustitución

x = r cos(θ) y y = r sen(θ).

Tenemos que r2 = x2 + y2 y derivando impĺıcitamente con respecto de x
tenemos

2rrx = 2x,

despejando rx obtenemos

rx =
2x

2r
=

x

r
.

De forma análoga tenemos que ry =
y
r
. Por lo tanto,

rx =
x

r
, ry =

y

r
.
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Por otro lado

rxx =
r − xx

r

r2
=

r − x2

r

r2
=

r2−x2

r

r2
=

r2 − x2

r3
,

y procediendo de forma similar

ryy =
r2 − y2

r3
.

De lo anterior tenemos que el Laplaciano de r, está dado por

△r = rxx + ryy =
r2 − x2

r3
+

r2 − y2

r3
=

2r2 − (x2 + y2)

r3
=

r2

r3
=

1

r
.

Derivamos ahora impĺıcitamente con respecto de x la sustitución x =
rcosθ, se tiene

1 = r[− sen(θ)]θx + rx cos(θ) = −r sen(θ)θx +
x

r
cos(θ)

= −r sen(θ)θx + cos2(θ).

Lo anterior es equivalente a

1− cos2(θ) = −r sen(θ)θx,

usando la identidad trigonométrica sen2(θ) = 1− cos2(θ)

sen2(θ) = −r sen(θ)θx,

aśı que al despejar θx se obtiene finalmente

θx = −sen(θ)

r
.

Un procedimento similar nos lleva a

θy =
cos(θ)

r
.

No es dificil verificar que el Laplaciano de θ es igual a

△θ = θxx + θyy = 0.

Ahora, usamos la regla de la cadena y un poco de álgebra para verificar que
el operador de Laplace de u en coordenadas polares es

△u = uxx + uyy

= urr(r
2
x + r2y) + 2urθ(rxθx + ryθy) + uθθ(θ

2
x + θ2y) + (△r)ur + (△θ)uθ

= urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.
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Escribimos la ecuación de Laplace (2.15) en coordenadas polares como
sigue:

urr +
1

r
ur +

1

r2
uθθ = 0, 0 ≤ r < ρ, 0 ≤ θ ≤ 2π (2.17)

u(ρ, θ) = f(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

buscamos soluciones producto:

u(r, θ) = R(r)Φ(θ).

claramente

ur = R′(r)Φ(θ), urr = R′′(r)Φ(θ), uθθ = R(r)Φ′′(θ)

y sustituyendo en (2.17) llegamos a que:

rR′′

R
+

rR′

R
= −Φ′′

Φ
. (2.18)

De la última ecuación, podemos ver que el lado izquierdo solo depende
de r, mientras que el lado derecho solo depende de θ. Por lo que, podemos
igualar ambos lados a una constante µ y deducimos que, para que R y Φ
formen una solución producto se deben satisfacer las siguientes dos ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden:

Φ′′ + µΦ = 0, donde Φ tiene periodo 2π, (2.19)

r2R′′ + rR′ − µR = 0, donde R esta acotada cuando r → 0. (2.20)

Las soluciones 2π periódicas de (2.19) están dadas por

Φn(θ) = An cos(nθ) +Bn sen(nθ), µn = n2, n = 0, 1, 2, ..,

donde An y Bn son costantes arbitrarias.

Ahora buscamos la solución de (2.20) con µ = n2 en la forma rα. Susti-
tuyendo esto, la ecuación (2.20) nos da:

r2α(α− 1)rα−2 + rαrα−1 − n2rα = 0,

o
rα(α2 − n2) = 0.
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Por lo tanto, la solución general de (2.20) viene dada por:

A0 +B0 log(r) con n = 0,

y
Anr

n +Bnr
−n con n ≥ 1.

Como solo podemos admitir soluciones de (2.20) que estén acotadas cuan-
do r → 0, nuestras soluciones bases son:

1 para n = 0; rn cos(nθ) y rn sen(nθ) con n ≥ 1.

Buscaremos una solución de (2.15) de la forma

u(r, θ) =
a0
2

+
∞∑
n=1

rn(an cos(nθ) + bn sen(nθ)).

Para satisfacer la condición de frontera u(ρ, θ) = f(θ), debemos elegir los
coeficientes an, bn de tal manera que

f(θ) = u(ρ, θ) =
a0
2

+
∞∑
n=1

ρn(an cos(nθ) + bn sen(nθ)), (2.21)

donde f(θ) de periodo 2π, tiene la serie de Fourier:

f(θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

An cos(nθ) +Bn sen(nθ),

Aqúı, An y Bn son los coeficientes de Fourier de f y se calculan como:

An =
1

L

∫ L

−L

f(x) cos
(nπx

L

)
dx.

y

Bn =
1

L

∫ L

−L

f(x) sen
(nπx

L

)
dx.

Con esto la ecuación (2.21) se satisface si escogemos:

a0 = A0, an = ρ−nAn y bn = ρ−nBn con n ≥ 1.

Con todo esto, hemos demostrado el siguiente teorema
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Teorema 2.5.1. Sea Dρ ⊂ R2 un disco abierto de radio ρ con centro en
el origen. Sea f(θ) una función continua con periodo 2π. Entonces hay una
única solución u ∈ C∞(Dρ) de (2.15) que es continuo en D̄ρ. En coordenadas
polares

u(r, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(
r

ρ

)n

[An cos(nθ) +Bn sen(nθ)],

donde An y Bn son los coeficientes de Fourier de f .

2.6. Solución por series de Fourier

Para hallar la solución del problema (1.24)–(1.28) se considera que g ∈
L
(1)
2 (S1) donde:

L2(S1) =

{
g : S1 −→ R :

∫
S1

g2(x)dx < ∞
}
, (2.22)

y

L
(1)
2 (S1) =

{
g ∈ L2(S1) :

∫
S1

g(x)dx = 0

}
. (2.23)

Supondremos que la función g se puede escribir en su serie de Fourier
como:

g(θ) =
∞∑
n=1

gnYn(θ), (2.24)

en términos de las eigenfunciones Yn y donde los coeficientes gn están dados
por

gn =

∫
S1

g(θ)Yn(θ)dS1,

y son llamados los coeficientes de Fourier asociados a la fuente g la cual
está localizada en la frontera S1 de la región Ω1. La solución del problema
(1.24)–(1.28) se busca de la forma:

u1(r, θ) =
∞∑
n=1

A1
nr

nYn(θ), (2.25)

y

u2(r, θ) =
∞∑
n=1

(A2
nr

n +B2
nr

−n−1)Yn(θ), (2.26)
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donde los coeficientes An y Bn de los potenciales son desconocidos y se de-
terminan de las condiciones de frontera del problema.

De la condición u1 = u2, sobre S1, se halla que

A1
nR

n
1 = A2

nR
n
1 +B2

nR
−n−1
1 , (2.27)

donde R1 es el radio de la región Ω1 y de la condición σ1
∂u1

∂n1
= σ2

∂u2

∂n1
+ g

sobre S1, se tiene:

σ1A
1
nnR

n−1
1 = σ2[A

2
nnR

n−1
1 +B2

nR
−n−2
1 (−n− 1)] + gn. (2.28)

De la condición de frontera σ2
∂u2

∂n1
= 0 (se está suponiendo que las fronteras

S1 y S2 son concentricas), se halla:

σ2[A
2
nnR

n−1
2 +B2

nR
−n−2
2 (−n− 1)] = 0, (2.29)

donde R2 es el radio de la región Ω2 y despejando A2
n de la ecuación (2.29)

se obtiene:

A2
n =

(n+ 1)B2
nR

−n−2
2

nRn−1
2

=

(
n+ 1

n

)
B2

nR
−2n−1
2 . (2.30)

Multiplicando por R1 la ecuación (2.28) se llega a:

σ1A
1
nnR

n
1 = σ2A

2
nnR

n
1 + σ2B

2
nR

−n−1
1 (−n− 1) + gnR1. (2.31)

Multiplicando la ecuación (2.27) por nσ1 se obtiene:

A1
nnσ1R

n
1 = nσ1A

2
nR

n
1 + nσ1B

2
nR

−n−1
1 . (2.32)

Comparando las ecuaciones (2.31) y (2.32) resulta en:

σ2A
2
nnR

n
1 + σ2B

2
nR

−n−1
1 (−n− 1)+ gnR1 = nσ1A

2
nR

n
1 + nσ1B

2
nR

−n−1
1 . (2.33)

De la ecuación anterior despejamos gnR1 y obtenemos:

gnR1 = n(σ1 − σ2)A
2
nR

n
1 + [nσ1 + (n+ 1)σ2]B

2
nR

−n−1
1 . (2.34)

Sustituyendo en (2.34) A2
n dado por (2.30) se obtiene

B2
n =

gnR1

(σ1 − σ2)(n+ 1)R−2n−1
2 Rn

1 +R−n−1
1 [nσ1 + (n+ 1)σ2]

. (2.35)
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Sustituyendo B2
n en (2.30) se obtiene

A2
n =

(n+ 1)gnR1R
−2n−1
2

n
{
(σ1 − σ2)(n+ 1)R−2n−1

2 Rn
1 +R−n−1

1 [nσ1 + (n+ 1)σ2]
} . (2.36)

Por lo tanto, el potencial exacto generado sobre S2 por la fuente g ∈
L2(S1), está dado por

V (θ) =
∞∑
n=1

{
[n+ (n+ 1)R−2n−1

2 ]gnR1

n
{
(σ1 − σ2)(n+ 1)R−2n−1

2 Rn
1 +R−n−1

1 [nσ1 + (n+ 1)σ2]
}}Yn(θ).

(2.37)
Además, despejando A1

n en (2.32) se obtiene

A1
n =

[(n+ 1)R−2n−1
2 + nR−2n−1

1 ]gnR1

n
{
(σ1 − σ2)(n+ 1)R−2n−1

2 Rn
1 +R−n−1

1 [nσ1 + (n+ 1)σ2]
} . (2.38)

De la expresión (2.37) para V = u2|S2 se tiene que los coeficientes de
Fourier de V están dados por

Vn =
(2n+ 1)Rn+2

1 Rn
2

n[(n+ 1)(σ1 − σ2)R
2n+1
1 + [nσ1 + (n+ 1)σ2]R

2n+1
2 ]

gn, (2.39)

los cuales son los coeficientes resultantes de las condiciones de frontera. Re-
cordar que los armónicos Yn(θ) forman una base ortogonal para el espacio de
las funciones armónicas ortogonales a las constantes, espacio que surge de la
condición de compatibilidad de la función g.

2.7. Construcción de un Ejemplo

Realizamos los siguientes pasos:

1. Definimos nuestros dominios y sus fronteras. Consideramos que:

Ω1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 < R2
1}.

Ω2 = {(x, y) ∈ R2|R2
1 < x2 + y2 < R2

2}.

Con esto tenemos que sus fronteras son:

S1 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = R2
1}.
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S2 = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 = R2
2}.

Consideramos también a σ1 = 3 y σ2 = 1

2. Damos una g definida sobre S1 en términos de algunas funciones pro-
pias, yn : sen(nθ) o cos(nθ):

g(θ) = 5 sen(θ)− 6 sen(2θ) + sen(3θ).

3. Obtenemos los coeficientes de Fourier gn de g. En este caso, son: g1 = 5,
g2 = −6 y g3 = 1.

4. Obtenemos las A2
n en términos de R1, R2 y gn:

A2
n =

(n+ 1)gnR1R
−2n−1
2

n
{
(σ1 − σ2)(n+ 1)R−2n−1

2 Rn
1 +R−n−1

1 [nσ1 + (n+ 1)σ2]
} .

De esto los valores de A2
n son A2

n = 0 para n > 3 y:

A2
1 =

10R−3
2

4R−3
2 + 5R−3

1

.

A2
2 =

−3R1

2R2
1 + 3R−3

1 R5
2

.

A2
3 =

4R1

24R3
1 + 39R−4

1 R7
2

.

5. Obtenemos los coeficientes B2
n en términos de R1, R2 y gn.

B2
n =

gnR1

(σ1 − σ2)(n+ 1)R−2n−1
2 Rn

1 +R−n−1
1 [nσ1 + (n+ 1)σ2]

.

De esto los valores de B2
n son B2

n = 0 para n > 3 y:

B2
1 =

5

4R−3
2 + 5R−3

1

.

B2
2 =

−2

2R−5
2 R1 + 3R−4

1

.

B2
3 =

1

8R−7
2 R2

1 + 13R−5
1

.
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6. Obtenemos los coeficientes A1
n en términos de R1, R2 y gn.

A1
n =

[(n+ 1)R−2n−1
2 + nR−2n−1

1 ]gnR1

n
{
(σ1 − σ2)(n+ 1)R−2n−1

2 Rn
1 +R−n−1

1 [nσ1 + (n+ 1)σ2]
} .

De esto los valores para A1
n son A1

n = 0 para n > 3 y:

A1
1 =

10R−3
2 + 5R−3

1

4R−3
2 + 5R−3

1

.

A1
2 =

−3R−5
2 − 2R−5

1

2R−5
2 R1 + 3R−4

1

.

A1
3 =

4R−7
2 + 3R−7

1

24R−7
2 R2

1 + 39R−5
1

.

7. Gráficar u1 y u2. En la Figura 2.1 se presentan las funciones u1 y u2

con una cierta “separación” para ver claramente dónde se encuentra la
región 1 y la región 2 (Ω1,Ω2, respectivamente).

Figura 2.1: Representación gráfica de u1 y u2

.

En la Figura 2.2 presentamos otro ángulo de las soluciones u1 y u2,
donde ambas dan lo que es el cerebro humano y la intersección de
ambos.
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Figura 2.2: Gráfica de las soluciones u1 y u2, con diferente vista.

2.8. Planteamiento Operacional

El análisis de los problemas directos, se puede realizar a través de un
planteamiento operacional que permita deducir un buen o mal planteamiento.
Para ello, se requiere la definición de la solución del problema de contorno.

Definición 2.8.1. Una función u tal que

u ∈ C(Ω)
⋂

C2(Ω1)
⋂

C2(Ω2)
⋂

C1(Ω̄1)
⋂

C1(Ω̄2), (2.40)

es una solución clásica del problema (1.24)–(1.28) si las relaciones asociadas
satisfacen en el sentido clásico la diferenciación.

De ello surge el siguiente teorema visto en la tesis de Estrada [1]

Teorema 2.8.1. Dada g ∈ C(S1), la condición de compatibilidad (2.23), es
necesaria y suficiente para la existencia y unicidad de la solución clásica del
problema (1.24)–(1.28).

Consideramos el espacio de Sobolev H1(Ω) ⊂ L2(Ω) cuyos elementos tie-
nen derivada débil y pertenecen a L2(Ω). Denotaremos por medio de L1

2(S1) al
subespacio de L2(S1) compuesto por las funciones que satisfacen la condición
de compatibilidad. De esta manera se tiene la siguiente definición:
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Definición 2.8.2. Dada g ∈ L2(S1), que satisface la condición de compati-
bilidad, una función u ∈ H1(Ω), es llamada una solución débil del problema
(1.24)–(1.28) si satisface la siguiente relación

σ1

∫
Ω1

∇u1 · ∇vdΩ + σ2

∫
Ω2

∇u2 · ∇vdΩ =

∫
S1

gvds,∀v ∈ H1(Ω). (2.41)

Teorema 2.8.2. La condición de compatibilidad de la función g es necesaria
y suficiente para la existencia de la solución débil del problema (1.24)–(1.28).
Hay una única solución débil u que satisface∫

Ω

u(x)dx =< u, 1 >L2(S1)= 0,

y además
||u||H1(Ω) ≤ C||g||L2(S1), (2.42)

donde la constante C no depende de g.

Nótese que la condición de compatibilidad es necesaria y suficiente para la
existencia y unicidad (salvo constantes) tanto de la solución clásica como de
la débil. A través del teorema anterior, podemos definir el siguiente operador:

T : L1
2(S1) −→ H1(Ω1), tal que T (g) = u,

donde u es la única solución débil del problema. Este operador está bien
definido y además, por la condición (2.42), es continuo. El operador A que se
obtiene de la composición del operador continuo T con el operador compacto
traza Tr a la frontera S2 de la región Ω, es compacto. Más precisamente, el
operador

A : L
(1)
2 (S1) −→ L2(S2),

se define a través de la regla de correspondencia g 7→ V donde V = u|S2 y
u es la solución del problema (1.24)–(1.28) que satisface que

∫
Ω
u(x)dx = 0.

Este operador está bien definido, pues para cada fuente g ∈ L
(1)
2 (S1) existe

un único potencial u, solución del problema de contorno, que es ortogonal a
las constantes en el producto escalar de L2(Ω).

En este caso particular de esferas concéntricas, usando los cálculos dados
anteriormente, se halla que la regla de correspondencia del operador A vista
en [1] y definida como:

A(g)(θ, φ) = R2
1

∑∞
n=1

∑n
m=−n

{
(2n+1)Rn+2

1 Rn
2 gnm

n[(n+1)(σ1−σ2)R
2n+1
1 +[nσ1+(n+1)σ2]R

2n+1
2 ]

}
Ynm(θ, φ).
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Caṕıtulo 3

El método de elemento finito

En este caṕıtulo describiremos los conceptos y detalles de la aplicación del
método del elemento finito para la solución numérica de un problema eĺıptico,
en un dominio general en R2, pero cuando sea necesario, los ilustraremos
en un dominio circular Ω porque aśı lo requiere nuestro problema de EEG
que trataremos en el caṕıtulo 4. El problema que trabajaremos aqúı, es el
siguiente α y ν reales positivos, f continua en Ω, g0 continua en Γ1, g1
continua en Γ2, encontrar u en Ω que satisfaga las siguientes ecuaciones

αu− ν △ u = f en Ω. (3.1)

u = g0 sobre Γ1. (3.2)

∂u

∂n
= g1 en Γ2. (3.3)

Γ1 y Γ2 se intersectan a lo más en 2 puntos y su Γ es la frontera de Ω.

Para resolver el problema por elemento finito, primero obtendremos la
formulación variacional del problema que es una ecuación integral que se de-
be cumplir para todo un conjunto de funciones llamadas de prueba, que es
un espacio vectorial de dimensión infinita. Después de esto, deberemos cons-
truir un subespacio de dimensión finita para obtener la versión discreta de la
formulación variacional. Resolver la versión discreta de la formulación varia-
cional equivale a obtener un sistema de ecuaciones lineales donde la matriz A
es simétrica y definida positiva y cuya solución es una aproximación del va-
lor de u en ciertos puntos discretos. En las siguientes secciones describiremos
esto con más detalle.

3.1. Formulación Variacional

Nos interesa resolver el problema (3.1) y (3.2) aplicando el método del
elemento finito. Para ello, debemos obtener la formulación variacional, lo

32
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cual implica ciertos espacios de funciones, como los espacios de Sobolev de
los cuales algunos de ellos son espacios de Hilbert. Aśı que definimos los
espacios a continuación:

Definición 3.1.1. Sea w ⊂ Rn un abierto con frontera γ y sea p ∈ R con
1 ≤ p ≤ ∞. Se define el llamado espacio de Sobolev, denotado por W 1,p(w)
de la manera siguiente

W 1,p(w) = {u ∈ Lp | ∃ g1, ..., gn ∈ Lp(w) tal que∫
w

u
∂φ

∂xi

= −
∫
w

giφ, ∀φ ∈ C∞
c (w), ∀i = 1, ..., n.

}
Se introduce la siguiente notación para un caso especial:

H1(w) = W 1,2(w) y H1
0 (w) =

{
v ∈ H1|v = 0 sobre γ

}
.

Para u ∈ W 1,p(w) se denota

∂u

∂xi

= gi y ▽ u =

(
∂u

∂x1

, · · ·, ∂u

∂xn

)
= grad(u).

El espacio W 1,p(w) está dotado de la siguiente norma:

||u||W 1,p(w) = ||u||Lp(w) +
n∑

i=1

|| ∂u
∂xi

||Lp(w),

donde

||u||Lp(w) =

[∫
w

|u|p
]1/p

;

o también equivalentemente a:(
||u||pLp(w) +

n∑
i=1

|| ∂u
∂xi

||pLp(w)

)1/p

.

Lo normal del espacio H1(w) viene dado por el siguiente producto escalar:

(u, v)H1(w) = (u, v)L2(w) +
n∑

i=1

(
∂u

∂xi

,
∂v

∂xi

)
L2(w)

;

con la norma asociada

||u||H1(w) =

(
||u||2L2(w) +

n∑
i=1

|| ∂u
∂xi

||2L2(w)

)1/2

.

La demostración formal de las siguientes afirmaciones puede verse en [17]
correspondientes a los caṕıtulos VIII y IX respectivamente.
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Proposición 3.1.2. El espacio H1(w) es un espacio de Hilbert separable.

Definición 3.1.3. Sea 1 ≤ p ≤ ∞. A la cerradura de C1
c (w) en W 1,p(w) se

le denota como W 1,p
0 (w) o de igual manera se denota como:

H1
0 (w) = W 1,2

0 (w) =
{
v ∈ H1|v = 0 sobre γ

}
,

donde H1
0 (w) es un espacio de Hilbert con el producto escalar en H1.

Consideremos el problema (3.1) y (3.2) con g ∈ C(w) y w abierto acota-
do. Una solución clásica del problema es una función u ∈ C2(w)

⋂
C(w̄) que

verifica las ecuaciones (3.1) y (3.2). Pero si lo vemos desde el puntos de vista
de la aproximación numérica es dificil pedir que u esté en C2(w). Adicional-
mente a este punto, notemos que la función g no tiene que ser necesariamente
continua. Por ello, en lugar de resolver el problema (3.1) y (3.2) definimos

V =
{
v ∈ H1(w)|v = g0 sobre γ0

}
,

y
W =

{
v ∈ H1(w)|v = 0 sobre γ0

}
,

y con ello se resuelve el problema de encontrar u ∈ V tal que

ν

∫
w

▽u ·▽vdxdy+α

∫
w

uvdxdy =

∫
w

fvdxdy+

∫
γ1

g1vdγ, ∀v ∈ W. (3.4)

A la ecuación anterior se le conoce como la formulación débil de (3.1) y
(3.2) y a una función u que satisface (3.3) se le llama una solución débil de
(3.1) y (3.2).

Si f ∈ L2(w), se aplica entonces el teorema de Stampachia [17] con H =
H1(w) y concluimos que existe una única solución de (3.3), además de que:

u = mı́n
v∈V

{
1

2

(
ν

∫
w

|| ▽ v||2 + α

∫
w

v2 − 2

∫
w

fv − 2

∫
γ1

g1v

)}
(3.5)

A esta ecuación se le conoce como la formulación variacional de (3.1)–
(3.3).

Por lo tanto, existe una única solución débil para (3.1)–(3.3) y se sabe que
si f, g0 y g1 son lo suficientemente suaves, entonces la solución débil, también
será la solución clásica [18].
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3.2. Espacio de elemento finito

Luego de obtener la formulación variacional para nuestro problema eĺıpti-
co, para poder obtener una aproximación por elemento finito es necesario
tomar un conjunto Vh y un subespacio Wh de dimensión finita contenidos en
V y W respectivamente que intervienen en la formulación variacional. Un
conjunto Vh y un espacio Wh se forma de la siguiente manera:

1. Se hace una discretización del dominio w por medio de triángulos K
satisfaciendo:

w̄ = ∪K (cuando el dominio es un ćırculo la discretización por
triángulos nunca puede cubrir completamente al dominio, pero
siempre se puede hacer que la diferencia sea tan pequeña como
uno quiera).

K̊i ∩ K̊j = ∅ para i ̸= j. (K̊ =interior de K).

Si Ki y Kj son adyacentes, dos de sus vértices deben coincidir,
es decir, no se permite que un vértice de Ki sea punto interior de
una arista de Kj.

2. Se define un espacio Hh y los elementos que serán base para tal espacio.

Con la triangulación anterior de w, la cual se denota por τh se asocian
la siguiente definición aśı como los siguientes conjuntos y espacios de
dimensión finita.

Definición 3.2.1. Si K ∈ τh entonces se define a hK como el diámetro
del triángulo K, esto es, la longitud del lado más largo de K. De igual
manera, se define ρK como el diámetro del ćırculo inscrito en K. Aśı
que se define:

h = máx
K∈τh

(hK).

Definición 3.2.2. Para K ∈ τh y w ⊂ R2 se define:

P1(K) = {p : K −→ R | p(x, y) = a+ bx+ cy},
Hh(w) = {v ∈ C0(w) : v|K ∈ P1(K), ∀K ∈ τh},
Vh(w) = {v ∈ Hh(w) : uh = g0 sobre γ0},
Wh(w) = {v ∈ Hh(w) : v(nj) = 0, ∀nj ∈ γ0},
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Se tiene que una base de Hh son las funciones vhi definidas de la siguiente
manera

vhi (nj) = δij,

donde nj es el vértice j de la triangulización τh. Si se etiquetan los vértices
de 1 a N , entonces la base de Hh debe tener tantos elementos como cantidad
de nodos tenga la triangulización. Por otro lado, la base de Wh se obtiene
al quitar de la base de Hh las funciones vhi asociadas con los nodos que per-
tenecen a γ0. Se puede ver que las vhi son linealmente independientes y que
cualquier función u ∈ Hh se puede escribir como combinación lineal de ellas,

es decir,
{
vhi
}N
i=1

es una base para Hh (Figura 3.1) [16].

Figura 3.1: Función base local vhi .

Al espacio Hh se le llama un espacio de elemento finito. Una vez que se
realizó todo el procedimiento anterior sustitúımos Vh por V y Wh por W en
la formulación variacional (3.4) para obtener el problema discreto asociado:

uh ∈ Vh tal que a(uh, vh) =< f, vh >, ∀vh ∈ Wh. (3.6)

donde

a(uh, vh) = ν

∫
w

▽uh · ▽vh + α

∫
w

uhvh,

y

< f, vh >=

∫
w

fvh +

∫
γ1

g1vhdγ1.

Suponiendo que
{
vh1 , ..., v

h
n, v

h
n+1, ...v

h
N

}
es una base para Hh y

{
vh1 , ..., v

h
n

}
es la base paraWh, se tiene que si u = (u1, ..., uN) es el vector de aproximación
para la solución u:

uj = uh(nj), j = 1, 2, ..., N,
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entonces uj = g0(nj) para j = n+ 1, ..., N , y

uh =
N∑
j=1

ujv
h
j ,

aśı que las uj deben satisfacer que

n∑
j=1

uja(v
h
i , v

h
j ) =< f, vhi > −

N∑
j=n+1

uja(v
h
i , v

h
j ), i = 1, 2, ..., n, (3.7)

o equivalentemente las uj resuelven el sistema algebraico:

Auh = b, (3.8)

donde aij = a(vhi , v
h
j ) y bi =< f, vhi > −

∑N
j=n+1 uja(v

h
i , v

h
j ). Ya que la matriz

A es simétrica y definida positiva, el vector solución uh existe y es único, lo
que lleva a que la aproximación de la solución exista y sea única.

Para calcular los elementos de la matriz A hacemos uso de la propiedad
de la aditividad en la integral y la forma en la que se discretizó w:

aij =
∑
K∈τh

∫
K

(ν ▽ vhi · ▽vhj + αvhi v
h
j ),

notemos que si el nodo nj no es vértice de algún triángulo del que ni sea
vértice, entonces aij = 0.

3.3. Detalles computacionales

Con todo lo anterior, desarrollamos un programa en OCTAVE/MATLAB
el cuál construye y muestra la malla (triangulación, que en caso nuestro es
de un dominio circular) y numeración, para luego calcular la matriz A y el
vector b de (3.7). El cálculo de A tiene que ver con la discretización de w,
esto quiere decir, de cómo se etiquetó cada uno de los nodos y la manera
en la que se identifica cada triángulo o elemento de la discretización; esto
significa, etiquetar cada triángulo y saber qué nodos lo forman. En la Figura
3.2 se muestra una malla y una forma de etiquetar nodos y triángulos en
un dominio circular. Para obtener la malla se da Nr, un número de radios
en nuestro dominio Ω y Nci un número de ćırculos concéntricos dentro del
dominio Ω. Las intersecciones de estos radios con estos ćırculos concéntricos
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Figura 3.2: Un ejemplo de malla en un dominio Ω circular.

definen los nodos.

Regla de numeración de nodos: Comenzamos definiendo al nodo 1
como el centro de nuestro dominio Ω. Enseguida numeramos los nodos del
radio que coincide con el eje x, avanzando de dentro hacia afuera. Una vez
terminado con este radio avanzamos al siguiente radio hacia arriba (o reco-
rriendo los radios en sentido contrario a las manecillas del reloj), siguiendo
el mismo patrón de numerar los nodos en este radio de dentro hacia afuera,
saltando el (0, 0) que ya se numeró.

Regla de numeración de triángulos: Tomamos el ángulo formado
por nuestro radio 1 y 2, e intersectándolo con cada uno de nuestros ćırculos
concéntricos vamos formando trapecios, salvo el primer ćırculo concéntrico
que tengamos. Entonces al primer triángulo formado lo númeramos tal cual y
a los trapecios formados los dividimos con una recta de tal manera de obtener
dos triángulos donde el triángulo de abajo formado tendrá el siguiente orden
en la numeración y a continuación el triángulo de arriba y aśı sucesivamente.
Luego de ello se seguirá con el ángulo formado por nuestros radios 2 y 3 y aśı
hasta completar toda la vuelta hasta llegar a nuestro radio principal, todo
esto en contra de las manecillas del reloj.

Regla para numerar localmente los vértices de cada triángulo:
Aqúı lo que deseamos hacer es definir en cada triángulo cuál será el vértice 1,
cuál será el vértice 2 y cuál será el vértice 3. En nuestro caso, para la malla
obtenida notemos que tenemos 3 diferentes tipos de triángulos, por lo cual
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tenemos la siguiente numeración correspondiente a cada uno de ellos:

1. Tipo I. Es un triángulo que tiene un vértice en el (0, 0). Para estos
triángulos el vértice 1 es el punto (0, 0) y la numeración de los otros
dos se hace siguiendo el sentido contrario a las manecillas del reloj.

2. Tipo II: Para definir un triángulo de este tipo notamos que entre cada
dos radios consecutivos y dos ćırculos consecutivos se forma un trapecio
con las 4 intersecciones. De este trapecio se obtienen dos triángulos de
la malla, dividiéndolo con el segmento de recta que une la intesección
del primer radio con el primer ćırculo con la interseción del segundo
radio y el segundo ćırculo. Con esto, un triángulo del tipo 2 es el que
tiene una arista en el segundo radio. Un triángulo del tipo 3 es el que
tiene una arista en el primer radio (ver Figura 3.3). Para el triángulo
tipo II, el vértice 1 es el que está mas cerca del origen (existe y es único)
y se continúa su numeración en sentido contrario a las manecillas del
reloj.

3. Tipo III. Ya se definieron los triángulos tipo III. En este caso, el vértice
1 es el que está en el primer radio y la numeración de los otros se hace
siguiendo el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Figura 3.3: Numeración de los vértices de los tipos de triángulos [16].

3.3.1. Cálculo de A

Ya se definió anteriormente la base {vi}N1 para Hh, la cual satisface

vi(nj) = δij,

donde nj representa el nodo j de la triangulación τh para w, y se considera
que

vi|K = ak + bkx+ cky,
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para cadaK ∈ τh. Las funciones base locales pueden ser definidas en términos
de las coordenadas de los nodos que definen K. De igual manera sabemos
que

aij = aw(vi, vj) =
∑
K∈τh

aK(vi, vj) =
∑
K∈τh

∫
K

(αvivj + ν ▽ vi · ▽vj)dx.

Entonces hacemos los cálculos elemento por elemento y estos se acumulan
a su respectivo aij.

Pero como la forma bilineal aw(·, ·) es simétrica, solo se necesita calcular
la parte inferior de la matriz A.

Algo muy importante que no debemos perder de vista es que la matriz A
es “rala y bandeada”.

Hemos definido la estructura de A. Lo que nos falta hacer es calcular los
valores numéricos aij de cada una de sus entradas. Para cada aij, debemos
calcular integrales de la forma:∫

K

(vivj)dx y

∫
K

▽vi · ▽vjdx,

donde K es cada uno de los elementos de la triangulación. Esto lo haremos
con ayuda de un cambio de coordenadas o mediante una transformación af́ın,
definida por: (

x
y

)
= Tk

(
ϵ
η

)
+

(
x1

y1

)
(3.9)

donde Tk =

(
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

)
y (xi, yi) son las coordenadas del nodo local

i, en el triángulo K.

Notemos que el vértice (0, 0) se transforma en el nodo local 1, el vértice
(1, 0) en el nodo local 2 y el vértice (0, 1) en el nodo local 3, es decir, cada
triángulo K bajo la transformación Tk se transforma en el triángulo especial
Ke que no vaŕıa de triángulo a triángulo.

Las funciones bases en K, si las definimos en términos de las coordenadas
de los nodos son

vK1 (x, y) =
1

2Area(K)
[x2y3 − y2x3 + (y2 − y3)x+ (x3 − x2)y], (3.10)
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Figura 3.4: Elemento maestro Ke.

vK2 (x, y) =
1

2Area(K)
[x3y1 − y3x1 + (y3 − y1)x+ (x1 − x3)y], (3.11)

vK3 (x, y) =
1

2Area(K)
[x1y2 − y1x2 + (y1 − y2)x+ (x2 − x1)y], (3.12)

y las funciones bases en Ke son

ve1(ϵ, η) = 1− ϵ− η,

ve2(ϵ, η) = ϵ,

ve3(ϵ, η) = η.

y tenemos que∫
K

(vKi vKj )dx =

∫
Ke

(vei v
e
j )|det(TK)|dϵdη = |det(TK)|

∫
ke
(vei v

e
j )dϵdη.

Por lo tanto ∫
K

(vKi vKj )dx =
|det(TK)|

24
=

{
2 si i = j.

1 si i ̸= j.

3.3.2. Contribución de f al lado derecho del sistema
Au = b

Una contribución para b en Ax = b son las integrales
∫
w
fvidx. Para

su cálculo se considera que f es una función definida en cada nodo de la
triangulación de w. Entonces podemos escribir

f =
N∑
j=1

fjvj,
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donde fj representa el valor de f en el nodo j : fj = f(nj). Aśı que∫
w

fvidx =

∫
w

(
N∑
j=1

fjvj

)
vidx =

N∑
j=1

fj

∫
w

vivjdx.

Aśı podemos escribir el vector
∫
w
fv1dx
·
·
·∫

w
fvndx

 =


f1
∫
w
v1v1dx+ f2

∫
w
v1v2dx+ · · ·+ fN

∫
w
v1vNdx

·
·
·

f1
∫
w
vNv1dx+ f2

∫
w
vNv2dx+ · · ·+ fN

∫
w
vNvNdx

 .

(3.13)
Utilizando la aditividad de la integral sobre el dominio de integración y

como para cada triángulo K de la discretización existen tres funciones bases
locales vki se debe calcular ∫

K

vKl vKp dx,

para l, p = 1, 2, 3 y para cada triángulo K. Además los ı́ndices l y p denotan
funciones bases locales o nodos globales. Aśı que definiendo a i, j como los
nodos globales asociados con los nodos locales l y p, respectivamente, entonces

fi

∫
K

vkl v
k
pdx,

se acumula a la componente j del vector en (3.13) y el valor

fj

∫
K

vkl v
k
pdx,

se acumulan a la componente i del vector en (3.13). De acuerdo a esto, el
vector b se puede ir ensamblando simultáneamente con el cálculo de A, sa-
biendo que el vector b tiene solo n componentes.

Por último, otra contribución de b son las integrales de la forma
∫
γ1
g1vhdγ.

Estas integrales de ĺınea se pueden calcular numéricamente.

Todos los detalles descritos para el cálculo de A y del lado derecho fun-
cionan para un dominio general mallado con triángulos, sin embargo, en esta
tesis estamos interesados en dominios circulares que se mallarán como ya se
describió anteriormente.
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Método del elemento finito
aplicado al modelo

cuasi–estático de un tumor
cerebral

Resolveremos (1.24)–(1.28) a través del método del elemento finito simi-
larmente a como resolvimos el problema eĺıptico del caṕıtulo anterior, es decir
obtendremos primero la formulación variacional o débil del modelo (1.24)–
(1.28), es decir, debemos calcular una ecuación integral similar a (3.3). La
formulación variacional se debe cumplir para toda función en un espacio de
prueba de dimensión infinita, aśı que el siguiente paso deberá ser sustituir ese
espacio de dimensión infinita por un espacio de dimensión finita, que implica
definir una malla de elemento finito en el dominio y definir el conjunto de
dimensión finita como un conjunto donde las funciones están determinadas
por sus valores en los nodos de la triangulación, esto nos permitirá formular
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales cuya solución son los valores de
la solución buscada en cada uno de los nodos de la malla. En las secciones
siguientes se describen los detalles de todos estos pasos.

4.1. El modelo y su formulación variacional

Recordemos que el módelo cuasi-estático para un tumor cerebral es el
siguiente:

∆u1 = 0, en Ω1, (4.1)

∆u2 = 0, en Ω2, (4.2)
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con las condiciones de frontera

u1 = u2, sobre S1, (4.3)

σ1
∂u1

∂n1

= σ2
∂u2

∂n1

+ g, sobre S1, (4.4)

σ2
∂u2

∂n2

= 0, sobre S2. (4.5)

En este modelo los datos son σ1, σ2 y g y deseamos encontrar una función
u1 definida en la cerradura de Ω1 y una función u2 definida en la cerradura
de Ω2, es decir, buscamos una función u definida como u = ū1 + ū2, donde

ū1 =

{
u1 en S1,

0 en S2,

y

ū2 =

{
0 en S1,

u2 en S2.

note que este problema no tiene solución única.

Para encontrar la formulación variacional del problema utilizamos los
espacios de Sobolev definidos en el caṕıtulo 3, y consideramos como en el
caṕıtulo 3 al espacio V y al espacio W , pero ahora definidos como

V = W = H1(Ω), donde Ω = Ω1 ∪ Ω2,

dado que aqúı las fronteras son en su totalidad del tipo Γ1, Γ = Γ1.

De (4.1) y de (4.2), tenemos que:

−σ1∆u1 = 0, en Ω1 y − σ2∆u2 = 0, en Ω2,

integrando cada una de las ecuaciones tenemos:

−σ1

∫
Ω1

ν∆u1 = 0

y

−σ2

∫
Ω2

ν∆u2 = 0,

lo cuál equivale por Green a

σ1

[∫
Ω1

▽u1 · ▽v −
∫
∂Ω1

v
∂u1

∂n1

]
= 0 en Ω1
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y

σ2

[∫
Ω2

▽u2 · ▽v −
∫
∂Ω2

v
∂u2

∂n2

]
= 0 en Ω2,

aśı que sumando las ecuaciones anteriores tenemos que:

σ1

∫
Ω1

▽u1 ·▽v−
∫
S1

σ1v
∂u1

∂n1

+σ2

∫
Ω2

▽u2 ·▽v+

∫
S1

σ2v
∂u2

∂n1

−
∫
S2

σ2v
∂u2

∂n2

= 0,

entonces

σ1

∫
Ω1

▽u1 · ▽v + σ2

∫
Ω2

▽u2 · ▽v =

∫
S1

[
σ1

∂u1

∂n1

− σ2
∂u2

∂n1

]
v =

∫
S1

gv.

como u1 = u2 sobre S1, y ya definimos u = ū1 + ū2, donde

ū1 =

{
u1 en S1

0 en S2

y

ū2 =

{
0 en S1

u2 en S2

entonces

σ1

∫
Ω

▽ū1 · ▽vdA+ σ2

∫
Ω

▽ū2 · ▽vdA =

∫
S1

gvids. (4.6)

En resumen, obtenemos que la formulación variacional para nuestro pro-
blema es: encontrar u = ū1 + ū2 en H1(Ω) tal que

σ1

∫
Ω1

▽ū1 · ▽vdA+ σ2

∫
Ω2

▽ū2 · ▽vdA =

∫
S1

gvds, ∀v ∈ H1(Ω). (4.7)

4.2. Espacio de elemento finito

Similar a la sección 3.2, construiremos aqúı los espacio de elemento finito.
Lo que debemos considerar es que nuestro dominio Ω se forma con la unión
de dos regiones Ω = Ω1

⋃
Ω2 como se ilustra en la Figura 4.1 y debemos cal-

cular una integral de ĺınea sobre la frontera común S1, aśı que para facilitar
estos cálculos debemos asegurar que los triángulos de la malla pertenezcan a
solo una región, Ω1 o Ω2, o bien que los triángulos tengan un vértice en S1

y los otros dos vértices en una sola región o por último, que los triángulos
tengan dos vértices en S1 y el otro vértice en una región. Para ello basta
definir un número de ćırculos concéntricos para la región Ω1 y un número de
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ćırculos concéntricos para la región Ω2. La numeración de nodos, triángulos
y más detalles son idénticos a los descritos en el caṕıtulo 3.

Con esta malla se construye el espacio H1
h(Ω) que interviene en la formu-

lación variacional, similar a como se hizo en el caṕıtulo 3. En la Figura 4.2
se presenta una numeración de los nodos y triángulos de una malla circular.

Figura 4.1: Regiones cocentricas Ω1 y Ω2.

Figura 4.2: Numeración de nodos y triángulos con Nc = 10 y Nr = 20
tomando los radios R1 = 1 y R2 =1.5.
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4.3. El problema variacional de dimensión fi-

nita y el sistema lineal algebraico

Al espacio H1
h(Ω) se le llama un espacio de elemento finito. Una vez que

se realizó todo el procedimiento anterior sustituimos Vh y Wh por V y W ,
recordando que V = W = H1(Ω) en la formulación variacional (4.7) para
obtener el problema discreto asociado:

uh ∈ H1
h(Ω) tal que a(uh, vh) =< g, vh >, ∀vh ∈ H1

h(Ω), (4.8)

donde

a(uh, vh) = σ1

∫
Ω1

▽ū1 · ▽vdA+ σ2

∫
Ω2

▽ū2 · ▽vdA,

y

< g, vh >=

∫
S1

gvds.

Como
{
vh1 , ..., v

h
n, v

h
n+1, ...v

h
N

}
es una base para H1

h(Ω) se tiene que si u =
(u1, ..., uN) es el vector de aproximación para la solución u:

uj = uh(nj), j = 1, 2, ..., N,

entonces

uh =
N∑
j=1

ujv
h
j ,

aśı que las uj deben satisfacer que

N∑
j=1

uja(v
h
i , v

h
j ) =< g, vhi >, i = 1, 2, ..., N, (4.9)

o equivalentemente las uj resuelven el sistema algebraico:

Auh = b, (4.10)

donde aij = a(vhi , v
h
j ) y bi =< g, vhi >. Como la solución de nuestro problema

continuo no es única (no tenemos condición de Dirichlet), la matriz A es no
invertible. Aśı que para encontrar una aproximación debemos fijar la solución
en un nodo, por ejemplo en el nodo 1 y esto lo podemos hacer dando un valor
arbitrario, por ejemplo el valor 0.
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Para calcular los elementos de la matriz A hacemos uso de la propiedad
de la aditividad en la integral y la forma en la que se discretizó Ω:

aij =
∑
K∈τh

∫
K

a(vhi , v
h
j ).

Notemos que si el nodo nj no es vértice de algún triángulo del que ni sea
vértice, entonces aij = 0. Esto significa que la matriz va a ser rala, es decir,
que muchas de sus entradas van a ser 0.

4.4. Detalles computacionales

4.4.1. Cálculo de las entradas de la matriz A

Notemos que a comparación de la subsección 3.3.1 en nuestro caso α = 0
y ν toma dos valores. En Ω1, ν = σ1 y en Ω2, ν = σ2.

4.4.2. Cálculo del lado derecho del sistema

Para calcular el lado derecho solo debemos calcular la integral de ĺınea∫
S1
gvids, que por definición es∫

S1

gvids =

∫ b

a

(gvi)(γ(t))|γ′(t)|dt,

donde γ(t) es una parametrización de la curva S1. Aproximaremos numéri-
camente el valor de la integral de ĺınea. Para esto, aproximaremos la curva
S1 por una curva formada por segmentos de recta, las aristas definidas por
nodos consecutivos en la frontera S1.

Numeramos localmente los nodos de la frontera S1, tomamos como el
nodo 1 al que le corresponde un ángulo 0 y continúa la numeración en sen-
tido contrario a las manecillas del reloj. Calculamos el valor de la g en cada
nodo local de la frontera S1, parametrizamos la curva S1 donde tomamos a
x = R1 cos(θ) y y = R1 sen(θ).

Lo que queremos aproximar es b =
(∫

S1
gv1dS, ...,

∫
S1
gvNds

)
. Notemos

que la mayoŕıa de esas entradas serán 0. Las que son diferente de 0 son las
entradas asociadas o que dependen de un nodo ni que está en la frontera S1.
Aśı que para facilitar los cálculos etiquetaremos los nodos de la frontera S1
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desde 1 hasta K y los relacionaremos con la numeración global de los nodos
con el siguiente arreglo:

ns1(k); k = 1, 2, ..., K,

con esto, si ns1(k) = i, significa que el nodo k de la frontera S1 corresponde
al nodo i de la numeración global de los nodos. Aśı que las entradas distintas
de 0 son las entradas

ns1(k), para k = 1, 2, ..., K.

Debemos calcular entonces las integrales∫
S1

gvns1(k)ds =

∫ 2π

0

gvns1(k)(γ(t))|γ′(t)|dt

=

∫ ns1(k+1)

ns1(k−1)

gvns1(k)(γ(t))|γ′(t)|dt

=

∫ ns1(k)

ns1(k−1)

gvns1(k)(γ(t))|γ′(t)|dt+
∫ ns1(k+1)

ns1(k)

gvns1(k)(γ(t))|γ′(t)|dt.

Una parametrización de S1 es

γ(t) = (R1 cos(t), R1 sin(t)) ⇒ γ′(t) = R1(− sin(t), cos(t)) ⇒ ||γ′(t)|| = R1.

Aśı que∫
S1

gvns1(k)ds =

∫ ns1(k)

ns1(k−1)

gvns1(k)(γ(t))R1dt+

∫ ns1(k+1)

ns1(k)

gvns1(k)(γ(t))R1dt,

donde k = 1, 2, ..., K. Aproximamos las integrales por el método del trapecio
para obtener que la aproximación viene dada por∫

S1

gvns1(k)ds =
d (ns1(k − 1), ns1(k)) g (ns1(k))R1

2
(4.11)

+
d (ns1(k), ns1(k + 1)) g (ns1(k))R1

2
(4.12)

este valor va en la entrada nS1(k) de b.

U
niversidad Juárez A

utónom
a de Tabasco. 

M
éxico.



4.5 Ejemplo numérico

4.5. Ejemplo numérico

Con las ideas expuestas se hizo un programa para resolver un problema de
EEG (4.7) y lo aplicamos al caso cuando Ω es una región circular centrada en
el origen que es la unión de Ω1 con Ω2. A Ω1 la define el radio R1 = 1 y a Ω2

la define el radio R2 =1.5, además consideramos g(θ) = 5 sen(θ)−6 sen(2θ)+
sen(3θ), como la fuente en S1. Tomamos las conductividades σ1 = 3 y σ2 = 1.
En la Figura 4.3 se muestra la solución aproximada para

u =

{
ū1, (x, y) ∈ Ω1

ū2, (x, y) ∈ Ω2,

y en la Figura 4.4 se muestra la solución exacta. Además en la Figura 4.5,
mostramos la diferencia absoluta entre la solución aproximada y la solución
exacta.
Por último, en la Figura 4.6 se presenta el valor de g sobre la frontera S1, la
cual entre más fina sea la malla será más suave.

Figura 4.3: Solución aproximada del problema, con un número de radio Nr =
10 y un núnmero de ángulo Na = 20.
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4.5 Ejemplo numérico

Figura 4.4: Solución exacta del problema, con un número de radio Nr = 10
y un núnmero de ángulo Na = 20.

Figura 4.5: Diferencia geométrica de la solución exacta y de la solución apro-
ximada.
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4.5 Ejemplo numérico

Figura 4.6: Gráfica de los valores de g en la frontera S1.
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Conclusión

En este trabajo se consideró la solución de un modelo en EDP de los poten-
ciales eléctricos u1 y u2 generados por una fuente g, asociada con un tumor
en el cerebro. El cerebro se modela en R2 como un ćırculo centrado en (0, 0)
cuya frontera es la circunferencia de radio R2, que denotamos como S2, y
el tumor se modela como un ćırculo de radio R1 < R2, centrado también
en (0, 0). El modelo consiste en dos problemas eĺıpticos, uno asociado con
el dominio Ω2, el cerebro menos el tumor, y el otro asociado con el domi-
nio Ω1, el tumor, que tienen la frontera común S1, donde se define la fuente g.

Los dos problemas están acoplados debido a que los potenciales eléctricos
deben ser iguales en la frontera en común S1. Se mostró que la solución
del modelo es única en el espacio de las funciones cuya integral es nula en
Ω = Ω1

⋃
Ω2. También se mostró cómo encontrar la solución de este pro-

blema v́ıa series de Fourier, procedimiento que es muy eficiente en términos
computacionales, pero dif́ıcil de aplicar en dominios más generales.
Además se mostró cómo aproximar la solución del modelo v́ıa el método de
elemento finito basado en triángulos, el cual es conceptual y computacio-
nalmente complicado, pero permite la solución del modelo en dominios no
triviales. Tanto por series de Fourier como por elemento finito, la solución
obtenida fue similar, como lo mostrarón las gráficas de la solución exacta
Figura 4.4 y aproximada Figura 4.3.

El problema que se ha resuelto en esta tesis es lo que se conoce como un
problema directo asociado con el estudio de tumores en el cerebro. Esto
significa que dada una fuente g en el interior del cerebro, queremos saber cuál
es su efecto en la corteza cerebral o en el cuero cabelludo. Este problema,
aunque no es trivial, se considera el problema fácil en este contexto. Como
trabajo futuro consideraremos el problema inverso asociado, que desde el
punto de vista médico es más realista e interesante: conocida una función
potencial u2|S2 en el cuero cabelludo o la corteza cerebral, queremos saber
cuál es la fuente que la produjo, es decir, cuál es el tumor que la produjo.
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