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Capitulo 1

Introduecion

El campo de la estadistica ambiental es relativamente joven y emplea
métodos desarrollados el otfas dreas cientificas para resolver problemas con-
cernientes al medio ambient&. NAlgunos de estos problemas se enfocan en el
monitoreo de la calidad del*airé\y agua, calidad de mantos fredticos cerca-
nos a depositos de deseehos toxicos, aseguramiento de zonas contaminadas,
cuantificacion en los préeesos derémediacion, medicion del nivel de riesgo de
zonas potencialmente contaminadas,_etc.

Cuando los procedimientos y equipos-gquimicos no logran cuantificar los
niveles de concentracion de inassustaneiascontaminante en una muestra o
tejido, se reportan como datos‘ng=detectados u observaciones incompletas,
omitiéndose una medida numéricasdsta situagion se ha convertido en un pro-
blema recurrrente para investigadores que se éifféntan al manejo y analisis
de datos ambientales, donde no se puede asumir qife todos los datos no detec-
tados son ceros; sino mas bien, todos los datos no détectados son menores que
un Ilimite de deteccidn establecido por la precision debaparato de medicion, o
por los protocolos de andlisis fisicoquimicos. En este trabajerse ilustran pro-
cedimientos paramétricos alternativos para una mejor ififerencia sobre este
tipo de informacion, considerando la informacion de origemnsin supuestos fal-
sos o erréneos atribuidos al desconocimiento de los métodos dé andlisis de
confiabilidad (o supervivencia) para el manejo y andlisis de dutos censurados.

El andlisis de confiabilidad tiene su origen en la dificultad que’se presen-
al analizar tiempos de vida, donde es commin que algunos individues no
puedan ser observados hasta tener una recaida o deceso; que al finalizar, in
experimento de pruebas de vida no todos los componentes hayan fallada; o
que la senal producida por un contaminante sea tan pequena que los instruf
mentos de medicion no puedan registrarla. Tales observaciones son llamados




datos’censurados. Los mas comunes son los datos censurados por la derecha;
originddes” por unidades que no fallaron durante el experimento. La censu-
ra por intérvalos refleja incertidumbre respecto al tiempo exacto en que las
unidades fallaron y los datos censurados por la izquierda donde solo se sabe
que la falla ogutrié antes de un cierto tiempo. Este trabajo se enfoca preci-
samente en esta ultima clasificacion de datos, asumiendo que los limites de
deteccion en aparatos v protocolos de medicion de contaminantes establecen
los limites de censuras

Este trabajo se ha @Structurado en 7 capitulos, aqui se desarrolla el
Capitulo 1 correspondienfe a la Introduccion. En el Capitulo 2 se realiza
una breve descripcion respgeto.a los distintos tipos de censura mas frecuen-
tes, sus conceptos y definicidnes’necesarios para una mejor comprension de
este estudio; en un apartado, se"muestran algunos antecedentes generales de
los trabajos realizados con informaeion censurada por la izquierda, y de igual
modo se comentan los diferentes enfogues sobre estimacion paramétrica que
se han utilizado para la inferencia sobre, datos censurados. Aunque la lite-
ratura reporta importantes trabajos desde los métodos no-paramétrico, la
estimacion paramétrica por maxirma verdSimilitud ha tenido grandes avances
en las ciencias ambientales, sienidpgéste el €uf6que sobre el cual se ha desa-
rrollado este trabajo. En el Capitulo™3/se presefitasuna revision general sobre
algunas distribuciones de localizacionsesgala iniportantes para datos ambien-
tales censurados; por ejemplo, la distribacion éxponencial, la distribucion
lognormal y la distribucion Weibull; definidas claraméute por su funcion de
distribucion, su funcion de densidad, v poralgunas wedidas caracteristicas
como los cuantiles, los momentos, la media v la varianzasha teoria que fun-
damenta los métodos de mdxima verosimilitud vy la funciégh de verosimilitud
misma se ilustran en el Capitulo 4, desde los conceptos, “definiciones y re-
sultados claves para el desarrollo de la inferencia estadistica requerida. El
Capitulo 5 se ha dispuesto para mostrar los elementos necesarios.en la es-
timacion por intervalos de cantidades de interes como la media®y anediana,
a través de la teoria estadistica desarrollada con la aproximacion nofmal de
la logverosimilitud. En el Capitulo 6 se muestran aplicaciones de la mete-
dologia descrita, considerando datos de concentraciones de zine y cobre. én
muestras de agua de mantos fredticos de dos dreas geoldgicas en el Valleyde
San Joaquin en California, USA; Helsel, Ulin-Montejo, EI-Shaarawi y Vive-
ros, en [12, 20,22] han estudiado estos datos remarcando la pertinencia de su
andlisis desde el enfoque paramétrico bajo méaxima verosimilitud, obteniendo
inferencias adecuadas y validadas.

Las conclusiones se resumen en el Capitulo 7, de manera condensada




6 Capitulo 1. Introduccion

v senalando lo mds relevante de la metodologia utilizada, las aplicaciones,
reSultados, seleccion de modelos v discusiones respectivas. En el Apéndice,
se/ presentan algunos resultados importantes para el proceso de estimacion
punfual y por intervalos, como el Método Delta y algunas propiedades de
los estifitadores de maxima verosimilitud; en el mismo sentido se muestra el
Métode de Newton-Raphson y por tltimo se describen detalladamente las
funciones €1 lenguaje R que han sido utilizadas para operaciones de optimi-
zacion y estimdcion en general.

En sintesis, #I 'presente trabajo inicia con una revision de los conceptos
y fundamentos e8enciales con lo concerniente al fendmeno de censura, los
modelos estadisticos’y_probabilisticos mds estudiados en datos no detectados
de estudios ambientalest Posteriormente puede observarse una descripcion
detallada de la teoriag@w imétodos de mdxima verosimilitud, probando y
desarrollando analiticamenfe las herramientas necesarias en la estimacion
puntual y por intervalos dé\la media, mediana para los modelos elegidos;
el enfoque uni-paramétrico v.hizparamétrico ha sido considerado y descrito
claramente. Luego, cousivuda*de una base de datos que la literatura valida
y con apoyo computaciemal que 6feede el lenguaje R, se realizan ejercicios de
aplicacion de la metodologiardescrita y’de los procedimientos desarrollados en
base a ésta, generandose resultados importantes y conclusiones importantes,
con los que se adquiere un conogitniento sitil-e importante para contribuir a
la solucién de problemas ambienptales quesdnyvolucren datos no detectados en
agua, suelo y aire; en particularsgeneradopor’sustancias contaminantes que
contienen metales pesados o elementos trazafdificiles de cuantificar por sus
magnitudes demasiado pequenas y alto riesgo.




Capitulo.2

Datos censurados

2.1.

Censura

Existen dos mecanismos que impiden la observacion directa y completa
de algunas variables de interés, comorsen los tiempos de vida, tiempos a la
falla 0 medida de una sustancia® éstos son lg.egensura v el truncamiento. Para
el fenomeno de censura existen des tipos: 1d Censura Tipo I, en la cual los
especimenes son observados hastafintiempodeterminado; v la Censura Tipo
II, en la cual los especimenes son abservados’hasta que ocurran un nimero
determinado de fallas o eventos de interés. Los metaiismos de Censura Tipo
I mas recurrentes son los siguientes:

i)

-
I
—

Censura por la derecha: Se presenita hastallahiltima observacion
que se hace al individuo o espécimen, sin que haya ocurrido el evento
deseado. Existen varias razones para ello:

- @ue al finalizar el estudio no haya ocurrido el eventes

- gue el individuo haya abandonado el estudio.

- Que ajeno al individuo, haya ocurrido otro evento que ifipgsibilite la
ocurrencia del evento que se desea observar.

Censura por la izquierda: Es poco commin en andlisis de superyiven-
cia, se presenta cuando en la primera observacion que se realiza sobte
el individuo el evento de interés va ocurrié. En estudios ambientales
es muy frecuente al registrar concentraciones muy pequenas de metas
les pesados en agua, aire o suelo, utilizando aparatos de medicién con
precision limitada.

Censura por intervalos: Se tiene cuando solo se sabe que el evento
de interés ocurrié entre un instante ¢; y un tiempo ;.

7




8 Capitulo 2. Datos censurados

Una descripeion general v detallada de los distintos tipos de censura puede
vetse en las publicaciones [3] y [28].

2.2 Censura por la izquierda

La censtira por la izquierda es un tema dificil, v la cuestion de como tratar-
la se presentaainenudo en disciplinas como las ciencias sociales que dependen
en gran medida de los datos de encuestas (por ejemplo, en el andlisis de la
duracion del empleo y el desempleo, la duracién de la pobreza, la duracion de
la dependencia del bienestar, etc.). Ademas, el problema de censurar por la
izquierda ocurre ensmuchas otras disciplinas, como las ciencias ambientales
y la epidemiologia, donde el comienzo del proceso no se conoce con certeza.
Por ejemplo, en la enfermédad de estudios de duracion -como el cdncer- | la
aparicién de la enfermedadsunenndo no se conoce (al menos no con certeza)
[3].

En estudios ambientdles, algunos de los problemas relevantes que requie-
ren el uso de la inferenfeigestadistiga son: monitoreo de la calidad del aire
v agua, monitoreo de la"calidad de mdntos fredticos cercanos a depositos de
desechos tdxicos, aseguramieénto de zefagscontaminadas en proceso de reme-
diacion, medicion de nivel de'riesgo de zonas.potencialmente contaminadas,
aseguramiento de riesgos en ligares de trabajo, ete. [38]. El campo de la es-
tadistica ambiental es relativamentesteciente y'emplea métodos desarrollados
en otras disciplinas para resolver problemas coficérnientes al medio ambiente.

La evaluacion gvjetiva del riesgo es importantey débido a que grandes con-
centraciones de contaminantes frecuentemente tidnem\efectos adversos a la
salud, sin embargo, pequeiias concentraciones puedewno ser inocuas. Con la
finalidad de conocer el nivel de riesgo de estos contaminafités¢ se pueden iden-
tificar y medir éstos en niveles extraordinariamente bajéssAlgunas veces la
cantidad presente de un contaminante es tan pequena para.los instrumentos
de medicion que no pueden ser cuantificadas ni discriminadasg.{22]. Cuando
no es posible cuantificar las cgpeentraciones en una muestra se reportan co-
mo datos no detectados [31]. Tales observaciones incompletas son” ldinadas
datos censurados por la izquierda. La censura es un punto de refefendia que
indica hasta donde fue posible tomar una medida de la variable dé inferés
sobre el espécimen. En este caso, el punto de referencia se denomina diwite
de deteccign (LD). En el mismo sentido, en monitoreos de exposicion a con-
taminantes en centros de trabajo, las mediciones generalmente son valores
positivos; sin embargo, pueden tenerse igualmente datos no detectados. Aqui,
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las estrategias para asegurar informacion referente a exposiciones a contami-
nantes”encentros laborales estdn enfocadas a determinar el nivel medio de
exposicion, adfin de tomar alguna decision que evite un riesgo o aceidente [15].

[nvestigadoreg€m diferentes ciencias ambientales han reportado que las me-
diciones de congentraciones de varias sustancias tienen distribuciones de fre-
cuencias de tipo lognormal o aproximadas a ésta. Es decir, cuando los logarit-

os de las concenttaciénes observadas son graficadas como una distribucion
ge frecuencias, la distFibincion resultante es aproximadamente normal, sobre
la mayor parte del ratge™ohservado. Este supuesto se justifica por el hecho
de que en muchas situaciones las concentraciones de contaminantes son el
resultado de muchas dilucign®sligeras [41]. Algunos ejemplos incluyen mate-
rial radiactivo en suelos, confaminantes en aire; calidad del aire, residuos de
metales en rios y en tejidos biolggicos. En estos casos la normalidad se asume
después de la log-transformacion deles datos v entonces las técnicas hasadas
en la teoria de la normal son usadds, para obtener inferencias acerca de la
cantidad de interés. Sin embargo, c6molse discutié en [13], frecuentemente
los resultados necesitan ser repoftados*como mediciones obtenidas, mds que
en la escala log-transformada. Parejemple/la Agencia de Proteccion Am-
biental de USA (EPA por sus siglaseen ingles); requiere que los riesgos sean
caracterizados en términos de la contentraciéw’media del contaminante. Es-
te requerimiento es parcialmente responsable del énfasis en la concentracion
media y su inferencia.

gesde una perspectiva diferente, dado quelas concefitfaciones de un con-
taminante son fisicamente aditivas en un séntidqgmtil, €sthg pertenecen a la
clase de variables extensivas descritas por [10]. A pesaple)la forma de la
distribucioggla concentracion media del contaminante tieflesiha interpreta-
cion fl'si(:a,‘g que no puede decirse respecto a la log-concentracion o alguna
otra transformacion no lineal. Los datos ambientales pueden pregentar carac-
teristicas que conducen a problemas de inferencia muy interesantesha meta
es obter Fi aseveraciones cuantitativas respecto a los pardametros descongci-
dos, asi como regiones de confianza aproximadas usando toda la informatién
paramétrica contenida en la muestra. Un estimador de mdxima verosimilitird
(EMV) y su varianza son suficientes para especificar o reproducir la funeion
de verosimilitud completa [11].
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2.3. Datos no detectados

Las mediciones cuyos resultados solo se sabe que son mayores o menores
a upmbral son llamados datos censurados [31]. Este tipo de mediciones
han“sidoyuna parte integral de las ciencias sociales, econdmicas, médicas y
la estadistica industrial. Existen procedimientos desarrollados recientemente
que permitén incorporar los datos censurados en el cilculo de estadisticas

scriptiva$, we@resion y pruebas de hipotesis. Pero esos procedimientos son
raramente usadds en estudios ambientales, donde los datos censurados son
frecuentement® acuellos valores que se encuentran por debajo de los limites
de deteccion. E8ef niveles bajos de contaminantes (tales como residuos de
metales o compugestes orgdnicos) son conocidos con imprecision y llamados
"menores que” o "noldetectados”. Debido a que bajos niveles son usualmente
presentados a la izquierda) de un griafico, los no detectados son etiquetados
como censurados por la fzgthierda”, con valores en algin lugar a la izquierda
del limite de deteccion (LD)fpero sin conocer la concentracion exacta.

Los datos no detectados son un tema de interés en varias disciplinas y
subdisciplinas dentro de-1a8 cieniag ambientales, son encontrados en estu-
dios de calidad del aire [13}regtudios warinos [24], andlisis de aguas residuales
[30], lluvia dcida [1], prueha¥ ¢n bombds de pozos [50], exposicion humana a
toxinas [42], SIDA y otros egtudies de{vieus[34], contaminantes en cuerpos
de animales diversos ([18]; [23])esedimentos quimicos [9], astronomia [25],
quimica de rocas y minerales [36]y en esfudios de calidad de agua en rios
v mantos fredaticos [19]. De esta manera, el temfiayde como mejorar el andlisis
estadistico de datos censurados pot la izquierdla®es concerniente a muchos
cientificos en diversas dreas del conocimiento.

En estudios médicos e industriales son mas freciuentes los datos censura-
dos por la derecha, donde solo se conoce que las observationes fueron mas
grandes que un valor establecido [32]. Un ejemplo es elFregistro del tiempo
que la gente vive después de recibir un tratamiento médico\Dos tratamientos
pueden ser comparados para medir su efectividad, por ejemple”la mediana
del tiempo de sobrevivencia después del tratamiento; esto ocurre en diferen-
tes tiempos para diferentes pacientes, por lo que el tratamiento'prefetido es
el que resulta con mayor expectativa de vida. Para pacientes que ain vi-
ven después que el experimento finaliza, los tiempos de supervivencia ne son
conocidos exactamente, denominandose valores "mayor que” o datos sensu-
rados por la derecha.

Pocos estudios en ciencias ambientales han recomendando o realmente
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usade”téenicas para datos censurados adoptadas de otras disciplinas. Quiza
el primerd” pudo haber sido [36], quien promovié el uso de estimacion por
maxima veresimilitud para calcular valores medios de datos minerales. En
[37] demostearon que las pruebas de rangos y pruebas de comparacion de dos
grupos para datos censurados, podrian ser usadas para estudios de calidad
del agua. [21] Se eufoco en el estudio de técnicas de andlisis de supervivencia
para pruebas de higotesis v regresion. Por otro lado, [47] utilizé mdxima vero-
similitud para regresign de datos censurados de concentraciones. Asimismo,
[45] utilizé estimadores\Kaplan-Meier para obtener estadisticos descriptivos
v caracterizar datos de galidad de agua.

Un antecedente importante.es una guia para el uso de técnicas para datos
censurados por la izquierda én_estudios ambientales, publicado por [2] en el
Handbook of Statistics Vol 12. 8tu embargo, ni los ejemplos presentados y ni
el Handbook han cambiado las pra€ticas estandar, las cuales estan basadas
en la omision o sustitucion de los datos no detectados por una fraccion de
los LD. De modo que ninguno de losanétodos sugeridos en esta publicacion
se usa actualmente en ciencias afribientales.

Por lo general, cuando se tienemrdatos o detectados, dos métodos dema-
siado simplistas son usados. El primerg consisée”ewrno considerar los datos no
detectados, lo cual produce resultades seSgados akeliminar los valores mads
bajos entre las observaciones. En este ‘casmlas pruebas o estadisticos que re-
sultan no se aplican realmente para el totalsde datds muestreados, sino sdlo a
una parte de ellos, los de la region mas altasde la distribucion. Esta practica
es muy frecuente cuando el interés radica inicamente enla deteccion y en
las mediciones de las observaciones detectadas ([29]; [33F). Sin embargo, al
comparar entre grupos de datos y entre estudios, los resulfadds dependeridn
de los limites de deteccidn en vigor al tiempo en que fueronanalizados. Es-
tos resultados pueden diferir erréneamente debido a que las estimadiones son
realizadas usando sélo las observaciones detectadas, las cuales eStarian ale-
jadas del contexto general de la distribucién de probabilidad. Esta practica
hace vulnerable a los autores respecto a sus aseveraciones debido a los seSgos
inducidos en el andlisis [49].

El segundo método corminmente usado para manejar datos censurados es
asignar fracciones arbitrarias de los LD a cada observacién censurada (sus-
titucion o fabricacion). En numerosos estudios realizados a lo largo de los
anos, desde [40], a [7] y otros , v [23] v otros; se ha registrado la sustitucion
para datos no detectados por un medio del LD. Manuales de procedimientos
de al menos tres agencias federales en USA, han recomendado también esta
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practica ([5]; [14]; [39]). Sin embargo, la sustitucion puede conducir a indicios
nd presentes en los datos originales u ocultan una senal que realmente existe.

Fuoun estudio usando simulacion para comparar diferentes métodos es-
tadistieos descriptivos de cdlculo para datos censurados, [46] reportaron que
la sustitucion resulta en estimadores sesgados. El trabajo fue realizado para
el caso méS simple de datos con sdlo un limite de deteccién, al considerar
casos con lmites de deteccion muiltiples los errores por sustitucion se incre-
mentarom.

En este sentid®, el manejo inadecuado de los datos censurados es evidencia
de un escepticismosgeneral respecto a la informacion contenida y obtenida
a partir de ese tipo.de® observaciones. En realidad, los datos censurados
contienen una gran camfidad de informacion que puede ser extraida usando
métodos eficientes; esta ipformacion es tan valiosa como la obtenida de los
alores conocidos. Procedimientos eficientes para datos censurados combinan
los valores superiores a los litnites de deteccion con la informacion contenida
en la proporcion de lossdatos debajo de estos mismos limites.

2.4. Enfoques de estimaeion

Acorde a lo anterior, [22] disentio treg enfoques para extraer informacion
de los conjuntos de datos quelineluyven datos no detectados: sustitucion,
estimacion por maxima verosimilitud y métodésyno paramétricos. El primer
enfoque, que se refiere a la sustitucion, no“est recomendable y solo se
discutirda brevemente. Los otros dos métodos son” enfoques viables para el
analisis de datos censurados y son usados como métodos estandar en otras
disciplinas, ademads de las ciencias ambientales. A certinuacidon se presenta
una descripcion general de cada enfoque.

2.4.1. Sustitucion

Este método de sustitucién consiste en calcular estadisticag. para datos
censurados fabricando valores como funcion de los limites desdefeccion
registrados. Estadisticas descriptivas, pruebas de hipdtesis v modelos de
regresion se calculan usando esos numeros fabricados, junto confvalores
detectados superiores al limite de deteccion. Los métodos de sustitugion
han sido usados ampliamente, pero no tienen bases tedricas. Varios estudios
han mostrado que el método de sustitucion no funciona bien, cuando s¢
comparan con los otros dos tipos de enfoques mencionados anteriormente
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([16][20); [46]). La sustitucion es usada porque es ficil de hacer, sin embargo,
la fabrica€ion de valores no es justificable dado que la eleccion de dichos
alores esgacbitraria y los resultados estadisticos difieren dependiendo de los
alores elegidos.

2.4.2. Estimacion por maxima verosimilitud

La estimacion por/midxima verosimilitud (MV) ha sido usada muy poco
en estudios ambientalés, Los estudios realizados por Owen v DeRouen (1980)
para calidad del aire y"Miesch (1967) para geoquimica son dos de los prime-
ros ejemplos en la literatiira. La estimacion por MV utilizan tres piezas de

informacion fundamentalese@),datos mayores a los limites de deteccion, b)

bucion de probabilidad asumida”™En este caso se supone que todos los datos,
detectados y no detectados, siguéndasmnisma distribucion, por ejemplo la log-
normal. Los pardametros son estimatlo§ de tal forma que se tenga el mejor
ajuste a la distribucion con los valores.detectados v la proporcion de los no
detectados.

La idea general de los métodogchasadod e MV es ajustar modelos a los
datos, considerando combinaciones. de/parametios’y modelos para las que la
probabilidad de los datos sea grande. Estos métedes pueden ser aplicados
con una gran variedad de modelos paramétricos won datos censurados. Tam-
bién es posible ajustar modelos con variables explitatorias (es decir, andlisis
de regresion). La teoria desarrollada, garamtiza que @stos métodos son es-
tadisticamente eficientes (es decir, proporcionan los eStifradores mas exac-
tos). Esas propiedades son aproximadas con tamanos de sfinestras pequeiias
v varios estudios han mostrado que estos métodos tienen”igual desempeiio
que otros disponibles (Meeker & Escobar 1998) .

Los estimadores de mdxima verosimilitud (EMV) son caleulados resol-
viendo una funcién de verosimilitud L(#), donde para una distribucicncon
dos pardmetros # = (6, 62), L(#) define la verosimilitud de hacer coincidirla
distribucion de los datos observados. La funcién L(#) aumenta a medida qae
el ajuste entre la distribucion estimada vy los datos observados mejora. oy
pardmetros #, y #; son obtenidos desde una rutina de optimizacion, eligiendo
los valores para maximizar L(#). En la practica es el logaritmo natural de
L(6) lo que se maximiza; es decir, la "log-verosimilitud”, InL(#), que a me-
nudo (aunque no necesariamente) es un numero negativo. La maximizacion
se lleva a cabo mediante la solucion simultdnea del sistema de ecuaciones

que se establece de las derivadas parciales de [nL(#) con respecto a los dos
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parametros igualados a cero; esto es,

lin L(0)]

= 0,
a0, %
dlin L(6)]
— = . 2.1
a0, : @1)

La defiiieion precisa para L(#) cambiard dependiendo de la distribucion
asumida y ‘elsproceso en estudio (estimacion de una media, regresion lineal,
ete.). Sin emBaxgo, en cada caso la verosimilitud L(#) es el producto de dos
componentes: la’primera corresponde a las observaciones censuradas y la se-
gunda a las observaciones no censuradas. En la parte no censurada se utiliza
la funciin de densidadr de probabilidad f(y) o bien la densidad de Y, donde
Y es una variable aleatoria, que es la ecuacion que describe la frecuencia
de la observacion de lo§ walores individuales de y. En la parte censurada se
utiliza 1 — F(y), donde E{y)es la funcidn de distribucidn acurmulada o bien
la distribucidn de Y, donde ¥ _es una variable aleatoria.

En el caso general 44#) piede ser considerado como el producto de tres
factores, donde la parté”de los dates censurados se divide en dos, uno para
los datos censurados por lalizquierdasy el otro para los datos censurados por
la derecha:

Ty Tiy Thy

Lo) = [Tad 1Pl - Fw),
i=1 k=1

%1

donde f(y;) es la densidad de y;, estimada a pavticade las observaciones detec-
tadas, F'(y;) es la distribucion de y; determinada aspartir de las observaciones
censuradas por la izquierda, v 1 — F(y) determindda, por las observaciones
censuradas por la derecha (“mayor que”).

Para datos censurados por la izquierda, la funcién” de verosimilitud
requiere de dos variables para representar cada observacigmy'y y 4. El valor
para la medicion, o para el limite de deteccion, esta dado por y, mientras que
la variable indicadora & toma el valor cero (0) si se trata de ulia observacion
censurada y uno (1) si es un dato observado. Dicha funcion es la_Siguiente

L) = [Trer ITFE@ - (2.2)

Ahora, los métodos de médxima verosimilitud pueden ser utilizados péara
realizar una prueba de hipétesis. Una prueba de interés puede estar cond
figurada para determinar si # = #, donde # es el parametro o la funcion
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paramétrica en cuestion. Este podria ser un coeficiente de la pendiente en
regresiongo,un estimador de la diferencia entre dos medias poblacionales. En
un esquernade pruebas de significancia la hipotesis 8 = 6, se contrasta con el
EMYV para #, é, usando una prueba de razén de verosimilitud o una prueba

de Wald.

Las pruebas deazon de verosimilitudes se basan en el valor de la funcion
de log-verosimilitud, #L(#). La prueba compara las log-verosimilitudes de
dos modelos, uno pargila condicién mdaximo verosimil donde # = 6 y el otro
por la condicién de la hipGtesis, 6 = 6. El estadistico de prueba se define y
se calcula asi —2In[L(6y = L(#)], resultando en un valor positivo grande si
estadisticamente ¢ # 6. Esta_diferencia es el estadistico de prueba para la
razén de verosimilitud, v es Gomparado con la distribucion ji-cuadrada para
producir el p-valor para la prueha.

La prueba estadistica de Wald tomia una forma similar a la prueba-t en
regresion. El numerador de la pruebacestadistica es el valor del EMV para
el coeficiente é: v el denominador es*el error estandar de #. Su razon es
comparada con una distribucidoniormal estindar. La prueba de Wald no
se considera tan precisa como 10 sentas pfuebas de razon de verosimilitud,
este tltimo se prefiere, aunque la\diférenciasefi los p-valores son a menudo
pequenos.

2.4.3. Meétodos no paramétricos

Los métodos no paramétricos son llamados asi, debidh.a*que no se necesita
estimar pardmetros tal como la media o la desviacion estandar de alguna
distribucion asumida. En vez de ésto, se usa la posicion”relativa (rangos)
de los datos, una reflexion de los percentiles de los datoswDebido a que
esos métodos no requieren de un supuesto respecto a alguna digtribucion de
los datos, son llamados algunas veces como métodos de distribtigién libre.

Los métodos no paramétricos han sido una alternativa itil para ‘el *andlisis
de datos censurados; se sabe que los datos no detectados son menoregstue
sus limites de deteccion, asi que tendrdan rangos menores. Estos métodes
no requieren estimadores de parametros o de medidas de centralidadso
dispersion, pero si requieren de un orden relativo respecto a las distancias
entre los datos detectados v no detectados.




Capitulo 3

Distribuciones de variables
aleatorias’continuas

3.1. Distribuciones de localizacion-escala

Una variable aleatetia Y pertenece a una familia de distribuciones de
localizacion-escala, si st funcion degdistribucion puede ser expresada como

0

P(Y < i F(y;p..o)zé(u)..

donde @ no depende de ningin, pardmetre’désconocido. Aqui se dice que g
es pardmetro de localizacion (¢ € R) y ¢ parfmetro de escala (¢ > 0). La
expresion de arriba muestra que ® s la funcidinde distribucion acumulada
de Y cuando g =0y o = 1. De igual modo, ® esla, funcion de distribucion
acumulada de (y — p)/o. En particular, la importaficia de las distribuciones
de localizacion-escala estriba en lo siguiente:

e Muchos de los modelos de probabilidad que son ampliamente utilizados
son distribuciones de localizacion-escala o similares_a éstas. Estas
distribuciones incluyen la distribucioes exponencial, normal, Weibull,
lognormal, loglogistica, logistica y de valores extremo.

e La teoria y métodos para la inferencia, utilizando distribueiones de
localizacion-escala, son relativamente simples.

Si en la expresion de arriba, @ depende de uno o mds pardmetros
desconocidos, entonces Y no es un miembro de la familia de localizacién-
escala; sin embargo, la estructura y notacion de familia de localizacion-escald
todavia podra ser util.

16
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3.2/ )Modelos continuos de probabilidad

Definicién 3.2.1. Funcion de densidad de probabilidad . SiY es una
variable aleatoria continua, entonces la funcion de densidad de probabilidad
de 'Y o bienNadensidad de Y, es una funcion no negativa fy(y) tal que para
dos nimeros cualesquiera, a y b, con a < b,

b
Pa<v<n = [ Ay

En el limite cuando @ —3 —oo, b — oc, la integral anterior vale 1.
Asi, la probabilidad de que”Y tome valores en el intervalo [a,b] es calculada
integrando la densidad de Y'sebre este intervalo.

Definicién 3.2.2. Funcion de"distribucion acumulada. La Funcion de
distribucion ecurnulada de una variableyaleatoria Y o bien, la distribucion de
Y, se define como

Flyy=#Y =q)
Esto denota la probabilidad de que ¥ tome valotes menores o iguales o y.

F(y) es una funcién continua, no n€gativa y tnondtona no decreciente en
los reales, tal que F(y) — 0y F(y) =1,
y——0o0 y— 0ol

Ahora, si f(y) es la densidad de Y, entonces su distfibucion estard dada
por

Fly)=P(Y <y)= / ROz

3.3. La funcién cuantil

El p-ésimo cuantil, denotado por y,, estd definido como el valor mds
pequeiio de la variable aleatoria Y que satisface la relacion

Fy(y,) = p. para pe|0.1].
Formalmente, el p-ésimo cuantil estda definido como sigue

yp = Fy ' (p) = '?igﬁf{y : Fy(y) = p}, para pe(0,1).
Y=y
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De lo anterior, el inf es solo un minimo ideal y Ry denota el rango de
yeRy
alores de y como un subconjunto de R, el cual puede ser un subconjunto

disCreto o un continuo[48].

ESta definicion sugiere que en el caso donde la funcion de distribucion
acumalada_es continua y estrictamente creciente, y, es iinica y estd definida
por

F(y,) = p.

El valor de pres conocido como el p-ésimo percentil y el valor y, el cuantil
correspondiente.

3.4. Algunos‘modelos importantes

Al enfrentar problemas provenientes de estudios ambientales que involu-
cran datos no detectados, la literatura indica una revision de algunos modelos
importantes que considefan censurassesgo v asimetria en los datos y sus dis-
tribuciones de probabilidat. Entre¢llos, los modelos exponencial, lognormal
y Weibull resultan ser los/primeros.

Antes de iniciar a revisapslas distribuciones, veamos brevemente los
pardametros de este tipo de familias.

3.4.1. Parametros de las«distribucianes

En estos estudios, los pardametros de la distribu€ion de probabilidad de
la muestra observada juegan un papel importantefpara determinar la dis-
tribucion poblacional, ya que un error en la estimacion_de los parametros
conlleva a una indeterminacion de los modelos de probabilidad asumidos. De
esta forma es necesario conocer y analizar los pardmetros/dejla distribucion
propuesta.

En las distribuciones de localizacion-escala los parametres definen
caracteristicas importantes de los modelos. Asi los pardmetros seelasifican
como sigue:

e Localizacién. Este tipo de pardmetro generalmente se relaciona’con
la media o alguna medida de tipo central, se caracteriza por realizar
un desplazamiento en una distribucion de referencia, que comminmentg
se llama distribucion estandar.
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e /Eseala. Este tipo de parametro generalmente se relaciona con la
degvfacion estdndar o alguna medida de variacion, se caracteriza por
mostrae la amplitud de la grifica sobre el eje de las ordenadas o dicho
de oty manera, la misma forma que toma la gréfica pero en escala
diferentg€obre el eje de las ordenadas. Es decir, los parametros de escala
representan una transformacion de una distribucion de referencia, que
comminmente’se llama distribucion estandar.

e Asimetria. ESte~tipo de pardmetro se relaciona con la forma del
histograma v la‘densidad del modelo de probabilidad en cuestion.

3.4.2. Distribucién-€xponencial

Los resultados tedricos astciades a la distribucion exponencial son a
menudo menos complicadas, degtal. modo que es posible obtener férmulas
explicitas menos complejas. Por estaeazon, modelos construidos a partir de
ariables aleatorias exponenciales se'utilizan a veces como una representacion
aproximada de otros modelos mds elahorados para una aplicacion particular
[26].

La distribucion exponencial es una distribucion muy utilizada para
modelar tiempos de vida y tiempos=a=la falla etivestudios de supervivencia
y confiabilidad de componentes electeénicos [33]. En estudios ambientales
empieza a cobrar relevancia por la aparicion de mueStyas aleatorias de datos
ambientales censuradas.

Definicién 3.4.1. Se dice que una variable aleatoria” Ytiene distribucidn
exponencial con pardmetros 8, v; denotado por Y ~ exp(077y), si su densidad
es

1 PY R
fy;0,7) = 76%P (_;; 2 f}) ;o 0>0, y>n, (3.1)

Con lo cual su distribucidn de probabilidad F(y) se obliene inlegrando

fy:0.7)

Fly:6,v) = 1—exp (—%) . 0>0, y>7, (82)

donde 6 es el pardmetro de escala y v su pardmetro de localizacion.

A partir de aqui y para mayor simplicidad, denotaremos esta distribucion
y su densidad como F(y) v f(y), respectivamente.
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Siy=0,(3.1) v (3.2) se convierten en la densidad y la distribucién de un
mOdelo exponencial uniparamétrico frecuentemente utilizado; denotandose
colno Y ~ exp(f). La Figura 3.1 muestra las grdficas de la funcion de
dengidad de este modelo cuando 6 = 0.5, 1.5,2.0.

o
o~
o _|
- — theta=0.5
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Figura 3.1: Densidades delmodeltiexponencial para v =0y 6 = 0.5, 1.5, 2.0.

El cuantil y, para la distribucién.exponencial se obtiene a partir de (3.2)

Commo Higll[—!:
y,u_’}'
1 —cap| 5 ="p
o (452 7

_% = In[T=p)

Yp = v — 0Okt - p). (3.3)

3.4.3. Distribucién lognormal

La distribucion lognormal es llamada en algunas ocagiones distribucion
antilognormal [26], debido a que no es la distribucién del'logaritmo de una
ariable aleatoria normal sino de una exponencial; sin embargo, el nombre
“lognormal” es mas utilizado en diversas dreas y campos del cofocimiento.

La distribucion lognormal es un modelo muy utilizado para estidios de
tiempos de vida y tiempos a la falla. En estudios ambientales cobra relevancia
debido a su relacion con el modelo normal, ya por todos conocidos [35)

Definicion 3.4.2. Se dice que una variable aletoria Y sigue una distribuctifn
lognormal con pardmetros p, o; indicado por Y ~ LN(u, o), si la densidad
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(2.1

1 In v —
f(y; ru: J) = _G'I)rm’" (M)
oy

Iny— p:)
—erp | — EE .oy >0 3.4
\/Em; ! [ ( o ] Y (3.4)

Asi, su distribucion es

Iny—
Fly;poo) = oy (u)

Inv—pu
= P dv, y =10, (3.5
/ 2’”‘”?![2( )] , y>0, (3.5)

donde ¢nor v Pror son las funciones de densidad y de distribucion de una
variable aleatoria normal estandar, ‘réspectivamente.

En lo sucesivo se denotarada’funcion de.distribucion @,,,. v su densidad
Onor tomo ® y ¢, respectivamente (esta notacion se redefinird en funcion
del modelo de probabilidad que sé\esté aborflando). La Figura 3.2 muestra
los gréficos de las densidades una variable aleateria lognormal para =0y

o =0.25,0.5,15
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Figura 3.2: Densidades del modelo lognormal para p =0y ¢ = 0.25,0.5, 1.5.

La funcion cuantil de la distribucion lognormal se obtiene ficilmente a




22 Capitulo 3. Distribuciones de variables aleatorias continuas

partir de (3.5), observe

@(Inyp—,r,z) ~
o

""T]-".'i)’p = p:+ O'(I)_l(p)
b= coput o™ (). (36)

3.4.4. Distribucion Weibull

La distribteion, Weibull fue nombrada en honor al fisico sueco Waloddi
Weibull, quien “en” 1939 la utilizo para representar la distribucion de la
resistencia de materiales, v en 1951 extendid su uso para una amplia variedad
de aplicaciones. La welacion estrecha, que Weibull demostré entre los datos
observados y sus predichoy @on este modelo fue bastante impresionante [26].

Definicion 3.4.3. Una vdriuble aleatoria Y sigue una distribucion Weibull
con pardmetros 3, n; expresado cominmente por Y ~ Weib(G,n), si lo
densidad es

3 " A-1 1 g
fly;n, 8) &2 (—’f) exp {— (i) ] .oy >0 (3.7)
AN ]

Asi, su distribucidn es

3
F(y;n, 8) = 1—¢éxp [— (%) ] , y > 0. (3.8)

En esta expresion 3 > 0 es un pardmetro de fooma y 1 > 0 es un pardmetro
de escala.

Es conveniente utilizar una parametrizacion altérnativa para la distribu-
cion Weibull, la cual estd basada en la relacion entre la distribucion Weibull
v el modelo de Valor Extremo Minimo (SEV por sus siglas-en.inglés). En par-
ticular, si una variable aleatoria Y sigue una distribucién” Weibull, entonces
X=InY ~SEV(u,c),donde 0 =1/ es el pardametro de escala y = In 5
es el parametro de localizacion. De este modo, si YV tiene una.distribucion
Weibull, esta se denotard por Y ~ Weib(y, o). Por lo tanto 1as funciones de
distribucion y de densidad del modelo Weibull dadas en (3.7) y {(3.8) pueden
reescribirse de la siguiente manera

1 Iny—
ay o
Iny—
Flyinf) = P [M} .y, (3.10)
(23
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donde” @), (2) = 1 — exp[—exp(2)] ¥ ¢uen(2) = explz — exp(z)] son la dis-
tribucionsy, la densidad, respectivamente, de una variable aleatoria SEV
(n=0, c=d).

Consecuenfeniente se denotard las funciones de distribucion y de densidad
de la distribucion weibull como *® y %¢, respectivamente. La Figura 3.3
muestra las grificas.de algunas funciones de densidad para distintos valores
del pardmetro de fowma, 3.

fty)
06 0B 10

04

02

oo

Figura 3.3: Densidades del modelo Weihiilllpara n=1v 3 = 0.5,1.5, 3.0.

El cuantil del modelo Weibull es y, = n[—In(1 — p)}l/'e. Utilizando la
estandarizacion expresada en (3.10) el cuantil y, se obtiene‘eomo sigue

Iny, —

Iny, = p+o"d ' (p)
Yy, = exp [p: +o “"<I>_1(p)] . (3.10)

Puede observarse una estructura similar al cuantil obtenido para la
distribucion lognormal, la diferencia radica en la eleccion de la distribucion
asumida.
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3.5. Momentos de una variable aleatoria

3(5+1. Valor esperado

El'valor esperado de una variable aleatoria puede entenderse como una
medida de,centralidad, ponderando los valores de esta variable de acuerdo
a su distribucion de probabilidad, esperandose obtener una cantidad que
resuma el valoetipico o esperado para una variable aleatoria.

Definicion 3.5.1. Sea Y wuna variable aleatoria continua con funcion de
densidad f(y). Lamedia o valor esperado de una variable aleatoria g(Y)
estd dada por

Hg (Y5 E[Q(Y)]:/x g(y) f(y)dy.

—0o

Teorema 3.5.1. Sea Y unae variable aleatoria y sean a, b y ¢ constantes.
Entonces para cualesquiera funcion g1(Y) v gY) cuyos valores esperados
eristen, se tiene

a. Elag;(Y) + bgy (YY) 4eel= aElgr(Y)] + bE[g2(Y)] + c.
b. Si gi(y) = 0 para toda y, entoncés E[g.(Y)] > 0.
c. Si gily) = goly) para toda y, entonces Blgi(Y)] > Elg:(Y)].

d. Sia<g(y) <b pura toda y, entonces a.< E[g(Y)] < b.

3.5.2. Momentos y varianza

Los diversos momentos de una variable aleatoria son uma clase importante
de valores esperados.

Definicion 3.5.2. Sea Y wna variable aleatoria, dado un rh entgro positivo,
el m-ésimo momento de Y es:

ru"m, = E[}f"i]_

El m-ésimo momento central de Y, p,,, es

T

tm = E[Y — )™,

donde ;1 = py = E[Y].
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Ed ofden de importancia y después del valor esperado E[Y]; el momento
mds impertante es el segundo momento central, mejor conocido como
varianza.

Definicién 3.5:3. La varianza de una variable aleatoria Y coincide con
su sequndo mogiento, central, Var[Y] = E[(Y — E[Y])?]. La raiz cuadrada
positiva de Var[YJse conoce como la desviacién estandar de Y.

Teorema 3.5.2. SiY=e8 una variable aleatoria con varianza finita, entonces
pare cualesquiera constumtes a y b,

Vapldy +b] = a*Var[Y].
Demostracion. De la definiciongy, el Teorema 3.5.1.a., se tiene

VarlaY +b] = E[(f@¥ +b) — E[aY + b))’
= E[(XXaE[Y])
=7 E((Y — Ep))?)

= @VarlY).
O
Una expresion muy util para la defigicién de [a_vacianza es
Var[Y] = E[Y? S (E[Y])?, (3.12)

la cual puede ser demostrada fdcilimente como sigue

Var [Y]

E[(Y - E[Y))’] = E[Y?] = 2(E[Y])* + (E[¥])*
EY?) - (EY]P,
usando el hecho de que E[YE[Y] = (E[Y])Q: dado que E[Y] es hna

constante.,

3.5.3. Momentos de una variable aleatoria exponencial

Teorema 3.5.3. Sea Y una variable aleatoria exponencial con pardmetros 8
Yy, ¥ considere m un entero positivo, entonces

E[(Y — )" = mlg™.
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Dermostracion.

E[(}/ _ ..}._)m] — /‘r (y_T’};)E:rp (_$) n’y
gt /x (;r,r — 7) exrp (__;:,r — 7) dy.
U 7

Haciendé gl.cambio de variable u = (y — )/ se tiene

El(y £y = om / u™e

0
oo
= S"PT L P w4+ PP P e .
)
1 - . -
donde Pm = = _ Alpartir del segundo término, los valores son nulos al
n (rn—n)! !

evaluarlos en el intervalo“dado, por lo tanto

oo
i Ti — -
EK} _,Y) n] — _gm,P::e u ,
r X P;;!:e”l
= mlim.

COROLARIO 3.5.4. §i Y ~ exp(#7%), entofices

E[Y]=60+4; Viapf¥] = 62,

3.5.4. Momentos de una variable aleatoria lognormal

Teorema 3.5.4. Sea Y wuna variable aleatoria lognopmal con pardmetros p
v a, ¥ considere m un entero positivo, entonces

P 1 1) I 7”,202
E[Y™| =exp [m.,u + T}

Demostracion. De la Definicion 3.5.2 el m-ésimo momento de ¥ os

E[y™] o M 1 - 1{lny—p 2 0
- = y"t—eap | — [ ——
0 Y V2ryo Pl 2 o Y
1 1 (Iny—p\*
= exp (min y)exp | —= [ ———— d1
NV (mln y) exy [ 5 ( - ) y

~ 1 (In y)? — 2n y(o?m + p) + p?
—exp |— — dy.
0o V2myo 202
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completando el cuadrado en el argumento de la exponencial

4

(Iny)* L y(o*m +p) + 1> = [Iny— (*m+ p)]* — oc*m? — 2mpc?,

con lo que,

[Iny—(o*m+ p))? —o*m?* — 2??1.;;02} 0
Ly

== 1
ElY™ = exrp | — ,
v = | | -

[ 8 ngz} * 1 1 (ln y — (o%m + ;;,))2 .
= exp |mp exp | —= dy.
p|my | ), o | 3 . y

Ahora, sea w = [Iny — (g% + p)] /o, entonces dy = (1/yo)dw, y

m?o?] [* 1 =y
ElY™ = exp |nmips / —=e " Pdw
Y™ F [ 4 2 } e V2T

h2a?
= exrp |my—+ 5 \

dado que la iltima integral representa el drea bajo una curva de densidad

normal estdndar v de aqui que sea igual a 1.

O
COROLARIO 3.5.5. 81 Y ~ LN(u,0), entonces
E[Y'] — €F+g2;‘"2; 1‘/”.,,,[}/} — 62P+|J2(692 _ 1).

3.5.5. Momentos de una variable aleatoria-Weibull

Teorema 3.5.5. Sea Y una variable aleatoria Weibull con pap@tnetros 5 y
1, v considere m un entero positivo, entonces el m—ésimo momente-de Y es

E(v™) =T (14 %),

Demostracion. De la Definicion 3.4.3, el m—ésimo momento de Y es

00 -'3) 1 A-1 1 d
E[Y"] = / 2 (L) eap|—(2) |dy
o n A" n
%~ g _U)."j’—l (_U)m ("’)‘)ﬁ
”m = = erp | — = fh,f .
A 1 (?} n U
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Zn
Z
.
S

, entonces dz =

g
E [Y‘"I]

*

S

donde T'(k
b /
COROLARIO 3.5.6. 56/

B(Y) =nr (1+1)

Capitulo 3.

IWeib(s
&/‘ Var(Y

o

Distribuciones de variables aleatorias continuas

51
8 (3) dy y tomando z'/° = 2 se tiene

LN

"o
T}”l / z:m/_fl'e—z d=
0

= o}
nr!n] Z(lﬂ!n/_ﬂ)—le—zdz
0

Tre E
=7 F(l+ .5’)’

Le=*dz corresponde a la funcion gamma evaluada en

O

, entonces

[F (1+_,%) —F2(1+_§)].




Capitulo.4

Estimacion-por maxima
verosimilitud

El concepto de verosimilitud es grffgial para la inferencia estadistica en el
paradigma de Fisher, quien fue el prinieto en delinearlo de manera especifica
v univoca en 1912, Fisher se dedicé atestudiar sus propiedades y conceptos
asociados, como “informacion” g-“suficientia”, aumentando con ello la pro-
duccion en Estadistica Matemati€adurantesvarias décadas. Esencialmente, la
verosimilitud es un indicador de 1a_céherenciaentre los modelos estadisticos
elegidos para analizar los datos y las Observationes. Da una idea de cudn
verosimiles o plausibles son las observagiones abtenidas, es decir, mide la
“probabilidad” de re-ohservar la muestra_en unashipotética repeticion del
experimento.

4.1. Funcion de verosimilitud

SeaY = (V1,...,Y,) un vector aleatorio, con densidad conjunta“dada por
f(y;8), siendo @ un vector de pariametros que toma valores en un g¢dnjunto
© C RY La funcidn de verosimilitud o la verosimilitud es una funcion de 6
para cada valor muestral y = (y1, 42, ..., Yn),

L(6) = L(y;8) o f(y;8).

La verosimilitud brinda la informacion resumida acerca de 8, basada e
el modelo estadistico y en los datos observados. Usualmente es conveniente
trabajar con el logaritmo natural de L(@), denominada la funcidn de log-
verosimilitud o simplemente la log-verosimilitud,

(@) = t(y:8) = In[L(y:0)].

29
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En particular, si el vector de observaciones se obtiene a través de un
nifiestreo aleatorio simple de una densidad univariada f(y;8), entonces:

L(y:0) =[] f(wi:0) 5 €(n:0) =" In[f(y:8)].

Convenieptemente se asumird que la log-verosimilitud es regular, en el
sentido que fiewe derivadas parciales respecto de 8 y sus momentos son
finitos. Se denofarima las derivadas de £(@) respecto de una componente
de @ mediante {{y;0); por ejemplo, £,,.(y;8) denotard la segunda derivada
de ¢ con respecto.d @» Las dos primeras derivadas de (@) constituyen los
componentes basicosien’este enfoque de inferencia estadistica.

Definicion 4.1.1. La madtiz*de informacion de Fisher, tarnbién denominada
Matriz de Informacion Esperada, es definida de la siguienle manera

2
dp =oF [—%} (4.1)

Iy es conocido comminmente comdé”métriz de informacion de Fisher para
#. Con los datos disponibles, Se_puede calenlar la matriz “local” (o matriz de
informacion ) para @

X 0%((8) N
I' — —W ('12)

donde las derivadas parciales son evaluadas en & = 8

Definicion 4.1.2. El Estimador de Mdzima Verosimilidd (EMV) de @,
denotado por 9, se define como el valor que mazimiza lo @erosimilitud L(8)
o equivalentemente la log-verosimilitud €(8). Es decir, 8 ‘es unvalor en el
espacio de pardmetros © C RY, para el cual L(@ )= Sup L(8)

<O

Si © es un conjunto abierto, el modelo es suficientemente regular y el
EMV @ es finito, entonces puede obtenerse como solucion de las ecuaciones de
verosimilitud, %?} = (). Frecuentemente resulta imposible resolver de manera
analitica este sistema de ecuaciones, lo que ha dado origen a una amplia
ariedad de métodos numéricos, como los métodos basados en Newton®

Raphson para aproximar los EMV satisfactoriamente (Ver apéndice B).
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4.2/ )Estimacion para un parametro

Suponga_gue el modelo de probabilidad ha sido formulado mediante un
experimentofy que se trata de un solo pardmetro desconocido #. Se desea
utilizar los dates, obtenidos experimentalmente para estimar el valor de 8.
Sin pérdida de géneralidad y abordando aqui el caso discreto, el objetivo de
la estimacion es detérminar cual de los posibles valores de # son plausibles o
probables a la luz de lag observaciones.

Los datos observadé§.pueden considerarse como un evento E en el espacio
muestral para el modelo'de’probabilidad. Entonces la probabilidad del evento
E puede ser determinado_a tefavés del modelo, y en general serd una funcion
del parametro desconocido, (P(£;#). EI EMV de 8 es el valor de 6 que
maximiza la P(E;#), denotadospor 0. Es el valor del pardmetro que mejor
explica los datos en el sentido de"qué, maximiza la probabilidad de E bajo el
modelo.

4.2.1. Funciones de verosimilitud y log-verosimilitud

De acuerdo a [27] La verosimilitud de #/puede definirse como sigue
L(#) =" ¢ P(E). (4.3)

Aqui ¢ es cualquier constante positiva con ¥especto de #; esto es, ¢ no
depende de 6, aunque pueda ser una funcion de lessdatos. Se elige ¢ para
obtener una expresion simple para L(6).

Por lo general P(E;f) vy L(#) son expresiones “tonfirmados por el
producto de expresiones y términos conocidos, por lo que restlta conveniente
trabajar con una transformacién continua y positiva de L(8)Na saber la log-
verosimilitud de L:

(8) = In[L(0). (4.4)
Note que, por (4.3),

(0) = ¢+ In[P(E;0)

donde ¢ = In ¢ no es una funcion de 8.

El valor de # que maximiza P(FE;#) también maximizara L(#) v €(6). Asi
el EMV 8 es el valor de # que maximiza la verosimilitud v la log-verosimilitud.
Generalmente es mas facil trabajar con la log-verosimilitud.
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4.2.2. Funcién de informacion

Para obtener 6 es necesario localizar el méximo de ((#) sobre todos los
posibles valores de 6. Por lo general, se realiza mediante la derivacion de £(6)
conwespecto a @, fijando la derivada igual a cero v despejando 6. Es posible
que este gprocedimiento pueda producir un minimo relativo o un punto de
inflexionsenslugar del maximo deseado, asi que es necesario verificar que un
maximo hasSidosencontrado, comprobando que la segunda derivada es nega-
tiva.

La funcidn de_iniformacion 1(0) se define como el negativo de la segunda

derivada de la log-ver@similitud con respecto de 6
16 = 7_(!2?(9) (4.5)
df?

El conjunto © de valoregpasibles de # es llamado el espacio paramétrico.
Usualmente €2 es un intervalo ‘de valores reales, y la primera y segunda
derivada de €(f) existen?en todos los puntos interiores de 2. Entonces, si
# es un punto interiorfde*(), la™primera derivada sera cero y la segunda
derivada serd negativa én @-=-6. ASi bajo estas condiciones se tiene

oty . »
4 = 05 ~3() > 0. (4.6)

Para encontrar @, se determina™a raiz deda ecuacion de mdrima verosi-
o) 0., verificindose, ntediante el digto de I(6), que en efecto un

do
maximo relativo ha sido encontrado.

militud

Lo de -
En algunos casos, la ecuacion %} = 0 puede reselyerse algebraicamente

produciendo una expresion simple para 6. En situaciones mds complicadas,
serd necesario recurrir a algoritmos y métodos numéricos,

En el siguiente ejemplo. se ilustra como se obtiene el EMY para una
distribucién exponencial con un parametro desde una muestta tensurada
por la derecha. Aunque el objetivo de este trabajo no aborda el fenomeno
de censura por la derecha, este ejemplo pretende mostrar el proceo v las
condiciones que un EMV debe cumplir, satisfaciendo (4.6).

Ve SON 0bseryvacio-

nes de una muestra aleatoric de una poblacion con distribucidn exponenéial

EJEMPLO 4.2.1. Suponga que 4y, Yo, -« Yy ¥1s Vs - - -

con pardmetro 8, donde m obscervaciones (representadas por y; ) no estdn cenf
suradas y n —m observaciones (representadas por V5 ) estan censuredas por
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la deveechi.

Se tieweqgue Y ~ exp(d), entonces su densidad y la funcion de distribucicn
de Y son

1
f@)zgfwﬂ Flyy=1-e¥" y>0,

respectivamente. Laegola verosimilitud de 8 se construye asi

e TL—In m n—in

= [Tr@) Lo =9 = T]rw) [T - i)
i=1 pe=1 i=1 j=1

Sustituyendo f(y:) v F(y; ) lo verosimilitud resulta en

L(‘q) ﬁ (%E—Uﬁf?) rﬁi V10

i=1 j=1

exp IS
e G Y 1550)
m, n—
= ﬁj.’f'] [—E (ZT)‘,“‘Z )‘|

_ 1 1( i
= gmttP |3 my + (n—m)y)

n—rr

1 -
donde § = E Y ey = E ¥ Con lo que la log-verosimilitud es
: n—im

1
(0) = —min(f) - 9 [y + (n—m)y]

vy la primera derivada de € con respecto de 8 es:

ey — om 1 my + (n —m)y
e g me

Resolviendo algebraicarnente d€(8)/d6 = 0 se obtiene el EMV

~ my -+ (n—m)y
i U+ ( )3

m
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Ahora, pare demostrar que 8 es un mdzimo, se analizan las expresiones
dddas en (4.6). Entonces como

ey om 1 mij + (n—m)y
e f mé
vy de ighwal medo
d*((8) m 2(my + (n —m)y)
o= L o my, = )
& df? 62 [ mb }

se tiene que

d?(6) _m g B
df ‘9:@ B 0 (1 é) =0

- ™m 20 m
02 ()20

Por lo tanto, con lo anterior se carcluwye que 0 es el EMV para el modelo
exponencial con un pardmetno.

4.3. Estimaciéon para/dos parametros

Suponga que el modelo de probabilidad pata an experimento involucra
dos parametros desconocidos, #; v 5. La probabilidad de los datos en el
evento E serd una funcion de 6; y #,, v la verésimilitud conjunta sera
proporcional a esta probabilidad:

L(BI:QZ) = (P(Ejgl,gl)

donde ¢ es positivo y no depende de #; v #a. La log-verosimilitud de L(#,,8,)
serd denotado por £ = {(6;,0,).

El estimador de mdxima verosimilitud de (6;,62) es el par desvalores
paramétricos (#,6,) que maximiza la probabilidad de los datos. Equivalen-
temente, (8;,6,) maximizan L(6,,6,) v £(6,, 0,).

Ahora, para encontrar (#,,63), se resuelve el sistema de ecuacione§

simultaneas
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00(6,,6,) 00(6,,6,) i
— = =) — = =) 4.
0, ) 06, ) (4.7)

Entoncegila funcion de informacion coincide con la matriz de informacion
de Fisher la eudles simétrica y se define de la siguiente manera

L 0M(B1,62)  PU(81,6y)

P 2 s s
To,0,) = | 160R) 1a616) ] _ o 001002
b2 121(6.1:92) 122(91:92) (sz(ﬁ'lﬁ'g) ()2‘:(8192)
06,00,  OF2

(4.8)

Para un maximo relativo, la.matriz I(éh éz) debe ser definida positiva;
esto es, . . L .
Ly >0, Iy > 0 Liyloy — 13, >0, (4.9)

donde fI-J- = L-J'(éu éz)

Andlogamente al Ejemplo 47271 se obtewdrd el EMV para una distribu-
cion exponencial con dos pardmettos ton upd muestra aleatoria censurada
por la derecha. Para ello es necesarig recurrit afites a la definicién de un
estadistico de orden [8].

Definicion 4.3.1. Los estadisticos de orden de”wno muestra aleatoria
}f e }f
1: 2: R |

H T

denotados por Yy, Yoy, ..., Y-

dan los valores de la muestia eén ordent ascendente. Estos son

Los estadisticos de orden son variables aleatorias qué satisfacen Y,y <
Yoy = ... £Y,,). En particular

1y = min Y,

1<i<n
Yy = el segundo mas pequeio de Y,
m) = max Y.

1<i<n

Con lo anterior se ilustrard el siguiente ejemplo que involucra la estimacion
de dos parametros.

EJEMPLO 4.3.2. Ahora suponga que se Lene Y, Yo, -« o Yoms V1 Vs oo s Voo oo
n observaciones de une muestra aleatoria de una poblacion con distribucidn
exponencial con pardmetros 8 y~y, donde m observaciones (representadas por
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Oi ) no estdn censuradas y n —m observaciones (representadas por y;) estdn
eehsuradas por la derecha.

pleando (3.1) y (3.2) la verosimilitud para esta muestra aleatoria se

defi rw sigue
L{Or ( —(‘y:—’}‘)/ﬂ) 1:[ [,—(yj—ﬂ/a}
i=1 j=1
@ 1 1 T n—it
9,” exp {—5 (Zl yi— )+ Z(:Vj - 7))]

&‘[__ [my —my +(n—m)y —(n — m)’ﬂ}
- z.% g = 3) + 1)

de donde la log-verosimilitud ﬁ‘?l

—sln ()
Para obtener 6 v A, Wrm’?num s&awr las primeras derivadas de ¢

con respecto a cade uno de el (\

odH(O,v) _EP OA—H?}» 'y}

a6 f

ar(0,7)
Iy

| —

06.v) = [(m(7 —¥) +n(y—7)].

‘&

| =

. . . (0, r‘)‘f;ﬂ“ .
Resolviendo el sistema de ecuaciones % =0y Tﬂ@ se obtiene que

; _ mE—P)+nGE-7)

— : ®)\ (4.10)

Para obtener 4 se recurre a los estadisticos de orden puestc la solu-

cion a su derivada parcial no es analitica. 6

De esta manera si Yy, Yy, - Yy son los lo valores ahwwud@f la

muestra aleatoria, entonces se puede asignar Yoy como el EMV para ()
virtud que es el valor muestral mas cercano a ~, esto es ‘ y

7= Yo HQ
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D€ edte modo, v sustituyendo en (4.10) los EMV para los pardmetros son
los siquientes

- 1
f = — [m(y— )+ n(y — yu)) ]
¥ o= Y-

El criterio qué gettobora la obtencion del maximo verosimil no puede ser
equivalente al criteri® de la segunda derivada en virtud de que la ecuacion
de arriba carece de este’recurso analitico. Por ello se recurre a la definicion
hisica de mdximo el cialigolo requiere que en efecto todo el resto de los
valores del rango generan unsvalor menor al mdximo verosimil que se ha
obtenido.

4.4. Estimacion sobre)una muestra aleatoria
exponencial censurada por la izquierda

Counsidere que Y ~ exp(f, )] comfunciongs’de distribucion y densidad de-
finidas por (3.1) v (3.2) respectivameénte. Entefices para obtener los EMV de
# y v através de una muestra aleatoria cenSurada perda izquierda se empleara
las reparametrizaciones w = (y — )/ yom = (y*=")/0 representando éstas
las observaciones exactas y las observacionescensufadas respectivamente, es-
to es con la finalidad de ilustrar de forma nés’simple elfproceso de estimacion.

Ahora considere una muestra aleatoria yi,¥ya, ..., U, ¥, Vs - -

1 Yn—m:
donde m de ellos son ohservaciones exactas v n — m resultan censuradas
por la izquierda.

or (3.1) v (3.2) se tiene que y) = 1 —e™ v fly) = e para
Por (3.1) y (3.2 t e F(y 1 vy fly T 1
8 >0, y > v, con lo que la funcién de verosimilitud para esta” mueStra
aleatoria censurada se construye como sigue

m n—rr

L(0,y) = _Hf(u.-,)_HF(wj)

- 11 %fr [In-c=l

i=1 j=1
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Y de aqui la log-verosimilitud es la siguiente

(0,7) = In[L(0,7)]

e 1 n—rn

= In H EE_“‘\' H [1 _ e—w_j]
i=1 j=1

= —mlnf — Z w; + Z In[l —e™™]

i=1 j=1
= —m(lnf + w) + Z In[l — e ™.
=1

Luego los estimadefes de los pardmetros se obtendrdn a través de la
solucion de las ecuacidnes' generadas por las primeras derivadas de ¢(6,~)
respecto a cada pardmetrd eigualadas a cero.

(6, m(l— @) = Fyp(w;)

— s = + : (4.12)
P 0 ~ F(w;)

0(6,7) m &k, (@)

L N R 4.13
0y §° L R(e)) (4.13)

donde Fp = 0F/08 y F, = 0F /0.

De lo anterior se observa que para este cago la solucion al sistema de
ecuaciones no resulta de manera analitica, ya queé se tiene unos sistemas de
ecuaciones no lineales. Un algoritmo basado en Newten-Raphson v codificado
en R se propone en el apéndice B para resolver este problema. En el ejemplo
siguiente se muestra su aplicacion e implementacion.

EijempPLo 4.4.1. Estimacion de los pardmetros 8 y ~ pafe wna muestra
aleatoria  censurada por lo izquierda de wna distribucionsemponenciaol.
Retomando (4.12) y (4.13) se renombran las ecuaciones corno sigte

m(l —w) N  Fo(w;)

gl(g,f}') = -
9 Z F())
m = F,(7;)
(B = T D)
pa(6,7) ) + 2 Flw,)’
=1
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se define W (0) =W(0,v) = [p1(6,7), w2(0,7)]".

Entongesla matriz jocobiana para este sistema de ecuaciones es

d d
6_6,9'91(6': 7) f)_,}_‘f’l(eﬁ)
Hoy) = | ¢ i

d d
(0.4 ——woa(B.y
69%( .Y) fh_wz( ;Y)

donde
dp1 m(l— 2w o Folw;)F(w;) — [Fo(w;))?
a0 2 T Z 2
a0 0 yr™ [F(z;)]
dor _ Opp_ m Z Fo () F(;) — Fo(@,) F ()
vy o6 62 pur [F(zm;))?
% _ R_Zm Fyy () Bigo;) > [Fy(a))]
y = [F ('E'J)]z

El proceso numérico para este” algovitmo _ficia con algunos valores
iniciales importantes. En este sentidosde propomen 0 = (6’{0}:’}'{0})5 vy
consecuentemente W(A0)) = W(HO) A0 eon lovgtie

d d

—01(09, 40— (0 D)
36 %6’ ) (0) d(? ) (0¥

9 (9@ oy D) 0

&9%( A a,}%( M)

Ahora el algoritmo computacional inicia resolviendo el _sisterna de
ccuaciones generadas por B = —[J (ﬂm))]_l‘l’(ﬂm}), resultando @na mejor
aprozimacion denotada por

gy = 9l L RO
Prosiguiendo de manera recursiva se obtiene la siguiente formula
or = gD 4y, k=23,....

Asi, de manera general, cada vez se obtiene una mejor aprozvimacion al
sisterma de ecuaciones R*~Y = —[J(@FD) "1 W(@* V), donde
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-1y _ | O (k-1) _ | M _ (k—1)y _ | ¥1
= ge ], e n] v wen= 2]

donde )= ey ty = .

Por dltiwmio un criterio de convergencia basado en la prozvimidad de dos
estimaciones puntuales serdn la regla de paro del algoritrmo v asi se obtendrdan
las mejores estimaefones cuando ||@%) — 8%)|| < ¢ para i # j y € > 0,

resultando asi
g ) _[oen 1 [ Al
(0 k1) pk=1)

2
Dado que este procedituiento permite obtener estimadores con valores
aproximados, considerablemerter buenos, a partir de aqui se utlizaran
procesos andlogos ensla inferencia.sobre los parametros en los modelos
lognormal v Weibull questran preséntados en las secciones subsecuentes.

4.5. Estimacion sobre upna muestra aleatoria
lognormal censnrada por la izquierda

En (3.4) y (3.5) se definieron las funciones de densidad y distribucion de
una variable aleatoria Y ~ LN (i, ), a saber

1) = tnar (") F) = 0 (L2 y50
oy o o
Para los fines ilustrativos, en esta seccidn se utilizardan las, notacio-
nes ©(z) = Qe [(lny—p)/ol v ¢(2) = onor [(Iny — p) /o], \donde z =
(In y — p)/o representard las observaciones exactas y 5 = (Inly ~ u)/o
se escribird para las observaciones censuradas.

El método de estimacion inicia con la construccion de la verosimilifud
para ¢y o a partic de 41, ya, - o Yms Y1, Y2y -+« s Yineyn DA muestra aleatorid
censurada lognormal consistiendo de m observaciones exactas v n — m
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resultan _rensuradas por la izquierda

m n—rrn
L(p, o) = H—(D H ®(5,)
puteglel i
]j 1 i m 'u—ix 2 Iﬁi _%(M i )2 .
= —e —e ’ du;.
i
o MET oy, 0 V2moy;

Con lo que la log-verosimilitud es la siguiente
((p,0) = In[L(js,0)]

In y; :
= —mlin(V2as) Zl'n Ui — 5 Z (W) +
T

i=1

n—irn
1

In —_
Z [ 0 VI2mov;

S )

empleando las notaciones y*répapametrizaciones siguentes ®(z), Ing =

m

Z(I'n. yi)fm, z = (Iny, — p) /o, o), Bl3)y 3; = (In vy — p) /o queda

i=1

reexpresada
((p,0) = —m (Eu(v o) —I—Em,r) S —Zz + Z In [
J=d

Andlogamente al procedimiento descrito en el casos€xponencial, los
estimadores para gy o se obtendrin resolviendo el sistemade ecuaciones

siguientes
P2y = LTI (I)L %
df(fu,a) _ mz n(55) 0 (14)
op g o @(3;)

f)f(rll': G—) B T B TL—1r ' '
%o Zz m | + Z <I)( : (4r5)

Nuevamente se observa que se tiene un sistema de ecuaciones no lineales
en ;0 y o, por lo que se recurre otra vez a la herramienta numérica basada
en Newton-Raphson y descrita en el apéndice B.
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El cémputo numérico inicia renombrando (4.14) y (4.15) como sigue

I ( ??’]Z Ti—Tre (I)
Y1, g) @ -

1 T ) n—rn (I)D(SJ)
walp. o — z;—m | + = 0.
pa(p, o) = (Z ) @(SJ)

Y de este médosgueda redefinada J:

9 )
1l o) ——pi(p, o)

e = | U ¥
o @z(; 7) 572 0)
en donde
dpr _E+nii D (5,)2(5;) — [Pu(5;))
o P g [(3,)]?
% _ aﬂ ! _2?]”1-2_ +7§i (I)]LD(SJ')(I)(SJ) - (I);;(SJ')(I)D(SJ')
da du o? & [@(33')]2
e _ 1, —Z 506 (065
f)g {]’ j=1 [(I)(SJ)]Z .

Por lo tanto, si asignamos una condiciontpitial para gy o como en el
Ejemplo 4.4.1 y respetando la regla de paro cnantlo)| g% — 4% || < € se tiene

la ecuacion recursiva

fil®) pk=1) . h{lk—ll (4.16)
e | = . - / 4.16
5(k) 5 (k=1) B

con lo cual se obtendra una mejor aproximacion para los estitnadores de g y

a.

4.6. Estimacion sobre una muestra aleatoria
Weibull censurada por la izquierda

Ahora considere una variable aleatoria Y ~  Weib(3,n) v (Sea

Y1, Y2s ooy Yy Vs You - ooy Yoy UL muestra aleatoria, donde m datos son ob®

servaciones exactas vy n—m resultan censurados por la izquierda. Entonces el
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proceso para la obtencién de los estimadores de pardmetros p v o, la funcion
de verosimilitud se define asi

mm 1 I h]_. _.')‘I _ ru' Tn—rrt 371- yro— IL
L(ruj J) = H G"_'iil-('DHEU (T) H (I)seu (Jf s

i=1 j=1

donde @gen(z) Y@yt (5) son las funciones de densidad y de distribucién ex-
presadas en (3.9) v/(3310), respectivamente.

En este caso resulta’importante denotar ®..,(5) = “®(5) para un mejor
desarrollo analitico ¥ algebraico de las ecuaciones necesarias. De este modo
la verosimilitud se reescribe géno sigue

m n—rrn

Lip, o) = H;em[ —exp( z,]H 1—e:p E:I.’;U(SJ-))}:

en este mismo sentido la log-verosimilifud resulta

((p,o) = —mlno — Zl'n i A Z [zi=exp(2:)] + Z In 1 — Hp( e:::p(gj))}
= —m(lno+Iny)+ Z feafmaezp( Z; Z In[“®(3,)] .
i=1 =1

Con lo anterior se deriva el sistema de ecua€iones que conlleva a la
obtencion de fi v 6. Siendo este el siguiente

I}f . m T—Tr g (1)
6 (f"g) _ __Z (L—en)+ 3 —1010 w5 )" (4.17)

au =
6‘((#., g) B m n—rn wq)a (:’)J) P '
870' = ——Z 1+Z,—z, N+ T(SJ)—O (4.18)

J=1
Una vez mas Newton-Raphson puede ayudar en la solucién al sistemayde

ecuaciones anterior en virtud de su caracteristica no lineal. Con la ayuta de
la notacion propuesta, (4.17) y (4.18) se reescribe asi

e T—rn @

pilp,o) = ——Z +Z H(I, )9

1 — “P(5;)
_E;(l+2i +Zu¢3;’ =0.

=1

o1(p, o)
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Y la matriz jacobiana es

d d
o w1 o) 8—09’1(#:0)
J(ru:g) = )5 )

s
f)_;ﬁ'”(“’ o) 3—0992(#; o)

donde cadd entrada de J queda

al __i zl+”2’~:‘“‘1’pp(m ‘1’% [, (5,))"

on (3,)]?

()@l (}Lpz 1 L= (I) u:q)(sj) _ wq)p(aj) X wq)g (33‘)
b 1— ¢ —

do O o? - ( e — zet) + Z [v®(5,)]*

% - ii (1 + 22; A 2ee™ — zzf’z") + i 1o () - "R(5;) — [U@D(S;)]Q

do a2 ’ A (" (5,))2 '

Prosiguiendo de la mismasforma que con las estimaciones anteriores, el
proceso para hallar iy Gsesulta-del’siguiente proceso recursivo

ity N pFL N h(lk_”

At o1} hgk—n
finalizando este proceso cuandol||§%) — 6'”"1'}” < € para € > (); resultando asi
una buena aproximacion a los estimadores de dichos pardametros.

4.7. Seleccion de modelos

4.7.1. Criterio de Informacion de Akaike

El Criterio de Informacion de Akaike (AIC por sus siglas en ingles) es
una medida relativa de la bondad del ajuste para un modelo“estadistico. Es-
te criterio se basa en el concepto de entropia de la informacign, eofrece una
medida relativa de la pérdida de informacion cuando un determinado modelo
se utiliza para describir datos reales. Se puede decir que sirve paradlustrar
el sesgo v varianza en el ajuste de un modelo; es decir, entre la preeision y
la complejidad del modelo.

Los valores del AIC proporcionan una alternativa para la seleccion/de
un modelo entre una familia de ellos (modelos de localizacidn-escala). Und
situacion a considerar bajo este criterio es que no determina una seleccion
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absoldtalde algiin modelo en particular sino, una medida relativa para elegir
el modelerinds apropiado entre varios que comparten caracteristicas o natu-
raleza condunes.

Si los modelos candidatos no reflejan un buen ajuste, el criterio de Akaike
omitird esta adyartencia en virtud de que solo compara de manera relativa,
de tal modo que debe_tenerse idea de que los candidatos han sido reportados
o utilzados eficientemente en estudios de la misma naturaleza.

La regla general pata”Obtener un valor para el AIC es el siguiente

AIG” = 2k — 2In(L(0))

donde £ es la dimension de pardmetros @ | y L(#) es el valor estimado de la
funcion de verosimilitud.

Para una familia o conjunto de modelos candidatos para el mismo mode-
lo, el modelo elegido serd el que contéaga: el valor minimo para el AIC.

Si todos los modelos candidates tienen ‘el mismo mimero de pardmetros,
entonces, la utilizacion del AIC eg'equivalent® a implementar una prueba de
razon de verosimilitudes [6].

4.7.2. Prueba de razén de verasimilitudes

En muchas aplicaciones, la hipdtesis a probar puetle Ser formulada como
hipdtesis relativas a los valores de parametros desconocido en el modelo de
probabilidad. Un estadistico de prueba D, llamado la estadistica de razdn de
verosimilitudes, puede derivarse de la funcion de log-verosimititud. Una prue-
ba de significacion en el que se utiliza la estadistica de razén de verosimilitu-
des, como estadistico de prueba se llama prueba de razin de vérosifmilitudes
[27].

Una manera natural v muy usada de comparar el ajuste relativo dé dos
modelos alternativos a una matriz de datos es contrastar las verosimilitpdes
resultantes mediante la prueba de razon de verosimilitudes

—2In M ~ 'XE,
La(6)

donde Ly(#) es la mixima verosimilitud del modelo general en 8; Ly (6y) es
la méxima verosimilitud del modelo restringido en #y; y es una variable
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aleatoria 2 con v grados de libertad, obteniéndose de la diferencia entre la
ditnension de @ y la dimension de 6.

Esta prueba también puede ser usada para elegir el mejor modelo
que ‘ajuste los datos entre varios de ellos, comparando las funciones de
verosimilitudes estimadas. Asi, si dos modelos ajustan bien los datos se
cumple lasSiguiente relacion

2 = —2n M ~ X1
L(B."lfodeio 2)
= -2 [f(éﬁ[{,de{g 1) - f(é:‘lfodeio 2)} ~ X% (rllg)

Esto sirve de soporteyydescripcion para la prueba de hipétesis siguiente
H . Modelol = Modelo2,

donde rmodelol v modelo2 representan dos modelos candidatos para describir
la informacion de la mu€stra aleatoria. Entonces se rechazard H si y? > 'X%m
con una confiabilidad del.{1 — «)100%.




Capitulo.b

Intervalos de verosimilitud
confianza

5.1. Aproximacién normal

Los intervalos de verosimilitaid_confianzasobtenidas desde la normal son
faciles de calcular y, en la actualidad son muy_utilizados en los paquetes es-
tadisticos comerciales. Utilizando(leg estimddores de maxima verosimilitud
de los pardmetros del modelo y consayuda desSu matriz de covarianzas el
calculo de estos intervalos son posiblés. a’través dé cdlculos no tan complejos.

Estos intervalos (regiones) de verofimilitud €bpfianza se basan en
una aproximacion cuadratica para la logzverosimilitud .y son adecuados
cuando la log-verosimilitud se aproxima en forma Cuadratica sobre el
intervalo de confianza. Con muestras grandes, bajo las condiciones usuales
de regularidad, la log-verosimilitud es aproximadamenté ‘cuadritica, vy
asi la aproximacion normal y los intervalos de verosimilitudsconfianza
concordaran armoénicamente. El tamano de muestra necesarigs/para una
aproximacion adecuada depende del modelo, de la magnitud de‘gensura
0 truncamiento. Aun con muestras pequefias y cantidades significativas
de censura, esta aproximacion resulta adecuada y funcional, considerando
modelos de localizacidon-escala v un mimero suficiente de datos observados

[35].

5.1.1. Aproximaciéon normal para un solo parametro

Sea £(#) la log-verosimilitud de un pardmetro continuo € con valores en Q;
¢'(#) y I(#) = —¢"(#) la primera derivada de la log-verosimilitud y la matriz

47
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de informacion, respectivamente. Si se asume que # existe v es punto interior
de’ 2, v que {(f) tiene una expansion en series de Taylor alrededor de 8 = 6,
colno sigue

—~ —~ .

0=, (0-0)2, ~ (-0 , ~

[(B)= U8+ T (') + 51 ") + Tf’”(ﬁ') +....
Ahora, (dad6 que £(8) = 0 y considerando a r(6) = €(8) — £(8), se tiene
que
1 s (8—0P,, ~
rf) = —5(6'—6')21(6')+((T)F”(6')+.... (5.1)

Entonces la aprozimpation normal para r(6) estd definida asi

-~

@) = —50-0%@)

Si |# — 6] es pequéno,.el tépmino cibico y de grado superior en (5.1)
también lo son, entonces T (0) ~ ry(6), es decir,

r (0 _%(9—5)21(5).

Asi para una muestra aleatoria”dg tamaie’suficiente, |# — 8| serd pequeno
y ry(#) dard una buena aproximacion a r(#) dobre la region entera de valores
paramétricos plausibles.

EL 100p% de la region de verosimilitud para # €86l conjunto de valores
de @ para el cual r(#) > In p. De este modo se tiene que

6 € Gt/ —2npI-(H) (5.3)

como una aproximacion para el 100p% del intervalo de” verosimilitud
confianza. Este es un intervalo centrado en # con longitud

24/ =2 Inp I-1(6).

Cuanto mas grande sean los valores de I(6), mas estrecho serd el intervalo
aproximado y por lo tanto mas informacion se tendra sobre 8. Esta es la razon
por la cual I(f) es llamado la “matriz de informacion”.
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5.1.27 ) Aproximacién normal para 8 = (6, 6,)

En la gubseccion anterior se obtuvo la aproximacion normal ry(f) =
—(6 — (;')21(9)/2, para un solo pardmetro #, suprimiendo el término cibico y
los de grado'superior en la expansion de Taylor de f(é) Ahora para el caso de
dos parametros, se sigue un procedimiento andlogo a través de la expansion
en series de Tawlorspara €(61,6,) vy cousiderando la matriz de informacion

I(61,62), se obtieneslosiguiente

o 1 PR . .
T(el; 92) ~ (91 - 91)2111 - 5(92 - 92)2122 - (91 - 91)(92 - 92)112- (rll)

1L
2

Luego denotandose

th A él A > A 1?11 fw
= 0= N =1(0,,02) =] . A
[92} [92} )= 1(0n,62) [121 Iz
la aproximacion (5.4) puede ser teéscrita matricialmente como sigue

r@) =~ r_.\.v(ﬁ'):—E(ﬁ—ﬁ)’f(é)(ﬂ—é):

5

(5.5)

invocando una generalizacion para la aptoximacionaformal obtenida en (5.2).

5.2. Matriz de covarianzas para funciones esti-
madas

Del apéndice B.6.4 en [35] que trata sobre la estimacion de A" matriz de
Varianza-Covarianza para un estimador de maxima verosimilitudse tiene que
bajo condiciones tipicas de regularidad, la Var(é) = f,_l es un ‘estimador
consistente de la Var(é): donde fg esta definido por (4.2). Este estimadet'se
obtiene a través de (4.1), I¢ = E [—f)zf(ﬂ)/f)ﬂf)ﬂ']. La estimacion se realiza
directamente evaluando @ = 6 en la misma ecuacion.

El estimador “local” de la matriz de covarianzas de g = g(é), donde g es
una funcidn vectorial, que se obtiene sustituyendo de la siguiente forma:

. [080)] - [9s0)] [980)] o 4 [986) .
Var(g) = [d—e} Iy [ 2 }—[ = } Var(B)[ 2 } (5.6)
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gvaluandose en 8 = f. Para el caso donde g es una funcién escalar y 4 un solo
parametro la expresion se reduce a lo siguiente

o 2
Var(g) = [dz(;)} Var(h). (5.7)

5.3. Jdntervalo de confianza para g = g(u, o)

Siguiendo{ la' metodologia de la seccion anterior, un intervalo de
verosimilitud cefifiamza para una funcion con pardmetros p y o, es decir,
g = g(p, o), puede aproximarse utilizando la distribucién normal estdndar.
De este modo unsintervalo de verosimilitud confianza de 100(1 — «v) % para
o es

[g$ g g*] = giz{l—n\:fﬂ]g&’g: (58]

donde é?'g = "f._\‘-'?n:[ g(f1,0)], con ‘_:1;[ g(f1,0)] como un caso especial de (5.6),

calculdndose como sigué

Plo)  Plpo) 7T og

— o f)g ag éip? f)p'f)o’ f)p;
Var[ g(i.0)] = | 5° 2% , ,
O C0*Mudo)  Pl(p, o) g
dodp do? do
7 ar(fi A A dg
[()_g ()_g} Var(fi) Cov(fi, o) e
I _ . @
9L Conig)  Var(s) a—i
(98N = (08N (98 A~ . L0\~
= (()_p:) Fﬂ.r(p:)—l—Z(a—# % Couv(fr,0) + B Var(a).

(5.9)

Las derivadas parciales en (5.9) deben ser evaluadas en p =@iny o.= &.

5.4. Regiones de confianza

La aproximacion normal para la distribucion de los estimadoresde
mixima verosimilitud puede ser utilizado para obtener regiones de verosi
militud confianza de funciones escalares (vector) de 8. En particular, una
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aproximadcion a una region de confianza de 100(1 — o) % para 6 es el conjun-
to de todes, los valores de @ en el elipsoide

G0y [Var@)] 6-6) < .., (5.10)

donde r es la longitud de 8. Esto es llamado algunas veces como “método de
Wald”. Esta region_de verosimilitud confianza se basa sobre los resultados
distribucionales asintéticos [35], de tal modo que cuando se evalua en el valor
de 8, el “estadistico dé"\WVald ”

W) = -6y [ﬁf(é)}_l(ﬂ—e)

sigue una distribucion chi-cuadrada con r grados de libertad.

5.5. Estimacion con datos no censurados

Sin pérdida de generalidad y.para ilasttar la obtencidn de intervalos de
verosimilitud confianza, considefe_una variable aleatoria Y que sigue una
distribucion lognormal definidas por/(3.4) ¥i(3¢65). Entonces se obtiene, por
el Corolario 3.5.5 v (3.6) que la media™y la mediana_de este modelo son

glp, o) = 1 ="t (5.11)
hMp,o) = M=e". (5.12)

Ahora la construccion de un intervalo de verosimilitud, confianza para
cada una de estas funciones, se realizard a través de log”estimadores de
mdxima verosimilitud y la matriz de covarianzas descrito en_la Seccién 5.2,

en combinacion con (5.8).

5.5.1. Intervalo de confianza para la media

Sean 1,Y2, ..., Y, r observaciones no censuradas que siguefi una
distribucion lognormal. Entonces para esta muestra aleatoria la funciog ‘de
verosimilitud estard definida como sigue

a— ) 1 flny —p 2 . I~ Iy —p ’
He;:.p —3 (7) exp —EZ — Y

L(;Li o—) = =1 r — L
(27) %0 [ v (2m)"%0" [T
i=1

i=1
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de la cual la log-verosimilitud se expresa asi

(hpere) = In(L(Y)) = —rin(o) — —E'H 2m) EE'H vi— 3 Z [mti_ﬂ

i=1

Ahoravjt v & se obtienen a través de la solucion del siguiente sistema de

ecuaciones

f " [iny — 1 d
0 (‘#, o) [ nyi ;u} -1 (Z In y; — ”ﬂ) 0
=1 i=1

o :
o, o) r (Iny; — p)?
A T A O AL el S
do o N ; ol .

resolviendo de manera apalitica, los estimadores de médxima verosimilitud
para los pardmetros del modele lognormal son

r r 1/2
1 1 .
1= — A . ; 5= |Z Inw — )2 ]
ft . ?zl n4); Y o) {r E (Iny;, — fi) ]

i=1

Con lo anterior se obfienejuna estimaeion para la matriz de covarianzas
de estos pardmetros, obteniéndoge conio sigue

L2 _ _r
Op? (o) =(.6) a2
0% o ira 2r
—-— = (Iny; — jif* — = ——
902 (o) =(.6) g / R
9% % 2
_ =—= |- In y;
dodul(pe)=(i.é) Ado | (ne)=(i,a) o3 ( 7 ; ’f)
2(rjt —rjt
_ 2 —rh)
a
v con esto se tiene la siguiente estimacion
U N e
f)p:z dody ED ) o 0
Vm(p: o) = = =
0 0*t 0 ) 7
dpdo do? a2 2r




5.5 BStimacion con datos no censurados

Adora la construccion del intervalo de verosimilitud confianza para la
media g = exp(p + 02/2) se muestra utilizando las estimaciones obtenidas
anteriorménte. Primero

()g(ﬂ) f: f)g(p::G') f)g(”:g)— _ |:Pﬁ+%6z &Pﬁ+%6z}
a6 i da L o) =(n3) ) )

v por (5.6) v (5.97, sesobtiene lo siguiente

[ a2 i1t
— [\ L 1a — 0 el
el AN — $102 s itas? :
Vﬂ.![g(gt;g)] = { ePFREL Gefitad } [rJ % } [ &eﬁ+%6z }
-2

2 2 ) 9 g a2
- (PG v () 0 (o) ()
T r

1%2 2
(24 62) (&eﬁ+sﬂ )

2r

Luego, dado que g es una funciéndescalar de (p,o) el intervalo de
verosimilitud confianza aproximadamente de 100(1 — ) % se obtendrd de

T+ z{l_“;g}sft"g donde Jff_"g = wﬁ[g(ﬂﬁ)l v € = g(it,5), teniéndose

finalmente la siguiente expresion paca,el intérvalo, deseado

2+ 52
2

C1.g 12
et tzv 4 Z(1—a/2) (GE"‘L+2D )

5.5.2. Intervalo de confianza para la mediana

Siguiendo el mismo procedimiento anterior, se puede éalcnlar el intervalo
de confianza para la mediana h(p, ) = e*. Asi, empleando 5¥6) v (5.7), se
observa que

Varlh(i,6)) = [ e U][:’_j E} [FH

i

r

Luego como h es una funcion escalar de (p, o) y utilizando (5.8), {in
intervalo de verosimilitud confianza aproximadamente de 100(1 — o) % seria
el siguiente

ela

o/ 2) ?

et + Z(1—
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5.6. Estimacion con datos censurados

5{6.1. Intervalo de confianza de la media

Congidere una muestra aleatoria censurada y1, 42, .« ., Yy V1, Vs -+ s Ynem

extraida e una poblacién lognormal, donde m datos son observados y n—m
datos censurados por la izquierda.

De la Seécion 4.5 se tiene que la log-verosimilitud de la lognormal para
una muestra aleatoria censurada por la izquierda es la siguiente

TL—TT

((p,o) =.=n (En(\f 2mo) + En.-_r}) - % sz + Z In [®(35;)] ,
i=1 =1

y sus derivadas parciales8e han definido como

(), mz = Puls;)
! ) = —— = — + — 5
p1(p, 0) i p J_Zl (3,)

af(rtl': G—) 1 m 2 Ti—rr (I)D (SJ)
wa(p, o) M~ s ;;;, —m| + J_Zl G,

De la misma seccion y el apéndice’ B2y a través de (4.16) se tiene que

los estimadores (&t v & son obtenidos de Algéritmos numéricos; entonces en
forma andloga al procedimiento fleserito en”la_seccion anterior se obtiene
primeramente

B B ™ BT
. o2 dodu g da
Var(fi,o) = = (5.13)
o 00 Qe
opdo do? o do
v como g denota la media, se tiene lo siguiente
) ' 9 ! falan fa L2
(g( ) = [E'“Jr?" geltz? } : (5.14)
00

De este modo sustituyendo (5.13) y (5.14) en (5.6), se tiene que la varfanza
para la media g es
a_e;}.+%ﬁz

i sy laz s 122 95 Pf'-"‘%f#
L’ﬂ,'{’[g(ﬁ; 5’)] = |: eht3o Gelttso :| L’(’.T,(;},: t;j') [ = }




o
july |

5.6 _EStimacicn con datos censurados
v utilizando (5.9) se reescribe como sigue
. o itls? 2_.;—-5_ . - hels? 2 _— "
Vdelg(ji,0)] = (et Var(fi) + 20 (et 2 Couv(ji, o)
L arle?\i o s
+ | ef T2 Var(s)

Por lo tanto uwfintervalo de verosimilitud confianza de 100(1—a)) % parala
media de la lognormal“de una muestra censurada por la izquierda esta dada

por g =+ 2“_{_‘;2}@2 dende s?’g = wﬁ’[g(ﬁ::&)] v ¢ = g(f1,0), teniéndose

finalmente la siguiente éxprésion para el intervalo deseado

- 1 =2
NIttty
e 2 =+ Z(1—a/2)

5.6.2. Intervalo de confianza de la mediana

Siguiendo el procedimiento amterior este intervalo se obtiene inicialmente
a través de

ohOTN) . - &
EaN-N S ?
y por (5.7)

Varlh(i.6)] = WVar(p).

Por lo tanto un intervalo de verosimilitud confianza de¢”100(1 — o) % para
la mediana estaria dado por

o+ Z(1—a/2) eV ar(fi).




Capitulo 6

Aplicaciones

En los altimos anosday regulaciones ambientales y las leyes para la con-
servacion del medio ambienfe han sido cada vez mads estrictas v exigentes en
el rigor analitico sobre los datds de contaminantes. Un fenémeno de relevante
importancia han sido los datos ‘que resultan menores a la precision o a los
limites de deteccion de las protocolos y aparatos de medicion. En particular
se ha vuelto cada vez més-ecesario asegurar la calidad del agua a través del
andlisis de datos en sus“medicioned de contaminantes, en donde ha sido re-
currente el fendmeno de datos no detestados v limites de deteccion multiples.

Para este tipo de datos anmibientales obténido de muestras aleatorias cen-
suradas, los métodos estadistices.eenvenéionales han sido poco eficientes;
recurriendose entonces a la teoria vamétodos estadisticos de la bioestadistica,
tales como el analisis de superviveficia y la eStudacion por maxima verosi-
militud en presencia de censura. Los modelos mdS vonocidos en el analisis
de supervivencia han sido las distribuciones expofieneial, lognormal y Wei-
bull los cuales manifiestan comportamientos estadigticos observados tanto
en estudios de contaminacion y medio ambiente como efl anpdlisis de vida en
bioestadistica. La metodologia presentada en las secciones previas seran ilus-
tradas en el analisis de datos de contaminantes de agua en _mantos fredticos
de dos sitios ampliamente reportados en la literatura como los son, las zonas
del Valle de San Joaquin, California.

El analisis de datos obtenidos de las referencias anteriores han sido im-
plementado en el software R y de manera simultdnea se ird denotande los
comandos, funciones y programas utilizados en cada uno de los conjuntos de
datos que se presentan a continuacion.

Para el modelo exponencial la implementacion de R se ha dispuesto como

06




o
=1

sigues

xob
xnd

lv<-function (theta)

{

- (sum(dexp (xob-thetal2] ,theta[1],TRUE))+sum(pexp (xnd-theta[2],
thetal[1],TRUE)))

}

estima<-nlm(1lv, c(mean(c(¥og(xob),log(xnd))),sd(c(log(xob),
log(xnd)))))

estima<-optim(c(mean(c(loglxob) ,log(zxnd))),sd(c(log(xob),
log(xnd)))),1v).

En la mayoria de los algoritmos 'qué se utilizardan en este trabajo las fun-
ciones nlm y optim permitieron la obtencion de los estimadores de mdxima
verosimilitud mediante optimiZatién numérica (apéndices C.4 y C.5).

Por otro lado si se desea obtenér estimatlores a través de otros modelos
de probabilidad como la distribucién<legnormal v weibull, el programa de
computo quedard redefinido como se wtlestra a ¢ontinuacion:

{

- (sum(dlnorm(xob,thetal[1],theta(2] ,TRUE) ) +sum(plnorm(xnd,
thetal[1],thetal[2],TRUE)))

}

{

- (sum(dweibull(xob,theta[1],thetal1],TRUE))+sum(pweibull{xnd,
thetal[1],theta[1] ,TRUE)))

}

para la distribucion lognormal y Weibull respectivamente.

Para su mayor comprension y conocimiento de estas funciones implemefi-
tadas en R se han creado los apartados respectivos en los apéndices C.1, C.2

v C.3.

Ahora estos algoritmos son utilizados para el proceso de estimacidn e
inferencia estadistica sobre los datos que se reportan a continuacion.
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EiempLo 6.0.1. En Millar y Deverel (1988) se reportan niveles de zinc
yeobre en mantos fredlicos muestreados en dos dreas geoldgicas del Valle
Sdan.Jooquin en Cal, USA. La tabla muestra los datos, donde 20 % son no
detegctados.

Cuadro 6.1: Datos de cobre y de zinc

Allayiah Fan Zone Basin-Trough Zone
Copper Freel ~Zinc Frec. Copper Frec. Zinc Frec.
Conc. Conc. Conc. Conc.

1 ND 4 3ND 1 1 ND 2 3ND 1
5 ND 8 10°ND 15 2 ND 2 10ND 3
I0ND 3 5 1 5ND 5 3 2
20ND 2 7 1 10 ND 4 4 2
1 5 8 1 15 ND 1 5 2
2 21 9 1 1 7 6 1
3 6 10 20, 2 4 8 1
4 3 11 2 3 8 10 5
5 3 12 1 4 5 11 1
7 3 17 1 5 1 12 2
8 1 18 1 6 2 13 1
9 1 19 1 8 1 14 1
10 1 20 14 9 2 15 1
11 1 23 1 12 1 17 2

12 1 29 1 14 1 20 11
16 1 30 1 15 1 25 1
20 1 33 1 17 1 30 4
65 40 1 23 1 40 3
50 1 49 50 2
620 1 60 2
67 70 1
90 1

50
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Las estimaciones correspondientes al ejemplo anterior han sido calculadas
a través dé R para cada uno de los sitios y datos sefialados en el Cuadro 6.1,
A final dedas.siguientes cuatro secciones se resumen en forma de cuadros las
estimacioneg™de los parametros v modelos utilizadas.

Ahora con fines de ilustrar y facilitar la comprension del proceso de

estimacion elaborado metodoldogicamente en este trabajo, se presenta el
proceso de cdlculo, programacion y obtencion de dichos valores.

6.1. Muestra de cobre en Alluvial Fan Zone

6.1.1. Estimacién muestral de la exponencial

# Concentraciones no censuradas de cobre (Alluvial Fan Zone)

xob=c(1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2.2)2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,
3,3,3,4,4,4,5,5,5,7,7,7,8,9,10,11712,16,20)

# Concentraciones censuradas de cobré (Alluvial Fan Zone)
xnd=c(1,1,1,1,5,5,5,5,5,5,5,5340+10,10,20520)
# Funcidn de log-verosimilitud censurados por la izquierda

[€(6. )]

lv<-function(theta)

{

- (sum(dexp (xob-theta[2] ,theta[1],1og=TRUE))+sum(pexp (zxnd-
thetal[2], thetal[1],log.p=TRUE)))

}

# Estimacion mediante optimizacién (nlm) de la verosimilitud

ve<-nlm(1lv,c(1.2,.82) ,hessian = T)

0.3428 0.754
# Estimaci6n mediante optimizacién (optim) de la verosimilitud

estima<-optim(c(1.2,.82),1lv,hessian = T)
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0.343 0.754
#/Matriz de informacidén de Fisher

ginw(estima$hessian)

) [,11 [,2]
[I(H.,’S‘)} = [1,] 0.002 0.002
2,1 0.002 0.016

# Valores estimados de la media
m<-c(estima$parfi]l+estima$par[2])
[g( f, f'}‘-)} —1.339

# Valores estimados de (la mediana
M<-c(estima$par[2] s€stima$par [1] *1og(2))
[h(é, f'}‘-)} —0.765

# Estimacidn de la varianza
(estima$par[1])~2

[Var[Y]] =0.118

# Log-verosimilitud estimada
lv(estima$par)

119.516

# Error estandar para la media

dm<-matrix(c(1,1),ncol=2)
es<-sqgrt (dm)*} (ginv(estima$hessian))%*%t (dm))

[G‘Pg} =0.148

# Error estandar para la mediana
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dM<-matrix(c(log(0.5),1) ,ncol=2)
esM<-sqrt (dM)* (ginv(estima$hessian) ) %*%t (dM))

[5¢;] =0.128

# Intervalo de(confianza del 95) para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+d . 95%esm)

[‘g + z“_“m‘%g} —0.808 1.385

# Intervalo de confianzasdel 95 para la mediana
IcM<-c(M-1.95%esM,M+1.95%esM)

[’fii z{l_“,,fg}gaﬂ =0.277 0.756
6.1.2. Estimacion muestral de la lognormal

# Concentraciones no censuradas de cobre (Alluvial Fan Zone)

E]

xob=c(1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2¢2,2,2,272,2,2,2,2,2,2,2,3,3,
3,3,3,3,4,4,4,5,5,5,7,7,7,8,9,10,41M2,16720)

# Concentraciones censuradas de cobre(Alluvial Fan Zone)
xnd=c(1,1,1,1,5,5,5,5,5,5,5,5,10,10,10,20,20)
# Funcidn de log-verosimilitud censurados por la izquierda

[€(p, 0)]

lv<-function(theta)

{

-(sum(dlnorm(xob,thetal[1],thetal[2],1og=TRUE))+sum(plnorm (xnd;
thetal[1], thetal[2],1log.p=TRUE)))

}

# Estimaci6n mediante optimizacién (nlm) de la verosimilitud

vl<-nlm(1lv,c(1.2,.82) ,hessian=T)
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0.944 0.801
#/Estimacion mediante optimizacién (optim) de la verosimilitud
estima<soptim(c(1.2,.82),1v,hessian=T))
0.944 0.801
# Matriz des~informacién de Fisher
ginv(estima$hessian)
[,1] [,2]

I(poyf= (1,1 0.012 —0.001
[2,] —0.001 0.007

# Valores estimados de la'media
m<-c(exp(estima$par [1]+0.5% (estima$par[2])~2))

[g(ji,5)) =3.541

# Valores estimados de la mediana
M<-c(exp(estima$par[1]))

[h(fr, )] =2.570

# Estimacidon de la varianza

exp(2*estima$par [1]+(estima$par[2]) ~2) *(exp((eStima$par[2]) -2
-1))

[Var[Y]] =11.268

# Logverosimilitud estimada
lv(estima$par)

118.634

# Error estandar para la media
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dm<-matrix(c(exp(estima$par[1]+(1/2)*(estima$par[2])~2),
estima$pdr [2] *exp(estima$par[1]+(1/2)*(estima$par([2])~2)) ,ncol=
2)

es<-sqrt(dm/4*%(ginv(estima$hessian))%*it (dm))

[seg] —0.421

# Error estandar.para la mediana

dM<-matrix(c(exp(estima$par(1]),0),ncol=2)
esM<-sqrt (dM)*} (ginv (st ima$hessian) ) Yi*%t (dM))

[5e;] =0.279

# Intervalo de confianza del.95) para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+1.95%esM)

[‘g‘- + z“,,_tm%g} —3.253 3.830

# Intervalo de confianza del“95) paraslaimediana
IcM<-c (M-1.95%esM,M+1.95%esM)

[?ii z“_nmg%ﬂ} —2.026 3.115
6.1.3. Estimaciéon muestral de la Weibull

# Concentraciones no censuradas de cobre (Alluvial Fan Zeone)

xob=c(1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2:2,3,8,3,
3,3,3,4,4,4,5,5,5,7,7,7,8,9,10,11,12,16,20)

L]

# Concentraciones censuradas de cobre (Alluvial Fan Zone)
xnd=c(1,1,1,1,5,5,5,5,5,5,5,5,10,10,10,20,20)
# Funcion de log-verosimilitud censurados por la izquierda

[€(8,m)]
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lv<-function(theta)

{

-{sum(dweibull (xob,theta[1] ,thetal1],log=TRUE)) +sum(pweibull(
xndfthetal1] ,thetal1] ,10g.p=TRUE)))

}

# Estimacion mediante optimizacién (nlm) de la verosimilitud
vw<-nlm(lv,e€d.2,4.4))
1.125 3.784
# Estimacion medidnte optimizacién (optim) de la verosimilitud
estima<-optim(c(1.2,4 .4),1v)
1.125 3.784
# Matriz de informacidém de Fisher
ginv(estima$hessian)
) Of L2
[I(ﬁ,r})} = [1,] 001 0.0217
[2,0 0.02¢7_0.224

# Valores estimados de la media
m<-estima$par [2] *gamma (1+1/estima$par[1])
[g(;ﬁ%,f})} =3.626
# Valores estimados de la mediana
M<-estima$par [2] *(-1log(1/2))~(1/estima$par[1])
[f:(,.-t’i’,-;’})} =2.732
# Estimacidn de la varianza

estima$par[2] ~2* (gamma (1+2/estima$par[1])-(gamma(1+1/estima$
par[1]))~2)
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[Var@¥))=10.425

# Logvergsimilitud estimada

lv(estima$par)

124.288

# Error estandar para la media

b<-estima$par[1]; n<-€stima$par[2]

g<-expression(n*gamma{l+1/b))

dgb<-D(g,"b")); (dgl<-evalldgb)

dgn<-D(g,"n")); (dg2<-eval (dgn)

dm<-matrix(c(dgl,dg2),ncol=2)
esm<-sqrt (dm)*% (ginv(estima$hesgian) ) ¥*%t (dm))

[seg] =0.420

# Error estandar para la mediana
h<-expression(n*(-log(1/2))~(1/b))
dhb<-D(h,"b")); (dhi<-eval(dhb)
dhn<-D(h, "n")) ; (dh2<-eval (dhn)
dM<-matrix(c(dhl,dh2),ncol=2)

esM<-sqrt (dM%*% (ginv (est ima$hessian) ) %+%t (dM))
[s?';;] =0.387

# Intervalo de confianza del 95} para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+1.95%esM)

[’gi z“_mm&g} —2.806 4.445

# Intervalo de confianza del 95} para la mediana

IcM<-c(M-1.95%esM,M+1.95+esM)

[’fi + z{l_“,,fg}g-eﬂ =1.978 3.486
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6.2. Muestra de zinc en Alluvial Fan Zone

6{2.1. Estimacién muestral de la exponencial

# Concemtraciones no censuradas de zinc (Alluvial Fan Zone)

xob=c (5,74839410,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10, 10,10, 10, 10, 10,
10,10,10,10,11,11,12,17,18,19,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,
20,20,20,23129,30,33,40,50,620)

# Concentracioness€ensuradas de zinc (Alluvial Fan Zone)
xnd=c(3,10,10,10,10,10;10,10,10,10,10,10,10,10,10,10)

# Funcién de log-verosimilitud censurados por la izquierda
[6(6,7)]

lv<-function(theta)

{

- (sum(dexp (xob-thetal[2]{theta 1}, Log=TRUE) ) +sum (pexp (xnd-
theta[2],thetal1],log.p=TRUE)))

¥

# Estimacion mediante optimizaCidén (nlm)yde la verosimilitud

ve<-nlm(lv,c(1.2,.82) ,hessian = T)
0.049 1.975

# Estimacion mediante optimizacicén (optim) de (la /werosimilitud

estima<-optim(c(1.2,.82),1v,hessian = T)
0.049 1.977

# Matriz de informacidn de Fisher
ginv(estima$hessian)

) 11 [,2]
[I(ﬁ',ﬁ_‘-)} = [1,] 3.926e —05 0.002
[2,] 0.002  0.937




6.2 Muestra de zine en Alluvial Fan Zone

# Valores estimados de la media
m<-c(estima$par[1]+estima$par[2])

[g(é, r}-)} —9.026

# Valores estimados de la mediana
M<-c(estima$par[21sestima$par[1]*1log(2))
[h(é, {\;-)] =1.944

# Estimacidén de la varianza
(estima$par([1])-2

[Var[Y]] =0.002

# Logverosimilitud estimada

1v(estima$par)
238.423
# Error estandar para la media

dm<-matrix(c(1,1),ncol=2)
es<-sqrt (dm¥+*%(ginv(estima$hessian) )+t (dm))

[5eg] —0.970
# Error estandar para la mediana

dM<-matrix(c(log(0.5),1),ncol=2)
esM<-sqrt (dM)*Y (ginv(estima$hessian) ) %*%t (dM))

[s?ﬂ =0.967

# Intervalo de confianza del 95), para la media
Icm<-c(m-1.95+esm,m+1.95+esm)

[’g + z“_r_tmga-»g} ~1.738 2.314

# Intervalo de confianza del 95} para la mediana
IcM<-c (M-1.95%esM,M+1.95%esM)

[}}" + z{l_“,,fg}ga»-ﬂ} =0.0589 3.829

67
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6.2.2. Estimaciéon muestral de la lognormal

#Concentraciones no censuradas de zinc (Alluvial Fan Zone)

xob=¢(547,8,9,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,
10,10,40,40°,11,11,12,17,18,19,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,
20,20,20,237%29,30,33,40,50,620)

# Concentracioénes censuradas de zinc (Alluvial Fan Zone)
xnd=c(3,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10)

# Funcién de log-verosimilitud censurados por la izquierda

(1, 0)]

lv<-function(theta)

{

- (sum(dlnorm(xob,thetd[1],theval2] ,1og=TRUE))+sum(plnorm(xnd,
thetal1],thetal2],log{p=TRUE)))

}

# Estimacion mediante optimizacién™(mim) de la verosimilitud
v1<-nlm(lv,c(1.2,.82) ,hessian=T)
2.475 0.802
# Estimacion mediante optimizacién (optim) dé la verosimilitud
estima<-optim(c(1.2,.82),1v,hessian=T)
2.475 0.802
# Matriz de informacion de Fisher
ginv(estima$hessian)
[,1] [,2]

I(i,6) = [1,] 0.010 —0.001
[2,] —0.001 0.007
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# Valores estimados de la media
m<-c(exp(€stima$par[1]+0.5% (estima$par[2])~2))
[g(f1, )] =16°380

# Valores estimados de la mediana
M<-c(exp(estima$par([1]))

[h(fi,6)] =11.876

# Estimacién de lawarianza

exp(2+estima$par[1]+(estima$par[2])~2)* (exp((estima$par[2]) -2
-1))

Var|Y]] =242.157

# Logverosimilitud estimada

lv(estima$par)
213.312
# Error estandar para la media

dm<-matrix(c(exp(estima$par [1]}+,(1/2)* (estima$par[2])~2),
estima$par[2] xexp(estima$par [1]+(1/2) * (egtima$par[2])~2)) ,ncol=
2)

es<-sqrt(dm¥+*%(ginv(estima$hessian)) %#%t (dm))

[s’?g} =1.852
# Error estandar para la mediana

dM<-matrix(c(exp(estima$par([1]),0) ,ncol=2)
esM<-sqrt (dM)* (ginv(estima$hessian) ) %*%t (dM))

[5e;] =1.225

# Intervalo de confianza del 95) para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+1.95%esM)

['g- + z{l_ﬂ;g}ﬁg} =16.092 16.669

# Intervalo de confianza del 95) para la mediana
IcM<-c(M-1.95%esM,M+1.95%esM)

[}}" + z{l_“,,fg}ga»-ﬂ} —=9.488 14.264
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6.2.3. Estimacién muestral de la Weibull

#Concentraciones no censuradas de zinc (Alluvial Fan Zone)

xob=¢(547,8,9,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,
10,10,40,10°,11,11,12,17,18,19,20,20,20,20,20,20, 20,20, 20,20,
20,20,20,207,23,29,30,33,40,50,620)

# Concentracioénes censuradas de zinc (Alluvial Fan Zone)
xnd=c(3,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10,10)

# Funcién de log-verosimilitud censurados por la izquierda
[€(3,n)]

lv<-function(theta)

{

- (sum(dweibull (xob,thetal1] ,thetal2],1og=TRUE)) +sum(pweibull(
xnd, theta[1],thetal[2]{log.p=TRUE)))

}

# Estimacion mediante optimizacién™(mim) de la verosimilitud
vw<-nlm(lv,c(0.8,23.5))
0.756 16.834
# Estimacion mediante optimizacién (optim) dé la verosimilitud
estima<-optim(c(0.8,23.5),1v)
0.756 16.834
# Matriz de informacion de Fisher
ginv(estima$hessian)
[,11 [,2]

)} = [1,1 0.004 0.069

[I(,.-:’%, p
[2,] 0.069 8711
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# Val0Orés estimados de la media
m<-estima$par[2] *gamma (1+1/estima$par[1])
[g(,’g’,f})} —19.918

# Valores estimados de la mediana
M<-estima$par[2] #(-leg(1/2))~(1/estima$par[1])
[h(;:’%,-;})} —10.365

# Estimacion de la variamza

estima$par[2] ~2* (gamma(1+2/eéstima$par[1]) - (gamma (1+1/estima$
par(1]))-2)

[Var(Y)] =713.820
# Logverosimilitud estimada

lv(estima$par)
231.598
# Error estandar para la media

b<-estima$par[1]; n<-estima$par[2]
g<-expression(n*gamma(1+1/b))

dgb<-D(g,"b")); (dgil<-eval(dgb)

dgn<-D(g, "n")) ; (dg2<-eval(dgn)
dm<-matrix(c(dgl,dg2) ,ncol=2)

esm<-sqrt (dm¥%*%(ginv(estima$hessian)) %%t (dm))

[;@»g} ~3.233
# Error estandar para la mediana

h<-expression(n*(-log(1/2))~(1/b))
dhb<-D(h,"b")); (dhl<-eval(dhb)
dhn<-D(h, "n")) ; (dh2<-eval (dhn)
dM<-matrix(c(dh1,dh2) ,ncol=2)

esM<-sqrt (dM%*%(ginv (estima$hessian) ) %%t (dM))
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Jse;] =2.011

#/Intervalo de confianza del 95% para la media
Icm<-c{m-1.95*%esm,m+1.95%esM)

['gi 20w Seg| =13.613 26.221

# Intervalosde confianza del 95% para la mediana
IcM<-c(M-1.95%esM,M+1.95*%esM)

[?E £ 21 o250y | —6(445 14.286

6.3. Muestra de.cobre en Basin-Trough Zone

6.3.1. Estimaciém muestral de la exponencial

# Concentraciones no génsuradas” de cobre (Basin-Trough Zone)

xob=c(1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,8,8733,3,3,4,4,4,4,4,5,6,6,8,9,
9,12,14,15,17,23)

# Concentraciones censuradas de cobre((Basin-Trough Zone)
xnd=c(1,1,2,2,5,5,5,5,5,10,10,10,10,15)

# Funcién de log-verosimilitud censurados por la izquierda
[€(6,7)]

lv<-function(theta)

{

- (sum(dexp(xob-thetal[2],thetal1],1log=TRUE))+sum (pexp (xnd-
theta[2],thetal1],log.p=TRUE)))

b

# Estimacion mediante optimizacién (nlm) de la verosimilitud

ve<-nlm(lv,c(1.2,.82) ,hessian = T)
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0.269°0.737

# Estimacion mediante optimizacion (optim) de la verosimilitud
estima<-optim€c(1.2,.82) ,1v,hessian = T)

0.269 0.737

# Matriz de informacdién de Fisher

ginv(estima$hessian)

) [,11 [,2]
[1(6’, ’}}} = [1,] 0.002 0.002
[2,] 0.002 0.036

# Valores estimados de la media
m<-c(estima$par[1]+estima$par[2])
[g(é, i-')} =1.006

# Valores estimados de la mediana
M<-c(estima$par[2]-estima$par [1]*26g(2))
[h(é, f'}‘-)] —0.551

# Estimacidén de la varianza
(estima$par([1])-2

[Var[Y]] =0.072

# Logverosimilitud estimada
lv(estima$par)

98.380

# Error estandar para la media

dm<-matrix(c(1,1),ncol=2)
es<-gqrt (dml*% (ginv(estima$hessian) ) %*%t (dm))
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|stg| —0.204
# Error estandar para la mediana

dM<tmatrix(c(log(0.5),1),ncol=2)
esM<-gqrt (dM/*% (ginv(estima$hessian) ) %+*%t (dM))

[Q‘Pﬂ =0.183

# Intervalo‘de confianza del 95% para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+1.95%esm)

['gi z{l_r_t;g}ﬁeg} =0.718 1.294

# Intervalo de confianza del 95% para la mediana
IcM<-c(M-1.95%esM,M+1/95*%esM)

[?E + z“_,_tmsfe»;;} ~0.195 0(907

6.3.2. Estimacién muestral de la lognormal

# Concentraciones no tensuradassde¢cobre (Basin-Trough Zone)

xob=c(1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,278,3,3,3¢3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,6,6,8,
9,9,12,14,15,17,23)

# Concentraciones censuradas de cobre (Basin-Trough Zone)
xnd=c(1,1,2,2,5,5,5,5,5,10,10,10,10,15)

# Funcién de log-verosimilitud cemnsurados por (lalizquierda

[€(p, o))

lv<-function(theta)
{
- (sum(dlnorm(xob ,g'leta[i] ,thetal2],1og=TRUE)) +sum(plnorm(£nd,
theta[1],thetal[2],log.p=TRUE)))

¥

# Estimacion mediante optimizacién (nlm) de la verosimilitud

v1<-nlm(lv,c(1.2,.82) ,hessian=T)
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1.0337°0.936
# Estimacidén mediante optimizacién (optim) de la verosimilitud
estima<-optim€e(1.2,.82),1v,hessian=T)
1.033 0.936
# Matriz de informacidén de Fisher
ginv(estima$hessian)
[,1] [,2]

(i, 6)) = AT 0.022 —0.003
(24, —0.003 0.012

# Valores estimados de la media
m<-c(exp(estima$par[1]+0 Sx(estimapar[2])-2))
[e(fr, )] =4.352

# Valores estimados de la mediana
M<-c(exp(estima$par[1]))

[h(f, )] =2.810

# Estimacidén de la varianza

exp(2*estima$par[1]+(estima$par[2])~2) *(exp ((estima$par[2]) ~2)
-1)

[Var[Y]] =26.515

# Logverosimilitud estimada
lv(estima$par)

98.409

# Error estandar para la media

o
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dm<-matrix(c(exp(estima$par[1]+(1/2)*(estima$par([2])-2),
estima$par[2] *exp(estima$par[1]+(1/2)* (estima$par[2])~2)) ,ncol=
2)

es<Feqrt (dmj*% (ginv(estima$hessian) ) %*%t (dm))

[eg] <0718

# Error estandar para la mediana

dM<-matrix(c(€xplestima$par([1]),0),ncol=2)
(esM<-sqrt (dM/*% (ginv (estima$hessian) ) %%t (dM)))

[5e;] =0.413

# Intervalo de confianZa del 95%, para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+1.95%esM)

[@:i 2oy Sg| =4.0644.641

# Intervalo de confianza /del 95% pdra la mediana
IcM<-c(M-1.95*%esM,M+1.95%esM)

[?E £ 21 _aj2)it;| =2.004 3.615
6.3.3. Estimaciéon muestral de la Weibull

# Concentraciones no censuradas de cobre (!!sﬁﬁ—]:bugh Zone)

xob=c(1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,445,6,6,8,9,
9,12,14,15,17,23)

# Concentraciones censuradas de cobre (Basin-Trough Zome)
xnd=c(1,1,2,2,5,5,5,5,5,10,10,10,10,15)
# Funcion de log-verosimilitud cemsurados por la izquierda

[€(p, o))
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lv<-function (theta)

{

- (sum(dweibull (xob,theta[1] ,theta[2],10g=TRUE))+sum(pweibull(
xnd, theta [1] jtheta[2] ,1log.p=TRUE)))

}

# Estimaci6n mediante optimizacién (nlm) de la verosimilitud
vw<-nlm(lv,c(1.1,576))
1.016 4.380
# Estimaci6n mediante optimizacién (optim) de la verosimilitud
estima<-optim(c(1.1,5.5),1v)
1.016 4.380
# Matriz de informacién de Fisher
ginv(estima$hessian)
. [,11" AL,2]
{I(ﬁ,r)} — [1,1¢0015 0036
[2,] 0036 0.485
# Valores estimados de la media
m<-estima$par[2] +gamma (1+1/estima$par[1])
[g(,’;’,?})} —4.351
# Valores estimados de la mediana
M<-estima$par[2]*(-log(1/2))~ (1/estima$par[1])
[h(,-:’%,-;})} =3.054
# Estimacién de la varianza

estima$par[2] ~2* (gamma(1+2/estima$par(1])-(gamma(1+1/estima$
par(1]))-2)
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Var(Y)] =18.125

#/Logverosimilitud estimada

lv(estima$par)

18.333

# Error estandar para la media

b<-estima$par[1]; n<-estima$par[2]

g<-expression(ntgamma(1+1/b))

dgb<-D(g,"b")); (dgi<-eval(dgb)

dgn<-D(g,"n")) ; (dg2<>eval (dgn)

dm<-matrix(c(dgl,dg2) mcol=2)
esm<-sqrt (dm*% (ginv(estima$hessian)) %%t (dm))

[5eg] —0.633

# Error estandar para/la mediana
h<-expression(n* (-log(1/2)9™(1/b))
dhb<-D(h,"b")); (dhi<-eval(dhb)
dhn<-D(h,"n")) ; (dh2<-eval(dhn)
dM<-matrix(c(dhl,dh2) ,ncol=2)

esM<-sqrt (dM%*% (ginv(estima$hessian) ) %*%t (dM))
[é?*,;] =0.556

# Intervalo de confianza del 95% para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+1.95%esM)

["gi 2(1-a/nitg| =3.117 5.585

# Intervalo de confianza del 95% para la mediana

IcM<-c(M-1.95%esM,M+1.95%esM)

[?i 42| =1.971 4.137
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6.4 )Muestra de zinc en Basin-Trough Zone

6.4.1. /Estimaciéon muestral de la exponencial

# Concentraciomes no censuradas de zinc (Basin-Trough Zone)

xob=c(3,3,4,4,5,5,6,8,10,10,10,10,10,11,12,12,13,14,15,17,17,20,
20,20,20,20,20,20720, 20, 20,20,20,25,30,30,30,30,40,40,40,50,50,
60,60,70,90)

# Concentraciones censuraflas de zinc (Basin-Trough Zone)
xnd=c(3,10,10,10)

# Funcién de log-verosimilitud eensurados por la izquierda
[€(6,7)]

lv<-function(theta)

{

- (sum(dexp(xob-theta[2],theta[1]), 1og=TRUE) ) +sum(pexp (xnd-
theta[2],theta[1],log.p=TRUE)))

}

# Estimacién mediante optimizacidn “(nlm) de & yerosimilitud

ve<-nlm(lv,c(1.2,.82) ,hessian = T)
0.0523 2.536

# Estimaci6n mediante optimizacién (optim) de la verdsimilitud

estima<-optim(c(1.2,.82),1v,hessian = T)
0.0526 2.646

# Matriz de informacién de Fisher
ginv(estima$hessian)

) [,1] [,2]
[I((?, ﬁ)} = [1,] 5.507e—05 3.353e —04
[2,] 3.353e—04 0.127
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# Valores estimados de la media
m<#c(estima$par[1]+estima$par[2])

[g(f;’: @-]} =2.698

# Valores, estimados de la mediana
M<-c(estima$par[2] -estima$par[1] *1log(2))
[h(é,‘}-)} =2./609

# Estimacidén de la varianza
(estima$par([1])=2

[Var[Y]] =0.003

# Logverosimilitud estimada

lv(estima$par)
196.297
# Error estandar para‘'la media

dm<-matrix(c(1,1),ncol=2)
es<-sqrt (dm%*%(ginv(estimafhessian))i*jt (dm))

[Q‘Pg} =0.357
# Error estandar para la mediana

dM<-matrix(c(log(0.5),1),ncol=2)
esM<-sqrt (dM%*% (ginv (estima$hessian) ) %+*%t (dM))

[5e;] =0.355

# Intervalo de confianza del 95% para la media
Icm<-c(m-1.95*%esm,m+1.95*%esm)

['gi z“_r_tm@g} —2.410 2.986

# Intervalo de confianza del 95% para la mediana
IcM<-c(M-1.95%esM,M+1.95*%esM)

[?i + z“_r_t,,ag},e”-a-»-ﬂ] —1.916 3.302
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6.4.27 ) Estimaciéon muestral de la lognormal

# Concentraciones no censuradas de zinc (Basin-Trough Zone)

xob=c(3,3,474,5,5,6,8,10,10,10,10,10,11,12,12,13,14,15,17,17,20,
20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,25,30,30,30,30,40,40,40,50,50,
60,60,70,90)

# Concentraciones eensuradas de zinc (Basin-Trough Zone)
xnd=c(3,10,10,10)

# Funcién de log-verosimilitud- censurados por la izquierda

[€(p, 0)]

lv<-function(theta)

{

-(sum(dlnorm(xob,thetal[1] ,théta[2],10g=TRUE))+sum(plnorm(xnd,
thetal[1], theta[2],log.p=TRUE)))

}

# Estimacion mediante optimizacién (nlm) desla verosimilitud
v1<-nlm(lv,c(1.2,.82) ,hessian=T)
2.727 0.876
# Estimacion mediante optimizacién (optim) de la verosimilitud
estima<-optim(c(1.2,.82),1v,hessian=T)
2.727 0.876
# Matriz de informacién de Fisher
ginv(estima$hessian)
[,1] [,2]

I(ji,6)] = [1,] 0.015  —4.954e —4
[2,] —4.954e—4  0.008
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# Valores estimados de la media
m<c(exp(estima$par[1]+0.5*(estima$par[2])~2))
[e(fre)] =22.439

# Valores estimados de la mediana

M<-c (exp(estima$par[1]))

[h(ft,5)] =15+289

# Estimacidnsde. la varianza

exp(2*estima$par [1]+(estima$par[2]) ~2) *(exp ((estima$par[2])~2)
-1)

[Var|Y]) =581.016

# Logverosimilitud estimada

lv (estima$par)
197.596
# Error estandar para la.media

dm<-matrix(c(exp (estima$par [1]+(1/2) * (estima$par([2])~2),
estima$par[2] *exp(estima$par[1]+(1/2)* (estima$par[2])~2)) ,ncol=
2)

es<-sqrt (dmj*% (ginv(estima$héssian) ) }*7t (dm))

[Q‘Pg} =3.246
# Error estandar para la mediana

dM<-matrix(c(exp(estima$par([1]),0),ncol=2)
esM<-sqrt (dM%*%(ginv(estima$hessian)) *%t (dM))

[5e;] =1.895

# Intervalo de confianza del 95% para la media
Icm<-c(m-1.95%esm,m+1.95%esM)

['gi z“_r_t;;z}‘@g} —22.151 22.727

# Intervalo de confianza del 95% para la mediana
IcM<-c(M-1.95%esM,M+1.95%esM)

[?E + z{l_r_tmga»-ﬂ] —11.595 18.984
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6.4.3- ) Estimacion muestral de la Weibull

# Concentraciones no censuradas de zinc (Basin-Trough Zone)

xob=c(3,3,474,5,5,6,8,10,10,10,10,10,11,12,12,13,14,15,17,17,20,
20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,20,25,30,30,30,30,40,40,40,50,50,
60,60,70,90)

# Concentraciones eensuradas de zinc (Basin-Trough Zone)
xnd=c(3,10,10,10)

# Funcién de log-verosimilitud- censurados por la izquierda
[£(8,n)]

lv<-function(theta)

{

- (sum(dweibull (xob,theta[1] stheta[2]}1og=TRUE) ) +sum(pweibull (xnd,
thetal[1], theta[2],log.p=TRUE)))

}

# Estimacion mediante optimizacién (nlm) desla verosimilitud
vw<-nlm(lv,c(1.3,25.3))
1.231 23.191
# Estimacion mediante optimizacién (optim) de la verosimilitud
estima<-optim(c(1.3,25.3),1v)
1.231 23.187
# Matriz de informacién de Fisher
ginv(estima$hessian)
[,11 [,2]

[1,] 0.018 0.127
[2,] 0127 7.846

{1(,.-:’3’, p

)
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# Valores estimados de la media
m<-estima$par[2] *gamma (1+1/estima$par[1])
[g(,@,ﬁ)} =21.672

# Valoressestimados de la mediana
M<-estima$par{2] *(-log(1/2))~(1/estima$par[1])
[h(,-:’i’,-;})} —17.218

# Estimacién de”la“varianza

estima$par[2] ~2* (gamma(1+2/estima$par[1]) - (gamma(1+1/estima$
par(11))-2)

[Var(Y)] =313.178
# Logverosimilitud estimada

lv(estima$par)
198.001.
# Error estandar para la media

b<-estima$par[1] ; n<-estima$par [2]
g<-expression(n*gamma(1+1/b))

dgb<-D(g,"b")); (dgl<-eval(dgb)
dgn<-D(g,"n")) ; (dg2<-eval(dgn)
dm<-matrix(c(dgl,dg2) ,ncol=2)

esm<-sqrt (dm*% (ginv(estima$hessian) ) %*%t (dm))

[é‘?g} =2.485
# Error estandar para la mediana

h<-expression(n* (-log(1/2))~(1/b))
dhb<-D(h,"b")); (dhi<-eval(dhb)

dhn<-D(h,"n")) ; (dh2<-eval(dhn)
dM<-matrix(c(dhl,dh2) ,ncol=2)

esM<-sqrt (dM%*% (ginv(estima$hessian) ) %+*%t (dM))
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[§e;|<=2:329

# Intervalo. de confianza del 95% para la media
Icm<-c (m-1%95%esm,m+1.95%esM)

[’gi z“_r_h,z}‘@g} _16.826 26.518

# Intervalo de confianza del 95% para la mediana
IcM<-c(M-1.95%esM,M+1s95%esM)

[?Ei Z(1aj)st;| =12.677 20.759.

En las subsecciones anteriorgstse han ilustrado los procedimientos
analiticos y numéricos para la obtengidn de las estimaciones de los pardmetros
en cada uno de los modelos considerado8, Han sido de gran ayuda los recur-
sos numéricos que provee el softagare B, por ello las estimaciones realizadas
se muestran junto con los comandes y <fifigiones propios de este lenguaje
computacional.

A continuacion, arreglados en formnatos de diadros, se ilustran y resumen
las estimaciones respectivas a los pardfetios de'cada modelo, junto con sus
intervalos de verosimilitud confianza.
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Cuadro 6.2: Estimaciones para los parametros del modelo exponencial

Zona Elemento | EMV (4,7) Media Mediana
Alluvial Fan Cobre 0.343 0.754 1.097 0.516
(0.808,1.385) | (0.277,0.756)
Alluvial Fan Zinc 0.049 1.977 2.026 1.944
(1.738,2.314) | (0.059,3.829)
Basin-Trough Cobre 0.269 0.737 1.006 0.551
(0.718,1.294) | (0.195,0.907)
Basin-Trough Zinc 0.0526 2.646 2.698 2.609
(2.410,2.986) | (1.916,3.302)

Cuadro 6.3:

Estimaciones para los pardametros del modelo lognormal

Zona Elemento | EMV (i, &) Media Mediana
Alluvial Fan Cobre 0.944 0.801 3.541 2.570
(3.253,3.830) | (2.026,3.115)
Alluvial Fan Zine 2.474 0.802 16.380 11.876
(16.092,16.669) | (9.488,14.264)
Basin-Trough Cobre 1.033 0.936 4.353 2.810
(4.064,4.641) | (2.004,3.615)
Basin-Trough Zine 2,727 0.876 22.439 15.289

(22.151,22.727 )

(11.595,18.984)

Cuadro 6.4

: Estimaciones para los parametros del modelo Weibull

(13.613,26.223)

Zona Elemento | EMV (3,7) Media Mediana
Alluvial Fan Cobre 1.125 3.784 3.626 2.732
(2.806,4.445) (1.978,3.486)
Alluvial Fan Zinc 0.756 16.834 19.918 10.365

(6.445,14.286)
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estas®zonas contaminadas. Para ello serd necesario considerar las log-

verosirnilitutes estimadas en cada modelo, los cuales se ilustran en el siguiente
cuadro.

Cuadro 6.5; Log-verosimilitudes estimadas para cada modelo y zona

Zona Elemento | Exponencial | Lognormal | Weibull
Alluvial Fan Cobre 119.5159 118.6343 | 124.2878
Alluvial Fan Ainc 238.4226 213.3117 | 231.5982
Basin-Trough Gobre 98.3801 98.40879 | 101.0388
Basin-Trough Zine 196.2972 197.5964 | 198.0013

Para la seleccion del modelesSe utilizaran dos criterios utilizados bajo
modelacion con datos censuradose™el Criterio de Informacion de Akaike
(AIC) y la prueba de razin de verdsimilitudes, ambos proveen resultados
equivalentemente eficientes y su implementacion no es dificil.

6.5.1. Criterio de Informacionide Akaike

Bajo este criterio, la seleccion deMnejor mod€lo.entre dos o mads, se realiza
utilizando un valor AIC, el cual servird desreferencia_y comparativo entre los
posibles modelos. Este valor estd definide~como sigite

AIC = 2k — 2u[L(8)]

donde In[L(#)] no es mas que la log-verosimilitud estimada« & el niimero de
parametros de cada modelo.

Ahora, de las estimaciones obtenidas y dadas en el Cuadro 6.5.s¢ obtienen
los siguientes resultados, del cual se observard el mejor modelo ém funcién
del valor AIC mds pequeno.

Cuadro 6.6: Modelo-AlC para el cobre en Alluvial Fan Zone
Modelo k (@) AlC
Exponencial | 2 | 119.5159 | -235.0318
Lognormal | 2 | 118.6343 | -233.2686

Weibull 2 | 124.2878 | -244.5756
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De lo anterior puede observarse que el modelo mis adecuado para los da-
05, de concentracion de cobre en esta zona es la distribucion Weibull con
patametros 3 = 1.125 y 1j = 3.784. De esta manera ilustrativa puede notarse
quefla distribucion exponencial con parametros estimados g v 4 seguiria en
ordendesimportancia.

Por otr6 lado, la seleccion del mejor modelo para las concentraciones de
zinc en la(mistna zona serd determinada a través de los resultados en el
siguiente cuadro)

Cuadro 6.7¢'Medelo-AlC para el zinc en Alluvial Fan Zone
Medelo k (@) AlC
Expanencial | 2 | 238.4226 | -562.8452
Lognarimal | 2 | 213.3117 | -422.6234

Weibull 2 | 231.5982 | -459.1964

Para esta zona se &hServa quesel modelo mas adecuado para la con-
centracion de zine es la” digtgtbuciénexponencial con pardmetros estimados
6 = 0.0486 y ¥ = 1.977. También puedemotarse que la distribucion Weibull
con estimadores 3 y 7 le confinud en drden de importancia.

En forma andloga a los cuadrgs=anteriores se analizara el mejor modelo
para la las concentraciones de cobresv zinc en Bagin-Trugh Zone. El siguiente
cuadro muestra los AIC para la concentracion de‘epbre

Cuadro 6.8: Modelo-AIC para el cobre en Basin-Trough Zone
Modelo k () AlC
Frponencial | 2 | 98.3801 | -192.7602
Lognormal | 2 | 98.40879 | -192.81758

Weibull 2 | 101.0388 | -198.0776

De los resultados anteriores puede notarse que el modelo mastadecuado
para la concentracion de cobre en esta zona es la distribucion Weibull’ con
pardmetros estimados A =1016 v 1) = 4.38, donde las distribuciones expo-
nencial y lognormal lo siguen en orden de importancia ya que como puéde
observarse, presentan ambos modelos un AIC casi idénticos.
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Centinuando con la seleccion del mejor modelo para esta zona, el siguiente
cuadro mdestra los AIC para cada modelo sobre el andlisis de concentracion
de zinc.

Cuadro 6.9 Modelo-AIC para el zinc en Basin-Trough Zone
Modelo k (@) AlC
FExponencial | 2 | 196.2972 | -388.5944
Lognormal | 2 | 197.5964 | -391.1928

Weitrull 2 | 198.0013 | -392.0026

Para este tltimo caso se ©hserva que el mejor modelo para los datos de
concentracion de zinc de esta zomaes la distribucion Weibull con pardmetros
estimados § = 1.231 y 9 = 23,187 seguido muy cercanamente de la distri-
bucion lognormal.

De todo lo anterior puede aseverarse que los modelos estadisticamente
mds adecuados, para cada zonafy“gontaminantes, son los que se presentan a
continuacion con sus respectivo$ estimadofessle maxima verosimilitud 8, v

0.

Cuadro 6.10: Seleccidon de modelosen cada”zona y sus EMV

Zona Elemento Modelo B f#,
Alluvial Fan Cobre Weibull B=1.125% n=3.784
Alluvial Fan Zinc Ezponencial | § = 0.049 |5 = 1.977
Basin- Trough Cobre Weibull 8 =1.016 |(Hh=4.380
Busin-Troug Zinc Weibull 3 =1.231|n=23.187

El siguiente cuadro, representa las estimaciones correspondierites ajsu
media, mediana y los intervalos de verosimilitud confianza de estas medidas,
de los modelos seleccionados en el cuadro anterior para los contaminanteSen
sus respectivas zonas.

6.5.2. Prueba de razén de verosimilitudes

En el mismo sentido bajo el cual se seleccionaron los modelos con el cri-
terio anterior, a continuacion se hard este mismo ejercicio empleando prueba
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Cuadro 6.11: Media, mediana e intervalos de confianza

Zona Elemento Modelo Media Mediana
Alluyial Fan Cobre Weibull 3.626 2.732
(2.806,4.445) (1.978,3.486)
Alluvial Fan Zinc Exponencial 2.026 1.944
(1.738,2.314) | (0.059,3.829)
Basin-Trough Cobre Weibull 4.351 3.054
(3.117,5.585) | (1.971,4.137)
Basin- Troug Zinc Weibull 21.672 17.218
(16.826,26.518) | (12.677,21.759)

de razon de verosimilitudes; esto es, con la finalidad de ilustrar este procedi-
miento estadistico de mapera complementaria y buscando coincidir con los
modelos seleccionados bajog@l Criterio de Informacion de Akaike representa-
dos en el Cuadro 6.10.

Con los mismos resultados dél'Ciadro 6.5 v bajo un esquema de pruebas
de hipdtesis tipico se procede-a la deleécion del mejor modelo mediante com-
paraciones de par en par.

Como en toda prueba de hipétesis eswnécesario un estadistico de prueba;
en este caso dicho estadistico hasside, indidade'por (4.19). Adicionalmente se
considerara un nivel de confianza*de .95, sifviendo este de referencia para
el comparativo con el cuantil X?{]ﬁ‘l = 3.84 consiferado. De este modo si la
hipotesis se rechaza, quiere decir que el mejor modelo es aquel con la log-
verosimilitud mds alta de lo contrario ambos modeles, ajustaran bien a los
datos.

A continuacion utilizando los resultados del Cuadro G@5%se presenta un
procedimiento comparativo utilizando las log-verosimilitudeés estimadas de
cada modelo.

A nilisis de concentracion de cobre de Alluvial Fan Zone:

Comparacion entre los modelos exponencial v la Weibull.

1. Hipotesis: H : Modeloe,, = Modelowey.

2. Estadistico de prueba: y? = —2(119.5159 — 124.2878) = 4.7719.




6.5 Séleccion del modelo para los datos 91

3.4Se bbserva que Y2 > )(%51 = 3.84, por lo tanto se rechaza la hipdtesis
v el modelo mds adecuado resulta ser la distribucion Weibull con
pardfuetros estimados 5 = 1.125 y 1 = 3.784.

Comparacidn_entre los modelos lognormal y Weibull.
1. Hipotesisi H © Modeloy,g = Modeloweq.
2. Estadistico dé prdeba: 2 = —2(118.6343 — 124.2878) = 11.307.

3. Observe que y?'s )\3?051 = 3.84, por lo tanto se rechaza la hipdtesis y
el modelo mas adécuato es la distribucién Weibull.

De lo anterior, se conelivesque el modelo que ajusta mejor los datos de
concentracion cobre para esta.zOna_es la distribucion Weibull.

Analisis de concentracion de zinc de Alluvial Fan Zone.

Comparacion entre los modelos esponencial y lognormal.
1. Hipotesis: H : Modelo,,, &=Modelog,.
2. Estadistico de prueba: y? ={%2(213.3117,~ 238.4226) = 50.2218.

3. Observa que x? > x?%:, = 3.84, per lo tantoyge rechaza la hipétesis y
el modelo mds adecuado es la distpibucion exponencial con parametros
estimados # = 0.049 y 4 = 1.977.

Comparacion entre los modelos exponeneial y Weibwll,
1. Hipdtesis: H : Modelo,,, = Modeloy ..
2. Estadistico de prueba: y? = —2(231.5982 — 238.4226) =13.6488

3. Se observa que y? > '}(%51 = 3.84, por lo tanto se rechazasla_hipdtesis
v el modelo adecuado para estos datos es la distribucion expenencial
con pardmetros estimados & = 0.049 v 4 = 1.977 .

De lo anterior, se concluye que el modelo que mejor ajusta los datog™de
concentracion de zinc para esta zona es la distribucion exponencial.

Analisis de la concentraciéon de cobre de Basin-Trough Zone.

Comparacion entre los modelos ezponencial y Weibull.

1. Hipaotesis: H : Modeloe,, = Modelow eq.
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2. Estadistico de prueba: y? = —2(98.3801 — 101.0388 = 5.4832.

3. Se observa que x? > x%; = 3.84, por lo tanto se rechaza la hipétesis y
el modelo que ajusta adecuadamente los datos es la distribucion Weibull
con, pardmetros estimados 3 = 1.016 v 1 = 4.380.

Cornpagacion entre los modelos lognormal y Weibull,
1. Hipotesis: H : Modelo,,, = Modelow .
2. Estadistico™deprueba: y? = —2(98.40879 — 101.0388 = 5.3174.

3. Observe que ¥ > X?ﬂﬁ,l = 3.84, por lo tanto se rechaza la hipdtesis v
el modelo que fesulta mas adecuado para estos datos es la distribucion
Weibull con parametros estimados 3 = 1.016 y 17 = 4.380.

Asé, de lo anterior se comeluye que el modelo mas adecuado para la con-
centracion de zince en esta zond es la distribucion Weibull.

Andlisis de coneentracion.de’zinc de Basin-Trough Zone.

Comparacion entre lo§ modelos exponencial v lognormal.
1. Hipétesis: H : Mod,,, =M ody,,,,.
2. Estadistico de prueba: y? =/22(196.2972 — 197.5964) = 2.5984.

3. Observe que x? < x%5, = 3.84, por lo taiwéno se rechaza la hipotesis
v se elige como mejor mds adecuado la distyvibucion lognormal con
pardmetros estimados 1 = 2.727 y ¢ = 0.876:

Comparacion entre los modelos lognormal v Weibull,
1. Hipétesis-: H : Modeloy,, = Modelow ..
2. Estadistico de prueba: y? = —2(197.5964 — 198.0013) =0.8098.

3. Observe que y? < 'X?ns,l = 3.84, por lo tanto no se rechaza'la hipotesis.
De esto, se puede notar la distribucion lognormal como la distribucion
Weibull son igualimente adecuados para el ajuste de estos datosf seelige
como modelo la distribucion lognormal, en virtud de su versatilidad y su
relacion con la distribucion normal. De manera experimental y bajg la
obseracion de investigadores en diferentes campos del medio ambientg
[41] esto ha sido reportado y fundamentado.
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Dé tado lo anterior, los modelos estadisticamente mas adecuados, para
cada z0pa”y contaminantes utilizando pruebas de razon de verosimilitudes
se presenta.a continuacion en el siguiente cuadro con sus respectivas
estimacioneg.

Cuadro 6.12; Seleccion de modelos en cada zona y sus EMV

Zona Elemento Modelo th -
Alluvial Fan Cobre Weibull 8=1.125 | 5=3.784
Alluvial Fan Zine Exponencial | ¢ =0.049 | 4 = 1.977
Basin-Trough Cobre Weibull 8 =1.016 | 1 = 4.380
Basin-Trough Zifie Lognormal | fr =2.727 | 1 =0.876

El siguiente cuadro, muestra 1as éstimaciones para la media, mediana y
los intervalos de verosimilitud confianza de estas medidas, de los modelos
seleccionados en el cuadro anterior para-les contaminantes en sus respectivas

ZOnas.
Cuadro 6.13: Media, mediana e intéryalos de confianza
Zona Elemento Modelo Media Mediana
Alluvial Fan Cobre Weibull 3.626 2.732
(2.806,4.445) | (1.978,3.486)
Alluvial Fan Zine Ezponencial 2.026 1.944
(1.738,2.314) ) (0.059,3.829)
Buasin- Trough Cobre Weibull 4.351 3.054
(3.117,5.585) (1.971,4.137)
Basin- Trough Zine Lognormal 22.439 15289
(22.151,22.727) | (11.595:18.984)
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Conclusion

El uso de la estadistica en distintas dreas ha ido adquiriendo cada vez
mayor auge, en particularas ciencias naturales, la distribucion lognormal
v Weibull son algunas de lashdistribuciones mas utilizadas en las ciencias
biologicas, cominmente para el‘estudio de supervivencia en individuos (da-
tos censurados por la_dérecha), pero como se pudo observar este tipo de
distribuciones tambiénépu@de serfufil para modelar datos censurados por
la izquierda. Para los eStudiosos ed de gran interés conocer modelos proba-
bilisticos diferentes a los comunes conles gue sea posible realizar predicciones
confiables sobre datos que en muehas ¢casiones por las limitaciones de apa-
ratos de medicion no pueden Sepregistradas.

En este trabajo se mostraron las'bases tegticas de tres de las principales
distribuciones aplicables en las funciones de datos*censurados por la izquier-
da, la explicacion del método de maxima verosimilitad para las estimaciones
adecuadas de la media, la mediana, la varianza y“logtintervalos de confian-
za para la media, la mediana, todo esto en la formasmas detallada para su
andlisis.

Sin embargo, en la naturaleza existen fenomenos aleatorios en los cuales
no siempre se puede ajustar satisfactoriamente alguna de las distyibuciones
revisadas en el capitulo dos, es de ahi donde surge la pregunta.jeudl es la
distribucion optima que modela el problema a tratar?, la respuesta’a esta
pregunta no es inmediata ya que como se pudo observar en el capitatlo seis
elegir el modelo que mejor ajusta los datos para las concentracione§ de co-
bre v zinc en las zonas Alluvial Fan v Basin-Trough no siempre resulta ‘el
mismo modelo. Cabe destacar que para estos grupos de datos la distribucion
que prevalecid en la mayoria de los ajuestes fue la distribucion Weibull. Eg
interesante mencionar también, que los resultados obtenidos a través de los
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métodos, como son el AIC y las pruebas de razén de verosimilitudes concuer-
dan satisfdctoriamente para la seleccion del mejor modelo.

Para unfestudio 6ptimo de las concentraciones de cobre y zinc resulta
conveniente hacer la estimacion de los pardametros mediante algin software
estadistico ya que Facilita de gran manera la realizacion de calculos. El ajus-
te de los datos dis€utidos en este trabajo se llevé a cabo iinicamente con el
paquete estadisticol R,

La importancia de’este) trabajo se fundamenta en la fusion de la parte
tedrica v lmparte practica. El presente trabajo sobre estadistica ambiental,
pretende motivar a ingenietos, cientificos y estudiantes de ingenieria y
ciencias, en el anilisis de dates censurados; enfatizando los métodos de
médxima verosimilitud.




Bibliografia

[

2]

3]

(4]

[5]

6]

AhnggH ., IQQMHtimatiug the mean and variance of censored phospho-
rus concentrations in Florida rainfall: Journal of the American Water
Resources Ass@ciation 34, 583-593.

Akritas, M. G., 1994 Statistical analysis of censored environmental data:
Chapter 7 of the Handbook of Statistics, Volume 12, edited by G.P. Patil
and C.R. Rao. North-Hoelland, Amsterdam, 927 pp.

Andersen, P. K., Borgan) ()., Gill, R. D., Keiding, N. (1993), Statistical
Models Based on” Guunling £Progesses, Springer.

Aris Spanos, 1999. Prebability"Theory and Statistical Inference: Eco-
nometric Modeling with,Qbservatienal Data. CAMBRIDGE UNIVER-
SITY PRESS, P. 126.

‘my, 1998. Evaluation of ‘deédged material proposed for discharge in
wasters of the US-Testinfg matfiual: Army§ Chrps of Engineers published
as EPA-823-B-98-004.

Brockwell, P. J.; Davis, R. A. (2009), Timne Series; Theory and Methods
(2nd ed.), Springer.

[7] QM:kley: T.J., J. Liddle, D.L. Ashley, D.C. Paschals/V.W. Burse, L.L.

eedham, and G. Akland, 1997. Environmental and(biginarker measu-
rements in nine homes in the lower Rio Grande valley: Multiyjear results
for pesticides, metals, PAHs, and VOCs; Environmental Pollution 23,
T05-722.

8] @sella, G., Berger, R.L. Statistical inference. Second edition, ‘edited by

9]

Duxbury, p. 226.

Clarke, J.U., 1998. Estimation of censored data methods to allow
statistical comparisons among very small samples with below detection
limit observations: Environmental Science and Technology 32, 177-183.

96




BIBMIOGRAFIA

[10]

[11]

[12]

97
@oxyD.R., and Snell, E. J. 1981. Applied Statistics, New York: Chapman
and Hall Inc.

Diaz-Framcés, E., and Sprott, D.A. 2000. The use of the likelihood
function.inthe analysis of environmental data. Environmetrics 11, 75-79.

D’Addio, A.C."Rosholm, M. (2002), “The Mobility of French Youth
“in” and “out’»of the Labour Market”, Manuscript.

[13] El—Shaamwi, A. Hand Viveros, R. 1997. Inferences about the mean in

[14]

[15]

log-regression with/@nvironmental applications. Environmetrics 8, 569-
H82.

A 1998. Guidance for data quality assessment. Practical methods
or data analysis; US Envirehmental Protection Agency EPA/600/R-
96,/084.

Frome, E. L., and Watkins,".JJ" «W., 2004. Statistical Analysis of
Data with Non-Detectable Malues, Reports DE-AC05-000R22725 Oak
Ridge National Laboratery, LS. Depattment Of Energy, Oak Ridge,
Tennessee, http://www.osticgoy /bridge

Gleit, A., 1985, Estimation forgmall normal data sets with detection
limits. Environmental Science andsTechnology 19, 1201-1206.

Gritz, M. (1993), “The Impact of Teaining on the Frequency and the
Duration of Unployment”, Journal of-Econometfics; n.57, p. 21-25.

[18] ?{rris: M. L., J.E. Elliot, R. W. Butler, and L. Ky Wilson, 2003.

[19]

[20]

[21]

eproductive success and chlorinated hydrocarbon €gntamination of
resident, great blue herons from coastal British Columbia, 1977-2000:
Environmental Pollution 121, 207-227.

lsel, D. R., and Gilliom, R. J. 1986. Estimation of distribitional
parameters for censored trace level water quality data, 2. Verification
and applications: Water Resources Research 22, 147-155. .

lsel, D. R., and T. A. Cohn, 1988. Estimation of descriptive h‘tﬁtih‘f?
or multiply censored water quality data: Water Resources Research 24
1997-2004.

Helsel, D. R. 1990. Less than obvious: Statistical treatment of data below
the detection limit: Environmental Science and Technology 24, pp. 1766-
1774.




98

2

23]

BIBLIOGRAFIA

Helsel, D.R., 2005. Nondetects And Data Analysis, Statistics for
Censored Environmental Data, Wiley-Iuterscience, New York, 251 pp.

Hobhs, K. E., D. C. G. Muir, E. W. Bornb, R. Dietzc, T. Haugd,
ToAetcalfee, C. Metcalfee and N. Oien, 2003, Levels and patterns of
persiStent organochlorines in mink whale (Balaenoptera acutorostrada)
stocksfrom the North Atlantic and European Arctic; Environmental
Pollution'd21, 239-252.

[24] Flybret:hts, 1., 0. Thas, J. Dewulf, and H. Van Langenhove, 2002. How
0

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

estimatéunéinents and quantiles of environmental data sets with non-
detected observations? A case study on volatile organic compounds in
marine water samiples: Journal of hromatography 975, 123-133.

Isobe, T., E. D. Feigelson, and P. I. Nelson, 1986. Statistical methods
for astronomical data with upper limits. Astrophysical Journal 306, 490-
a07.

Johnson, L.N., keétz, s.,"& Balakrishnan, N. Continuous Univariate
Distributions. Volhilne 1. Second edition.

Kalbfleisch, J. D. Peobabilitysande Statistical Inference. Volume 2:
Statistical Inference. Second #dition Speinger- Verlag New York Berling
Heidelberg Tokyo.

Klein, J.P. y Moeschberger, NLL. (1997) #Survival Analysis: Techniques
for Censored and Truncated Data. N.Y.: Springer-Verlag.

Kolpin, D. W., E. T. Furlong, M. T. Meyere“E, M. Thurman, S. D.

ugg, L. Barber, and H. T. Buxton, 2002. Pharmmaceuticals, hormones,
and other organic waste-water contaminants in U. Sestreams, 1999-2000:
A national reconnaissance; Environmental Sciencésafid Technology 36,
1202-1211.

Kroll, C.N. and J.R. Stedinger, 1996. Estimation of s#moments and
quantiles using censored data: Water Resources Research 32751005-1012.

[31] Fmbert: D., Peterson, B., & Terpenning, 1. 1991. Nondetects, Detection
1

[32]

mits, and the Probability of Detection. Journal of the Américan
Statistical Association, Vol. 86, No. 414, 266-277.

Lee, E. T., and J. W. Wang, 2003. Statistical Methods for Survival Data
Amnalysis, Third edition. Wiley, New York, 534 pp.




BIBMIOGRAFIA 99

33

[34]

[35]

[36]

[37]

38]

[39]

[40]

[a1]

Fundgren, R. F., and T. J. Lopes, 1999. Occurrence, distribution,
aldtends of volatile organic compounds in the Ohio River and its
major_teibutaries, 1987-96; U.S. Geological Survey Water-Resources
Investigations Report 99-4257, 89 pp.

Lyn, H. S,, 2001. Maximum likelihood inference for left-censored HIV
RNA data, Statistical in Medicine 20, 33-45.

Meeker, W.Q.7” and Escobar, L.A. 1998. Statistical Methods for
Reliability Data,480-454. New York: Wiley.

Miesch, A., 1967. Methods of computation for estimating geochemical
abundance: U.S. Geologieal Survey professional Paper 574-B. 15 pp.

Millard, S. P. and S. J. Deverel, 1988. Nonparametric statistical methods

for comparing two sites hased on data with multiple nondetect limits:
Water Resources Research 24, 2087-2098.

Millard, S. P., and Neerchaly N. K. 2001, Environmental Statistics with
SPLUS. FL: CRC

Navy 1999. Handbook for statistical amalysis of environmental back-
ground data, Department of the/Nayy, Southawest Division, Naval Faci-
lities Engineering Command, SaifDiego, CA.

hls, G.J. and G.G. Akland, 1973, Proceduresferhandling aerometric
data; Journal of the Air Pollution Control Assoc 633, 180-184.

Ott, W. R. 1995. Environmental Statistics and Data Aaalysis, FL: CRC
Press.

[42] g;rkius: J. L., G. N. Cutter, and M.S. Cleveland, 1990, Edtimating

[43]

[44]

e mean, variance, and confidence limits from censored (<limit of
detection), lognormally-distributed exposure data: American Ihdustyial
Hygiene Association Journal 51, 416-419.

o, S. T., J. Y. Ku, and K. S. Rao. 1991. Analysis of toxic “aip
contaminant data containing concentrations below the limit if detectioh:
Journal of the Air and Waste Management Association 41, 442-448.

Rosholm, M (2001), “An Analysis of Labour Market Exclusion and (Re-
) Inclusion” in Transitions in the Labour Market, Disscussion Paper 332,
I[ZA, Bonn.




100

s

46]

[47]

[48]

49

[50]

BIBLIOGRAFIA

She, N., 1997. Analyzing censored water quality data using a non-
parametric approach: Journal of the American Water Resources Asso-

ciation 33, 615-624.

Singh, A.and J. Nocerino, 2002. Robust estimation of mean and variance
usingvenvironmental data sets with below detection limit observations;
Chemetnetrics and Intelligent Laboratory Systems 60, 69-86.

Slymang“D,_J., A. de Peyster, and R. R. Donohoe, 1994, Hypothesis
testing wibh values below detection limit in environmental studies:
Environmental’Science and Technology 28, 898-902.

Spanos, A. 1999. Probability Theory and Statistical Inference: Econome-
tric Modeling with”Observational Data. CAMBRIDGE UNIVERSITY
PRESS, P. 126.

Till, A. E., 2003. Commieut on pharmaceuticals hormones, and organic
wastewater contaminants in US streams, 1999-2000; Environmental
Science and Technolegy 37, 1052-1053.

Wen, X. H., 1994 _/Estimation of statistical parameters for censored
lognormal hydraulic ¢onductivity measurements: Mathematical Geology
26, T17-731.




Apéndice- A

Algunos resultados estadisticos

A.1. Método delta

En la estadistica, el método delfa[35] es un método que se utiliza para
derivar una distribucién de probabilidad-aproximada para una funcion de un
estimador estadistico asintoticatuente normal a partir del conocimiento del
limite de la varianza del estimador. En téuminos mds generales, el método
delta puede ser considerado comofin taso hastante general del teorema del
limite central.

Este apartado muestra como calcularaproximadamente valores espera-

dos, varianzas y covarianzas de estimadereSide funcienes paramétricas. Sea
r

g(ﬂ) una funci ion de valor real de los par@fietros 8 = (#1,6,,...,0,) y sea

= (1.6, ....0,) v g(B) el estimador de 8 y ¢(8). I'P%'ptzrﬁ?_neute el objetivo

es obtener expresiones o expresiones aproximadas para Lg(é)] ¥ Vc:.-r[g(é)]
como una funcion de E(6;), Var(6;) y Cov(6;, 6’

El caso mis simple es cuando ¢g(8) es una funcion lineal de log 6§ es decir,
(@) = ao+ >, a;b;, donde los a; son constantes. Para mayor domodidad

expresemos g(f) como

9(9) = ””+Z r18+Zf:E ZnE(é)
= ”“+Z a;E(8 —|—Z a; ))
= b{,+2 bi(6; — BE(6;)) (A.1)
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donde by ag+3 ., n.I-E(HAI-) vh=a,i=12 .. r.
El valor esperado de q(é) es:

Elg®) = E

by + Z bi(6; — Ew}))]

Z b:‘(é:' - E(ﬁ':))

i=1

= bg—l-i E {b:‘(é: _E(é\r))}

— Elb)+E

bg+i b [E(é,) — K| ,)} = bo.

La varianza de q(é) es:

\% a'r’[g(é)] = Vaor

” +Z bi(6: — E(6,))
=

Vien[bo] + Vdr {Z b:(6; — E(6;))

%1

0y — E(6))
Var ( by by ... by ) b _?(82)

6, — E(6,)
Dado que Var(AX) = AVar(X)A', donde A es/tina matriz 1xr y X una

matriz de rx1 apliquemos este resultado a la Vﬂ.‘r’[g(é]]; esto es:

Var(g(@)] =
var(zy)  cov(ry, xz) ... cov(y,t,) by
( b by .. b ) var(ze, ;) -z.'a.'r.(:rg) r_"o-z,'(::.ig: Tp) by
(:o-:,'(:z,:,.: x1) (:o-:.-'(:z,:,.: T3) ... 'L-‘(J'.‘J”-((I.’,-) b,
donde . .
ry 611 — E( Al)
X = :I.jz _ By — E(02)

Ty 0, — E(0,)




A. 1 Método delta 103

pero éhserve que

par(c;) = -z.-'n.'r[éi—E(S,-)]

= E{l0:— E@)"} - (Bl - B@)]}*

= B0 —26,5(0) + E(6)") — [E(6) — EQ))?
=" B(0.) 2B + (B0

LB ) - (B0

= Lm’(é,-)

donde i=1,2,...,r y la (u& ) para i # joes

cov(x;, ;) = cov {[6 - ((),]4[8 - )
— E{l)-E é @!9 - é D0 — B(0;) — E(0; — E(0,))]}
= E{[é: — E(#, ][gj - J' ]}

= cov(h;,0; ).

Asi sustituyendo estos restiltados en ¥a7]g(8) ] tenemos Var[g( é )=

var (81) o (6, z‘jz) . cov(fy,6,) by
(b by .. b)) cov (82 6:) 1,-':1?'.(82) (3(')1.’(?2,[9,-) b.z
cov(f,,61) cov(Buey) .7 _Aar(d,) br

b2var (él) - blbzr ov (r‘jl sz) — - blb,cm)(t‘jl,é,)
boby cov (82 ) 1) + bavar (92) + ...+ bab.cov(fagty)

>

b,y cov (b, 9‘1) + bybocov(B,,65) + ...+ bPvar(h,)

= ibfvm —I—Zbe cov( r‘j r‘j
i=1

i=1 j=1

donde i # j para la segunda suma de la expresion anterior.
Este procedimiento es conocido como el “método delta™ [35].
El método delta, en su esencia, expande una funcion de una variable

aleatoria sobre su media, generalmente con una solo aproximacion de Taylor
y luego toma la varianza. Por ejemplo, cuando g(#) tiene segundas derivadas
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parciales continuas con respecto a @, la expansidn en serie de Taylor de primer

orden de g(é) cerca de g = [E(él):. . E(é,)] estd dado por

W0 = i+ > 20 o m] (A2)

i=1

donde la-tlerivada parcial de g(@) con respecto a #; son valores evaluados en .

Observequey(A.2) es similar a (A.1) con

B o, og8) i
bfl_g(#)\"br_ 6‘6’1 :"*_1:"':;'

Consecuenteniente

=
e
§>
Q
i)

(1)

: 2
Z [d(g)—ée)} Vu.'r’(AI)
dg(0 dg(8) s |
+ZZ[ J8; } [ a9, }Cfm;(f)“ ;) (A.3)

i=1 j=l1

donde ¢ # j para la segunda’shma deda_expresion anterior. Cuando los valo-
res de #; no estan correlacionados© cndndeas covarianzas Clov (6’ 0, IR

son pequenos cuando se compara con laswarianzas Var (6’ ), el término ante-
rior de la derecha de (A.3) usuahwénte se omite de la aproximacion.

La misma idea aplica para valores de funcionésyvectoriales. gm' ejemplo,
si g (@) v g,(8) son dos funciones de valores reale§ 91;011(:65‘

Cf)'fo‘[gl(é);gz(é)] re IZ [()81_@} [M} Vn.'r(éf)

el WG a0,
95,0)] [98,01(%) + -1 o
2;[ 08, } [ ﬁej COI,-( k., j) (A.rl)

donde @ # j para la segunda suma de la expresion anterior.

A.2. Meétodo delta para funciones vectoriales

En general para valores de funciones vectoriales g(@) de los pardmetro§
tal que todas las segundas derivadas parciales con respecto a los elementos
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de # €0n_continnas

Varlg®)] ~ [f)g(f?)}fvw(é) [f)g(&)}

o8 o]

donde Jg(8)/08\= {0g,(8)/08, 0g,(0)/08, .. ] es una matriz de vectores
gradientes de las Primeras derivadas parciales de g(#) con respecto a @ y

Var(6,) Cov(6y.6,) ... Cov(6y,6,)
Vﬂ.r(é) _ Vu.r(ég: 0,) Vn.'r.(ég) & (.7'0-1,-'({.;'2: 6,)
Cov(#/.6,) Cov(d,.8,) ... Var(f,)

ambos evaluados en 8.

El método delta puede proporcidnar buenas aproximaciones para E[g(8)]

N Vﬂ.r[g(é)].

Sin embargo, como se indicasen los libros de texto mis avanzados, uno
necesita tener cuidado al aplicar] éste métadosporque la adecuacion de la
aproximacion depende de la validez de'la aproximacion de Taylor y el tamafio
del resto en la aproximacion. La simula€ion puede utilizarse para comprobar
la adecuacion de la aproximacion.




Apéndice B

Método-de Newton-Raphson

B.1. Meétodao de Newton-Raphson univariado

Supdngase que se desea encontrar una raiz 6 de la ecuacién g(6) = 0.
Sea #° un valor paramétrico eereano a # y considere la expansion en serie de

Taylor de g(f) cerca de’d = 6

29’”(80)

o1 + ...

9(0) = 96" - O (80) + (0 — 6
Como |6 — #°] es pequeno€ntonces €] término cuadritico y los terminos
de ordenes mayores serdan pequénos, asi omitfiendo estos términos queda
9(0) ~ g(8) + (0 — 60" (8").

Aproximando g(¢) por una funcién lineal de @ que tiene el mismo valor v
la pendiente como g(f) en # = 6°.

-~

Ya que g(f) = 0, se tiene

g(0°) + (B —6"g'(6") =~ 0.

v por lo tanto

9o _ Q(H[] )
g'(0°)

Con el método de Newton, se toma #° como una aproximacién preliminaf
a @, y entonces se calcula una aproximacion estimada #' dado como sigue:
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g0 _ 9%

gt ~ :
g'(6°)

(B.1)

La aproximacion estimada es el punto en el cual la aproximacion lineal a
g(8°) en 8 = #%cruzacel eje #. Ahora tomese 8! como la nueva aproximacién
preliminar y repitd el.cdlculo, esto dard

Continue este procedifnientt hasta 6871 a 6%, caso en el cual g(#¥) =0y
la raiz haya sido encontrada.

B.2. Meétodo de Newton-Raphson bivariado

El método de Newton parasésolver la ecuacién con pardmetro g(6) = 0
fue explicado en la apéndice anferior.

En el caso de dos pardametros ge\necesitastesolver un par de ecuaciones
simultdneas

g(f1,02) = 0; [ k(6,605 =0.

Sea (67,09) una estimacion prelimingr de la raie™(0y, f), considérese las
aproximaciones lineales

g Oy

61,6:) ~ g(6°62) + (6 — 69)~ 6, 750

Q( 1: 2) g( 1: ) ( 1 ))91 ( 2= Z)dgz
dh oh

M010) = (ALY + (6 — o)+ 6=

Aqui las derivadas deben ser evaluadas en §, = #Y. Estas aproXimaciones
lineales puede ser derivados truncando la expansion en serie de Taylor de, g
v hoen (6Y49). Tienen los mismos valores y las primeras derivadas de”g y_h
en el punto (67,69).

Ya que g(ﬁf'\l: 67;) =0y h(é\l: é;) = 0, se tiene

) 7
( 9{]) ;6?1 (92_8{1) ()6?; = _g(g{fﬁg)
G- @ — e o).

oth 06
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O Besolvieudo estas ecuaciones lineales para 6; — 6'(1’ v By — 9{2’ queda

o 9 091"
Q -0y ] | % [g(e*;,e@}
~ b — 0% oh  oOh h(e1, 62)

S s

o Lo } ‘ [g(ea’ 09) }
L - ' . B.2
|i 2%92 oh oh h(gg}:gg) ( )
Q. Lo
Comenzando con 1111{—4\' ximacion preliminar (89,69), se aplica (B.2)
hasta alcanzar una convergen Esta generalizacion del método de Newton
es llamado el método de Newtfon-Raphson.

L -y
9.




Apéndice: C

Funciones-en lenguaje R

C.1. Distribuciéon exponencial

Descripcion

Funcidén de densidad, funcidu de distribugion, funcion cuantil y genera-
cion aleatoria de la distribucién_exponencial con razon rate (i.e., mean

1/rate) .

Uso

q}(p(){, rate = 1, log = FALSE)
p

xp(g, rate = 1, lower.tail = TRUE, ,log.p ="FALSE)
gexp(p, rate = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rexp(n, rate = 1)
Argumentos
X, q Vector de cuantiles.
P Vector de probabilidades.
n Niumero de observaciones. Si length(n) >1 la longitud se
toma como el nimero requerido.
%te Vector de razones.

log, log.p Logico; Sies TRUE, Las probabilidades de p estdn dadas comg
log(p) .

lower.tail Ldgico; Sies TRUE (default), las probabilidades son P/X = 1,
en otro caso, P[X > z/.

109
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C.2. Distribucién log normal

Descripcion

Eupeion de densidad, funcion de distribucion, funcion cuantil y genera-
cion aleatoria de la distribucion log normal cuya media es igual a meanlog y
desviacifnsestdindar asdlog

Uso

ﬁnorm(x, meanlog =

0, sdlog = 1, log = FALSE)

plnorm(q, meanlogs= 0, sdlog = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
glnorm(p, meanlogf= 0, sdlog = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rlnorm(n, meanlog =,03 sdlog = 1)

Argumentos
X, q Vector decnantiles.
P Vector de probabilidades.
n Niimfero de obsgeryvaciones. Si length(n) >1 la longitud

se tdmad como €1 wimero requerido.
meanlog, sdlog Media=y.desviacign estindar de la distribuciéon sobre
la log “safala cow” valores por default de 0 vy 1

respectivamente.

log, log.p sgico; SiesTRUE, Lassprobabilidades de p estdin dadas
como log(p).

lower.tail Légico; Si es TRUE (defaulty, lag probabilidades son PfX

< zf, en otro caso, P[X > ij.

C.3. Distribucién Weibull
Descripcion

Eunci()n de densidad, funcion de distribucion, funcion cuantil y<genera-
cion aleatoria de la distribucion Weibull con pardametros de forma\y-escala

Uso

1, log = FALSE)
1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

dweibull(x, shape, scale
pweibull(q, shape, scale
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gweibull(p, shape, scale = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

rweibull(n, shape, scale = 1)
Argumentos
X, q Vector de cuantiles.
Vector de probabilidades.
n Numero de observaciones. Si length(n) >1 la longitud
s¢ toma como el mimero requerido.
shape, scale Pardmetros de forma y escala, este ultimo por default
es 1
%g, log.p Logico; Sies TRUE, Las probabilidades de p estdn dadas
como Tog(p) .
lower.tail Légico; Siés TRUE (default), las probabilidades son PfX

<, en otro¢aso, P[X > .

C.4. Optimizaciéop/general
Descripcion

El uso general de optimizacion esta basado ep=lps algoritmos de Nelder-
Mead, quasi-Newton y el gradiente cofijugado. Sedncluye una opcion para el
cuadro restringido por la optimizacion ywemfriamientossimulado.

Uso

gptim(par, fn, gr = NULL, ...,
method = c("Nelder-Mead", "BFGS", "CG", "L-BFGS-B", "SANN",
"Brent"), lower = -Inf, upper = Inf,
control = list(), hessian = FALSE)

Argumentos
par Los valores iniciales de los pardmetros a ser optimizados arriba,
fn Una funcion a ser minimizado (o maximizada), con el primer

argumento elggector de pardametros sobre los cual minimizacifn
tendrd lugar. g

gr Una funcion para devolver el gradiente para los métodos “BFGS”,
“CG” y “L-BFGS-B”. Si es NULL, se utilizard una aproximacién de
diferencias finitas.

ebe devolver un resultado escalar.
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Para el método de “SANN” especifica una funcion para generar un
nuevo punto candidato. Si es NULL se utiliza un nicleo Gaisiano
de Markov predeterminado.

e Mads argumentos para pasar a fn v gr.

methods, El método a utilizar. Consulte ‘Detalles’.

lower, (% Limites de las variables para el método de “L-BFGS-B”, o limites

upper en los que buscar el método “Brent”.

control ( Und lista de pardmetros de control. Consulte ‘Detalles’.

hessian Légico. ;Debe devolver una matriz hessiana numéricamente
diferenciada?

C.5. Minmmizacion no lineal
Descripcion

Esta funcion lleva a cabo’una minimizacion de la funcion £ utilizando el
algoritmo de Newton. Ver referencias para mas detalles.

Uso

nlm(f, p, ..., hessian. = [FALSE7typsize = rep(1, length(p)),
fscale = 1, print.level = 0, ndigit = 12, gradtol = le-6,
stepmax = max (1000 * sgrb(sum(p/typsize)~2)), 1000),
steptol = le-6, iterlim =100, check.analyticals = TRUE)

Argumentos

f La funcion para ser mindinizada. Si el valor de
la funcién tiene un atributellamado gradiente o
ambos atibutos el gradiente y el Hessiano, estos serdn
utilizados en el cdlculo de los vdlgees paramétricos
actualizados. En otro caso, las derivadas numéricas son
utilizadas. deriv regresa una funcion co gradiente
adecuado. Este deberia ser una funcion de un vector de
la longitud de p seguido por cualquier otrfeatgumento
especificado por el. .. argumento.

P Valores paramétricos de partida para la minimizacion.

. Argumento adicional para £.

hessian Si es TRUE, el hessiano de £ en el minimo se devuelve:
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typsize

fscale
print.level

ndigit
gradtol

stepmax

steptol

iterlim

check.analyticals

Una estimacion del tamano de cada parametro en el
minimo.

Una estimacion del tamano de £ en el minimo.

Este argumento determina el nivel de impresion que
5¢ lleva a cabo durante el proceso de minimizacion.
Elvalor por defecto de 0 significa que no se produce
wimguna impresion, un valor de 1 significa que los datos
ittigiales v finales se imprimen v un valor de 2 significe
que toda la informacicn de seguimiento se imprimen.
El minfiere de digitos significativos en la funcion £.
Un escalag \positivo dando la tolerancia a la que
se considéfa€l gradiente escalado lo suficientemente
cerca de cerogara terminar el algoritmo. El gradiente
escalado es und tuedida del cambio relativo en f en
cada direggion de p[i] dividido por el cambio relativo
en plil.

Un escaldr -positive gue da la longitud maxima
permitida de wiypaso esgalado. stepmax se utiliza para
evitar pasos que cansarian la funcion de optimizacion
de desbordamiefitospara avitar que el algoritmo salga
de la zona de interés.en el«€spacio de pardmetros, o
para detectar la divergencia éng#halgoritmo. stepmax
se elige lo suficientemente pequeiopara evitar que los
dos primeros ocurran, pero debe sefmas grande que
cualquier paso razonable anticipados

Un escalar positivo que establece la lengitud minima
admisible de un paso relativo.

Un mimero entero positivo que especifica”el.nimero
maximo de iteraciones a ser realizadas antes de que el
programa se termina.

Un escalar logico que especifica si los gradientes
analiticos v Hessianos, son aplicados, debera cotejarse
con las derivados numéricas en los valores de 1os
pardametros iniciales. Esto puede ayudar a detectar
gradientes o hessianos mal formuladas.
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