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Introduccion
9

g conceptg ntropia fue introducido por el Fisico-Matematico Elausius
Rudolf Emmanu 1865, v establece que la energia no solo puede medirse en
cantidad, sino tamt@.\ calidad; a mayor entropia, menor calidad de la energia
v mayor tendencia al cao

Si observamos nuaﬁ{v dar cotidiano veremos que se presentan varios acon-
tecimientos que se relac con el concepto de entropia y de la generacién de
la misma, por ejemplo: la organizada lleva vidas de baja entropia, ellos tie-
nen un lugar para todo (incertidumbre minima), y requieren energia minima para
encontrar algo; en contraparte QISﬁ;e desorganizada lleva una vida de alta en-

tropia, a estas personas les cuest witos, si no es que horas, encontrar algo que
necesitan, y es probable casionEIV gran desorden mientras buscan.

En matemadticas, este cont fue@;)ducido con la finalidad de medir la
complejidad de un sistema. Us S ?Kud con la fisica, se propone que el
incremento en el desorden de las drbitas de t fema tenga asociado el incremento
de su entropia, por lo que un sistéma se die e es caotico cuando éste tiene
entggpia positiva. 'ﬁ

ara calcular la entropfa de un sistema de 6 generado por las iteradas
de una funcién, se han desarrollado diferentes herfarhientas, una de ellas es el
célculo de conjuntos separados v otra es el calculo a r de los itinerarios de los

valores criticos [dMvS, MiT]. En este trabajo se abor(?aplicaciones multimo-
dales y para el cdlculo de la entropia se utilizaran las herramientas de la dindmica
simbdlica introducidas en los trabajos de Mackay, Milnor )&er: basadas en el
conortamiento de las drbitas de los valores criticos. [MT, M

te trabajo consta de tres capitulos. En el capitulo uno n%an algunos
conceptos importantes en el estudio de los sistemas dindmicos disefetos, como por
ejemplo puntos periddicos, conjuntos errantes. Ademds contiene elfegtudio de la
dindmica simbdlica de un sistema y el teorema de Sarkovskii. En el ¢
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efine el concepto de entropia topoldgica en un espacio topolégico, y se muestran
os resultados para funciones definidas de un intervalo en un intervalo. En
capitulo tres se estudia un algoritmo que permite hacer cdlculos de la entropfa

to gl%a y se muestran algunos resultados numéricos.




Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se mfuestran los itinerarios de los puntos, los cuales son su-
cesiones que se construyell a partir de una condicion inicial e indican la posicién
en el dominio a medida que«s¢ le va aplicando una funcién f. Asimismo, traba-
jaremos con orbitas, puntosperigdicos y la clasificacidén de éstos. Los conceptos y
resultados de este capitulo estam’basados en los trabajos de Coppel, Devaney, de
Melo Van Strien y Milnor Tresser, [BC. D, dMvS, MT].

1.1. Clasificacion de puntos periodicos

Si consideramos f : X — Xauna funcioncontinua del espacio métrico X en si
mismo, podemos suponer que X es€] conjunto de condiciones iniciales del sistema
y que si tomamos x € X, entonces fi{x )irepresénté, la evolucién del estado = en una
unidad de tiempo. Por ejemplo, si x répreésenta la“cantidad inicial de individuos de
una poblacién y f(z) la poblacién después de ura unidad de tiempo, entonces la
sucesion f*(z) es el nimero de individuos que la poblacién tiene al tiempo n, dado
que inicialmente tenia x. Una pregunta interesante es: jgué ocurre con la poblacién
cuando dejamos correr el tiempo? ;existe un valor limite para la poblacién cuando
transcurre el tiempo?, es decir, si

SHx)=fofo..of(x)
—Uveces

g,ma es el limite de la sucesién {f™(z)} cuando n tiende al infinito?;
notemos que si la sucesién {f™(z)} tiene un limite L, entonces b@s(n punto




1.1 Clasificaciéon de puntos periddicos 2

@de J: va que por la continuidad de f se tiene,
O f(L) = f(lim f"(2)) = lim (f(f"(x))) = lim (f""(z)) = L.

*
Pord{ ue los puntos fijos de f juegan un papel muy importante en la dindmica
globaé‘ Notemos que si en lugar de tomar toda la sucesién { f*(x)}, tomamos la
subsuces] enerada por los multiplos de k, para un £ fijo, es decir, la subsucesidn
{ /™ () },#nfonces, cuando ésta converja, por el argumento anterior, debe hacerlo
a un punto jeico de periodo I, donde |k, por lo que también son importantes
en el comportamiento limite los puntos periédicos.

. a f:I=labl — I una funcién continua, un punto v € I
es un punto perio pemodok de f, si f¥(x) =z y fi(z) #x paraj <k y
decimos que x es u 0 preperiodico o eventualmente periodico de periodo n, si

existe m € N tal que es un punto periodico de periodo n.
Al conjunto de puntos pe lo denotamos por Per(f).
Dado z € X, al COIlJllIl
={we X/& f¥(x) para alguna k € NU {0}}

se le llama la drbita de x bajo ‘Ekel caso que x es periddico, este conjunto es

finito y se le lama érbita, ddica.
Por ejemplo si f(x) = /Z#V o = 250, los primeros puntos de Oy () son
256: (o’

v =V2=141.., g

por otro lado si f(x) = —Ex +5 x—l— 1, la orbita de xg —® una orbita de periodo

3, yaque f(0)=1, f(1)=2, f()—U ?,
Definicion 1.1.2 Sea [ una funcion continua, si [ es invert @ntonces la érbita

negativa de x, se define como el conjunto )
F@)={ffa) keZ}={z_1= f(x),z_2 = [ (#1),..}.

Si f no es invertible, entonces haciendo una eleccidn podemoa Wir una
sucesion ry, Ty, ... tales que f(x_,) =x_,01 0 quex_, € [~ (1 _,01). ;

)
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1.1 Clasificaciéon de puntos periddicos 3

&ﬁmclon 1.1.3 Sea [:I — I una funcion continua y sea x un punto periddico
de periodo k con multiplicador A = D f*(x), donde D f*(x) denota la derivada
: en x. Decimos que:

IAL, atractor si | A|< 1; si A =0 decimos que x es super-atractor,

2 x %ulﬁm‘ si|A|>1y

0.
a’:resm«( |)\|—1

Si{x1, o, . @ una orbita periddica de f, entonces aplicando la regla de
la cadena, se obti

Observemos que D f¥( epende de la j; en consecuencia, la definicion anterior
=
tiene sentido para dérbitas @rlodo k o k—ciclos.

E‘_ﬁzf DD f(f*2 () - Df(a;).

Definicién 1.1.4 (Cuenca (’(’wn) Sea [: X — X una funcién continua y
sea x € X un punto fijo atm(’t . La cuenca de atraccion de f es el conjunto

% llm My) =z}
La cuenca inmediata de a an d(" f’notada por Af( x), es la componente
coneza de Ap(x) que contien

Las cuencas de atraccién par tos k'(( sodicos atractores se definen usan-
do a f* en vez de f. Por deﬁniciongtﬂ pun — periddicos atractores siempre
tienen dominios inmediatos de atracei bier&! diferentes del vacio.

Para caracterizar las orbitas perio Cas y sus @ ectivas cuencas de atraccion,
para algunas funciones, introducimos el concepto desderivada Schwarziana.

Si f: 1 — I es una funcién de clase C® y Df(a (0, entonces la derivada
Schwarziana de [ se define como ¢

sy - 200 3 (PIEV o,
Df(x) 2\ Df(z))
En 1978 Singer demostrd que si una funciéon con derivadf@h rziana nega-
tiva tiene un mimero finito de puntos criticos, entonces tiene u»mmero finito
de 6rbitas atractoras [dMvS], pues observé que para este tipo de funéiones, cada

érbita atractora siempre tiene un punto critico en su cuenca de atraecion, lo cual
plasmé en el siguiente resultado. ;

)

‘©




1.1 Clasificaciéon de puntos periddicos 4

@orema 1.1.5 (Singer) Si f: I — I es una funcion de clase C3, con deriva-
chwarziana negative, entonces la cuenca inmediata de atraccion de cualquier
periddica, contiene un punto eritico de f, o la cuenca inmediata se extiende

a¥odp a —c.

Una pI‘l de este teorema se puede revisar en [dMvS].

Deﬁmcl .6 Dadas f y g funciones analiticas, se dice que son topologica-
mente (an m,f"n.tf’) conjugadas en el abierto U C X, si existe un homeomor-
Sfismo (bi- hol o)o:U — o(U) tal que oo f(x) = goo(x) para toda x € U.

Esto es, el sigu ;dmgmma conmuta,

O’ v—_L v
é l — (L)
(9; a(U).

Observacién 1.1.7 1) Direct nte de la definicion tenemos que la conjugacion
es una relacion de Pquwalf’n(’mr j

2)Sifyg son topolo@ntf’ adas por o, se verifica usando mduccion
P d

matemdtica que: x es un e pemodo n para f siy sélo si o(x) es
un punto periddico de pemo

/ )
La conjugacién topoldgica se usa €orho un so para estudiar sistemas con

dindmica muy complicada estudianc @) que s oldgicamente conjugado y el
cual sea mas sencillo de estudiar.

Ejemplo 1.1.8 Si P(z) = ayx® + a1z + ap, ("'ﬂ.t %ﬂi‘ﬁbtf’ﬂ a,3,c eR, tales

que ¢(x) = avr + 3 conjuga analiticamente P(x), con e omio monico centrado
P.(x) =2 +c.
En efecto, como queremos que ¢(x) = ax + 3 (:on_;.'ugu@mn P., éste debe

satisfacer
F.oop=¢oP, C J
es decir, )\

(ax+ B)* + ¢ = alagr® + ayx + ag) +

Resolviendo se obtiene a = aq, = % y c=05— 32, ‘6

\S‘

‘©




1.2 Puntos recurrentes y no errantes 5

Definicion 1.1.9 Sea A C X, se dice que A es un subconjunto invariante de
§7 si f(A) € A. Si ademds f~'(A) C A, entonces se dice que A es totalmente
ifRvariante.

1.2, .Puntos recurrentes y no errantes

Las orbitas,de los puntos bajo una funcién los podemos caracterizar en funcion
de su recurrencia o no. Los conceptos y resultados aqui citados serdn importantes
en el desarrollo/dé este trabajo y pueden ser consultados en [BC].

Definicion 1.2.1.Seq [ : X — X una funcion continua. Se dice quey € X perte-
nece al w—limite delx st existe una sucesion creciente {ny} de nimeros naturales
tal que

lim ™ (z) =y.

O equivalentemente

() = m U f(z).
m=0n>m
A x se le llama un punlo, recurrente si x € w(x). Es decir, cuando la dérbila
del punto x regresa arbitratiamentescetea de st mismo. Al conjunto de puntos
recurrentes, se le denota powR(f).

Los puntos periddicos, por ejemaplo, sonstecurrentes. De hecho, si p es tal que
f¥(p) = p, para algtin k € N, no importa ctal vecindad U de p tomemos, siempre
se cumple que f**(p) € U, para tédon € N.8in embargo, es posible que una
orbita no sea periddica y si recurrente. 3
Los puntos recurrentes son muy interesantes porgue son ellos los que cargan con
toda la dindmica. Si # es un punto no recurrente,*Suldindmica es relativamente
sencilla, de hecho, su érbita se aleja y quizds convérge’ a un punto fijo o a una
6rbita periédica, o quizé se acumula en alguna regién dé'W alejada de z.

Lema 1.2.2 Para cualquier x € I, el conjunto limite w(&) es"no vacio, cerrado
y totalmente invariante.

Demoqacién. De la definicién se desprende que w(z) es no vécio y cerrado,
va que un subconjunto cerrado de I es compacto y la interseccién deaina sucesion
decreciente de conjuntos compactos no vacios es de nuevo un conjuntoonipacto no
vacio. Por otra parte usando la continuidad de f se tiene que f(w(z)) C(z). Por




1.2 Puntos recurrentes y no errantes 6

@ ladosi y € u}( ) v f™(x) es la sucesién que converge a y, nos fijamos en la sub-

ion f=(z) — 2. Entonces y = f(z), lo cual demuestra que w(x) C f(w(z)).
Eé f;ecuenma w(z) = flw(z)). -

SxL
A= Juw(x)
A Y

el conjuntc@ untos donde se acumulan las drbitas. Del lema 1.2.2 se deduce
1nmedlatame le

(n) = A
Llamamos ol limite de f a la cerradura del conjunto A vy lo denotamos
por L(f). Este con por definicién es un conjunto cerrado, como los puntos
periodlcos evldentement 1 puntos limites, tenemos la siguiente inclusién trivial.

% Per(f) € L(J).

Observemos que si p € X es vl punto periédico entonces w(p) = Oy (p).
El siguiente resultado notal stenido por Sarkovskii, proporciona una con-

dicion suficiente para que un rtenezca a A.
Proposicién 1.2.3 Un p a en A si cada intervalo abierto con extre-
mo izquierdo ¢ contiene al mQ’im oa df’ una orbita. La misma conclusidn

es valida st “izquierdo” se sus por
*

Una prueba de esta proposicién se/e‘ﬂvde I 6311 [BCJ.
Ejemplo 1.2.4 Sea I = [0,7] y seQ 2 I —>Oa Sfuncidn lineal por pedazos
*

definidos por
f0)=3, f1)=f(2) =

) =4, f(5) =1, —5(9
Notemos que 1 & A, debido a que f(x) > 1 para toda x € I = 4 para todo
n>0yxe(l,2], véase la figura 1.1 ®

A

%
Q\S‘

‘©
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1.2 Puntos recurrentes y no errantes 7
2, b
%\
*
/O/ |

glg? Gréfica de la funcion en el ejemplo 1.2.4,

Lema 1.2.5 Sea [ : ] Q una funcion continua y sea J un subintervalo de I
que no contiene mnqun ;m.@ eriddico de f. Stz € J, f™(x) € J para algin
m=>=0yyeld, [y inn >0, entonces

y y>f"y) siz> f"(z)

Demostracion. Sm@a de ralidad, supongamos que = < f™(z). Si
hacemos g = f™, entonce rxalo & ] no contiene ningin punto periédico

D

y<[fMy) siz<

de g.

Si ¢*(r) > x para algun k enton M) > g( x), va que si ¢"T(x) =
g*(g(x)) < g(x) entonces g* tieneiy unt en [x g(x)] lo cual no es posible
debido a que g* no t.lE‘IlE‘ puntos fijo el 11 [z, g(x)]. De ello se deduce,
por induccién, que gF(x) > x, para tod 6 = 1 1cular Jr(z) > 2. Luego si
f™(y) <y, entonces procederlamos de la misma 1 a para obtener [™(y) < y.
Pero entonces f™"(z) = z para algin z entre z y y:@e significa que [ tiene un
punto periédico, lo cual es una contradiccion. « @

Corolario 1.2.6 Si.J es un subintervalo de I que no (’on punt()s periodicos

de [, entonces para cualquier x € I los puntos de Of(z) que n(’uentmn en J,
forman una sucesién estrictamente mondtona (finita o infinita).

Definicion 1.2.7 Decimos que un punto © € X, es un punito no te si para
todo entorno U de x existe m > 1 tal que f™(U)NU # 0. El con de todos
los puntos no errantes se llama el conjunto no errante de [ y se deno

(%\o
O

*




1.2 Puntos recurrentes y no errantes 8

én{otras palabras, * € X es un punto no errante si cada conjunto abierto que

iene a x, contiene al menos dos puntos de una misma érbita. En la figura 1.2
sé muestra graficamente un punto no errante.

7
Q.
J}.

;Oﬂgura 1.2: z un punto no errante.

<

Observacién 1.2.8 i) E )g‘z\nto Q(f) es cerrado e invariante.
it) L(f) € Q(f).

Lema 1.2.9 Sea J un subinter@&abierta que no contiene puntos periodicos de

[. Entonces

(i) J contiene a lo mds un 0 de‘(%ruiew‘ conjunto limite w(x).
(i) J no contiene puntos rec es. g(
(i) Six € J es no errante, é ces n ?Q(otm punto de la orbita de x que se
encuentre en .J. /' -

Demostracién. Las dos primeras %cion@ siguen inmediatamente del co-
rolario 1.2.6, ya que si la orbita de zenh J es es amente monotona, entonces
todas las subsucesiones de Oy () son estrictamente Stonas y convergen al limi-
te de Oy (z), si existe. Para probar la tercera afirmacién, 'uponwlos que tenemos

S™(x) € J para alguna m > 0. Como f™(z) # =z, m@es existe un intervalo
abierto G que contiene a x tal que G C J, f(G) C Jy ™(G) = 0. Como
x € Q podemos elegir y € Gy n > m para que también y) € G. Entonces
S™(y) no estd entre y y f™(y), lo que contradice el lema 1.2.

La siguiente proposicién da una relacion entre los puntos ll’mﬂﬁ:\ puntos pe-
riddicos y puntos no errantes. ;

B

‘©
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1.3 Dindmica simbdlica 9

Proposicion 1.2.10 Cualquier punto no aislado de 2 se encuentra en A y cual-
glier punto no aislado de un conjunto limite w(x) se encuentra en Per(f). Por
otra_parte

Per(f)=R=9(f |q).

Es décir,R es el conjunto no errante de f, considerando a f sobre el conjunto
tnvariantéscompacto €.

Demostraeién, * La primera afirmaciéon se deduce inmediatamente de la proposi-
cién 1.2.3 y 14 sesunda del lema 1.2.9(i). Para demostrar que Per(f) = R es claro
que Per(f) C R la contencién Per(f) 2 R se sigue del lema 1.2.9(ii). La inclu-
sion Per(f) C Q(f.)a)es evidente. Para demostrar que Per(f) 2 Q(f |q) tomemos
y € Qf |n) v sea G urd intervalo abierto que contiene y. Entonces G N £ tiene
interseccién no vacia con " (G M Q) para algin m > 0. Por lo tanto, por el lema
1.2.9(iii), G debe contefiepAin punto periédico de f. Por lo tanto Q(f |q) € Per(f).
<

1.3. Dinamica simbdélica

En esta seccidn se estudiérla’dinafifica simbdlica de funciones I-modales (funcio-
nes continuas con ! valores cfiticog)-la cfialSe basa en el uso de los valores criticos de
la funcién, introduciendo el contepto desitinerarios para funciones multimodales.
Los conceptos y resultados aqui ¢itados puedenser consultados en [MT].

1.3.1. Itinerarios

Definicién 1.3.1 Sea I = [a, b] un intérvalo cerridosde nimeros reales, una fun-
cion f : I — I se llamard mondtona por piezas, si"emisten I;, con i = 1,...,n
subintervalos cerrados tal que,

f:Of,-

=1

y [ es mondtona (creciente o decreciente) en cada I; .

Definimos ¢, una sucesion alternada de [+ 1 signos, es decir, o ={ay, a3, ..., a1}
con oy € {—1,1} y 0j41 = —oj para j =0,1,...,1 — 1.
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C Esta sucesion nos permite introducir el concepto de funcién l-modal, para ca-
erizar las funciones mondtonas por piezas de clase C* a través de sus puntos
ticos,,

7,

Deﬁréj;')n 1.3.2 Una funcion continua f : 1 = [a,b] — I, es l-modal si existe

una suwn de puntos

*

al que [ es @mente mondtona en cada intervalo [¢;, ¢i1] y alternadamente
creciente, decreeiente en esos intervalos.

Al nimero [ + 1 é ama niimero de doblez' de f y se denota por ((f). Esto es,
U(f) es la cantidad a de intervalos que se requieren para cubrir el intervalo
I, de tal manera que‘jynono’tona en cada uno de estos intervalos.

a=cp<c <.<g<ego=2>b

Definicion 1.3.3 Sea acf sucesion alternada de signos. Una funcion l-modal
tiene la forma o, si f r‘ea@ ida a [¢;,¢j11] es creciente cuando o = 1 0 es
decreciente cuando o; = —1.45 [_es diferenciable o; se identifica con el signo de
() cone; <x <y Siog iremos que [ tiene forma positiva y si oy = —1
diremos que [ tiene forma n qat@;

Para una funcién l-mod arenﬁ)w notacién f(z,c) con

Q;:l “’z¢ﬁ elr.

-—

Note que cuando f € C!, el nte 1 ; son los puntos criticos de f, es
decir f'(¢;) = 0 parai=1,...,[ Pdra la funciéh modal denotaremos por v; a los

valores criticos, v; = f(¢;).
El vector v = (v, vy, ...,v;) € I' asoeiado a jQ

U < Vi, cuando ;=

Vj > Uj+1, cuando @) = _Q
al<j<l O,

n la figura 1.3 se muestra la grafica de una funcién dal, donde o =

satisface:

disjuntos

'Del inglés lap number. 6

B

‘©

*

(+. =+ = ), ¥ () =5. P
Sea [ : I — I una funcion l-modal, seccionemos el intervalo I €n s;:bconjlmtos
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r@, 1.3: Grafica de una funcién 4-modal.

<

I@‘(;]ULUCQU...UC{UI{:

donde los conjuntos ®

= [a,e0) 9= (1 02), o L= (1,8
o

* =1 —

donde la funcién [ no cambia de mghonia.oQ

Ahora tomando los ¢;'s y los I;'s t@ simbolet
U= {IG: C1, !I:CQ: e Cps

|

Iy
son las componentes con

bstractos se forma el conjunto

Eeﬁnimos un orden natural en 4

Ig<c1{11{c2c...<,c£€h®

Definicién 93.4 El itinerario de un punto x € I se deﬁ&no la sucesion de
stmbolos {Ag(x)} en i tal que

Au(r) = I, si f¥x) e I, )\
- ¢j, si f¥x) = ¢ @

Donde f* = fo fo..of denota la composicién de f consigo misma S.

*
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@emplo 1.3.5 g&a flz) = 3x(1 — 2) la funcidn logistica de parametro 3, f
] la forma ¢ = (+,—), el dnico punto critico de f es © = %: por lo tanto
Lé}.’q‘ e, It} con Iy =1[0.3), I = (% 1l.eq = {%} Sea xy = .1, luego

I(xn) = IUIUIIIIII ey

como s:%tm en la figura 1.4.
&

*

Figura 1.4: Q&rario p 0.

*

en el itinerario. Por ejemplo, si x pertenece a una orbita lica, su itinerario
debe ser periddico. Ademas, si hay dérbitas periddicas de per

Algunos aspectos de la estructura de la drbita de x se réflejan de manera directa
c@l o 2, el periodo
del itinerario de x o es el periodo de la drbita o la mitad de él.

Definicion 1.3.6 FEl itinerario de una drbita periddica se llamar@nplements
itinerario periodico de la érbita. 6

(%\(\
O

*
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@ta 1.3.7 Una funcion l-modal [ tiene asociado un unico veclor ¢ que depende
6tamente de f, por lo que la sucesion de puntos

*
a=cp<c<.<g<go=2>b

se cons e de acuerdo a cada f, en consecuencia cada funcion determina su
propio io de sucesiones U con el que se estudia su dindmica.

Deﬁnire‘ii-\' n orden parcial < en ', apoyéndonos en el orden natural de
y en una funci@gﬂ — {—1,0,+1} que se define de acuerdo a la forma o de la

funcién l-modal; @0 sigue

O} Fa:{? siv=1I

51UV = ¢j.

Sean A = AgA;... ¥y By B, ... sucesiones en L7, diremos que A < B si
existe un entero k tal que /\

Ai% para i < k,
y
Ak < Bk; é F(Asa;(Al)F(Akfl) = +1J (o]

Ak>Bk F(A (Ak 1)——1
Sie(Ap)e(Ay)..e(Ap_y) = [)J{;ﬁﬁscir, i Ay = B = ¢; para i < k y algin
j € {1,2,..m}, el orden no se deﬁn{\

las sucesiones dadas por

Ejemplo 1.3.8 Sea [ la funcion del e;.'emplo 1. JQQ%%A Be U ={Iy, e, L}

g LT ..

B = IgIgI]I]I] Q
Como A; = B; parai = 0,1,2, Ay < By y e(Iy)e(Iy)e(ly) —®(+)(—) = —, se
concluye que B < A.

Maés generalmente se tiene la siguiente propiedad.

B

‘©

*
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Qoposicién 1.3.9 Sea = el orden en YUY, correspondiente a una funcion | —

al f, sea I(x) e I(y) el itinerario de x y y, respectivamente, bajo f, entonces
plen
a) ‘vf y f’nt()n(’f": I(z) = I(y).

ii) Si ), entonces & < y.

Demostra€ién. Supongamos que = < y y que I(z) = AgA; Ay # I(y) =
ByB1B, .. &a"n = 0talque A; = By parai=0,1,...,n—1y A, # B,, Como
A, = B; pata’l_= 0,1,...n — 1, tenemos que no hay puntos de doblez en los
intervalos [z,y z,y]), . " '([z,y]), pero si existe un punto de doblez ¢ en
el intervalo f([z por lo que f* es monétona en el intervalo [z, y|. Ademds, si
e(Ip)e(y)...e(Ip—_1) itivo (negativo) f™ es ereciente (decreciente) en el intervalo
[, y].
En el caso positivo x é. () < f*(y) = A, < By,

en el caso negativo = < ) > f“ y) — A, > By,
de donde se concluye que
El inciso ii) se demuestr, yﬁﬁmdo el mismo argumento. «

Sil(zx) = {y: I(z) = I(y ; la proposicién anterior se tiene que I(x) es

COnexo.
Dentro de los itinerari * los ﬂ?s del dominio de f, distinguiremos los
itinerarios de los valores er a@%«len @olos por
. N
i;‘/—‘f (v,-:(( :

studio de la dindmica del sistema.
ormada por los m itinerarios

los cuales juegan un papel muy impoftante, enelé
g A cada funcién [ —modal se le asdcia la [ —
€

los valores criticos. .
K(f) = (K1, Ks, ..., Kf@

a este vector de itinerarios le llamaremos el itinemrﬁ@‘incipaf‘ de la funcién

mondtona por piezas [ Q,
El itinerario principal impone restricciones para que u esion pueda ser
realizable por algin itinerario de 47, lo cual se estudia en la

, il}seccién.
2En inglés kneading sequences.
3En inglés kneading data. (9

B

‘©

*
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@.2. Sucesiones admisibles

Q importante mencionar que no todas las sucesiones en ", representan el
iti o de algin punto xz. Por ejemplo, si f: X — X es una funcién continua,
no cor ta.nte v ¢ € X es un punto critico que no es punto fijo de f, entonces la
sucesi .) no representa un itinerario de f. Lo que es cierto, es que si
rel y@,ﬁ,\lerarlo esta dado por

I(z) = AgA; . ..,

entonces se del@‘ﬁnpllr

gondicién d? atibilidad 1: Si el simbolo Aj es igual a algiin ¢;, en-
tonces la sucesion (Ag. Ap.o...) es igual Kj, el itinerario del valor critico f(c;).
En vista de esta conM es conveniente determinar en la sucesién (ApA;...) g
primer ¢; que aparece ¢ .

Condicién de compa%i‘fad 2: 851 Ay = 1,1 o Ay = I;, entonces la suce-
sion (Agsq Ageo...) satisface a de las siguientes dos condiciones:

cia) 2 K,

dependiendo si se tiene un m
local). -
Con estas dos condiciones pov}/ﬁo‘s em]@r a caracterizar las sucesiones en

UY que representan E‘l posible itine b O
2

-

Definicién 1.3.10 Una sucesion de simbolos ( ) € UM se dice que es ad-
misible para el itinerario principal K(f) = (K1, K%, 4 m) € (UM)™, si satisface
las condiciones de compatibilidad 1 y 2.

lovalé?l osio; = +1 (se tiene un méximo

Ejemplo 1.3.11 En el ejemplo 1.3.5 se tiene el valor @“p =
{Iy,c1. I} con Iy = [0,3), Iy = (5.1, ¢ = {5}. El itine del valm eritico

estd dado por,
s 3 )
}&1 = I(E) = I]I]I]I]I] P

Sea A € U, la sucesion %

A= I(}I(}I(}C]I]I] . @
o
O

*
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@‘;ememos que Ay=1c1 y
3
O/, (AsAs...) = LLLLT. = 1()

por E(éﬂt() A satisface la condicion de compatibilidad 1, por otro lado observemos
que A 2 =A3=1 yo, =1y ademads

A

@ . (AQ: A;;:A4: ) = I(}I{}C]I]I]... j K]
s

(A;;: A;;:AF” ) = I(}C]I]I]I]... j K]

(A4: A{-‘,: A{-;: ) = C]I]I]I]I]... j K].

Por lo tanto la suc A satisface la condicion de compatibilidad 2. Concluimos

que A es admisible. /

Observacion 1.3.12 Q ue la orbita de un punto critico ¢; es periddica si y

solo si el itinerario de ¢; = (¢;, Kj) es periddico. Usando la condicion de
compatibilidad 1, una condﬁcﬂhompletamente equivalente es que la sucesion K
contiene el simbolo ¢; como un sus entradas.

definida en el intervalo I =

Ejemplo 1.3.13 Sea f 1 nciﬁf{xi = (4z — 1)2(1 — z) con forma (— + —),

1
f@i_@m %

*

por lo tanto los valores criticos e
valores criticos son K1 = Iyl y Ky
los simbolos indica una sucesion que

9— 12x),
son G_ I = % y los ihinerarios de
Ig_, respectivamente, (donde la linea sobre
anterior dice que los puntos criticos para este eje no son periodicos, de hecho
[ manda los puntos criticos i Yy % a los extremos d%rmlo y el conjunto {0, 1}

es una orbita periddica de periodo 2. ;

repeli mﬁmmmente} La observacidn

Ejemplo 1.3.14 Sea f(x) = 1 — 32% + 22% con forma ( +) definida en el
S

2 2
f'(@) = 6x(z —1) )\

por lo tanto los puntos criticos de [ son g = 0 y co = 1 con 1%61:(32 e
I(1) =71, ¢C3, lo que muestra que estos ilinerarios son periddicos.

(Y,
o

intervalo I = [
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QEn general, uno no puede esperar que el conjunto de todos los itinerarios pa-
na funcién dada sea completamente determinado por su itinerario principal.
D?(‘llo el primer problema que encontramos es que el itinerario principal nor-
m e no determina los itinerarios de los extremos de intervalo. Sin embargo
cualq&mtmerarlo I(x) que es realizable debe satisfacer

/\ I(a) < I(z) < I(b).

. . . . .. -
Toman(k? itinerarios de los extremos del intervalo, definimos Ky = I(f(a))
v Ko = I(f( n esto introducimos una versién modificada de la condicién
de compatibilid ara un itinerario I(x) = (AgA;1 As...).

Condiciéon de (:(M:ibilidad 2#: 8i Ay = I; entonces

K; = Ayiy,...) 2 K;;q cuando 0 = 1

KJ j (Ak+1:¢'

Q ) < K11 cuando o 1
Sin embargo, de manera general'no se cumple que cada sucesién que satisface
las condiciones 1 y 2% necesariamente ocurre como el itinerario para la funcién

[—modal dada, como lo n el si ite ejemplo.

Ejemplo 1.3.15 En la familin/c mdw x) = dve(l — x) se tiene Q' (x) =
dv — 8vzx, por lo tanto el punt(ﬁfz(’o de 5= % De manera similar para la
Sfamilia F,(z) = min(2x,v',2 — > ¢ =3 es un punto critico.

t%f"ﬂ..
Para los pardmetros v = [).957)@ ) =
del valor critico de QQ, y F,» es de p 0 3, tanto el itinerario del valor
critico es de la forma Ky = I1Iyc;, para ambas _%& Este hecho se muestra

puede demostrar que la drbita

grdaficamente en las figuras 1.5 y 1.6. Luego st nos s en las sucesiones

Ik = LTTer o 11K1=11Hr§)

dado que F; es constante alrededor del punto critico es quf’ hay una infi-
nidad de punt()s que tienen estos itinerarios bajo esta ﬁm(’ao@w lo tanto estos
itinerarios son admisibles para el itinerario principal, pero est :?Qmm no son
realizables por drbitas de un punto x bajo Qyosros.. ya que esta funéion es estricta-
mente mondtona por pedazos y estos itinerarios pueden ocurrir sol la_funcidn
es constante en todo el intervalo entre x y c.

)

‘©

*
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I
5
i as-
L W
ar a ar az In:.- e 5 [ ar I[“ [ \ ' n o ar o2 ]“r- T " ) ar f|“
Figura 1.5: Grafiea de (0 g5795.. Figura 1.6: Grafica de F7.

Con esto se demuestrasque, las condiciones de compatibilidad no son suficientes
para garantizar la existenciadde los itinerarios, o incluso de truncamientos fini-
tos de itinerarios que contierfen_los simbolos del punto critico. Sin embargo, el
siguiente teorema proporciona una declaracion de existencia ttil sélo trabajando
con sucesiones finitas que no_confienén ningin simbolo ¢;.

Observacién 1.3.16 Los‘afidlogos™de das condiciones de compatibilidad 1, 2 y 2
para las sucesiones finitas en Wtienen' peffecto sentido. En particular, el concepto
de la admisibilidad para las sweesjones fimilasttambién tiene sentido.

Definicién 1.3.17 Una sucesionfimita o infintta) de simbolos { A;} se llamard acriti-
ca si todos los A; pertenecen al conjunido

Uy = Uo(l) = {18, L1, .., [ € M(1).

FEs decir, sucesiones que no tienen los simbolos de”las valores criticos como
elementos.

Teorema 1.3.18 Sean f una funcion l-modal y s = (I 0dd,..... 1,,) una suce-
sion finita de elementos I, € Uy. Entonces existe una érbita

ro—— I — To—, ..,/ T — ...

conx; € I, siy solo sila sucesion s satisface la condicion 2.
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Demostracién. Si existe una orbita
rog—— Iy —F o, ..., I —F ...

tal quefz; € I,; claramente la sucesién (g, Loy, .-y 1o, ) satisface la condicién 2#,

Reécfprocamente usando induccion sobre k£ se demuestra que cada sucesién

(Iny, Lo\ M d,,) que satisface la condicién 2% puede ser realizada por una érbi-

ta de f. Claramente esto es cierto para & = (). Supongamos entonces que es cierto

. 1

para todas las sutesiones de longitud %, para fijar ideas también supongamos que
Ta, = +1, entontes

KF < (I

ap — ey

L, ... 1) <K! (1.1)

op+1

por la condicién de‘gémpatibilidad 2%, (el superindice indica que es un trunca-
miento de longitud £,) Por la hipdtesis de induccién existe un punto z; € I con
itinerario

(Tots Lazs ooy Lok

La prueba ahora se dividifa én dos partes, de acuerdo a la desigualdad (1.1)
cuando es estricta y cuando ng lo' es. Si la desigualdad es estricta se sigue que
Ung < T1 < Ugys1, POr el teorema delvalor intermedio se sigue que existe un punto
xg en I, tal que f(zy) =414 xy tiene clitinerario requerido. En el caso de que se
tenga alguna igualdad, por ejeinplo

K¥ = (I

o] v

W s 1)

Ceggdsrm Loy

entonces el punto xg = ¢,, + € cons€ = 0 tiene el itinerario requerido, debido a que
I,,, es un subconjunto abierto de I.\El otro cas6 & andlogo. «

Es preciso comentar, que este teorema es valide”para sucesiones acriticas infi-
nitas, en este trabajo nos serd suficiente caracterizar las sucesiones realizables de
longitud finita. Es practico primero considerar funciones para lagguales se conoce
el comportamiento en la frontera del dominio. Supongames que [ es una funcién
definida en el intervalo I = [a,b] en si mismo, con forma o.

2
Definicion 1.3.19 La funcion E—!wdalf : I — I se llama delfrontera anclada
st f({a,b}) C {a,b} bajo la siguiente regla:

a, st og=-+1 b, sio,=+1
fla) = ’ F(b) =

b, sioy=—1, a, sio, =—L
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gn‘la figura 1.7 se muestran los cuatro casos posibles de graficas de funciones
I modales con frontera anclada. El caso [ impar corresponde a las dos gréficas

d€l centro v el caso [ par a las graficas de los extremos.
¥

Figtiras1.7: Funciones de frontera anclada.

En adelante trabajaremos«€asi siempre con funciones de frontera anclada, para
las cuales la distincién entre lag cohdiciones 2 y 2% desaparece.

Para una funcién l-modal de frentera anclada, de la proposicién 1.3.9 se sigue
que I(a) es precisamente J94. . e I(b) es I ,... De lo anterior se sigue que K, =
I(f(a)) v K, = I{f(b)) estant” determiniadas por la forma o, y una es I,,;,, v la
otra I ...

Del teorema 1.3.18 se tiene+lagiguiente gérolario.

Corolario 1.3.20 Sea [ una furcion l-modal’de frontera anclada. Entonces una
sucesion (Ingla,...I,) es reclizable por-algunaorbita

Iy — o .. — T ...

si y solo si es admisible. De hecho, para cualquier kel conjunto de todas las
sucesiones en ilf‘,' estd determinado por el winerario prugeipal de f.

Los itinerarios de valores criticos K, ellos mismos son itifietarios que satisfacen
las dos condiciones de compatibilidad y también satisfacen 16 siguiente:

Condicién de compatibilidad 3 (para el itinerario principal):
K; 2 K;py, sio;=+1

K; = Kj.y, sioj=—1.
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Definiciéon 1.3.21 El itinerario principal K(f) = (ki, ko, ..., k) se dice que es
admisible para la funcion [ con forma o, si satisface las tres condiciones de com-
patibilidad.

1.3.3-_La funcién o
Definicién™1.3.22 Sea p un entero mayor o igual a 2 y denotamos por
+ _— 3 NL.{O}
Ep *{1:2:"'::?} 1
al espacio de sticesiones formadas por p elementos.
Definimos una_métrica en E;: Como
oo
5(53\': !3\)
sty = 30 2t
k=0

para s = (8g, 81, ...) y t = (L, ty3=..), donde

0, sii=j
1, sii#j.
Definimos o : ¥ — Y5 donde la nueya sucesion o(s) =t es tal que ¢ = sp41,

es decir o(sg.51,82,...) = (S, ...). Aso se le llama la funcién olvido o funcidén
desplazamiento.

o(t.9) =

Lema 1.3.23 Sean s,t € E;j: sisy =1 parai =0,1,...,n, entonces la distancia
dy(s.1) < 5. Por otro lado si dy(s#) < 5+, ebtonces s; = t;, para todoi=0,1,...n.

Demostraciéon. Supongamos que™sy = t; para i =0,1,2,...,n, entonces
= (S(S;\-:f,k) - 5(8;\-:f,k] = 5(8;\-51,;\-)
dp(“"="):ZT:ZT+ > ok
k=0 k=0 k=n+1
oc Do
1 1 1
S Z Z_k:21e+12525'
k=n-+1 k=0
1
Para el otro caso, suponemos que dy(s,t) < 7 si s; #lUvpata 7 < n, en-

tonces d,(s,t) > 2—1j > an lo cual es una contradiccion, por lo tanto s; = {; para
1=0,1,...,n. «

En la siguiente proposicidon se muestra que la funcién & es continua.
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Proposicién 1.3.24 La funcién olvido o : E; — E;j es continua.

Demostracion. Sea € > 0 y § = 535;59..., elijamos n tal que 27" < e. Sea
§ £ 270D tomemos t = tytyt,y..., tal que d(s;t) < 6, por el lema 1.3.23 tenemos
que sy=.d; parai < n+1. Como a(s) = $189...8,... v 0(t) = tilo..by,... parai < n,
tenemog' e d(o(s); o(t)) < 37 < e. Por lo tanto o es continua. <«

A contimlagion construiremos una sucesién cuya orbita bajo la funcién o es
densa. Sin pepder generalidad podemos suponer que p = 2. Sea { la sucesién que
primero tiene 1¢s bloques de un elemento, luego todos los bloques de dos elementos
v asi sucesivamente, hasta enumerar todos los bloques que tienen n elementos.

t=1,27(1.1),(2.1).(1,2),(2,2): (1,1,1),(2,1,1), ...

(El uso de paréntesis,*ebmas y dos puntos es inicamente para mostrar la construc-
cién de la sucesién). Ententces _para cualquier s € X7 v k € N, existe una n tal
que o™ (t) y s coinciden en logsprimeros k términos. Asi d(e™(t);s) < 2% Como k
v s son arbitrarios, la érbita de tles densa en 3y .

Definicién 1.3.25 Una sucesidngdesimbolos I(x) = (Ay, Ay, ...) es flaca si algin
segmento terminal

a(1(x)) = Ay, Aper. . ..)

tiene la forma (I;, K;) o la forma (1;4, I¢;), para algin 1 < j < m. En otras
palabras, algin punte de la orbitade x, que'no es un punto critico, tiene el mismo
itinerario que un punto critico adyécente. Par otro lado la sucesidn de simbolos se
llama estrecha si no es flaca. Similarmente el iinerario principal K es estrecho si
cada itinerario ecritico K; es estrecho.

Existen polinomios que estan directamente relacionados con su itinerario prin-
cipal. Thurston estudié esa relacién con los polinomios lamados posteriticos finitos
v que a continuacién se definen.

Definicion 1.3.26 Un polinomio se llama posteritico finito, sidas drbitas de todos
los puntos criticos son periodicas o eventualmente periodicas.

Teorema 1.3.27 (Thurston) Un polinomio real de grado m +A4" con conjunto
posteritico finito con m distintos puntos criticos reales estd univocarvente deter-
minado, (salvo conjugacidon afin) por su itinerario principal, si vy sole’si, cada
itinerario critico K; es periddico o eventualmente periddico vy ademds ‘ess/estrecho.
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La implicacién necesaria fue demostrada por Thurston y la implicacién inversa fue
démostrado por Poirier. Una demostracion de este resultado puede encontrarse en
[NILTY.

1.4. «Dinamica de funciones logisticas acopladas

En esta seegion se comienza el estudio de la dindmica de la familia de polinomios
de grado cuatre, que se obtiene como composicién de dos funciones logisticas.
Para ello se inttoducen los conceptos de didrbita y ditinerario, los cuales son la
extension de orbitane itinerario, respectivamente, estudiados anteriormente. La
familia de funciohes.que emplearemos para ilustrar la teoria son las funciones
conocidas como tiendas truncadas, ya que estas funciorgs son modelos ttiles para
codificar de manera candnica los itinerarios principales. E)s conceptos y resultados
aqui citados pueden sér génsultados en [R].

1.4.1. Combinatoria_e-itinerario principal

Empezamos estudiando el sisteina dindmico que se genera al iterar alternada-
mente dos funciones unimodales ‘arbitrarias. En este sentido es conveniente con-
siderar dos intervalos Iy = fa.b] e Io.=e,d] y un par de funciones (hy,hy) de la
siguiente manera, hy : I} —dy, ho i I, 7 1) con puntos criticos vy € I} v 42 € I,
respectivamente.

Definicién 1.4.1 Se llama diorbigd bajo el pan (hy, hy), a la sucesion
xr — hi(z) = ha(h (@)= ha(helha(z))) — .. ..

Diremos que una érbita es critica, si contiene alguno de los puntos criticos v; o
~9. Si contiene a ambos se llamara bicritica. Ademas dirgmos que es de periodo 2n
bajo (hi, hs) si n es el entero positivo mas pequeno talgue (hs o hy)*(x) = z. Es
decir x es periddico de periodo n para la funcién f = hy© hy.

Denotamos a la didrbita periddica de (hq, hy) de periodé 2m como,

by,

e hy | ha . h hall,..
Ty =y = Y, = Ty, — sy, =,

donde {x;}1<icn C 1 ¥ {y; }1<j<n C I, estdn ordenados de forma creeiente.
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efiniciéon 1.4.2 El orden-dato de una didrbita periddica estd definido como el
(0, 7) de permutaciones en S,, dado por:

O

hl (xi) = Yo,
7

halyy) = o,

de modo @Jik = jr ¥ Ty, = trn1. (Los subindices deben ser entendidos como
enteros md o).

Definicién I.Qﬂ’n orden-dato (o,7) € 5% es admisible, si es el orden-dato de
una orbita pe?‘ioc@de algiin par (hy, hy) de funciones unimodales.

I 1 {CA X2 X3

—

I |
n 2 s

Figura 1.8: Orden prlnclpa]%l}mble %.r.\odo 6, o = (231), 7 = (123).

Si partimos los intervalos I; e Ip Q}o en la@mn 1.3, entonces I, = L; U

I'MYURy el =LyUTl2U Ry, con Ly = [a, ), {n}, Ri= (b, L =
le,72), Ta = {12} vy R2 = (72, 4.
col

Ahora vamos a estudiar las sucesiones usando acios de simbolos los
conjuntos {L; , Ty , Ry} y {Ly . Ty, Ry}. Con estas parmﬁes podemos trasladar
el concepto de itinerario a sistemas dinamicos generados iteracion de dos
funciones, en donde se llaman ditinerarios y se definen de la’ &'ente manera.

Definicién 1.4.4 El ditinerario de una condicion inicial x, es la sueesion {Ji}rso
tales que si Ji € {Li, T, Ri}, entonces Joi1 € {La, T, R}ty sf’;denom por

3(x.)
o]
Q\S‘

‘©

*
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Igual que antes, se verifica que no toda sucesién de simbolos alternando en
L1, T1, Ri} v {La, 'y, Ry}, representa el ditinerario de alguna condicién inicial
wbajo el par de funciones (hy, hy). Por otro lado, usando la regla de la cadena po-
deineg ghservar que los puntos criticos de hyo hy son 41 v hy ' (72). Por lo tanto, los
ditinefarios I(71), I(72) bajo un par de funciones unimodales (hq, hy) determinan

el itinerario principal de hy o h;.

El primeriobjetivo es estudiar la relacion entre el ditinerario y el orden principal
de un diorbita“critica periodica.
Supongamds giie y; es periddico de periodo 2n bajo (hy, hy) y sea

Ly —» Ty =+ Yy — 00— Yj, 7 Tiy

su diérbita, entonces elefden principal (o, 7) € 52 de la diérbita, determina su
itinerario via la posicionde los elementos y;; € I» mas cercanos a y». En otras pa-
labras, hay a lo mas dos ditinerarios criticos que contienen a v, que corresponden
al orden principal dado y lo'mismo para .. En particular si la didrbita es bicritica
entonces y;; = y2. Por lo tanto, elditinerario esta completamente definido. Obser-
vemos también, que el orden de log puntos en una didrbita critica peridédica de una
funcién unimodal de forma {+— )i se preserva en el orden de sus ditinerarios, es
decir, si # < z’ entonces J(£)s I(z9¢Tliversamente conociendo el ditinerario del
didrbita bicritica, podemos ébtener el grden en que aparecen en I e I, los puntos
de la diérbita. Esto demuestra el siguientesesultado:

Teorema 1.4.5 Si la didrbita de#_es bictitica de periodo 2n bajo las funciones
unimodales (hy, hy), entonces el ditinerario deA1)determina el orden principal de
la didrbita y viceversa.

Como se mencioné antes, nos interesa estudiar €l sistema (q,, g, ), donde ¢, =
dvx(l — x), = € [0, 1]. Esta es una familia de funciones’de frontera anclada. A la

familia (¢, qw), (v,w) € [0, 1]2, la llamaremos la Q—fanflia'y denotamos el espacio

de parametros Jcomo
P? = {(v,w) € [0,1]*}.

El comportamiento dindmico de (¢, ¢, ), es muy complicade, ¥ ensalgunos casos
imposibles de estudiar, por lo que la estrategia a seguir es estudiar‘las funciones
conocidas en la literatura como tiendas truncadas, para las cuales essmas senci-
llo estudiar su comportamiento, posteriormente encontrar una relacign efitre esta
familia y la familia logistica.




1.4 Dinamica de funciones logisticas acopladas 26

1.4.2. Tiendas truncadas

Las tiendas truncadas son funciones st, : Iy = I», v € [0, 1] definidas como

2, stz < 3§
sty(x) = ¢ v, sig<z<1l-—3
2—2¢, siz>=1-3

En la figura™,9%se muestran dos ejemplos de tiendas truncadas.

Figura 1.9: Tienda trncada con y,= 2(izquierda) y v = 1 (derecha).

3
rl

Observemos que todos lospimtos en [% 11— %] son puntos criticos de st,, pero
por convencién tomamos el punto medio dé este intervalo v = % como punto
critico, por lo tanto el valor criticoes v. AMlarfamilia (st,, st,), (v,w) € [0,1]% la
llamaremos la ST —familia v denotamads su corfespondiente espacio de parametros

COmIo

PST = {(vTw) € [0, 1°}

El siguiente resultado nos garantiza la existencia despardmetros en la familia de
tiendas truncadas para todos los orden datos admisiblés. Su demostracion puede
ser consultada en [R1].

Teorema 1.4.6 Dado (o, 7) € S? un orden principal admisible, existe un tinico
par de tiendas truncadas (st,, sty,) con didrbita periddica bictitica de orden prin-
cipal (o, 7).

Volviendo al caso general, para los pares (hy, he) de funciones ufiimodales ar-
bitrarias, si ambos puntos criticos 71 vy 72 son periddicos, entonces, hay dos casos
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posibles que pueden ocurrir: (hy, hy) tiene una diérbita bicritica (discutido ante-
ribrmente), o dos didrbitas criticas disjuntas, por lo que es necesario introducir las
siguientes definiciones.
Definicién 1.4.7 Sea (o,7) € 52, +n un par de permutaciones que se pueden des-
componér_en dos-ciclos: (o1, 171) € S, y (09, 75) € S2. Diremos que dos didrbitas
periddicasdisjuntas oy, oo, bajo el par de funciones unimodales (hy, hy) con forma
(+—), tienen orden principal conjunto si:
1. 01 y 0y tien€n_orden principal (o1,71) y (02, 72), respectivamente.
2. El orden de los plintos en I; e Iy estdn dados por (toa) y (goT), respectivamente.
Vamos a decig~que una permutacion (o,7) € S2,..,, es admisible como orden
principal conjunta; si”ezisten dos diorbitas disjuntas bajo algiun par de funciones
unimodales con forma’(+—) que tienen orden principal conjunta (o, 7).

Del mismo modo qué para los drdenes principales regulares, se cumplen los
siguientes dos resultados, de\lps cuales se puede encontrar una prueba detallada
en el trabajo de Radulescu [RLJ

Teorema 1.4.8 Supongamos ‘qué wn par (hy, hy) de funciones unimodales con

forma (+=), tiene didrbitasscriticas disjuntas oy y 0o, entonces sus ditinerarios

determinan su orden prin€ipaly viceyersa.

Teorema 1.4.9 Dado (o, 7)(= (01, 1)\ (ae, 7)) € 5> . un orden principal con-
1 1: 1% 2; 12 Tt

junto admisible, existe un inieospar de ligndas truncadas (st,,st,) con didrbila

criticas periddicas disjuntas o; 3"y 0y 2 44, que tienen orden principal conjunta

(o,7).

Ahora queremos ver que podemos decir de la_dindmica del sistema (st,, st,)
en términos de los pardmetros en P57,

Definicién 1.4.10 Sea (0,7) € S2, un orden principab admisible. El hueso iz
quierdo BY" (o, 7) es el conjunto de todos los pardmetros Para_los cuales v, estd en
una diérbita periddica de orden principal (o,7), bajo (st,, &tV El hueso derecho
B3 (0, 7) es el conjunto de todos los pardametros para los cufiles vo estd en una
didrbita periddica de orden principal (o,7), bajo (st,, st.,).

Para estudiar un poco mas los huesos en la ST —familia, hacemes uso del par
(vg, wy) para el cual la érbita de ~, es bicritica, el cual nos lo da el teoretna 1.4.6.
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Teorema 1.4.11 Sea (o, 7) un orden principal admisible. Si (vg, wy) es el par de
pardmetros en P°T, cuya didrbita bicritica asociada tiene orden principal (o,7),
efitohces existen vy, vy € (0,1) tal que vy < vy < vy y el hueso izquierdo BT (o, 7)
es'lginion de los siguientes tres segmentos {v1} X [wo, 1] {va} X [wg, 1] y (v1,v2) X
{wo},Leomo se muestra en la figura 1.10. La deseripeicn del hueso derecho es
completamente andlogo.

o (Ulsl) ('Ule 1)

(vy,wq) {%o. wo) (w2, wy)

Figura 1.10: Hueso izquierdo.

Demostracién. Sea (vg,wy) la pareja de pafametros en la familia de tiendas
truncadas que nos da el teorema 1.4.6 y_ sea

YU = =Yg Wy — T Ay

la diérbita bicritica bajo (st.,,stw,). La diérbita bicritica alcanza la parte plana
de la funcién una sola vez v lo hace en su centro. Al deslizar da parte constante
hacia arriba o hacia abajo, la diérbita de ~; cambia de manera continua. Para
una altura fija v, sea y;(v) el elemento en la diérbita de 7, ‘que esta mas cerca
a vy en I,. Observemos que si v = v, entonces y;(vy) = 7,. Podémos mover v

continuamente dentro [vy,v2] = [vg — €, vy + €], € > 0, tal que ye) se mueve
de 2 a1 — 52 A lo largo de este proceso, la diérbita permanece petiodica y

el orden de aparicién de puntos sigue siendo el mismo, De donde se.tiene que




1.4 Dinamica de funciones logisticas acopladas 29

BT (0,7) = {v1,v2} X [wo, 1] U (v1,v2) X {wp}. En particular existe exactamente
dés_ valores v = vy y v = vy tal que la didrbita de 7 tiene el orden principal dado
(#,7) bajo (st,,st,). Es decir hay exactamente dos valores frontera de BjT en
[0/ L)% {1}. «

Cadatienda truncada tiene distintos conjuntos de puntos criticos, sin embargo
todas ellag«€omparten el punto critico % de manera que cuando hablamos del hueso
de ST, nes estaremos refiriendo al hueso asociado a éste punto critico. Ademads,
el punto % tamhbién es punto critico de la familia logistica, lo cual nos ayudara a
relacionar la dindmica de ambas familias.

El concepto dé\lmeso no es propio de las tiendas truncadas, es un concepto
general para cualqui€t espacio de pardametros, asociado a los sistemas que se gene-
ran con las iteracionés de dos funciones en dos familias de funciones unimodales,
a continuacién se muestfa la definicién general.

Definicién 1.4.12 Sea (o¢n)y€ S2, un orden principal admisible. El hueso iz
quierdo Br(o, 1), es el conjunte®de todos los pardmetros para los cuales v, estd en
una didrbita periodica de ordenprincipal (o, 7). El hueso derecho Br(o,T), es el
conjunto de todos los pardmetros_para los cuales v, estd en una didrbita periddica
de orden principal (o, 7).

De la definicién se puede observar que en cualquier espacio de pardmetros,
cualesquiera dos huesos izquietdes son disjuntos y cualesquiera dos huesos derechos
también son disjuntos.

Definicion 1.4.13 En cualquier efpacio de pafametros, una interseccion de un
hueso derecho Br(oy,m1) y un hueso fzqierdo BS (0, ) se llama una intersec-
cion primaria, si (o1,71) = (09, 7), y el par delfunciones correspondientes a la
interseccion, tiene diorbita bicritica con este orden” principal y es llamada inter-
seccion secundaria, st la funciones correspondientes a la'interseccion tiene diérbi-
tas criticas disjuntas de orden principal (o1, 11), (02, T2) respectivamente, y orden
principal conjunta (o, 7).

Un punto importante que debemos considerar, es el comportamiento de los
puntos criticos de la funcién correspondiente a los pardmetros (w;w)acuando estos
varfan. Por ejemplo la composicion ¢, 0q, de dos funciones logisticas{ es tres modal
o unimodal. Por lo que consideramos importante mencionar algunos detalles de los
itinerarios principales de funciones en P97 y P@.
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I X4 X2 X3
‘\_‘\ -_‘_..--'-7
S~ -
- - e
DR s
T
= -~
~ /)\x\
s N S.e
I o, — S
n Y2 Ys

Figura 1.11: Combinatoria de una interseccién secundaria de un hueso izquier-
do de periodo 4 witn _hueso derecho de periodo 2, con orden principal (o,7) =
((231), (321)).

Funciones en P°T. Para)cualquier (v, w) € P°T la funcién st,, o st, puede

. w 1 .
considerarse 3—modal, con puhtos criticos ¢; = =, ¢ =% = 2 vy ¢5 = 2. Por lo
d 1’ TR

tanto su espacio de simbolos aseciado es

{-[1 : C1, 12:(:2: -[3: C3, 14}:

v el itinerario principal correspendienté es
KST Y (‘B,I: B,'Zr }'\’3)

Podemos considerar el espacio (de pardmetfos P57, formado de tres partes:
PST = PFTUPSTUPRST, donde PPT % {{v, w) &[0k ]IL]2= w > 20}, PST = {(v,w) €
0,12 w< 20, w<2—20}y P57 = {{w,w) € [0:80 > 2 — 20}.

De esta forma podemos decir que

1.- No hay huesos derechos en P77 por lo tanto Aqid no hay intersecciones
entre huesos.

2.- Py'T no contiene intersecciones secundarias ya que T <w<1-—%. Podia
ser que st,(y2) = w = (st, o st,)(y), por lo que las érbitas de vy 72 no son
disjuntas. Por otra parte si (v,w) € PyT es una interseccién priméria, entonces la

funcién st,, o st, es estrictamente 3—modal, excepto para (v, w) = (% %)
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3.- Para (v,w) € PJ7T se tiene que st o st, es estrictamente 3—modal, por lo
tahto, {1 = K3 # K.

Fdnciones en P?. El comportamiento de los polinomios de grado 4 en la
(Q—farilia también varfa cuando se mueven los parametros (v, w).

1.- Sttw'= % entonces ¢, © ¢, tiene un Unico punto critico ¢o = v; = % Este
subconjunte dé parametros serd de poco interés; ya que no contiene ningin hueso
v por lo tantoMio.contiene intersecciones. Puede ocurrir que ¢, < v < % para todo
x € I}, por lo quemio pasa por la diérbita de ~,.

2.-Siv = % entontes g, oq, tiene un punto critico degenerado ¢, = ¢y = c3 = V.
Esta linea contiene uia interseccion primaria con los huesos derechos. Mas precisa-
mente, si un hueso izquiérdo cruza la linea v = % entonces el punto de cruce es una
interseccién primaria. Sin_emibargo su simétrica g, o g, es estrictamente 3—modal,
excepto parav = w = % Ld rual, es la interseccion primaria de periodo 2.

3.-5Siv > % hay tres puntos’erfticos distintos para ¢, o q, : ¢ < ¢y < ¢3, con
ca =1 Y qulc1) = q(c3) = 72. Pordostanto la funcién es 3—modal y su espacio de
simbolos es
.o, T, I, c3, 14}

De lo anterior podemos ir‘\sospechande, que hay una relacién entre la for-
ma y posicién de dos huesos con-el misme” orden principal, en los dos espacios
de pardametros P°T y P%. Por éjemfiplo, la dntérseccion primaria de periodo dos
(v,w) = (3,%) € P57 claramente(corresponde®al punto (v,w) = (3.3) € P9.
Estas relaciones seran muy importantes para estidiar la entropia en el espacios de
parametros.

-.a

1.5. Teorema de Sarkovskii
En esta subseccidn se muestra el teorema de Sarkovskiif Esté resultado utiliza
un orden especial de los nimeros naturales y este orden eséfel que aparecen
las drbitas periddicas en una familia de funciones continuas a1un pardmetro. La

demostracién de este teorema la basamos en [dMvS].

Definicion 1.5.1 Considere el siguiente orden en el conjunto de lossumeros na-
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@k’s llamado el orden de Sarkovskii
O 3-5=T= ...=2n+1..
7, =2.3-2.5%2.7..-2-(2n+1)...
L =2M 3= 2M 52" T =2 (204 1)
P A L S
VA
Teorema .2, (Sarkovskii) Sea I =[0,1] y f: I — I una funcidn continua

que tiene un@eriédico de periodo n. Sin = m en el orden de Sarkovskii,

entonces [ tie punto periddico de periodo m.

Para la demostra,c;@ este teorema se requiere de algunos re
nu

que enunciamos a col jién.

Lema 1.5.3 Sea f: 1 una funcion continua.

sultados previos,

i) Si J C I es un interva o@?ﬁ;e f(J) D J, entonces f tiene un punto fijo en la

cerradura de J.

i) Si{l; CI:4i=012,.. una familia de subconjuntos
S D I, entonces existe u@sé(ﬁn anidada y decreciente
en Iy tal que f*(J,) = I,z@ar icular existe x € Iy tal que fi(

i > 0. -7

cerrados tal que
de intervalos J,
x) € I; para todo

Demostracién. i) Sean @ los 6?41& la frontera del intervalo .J. Dado

que f(J) D J, entonces existen-k w en les que f(z) < a
g(x) = f(x) — x, entonces g(z) :Q‘\ 3@23 —a < 0, luego
U

— z
teorema del valor intermedio existe O] tal g(x) =0, z es
I

. 0O

ii) Como f(Iy) D I, entonces existe un inter%errado

fth) = I Usando induccidn, supongamos que exis
intervalos Ji C Ja C ... C Jy, tal que fi(Jy) = I, pa !
que f(I,) D I existe un intervalo I,, C I,, tal que f(rL,

como f"(PA) = I, D I, existe un intervalo J,.; C J, tai@k
Pue que? [

x € (o Jn. Ademés como f"(J,) = I, para todo n > 0, z satis
requerida. -

v f(w) > b. Sea
g(w) = 0. Por el
un punto fijo de

Jy C I tal que

a sucesion anidada de
&odo 1 <1 < n. Dado

41, por otro lado

propiedad

%
C%‘

‘©

*

fa,

('}n+1) = fn- SB
" J,.1) = f(I,) = L,.1. Como los intervalos J; e aEidados existe
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@"micién 1.5.4 Diremos que una coleccion P = {I.} de subintervalos cerrados

an una particion de I, si cubren a I y sus interiores son disjuntos por pares.

up particion P de I, el grafo de Markov de [ : I — I asociado a la particién

P, e;ygl rafo que tiene como vértices los intervalos de la particion P y como aristas
los pzéﬁ»(fi: Ii) tal que f(I;) D I, tal arista se denotla por I; — Iy.

Six eg punto periddico de periodo n, de una funcién continua f: I — [ la
6rbita de q\&ﬁ Ty < ... < T, forma una particién del intervalo J = [xg, z,—1]
enn — 1 inte s cerrados. A continuacién se describen algunas de las propieda-
des del grafo déﬁkov de f asociado a esta particién.

Lema 1.5.5 Existeqtn vértice Iy = [,, x.01) del grafo de Markov tal que f(I,) D
Il- De hecho f(xu+l)$< Lar § f(xu)'

g v f(x,_1) < x,_,. Entonees existe un entero 0 < a < n — 1 tal que

14
Demostraciéon. Dado qu&f:r) = {zp, .21} C [:r:gig_l] se tiene que f(xg) >

{ai: f(x:) > @}

Tomando I} = [z4, Zes1] lene que > Za ¥ f(ar1) < Zqr1 por lo tanto
fiI)o 1. «

El vértice I; del lema anteri
lo muestra el siguiente lema.

Lema 1.5.6 Sea I; el vértice del (m tal que f(I) D I, entonces
para cualquier vértice K del grafo df’ ‘awkou e una trayectoria que conecta
I con K.

Demostracion. Sea V; el conjunto de vértices que est final de alguna trayec-
toria de longitud 7 que comienza en Iy, es decir, K’ € V781 existe una trayectoria
L=+ —..=Leonl;,=K. Comol, =1, = I, = .. @ﬁs una trayectoria
de longitud i 4+ 1 que empieza en [, tenemos que V; C V. @ el conjunto de
puntos contenidos en algin K’ € V,, esto es U; = [J{K' : K’ }aSe tiene que
U C U1.+1 )
Afirmacion: si existe K’ € V; tal que f(OK') ¢ U,, entonces V14 75

En efecto si f(z) € U, para algin z € dK’ entonces f(K') contie ﬁvertlce
(es decir un intervalo) que contiene a f(z) como punto frontera, est &ve no

(‘
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@ contenido en V;. Esto prueba la afirmacién.

ra, como el nimero de vértices es n — 1, entonces existe un i < n — 1 tal que

\‘é%*l. De la afirmacién se concluye que U; N Oy (x) es invariante bajo f, por
lo anf U; = [z0, 2n—1] vy Vi es el conjunto de todos los vértices, los cuales estan
conev&os con ;. «

A

Lema 1. uponga que no eriste vértice distinto de Iy, conectado con Iy através
de una trayectéria en el grafo de Markov. Entonces f manda los elementos de la
arbita de qu a la izquierda de x y en el interior del intervalo Iy, en pun
que estan a la @a de I y viceversa. Ademds en este caso el periodo de = es
par y [ tiene un riodico de periodo 2.

Demostracién. Si I“:% Tq+1] €s como en el lema 1.5.5, entonces ?(Ia) > Tor1
v flzeq) < z,. Siexistelz < z, tal que f(z;) < z, tomando z, = max{z; < z, :
flx;) < x,}, entonces f(2p)e<¥a v f(2pe1) = 2401, por lo tanto f([ay, 25.4]) D 14,
lo cual es una contradiccidn ,Fb,r lo tanto para cualquier x; < x, se tiene que
Sf(x;) = 2441 Similarmente f( T, para todo x; > x,.1. De aqui obtenemos
que para cualquier xz en el interioridel intervalo I, su drbita una vez estd a la
izquierda del intervalo y otrafvez estd a la derecha, por lo que su periodo tiene que
ser par. Sea Jy = [z, 24"y EZ: 1), entonces f(Jo) D Sy v f(J1) D .
Por lo tanto existe z € Jy t &1{2(2: éy f(2) € Ji, de donde se concluye que

[ tiene un punto de periodo ((
- ‘o

Lema 1.5.8 Suponga que [ tiene puntos pem@:s de periodo impar, sin > 1 es
el periodo impar minimo y x es un pu de per , entonces el correspondiente

grafo de Markov contiene las siguientes*trayector @

i)h—=Lh—. .=, ,—=6LHL—=1

i) In_1 — Iniq para todo i tal que 2i + 1 < n.

Ademdas, no existen aristas del tipo I; — Iy sik > 1. ecir el grafo de Markov
asociado a esta particion es como el que se muestra en la _@1.12,

con k par, tal que f(I;) D I; y tales que existe una trayectoria I; — Iy — ... — I}.
Sea £ > 1 el minimo entero para el cual existe una trayectotia de la forma
L—-L— .. —1,—1.

Afirmacion: k =n — 1. 6
C%‘
C
O

Demostracion. De los lemas 1.5.5-1.5.7 se tiene que exis@jices I, ... I
a
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Z
Q.
\S}.

an@)“‘i In—l - .[3

%

Figura 1.12: Grafo %ﬂ{ v asociada a un punto de periodo impar.

Y

1(10 Q ectoria Iy — Iy, — ... = I, = [
"‘Il (si k es par) se concluye que
existe un punto de periodo impar m(ﬁ que ito contradice la hipdtesis. Como
k =n—1 es el minimo con esa carac ﬁca se tiene que no existen las aristas del
tipo I; — I;., sik > 1, porque de lo ¢ i rario exa una trayectoria cerrada de
longitud menor que n— 1 que conecta I; con el mism6. Sea Iy = [x,, 24+1] del lema
1.5.5 se tiene que f(x,) > war1 v f(2ar1) < 24, como es de periodo dos se tie-
ne también que f(z,1) < 240 f(24) > Tas1 Supongan@ue es cierta la primera
desigualdad (en el otro caso el argumento es similar). Por lo tanto f(x,) = 2441

En efecto, si £ < n — 1 cons
(si k es impar) e I} — I, —

v f(Zas1) = Te_1, ya que en otro caso f(I;) no contendr amente a I; y I
si no a otro vértice mas, esto contradice la propiedad demo la por lo tanto
Iy =[x4_1,2,), y asi, I egpgl primer intervalo de la particién q est la izquier-
da de I;. Ahora, como f(x,) = 41 v f(Za1) = %4, entonces = o Iy
va que de otro modo f(I,) contendria mas de un vértice, asi Iy w1 Tarols
ademds [4 es el primer intervalo de la particion que va a la derecha . Usan-

@\S\O
O

*
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do este argumento, por induccidn se tiene que los intervalos con indice par van
a”la izquierda de I; y los que tienen indice impar estin a la derecha y que estan
atomodados en el intervalo de la siguiente manera: [, 1, ..., [, L1, I3, ...J,,_2. Co-
mo para ¢ = 1, 2”2;3 J(I) D Iseq v no a otro vértice, entonces tenemos que
Sl &, 1, v ademds f(1,_1) 3 x,_1. Por otro lado del lema 1.5.6 se tiene que
f(I,—1)(Contiene a I, de donde se obtiene que f(I,—1) D [T4, T,—1], que es el lado
del intervalodonde estan los subintervalos de indice impar. -«

Corolario 1.5.975i f tiene un punto de periodo impar n, entonces [ tiene puntos
de todos los periodesymayores que n y todos los periodos pares.

Demostracion. Si mfes un entero mas grande que n, fijémonos en la trayectoria
de longitud m, I, —- #— L — ... = I,1 — §, por lo tanto f™(I;) D> Iy;
por el lema 1.5.3 se tiene gue f™ tiene un punto fijo en [, el cual es un punto
periodico de periodo m. Porotro lado si m = 20 < n nos fijamos en la trayectoria
Loy — 1, 90— I, _oiq... 7.~ I, ;, que da una drbita de periodo m. «

Lema 1.5.10 Si f tiene umpunto periddico de periodo par, entonces [ tiene un
punto de periodo dos.

Demostracion. Sea n > 2 ¢l minimo éntero, tal que [ tiene punto periddico de
periodo n. Supongamos por contradiccion/que n > 2, entonces por el corolario
1.5.9 n es par yva que en otro casof tendria in punto de periodo 2. Ahora usando
ellema 1.5.7 se tiene que existe un ¥értice Iy, tal que f(I) D I, ya que f no tiene
puntos de periodo dos, igual que ante§. Sea k elininimo entero tal que el grafo de
Markov tiene una una trayectoria Iy — 4y — ... =i = I;. Como [ no tiene pun-
tos de periodo menor que n, como en la prueba de 1.58.k = n — 1, v por lo tanto
no existen aristas del tipo I; — I;.; si k > 1. Usando uil argumento similar al que
se usé en la prueba del lema 1.5.8, se puede ver que existernvaristas que conectan I,
con los vértices de indice par. Por lo tanto la trayectoria [ epn— I, _» — I,,_; via
el lema 1.5.3 da una orbita de periodo dos. Con lo cual se tiene'la demostracion. «

Con los resultados anteriores se tie las herramientas necesariag para la de-
mostracién del teorema de Sarkovskii (1.5.2).

Demostracién del teorema 1.5.2. En la demostracién de estéyteprema se
tienen dos casos:
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ASO 1: Supongamos que f tiene un punto periédico de periodo n = 2%, sin = m
1 orden de Sarkovskii, entonces m = 2' con I < k. Sil = 0 el resultado
eé\rig. Sil # 0, entonces g = f% tiene puntos de periodo 281 ya que
]

! e— e— e
I's z;ﬂ(f%)?\ = p@@Y = 2 Por lo que los puntos de periodo 2F de

tos de periodo 2F7'*1 de g. Por el lema 1.5.10 g tiene un punto periédico
os el cual es un punto periédico de periodo m de f.
= p2*. donde p es un niimero impar y k > 0. Este caso lo trabaja-

a)m=q2* ¢ impar.

b) m = ¢2* 001@?.

¢)m=2" conl <

En el caso a) y b) ibng=f 2" tiene un punto de periodo impar igual a p.
Como ¢ > pen el ca@?r q es par en el caso b) el corolario 1.5.9 da un punto
de periodo ¢ para g. s un punto de periodo exactamente m para f. Para
el caso ¢), de b) se tien tiene un punto de periodo 2¥*!. Como [ < k, se
sigue del caso 1, que f tiel&[l‘puntzo de periodo m. Con cual se tiene completa

la demostracion del teorema %4




Capitulo 2
Entropia Topoldgica

PR

En este capitulo diseitiremos la relacién entre la dg#imica de una funcién
de un intervalo a si mismo.y un invariante topoldgico, Econcepto de entropia
topoldgica, el cual es una medida de la complejidad dindmica de la funcién. La
entropia de una funcién nos”dite como estdn acomodadas las érbitas. Para una
funcién [ continua, mondtonasgpor piezas definida en un intervalo mostraremos
que la entropia topoldgica se relaciona con el crecimiento del “nidmero de doblez”
de las iteraciones de f, es deeir con el nimero maximo de segmentos mondtonos
de las iteraciones. Los conceptes y restltados aqui citados pueden ser consultados
en [BC].

2.1. Entropia topolégica para funciones en espa-
cios métricos

En esta seccién daremos la definiciéf de entropfastopolégica para una funcién
f:X — X, con X un espacio topolégico compacto.La definicién de la entropia
la abordaremos usando el concepto de cubierta abierta.

Beﬁnicién 2.1.1 Sea X un espacio topologico compacto. Unia, gubierta abierta de
X es una coleccion de conjuntos abiertos cuya union es X. Uha-cubierta abierta 8
se dice que es un refinamiento de una cubierta abierta o, si cade’ conjunto abierto
de 0 se encuentra en un conjunto abierto de «, y se denota por o < §.

38
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&ice que (3 es una subcubierta de o si cada conjunto abierto de 3 es un conjunto

o de o.
D cion 2.1.2 Si o y B son dos cubiertas abiertas, su “union” es la cubierta
abier e consta de todos los conjuntos AN B con A€o y B e 3 yse denola

por « \/@453’, aV 3 es un refinamiento de las dos cubiertas o y 3.

Dado qﬁ* es compacto, cada cubierta abierta tiene una subcubierta finita.
. ¢ . . .
La entropia na cubierta abierta o se define como

o& H{(a) = log(N (o)),

donde N(@) es Q’!tnero minimo de conjuntos abiertos en cualquier subcu-
bierta finita. Se pue f}aervar que H(a) = 0, y la igualdad se da si y sdlo si,

Xeca :
Observaciéon 2.1.3 i) Sﬁ%, entonces
3

Ha) < g y H(a v @)= H(B).
Debido a que los elemenios.de « son mds grandes, por lo tanto es posible que se re-
quieran menos elementos déaque d!yzgm cubrir X. La igualdad se tiene debido
que cada abierto de 3 estd con e n abierto de cv. Por lo tanto los elemen-
tos de aV 3 son elementos de | dondesse goncluye que Card(avV 3) = Card(3).

i) H(a Vv 8) < H(a) + H(,B)./C'\ @)
A Lo cual se obtiene del hecho de qie Card(aN 3) < Card(a)Card(3), y de la
propiedad del logaritmo natural de un producto.

Sea f : X — X una funcién continua. Para cu er cubierta abierta a de
X, denotamos por f~"a a la cubierta que consta de 1 conjuntos de la forma
f7(A), con A € @, y por a" al conjunto V' f"«, lue

iil) si o < 3, entonces f~la < f714.

Ya que si A C B, entonces f~}(A) C f~!(B). Adem4s, como la inlagen inversa

es bien comportada con respecto a la intersecciéon de conjuntos se ti

iv) fl lavid) =ftav [18. 6®
S
@
O

*
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OAhora se puede ver que
H

(f7la) < H(a), y la igualdad se tiene si f es suprayectiva.

2(‘311& S(X) C X, cualquier cubierta de X es cubierta de f(X). Si f es sobre

X = ), por lo tanto en este caso se da la igualdad.

De i il v) se obtiene que para cualesquiera enteros positivos m v n
1 1 V

H(aV .. VYS}"*

—

a)=H(av..vf "™ avfm™avf ™ av..vf™ ")
aV.. V[ av M av v T )
aV ..V o)+ H(f™(a V...V [ a)

vV o) + H(a V...V f"a).

En consecuencia %

W/ .a) @-1;1 H a\/f_loz\/ LV )

existe por el siguiente resultadc@@;mhsls
s én

Lema 2.1.4 Sea {a,} u nee
decir

r-“'-1r1w.+®71:r1'i, + acv m: ne N

a
Entonces lim,,_, ; existe y e lea ?ﬂ@_
Demostracion. Param fijo tm% el c@lto n = gm+r, con gy r enteros
no negativos y 0 < r < m. De la suba idad ¢ e@} se sigue que a, < ¢a;,+a,.

1 r
Luego g9___T , por lo tanto, para m fijo si n&%& a oo, entonces 9 tiende
n

de_niimeros reales, la cual es subaditiva, es

) m omn n
a —, v a, toma sélo un ntmero finito de valores. @
m

Por lo tanto “ u
i,y e— < —. O/
n m

Dado que ésto es vélido para m arbitraria se tiene que ®

an )\
— < — =c.
llm,,,_mc " f c ;

Por otro lado, dado que dn > ¢ para cada n, también se cumple ¢
' 8y

*
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O an
c < lim
n—oc n
p )L‘an a u
! lim — =inf—.
n—oo fl T

<

Al llII]ltﬁS‘f.’(_r) se le llama entropia topoldgica de [ relativa a la cubierta a y
satisface

O/ 0 < h(f,a) < H(a).
gad

as dos cu as oy G de X, de i), iii) y usando las propiedades del minimo
se obtiene:
)31a<,8,ent0 &”a
Ademads, usando las pr es de la imagen directa con respecto a la inter-
seccion de conjuntos se obtie siguiente afirmacion.

Afirmacién 2.1.5 Si f esun hameomorfismo, entonces h(f~1,a) = h(f,a).

Demostracion. Como rectlﬁ tiene que
H(av..V f_”“+@fﬂ f% .V f_”+1
f‘u s '—V

= vV for f”_l(t
( -1 —1 —n+1(_[).

Por lo tanto %
Hav [lav .. v H -1, —1\—n+1
?m (aV f~la ‘ f ) _ lim (aV( ‘_\an v (f a).

‘ o
Definicion 2.1.6 Sea [ : X — X, al nimero ®)\

h(f) = sup.h(f, @)
se le llama entropia topologica de f, donde el supremo se toma s%odas las

cubiertas abiertas o de X. @
o
O

=

*
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@1&0110 por vi), es suficiente tomar el supremo sobre todas las cubiertas abiertas
, ademas 0 < h(f) < +oc.

2.1.7 St f X — X es una funcion continua en un espacio mélrico

ﬁX: entonces
h(f*) = kh(f),
para tm@ﬁem k=>0.

Demos }'én. Para cualquier cubierta abierta o se tiene que

n(f*) caV f[Tlav v )
QkH(a\/f‘la\/ LV TRy TRy Ly TR L)

- u—)O nk
— kh( j‘f(o

Eomo esto se cumple par quier cubierta abierta « por la propiedad del su-

premo se concluye que o
@fk) 2 kh(f).

Por otro lado e

aV (e @fk);”v <aVflav..v [
de lo cual se obtiene ®"

h(f a) = 1}1_1)130 g ‘@“

=

co

Por lo tanto O

kh(f, o) > h(f*, o). ®

De donde se concluye que )\

kh(f) = h(f").

Lo cual completa la demostracion. « %
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@oposicién 2.1.8 Si f : X — X es un homeomorfismo, entonces h(f) =

Y
La ‘ba de esta proposicién se sigue directamente de la afirmacién 2.1.5.
prop g

Proposieion 2.1.9 Sean X y Y espacios topoldgicos compactos. Si f: X — X y
g:Y — f,gn Junciones continuas conjugadas por el homeomorfismo p : X — Y,
oL f,

entonces hg).
*

Demost[{@, Si v es una cubierta abierta de Y, puesto que ¢ es sobre-
yectiva, enton lev es una cubierta abierta de X. Ademas, como f y g son
conjugadas por 08 que po f = gopyen consecuencia g o f¥ = gFoyp,

O’
h(g, o) \/@H(“’ Vg lav..vga)

n

Havgtav..Vvg ™ la)

—1 1,.—1 —1 —n+1
:lm@‘y r;Vg aV.. Vg a)
n— T
¥ f—@u_\/ Y f—‘u+1 —1 ([)

m r 4
S 2
=h(f,o 'a). . o

1
Como gor cada cubierta o de Y, tenemos la c@ondiente cubierta de X
@ 'a, entonces por la propiedad del supremo , D

h(g) < h(f). Q,

Como ¢ es un homeomorfismo, entonces ¢~ og = fop r cada cubierta
abierta o de X existe la correspondiente cubierta wa, de Y p %ﬂto h(f

h(g)-
De las dos desigualdades se concluye que

M) = hig). 6
Q\S‘

‘©

*

I
_
:\
=
NS
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¢

conj 6n topoldgica.

&1 vamos estudiar como se relaciona la entropia topoldgica de una funcion
en todo@c:ninio X, con la entropia de f restringida a un subconjunto invariante
Y, poste 1ente como un caso especial mostramos un teorema de Bowen, que
dice que l 1 erla topoldgica de una funcion se concentra en su conjunto no
errante Las ff ite proposicion nos muestra dicha relacion.

te resultado muestra que la entropfa topoldgica es un invariante bajo la

roposmlon Si f: X — X es una funcidn continua, yY un subconjunto
cerrado e mmna bajo [, entonces h(f |y) < h(f).

Demostracion S una cubierta abierta de Y, para cada A € o existe un
subconjunto ablerto Ad al que A = ANY. La coleccién de estos subconjuntos
A, junto con el conjunto X\ Y, forman una cubierta abierta & de X. Si
g=f |y y nesun entero p , entonces

(avg! %{t (@V flav .. v fa).
(

De ello se deduce que hig <h ) v por lo tanto, como « fue arbitra-
ria h(g) < h(f

Entre todos los subconjun : radc@ ste uno de gran importancia para el

. P . . *
estudio de la dindmica de un sistemta, este I"conjunto no errante definido en
la seccién 1.2, pues como se muest@n el siguiente teorema la entropia de f se
acumula en este subconjunto. Es de

_OH la p fqicién anterior cuando ¥ = Q

se tiene la igualdad.
*

qeorema 21.11 Si f : X — X es una funcéc%lténua, entonces h(f) =

h(f lacs))- (>)

Demostracién. De la proposicién 2.1.10 se tiene que h(@n) < h(f). Por lo
que, sélo tenemos que demostrar que h(f) < h(f |a¢s)-

Para ello primero vamos a demostrar que si una cubierta abierta« de X, tiene
la propiedad de que Q(f) C A para algin A € a, entonces h(f, ayﬁb

En efecto, para cada & € X \ Q(f), sea A, un conjunto abi en a que
contiene a x. Entonces existe una vecindad abierta B, de x tal g CA vy
f¥(B,)N B, = 0 para cada niimero entero positivo k. La coleccién o/ 0s los
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&untos B, junto con A es una cubierta abierta de X, la cual es un refinamiento
. Sea § = {A, B,,,..., By,} una subcubierta finita de ¢ con { > 1. Como
ré?, entonces es suficiente demostrar que h(f, 3) = 0.
PdTa un niimero entero positivo n, sea 8" el conjunto de todas las sucesiones
(Cyo i— C—1), donde cada C; es un conjunto abierto de 8. Se define un mapeo
le 5“@/ f 18V ...V f 13 por
\ga(q,:ch e Co) = Co N fHCY) N T (Cy).

Si par (w:ucesién (Cy,Ch,...,Chy) € 3™, el niimero de términos C;
)

diferentes de s anayor que ¢, entonces no existe j y k con j < k, tal que
C; = Cr = Bm%qalguna s. Entonces(Cg,Cl,...,Cn_ﬂ = 0, ya que si
M
() €

-

¥

zeConf (O, —y) implica que x € f(B,,)N...N f*(B.,), lo
que significa que f7 J y f¥(z) € B,., por lo tanto f*(B,,)NB,, # 0, esto
contradice la definici os conjuntos B,. Por lo tanto el niimero de conjuntos
no vacios en la cubierta al V T8 V.V 715 no es mayor que el nimero
de sucesiones (Cjy, C1, ..., Cfﬁ;i,gn con alo mas ¢ términos diferentes de A. Asi,

N(@Bv BV -QS““B) <14 (Ot+.. + (Mt
é < nftt,
)."

N tlogn + (t+ 1) logt @

%
i ®

gor lo tanto h(f,8) = 0, como querfamos probar. )\
Si ev es cualquier cubierta abierta de X y k cualquier entero pos@, )gntonces

ka={AU...UA: A €a}

&
‘©

*
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una cubierta abierta de X.
b%er\nemos que
@) < EN(ka).

i) phe) = k)
iii) ® a1 son cubiertas abiertas de X, entonces

kagV ...V ka,_q

>
es un subm\i;’la de k(g V ... V ay ).
e lo anterl igue que
h(f, ka) > h( og k,
ya que

J (koz V [ ka) V...V T (ka))

h(f. k) =n S I
:1220 H{\?\Q‘y kf—‘av LV Ef )
‘“%m@év V7))

2 lim 1og¢(,;, [Ty [ ) k)

o 7
= Jim [H (o V flav.v f—n;gn) on lig k]

- lim H(aV ['a \:I % f”“a)@@
= h(f,a) ~ logk. G))\

? Sia es cualquier cubierta abierta de X y Y es un subconjunto cerr, mvarlante
e X, denotamos por « |y la cubierta abierta {ANY : A € o} de 6& ello se

Slg ue que

%
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“Ha) ly=(f Iy) M |y).
i 8 es cualquier otra cubierta abierta de X, entonces

/ (av @) ly=(a|y)V(8|y)
vii) Si un subconjlmto cerrado e invariante de Y, entonces
N(a|z)=N(aly).
viii Taml(%umple que si o es cualquier cubierta abierta de X, entonces

*

h(f,a) < H
Sea k = sea {A; NQS), ..., A NQ([f)}, donde Ay, ..., Ax es una
subcubierta de o |n ntiene k elementos. Entonces

" {A1U..UA,_1UA: Aca}
es una subcubierta de ka. ndo (iv) se tiene que
h(f, cr”%ﬂ ka) = h(f, o) —logk.
Pero h(f, o) =0 por@'meﬁane de la prueba, ya que Q(f) C A U...UA,.

Asl por (viii) A(f,a) <1
Finalmente, sea o cualgiier, cubierta_abierta de X y m un entero positivo,
tomandoy=a Vv f[TlaVv .. \/@"H, t@
f_

v f—'u+1 (l‘)

vV

h(f, o) = lim

-1 Q—\f{afe+l
— lim H(aveflav .. o)

n—oo T -
D
H(yV [f"yV..V [~ Q ")

= lim —
n—oo mn
_ h(™) N\

m )\
pero por (viii) %

R{f™, ) < H(y |ag=) < H(y lag) @

)

‘©

*
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O’ por (v) y (vi),

01(3 lacr) = H(a lagy VO lagy) @ lagy) VoV (F lagy) ™™ @ o)

de do/ e se tiene que

& h(f. o) < h(f lagp). o lagn)

Como esto’sé vale para cualquier cubierta o concluimos que h(f) < h(f |o¢))-
Como se dijo /principio: esto es todo lo que necesitdbamos para tener la prueba.
«

Este resultad@: demostrado originalmente por Bowen en 1970, diecinueve

anos después Xiong eng dio una demostracion mejorada, la cual es la que se
presenta en este tra :0/
Corolario 91 12 S5i f& I es una funcién continua de un intervalo cerrado

en st masmo_ ("ﬂ.t()ﬂ(’f":_ Q_‘

i) h(f ) = h(f IRm

La prueba de este cor seﬁgue del teorema 2.1.11 y la proposiciéon 1.2.10.
Usando el corolario an@ e estudiar la entropia topoldgica de la
familia logistica f, = px( pa gmos pardametros especificos como se
muestra a continuacion.

-1
Para 0 <y <3, f, tiene solamente os fijosdados porpr =0 yp, = S
T
Por lo tanto para estos parametros h(f,) = h(fMQ =0.
Para 3 < p < 1+ /6, fu tinicamente tiene pufito

dos, pero igual que antes Per(f,) sigue siendo un c

to finito, por lo tanto
h,(fp) = h(fu |Per(sy) = 0. Cuando p > 1 + V6, f ta@puntoq de periodo 4,2

Ejemplo 2.1.13 Consideremos J?Kmih'a fstica Ju = px(l —x) con p > 0.

fijos y puntos de periodo

=

y 1 y se puede demostrar que a medida que va creciendo ardmetro, f, tiene
drbitas periddicas de orden 2™, 2" .21, pero Per(f,) si samdo un conjunto
finito, por lo tanto h(f,) = 0. E’ste fenomeno se observa ha: legar a un valor

de p (Feigenbaum) [D], despues del Feigenbaum aparecen drbitas periddicas cuyo
periodo no es potencia de 2, en este caso el nimero de puntos perid (’0: es infinito,

en esos parametros h(f,) es positiva. ;

B

‘©

*
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2.2. Entropia para funciones de un intervalo en
un intervalo

A partir de ahora nos limitamos al caso en que X = I es un intervalo compacto.
Por ofra parte, aunque, de manera natural se asume que [ tiene interior no vacio,
todo el testo de esta seccién vamos a utilizar la palabra “intervalo” para referirse
a cualquiér subconjunto conexo de 7. Asi, un intervalo puede consistir en un sélo
punto.

Proposicion 2:2.1 Sea f : I — I una funcidn continua. Si exvisten intervalos
cerrados disjuntos_Jy, ..., J, tales que

Ju U, C (), i=1,...p,
entonces h(f) = log p.

gemostracién. Como los” Jefson disjuntos podemos elegir intervalos abiertos
disjuntos por pares Gy,...,G, gon J; C Gy, para ¢ = 1,..,p. Podemos tomar
intervalos abiertos G,.1,...,G,, ‘que'satisfagan G; N .J, =0 parap +1 <i < qy
1 <k < p, de modo que obienganmos una cubierta abierta finita o.

Para cualquier entero positivezi v cwalquier ¢, con 1 < 4 < p el conjunto

Jil,,,:' = {:I,’ LNE Jil; f(r) = J,'Z; f"_l(:l,’) = an}

es no vacio. Cada punto de este conjumuto estacontenido en un inico elemento de
aV [Ttav ...V [T a, asaber,

)
G N fHGL) AN M@y,

De donde se obtiene que
H(aV faV..V ) > nlogp.

Por lo tanto h(f,a) > logp y en consecuencia, h(f) > logp.”4

La proposicién 2.2.1 es un resultado que puede ser mejorado considerablemente.
Sin embargo, dado que para entrar mas a fondo se requiere cierto_conocimiento
de las propiedades de las matrices no negativas, retomando algunes résultados
presentados en el apéndice A se puede reformular de la siguiente manera
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@oposicién 2.2.2 Sea f: I — I una funcion continua. Sean J, ..., J, interva-

errados, con interiores disjuntos por pares y sea A = (a;x) la matriz de tamano
gé definida por

L ag =1, si J. C f(J;), a; =0 en caso contrario.
E’nt()m% = log A, donde A es el valor propio mazimo de A.

Demostra&g’\pz' Como la matriz consta sélo de ceros y unos podemos suponer
que A > 1.

Usando el le .0.6 se obtiene que

O’ log A = log lim,, oo [tr(A™)]
/: = lim,,_, o log] tr(A”)]%

1
n

log tr(A™)

= lim, e
T

-

—_—

Como
mazi(A”Q A™) < p maxi (A",

entonces para alguna i en v p, se tiene que
A =Ilm, ... twﬁ)]% Eé’n}n_m(p mami(An)ﬁ)%_
Por lo tanto to ((

=

8P

En el apéndice A se puede ver que ||A™|| es la suma dé todas las trayectorias de
longitud n, y la proposicién A.0.5 dice que A = lim,,_, || A%}7,

or lo tanto para
1 < p < X existe un entero n arbitrariamente grande de mcéque existen mas
de p" trayectorias de longitud n de J; en J;. Es claro que cada

}%&n& interior
no vacio, por lo tanto existen mas de p" intervalos cerrados I con interiores
disjuntos por pares, tales que K; C K;, f*(K;) = J;. Pero si quitan@l é:ltervalo

B

‘©

*
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d?esta mas a la izquierda y el que estd mas a la derecha obtenemos que hay al
nos 4" — 1 intervalos cerrados disjuntos tal que

; UL Cint f2(Ln) ¥ m,

73 :

usaa@las proposiciones 2.1.7 vy 2.2.1 se tiene que

/\\S\ ‘ n) = MU gl = 2)
/ T T

(9 _ loglp(1 = )]
n
: _ log 109;(1 - ;%)
— n '

Como n fue arbltrarlamen%de se sigue que h(f) = logp. Dado que esto es
valido para cualquier p < A luye que

‘h,N = log A
‘ ;

Los siguientes ejemplos e

0 sicién anterior.

Ejemplo 2.2.3 Sea f : [0,3] 8] la ian lineal por piezas, definida por
fO)y=3, f(y=2, f(2)=: : aﬁm de esta funcidn se muestra
en la figura 2.1.)

Observemos que o

f(I) 2 1y, %
f(fg) DI
f(IS) oL UL Ul;. @

Por lo tanto la matriz asociada a este funcidon, estd dada

00 1 ©
A=]00 1 )\
111
El polinomio caracteristico de A es P(x) = x(x—2)(x+1), porlo ta s valores
propios estan dados por Ay =0, Ay = —1 y A3 = 2. Se concluye que h og 2.

\S‘

‘©

%
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igura 2.1: @ﬁca de la funcién del ejemplo 2.2.3.

~

Ejemplo 2.2.4 Sea f : [0, g] ﬂéél la fun(’aon lineal por piezas, definida por

F0)y=0, f(1)=3, f(2) (3) =4 f(4) = 2. (La grdfica de esta funcion se
muestra en la figura 2.1.) ;

Observemos que ® ¢

Por lo tanto la matriz asociada a este funcion, esta’% Sor

1110

a_lo11o o
0111 ®
0011 )\

El polinomio caracteristico de A es P(x) = (x —1)*(2* =22 — 1), p tanto sus
valores propios estdan dados por Ay =1, o =1— V2 yA=1+ cluimos

que h(f) > log(1+ v2). S
)
@
O

*
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4.5

0.5+

Figura 2.2: Gréfica.de la fupeion del ejemplo 2.2.4.

Definicion 2.2.5 Sea a una coleccion dé un nimere, finito de intervalos disjuntos.
Diremos que una sucesion finita {Ay,..4 A} de tntérvalos A, € o es una cadena
de longitud n, si existe un punto x tal que

x € Ay, f(x) € Ay, .., P Hx)Cdy
es decir, si el conjunto
A0 f7HA) NN (A,
es no vacio.

Vamos a denotar por a™ al conjunto de todas las cadenas de lonigitud n y ¢, ()
su cardinalidad, es decir, el niimero de cadenas diferentes de longitud w. Entonces

Cnan(0) < ep(a)e,(a),
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Ya que si {Aq, ..., A, } es una cadena de longitud m + n entonces { A, ..., A,,} es
ufia cadena de longitud m v {An+1, ..., Amen} es una cadena de longitud n. Por lo
tanto {log ¢,(cv)} es una sucesion subaditiva, del lema 2.1.4 se sigue que,

h*(f,a) = lim log ca(a)

TE— T

1
existe y h*(fla) < - log ¢, () para toda n.

En principio.no podemos esperar que el limite h*(f, &) tenga relacién con la
entropia topoldgied, a menos que « fuera una cubierta, es decir, que la unién de
los intervalos de @ fuera I. Sin embargo, en este caso si hay una relacién.

Proposicién 2.2.6#8¢ea [ : I — I una funcion continua. Para cualquier cubierta
abierta 3, existe una_gubierta o que consta de un ndmero finito de intervalos
disjuntos, de tal maneralque

R(f.5) <h*(f a).

Reciprocamente, para cualquier, cubierta a que consiste en un nimero finito de
intervalos disjuntos, existe una cubierta abierta 38 tal que

AT, o) <N f, 3) + log 3.

Demostracion. Sea [ cualgquier cubiertasabierta de I. Como [ es compacto,
podemos suponer que 5 es la union de uh wémero finito de intervalos abiertos,
va que si se reemplaza § por un refifamientesne disminuye la entropia de [ con
respecto a la cubierta. Sea o una ‘eubterta quesconsta de un nimero finito de
intervalos disjuntos tal que cada intervalo A € o €sta contenido en algin intervalo
abierto B € B3. Para cualquier cadena {A;,..., A, }J#en o™ escogemos intervalos
B, € g tal que A, € B, (1 < k < n). Dado gde la colecciéon de todos los
conjuntos abiertos
Binf YB)n..nf ""Y(B,)

obtenidos en esta manera cubren I, se deduce que
H(BV 18V ..V f18) < logen(a)

y por lo tanto k¢ f, 8) < h*(f, «).
Ahora, sea o cualquier cubierta que consiste en un ntmero finitosdedhtervalos
disjuntos. Sea 3 una cubierta abierta finita de I, que consiste en los.initeriores
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te los intervalos de «, junto con intervalos abiertos pequenos que contienen a
loS puntos finales de estos intervalos, los cuales se eligen de tal manera que cada
infervalo abierto en 5 esté contenida en la unién de a lo més tres intervalos en o
(s€ neCesitan tres intervalos si un intervalo consiste de un solo punto). Si a,, denota
un subcubierta de 3 v 718V ...V f"13 de cardinalidad minima, para cualquier
cadena {93, ..., 4.} en o™ existe un punto x con f7~'(z) € A; para j = 1,...,n.
Entonces g pertenece a algiin elemento

Bin fY BN .0 f B,

de a,,.

Observamos que Ay N By, # 0 (1 < k < n). Ahora, dado que el niumero de
diferentes cadenas {y¢ ..., A, } que corresponden a la misma sucesién { By, ..., B, }
es a lo més 3", resulta que

loge, () € HBYV f13V ...V [T13) +nlog3,
de donde se concluye que
R (fre=< h(f,B) + log 3.

<
De la proposicion anterior se deduee come corolario que

W) < sup S f, ol < h(f) + log 3.

El caso de las funciones mondtonas_ es impettante pues de ellas se puede decir
mucho mas, como se vera mas adelante.

Existen un tipo de cubiertas muy especial, pava’las cuales la entropia de una
funcién f en un intervalo respecto a estas cubiertas coincide con la entropia de f.
Estas son llamadas cubiertas f —mono vy se definen de”la.giguiente manera.

Definicion 2.2.7 Sea [ : 1 — I una funcidn mondtona por.piezas, una cubierla
A de I se llama f—mono, si es finita, consiste de intervalos y”[ es mondtona en
cada elemento de 2.

Observemos que si f es f—mono, entonces A" = V! A es una cubiéita f"—mono
de I. Es claro que, existe una cubierta f— mono si y sélo si f es mondtona por
piezas.
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Proposicion 2.2.8 Sea [ : I — I una funcion continua y sea o una cubierta
J=~mono, entonces

h*(f, o) = h([f).

Demostracién. Primero se demuestra que h(f) > h*(f, ). Sea n un entero
positivorfijo. Para cualquier cadena {A;,..., A,} en a" el conjunto de todos los
x tales que'm € Uy, f(z) € Uy, ..., f*}x) € A, es un intervalo, debido a que
f es mondtona en cada A;. Por otra parte los intervalos correspondientes a dos
cadenas distintas en o™ son disjuntos y cada punto de I pertenece a alguno de
estos intervalos, Asf se obtiene una cubierta a,, que consta de un nimero finito de
intervalos disjuntes,

Tomando 8 = @5y g = f* v k un entero positivo, para cualquier cadena
{Ay, ..., Apn} en o™ ¥a€ sucesiones {Aq, ..., A, }, ..., {AG—1yn+1, ... Agn } son cadenas
en a”. Sean By, ..., Bi los intervalos correspondientes en 3 = «y,, v C' el interva-
lo en g, correspondientie arla cadena {A,, ..., Ap,} en ap,. Siz € C, entonces
v € By, ["x) € By, .., f¥3"(x) € B, vy por lo tanto, {By, ..., B} estd en
3*(g). Note que, a cadenas distintas en o le corresponden cadenas distintas en
3*(g). Reciprocamente para cuglquier cadena {By, ..., B.} en 8%(g) existen inter-
valos Ay, ..., Ay, en o tal que By es el conjunto de todas las x para los cuales
x e Ay, flx) € Ay, ..., [ M) €A,; By es el conjunto de todos los x tales que
€ Ay, f(x) € Ao, o, 258x) €A 4 y asi sucesivamente. Pero existe un y tal
que

y € By, f'y) € Bast f4 V" (y) € B

Por lo tanto fi '(y) € A; " A" < j '€ kn) v {A1,..., Ay} estdn en o
Asl epn(a, f) = (8, g) para cada K por lo tané;
h*(g, 8
W (f a)= (9. 51 }:

T

de las proposiciones 2.2.6 y 2.1.7,

! log:
h* (f, (__[) S I(Q) + 0g 3
T

=h(f) + log3

n

Dado que esto es para n arbitraria, se deduce que h*(f, o) < h(f).
Para completar la prueba se muestra a continuacién que h(f) < h*(ffo). Para
ello es suficiente demostrar que si @ es cualquier refinamiento de o que_eonsta de
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tin numero finito de intervalos disjuntos, entonces

h(f, &)= h"(f «a).

Sea’ @ una cubierta arbitraria que consiste en un nimero finito de intervalos
abiertos y-sea § un refinamiento de 3 que consiste de un niimero finito de intervalos
disjuntos, ‘De aqui se sigue que h(f,3) < h*(f,d) = h*(f, «). Como 3 es arbitraria,
se tiene que I(f) < h*(f, a).

Ahora, ceme & refina a o, para cualquier cadena {A;, ..., A} en o™ existe una
cadena {_511: o _w,} en &" con A, C A, (1 <k < n). Porlo tanto ¢,(a) < ¢, (&)
v b (f,a) < h*{,.0),

Consideremos una.cadena {4,..., An} fija en o™ y sea I el conjunto de todas
las cadenas v = {A,.#7, A,} en &@" con Ay C Ay (1 <k <n). La unién de todos
los intervalos Ay que aparecen en las cadenas v € I' es de nuevo un intervalo Bj.
Supongamos que Bj contiene my intervalos de A,.. Entonces existe una cadena
{ Ei. ..., E‘n} en T, la cual’es“extrema en el sentido de que Ej es un extremo del
intervalo de By, para todo'k:” Para cualquier cadena v = { Ay :’LL} en [' sea
pr (0 < g < my.) el niimero de intervalos en By en el mismo lado de Ay como E,
(excluyendo Ay) v sea pu(y) = pyMpg +- - 4 pin. Si o' = {A}, ..., A’ } es cualquier
otra cadena en I' entonces, como\f es monétona en cada Ay, se tiene que i <
para todo k o p <y paré fode k, con-al menos una desigualdad estricta. Por lo
tanto p(y) # p(v') por lo qué el niimer6 total de cadenas en I' es a lo més

T

1+ Z(mk -1)= ka +1—n.
k=1

Fel,

Sim es el niimero maximo de intervalos en da«que.estén contenidos en un mismo
intervalo de « se sigue que ¢,(@) < (mn + 1 — n)es{a) para cada n. Por lo tanto
h(f,a) <h*(f,a). <4

2
Ahora estamos en condiciones de dar una forma sencillayy muy 1til para calcular
la entropia de funciones mondétonas por piezas de intervalo en.si mismo, el cual se
apoya fuertemente en la proposicién 2.2.8.

Proposicién 2.2.9 Sea [ : I — I una funcidn continua mondtong por piezas.
Entonces log (/)
- ) Og i3
A =i =

donde ¢(f™) es el nimero de doblez de f™.
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mostracién. Existe una cubierta o = a(n) de I que consiste exactamente de
") intervalos disjuntos y en cada uno de ellos f™ es monétona. Para cada entero
si Vo, J
el %) < (),
Yy por

logcjg(-[: fn) < log (™).

/\
De la propasgp’qf 2.2.8, se sigue que

O h(f") = h*(f",a) <logt,.

log 44 f”

gor lo tanto h( f para cada entero positivo n, en consecuencia

\/Ox < lim, (fn)

Por otro lado, sea v la i6n de intervalos abiertos maximos en los que f
es mondtona y sea o la coleccié@e puntos que son extremos de estos intervalos.
Entonces 3 = vU4d es una cubie I que consiste de 2¢;+ 1 intervalos disjuntos.
Sea n un entero positivo y ervalo maximo en el que f"* es mondtona. Para
cada i = 1, ..., n existe un@ eler ; de 7 tal que fi=!(J) C A;. Entonces
{4, ..., An} es una cadena aximalidad se sigue que los intervalos
maximos distintos en los cual 18 mc@ corresponden a elementos distintos
de 8™ Asi ¢(f™) < eu(B, f) pa asent ositivo n, y por lo tanto

/

lim,, .. o’ h*(@ = h(f
n
“ . O

Usando la proposicion 2.2.8 también se puede obtener un resultado para el
calculo de la entropia topoldgica, relacionando los subin los con la imagenes de
éstos através de una matriz. Para estudiar este resultado se requiere del siguiente
lema de analisis mateméatico, que permite calcular el limi el logaritmo de la
suma de dos sucesiones de ntimeros positivos.

[a—

Lema 2.2.10 Si {a.} y {b.} son dos sucesiones de nimeros poy%\s_, entonces

log(a‘u + b‘u)
n

loga,

lim,, oo = max {lim”_)Do , limy, o ——

@\%\
O

*
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. l T T l b‘ﬂ.
O)emostracmn Sea A = mazx {limn_)Do 08a , limy, %8 } . Es claro que
O n n

o T GO

L— D0 -_

n
Por o r@lo para ¢ > X existe N tal que,

e
\S} G’>10g “yo> lgb"‘v’ >N

O/ e'o > ay, yecr>bn ¥n>N,

de donde se obtl%

by, < 26’"0
dﬁ? b,) < log2+no

-b,,) log 2

+ao, ¥Yn>N.
De donde se concluye que
= eg an + by)
fm,, 3
Como esto es valido para cualquier & se concluye que
4/ log logb,,
n

— ??
(31011%

Proposicién 2.2.11 (Misiurewicz and Szle% I —= I una funcidn

log(a, +b,
T

limy, e

0’3\{8

Con lo cual se completa la dem

contlinua, supongamos que
I=J1U.. UJ,

donde Jy, ..., J, son intervalos cerrados con inleriores Qvaca’os y disjuntos por
pares, tales que [ es mondtona por piezas en los J!s y el junto de los puntos
extremos de los intervalos es invariante bajo la funcion.

Sea A = (a;;.) la matriz de tamario p X p definida por ®

ag =1 siJy C f(J:), aiu =0 en otro caso, )\

y denotemos por X el valor propio mdzimo de A, entonces h(f & log A}
Si f no es constante en cada intervalo J; (i =1, ..., p), f’nton(’f’s h, §)\

0
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emostracién. Sea o una cubierta de I que consta de intervalos disjuntos
.oy Kopy1, formados por los puntos extremos de los intervalos J; y sus inte-

r@. Entonces por la proposicién 2.2.8, h(f) = h*(f. a).
Sed,B = (b;;) la matriz de tamano (2p + 1) x (2p + 1) definida por

® bi; =1siJ; C f(J;), by =0 en otro caso,

por hipotesisles extremos de los intervalos van en extremos via la funcién por lo
que ;N f@a{;ﬁz () solamente si K; C f(K;). Por lo tanto el nimero de cadenas
en o™ es igu Q«mero de caminos de longitud n en B, es decir, ¢,(a) = || B"|.
Consecuentem

log e, (c
) = h*(f,a) = lim log ca(a)
TE—0C T
lim log(c, )
TL—DO
~im log || B™||*
fm ||B"|~
Si g es el valor propm@nno del lema A.0.5 se sigue que o > 1y
h(f) = log p.
Podemos elegir la notacié modo .oy K1 son los puntos extremos
de los intervalos .J;. Entonces B # la f —
B C %)
Por lo tanto trB™ = trC™ + trA™. Como 0<tr C’ + 1 para todo n se sigue

del lema A.0.6 y del lema 2.2.10, que log 1 = max{0, log u}. Si f es no constante
sobre cualquier intervalo J;, entonces A > 1. «

gn el siguiente ejemplo se muestra el calculo de la entr@’usando el nimero

de doblez €(f"). ®
Ejemplo 2.2.12 Sea I = [0;1]; sea T : I — I, con la siguiente de corres-
pondencia 5

La funcion T es conocida como la tienda, por la forma de su % (figura

2.3).
d‘
©
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( ) o,
/ -0 (I ] Ll [ [ [ o [

T (x) =

3
|n [ vz g us o i) 2k or [ [

Figura 2.4@6130& de T, T?,y
Notemos que £(T?) = 4 y £(T?) = 8, como lo muestra la m 2.4. Pori
cion se obtiene que ((T) = 2". Usando el teorema 2.2.9 se ti %
. log(2™) . nlog(2)
hT) = lim ———~ =] = log(2).
S = — = jn === = @) (95

T3,

nduc-

)

‘©

*
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Otro ejemplo de funcién con entropia topolégica positiva es la funcién f(x) =
3% modl, que se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.13 Sea f : I — I, definida como f(x) = 3z modl. entonces
FA(x) A~ 91 modl. Las grdficas de [ y f* se muestran en 2.5 y 2.6 respectiva-
mente.

] Y] T o B P o1 [ 'l ] T [ 1] 03 o4 [ B o7 o (1] 1

Figura 2.5: Gréfica de f(x)=3x modl Figura 2.6: Gréfica de f%(x).

Claramente f™(x) = 3"(x) medl , pot Lo tanto

log(3®  log(:
h(f) = lim log{7 = lim dog(3)
i

TL— 00 T TL—rO0

= log(3).

Rothschild y Misiurewicz, demostraron que laselitropia de una funciéon en un
intervalo para la cual hay una particién f—mono estddeterminada por esta parti-
cion.

La prueba de la siguiente proposicién la podemos congaltar en [ALM].

Proposicion 2.2.14 Sean f: 1 — I, y € una cubierta f<mono de I, entonces

h(f) = h(f, Q).

Enseguida vamos a mostrar algunas propiedades de la entropia “topoldgica,
vista como una funcién de valores reales, definida en el espacio C°(pdedodas las
funciones continuas de un intervalo I en si mismo, con la métrica uniforme,
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Definiciéon 2.2.15 Una funcion g de valores reales se llama inferiormente(superiormente)
sémi-continua si para cada punto x se tiene que

liminf, , h(y) > h(z), limsup, . h(y) < h(x)

respectivamente.

De la defimicion se puede ver que una funcién es continua si y solo si es superior
e inferiormentesemi-continua.

Lema 2.2.16 ‘Za_funcién h(f) es inferiormente semi-continua en C°(I)

Este resultado fue demeéstrado por Misiurewicz y Szlenk para el caso de las fun-
ciones mondtonas por piezas. Posteriormente Misiurewicz dié una prueba para el
caso general. Este restifad6 y una prueba del mismo es el teorema 4.5.2 de [ALM].

Para el caso de funcionés C2(I), h(f) no es superiormente semi-continua. De
hecho, dada una funcién f '€ C.‘n(f ), con una perturbacién pequena se puede cons-
truir una funcién con entropid muy grande. Sin embargo esto no es posible si nos
restringimos a funciones C™°(I)| ¢omo lo muestra el siguiente lema.

Lema 2.2.17 La funcidw®( f) es superiormente semi-continua en C™(I).

Este resultado lo demostré Yomdin en’[¥]. De los lemas 2.2.16 y 2.2.17 se tiene el
siguiente teorema.

Teorema 2.2.18 La funcion entropia topoldgica
h:C(Ly— [0,5)
es conlinua.

Demostracion. La continuidad se obtiene directamemte)de los lemas 2.2.16 y
2.2.17. La afirmacién h(f) < oo, de hecho es cierta para cualquier funcién en
CY(I) y se deriva verificando que en el caso 1-dimensional (una”cota para h(f) es
de la forma

h(f) <log® max,|f ()|

donde log™(2) = max{log(x),0}. <
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2.3. Entropia y caos

Preguntarse la manera de la transiciéon hacia el caos conduce al problema de
caractérizar la frontera del caos topoldgico para sistemas dindmicos. Como se men-
ciond al inicio de este capitulo, la entropia topoldgica mide como estan acomodadas
las drbit@Es periddicas de un sistema dindamico.

2.3.1. La frontera del caos

En esta secdionsntroducimos la definicion de caos segiin C. Tresser en términos
de la entropia topeldgica [MiT]

Definicion 2.3.1 Diremos que una aplicacion [ es cadtica o que tiene caos to-
paldgico si tiene entropia”topoldgica positiva.

En este apartado se estudia~con mas detalle las drbitas peridédicas. Para ello
empezamos introduciendo él€oncepto de turbulencia, que nos permitird detallar
v unificar algunos resultados Trelativos a funciones continuas de un intervalo en si
mismo.

Definicion 2.3.2 Sea f « /= I una-funcion continua, diremos que [ es turbu-
lenta si existen subintervalos”compactos J, K con a lo mds un punto en comain
tales que

Jofke C f(Jpf(K). (2.1)

Ademas, diremos que es estrictariepte turbulenta si los intervalos J, K son dis-
Juntos.

De la proposicién 2.2.1 se puede observar que si. f es turbulenta, entonces
h(f) = log2.
En el siguiente ejemplo se muestra una funcién turbulenta.

Ejemplo 2.3.3 Sea [ :[0,1] — [0,1] la funcion lineal por piezas definida por

0 =0, 5G) =1 15)=0, f()={

ga grdfica de esta funcion se muestra en la figura 2.7.
Tomando J = [0,%] y K = [2.1], se tiene que f(J) = f(K) =0u]es claro
que f es turbulenta. Por lo tanto h(f) > 2. Concluimos que [ es cadtica,
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Figura 2.7: @H’ca de la funcion del ejemplo 2.3.3.

Lema 2.3.4 Si f es turbu : nces existen puntos a, b y ¢ tales que, f(a) =

f()—a,f()—badem%
- < b

’ o 2
b<c<a o
flz) <a ;mmb<x<@
b<f(x)<xpamc<x<a.®
Demostracién. Sea J = [a, 5] y K = [, ] subinter\ralos e se cumple (2.1).

Si 3 = ~ podemos suponer que f( ) # 3, de otro modo ex@ Jo  J tal que
flJo)=f(J)y oN K =0. Sea d el punto fijo més pequeno‘en J\y b el punto
mas grande en K que satisface f(b') = a'. Supongamos que f(¢)= V" para algun
c € (a', V'), entonces tomamos a como el punto fijo de f mas grand@ [, c]yb
como el mimero menor en (¢, V), para el cual f(a) =

)

‘©

*
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G Por otro lado, si f(z) < ¥V para a’ < x < I, entonces f toma el valor § en
intervalos [a, '] y [V, 0] ¥ :r:) > >aparaa <z <d. Asi, f(d") = d’
[yéalgun a” € [V, 6]y f(V") = a” para algtin ¢ € [a'3]. Igual al caso anterior,
tomﬂf a como el punto flJO de f mas pequeno en [¢”, a”] y b el punto mas grande
en [b'{c) tal que f(b) = a, y c el valor mas grande en [¢”,d] tal que f(c) =b. «

A cc@ﬁmcién estudiamos la siguiente relaciéon entre la turbulencia de una
funcién f )\lj\}}(jstencia de dérbitas periodicas.

Lema 2.3.5 es turbulenta, entonces tiene puntos periddicos de todos los

periodos. d

Demostracion. Se@( K subintervalos compactos con a lo mas un punto en
comun que satlsfaven Por el lema 2.3.4 se asume que si J y K no son disjun-
tos, entonces el punto @m no es periédico. Por otro lado, dado que f(J) D J,
por el lema 1.5.3 1) f ti unto flJO en J y por 1.5.3 ii) se tiene que para
n > 1 existe un punto x E@que fz) =z vy f¥z) € K para k < n. Por lo
tanto x es punto periédico d pwdo n. <

=

Lema 2.3.6 Si [ tiene unto pf’m ico de periodo impar n > 1, entonces f?
es estrictamente turbulenta. Pma’s, tambaf’n es estrictamente twbulenm para
m > n. "

Demostraciéon. Por el teoremajde arkovs b-podemos suponer que f no tiene
un punto de periodo impar men demostracién del lema 1.5.8 se
mostrd que la érbita de un punto p -0 & de_periodo impar, estd ordenada de

ico x de
la siguiente manera o
*

[ Hx) < 77 e) < <w < fAE) 2 (),

o a la inversa. Sin perder generalidad podemos supone@z tiene el orden que se
muestra. Seleccionamos a, b, ¢ y d de la siguiente manera:
dentre z y f(x), tal que f(d) =z v d < f*(d).

a entre f*~Y(z) y f*3(z), cerca de f*'(x) de modo que f d,
b entra a y f” 3(x), cerca de f"*(z) de modo que f*(b) )
v c entre f"3(x) y d, cerca de f"*(x) de modo que fz(-) <a.

Los intervalos J = [a, b] y K = [c, d] son disjuntos y

2J) D [F2(b), f*(a) D a,d] 6(»
e
O

*




2.3 Entropia y caos 67

Q PAE) D [f2(e), S(€)] > [a,d).
jﬁo tanto f? es estrictamente turbulenta.

or ‘otro lado, en el lema 1.5.8 se mostré que el grafo de Markov es como el de
la h{; 1.12. Por lo tanto para m > n nos fijamos en las trayectorias

® L —=hL— .. =1L —=.. —=1_.
I . —-5L—=..—=L—.. —=1_,—=1, 5,

S -
de lo cual se #EL que f™(L,—1) D L1 In-a.
Por otro la omando las trayectorias

— I, =1L —.. —=1.—1_ .

1!,—2 n—l — Il — . Il — I‘u—l:
se tiene f™ (I, 2) D In,l _o. Por lo tanto ™ es estrictamente turbulenta para
m>n. 4 "‘

El siguiente teorema descr 1mmdici0nes necesarias y suficientes, para poder
afirmar cuando una funcién de _a\_en un intervalo, tiene entropia positiva.

Teorema 2.3.7 Si [ :@ ﬁm(’aon continua de un intervalo en st
e

mismo, entonces [ tiene e top gica positiva si y solo si, tiene una orbita

periodica cuyo periodo no es olendia (fos,
Demostracién. Supongamos qJe tlene pla topoldgica positiva, si f tiene

érbitas periddicas con periodos Gnicamente p ias de dos, entonces tomando la
potencia més grande obtenemos el perioflo mds 1de en el orden de Sarkovskii
para el sistema, por lo tanto el conjunto de p ;_periddicos es finito, por el
corolario 2.1.12 la entropia es cero, lo cual es una céntradiccion.

Por otro lado si suponemos que f tiene un punto_peridédico de periodo n tal
que n no es una potencia de 2, entonces se tiene los sig es Casos.
CASO 1: n es impar, entonces por el lema 2.3.6 f? es tlwlta: por lo tanto

. h(f* 2
h(f%) > log2. Del lema 2.1.7 concluimos que h(f) = L(g ) LN

0
CASO 2: n = ¢2F con ¢ impar. Sea = un punto periédico de pg lodovr = ¢2*, por
lo tanto z = fzk‘*’( ) = (f2")4(z). Por lo tanto z es un punto perig de periodo
g(impar) de 2. Por el lema 2.3.6 (f2 )2 es turbulenta,

oY,
(fXe=rrof? =" ‘60)
Ky

‘©

*
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I

Por lo tanto f 2! g estrictamente turbulenta. Igual que el (a'-;o 1, usando el lema
log 2

} ok+1
2, 1% se tiene que h(f) = 1(;:\_“ )) > St 0.

Con le cual se completa la demostraciéon. «

2.4. ‘Entropia e itinerario principal

En esta séceitn_se muestra como estan relacionadas la entropia topoldgica y
las sucesiones adfnisibles, también se mostrard que la entropia de una funcién f,
estd determinada’pdt el itinerario principal.

Para una funciéh liodaggdenotamos por Adm(f, k) al ntmero de sucesiones
acriticas de longitud & guwe son admisibles. En el caso de funciones de frontera
anclada, este 111’1111er0§(5p1‘¥i£i0na con el nimero de doblez y la cubierta V=) f~14
de la siguiente manera.

Lema 2.4.1 Sea f: I — I wha'funcion l-modal de frontera anclada, entonces
k-1
((f*) <aAdni(f, k) < card (\/ f“il) : (2.2)
i=0

Demostracién. Para verificaf\ld primera desigualdad, sea m = ((f*) es decir, f*
tiene m subintervalos I; dondéff.no cambif de monotonia. Si tomamos z; € I;

se tiene que el itinerario de x; dedéngitud & {7;(x;) : j = 0,....k — 1} es una
sucesién admisible de longitud k, ed” consecuéticid, (( f*) < Adm(f, k).
Por otro lado, si Ayp,..., A, es unafSugesion admisible de longitud &, entonces

ﬂ:‘z_nl [7'A; es un elemento de la cublerta V- f ML por lo que Adm(f.k) <
card(VE_ f7141). -«

Observemos que el lema 2.4.1, nos garantiza la desi@haldad (2.2) para el caso
de funciones de frontera anclada. Cuando la funcién no é&s defrontera anclada, se
pueden extender a una funcién de este tipo, con el mismo itinétario principal.

Teorema 2.4.2 Sea ?: I — I una funcién l-modal, entorces Lty entropia to-
poldgica de [ estd determinada por su itinerario principal.

Demostracién. Primero suponemos que [ es de frontera anclada»Re€ordemos
que el corolario 1.3.20 muestra que las sucesiones admisibles estdn determinadas
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@el itinerario principal de f.

mo la funcién logaritmo natural es creciente, de la ecuacién (2.2) del lema
24.

Vzbtiene
log Ad Jk log card(v =1 f-1
@[l — < lim M < lim og car ( ::(}f )
k k—oo k k—oo k

Es decir .
/O})(f) < kll’m log Adm(f, k) dk (/. %) < h(f, ) < h(f).

De donde se obti@(iue
) = Jim log Adm(f,k)
k—oo k
gsto nos dice, que la entlQ@;una funcién f de frontera anclada, esta determi-
0

nada por su itinerario prin

Ahora consideremos el ca8 ndo f no es de frontera anclada. No es dificil
extender f a una funcién g : J & e frontera anclada, con I C J, donde g tiene
la misma forma o e itinerari plﬁ)al que f. Sean R y L las dos componentes
conexas de J\ I. (Algun@tas ser vacia.) Como g(I) = f(I) C I, para
cualquier érbitas Oy(x) de g/Se tienen Jos siguientes casos:

1. Oy(z) esté completamen itenic I

O’]a en [.

*

Ademds, observe que tanto g(L) como g(R) interséctan a los mds a uno de los
intervalos L y R. Por lo tanto para cualquier longitiid la, inicamente hay dos
sucesiones totalmente contenidas en L U R. Se sigue qu

* —
2. Oy(z) esta completamente c(toqida %R.
I

3. Oy(x) tiene la primera parte en@ Ry

k
Card(Vitg7'U) <2 Z Card (vf;(}f—l% (2.3)

j=1

Ahora, para cada constante ¢, tal que loge > h(f) y para k,d%&ientemente

grande se tiene
k=1 p—1 ;
log car d(?zn % - log c, 6

B

‘©

*
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@ue implica que

O . llogr:a;"d?(\/f:_(,l “140) < log e
7, y
L log[card(VE=} f180)]k < loge
[card (Vi) FH0)]F < ¢
O i
\S\ card(V;Z, f~U) < "
*

Por lo tan‘( ; una constante a de manera que card(\/:‘:nl “140) < ac* para
todo k y de la i6n (2.3) se tiene que

VELgT M) < 2a(1 e+ ... cF) <dd,

para alguna constantgybe donde se sigue que

~lin log card(VE—) F740)
@} fm
k

X log a’c*
S(I‘*EP2 ;
lim

k 1
4/— thy 282 + lim 280
mv k—oo
Como esto se cumple para to dOﬁfL( e 1 h, , se concluye que h(g) < h(f).
En consecuencia h(g) = h(f) e se req

Usando este resultado podemos parar? tropia de dos funciones [ —
modales con la misma forma o, comparando losﬁ arios principales de ambas
funciones. Para ello introducimos un orden parcial re los posibles itinerarios
principales K( f), definido de la signiente manera.

Diremos que K(f) = K(g) si y sélo si @

R s a=a o
Ki(f) 2 Ki(g) sios = =1, ®)\

para 1l < i < m.

Corolario 2.4.3 Sean f,g : I — I dos funciones continuas, si }% K(qg),
entonces h(f) = h(g). @

‘©

*
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Demostracién. Si K(f) > K(g), entonces se tiene que dada un sucesién acritica
admisible para g, es admisible para f.

En efecto, si (Ag, Ay, Ag, ...) es una sucesioén acritica admisible para g, entonces
cuando, Ay = I,y 0o Ay = I, la sucesion (Ayi1, Apso, ...) satisface

(‘4k+1: ‘4k+2: ) < KJ(Q) < A,J(f) si T; = 1
0
(‘4k+l:‘4k+2: ) > A,J(Q) z KJ(I) si g; = -1

En consecueneia Adm(f, k) = Adm(g, k), de donde se concluye que h(f) >
hig). -

Para concluir este’capitalo citamos el siguiente resultado cuya demostracion se
puede encontrar en [R}e

Teorema 2.4.4 La entropia topoligica es creciente a lo largo de los huesos, cuan-
do los pardmetros varian de lgAMterseccion primaria hacia la frontera OP? y en la
frontera, a lo largo de los segmefitos [0, 1] x {1} y {1} x [0, 1] cuando nos movemos
hacia la esquina superior derechis

Figura 2.8: Direcciones en los huesos, en las que la entropfa es creciente.




Capitulo 3

Aproximaciones numeéricas

En este capitulo se mtiestra un algoritmo que permite aproximar la entropia
topoldgica de funciones ¢ontinuas I-modales, calculando el niimero de doblez de
las iteradas f™ de f. Ademas apartir de una implementacion en MATLAB de este
algoritmo se obtienen result&les.numéricos de entropia de algunas funciones.

3.1. Algoritmo paracalcular entropia topolégica

El algoritmo que describumos en esta seccién, aproxima la entropia topoldgica
de una funcién [ — modal através de la férmula

'3

h( f)=_lim w
T O T

dada por la proposicién 2.2.9. El algoritmo calcyla el nimero de doblez usando las

sucesiones min-max v resulta til para finciones en las cuales no es posible calcular

los dobleces manualmente. El algoritmo que aqui preséntamos estd basado en los

trabajos de Amigé-Giménez, [AG].

Dado que la entropia de una funcién /—modal no dépénde de la forma o, en
esta seccién suponemos que f : I — [ tiene forma positiva. Por lo tanto si f es
diferenciable, f(c¢;) es un maximo si ¢ es impar y es un minime-si i es par.

Haremos uso de la notacion ¢ipar, Cpar para referirnos a cfeon i impar e i par,
respectivamente y analogamente Iipar, Ipor para los intervalos:

De la regla de la ca.qla. es facil verificar que los puntos crificos*de f™, son
puntos criticos de f™*!, el siguiente teorema muestra la relacién qlp@ci:ite entre
los valores extremos de [ y los valores extremos de f"*1,

T2
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Qorema 3.1.1 Si [ es una funcion l—modal con forma positiva y n > 1, en-

es

U (x) = Cimpar, entonces [ es un mdrimo de f*T'. Si f(x) = Cpur, en-
tonced [+ es un minimo.

b) S@(x) es un minimo, entonces

> o
\S}' I x) es un

minimo, i ["(x) € Lipar
mdzimo, st f"(x) € Lya.

c) Si f*(x) es u ximo, entonces

f ; o5 um ma’i“im(): st f‘u(x) '.L‘m,par
y minimo, si ["(x) € L.
c -

La prueba de este teorema?uede consultar en [AG].

Ahora a los entradas de 1 Mﬁ!lerarlos de los valores criticos le asociaremos una
informacion adicional, la cual ngs\dira si se trata de un maximo o un minimo local.
Las sucesiones resultantes se cot Como sucesiones min-max.

Definicion 3.1.2 Las sucesi m@x de una funcion l-modal f,

), 1<i<|,

(‘_

aﬁ minimo
es U irimo,

donde k!, es la n—ésima entrada del itinerario k; del"valor critico f(c;).

w'

se definen como

La informacién que proporciona el teorema 3.1.1, la construccién de las
sucesiones min-max, se puede extraer en las siguientes tablas que muestra la figura
3.1. La tabla de la izquierda para el caso de funciones con f ositiva v la tabla
de la derecha para el caso de funciones con forma negativa.

Un ingrediente importante en el desarrollo de este algor@o ropio de las
sucesiones min-max, es el siguiente. Sea y = ¢; la i —ésima linea g}% 1< <1,
en el plano cartesiano I x [I. Los simbolos min-max, los clasificamaos
buenos y malos, respecto a la i—ésima linea critica. Geométricament
buenos corresponden a maximos locales estrictamente arriba de la lir
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T ant PTY Py
| w?, | =] whyy | | w, | =] wiy |
merar Mevar | — | merer Mevar | — | MFea
. . - .. .. LT
mucimpar Meimpar | — | M¥*nea meimper Memper | — | mFees
fnJimpar NfIoar |y | ki mfimpar ApTeer |y | AR
madzar | MTmwar | 5 | MK mver Mlimpar | 5 |

Figura 3.¥ Regla de transicién de la sucesiones min-max. Para funciones con forma
positiva (izguierda) y para funciones con forma negativa (derecha).

a minimos locales-estrictamente por debajo de y = ¢;. Todos los demas simbolos
min-max sorm:
.
B = {M" M* . MY ME mS omI L om® me )
El conjunto B se conetescomo el conjunto de simbolos malos, respecto a la
linea y = ¢;. Ademés B* tieng¥exactamente 21 + 1 elementos.

M**

a b

Figura 3.2: Simbolos malos. I € {I1,c1,.... L}y Li@fei, ... Licr, ... L}

Sea st 1 <i <[ querepresenta el mimero de raices simpleg@é)f*(z)—c;, v >0
en I. Es decir, soluciones de z —¢; = 0, v = 0 o soluciones*de f%x) = ¢; con
fH(x) # ¢ para 0 < k < v— 1. Geométricamente s’ es el nimero d€ intersecciones
transversales de la curva y = f¥(z) y la linea y = ¢;. Note que s}, = dpara toda 1,
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O definimos s, para v > () como:
@ f
/‘ sv:ZSi. (3.1)
-/- i=1

t@)\\;\‘ 3@:ilzl.
s i=1

Ademas, el@ﬂ%ro de doblez de f", ¢, satisface

O f,'.n, = + Z Sy = f,'.n,—l + Sn—1 (32)

para n > 1. En partl =0 +so=1+1.
Y se define :/\

{(k‘ K,) <] <r;<v:w:EBi}

para v > 1l el < a@sto colecta los subindices y superindices
(k, &) de los simbolos malo e.pto —ésima linea critica, que aparecen en

los bloques a

(3.3)

de las sucesiones min-max de f. De la definicién podemo var que K! | C K!,
mas atin, de la definicién de K se tiene que

K\K!

v

K.=K.,  U{(kw),1<k<Il:wheBY. % (3.4)

_1—{(k;v);lSksl:wffeBi}.G)\

Por lo tanto
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Los indices en K se utilizan para relacionar el nimero de cruces de f* con
s las lineas criticas, como se mostrara en el teorema 3.1.3.
a‘

/L Si=2 Y sk, (3.5)
(k,k)EKE
N

donde 5}, z\[Sﬂ i = ( y de forma andloga a la ecuacién (3.1)
*
7, ;
O S,=Y =5 (3.6)
( 9 i=1
Teorema 3.1.3 una funcion l—modal de frontera anclada, entonces
/ v—1
“;1—1—23;_.—5';. (37)
%}\
Una prueba de este resultado s de consultar en [AG].
Este resultado es muy impor va que nos permite reescribir s, en términos

de [,sp v S,. Ademds, coneéemos las expresiones sk, s¥, ..., & . 1 <k <, por
lo que se puede calcular s, as e#mes (3.7) ¥ (3.5). Sumando la expresién
(3.7) corriendo i desde 1 ha.‘t@m obtiene la siguiente relacion

* K -
S, = I(l%sﬁo (3.8)

para toda v > 1. De la ecuacién (3.2}, la ecu nterior se reescribe como
s, =1, — 5, por lo tanto, despejando ¢, obtenemos

(sy+5), O/ (3.9)
de donde se concluye que ® )\

¢, =

— =

h(f) = lim 1 log Sut 5

lim ~log =——. % (3.10)
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El algoritmo que a continuacién se presenta, aproxima la entropia topoldgica
dé una funcién [—modal continua, no necesariamente de frontera anclada, como

Sy + S,

1
/ ~ —log ,
()~ log T2,

para v stifigientemente grande.

En cada iteracion el algoritmo calcula h(f) v la compara con el valor de la itera-
ciéon anterior..Observemos que el calculo de S}, 1 < <[, requiere sj, 53, ..., 5t

H 1 Fp—1

y de la ecuacién/3.5). Mientras que el cdlculo de si, 1 < i < [ requiere de
S48ty Sty v 4 através de la ecuacion (3.7).

Algoritmo 3.1.4 (A1) Datos de entrada: | > 1, nimero de puntos criticos,
€ = 0 eriterio de convergen@ilay n,,,. nimero mazimo de iteraciones.

(A2) Inicializacién: s =1y Ki = {(k,1),1 < k < : wt € B}, para
1<i<l.

(A3) Primera iteraciéfis' Para INgi < I,

st Ki — S}, Sy, Vusando\las’ eguaciones (3.5)-(3.6)

56,51 — 51, 51, usdndd las ecuafiones (3.7)-(3.8).

(A4) Ciclo principal: Para 1 <\ | y v" 2y vamos calcular K, S!, st de
acuerdo a las siguientes reglas recursivas:

K, | — K, usando la ecuacidn (3.4) y lassdablas 3.1, 77
S0: 8152 Sy K, — Sy, Sy, usando las ecuaciones (8.5)-(3.6) .

Shy Shy ey S Sh = sl s, usando las ecuaciones (3.7)5(3.8) .

(A5) Criterios de paro: hasta que
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A 11 8y+5, 1 Sy—1+5u—1
?') |; lOg IJm b v—1 lOg m | S €

o'hasta que
1) 0= M + 1.
stop.

Si suvedevi), entonces la entropia de [ es aprovimadamente h(f), si pasa ii),
entonces elyalgoritmo falla .

3.2. Simulaciones numéricas

En esta seccién presentamos apr@gimaciones numeéricas de la entropia topolégi-
ca de algunas funciones /#inodales. ?os resultados se obtuvieron de la implemen-
tacion en lenguaje MATIHAB del algoritmo descrito anteriormente.

Un punto de referencia™aratos estimadores de entropia, consiste en determinar
la entropia para funciones gue.dependen de un parametro y calcular la entropia
en funcién del parametro.

3.2.1. Aproximacion de'la entropia para una familia expo-
nencial

El ejemplo que mostramos, avcentinuaciéng es el ejemplo 1 reportado en [AG].

Ejemplo 3.2.1 Sea o« =28, =L&Z 5 <0 fp: [-(1+5),(14+8)] = [-(1+
8), (14 3)] definida como

fap L + 8,
Estas funciones tiene la particularidad de presentarbifurcacion doblamiento de
periodo, directa e inversamente a medida que el pardfetro crece. Ademds, tienen
un gzim punto critico, ¢ = 0.

n la parte inferior de la figura 5.5 se muestra la grdfica de hg, calculada con
el algoritmo 3.1.4 con ¢ = 10Bf. La cual nos muestra los fraganos resultados que
los que se reportan en [AG] y en la parte superior de la ‘migma se muestra el
diagrama de orbitas alractoras existentes en la familia (diagrania de bifurcacion)
para —1 < 3 < 0.
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Deagrama de bifurcacion

o7 T T T T T T T T

06 q

N\,
04l f \ 1

i)

0zt H H E

91 -09 08 0.7 0.6 ~0.5 -0.4 0.3 02 -01 [1]
Figura 3.3: Diagrama de bifurcacién y grafica de figgh, con —1 < 3 < 0.
S5 & S5 e

Estas funciones tienen derivada Schwarziana negativa,.por el teorema 1.1.5
de Singer, tienen una tnica drbita atractora. Como se puede‘gbservar de —1 a
—0.8, aproximadamente solo hay drbitas con periodo potencias de dos. Las partes
constantes de h(fgz), corresponden a intervalos de pardmetros donde el periodo de
la érbita tractora no cambia.
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En la figura 3.4 se muestra un acercamiento de la funcién entropia y del diagra-
e de bifurcacion. Se puede observar que después de —(0.8 aparece una drbita que
vé no es potencia de dos, por lo que tenemos entropia positiva. De hecho va crecien-
do se@iin van apareciendo las drbitas periddicas, siguiendo el orden de Sarkovski.
Cerca/de-—0.39 desaparece la drbita de periodo tres y se sigue este comportamien-
to sigui¢ndo el orden de Sarkovski (en orden decreciente), por lo que la entropia
empieza adeerecer hasta que solamente quedan érbitas con periodos potencias de
dos. Por loyque la entropia decrece hasta llegar a cero.

Disgrarna de biuadan

07

0s /_/’—\\ 1

bt
)

[i5-1 S EE-

(RN S A

Figura 3.4: Funcién entropia-(izquerda). Diagrama de bifurcacién (derecha).

3.2.2. Aproximacion de la entropia en la familia logistica

Una de las funciones que es muy=itmportantés,json las funciones logisticas,
empleadas en el estudio de crecimiento de diferentesspeblaciones, debido a que es
un modelo sencillo y se ajusta al desarrollo de diferentes poblaciones.

Para este modelo mostraremos aproximaciones niméricas de la entropia to-
pol@gica para parametros entre 0 y 1.

ea f, = dvz(l —z) 0 < v < 1, la familia logistica, calo se ha visto ante-
riormente el inico punto critico de estas funciones es ¢ = § ¥ glwalor critico es v.
Ademads, esta familia presenta bifurcacion doblamiento de periodo a medida que
crece el parametro v.

En el cuadro 3.1 se muestra aproximaciones de la entropia de esta familia para
algunos valores de v.
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Cuadro@ Valores de la entropia para algunos parametros en la familia logistica.

En la p\&}iﬁferior de la figura 3.5 se muestra la grafica de h(f,) para 0 <

v <1, cone
correspondient

el d

v en la parte superior se muestra el diagrama de bifurcaciéon

iagrama se puede observar que cuando v < 3 existe un

idamente aparece una Orbita de periodo 2 atractora la

gen a una orbita de periodo 4 y asi sucesivamente hasta

llegar al pardmetro de Feigénbaum
atractoras de periodo tes a 2™

(vp =~ 0.8925), apartir del cual aparecen érbitas

A
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Figura 3.5: Diagrama de bifurcacién y grafica ara la familia logistica.

En la figura 3.6, se muestra un acercamiento de la grafica de la funcién entropia
y del diagrama de bifurcacién.

En el caso de la familia logistica, se tienen un nico at va que sélo tiene
un punto critico y por lo tanto si el periodo de la drbita atfdetora no cambia,
tampoco lo hace la entropia. Este fendémeno ocurre porque el‘it n?r\io principal

tampoco cambia.

B

‘©

*
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Diagrama de bifurcacian
07 T T T . . r
08t
[ R
. 0a8r
95 1 o7
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0.4 e 4
’ Sos
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o1 . q
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Figura 376: Funcién entropia y diagrama de bifurcacién.

3.2.3. Aproximaciones numéricas para funciones de dos parame-
tros

En este apartado se muestranias aproximaciones numéricas obtenidas al cal-
cular la entropia de una familidide" funciones a dos pardmetros, empleando el
algoritmo 3.1.4.

Comenzaremos mostrande” uno de 16s ejemplos reportados en [AG] y compa-
rando los resultados obtenidog ‘¢on la implementacion del algoritmo en MATLAB
v los que ahi se reportan.

Sea f la funcién del apartado 342.1.

Sas(z) = emote® 4 8, fcon o >0 y —1<3<0.

En el ejemplo 3.2.1 se mostrd las aproxifnaciones dé la.entropia topoldgica para el
caso o = 2.8, Appya haremos un analisis mas general€1yel espacio de parametros
(2,3] x [~1,0]. En las figuras 3.7 y 3.8, se muestran 4os xesultados obtenidos al
calcular ]aentropfa. de esta familia a dos pardmetros, estas figuras se obtuvieron
haciendo una malla en el dominio con tamaiio de paso 55 y @=)10~°. En [AG] para
a =28y 3 =-0.5 se reporta h(f, 5) = 0.527305, usando ¥ _implementacién en
MATLAB se obtiene h(f, 5) = 0.527505, lo cual muestra que s& tieneuna precision
de tres digitos en los célculos realizados.

Note que para valores positivos de o menores que 2, independientemente del
valor de [ la entropia es cero; cerca de o = 2.2 y alrededor de 8 = —0.06/lasentropia
empieza a crecer y alcanza sus valores mas altos cuando « se aproxinia a'3.
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Figura 3.7: Grafica de | en el espacio de pardmetros o, 3

Gurvas de nivel

=

21 22 23 24 25 26 27 28 29

[+

Figura 3.8: Curvas de nivel de la entropia.
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gara, mostrar el comportamiento de la entropia en funciones /—modales, mos-
traremos los resultados numéricos correspondientes a la familia cudrtica obtenida
al componer dos funciones logisticas.

Seéa f., = fwof,, lafamilia de funciones a dos parametros obtenida al componer
dos funicienes logisticas. Dependiendo del pardmetro en esta familia se encuentran
funcionesgumimodales, o tres modales, con la caracteristica que todas ellas tienen en
comun el pinto critico ¢ = % El calculo de la entropia de f,,, se realiza haciendo
una malla con' tamano de paso ﬁ en el dominio [0, 1] x [0,1] y usando como
condicién de paro ¢ = 107°, los resultados obtenidos se muestran en las figura
3.9 v 3.10. Tomando en cuenta que la entropia es localmente constante alrededor
de pardametros dofid¢ hay una dérbita atractora se eligieron algunos valores de los
pardametros v los resiltados se muestran en el cuadro 3.2.

((‘ i

a8 w

Figura 3.9: Grafica de h én ¢l espaci6_de pardmetros vw.

Recordemos que en la familia logistica el caos aparece ('.lE‘:-'iI')l.l del pardametro de
Feigenbaum, vp = 0.8925. En la figura 3.10 podemos observar que la composicién
de dos funciones logisticas cadticas da una funcién caéti€@, lo cual coincide con los
resultados de Kot y Schaffer [KS]|. Ademds, en la misma figura.podemos observar el
crecimiento de la entropia a lo largo de los huesos de periodof2 erf P2 definidos en el
apartado 1.4.2. Para verificar de manera mas precisa este crecifimiento mostraremos
los resultados en una tabla. Notemos que en el caso de huesos de periodo dos se
puede encontrar algebraicamente la relacion que existe entre v y b, en particular
para el hueso izquierdo

1
Su(v—1)

w = —
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Curvas do rivel

Curvas de nivel
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Figura 3.10: Curyds de nivel de h en el espacio de parametros vw.

Para conocer la entropia sobreesta curva se toman valores de los pardmetros sobre
ella v se realizan los cdlculos de’la entropia, los resultados se muestran en el cuadro
3.3.

Para el hueso de periodo 4 na-esiposible obtener una expresion explicita para
las curvas, por lo que caleilamos’ numéricamente el hueso izquierdo, el cual se
muestra en a figura 3.11. De"hievo fomamos valores de los parametros v, w sobre
esta curva y se realizan los caltulos dé la”entropia, los resultados se muestran en
el cuadro 3.4. Estos resultados concuerdan gon los mostrados en el teorema 2.4.4
de Radulescu. En el cual demuestrael crecimiento de la entropia a lo largo de los
huesos [R].
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0.0027 | 0.0027

0.0027

0.0028

0.0028 | 0.0028

0.0028

0.0138 | 0.0138

0.0138

0.0138

0.0249 | 0.0249

0.2162

0.0152 | 0.0160

0.0249

0.0249

0.0271 | 0.0307

0.8457

0.0160 | 0.0152

0.0292

0.5033

0.6125 | 0.6238

1.0582

0.0249 | 0.0292

0.0379

0.6173

0.6961 | 0.6975

1.1

0.0249 | 0.5038

0.6178

0.6565

0.7004 | 0.7040

1.1034

0.0270 | 0.6129

0.6963

0.6997

0.8390 | 0.8917

1.1689

0.3509 | 0.7596

0.7873

0.7790

0.9431 | 1.0237

1.2754

0.0014 [+0.2148 | 0.8453 | 1.0581

1.0996

1.1029

1.1685 | 1.2192

1.3862

V W
Cuadro 3.2: Valc@de la entropia para logisticas acopladas.
o

o
v&
L

0.2

(825

0.5

05 | 00031

34

0.7

.'2 0:(5

0.8

0.7812 | 0.49

0.82

0.8468 | 0.0601 |

0.83

0.8859 | 0.0777

0.84

0.93 | 0.6921

0.85

0.9803 | 0.8543

>

o
0 4

Cuadro 3.3: Entropia sobre el hueso izquierdo de peti }05.

%
o

‘0

*
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10.8

10.6

Figura 3.11: Huesos izquierdos de periedo 2 y 4, en el espacio de parametros.

[ “of=[, 7 AAR(w) |
0.8875 1 1.1016
0.88351] 0.9759 | 077658
0.8795 | 0.9277 | 076970
0.8714 | 0.8473 | 0.0334
0903 | 05 |0.0167
0.9397 | 0.5220 | 0.0340
0.9718 | 0.6546 | 0.4035
0.9759 | 0.6827 | 0.6067
0.9792 | 0.7469 | 0.7307
0.9879 | 0.8634 | 0.8952
0.9919 1 1.3211

Cuadro 3.4: Entropia sobre el hueso izquierdo de periodo cuatro,

oo
oo
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En este tragﬂ mostraron algunas propiedades de la entropia topoldgica y
se hicieron célcul@mnéricos para algunas funciones especificas.

El primer ejemp @ el que se aplicd el algoritmo fue una familia exponencial
v verificamos que los :;_*?Mdos obtenidos coinciden para el caso uniparamétrico y
de dos pardametros pt os en [AG]. Esta comparacion nos permitié corroborar
la implementacion del al 10. v aplicarlo a otras familias de funciones.

Para la familia logistica, figura 3.5 se puede observar que en los parémetros
menores al Feigenbaum (vp .8925), el valor que se obtiene es menor que 1073,
Analiticamente es conocido qu ralor de la entropia para estos pardametros es
cero [BC, dMvS], por lo que la wAenma con el valor obtenido numéricamente
corresponde al error cometido en la ap nacién computacional. Para pardmetros
mayores a v, el valor de la e sitiva y ademads es creciente hasta alcanzar
el valor log(2), el cual corresparide a @ropla del pardmetro v = 1. En otras
palabras, después del parémet se p a el caos en la familia logistica. La
familia logistica es un ejemplo sd%nnlll '?)dal y como solo hay un punto
critico, la entropia esta determmad@r la & de éste.

la figura 3.9 se muestra el ca de la pla para la familia 3—modal
fuwv, 12 cual resulta de la composicion g de dos l icas. Alli se puede observar
que la entropia en el cuadrado [0,vr]| X [0,vr] sigde 8iendo cero, por lo que en
ese conjunto de pardametros no existe el caos. Por otro lado se puede observar que

en el cuadrado [vg, 1] x [vp, 1] la entropia es positiva lo que la composicidn
de dos funciones cadticas genera una funcién cadtica. Ademds, podemos observar
que en el rectdngulo [vg, 1] X [0, vp] se tiene tanto entropia como positiva, de
esto podemos concluir que la composicién de una funcién caéd con una funcién

ordenada (entropia cero) puede dar como resultado una fun 10%1;10& 0 una
ordenada. Por otro lado en la figura 3.11 se muestran los huesosde periodo 4 y
en el cuadro 3.4 se puede observar el crecimiento de la entropia @ largo del
hueso. En general se tiene que sobre un hueso izquierdo la entropi e del la

89 Cp\j\(\
O

*
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1.

valor maximo cuando w

1do su

primaria del hueso alcanzar




Apéndice A
Matrices no negativas

gn esta seccion se mu€stran algunos resultados importantes sobre matrices no
negativas, que se emplea para construir herramientas que nos permitirdn calcular
entropia topolégica para funciones.

Lema A.0.2 Sea A = (au) una, matriz de tamano p x p de nimeros reales no
negativos. Entonces existen X '2V0, y un vector ¥ = (x4) distinto de cero con
x>0 (k=1,...p) tales que, Av="Xe y | p | < A, para cualquier otro valor propio
pode A.

Intuitivamente, se puede ver l& veracidad de este lema. Considere el caso de una
matriz positiva A de 2 x 2. Lascorrespondiente transformacion matricial mapea el
primer cuadrante del plano adecuadamente ensi mismo, pues todas las compo-
nentes son positivas. Si repetidamentéyse perniitie a A actuar sobre las imagenes

le se tienen, necesariamente convergfgharia alglin rayo en el primer cuadrante.
911 vector director para este rayo serd Wl vector fositivo , que debe mapearse en
algin muiltiplo positivo de s{ mismo (pz)r decir, A )¢ Pues A deja el rayo fijo. En
otras palabras, Az = Az, con & v Ay ambos positivos.

Demostracién. Para algunos vectores distintos de gexdyr, Az > Az para algin
escalar A. Cuando esto sucede, entonces A(kz) > A(kz) pata toda k > 0; por tanto,
solo es necesario considerar vectores unitarios x. A maped als€onjunto de todos
los vectores unitarios en R™ (la esfera unitaria) en un “elipsoidé generalizado”. De
este modo, conforme x varfa sobre los vectores no negativos en esta esfera unitaria,
habrd un valor méximo de ) tal que Az > Az. Denote este nimergnédiante \; y
el correspondiente vector unitario mediante ;.

91
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&ra se demostrard que Azx; = Ajxq. Sino, entonces Azy > Ajrq y al aplicar A
ente, se obtiene

A(Azy) = A(Mxy) = A (Axy)

dondxéﬁ]emgualdad se conserva, pues A es positiva. Pero entonces y = T Alr ”A

es un v@r unitario que satisface Ay > Ay, de modo que habra algin Ay > A,
tal que 2y. Esto contradice el hecho de que A; era el valor maximo con esta
propledad onsecuencia, debe ser el caso que Ax; = Ajxq; esto es: A\ es un
eigenvalor de

.101?& A es pos xl es positivo, de modo que \yxz; = Az; > 0. Esto significa

que My >0y 1‘1 o que completa la demostracién. «

Nos referiremos )\, mo el valor propio méximo de A. Una matriz A no
negativa se dice que ucible si existe una matriz de permutacién P de tal
manera que

-.

VR [g C};

donde B y D son matrices cuar@is irreducibles de menor tamano que A.

Lema A.0.3 Para cual@@na iz no_negativa A, existe una matriz de permu-
tacion P tal que

0

0

A Q‘

donde cada block de la diagonal Ay, (G 1,. irreducible.

P*AP

irreducible, entonces existe un entero positivo h tal los valores propios de A

A A, ., ML @
donde w = e . O/

Equipamos el espacio de matrices de tamano n X n con la@&c\laﬂa por

Al =3 laal
- Y

El valor propio méximo esté relacionado con esta norma de la siguie anera.

S
‘©

ema A.0.4 Sea A una matriz no neﬁatwa con v%jvmpéo mdzimo A. Si A es

con valor absoluto \ son
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&ma A.0.5 Sea A una matriz no negativa con valor propio mdzimo X\, entonces

O A= lim ||A”||%
* n—oc

Demostracion. Sea x = (x;) el vector propio no negativo correspondiente al
valor pr@) A, de modo que

/\Z'i = {1 % A
S >
Si elegimos 4 d 0 que x; = max x; obtenemos
(90, )\<Zaﬂ< |A].

gplicando esta demgua{ a A", en lugar de A, se obtiene que A" < ||A"| v por
lo tanto )
Q{\( lim, ., ||A"|*.

Sea 7' una matriz no =.1ngular me J =T7YAT es la forma canénica de Jordan.
U

Si p > A, entonces '—“ — 0 c S n — oc, y por lo tanto también ’:—: — 0.
)."

| <p" para todo n ggan en consecuencia
1
nH |n <p.

Como esto es para cualqmer se 51 e

Por lo tanto

gn esencia, el mismo argumento muestra que, para c ier matriz A,
. 1
lim ||A™||% = p
n—oc

donde g es el valor absoluto més grande de todos los valores @rlos de A.
El valor propio maximo también se puede caracterizar en t de la traza.

Lema A.0.6 Sea A una matriz no negativa con valor propio ma’xi@, entonces

B

‘©

*

:$|>-

A= 1lm, _,(tr A")».
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C emostracién. Si A es una matriz de tamatio p X p, entonces tr A™ < pA",

tonces - 1
5 . lim,, o (tr A™)x < A
Qued{ ﬁor demostrar la otra desigualdad.

Para rimero supongamos que A es irreducible. Por el lema A.0.4 los valores
@ valor absoluto A son de la forma A, Aw, ..., Aw" ™, donde w = en . Si

propios wh=1
denotmnoﬂ&)\hﬂi ..., A, a los valores propios restantes de A, entonces

*
yAn — A'ﬂ. + Anwn 4.+ Anw(h—l)n + ".::+1 4. 4 A;
En particular Q;:amos n = kh un multiplo de h, entonces w" =1y
'
r A = (AT Y A

/ 1=h+1
'y
Ai

%_: [RA™ + )\”i:%l(y)n]% (A.1)
. o

EMe+ (5

S A cuando k — oc.
En el caso general, aplican lema“A.0.3. Para alguna k el bloque irreducible

Ay de la diagonal tiene el propio Maximo A. Como
-?lﬂq“.z tr(ﬁl(. 0"

de (A.1) se sigue que /C'\ O
mﬂ n %

STHA”)

%

En particular supongamos que cada elemento de%t iz A es 0 o 1. Definimos
una trayectoria de longitud n a una sucesion finita {i, o ins1} tal que

<

Qiyin Qigig- Qi oy 7& 0.

Enﬁlces ||A™|| es simplemente el nimero de trayectorias de itud n, debido a
qu )
||An|| i Z Qiyip Qigig - Wiy 1 -
Del mismo modo (A"); es el nimero de trayectorias de longit n i =
1.': "':n+1 =k




Apéndice B

Implementacion del algoritmo en

MATLAB

En este apéndice se muestra la rutina de MATLAB que se empled para obtener
las aproximaciones numérica8 mastradas en el capitulo 3.

function h=entropia(a)
#Esta funcién calcula®la-entropia
%»de una funcién continud

clc;
n=4000; %Numero maximo de iteraciones
ep=10~(-4); iCriteriode_paro

format long

Yok bbb bbb bbb bbbk bbb bbb bbb bbb
%DEFINIMOS LA FUNCION
e
sSyms X;
f=—4xx . "2+4%x;
Yf=x."2-2;
%f=9.375%x.73-15.4688+*x."2+6.75*x+0.1;
hE=x+0.7326%sin(2*pi*x);
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hf=funi(a);

S
%SI DESEAMOS GRAFICAR LA FUNCION
Y bttt bttt b+

% x=[0¢1/2"20:1];

% y=subs{f)y

% plot (x,y);

f1=diff(£);
[raices]=solve(fl,x), %Raices de la derivada
raices=unique(raices), Jhunique me quita las raices repetidas

d=(1:1:1length(raices)); #Detectando raices reales
k=0;
for i=1:length(raices)
if imag(raices(i))==0
k=k+1;
d(k)=raices(i);
end

end

raices=d(1:k); %#Puntos criticos (Solucionres reales de f1)
raices=sort(raices);

l=length(raices);

Y%vc=subs(f,raices);

%plot(raices,vc,’or’); %Plotea valores criticos
A A
% Clasificando los valores extremos h

%******* eokok ok ok sk ke ke ok ok ok ok ok ok ok skook ok ok sk skokoskokok ok Rokok kR sk k ok *******x
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segdif=diff(f1); hderivada2 es la segunda derivada de f
dérivadad=diff (diff (segdif));lderivadad es la cuarta derivada de f
derivada2=zeros(1,1);

for j=1%l
derivada2j=subs(segdif,raices(j));

if derivada2j =0 #Criterio de la segunda derivada
if derivada2j<0
derivada2(j)=1;
hiprintf(Pmaximo en %g \n’,raices(j))
elseif derivada2j>0
derivada2(j)=0;
hiprintf(’minimo en %g \n ’,raices(j))
end

else
derivadadj=subs(derivadad,raices(j));
JCriterio de la cudrta derivada
if derivada4;j<0
derivada2(j)=1;
hiprintf(’maximo en %g” \n%,raiees(j))
elseif derivada4j>0
derivada2(j)=0;
hiprintf(’minimo en %g™\h ’,raicés(j))
end
end
end

%*************************************%

yA %%hCalculo de los itinerarios %
z*************************************z

I=zeros(1l,n); % En este vector se se almacenan los itinerari®s
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for i=1:1;
y=raices(i);
for_j=1:n
y=subs(f,y);
[zs1i]=busquedabinaria(raices,y);%Verifica si y es un critico
if r'=-1 % o en que posicién esta respecto
I(1i,g)=10+ r; % a los puntos criticos
else
I(149)=11;
end

end
end

Yk sk sk ko ok sk oksk ok ok Kk sk ok ok ko skok ok kokskokskokokok sk kok ko skok sk ko sk ook kY,
% %SUCESIONES "MINsMAX. MINIMO m-0, MAXIMO M-1 %
Yk sk sk sk ok ok ok sk oksk ok ok ok sk ok KB o skok ok kokskokokskokok o sk kok ko skok sk ko sk ook k)
#Para el case.positivo
Tkt sk sk ko sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk ok sk sk ko ok ok ok ook ok sk okok sk okok ok okk ook
M=zeros(1l,n);
if derivada2(1)==
for i=1:1
derivada2j=derivada2(i);
if derivada2j==

M(i,1)=1;
elseif derivadal2j==
M(i,1)=0;
end
for j=2:n
if (I(i,j-1)>=10 && rem(I(i,j-1),2)==0)
M(i,j)=0;

elseif (I(i,j-1)>=10 && rem(I(i,j-1),2)"=0)
M(i,j)=1;
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elseif ( M(i,j-1)==0 &% I(i,j-1)<10 && rem(I(i,j-1),2)7=0 )
M(1,3)=0;

elseif ( M(i,j-1)==1 &% I(i,j-1)<10 && rem(I(i,j-1),2)==0 )
M(i,3)=0;

€rseif ( M(i,j-1)==0 && I(i,j-1)<10 && rem(I(i,j-1),2)==0)
M(i,j)=1;

elseif”( M(i,j-1)==1 && I(i,j-1)<10 && rem(I(i,j-1),2)7=0 )
M(d) j)=1;
end
end
end

else
%********************************%
pA Para el cas6\negativo pA
Yok skt o sk o s skeake ok skt ok ok Skt ok ok skokok ook kokok ok
for i=1:1
derivada2j=derivada2 ()3
if derivada2j==
M(i,1)=1;
elseif derivada2lj==
M(i,1)=0;
end

for j=2:n
if (I(i,j-1)>=10 && rem(I(i,j-1),2)==0)
M(1,j)=1;

elseif (I(i,j-1)>=10 && rem(I(i,j-1),2)"#0)
M(i,j)=0;

elseif ( M(i,j-1)==0 && I(i,j-1)<10 && rem(I(iyj-1),2)7=0 )
M(i,3)=1;

elseif ( M(i,j-1)==1 && I(i,j-1)<10 && rem(I(i,j=1),2)==0 )
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M(i,j)=1;

elseif ( M(i,j-1)==0 && I(i,j-1)<10 && rem(I(i,j-1),2)==0)
M(i,3)=0;

elseif ( M(i,j-1)==1 &% I(i,j-1)<10 && rem(I(i,j-1),2)7=0 )
M(i,j)=0;
end
end
end
end

#Guardando las sucesiones min-Max
J#En las filas impares digo de que tipo
hes MAx o Ming y la filas pares el itinerario
Z***** sk s ok ke ok o ke s ok o ok sk ok ok ok K S R ok ok ok ok sk ok ok sk kool sk otk kol skokookosk ok skok ok ok skok ok kokokok skokok

sucesionesMm=zeros(2x1,n);

J=0;
for i=1:2:2%1-1
37341
sucesionesMm(i, :)=I(js )5
sucesionesMm(i+1,:)=M(J,);
end

Okt ok ok ok sk ok skt ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok

% SIMBOLOS MALOS yA
Yotk ok ok ok ok ok ok skosk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ook sk ok ok

Bad=zeros (2*1,2%(1+1));

for i=1:1
z=zeros(1,2%(1+1));
for j=2:2:2%i
z(1,3)=3/2+10;
z(1,j-1)=j/2;
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z(1,2%i+1)=1+10;
end

for j=2%(i+1):2:2%(1+1)
z(1,j)=j/2;
2(1,j-1)=j/2+49;
end
Bad(2%i—1}:)=z;
end

for k=2:2:2%1;
for j=1:k
Bad(k,j)=1;
end
for j=k+1:2%(1+1)
Bad(k,j)=0;
end
end

R R a2 e  EEmE ]

pA Algoritmo~de caCulg de entropia pA
e B B e o S e A

%Para imprimir resultados

% fprintf(’ \n \n iteracion lap Entropia de f7)
B fprintf (0 \n sksokkkoskorsksokkookaiskorokokokkokkikok \n 7 )

K=zeros(2*1,1*(n));

for m=1:n; % m sobre que iterada egtoy
for i=2:2:2%1 %#1/2 En que conjunto simbolos malos me muevo
for k=2:2:2x%1 % k/2 Que itinerario reviso

for j=1:2%(1+1) % j se mueve sobre los simboloS, malos

if sucesionesMm(k,m)==Bad(i,j)&&sucesionesMm(k-1,m)==Bad(i-1,j)




K(i,mx1-(1-k/2))=m;
K(i-1,m*1-(1-k/2))=k/2;
end

end
end
end

end

T = R B

YA Primefa) Iteracion yA
R R o S A

ss=zeros(l,n+1);
SS=zeros(l,n);
S=zeros(1,n);
s=zeros(1,n+1);
ss(:,1)=1;
s(1)=1;

hen que posicion estoy
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% relativo a que itinerario

for i=1:1 %i entrada devla/ columna m que se quiere modificar S_m~i

for k=1:1 % k Columnas involucradas.de $K$ en la iteracion m

if K(2%i-1,k)"=0

SS(i,1)=88(i,1)+ss(K(2%1=1,k) ,1-K(2%i,k)+1);

end
end
SS(i,1)=2%8S(i,1);
S(1)=8(1)+55(i,1);

suma=1+1;
ss(i,2)=suma-SS(i,1);
s(2)=1*(suma)-S(1);
end

lap=(s(2)+S(1))/1;




103

h=log(lap);
hh=h;

hiprintf (° hg - > hg -——>%g \n’, 1,lap, h)

L o S S A
o %Ciclo principal %
o o = S S e Sy A
v=2;
e=1;
while v<=n && e>ep
for i=1:1 i entrada de la columna m que se quiere modificar S_m"i

for k=1:1%v %'k Columnas involucradas de $K$ en la iteracion m
if K(2xi-1 &) >=0
SS(i,v)=8S(1i ) +ss(K(2*%i-1,k),v-K(2*i,k)+1);
end

end

SS(i,v)=2*SS(i,v);
S(v)=S(v)+88(i,v);

suma=0;
for j=1:v
suma=suma+s(j);
end

suma=1+suma;
ss(i,v+1)=suma-SS(i,v);
s(v+1)=1*(suma)-S(v);
end
lap=(s (v+1)+S(v))/1;
h=(1/v)*log(lap);

Yk kot ko sk sk sk sk sk sk ko Kbk koK ok

% CRITERIO DE PAROD yA

% Comparando cada 10 iteraciones Y

Yk kot ko sk sk sk sk sk sk ko Kbk koK ok
if rem(v,10)==
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v,lap,h)

e \n’,

> hg ———————>

_____
@




Bibliografia

[AG] J. M. Amigé v A. Giménez (2014). A simplified Algorithm for the Topological
Entropy of Multimodal Maps. Entropy 2014, 16, 627-644.

[ALM] L. Alseda, J5Llibre y M. Misiurewicz. Combinatorial Dynamics and En-
tropy in Dimensioft One (second edition).

[B] A. Beardon. (1991)Tteration of Rational Functions. Springer Verlag, New
York.

[BC] L. S. Block y W.A. Coppel/(1991). Dynamics in One Dimension. Springer
Verlag, New York.

[BC] X. Buff y A. Cheritat={2010)."Quadratic Julia sets with positive area. Pro-
ceeding of the Internatiomal-€ongress of Mathematicians. Hyderabad, India.

[CG] L. Carleson y T. Gamelin™{1993).Comiplex Dynamics. Springer Verlag, New
York.

[D]  R. Devaney. (1992). A first coufselin chaotic.dinamycal systems theory and
experiment. Springer Verlag, New_York.

[DH1] A. Douady y J. Hubbard. (1985). Etude dynamique des polynomes comple-
xes. Publication Mathématiques d’Orsay. 84-02] (1984); 85-04.

[AMvS] W. de Melo and S. van Strien (1993). One-dimensionabdynamics, Springer,
Berlin.

[KS] M. Kot, W.M. Schaffer (1984). The efects of seasonality on discrete models
of population growth. Theor. Pop. Biol, 26, 340-360.

[MT] R. S. MacKay and C. Tresser, (1987). Boundary of topologiealsthaos for
bimodal maps of the interval, J. London Math. Soc., 2(37), 164-189.

105




BIBLIOGRAFIA 106
@T] J. Milnor and C. Tresser, (2000). On entropy and monotonicity for real
cubic maps, Commun. Math Phys. 209, 123-178.

[P /D'. Pole. (20061).Linear Algebra, A Modern Introduction (Second Edition).
1omson, Belmont, USA.

R] A@\ulescu, (2007). The connected isentropes conjecture in a space of quar-
tic polynomials. Discrete Contin. Dyn. Syst. 19 (1), 139-175.

*
[R1] A.R. ulés 1, (2005). The connected isentropes conjecture in a space of quar-
tic polynm. Ph.D. thesis, Stony Brook University.

[Y] Y. Yomdin, Volume growth and entropy. Isr. J. Math. 57, 285-300.




ENTROPIA TOPOLOGICA DE FUNCIONES MULTIMODALES

ORIGINALITY REPORT

1 3%

SIMILARITY INDEX

PRIMARY SOURCES

2

B B 0 B B B0 3B

—_
(@)

ri.ujat.mx

Internet

revistas.ujat.mx

Internet

docplayer.es

Internet

es.scribd.com

Internet

alianzafraternal.org

Internet

smm.org.mx

Internet

vdoc.pub

Internet

vsip.info

Internet

gdoc.tips

Internet

uvadoc.uva.es

Internet

1467 words — 6%
1150 words — 5%

138 words — 1 %

78 words — < 1%
68 words — < 1%
59 words — < 1%
27 words — < 1%
22 words — < 1%
20 words — < 1%

20 words — < 1 %



.

1

RN RN RN —_
U EAN w N

N RN —_ —_ RN
o O (00} ~ (@)

|I::;eerry]/e(tllescarga.com 16 words — < 1 %
opicpuene 13worgs — < 170
|\:}\Q/r\{]\é\t/.slideshare.net 12 words — < ] 0%
pdffox.com 11 words — < 1 %

Internet

2 M. Amigé, Angel Giménez. "F las for th 0
Jose . migo, Ange Glmer.1ez ormulas for the 10 words — < 1 /0
topological entropy of multimodal maps based

on min-max symbols", Discrete & Continuous Dynamical

Systems - B, 2015

Crossref

|(E]ItceJr(rieztz.com.br 10words — < 1 %

ﬂtSrI:eLtj'pUb 10 words — < 1 %

|fnwt(ejrln.ef:andle.net 10 words — < ] 0%

|Irl']zilr’:ztsdeamor.com.br 10words — < ] 06

|\:]\Q/r\:]\é\t/.itk.iIstu.edu 10words — < 1 00
ON OFF

ON <10 WORDS



