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Intreduccion

La Biomatemdticas€s un area fértil para la investigacion interdisciplinaria y en ella se
modelan los diferefitesprocesos bioldgicos mediante técnicas matematicas de diversa com-
plejidad. Entre las ramés de esta area de investigacion esta la dinamica de poblaciones,
en la actualidad conocidd como Ecologia Matemdtica. Para simular los distintos tipos de
interacciones entre las espegiés, en la modelacion matematica se hace uso de la teoria
de sistemas dinamicos, con el Proposito de esclarecer cudles son las leyes que subyacen
en ciertos mecanismos biolégicos, mismos que son considerados por los ecodlogos como
importantes en la organizaciéon y preservacion de los ecosistemas.

En general, los estados de ufl gistema dimdfitico para un modelo de interaccién entre un
cierto mimero de especies quedawefinidos Mediante un vector x(¢), donde z; (¢) denota
el tamaro de la poblacién de la i-&5@ma especié 4l tiempo t. Los cambios de z(t) quedan

determinados por la ecuacion diferencial

()= f(x) (1)

bajo la hip6tesis de que los cambios en z(t) se dan continuamente. La forma especifica
del campo vectorial f (z) depende del tipo de interaccion que ge”desea modelar y sus
consecuencias se describen a partir del anélisis de la dindmica del gistema. La informacion
que se requiere para plantear el modelo se puede extraer de los trabéjos que los ecdlo-
gos han desarrollado sobre una teoria de la organizacién de las comunidades, en la que
por supuesto, es indispensable entender cudles son las causas que originan.dos, diferentes
patrones de diversidad entre las especies que las conforman. Entre las hipotesigpara ex-
plicar esto se encuentran la depredacién y la competencia. La primera proponé que, la
depredacion selectiva sobre los competidores dominantes mantiene una diversidad loeél al
evitar que alguna especie monopolice los recursos. Por otra parte, la segunda afirma que

en un medio ambiente estable la alta diversidad es causada por la competencia, misma que

IX
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influye directamente sobre la diversificacion de los nichos. De modo que las interacciones

depr or-presa y competencia han recibido especial atencion no sélo de parte de los
*
eeélogas( iino también de los matemédticos aplicados que trabajan en la modelacion de

s de fendmenos.

miltiples ¢

Por otro lade] e§ bien conocido que, en la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales
. . * . . . - - . .

ordinarias, es c yﬂna importancia el estudio de la dindmica que describen las trayecto-

rias solucion de (1 articular las érbitas periodicas y dentro de ellas, los ciclos limite.

Demostrar que una o periodica es un ciclo limite regularmente es una tarea compli-

cada, asi que para abordar este problema existen algunas técnicas, dentro de ellas la méas

conocida es la aplicacién de 1er retorno de Poincaré, aunque no siempre resulta facil

)

de utilizar. De igual forma, si %1\& un sistema diferencial que modela algin fenémeno,

esto es ®
@ (O (o1 (2)
donde p es un parametro product@‘a moc ién, entonces resulta de particular interés,

el sistema anterior, ello cuando el p 0 in@crado es variado de alguna forma.

estudiar la dinamica que describen lasﬁfj‘:&ctori@aucién del campo vectorial que define
Bajo tal situacion, si se desea verificar la existencia cQ os limite en (2), es conveniente
probarlo mediante la técnica de bifurcacién respecto rametro y un teorema muy
conocido en ese sentido es el teorema de bifurcacion de ®1ea.ré—Andronov—Hopf. Al
igual que en los sistemas diferenciales en el plano, los sisten@e dimensioén superior,
requieren del calculo del primer coeficiente Lyapunov para demos@la existencia de una
bifurcacién de Hopf y en [Kuznetsov 2004], se proporciona un resul importante en

este sentido. @

En el caso de los modelos de cadenas alimentarias, los ciclos limite son

tancia y de acuerdo a estudios ecolégicos, en la naturaleza los tinicos ciclos

v perduran biologicamente son los llamados ecoldgicamente estables, lo cual sigrifich que

deben ser insensibles a perturbaciones de agentes externos [May 2001]. En conseciericia,
L

un ciclo ecolégicamente estable debe ser aislado y por lo tanto, matematicamente debe co-

rresponder a un ciclo limite en los sistemas troficos [Coleman 1933]. Asi que, la existencia
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g{ﬁl menos un ciclo limite estable da una explicacion satisfactoria para comunidades en
las cuales se ha observado que las poblaciones oscilan en forma periédica |Olivares 2011],
es decirgindependiente de agentes externos.

En este trabaje presentamos un analisis local, usando herramientas analiticas y numéricas
para describirla‘'dinamica de un modelo de cadena trofica de tercer nivel o sistema tritrd-
fico. El modelo*consiste de tres niveles: planta hospedera(presa), herbivoro(depredador)
y carnfvoro(superdepredador). A este tipo de modelos los identificaremos como presa—
depredador-superdeprédador. Aqui, el depredador consume a la presa y el superdepreda-
dor se alimenta de depredadores. El modelo que analizamos especificamente es aquel donde
la funcion de crecimiento degla densidad poblacional de presas es logistico, el depredador
tiene respuesta funcional de Lotka-Volterra y el superdepredador tiene respuesta funcio-
nal Holling tipo II con una tasa deamertandad limitada por el consumo de depredadores
(esquema de Leslie-Gower). El modele=se estudiard bajo el supuesto de que el tiempo y
los tamanos poblacionales dé las-tres espéCies varian en forma continua, no haciéndose
distinecién por clases de edad, ni pob sexo; asl mismo, las variables que representan a las
densidades poblacionales y los pardmeétros del@istema se asumen de manera determinista
considerando que las tres especies estan distribuidas uniformemente, que no estan afec-
tadas por fenémenos estacionales o abidticos v queemlas tasas de crecimiento no hay
retardo ni influencia de generaciones anteriores.

La estructura del trabajo se divide en tres capitulos, en el*primero se abordan los concep-
tos bésicos de la teoria local de sistemas dindmicos continuos; en el segundo capitulo se
describe el teorema de la bifurcacion de Hopf en el enfoque de Tasformas normales para
el caso plano y se muestra la respectiva expresion del primer coéficiente de Lyapunov,
por ultimo se presenta un teorema con el primer coeficiente de Lyapunowv, para sistemas
de dimension superior, ilustrando su uso en un sistema de control retroalimentado. Fi-
nalmente, 1 el capitulo tres se presentan los resultados principales de esté™trabajo, los

cuales son:
(1) La interpretacion ecologica de los equilibrios del sistema,

(2) EIl analisis del caso limite donde el superdepredador estd ausente,
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@e garantiza la existencia de un punto de equilibrio de coexistencia de las tres

species en el octante positivo y se demuestra, mediante el primer coeficiente de
*

nov, la existencia de un ciclo limite que bifurca del punto de equilibrio no

tri

Adicionahnent{f}bg mencionar que, en esta linea de investigacion existen resultados
concretos obtenido/ G. Blé, V. Castellanos y J. Llibre |Blé 2016]. Ellos analizaron un
modelo de Sistema? co donde la presa se reproduce linealmente, el depredador posee
respuesta funcional de @' ifg tipo IIT y el superdepredador posee respuesta funcional de

Holling tipo II.




Capitulo 1
Preliminares

gn este capitulo recordartmos algunos resultados que desemperian un papel importante
en el anélisis y desarrolld del trabajo que presentamos en capitulos posteriores. Para
mayores detalles, los temas ahordados en este capitulo se encuentran en |Perko 2001] y

[Chicone 2006].

1.1. Sistemas lineales

El camino més comiin para definir tin€istema dindmico continuo es mediante las ecua-
ciones diferenciales. Supongamos que €l espacio de estados de un sistema es X = R" con
coordenadas (xy, 2, ...,2,). Si el sistema€sta definiflo 8obre una variedad, estas pueden
ser consideradas como coordenadas locales sobre ella. Mug~a menudo la ley de evolucion
de un sistema esta dada implicitamente, en términos de las gelocidades i; como funciones

de las coordenadas (s, ... ,2,), esto es:

;= fi (21, %2, ..., 2n), i=12....n
o en la forma vectorial

&= f(x),

donde la funcién vectorial f : R™ — R" se supone lo suficientemente diferenciable (Suate).

La funcién en el lado derecho de esta tiltima ecuacién define un campo vectorial, el cual

asigna un vector [ () para cada punto z. La tltima ecuacion representa un sistema de n
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ecataciones diferenciales ordinarias autéonomas.

Bajo condiciones muy generales, las ecuaciones diferenciales definen sistemas dinamicos
(suaves) efl tiempo continuo. Algunos tipos de ecuaciones diferenciales pueden resolverse
en forma afialitica (en términos de funciones elementales). Sin embargo, para lados de-
rechos suaves, lasssoluciones estan garantizadas para existir de acuerdo a un teorema de
existencia y unicidad, de las soluciones, mismo que abordaremos para sistemas lineales y

luego para el caso 110 lineal.

A saber, el problema fundaimental en ecuaciones diferenciales consiste en describir la evo-
lucién del sistema para cadasestado inicial, en ese sentido, la estrategia de resolver la
ecuacion diferencial en forma analitica nos daria la descripeion exacta de la evolucion
del sistema, pero desafortunadameéite este método no siempre funciona, debido a que en
una gran cantidad de ecuaciones diferenciales la solucidn analitica explicita es imposible
de obtener. Otra opcién es resolver las ecuaciones en forma numérica. Ademas existen
métodos geométricos que se centTan en el gstudio del flujo de una ecuacion diferencial, en
otras palabras, si no se puede determinar explieitamente la parametrizacion de la curva
solucién que al tiempo ¢ pasa por la eéndicion inicial z con velocidad f(zg) (resolver el
problema de Cauchy), procedemos a darsvalores ‘a las trayectorias para saber de dénde
vienen y a donde van en tiempos muy grandes (resolver.el problema en el enfoque cua-
litativo de Poincaré). En lo que sigue de este capitulo dédremos una idea general sobre el

estudio cualitativo de ecuaciones diferenciales ordinarias.

1.1.1. El operador exponencial de una matriz

Para definir la exponencial de un operador lineal T : R" — R", es necesari0 @efinir el
concepto de convergencia en el espacio lineal L(R") de los operadores lineales en R™ VEsto

podemos hacerlo usando la norma de un operador T definida por

|7 = max |T ()|
le]=<1
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d@ | denota la norma euclidiana de z € R", esto es

O le| = \/aF + - + 2.

La norma &opermlor tiene todas las propiedades usuales de una norma, asi, para

S, T e L(R™), @rma satisface que

7,

(@) [T =0y | 0 siysélosi T =0,
(b) KT = [KIIT| o Rye R,
() [S+T] <|S[l+] O
Se sigue de la desigualdad de ?h —Schwarz que si T € L(R™) esta representado por

la matriz A con respecto a la ba: .—.,e 16nica de R, entonces ||A| < /nf, donde £ es la

longitud maxima de las filas de A
La convergencia de una suce@ op es T € L(R") estd definida en términos de

la norma de un operador de la si ‘l'l‘te I ra
Definicion 1.1.1 Una sucesidn d t adm%dm T. € L(R") se dice que converge

a un operador lineal T € L(R™) ruand(\ﬂ 00, 999‘,,

. +*
lim T} =
k—o0

st para todo € > 0 existe un N tal que para k > N, ||T' — < €.

Lema 1.1.1 Para S,T € L(R") y z € R",

(1) [T()| < =] )\
@ ITS| < IS %

(3) 1T < |IT|* para k=0.1,2,...

Demostracion. (1) se cumple para = 0. Para x £ 0 definimos el vector umtarl@
*

Entonces, E la definicién de la norma de un operador se tiene que

IT) > 1T W) = ﬁmmn.




Capttulo 1. Preliminares

(2)Para |z| < 1, se sigue de (1) que

O/ I (5 ()]

< |TIIS ()]

L@ < |78 |«|
29 < TN 1S |2
d}.

Por lo tanto, %

s = mise (o) < rils)

v (3) es una consecuencia in%t& de (2). 0
o)

Teorema 1.1.1 Dado T € L(R™) % 0, la serie

es absoluta y uniformemente conve?‘ge@mu % < tg.
7 QO

Demostracion. Sea ||T| = a. Del lema anterior se si e para [t| < tg,

T+ TI*|¢)* _ a*tk (9

k! k! k! O,

Pero sabemos que

Y por el criterio de Weierstrass se sigue que

ke

Y g
P k! 6@\5\
C
O

iT

=0 H L

es absoluta y uniformemente convergente para todo [t| < ;. O
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L@menmal del operador lineal 1" esta entonces definida por la serie absolutamente

CONV ite
7,
oC
L T
T _ -
Ty
) /% k=0
Se sigue de laa\p fedades de los limites que e” es un operador lineal en R" y como en

la prucha del tmr@nterlor se satisface que [|e”]| < el

Ya que nuestro inter ncontrar la solucion de sisternas lineales de la forma
T = Az,

;; )
asumiremos que la transformac Q;ﬂmeal T en R™ estd representada por la matriz A de

n x n con respecto a la base canon@(& R" y asi definir la exponencial e

Definicion 1.1.2 Sea A un@z de E’nton(:es, para t € R,

Qs
(e

- —0)

%ra una matriz A de n x n, e es un@atriz? n, la cual puede ser calculada
14

en términos de los valores y los vectores proplos de la;%riz A. Como en la prueba del
teorema anterior, también se satisface que [e?|| < ellAlty dﬁlde lAll = |7 v T es la
transformacion lineal T'(x) = Az,

Lo siguiente es establecer algunas propiedades basicas de la tra%}acién lineal e* con

el proposito de facilitar el calculo de ¥ o de la matriz e?* de n x h. )\

Proposicion 1.1.1 Si P y T son transformaciones lineales en R™ y S@’TP‘l, enton-

ces 5 = PeT P L. (9

Demostracién. Se sigue de la definicion de e que \S\

MZHP*mQZW—W* ©

L
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Elsgiguiente resultado se sigue directamente de la proposicion 1.1.1 y de la definicion 1.1.2.

Corolario-t.1.1 Si P7YAP = diag[)\;] entonces eM = Pdiag[e™']| P71

Proposicion 1132 S S y 1 son dos transformaciones lineales en R™ las cuales conmu-

tan, esto es, que“satisfacen ST =TS, entonces 577 = e,

Demostracion. Si ST/= TS5, entonces por el teorema del binomio

" SiT*k
(9—+T)" =n! Z R

jthk=n "

Por lo tanto,

. ' Shrk S .
5+T E E : 5.1
c N Y 7! T
n=0 j¥k=n. " g=0 =0

O
Hemos usado el hecho de que el producto de dos Seriés absolutamente convergentes es una
serie absolutamente convergente, la cual estd dada porsu producto de Cauchy. Colocando

S = —T en la proposicion 1.1.2, obtenemos

Corolario 1.1.2 Si T es una transformacion lineal en R™Jdo transformacion lineal in-

versa de €7 estd dada por (eT)' =e 7.

Corolario 1.1.3 Si la matriz es de la forma

a —b
A=
b 7
entonces
N cosh —senb
¢t =e

sen b cosbh
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Demostracion. Si A = a + ib, se sigue por induccion que

a —b Re(AF)  —Im(A¥)
b a Im(AF)  Re(AF)

donde Re e Im denotan la parte real e imaginaria del ntiimero complejo A, respectivamente.

Asi

oy
-
I
.MH

cosb —senb

senb cos b

|

Nétese que si @ = 0 en el corolario ¥71=3, entonfes e es una simple rotacion a través de b

radianes.

Corolario 1.1.4 Si la matriz es de la forma

a b

0 a

entonces

Demostracion. Escribimos la matriz A como A = al + B, donde

0 b
00
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Luégo ol conmuta con B y por la proposicion 1.1.2,

De la defini¢iénede la exponencial de una matriz se tiene que

P=1+B+B*2+...=1+B

ya que del cilculo dirégto 32 = B* = ... = 0. 0

Con este ltimo resultado es®posible calcular e para cualquier matriz A de 2 x 2.

1.1.2. Teorema fundamental de los sistemas lineales
FEn esta seccion estableceremos el heehos fundamental de que, para una matriz A de di-
mension n X ny xp € R", el problema degvalores iniciales

="Ar, 7(0)= 1o (1.1)
tiene una tnica solucion para todo t € Ryla,cual esta dada por

x(t) = ey (1.2)

Noétese la similitud que hay entre la solucién (1.2) y la solucién z(t) = ez, del caso
escalar & = ax con condicién inicial z(0) = .

Con la finalidad de probar este teorema, primero calcularemos la derivada respecto al
tiempo de la funcién exponencial e usando el hecho de que dos proceso limite pueden

ser intercambiados si uno de ellos converge uniformemente, ver [Rudin 1964] pagina 149.

Lema 1.1.2 Dada una matriz cuadrada A, entonces

d At
—e™ = Ae™.
d!,P €

Demostracion. Como la matriz A conmuta con ella misma, se sigue de la proposiciéon
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(l@ v la definicion (1.1.2) de la seccion (1.1.1) que

d GAltEh) _ At
O/‘ —eM = lim ———
! dt h—D @;

et — [

= lim ™

2! k!

h—0 k—oc

O/ = A,
: %

La altima igualdad es cler que las series de e

@?S\ h—0 h o e
7

. = €'lim lim (A+—+---+—)

convergen uniformemente para

)

|h| <1y porlo tanto podemo@ercambiar los limites.

o)
Teorema 1.1.2 (Teorema &mentsd los sistemas lineales) Dada una mairiz

A de n x n. Entonces, para un m&, el (kma de valores iniciales
~ O

i~ 025 (13)
00

" Q
x(t) = ey, (1.4)
0 4

Demostracién. Por el lema 1.1.2, si 2(t) = e?¥xq, entonces )\

tiene una tnica solucion dada por

&= %e’“mn = AeMxy = Ax(t) Qd

Ay es una solucién. Para ver

para todo t € R. Ademas, z(0) = g = xg. Asi, z(t) = ¢
que esta es la tnica solucién, sea z(t) cualquier solucion al problema de valores%les
(1.3)

L

y(t) = e a(t).
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Entonces, del lema (1.1.2) y del hecho de que =(t) es una solucién de (1.3) se tiene que

y(t) = —Ae Mz (t)+e i (t)
= —Ae Mx(t)+e MAx(t)

= 0

Yt € R, va que e 4 34 conmutan. Asi, y(t) es una constante. Colocando ¢ = 0 se tiene
20
que y(t) =z, y por lebanto cualquier solucion al problema de valores iniciales (1.3) esta

dado por z(t) = eMy(t)= e z,. Esto tltimo completa la demostracion del teorema. [

1.1.3. Clasificacion cualitativa de sistemas lineales planos
Para el sistema de ecuaciones difereneiales lineales

Fy = @iy 4 bxg,
(1.5)
T4 = cr# di,.
El caracter general de sus diferentes fetratos fase”puede ser obtenido a través de sus

soluciones. Podria pensarse que un enfoque.amas facil dé dbtener las trayectorias del retrato

fase seria mediante la resolucién de la ecuacion diferenéial

dry  cxy+duy

dry  ary + by’
pero los métodos estandar para resolver estas ecuaciones conducen.a relaciones implicitas
entre e y que son dificiles de interpretar geométricamente. Si el sistefha (1.5) es la apro-
ximacion lineal cerca del origen para un sistema no lineal, entonces sus-peteatos fase son
aproximados a los retratos fase del sistema no lineal. La linealizacion es umrCherramienta
importante en el analisis del plano fase. Los patrones de los retratos fase seqdividen en
tres clases principales dependiendo de [os valores propios, que son las soluciones A;, A; de

la ecuacién caracteristica de (1.5):

N —rA+A=0, (1.6)
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.

]@ =a+dyA=ad—bc#0son la traza y el determinante de la matriz asociada

al sig 1 5), respectivamente. Las tres clases son
1

(A) A ales, distintos y con el mismo signo;

(B) Ay, A2 re@ distintos y con signo opuesto;

7

(C) AL Ay conlple;@)njugados.

Estos casos los trata.rem(fy{ separado.
(A) Valores propios reales, ré'mtos y con el mismo signo.

Denotaremos al mayor de los v % propios como A, esto es

TR (17
En términos de las componentes Wucigl@eral de (1.5) en este caso es

-+. 7
x (1) = Ciny et 4 Cgrz*%\ T (t%sle’m + Cys0e™, (1.8)

al buscar los vectores propios asociados a cada valor

donde ', C, son constantes arbitrarias y #1, s; y T’Q son constantes que se obtienen
%, cuando A = A y A = Ay

respectivamente. De (1.8) se obtiene ademds que @

drs  ds  Crs1e™t + Cosge™?! C
dry, &1 CrrmeMt + Corgelzt )\

Supongamos en primer lugar que A; y Ao son negativos, esto es

(1.9)

de (1.10) v (1.8), a lo largo de cualquier trayectoria del retrato fase

%
Ao < AL < 0. @\S\ (1.10)
C
Q

x ey se aproximan al origen cuando £ — oc, (1.11)

x ey se aproximan a infinito cuando ¢t — —oo.
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También hay cuatro trayectorias fase radiales, que se encuentran a lo largo del siguiente

par de‘lineas rectas:

D) S1
SiCy, =0, — = —
T r
' ! (1.12)
Iy So
Sic; =0 —=—
T

De (1.9), los términos flomhihantes involucran a e para t grande y positivo, y e*? para

t grande y negativo, con los/ue obtenemos

dxy 51
- cuando t — oo,
diry 71
(1.13)
dxg 5
— —— cuando t — —oc.
dry o

Junto con (1.11) y (1.12), lo anferior demuestra que todas las trayectorias de fase son
tangentes a x2 = (s1/r1)21 en el oriGenpy se aproximan a la direccién zs = (82/712)%1
en el infinito. Las soluciones radiales (142) son llamadas las asintotas de la familia de
trayectorias de fase. Estas caracteristicas pieden versétidla Figura 1.1 (a). Si los valores
propios A;, Ay son ambos positivos, con Ay > Ay > 0, el retrato fase tiene caracteristicas
similares a la Figura 1.1 (b), pero todas las trayectorias desfase estan dirigidas hacia el
exterior, partiendo del origen hacia el infinito. Estos patrones mugstran lo que se denomina
un nodo. La Figura 1.1 (a) muestra un nodo estable y la Figura 1.1 (b) un nodo inestable.
Las condiciones sobre los coeficientes que corresponden a estos casos«Son:

Nodo estable: D =72 —4A >0, A >0, 7 < 0;
(1.14)

Nodo inestable: D =72 —4A > 0, A >0, 7 > 0
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X2

2

H
Xz 5081 /110 H

:' x2= (52 r2) %y
D L - e -. - - .- x L L
3 ) : 21 2

W

H

gt

(a) Nodo estable

X2
27
|
i
p =159 Iry) xq
{
i
]
)
: -
! 1 2
|
|
v xg =152 /rz) X1
1
i
o

(b) Nodo inestable

Figura 1.1: Valores propies reales, distintos y con el mismo signo.

(B) Valores propios reales, distintes y de-§igno opuesto.

En este caso Ay < 0 < Aq, la solution (1.8)% la expresion (1.9) siguen aplicando. De la

misma manera que antes, podemos dedlicir qué cuatro de las trayectorias son lineas rectas

que parten desde el origen. De (1.8) pudde versé.que estas son trayectorias rectas que

estan a lo largo de xa /21 = $o/ra, obtenidagsal colofar@ = 0. El otro par de trayectorias

en linea recta se van a infinito cuando ¢ — oc, como loshagen el resto de las trayectorias.

Ademas, cualquier trayectoria (excepto las que estan a lo latgede xy /27 = s2/rs) empieza

en infinito cuando { — —oc.
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e

Elpatron geométrico es como una familia de hipérbolas juntas con sus asintotas, como se

ilustra“en la siguiente figura:

xp ={s1/r) 1

xg =(81/r3) %

Xz ={szirz)xq

xp =(8p/r2)%q

(a) Silla en el origety (b) Otra silla en el origen

Figura 1.2: Valores propiostéales, distintos y con diferente signo (sillas).

gpunto de equilibrio en el origen es uma silla y Giempre es inestable. De (1.6), las

condiciones sobre los coeficientes de la ecuacién caracteristica son
Punto silla: D =72 —4A >0, A < 0, (1.15)

C) Valores propios complejos conjugados.
(C) proj plej jug

Los valores propios complejos para matrices con entradas reales se dan como un par raices

complejas conjugadas, esto es
M=a+i, My =a—1i83, con a, 3 reales. (1.16)
La solucion general de (1.5) en este caso es

x(t) = Re {Cvel*™1} (1L.17)
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Separando por componentes la soluciéon (1.17) obtenemos
w1 (t) = e Re{Crie'}, xy(t) = e*Re{Cs1e™'}, (1.18)

donde C', ry, s son todos complejos en general. Supongamos primero que o« = 0y

coloquemos C'474 ¥ s; en su forma polar:
G =|Cle”, ri=|rm|e? s =|s1|e”.
Entonces (1.18), con o = (¢ transforma en

T (@: [C] |r1| cos (BE}P%+ p), x2(t) = |C||ri|cos (Bt + v +a). (1.19)

El movimiento representativo del punte (z(¢),z2(t)) en el plano fase consiste de dos
componentes armonicas simpleg de igualfretuencia angular 3, en las direcciones x, v @,
pero con diferente fase y amplitud{Las trayettorias fase por lo tanto forman una familia
geométrica semejante a elipses quesien general, estan inclinadas a un angulo constante
respecto a los ejes. Las condiciones algebraicas qué gorresponden a un centro en el origen

son: 7 >0y A > 0. Este caso se puede ilustrar mediante la siguiente grafica:

-2

{a) Centro circular (b) Centro eliptico

Figura 1.3: Centros.
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El€omportamiento cualitativo en el caso de los focos es

(a) Foco estable (b) Foco inestable

Figura 1.4: Valores propios cofipléjos con parte real distinta de cero.

En este caso, si @ # (), entonces ¢ incr€enta en las ecuaciones (1.18) y las trayectorias
en ¢l caso del centro eliptico se modifican por un facter . Esto hace que las trayectorias
se alejen, v cada elipse se torna en una espiral; una-espiral que se cierra si o < (), y
una espiral que se expande si @ > 0 (ver Figura 1.4). El'punto de equilibrio es entonces
llamado una espiral o foco, estable si & < 0, inestable si o =\0yLas direcciones de rotacién
pueden ser agvor de las manecillas del reloj o en contra. Las condi¢iones algebraicas que
corresponden a un foco en el origen son

Foco estable: D =72 —4A <0, A >0, 7 < 0;
(1.20)

Foco inestable: D =712 —4A < 0, A >0, 7 > 0

Adicional a los casos anteriores hay muchos casos de degeneraciéon. Esto ocurre ‘cuando
hay algtin valor propio repetido, o cuando algiin valor propio es cero. Si A = (), ‘entonces
y alg prog [ ; g prog )

los valores propios son Ay = p, A = 0. Si p # 0, por lo que la solucién general es

x (1) = Crure? + Chws.
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Ha¥ una linea de puntos de equilibrio dados por
ar+by=10

Las trayectoriagen el retrato fase forman una familia de lineas paralelas. Otro caso especial
se presenta sitA =,0 yv 7 = 0. Si D = 0, entonces los valores propios son reales e
iguales con A = %p 3iep # 0, se puede demostrar que el equilibrio se transforma en un
nodo degenerado, en(eh¢ual las dos asintotas convergen. En la siguiente tabla daremos la

clasificacion general de'los'retratos fase en términos de las cantidades 7, A y D.

Tipo de retrato fage r=a+d|A=ad—bc| D=1%—4A
Silla — A<D D=0
Nodo estable T<0 A=>0 D=0
Foco estable T<0 A>0 D <0
Nodo inestable 20 A=0 D=0
Foco inestable TE0 A=0 D<0
Centro T=10 A>0 D <0
Nodo estable degenerado 7.<0 A0 D=0
Nodo inestable degenerado =0 A0 D=0

Un centro puede ser considerado como un caso degeneradd, formando una transicion entre
un foco estable y uno inestable. La existencia de centros depende de una exacta relacion
particular entre los coeficientes del sistema, que es a+ d = 0, por le"que un centro es mas
bien una fragil caracteristica. Mas adelante veremos que, si la aproximacion lineal de un
sistema no lineal predice un centro, no se puede concluir que el sistema no lineal tiene un
centro, en vez de ello el sistema podria tener un foco estable o uno inéstable. Lo mismo
aplica para todos los casos degenerados.

Si existe una vecindad de un equilibrio tal que todas las 6rbitas en esa vecindard s€acercan
al equilibrio, el punto se conoce como un atractor. El término atractor se utiliza'para
sisternas lineales y no lineales. El nodo estable y el foco estable son atractores. Un atractor
con todas las direcciones invertidas en sus trayectorias es un repulsor, el nodo inestable

v el foco inestable son repulsores, pero un punto silla no lo es. Los términos atractor
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vy #épulsor también aplican a los ciclos, v a los conjuntos de atraccion, tales como los

atractéres extranos en los que las trayvectorias no pueden escapar.

Si los valopés propios de la ecuacion linealizada tienen parte real diferente de cero, entonces
el punto de@duilibrio se dice que es hiperbélico. En las siguientes secciones mostraremos
que para purttos de equilibrio hiperbolicos los retratos fase de las ecuaciones no lineales y
sus linealizaciones son, a nivel local, cualitativamente lo mismo. Focos, nodos y sillas son

hiperbolicos, pero wn centro no lo es.

1.2. AnaAlisis local _de-sistemas no lineales

En esta seccién primero estableceremesyos principios fundamentales del teorema de exis-

tencia v unicidad para sistemas’diferenciales no lineales auténomos, esto es
d = [z (1.21)

bajo la hipotesis de que f € C(£2), donde’() es unsubconjunto abierto de R™. El método
de las aproximaciones sucesivas de Picard'sé utiliza para probar este teorema. Este méto-
do no sélo permite establecer @existencia v unicidad de Ja.solucion para el problema de
valores iniciales asociado a (1.21), sino que también nos pérmite establecer la continuidad
@Jifer&nciabihdad de la solucién con respecto a las condicionessiniciales y pardametros.
También se usa para demostrar el teorema de Hartman-Grobmasw por lo tanto el mé-
todo de Picard es una herramienta bésica utilizada en la teoria cualitativa de ecuaciones

diferenciales.

Definiciéon 1.2.1 Supongamos que f € C(Q), donde Q es un subconjunto de BRI\ entonces
x (1) es solucidn de la ecuacidn diferencial (1.21) en un intervalo A si x (t) es diferenciable

en Ny siparatodot €\, 2 (t) €Qy
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D@n €, x(t) es una solucidn al problema de valores iniciales
O/‘ &= f(z), z(to) =10

en un énter@‘\ sitg € A, x(to) = 20 y la funcidn z (1) es una solucion de la ecuacion
diferencial (1.@\9@ el intervalo A.

A Ede aplicar el o de aproximaciones sucesivas para establecer la existencia de la
solucion de (1.21), n nos nir el concepto de condicién de Lipschitz y mostrar

que las funciones de clase C28Son localmente Lipschitz.

Definicién 1.2.2 Sea 2 un s@-ﬁ'unto abierto de R". Lo funcidn [ : Q@ — R" se dice
que satisface la condicion de Lip-srf'&en Q 51 hay una constante positiva K, tal gue para

& %
La funcidn [ se dice localmente Li a

& en O‘pam cada punto x¢ €  eriste una
vecindad de radio € con centro en Ty, C 01;:?1& constante Ky > 0 tal que para

todo =,y € ! se cumple que

todo x,y € N.(xp) se cumple que .

£ (@) — f(w)] < Kolz —y]. ())

sea f Qoé”.

CY(Q), f es localmente Lipschitz en Q. )\

—
o

Lema 1.2.1 Sea Q un subconjunto abierto de R" y Entonces, si [ €

Para la demostracion de este lema ver [Perko 2001| pagina 71. ; 6

geﬁnlcmn 1.2.3 Sea V' un espacio lineal normado. Entonces una sucesion i V es
llamada una sucesion de Cauchy si para todo € > () existe N tal que k,m > I\%ﬁca

e
q .

lue — wm | < e
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AQ, el espacio V' es completo si cada sucesion de Cauchy en' V' converge a un elemento

€n

El f-ugme eorema, estd demostrado por ejemplo en [Rudin 1964] en la pagina 151, y

establece la@a@letez del espacio lineal normado C'(A) con A = [—c,al.

S,

Teorema 1.2.14‘&,{\ = [—a,a], C(A) es un espacio lineal normado completo.

Teorema 1.2.2 (TeQ fundamental de existencia y unicidad) Sea Q_un sub-
conjunto abierto de R™ que_ebntiene a xg, donde asumiremos que f € CY(Q). Entonces

existe a > 0 tal que el pmbl@?d& valores iniciales

[ )Q

tiene una tnice solucidn x(t)@mte [—a,al.

Para la demostracion de este teo%_u 0% ver |Perko 2001] en la pagina 74.

1.2.1. Linealizaciéon y teoremOe H%an—(}robman

14
Un punto Ey € R™ es un punto de equ1llbrlo del 515tem@r&nclal no lineal

®
i=f(2) (1.22)
O

si se satisface que el campo vectorial definido por f (z) se anula al %} en este punto,

esto es

El campo lo podemos expandir en series de Taylor alrededor del punto de equilibrio como

sigue

f(#) = D(E) + 5 D[ (Fy)(a,2) + -
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re@ld@ en el primer orden de aproximacion la matriz jacobiana asociada al sistema

difergﬁﬂ no lineal (1.22), esto es
*

/

iy din

L. prm)-
S

/
El sistema lineal : ;

o} @ = (Df(Ey))x

es lo que llamaremos desde %@Rlealizacién del sistema diferencial (1.22) en el punto
E,. Ademsés, si ningin valor prdﬁ‘ e la matriz jacobiana evaluada en Ej tiene parte
real cero, el punto de equilibrio se ¢ ina hiperbélico. Luego, si un punto de equilibrio
para (1.22) es hiperbélico, @ea e ortamiento de las soluciones de (1.22) es

cualitativamente equivalente al c@mrt iiefito de las soluciones de su respectiva linea-

lizaciéon. En lo que sigue, no existu-"‘pér;]ida (gneralidad al suponer que el punto de
—
equilibrio es el origen, ya que si este no/('ﬂb{a el Oqiempre podemos realizar un cambio

de coordenadas, esto es, una traslacion (@; ejes o

*
* * *
Ty —>rT] —T7,T3 —> Xz — Xy, ..., Ty n— L.

donde z} con i = 1,...,n son las componentes del punto ¢ ilibrio que queremos
trasladar al origen. Asi, en los resultados donde se requieran célcu@implficmlo& se hara

un cambio de coordenadas para trasladar los puntos de equilibrio en del sistema

o
6(9.

g teorema de Hartman-Grobman es otro resultado importante en la teorl’a\cj}htativa

coordenado.

local de ecuaciones diferenciales no lineales ordinarias. Este resultado da condici%ara

que cerca del punto de equilibrio Ej, el sistema no lineal (1.22) .

&= f(x)
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te@a misma estructura cualitativa que el sistema lineal

O/‘ = Az (1.23)
con A = D@l. Asumiendo, como ya habiamos mencionado, que el punto de equilibrio

lo podemos tr@a& al origen mediante una traslacion de ejes.

Definicion 1.2.4 s sistemas de ecuactones diferenciales auténomas, como (1.22) y
(1.23), se dice que s ologicamente equivalentes en una region alrededm'g origen
si hay un homeomorfismo Heque es un mapeo de un congunto abierto U gque contiene
al origen en un conjunto a@o V' gue también contiene ol origen, el cual asigna las
trayectorias de (1.22) en U e ?myectorias de (1.23) enV y que ademds conserva su
orientacidn en el tiempo, esto en e@ntéd() de que si una trayectoria estd dirigida de x,
a xy en U, entonces su imagen es diri de H(x1) a H(x2) en V. Si el homeomorfismo
preserva la orientacion en el’ti , enﬂ?s, los sistermas (1.22) y (1.23) se dice que

son topoldgicamente conjugados @ﬂ‘a v.c@d del origen.

Definicion 1.2.5 (Flujo de unaﬁéién %ﬂcial) Sea Q un subconjunto abierto
de R* y sea f € CY(Q). Para _zg € o(t, Ty ) la solucidn al problema de valores
iniciales © = f(z), x(0) = x5 en su interyalo max@ (z9). Entonces, para todo t €

@i(x0) = O(t, x0) Qo, (1.24)

se llama el flujo de lan ecuacio’rﬁfm‘encml i = f(x). Ndtese que@:n{, s punto de equi-

I(xg), el conjunto de asignaciones ¢, definido por

librio de (1.22), entonces ¢(t,xq) = xo pare todo t € R. Por lo ta.'ﬂ,t@n es un punto

@Lta singular

Teorema 1.2.3 (Teorema de ga.rtman—Grobman) Sea 1 un subconjunto abierto de

pAl
estacionario del flujo; también se le denomina como cero, punto critico

del campo vectorial f: Q2 — R™.

R™ que contiene al origen, sea [ € C'(Q), y sea ¢, €l flujo del sistema no lineal ).
L

Supongamos ademds que f(0) = 0 y que la matriz A = Df(0) no tiene valores propios

con parte real cero. Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que
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q@e al origen a un conjunto abierto V' que contiene al origen tal que para cada xg € U,
ea:é.&t@ intervalo abierto Ay C R que contiene al cero, tal que para todo xy € U yt € Ay

*

se cumpéf fue
c,/\ H o ¢, (xy) = e™H(x0);
S
esto es, H mapea'ayectm'm.q de (1.22) cerca del origen en trayectorias de (1.23)
cerca del origen y pw@ua la parametrizacion para el tiempo.

El teorema de Hartman-Grebman afirma que es posible deformar de manera continua

(alrededor del punto de equi iLas trayectorias del sistema no lineal en las trayectorias
del sistema linealizado (via el h

se puede revisar en el libro IClli('m@'[)G]: pégina 309.

1.2.2. Teoria de la V%ad Eﬁral
La teoria de la variedad central %‘nesﬂ%ﬁos en esta seccion serd para dos casos,
* —

primero para campos vectoriales no pt(ea{étric luego para campos vectoriales depen-

)Q,Enorﬁsmo). La demostracion rigurosa de este teorema

dientes de pardmetros.

Caso no paramétrico: Considere el sistema no ling
€=X(o). Qo (1.25)

donde £ € "" v X es un campo vectorial suave. Un conjunto?é” se dice que es un
invariante local para (1.25), si para § € 5, la solucién £(t) de (1.25) £(0) = & esta
en S para |[f| < T donde T > 0. Si siempre podemos hacer que T — oo,@c)nces decimos
que S es un invariante local.

Supongamos que X(0) = 0 y la jacobiana evaluada en el origen tiene la forr@\s\

B (0 95,

0 B .

donde A es una matriz de dimension & x & con valores propios con parte real cero y B




Capttulo 1. Preliminares 24

m@tﬂz de dimension (n — k) x (n — k) con valores propios con parte real negativa.
Lueggﬁe manera natural podemos hacer £ = (z, )7, con 2 € R* y y € R"*, obteniendo

*
la sigu representacion para el sistema (1.25),

Y= By+g(z,y).

% &= Av+ f(z.y), (1.26)
/'

donde f(0,0) = 9(% 0y Df(0,0)=Dg(0,0)=0, f,ge C", conr =2,

4 < I/
eﬁnici(‘)n 1.2.6 Una yd tnvariante W serd llamada variedad central para el sis-
€

tema (1.26) si puede ser .@enmda, de manera local, con la siguiente estructura

We (0) = {(z,y) € R* x?% (0) = 0, Dh (0) = 0}

y=nh(z), || <d, h
para & suficientemente pegue% :

Observacion 1.2.1 El hecho de ,ﬂl(l)) 6?{3}1([)) = 0 nos garantiza que la variedad

g (@’n‘m! E° en el origen.

central Wi (0) es tangente al subes agiv prop

Q.

Los siéujentes tres teoremas que enuncial témlostrados en |Carr 1981|. El pri-
+
mero de ellos nos garantiza la existencia de la variedav%ral.

Teorema 1.2.4 FEuxiste una C" variedad central para el st’s@a (1.26). La dindmica del

sistema (1.26), restringida a la variedad central, estd dada mrﬂ@ﬁcientemente pequerna

por el siguiente sistema k-dimensional ®)\

b= Av + f(v, h(v)), % (1.27)
n vevyCRE @

El siguiente resultado establece que la dindmica de (1.27) cerca de v = 0, detefmifta la

dinamica de (1.26) cerca de (x,y) = (0,0). .

Teorema 1.2.5 Dados los sistermas (1.26) y (1.27) se tienen los siguientes resultados:
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@upongamos que v =0 es un equilibrio del sistema (1.27), que puede ser asintdti-

@eme estable o inestable, entonces (x,y) = (0,0) es un equilibrio asintélicamente
*
esttble o inestable para el sistema (1.26).

(iz) Supm%s que el equilibrio (x,y) = (0,0) del sisterna (1.26) es estable. Entonces,
st (x(t), @ es una solucion de (1.26) con (x(0), y(0)) lo suficientemente pequerio,

entonces ea solucidn v(t) de (1.27) tal que

Q)O/ lim (1) = v(t) + O ™),
\/' ;

Figura 1.5: Representacion del teorema de la variedad central.

Observaciéon 1.92 Lo que nos dice el teorema (1.2.5) es que la soluﬂg\v(t) del sistema
(1.27), representa en forma aprozimada, el comportamiento local del sis 51.26) sobre
el subespacio propio E° = R*. Ver figura 1.5. @

ﬂ ultimo teorema proporciona un método para aproximar la funcién h(x), cuyé grifica
es la variedad central. Antes de enunciarlo, determinaremos una ecuacion diferenQen
*

derivadas parciales, cuya funcion desconocida es h(z).

Sea (z(t),y(t)) € WE.(0), luego entonces se cumple que y(¢) = h(x(t)), por lo que deri-
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\":@011 respecto al tiempo obtenemos

O/‘ § = Dh()i. (1.28)
-

Como toclo&o sobre la variedad central satisface la ecuacién (1.26), se tiene que la
ecuacion (1.25\29 equivalente a

%) + g(z, h(x)) = Dh(z)(Az + f(z, h(z)).

Si hacemos ?/

B - Dh(m)@};(m h(z)) — Bh(z) — 9(a, h(z)) =0, (1.29)

El problema consiste en encontrar it e satisfaga la ecuacion (1.29). A esta ecuacion se

le conoce como ecuacién honﬂ@a: p

myayores detalles ver [Arnold 1983|. Encontrar
la solucion de esta ecuacion es e eral @diﬁeil que resolver el sistema (1.26), sin

embargo, el préximo resultado nos itird aﬂh}_{ar la solucién de (1.29) con el grado

de precision que se desee. (\ o

T O

Teorema 1.2.6 Sea ¢ : R¥ — R** de clase Cl,%(ﬂ) = Do(0) = 0 tal que
N(o(x)) = O(|z|?) cuando x — 0, para algiin g > 1. Ento@

[h(z) = ¢ (x) =O(|2|*) cuando x — 0.

A

Caso paramétrico: Eonsidere el sistema no lineal parametrizado, esc@g en bloques

L= Az + f(z.y, p), \S\
.30)
: By + g(x,y, p1). (bl

O

*
con (z,y, 1) € RFxR"*xRP donde A posee valores propios con parte real cero y B posee

de Jordan

valores propios con parte real negativa, con f(0) = Df(0) =0y g(0) = Dg(0). Ademas,
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ngamos que g € RP es un vector de estados, luego podemos reescribir (1.30) como

O/‘ &= Az + f(z,y, p),
L fo=0, (1.31)
@A = By+g(r,y.p)

SN

llamado el sistem( c,pendldo que a su vez lo reescribimos como

Pj A 4 ™ g(mr: 1)
s

yQ&%g (2,9, 1)

Tenemos entonces un subespacm central de dimension & + p, por lo tanto existe
una funciéon h(z, p) cuya grafied es l rledad central, localmente alrededor del origen
(2,9, 1t) = (0.0,0), del sistem, 3 0 la dindmica sobre esta variedad central

estd dada por a
= Azr Q

_ (1.32)
luego la ecuacion (1.29) para determinar N(h(z, 1)) % como

g—?(ﬂ'}“ﬂ) (Agg—f—f(ﬂi‘,h(.’ﬂ,,‘i) ::U“D - Bh(“’c:}'—‘) _g(mihwiﬁ) =Uu (133)

1.2.3. Formas normales

38
Dado un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
&= X(z),

A
%
)
@
O

con X(0) =0, la teoria de las formas normales consiste en buscar un cambio de coorde-

nadas x = y + h(y) tal que el sistema en las nuevas coordenadas tenga la expresion “mds
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si@:osible”.

Sup@ngs que el campo vectorial X ha sido desarrollado en series de Taylor alrededor

del equf{ io x =0, v que ademads, su parte lineal se encuentra en la forma de Jordan,
S

donde F, : R" — B&m campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos

i = Jr+ Fy(x) + Fy(x) + - (1.34)

e grado r. Suponga. demés que este campo vectorial X posee términos no lineales

de grado r en adelante, yf

= (@) (@) + - (1.35)
ol

considerando el cambio de coorden@i

éx - 15, (1.36)

donde h, : R" — R" es un campo \ne#yaﬂ cuyas ponentes son polinomios homogénos
de grado r, tal que ||h,.(y)|| < 1. La ide@miﬁte contrar h, tal que el sistema (1.35)

2
en las nuevas coordenadas no posea tér de gra@. Derivando (1.36) obtenemos
*

i = y+Dh ()3

(§+ Dh. (y)) y QO’ (1.37)

pero en (I + Dh, (y)) tenemos que |[|[Dh,(y)|| < 1, entonces es un@nm%‘z invertible, tal

que
(I+ Dh,(y))™" = I — Dh,(y) + (Dh:())* -
luego, de (1.37) se sigue que

6(%\
@
O

L

(I + Dh, (y)) " i
(I = Dhv (y) + (Dhy ())° +-++) (Ju+ Fy () + Frya (2) + )

o©s.
Il
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p@ (y + hr () = F- (y) + DFy () hy (y) + - -+, Iuego entonces

?/' (I = Dhs (y) + (Dhe (9))* +---) (J (v + I () + E () + O (Iyl™))
:Gyﬂﬂ y) + Jh. (y) — Dhy (y) Jy) + O (ly|"")
yEE W +0(y™)

Pl
donde F, ( F,@( Jh, (y) — Dhy (y) Jy.

%

Observacion 1 93 ODM que si el campo vectorial X posee términos no lineales a

partir de grado r, entonces io de coordenadas ¥ = y + h.(y) produce un nuevo
campo vectorial también con té s no lineales a partir de grado r.

Ahora veamos bajo qué condici asegurar la existencia de I, tal que F, = 0.
Considerando el espacio vectori ”'de c@npos cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado r, y sea L,; —H" erador lineal dado por

7

Ly(hi(y) = %) Ty O@y)

Esta gperamon se conoce como el corchete de Lie de @mpos vectoriales Jy y h,(y).
Basta demostrar que L es invertible, ya que F, = 0 < h, @ L' (F,.(y)). Entonces, L;

serd invertible si y sélo si todos sus valores propios son diferen cero. A continuacion

vamos a calcular Es valores propios. ®
Supongamos que J posee n valores propios reales diferentes A; para A .M, ¥ cOmo
estd en su forma de Jordan, entonces es %ﬁgonal v ademas sus vec ropios son
los elementos de la base canénica en R". Regresemos ahora al espacio ial H" y

determinemos su base canonica. Por ejemplo, para r =2 y n = 2, la base can@ posee

seis elementos ( o

9 . 9 “
Y Yivs Y2 0 0 }

By = ,
0 0 0 y? Y1t
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AO efinimos ™ = ¥y yy"?, con my +my = 2 y m; > 0, entonces

O/L‘ Buz = {y"eilmi +me =2,i=1,2}

En general& yr™t sy con YT my =1y m; = 0, entonces la base canénica de
H" esta dada lé;\/

Entonces el corchete de ]q/ da como

n
LT I
Yy et-|§ m;=r,i=1...n

i=1

T

donde se tiene que ;

y Jy = ( My A )T por lo t@ obten@

=
:Q
£
—~
=
3
5
2
"---u
e
\
~
—
e
£
o
=

D (y™e;) Jy = ( 0 - 0 > mhy™ 0
gonde m=(my,...,mp) ¥y A=(A1,..., \,). Tenemos entoncewe,

Ly(y"e:;) = D(y"e)Jy—J(y"ei)
(m A) y'!fl A yffip

A
= (m-A=N)y"e %
(%\
C

es decir, y™e; es un vector propio de L; con valor propio

A'm;r'. =m:- )\ - A'i- %8)
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L@LJ serd invertible si y sélo si Ay, ; # 0 para toda m y toda i = 1,...,n. Esto
ﬁltma?)s lleva al siguiente concepto:

*

/

Definici 2.7 Se dice que la n-tupla de valores propios X = (M1,..., \,) es resonante

de orden r @/"poséble encontrar una relacidn entera de la forma

$ .
/‘ A,-zij)\j,

=1
para algin m con mQy algunai=1,...,n.
=1

F

Observacion 194 Puede? que la expresion (1.38) también es vdlida en el caso
en que J no es diagonal, ver [AraGld 1983].

R

Con todo lo anterior tenemos probado'el teorema de linealizacién de Poincaré (ver [Chicone 2006]).
El teorema de linealizacion de Pot caré‘cho siguiente:

Teorema 1.2.7 (Linealizacion dﬁi}lcargﬁﬂ_{os valores propios de la matriz J son

no resonantes, entonces el sisterna no lineal o

O
= Jr+ F(x) % FTH(ﬂQ@

puede ser reducido al sistema lineal @

y=1Jy O,
©a

3
por un cambio de coordenadas ¥ = y+ h.(y) + -, parar=23,... @

Ahora vemos cémo determinar h, tal que F, = 0, es decir, determinar h, tal (he(y)) =

F,.(y). Entonces, expresemos h, y F, en términos de los vectores canénicos dee’\,

C
> by O

L

E

]

S
1

TR,

Fo(y) = Y Fuy™e

i
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\
§
a
|
<

Il

J (Z hm,‘iyfu Ei)
i

Z Toni Ly (y"e;)

Zh”” m-A—X)y"e;

Q i

De esta manera, L, (h,@’z F,(y) si y solo si

%;‘ - m (1.39)

Como los valores propios de .J n<®i resonantes, la expresién anterior siempre tiene

sentido
Consideremos ahora el caso en hay-ynanma es decir, el caso en que algunos valo-

res propios A,,; de L; son cero. vectoé?@plos de L, asociados a valores propios

Q

diferentes de cero forman una 1mag “Sea F, € H", luego, las componentes
w, de F" que estén en B” pueden ae(\ nnad mediante el cambio de coordenadas
=y + h.(y), donde h, se escoge de tal lancra qu@ coeficientes estén de acuerdo a
la formula (1.39). Las componentes &, de F. que pe an a algn subespacio com-
plementario, G", de B", permaneceran sin cambios media@el cambio de coordenadas

=y + hy(y) obtenido de B". Asi, estos términos resonantes eceran en el nuevo

campo vectorial. Esto demuestra el siguiente teorema: ®

Teorema 1.2.8 (Teorema de Poincaré-Dulac) Considere el sist@%m lineal

&= X(x), ‘6 (1.40)
oY

con z € R*, X(0) = 0 y X es un campo vectorial suave. Existe una tmn&é}w(ﬁon
polinomial x =y + h(y), tal que transforma el sistema (1.40) en

N
p=Jy+ Y @0y, (141)

r=2
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d@oda& los monomios en @, son resonantes.

El la@] cho de (1.41) es llamado la forma normal del campo X .

L

Ejemplo @ Para ilustrar los conceptos anteriormente erpuestos, determinaremos la
Jorma nmma@(ampo vectorial

_ 0 —wyg x N N1z, y)

golucién. Observe que li@aﬂa del campo vectorial tiene valores propios imaginarios
puros A = jwy y su conjuga

niente cambiar de variables p resentar la Jacoblana en forma diagonal, y de esta

ECuando se tienen valores propios complejos, es conve-

forma utilizar el método desarrolla Se s arriba. Introduciendo las variables complejas
e

z—z—f—iyy;?—z—iy:set%l
z
G z

z:1'i®

Luego, después de algunos célculos obt%

2 iwy 0
3 0 —iwo ;@

donde F; = f; +ify, v Fy, = F|. Tenemos entonces que ®

Az + B (2,2) )\
z Az + F (2,2). %

2a-
Il

v
[I

Notese que la segunda ecuacion es conjugada de la primera. Ahora busquem@rmmos
resonantes de orden r, es decir, busquemos m y j en la ecuacién (1.38) tal que % 0,

esto nos lleva a que .

M +med = N & (g —ma)A = A,
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¢ L=AY A= 5\, ademas my + my = r. Para j = 1, la ecuacion anterior se reduce

J.+1 =k

2 = 1, por lo tanto, los términos resonantes son z e; para k = 1,2,.

Para J tenemos la ecuacién m; —ms, = —1, por lo tanto, los términos resonantes son
2k ZFHe, — =1,2,...,. Luego, la forma normal del campo, en variables complejas

estd dado

el
Il
=
=
+
(3¢
ol
N?“
N?“
£

Antes de pasar este tltimo s a variable real, obsérvese que, si g = ar_1 + 181,

entonces

o2

180, Q x + y
k
[ _w 1T+ )] (2* + %)

Haciendo uso de los cambios de coorde% antetl s, tenemos

*
T [) —wp

= +
y wy U Yy

ar,ii
)
i
-

B = b

—_—

donde F(z,z) = 5 287125 Ademas, O’

I ®

(F(2,2) + F(2,2) = Re(F(z,2) = i (ag_1 — gk_m'?x‘ +)*,

o |
Eed
ML
=
|
=
_|_
2
Ead
S
&
b
o
-

9(—17‘(2, Z)+ F(z2,2) = Im(F(z,2)) = B 11 &
luego entonces (\

& 0 —wy T N 52 (a1 — Bray) (22 + 49 e

v wo 0 y 5321 (Brmrx + any) (@2 +y7)
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v el sistema de ecuaciones queda como

O/‘ o= —uwgy + Z (12 — Byy) (2% + yz)k

k=1

L oo
Q«\ o= wor+ Y (Beaw +ary) (22 +y?)"
\);

k=1
*

/

No es complicado @car que este mismo campo en coordenadas polares es

oc
— 2k +1
P = E Qg1
k=1

Q:
5 |
O = Wﬂ‘f'zgk 1™

A k

oo
=1




Capitulo 2
Orbitasperiodicas

En este capitulo hacemoswnasrevision de la bifurcacion de Andronov-Hopf (bifurcacion de
orbitas periodicas), se presentasuna descripcion simple mediante un sistema de dos ecua-
ciones diferenciales escritas en ua forma normal. Posteriormente, se enuncia el teorema
de la bifurcacion de Hopf vy se muestrasla expresion del primer coeficiente de Lyapunov
para sistemas en el plano. Por'iiltimo, presentamos un resultado que se encuentra en la
pagina 180 del libro [Kuznetso¥ 2004}, el €ual proporciona una expresion para el primer

coeficiente de Lyapunov en sistemas.fe dimensién n > 2.

2.1. Bifurcacion de Hopf

Consideremos el siguiente prototipo de sistema de ecuaciones diferenciales que depende

de un parametro

T a(ml —xy— 3y (23 + 22) @.1)
dy = 21 + axp — Ty (23 + 3) . &

Este sistema posee el equilibrio 2; = x; = 0 para todo a con matriz jacobiana
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la@tien& valores propios Ay » = @ £ 4. Introduciendo la variable compleja z = @1 + ix»,

Z= irg, |2|? = 22 = x? 4 iz} Esta variable satisface la ecuacion diferencial
*

7
%:&1 +idy = alx) 4 ixg) +i(xy +ix) — (x1 + ixe) (22 + 22),
>

y podemos po@auto reescribir el sistema (2.1) en la siguiente forma compleja:

7

O

@ 2= (a+i)z— z|z%. (2.2)
Finalmente, usando la rewtacién polar de los complejos z = pe'®, obtenemos

o

= pe’f + pipe’?,

)

o también ie

pe'’ &ﬁﬂo =peFla+i=—p),
* —
la cual nos da la forma polar del siszalﬂ' 2.1
i-50-n70

+

p=1

(2.3)

Los retratos fase que representan la bifurcacion del sistema Qld{) o atraviesa cero puede
ser facilmente analizado usando la forma polar, ya que las Qciones para p y  en
2.3) estan desacopladas. La primera ecuacion por obvias razones@o ede considerarse

para p = 0 y posee un equilibrio en p = 0 para todos los valores de"a. El equilibrio es

asintdticamente estable si @ < 0; y permanece estable en @ = 0 pero n
lo que la rapidez con que converge la solucion a cero ya no es exponenci
equilibrio se vuelve inestable asintoticamente. Atin mas, hay punto de equili
adicional pg(ov) = /o paraa > 0. La segunda ecuacién deseribe un movimiento r@ ional
con rapidez constante. En consecuencia, por superposicion de los movimientos (IEBQ

1dos
*

por las dos ecuaciones de (2.3), obtenemos el siguiente diagrama de bifurcaciéon para el




&)
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sigtéma original de dos ecuaciones (2.1).

(a) a <0 (b) =0

Figura 27} Bifurcacion de Hopf supercritica.

El sistema siempre tiene un equilibrio en ‘el”orfgen, este equilibrio es un foco estable
para « < 0 y un foco inestable para®a_>> 0. En el valor critico del parametro o = 0
el equilibrio es no linealmente estable y topologicamente equivalente a un foco. Algunas
veces es llamado un foco atractor débil. Este equiltbrig, esta rodeado para a > 0 por
una 6rbita cerrada aislada (ciclo limite) que es tnica v €stdble. El ciclo es un circulo de
radio po(a) = /ev. Todas las 6rbitas que empiezan fuera ‘o dentro del ciclo, excepto el
origen, tienden a este ciclo cuando t — oc. Esta es la bifurcacién dé Andronov—Hopf. En
el espacio (xq, 29, v) esta bifurcacion da lugar a la aparicion de iha a—familia de ciclos
formando una superficie parabolica. Por otro lado, si tenemos un sistenta tomo (2.1) que

tiene términos no lineales con signo opuesto,

& Ty = axy — o + 3y (2] + 23). 2.4)

By = @y + ary + 3y (23 + 23) .

el cual tiene la siguiente forma compleja:

= (a+1i)z+ 2]z,
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p@s&r analizado de la misma forma. El sistema experimenta una bifurcacion de
And v-Hopf en o = 0. Contrario al sistema (2.1) hay un ciclo limite inestable en
(2.4), M:‘al desaparece cuando o cruza el cero desde la parte negativa hasta la parte
de los va.é ositivos. El equilibrio en el origen tiene la misma estabilidad para o # 0
cOmMo en elﬁl a (2.1), es estable para o < () e inestable para « > 0. La estabilidad en
el valor crl’tico\li']\/p&rémetro « es opuesta a la del sistema (2.1), es inestable en o = 0

pero no linealmen diagrama de bifurcacién para el sistema (2.4) es el siguiente

Figura 2.2: Bifurcacién de Hopf sub@ca.

\

QBorema 2.1.1 (Teorema de la bifurcacién de Hopf) Suponga%}ue el sistema

donde x € R", o Eg, tiene un punto de equilibrio (x4, ) tal que \SC\-\

(i) Dyf(xog, cvg) tiene un par de valores propios imaginarios puros y ningin ofr lor

. L
propio con parte real cero.

(ii) Sean M o), A(«) los valores propios de D, f(xo, ) los cuales son imaginarios puros
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er@ ay, tales que

?2 4= 2 (Re(@))lamay 70 25)

Entonces e@wna dnica variedad central tridimensional que pasa por (zg, ap) € R x R
y un sistema d@rdenadas suaves para el cual la expansion de Taylor de grado tres sobre

la variedad (:entmom‘denadas polares, estd dada por

%/ p=p(da+bp*),
/ ¢ =w+ ca + bp’.

Si by # 0, entonces eriste una@
la cual tiene tangencia cuadv‘a’t@hel espacio propio de Mag), Mag) que coincide

erficie de soluciones periddicas en la variedad central,

en dimensidn dos, con el parabolot

periddicas son estables, mﬁer@e si VJ, son ciclos limite inestables.
Los coeficientes de estabilidad d y&ﬂal% velocidad de cruce y primer coeficiente

= —%lp'l, Si €7 < 0, entonces esas soluciones

—

*
de Lyapunov, respectivamente. Con g,phede v arse en |Marsden 1976|, este teorema

puede ser probado por una aplicacion rg\ de l@oremas de la variedad central y de

las formas normales que se presentaron en el capftul@terior.

>

2.1.1. Primer coeficiente de Lyapunov: ca@idimensiona]

gxiste una expresion para calcular el primer coeficiente de Lyap@ff’h ver |Guckenheimer 1993].

Teorema 2.1.2 Consideremos el sistema
i=Jr+ Fx),
donde J y F' son

A
s
%
@
O

L
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cort F(0) = 0 y DF(0) = 0. Entonces, el primer coeficiente de Lyapunov para sistemas
en elplano es

1

¢
T

(R1 + wha), (2.6)

donde Ry y R son

!

[FlfmFlrlml + Fl:rz.'rz) - FZ.Tl.'rz (F2I1:I‘1 + FZ:rz:rz) - Fl:rlrlFQ:rl:rl

+FIIZ%IZ]I=O 7

[Flmlzlrlq%lfrzrz + FQ:{‘]rlrz + Flrzzrz:rz]:L‘:O'

Ry

2.1.2. Primer coeficiente de Lyapunov: caso n-dimensional

Cuando un sistema de ecuaciones diféréticiales dependiente de parametros

d= Flatp),
en R" tiene un equilibrio £ y su linedlizacion en_el equilibrio posee valores propios dwi,
E es un candidato a exhibir una bifurcag¢ion de Hopf_Esta bifurcacién es local y en ella
un equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales piefde su estabilidad como un par
de valores propios complejos de su linealizacion, alrededor.de E, atravesando el eje ima-
ginario del plano complejo. Para mostrar que la bifurcacionyde Hopf ocurre, es necesario
calcular el primer coeficiente de Lyapunov ¢, (F) del sistema de eéuaciones diferenciales.
A continuacion enunciamos el teorema de Kuznetsov para el cilculo del primer coeficiente
de Lyapunov.

Teorema 2.1.3 (Kuznetsov-2004) Sea i = F (2) un sistema de ecuadtonts diferencia-
les de dimensidn n que posee como punto de equilibrio a E. Ademds, considere el tercer

36
%‘!en de aproximacion en serie de Taylor de F (x) alrededor de E dado por

F(z)=A(x)+ %B (x,2) + 31!0 (z,z,2)+0 (|:1r:4 ).

asumiendo que A posee un par de valores propios itmaginarios puros +iw. Sea g el vector
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proPio normalizado de A correspondiente al valor propio iw tal que {q,q) = 1, donde q es
el vectow, conjugado de q. Adicional, sea p el vector propio adjunto tal que ATp = —iwp y
(p.q) =A",S5i 1, denota a la matriz identidad, entonces el primer coeficiente de Lyapunov

0 (E) para ghsistema @ = F(x) en el equilibrio E es

ABr = 5 Re((9.Cla.0.0) ~2(n.B (.47 B(0.0)) 27

+2{p, B(q,(2iwl, — A)"" ' B(q,7)))

La expresion (2.7) es el flatamiento analitico mas conveniente para la bifurcaciéon de Hopf
en sistemas de dimension n Z"2._No se requiere una transformacion preliminar del sistema
en su base de vectores propios, ¥ $¢ expresa ¢, (') usando los términos cuadraticos, lineales
y clbicos originales, asumiendo quesélo los vectores propios de la matriz jacobiana en los

valores criticos, los ordinarios y los adjuntos, son conocidos.

Si £1(E) < 0 se tiene un focod débil del si§tena centrado en E,| restringido a la variedad
central de £ y asociado al par de valores propios.complejos que atraviesan el eje imaginario.
En este caso el ciclo limite que emerge de E e§ estable y la bifurcacion de Hopf se conoce
como supercritica. Por otro lado, si £,(E) % 0, sé"tiehie también un foco débil del sistema
centrado en E, también restringido a la‘wariedad cefittal de £, pero el ciclo limite que
emerge de E es inestable v en este caso la bifurcacién dé Hopf se conoce como suberitica.

Para mayores detalles sobre la forma en que se obtiene (277)wer [Kuznetsov 2004

2.1.3. Bifurcaciéon de Hopf en un sistema de control

Considere la siguiente ecuacion diferencial no lineal que depende de los pardmetros posi-

tivos av y 3

dy o dy | dy

la cual describe un sistema simple de realimentacion tipo Luré. Introduciendo el cambio

de variables oy = y, s = &1, v 3 = &9, podemos reescribir la ecuacion anterior como el
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m@ de ecuaciones diferenciales de primer orden

O/‘ 1 = T,
L Iy = 3, (2.8)
@/\ i3 = —axz — Bry — 1 + 28
Para determinah‘s\ S ‘quilibrios de (2.8) igualamos a cero el lado derecho de cada ecuacién
v resolvemos el S]Q de ecuaciones algebraicas resultante, esto es, si zp = z3 = 0
entonces x;(x; — 1) %1 =0y z, =1, por lo tanto, para todos los valores de o y 3
los equilibrios son £y = (0,0¢0) v £; = (1,0,0). Analizaremos el uilibrio en el origen.

La matriz jacobiana de (2.£ﬁﬂuada en el origen tiene la forma

con la ecuacion caracteristica c : ‘ Oa
7 )

Para encontrar la relacion entre o v 3 correspondiente bifurcacion de Hopf en Fy,

imponemos que el polinomio caracteristico tenga la siguielwtructura

PA) = =1)A+iw)(A —iw), Oé
Lo que nos lleva a lo siguiente )\

/\3 +aX+ 83 +1 = (/\ — ’}‘) (/\ — -p:».-’)(/\ —iw ); @
&»ﬁ

Para que los polinomios de la dltima expresion tengan la misma estructura deben’ ser
L

iguales coeficiente a coeficiente, esto implica que v = —1/w?, § = w? vy a = 1/w?

SN+ +80+1 = Mo+ -l
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E@em la relacion entre v y J es
D. L
/7 a=ay(8) = 7

Esto mues%e la ecuacién caracteristica posee un par de raices imaginarias puras

g8 >0. (2.9)

Mg = Fwi co@>.l), sl ap = 1/4. Ademads, es inmediato verificar que para o > oy el

origen es estable, llo supongamos que ov = 2/ 3, entonces el polinomio caracteristico

queda como @
3, 2y,
f/\)z,\ +§,\ + BA+1,

|

aplicando el criterio de Routl itz tenemos que la matriz de Hurwitz asociada al

polinomio en este caso es

onales son A; =2/3 >0, Ay =

1>0y As= Ay >0, por lo tanto, como tedos resul sitivos la matriz es Hurwitz y
el polinomio caracteristico de la linealizacion en el origeh es estable. Ahora verifiquemos

que para o < g el origen es inestable, asi que supongam@lue a = 1/23, entonces el

polinomio caracteristico es O’

- N\
PO =A%+ ﬁ)@ +0A+1, )\

v la matriz Hurwitz asociada a este polinomio caracteristico es ‘6

1/28 1 0
1 8 0
0 1/28 1 .
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doride los determinantes de los menores principales diagonales de esta matriz son Ay =
—1/2250y Ay = Ay = —1/2 < 0, por lo tanto, por el signo de los determinantes

concluim®s, que la matriz no es Hurwitz y el polinomio de la linealizacién en el origen

para a < ogees inestable.

La transicion es tausada por un par de valores propios complejos conjugados atravesando
el eje imaginarid en™)\ = iw, donde w? = 3. Esto significa que la velocidad de cruce
no es cero y el tercerwalor propio Az permanece negativo para valores cercanos de los

pardmetros. Asi enconttamés que una bifurcacién de Hopf ocurre.

Con el fin de analizar la bifuTcacion, calculamos el primer coeficiente de Lyapunov £;(0)
del sistema, restringido a la variedad central en los valores de los parametros criticos. Si
#(0) < 0, la bifurcacion es supereritiea y un tnico ciclo limite estable bifurca del origen
para @ < (). Como veremos a continuacion, este es el caso del sistema (2.8) de Luré.
Por lo tanto, fijamos ov en sit” valer critieg™ay v dejamos 3 libre para variar. Notese que

los elementos de la matriz jacobiafiayson fupéiones racionales de w?:

| 0
A= 0 (0 1
-1 —&* -1/

Como la matriz A no se encuentra en la forma canonicgiyprocedemos a llevarla a la
variedad central. Primero vamos a construir el vector propio g@asociado al valor propio

A1 = wi para la matriz A, esto nos lleva a resolver el sistema

—iw 1 0 T 0
0 —iw 1 x| = | 0
-1 —w? =1 —iw Ty 0
de donde se obtiene que y = iwr vy z = —w’r con x como variable libre, por lo que el

subespacio asociado al valor propio Ay = wi es

Sy, = {(.’I.’l, Ta, T3) € R . (:fr,iw:;:: —w'z:z:) ,conx € ]R}
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d@l& se sigue que el vector propio ¢ asociado a A\ = wi es
L q= w
@A —u?

O —w? To =10

l/m + iw Ty 0

del cual se obtiene que = = z/iw y@ ((iw® —1)/w?) con z como variable libre, por lo

que el subespacio asociado a@pm = —iw es

= (@1, 7o, T3 e R iw, 1 w? z,z),conz €R
) )/w)

-—

y de esto se sige que el vector propio p%ado or proplo Ay = —iw es

Los vectores g y p satisfacen desde luego que

)\

Ag =iwq, ATp = —iwp

Con el fin de lograr la normalizacion (p, ¢) = 1, hay que escalar estos vectores@ siguiente
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esgéla, por ejemplo, basta:

1 w
, 1 o
i = e = = - Y —
! i P= 9 (w? +1) "
2 2

Con esto la partedingal del analisis esta completa. Ahora veamos que solo hay un término
no linea.l&xadratim) en (2.8). Por lo tanto, la funcion bilineal B(z,y), definida para dos

vectores & = (&1, T2, W:; vy = (.2, y3)" € R, puede ser expresada como

0
B = 0
2ry
Mientras que C'(z,y, z) = 0. Por’lo tanto,
0 0
Blgq)=Blgq=| Co=f=| 0
2¢3 2

v resolviendo los correspondientes sistemas*lineales se=6btiene
31

-2 1
’ 2
s=A"B(q,q) = 0 |, r=(wE—A) " B(qq) = P2 2iw
0 —4u?

Finalmente, aplicando (2.7) obtenemos que el primer coeficiente de Lyapunov es

wh (1 4 8uwh)
(1+ 4wb) (1 4+ wb)’

1
(1(0) = ERE (—4psqrs1 + 2psqury) = —

Para regresar al pardmetro 3 recordemos que £ = w?, luego entonces

w* (1+83%) 8B

— (.
+am i+ ="
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Elprimer coeficiente de Lyapunov es claramente negativo para todo 3 positivo. Asi, la

bifurgdeién de Hopf es siempre supercritica v el ciclo limite que emerge del origen es

estable Liosconsecuente es mostrar simulaciones numéricas donde se detecta el ciclo limite

que bifurca del origen, para un valor inicial (x, = 0.1, 29 = 0.1, 25 = 0.6) y con valores

de los paranmetros o = 5 = 1.

La grafica de las'series de tiempo para una primera simulacién es:

Xy, X2, X3

Figura 2.3: Sériesde tiempe con £ = 0 hasta ¢ = 100.

v el respectivo retrato fase es

-05 -

Figura 2.4: Retrato fase con t = 0 hasta ¢t = 100.
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Por otra parte, la grafica de las series de tiempo para una segunda simulacion es:

X1, X2, X3

Figura 25: Series de tiempo con ¢ = 0 hasta ¢ = 1000.

Notese que la amplitud de las oseilaciones se estabiliza para tiempos muy grandes, esto
sucede porque el valor inicial que temamos no esta ligeramente alejado del origen.

Por tltimo, la grafica del retraté'fase ‘para la segunda simulacion es:

: 1.0
\ p
L

' i
los

~ |

v |

£ |

% |
oo

X3

' |-08

i

i

[ |
- © A

bl 1.0

s os
00 ]
Xy a5 s X,

o
Figura 2.6: Retrato fase con ¢ = 0 hasta ¢ = 1000.
Obsérvese que el ciclo limite estable que bifurca del origen en el sistema de Luré es de

pequena amplitud. Ademas, de la estructura algebraica del primer coeficiente de Tyapunov

se concluye que, la bifurcacion de Hopf es no degenerada, esto es, no hay forma de’que

{1(0) = 0 para valores del parametro 3 # 0.
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Cadenas troficas

Como introduccion de este’capitulo se proporcionan los fundamentos basicos de la Ecologia
Matematica. Entre los aspeftos a describir, estan los modelos de dindmica poblacional para
una sola especie, 1 el caso d€ dosyespecies el modelo de Lotka-Volterra y la introducciéon
a la idea de las respuestas funciofales. Posteriormente, se presenta el modelo de cadena
trofica de tercer nivel (o sistema trif¥ofico) que es objeto de estudio en este trabajo, asi
como su respectiva dindmica loeal, particularmente en los equilibrios con sentido ecoldgico.
Finalmente, se establecen cuale§ son las gondiciones sobre los parametros involucrados
para que ocurra una bifurcacion de Hopf v, mediante el calculo del primer coeficiente de

Lyapunov, se prueba que existe al menios un ciclo limite estable en el modelo.

3.?. Modelos poblacionales para wha sola especie

Al construir un modelo que represente a una poblacién, ¢ heécesario considerar que las
interacciones con otras poblaciones sean despreciables. algo qde ne”sucede en la natura-
leza, siendo esta consideracion una idealizacion, pues Siempre se tignen cadenas troficas;
sin embargo, esta suposicién resulta ser una aproximacion bastante razénable si se descan
conocer algunos aspectos de la dindmica de una poblacién, proporcionangdo ademas sim-
lificaciones en la estructura matematica de las ecuaciones.

g considerar que las poblaciones son homogéneas en todo aspecto, una variable g estado
para tales poblaciones puede ser el tamaiio poblacional, llamémosle z, especificado tomo
una funcién del tiempo, esto es, ¥ = z(t), medido en nimero de individuos, biorhaga o
densidad por unidad de area o volumen, en cualquier instante ¢ > 0.

El modelo poblacional en tiempo continuo més simple y antiguo fue propuesto por el

50
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cléfigo inglés R. T. Malthus en 1798 |Edelstein 1988], bajo el supuesto de que la rapidez
con cambia el tamafio de la poblacion = = x(t), es directamente proporcional al

*
tamanqﬁ;:cada instante ¢, obteniendo la ecuaciéon diferencial

rlzr_

@/\ E—m":
S

donde p es la msa@gode crecimiento intrinseco de la poblacion o potencial bidlico.

(&Y

Es conocido que las oblzﬁ:’igﬁs no pueden crecer indefinidamente por razones de espacio,
disponibilidad de alimentos Tas causas, en resumen, por la razon de que la capacidad
del medio para soportarlas esé;da; por este motivo, el modelo de Malthus ha sido
criticado fuertemente, ya que entre@as objeciones, no refleja el comportamiento real de

una poblacién, puesto que resmléotgradictorio tener un crecimiento poblacional infinito

con recursos limitados.

%
% %

Una primera modificacion al modelo d Ithus

logo belga, Pierre-Francois Verhulst en lt@EdelsL 1
una funcién lineal decreciente respecto al tamag pobla%l; la funcién en cuestion esta

ropuesta por un matematico y bié-
38|, en la cual considera que p es

dada por p(z) = p (1 = %) Bajo este cambio, la ecuacid 1f$encial para el crecimiento

%
R COI SN

1
y es la llamada ecuacién logistica |Turchin 2003|, donde pg astime posi@ sal igual que

poblacional toma la forma

en el modelo Malthusiano es la tasa de crecimiento intrinseco de la pobl potencial

bidgtico; representa la tasa maxima de crecimiento per capita alcanzada cuan amano

poblacional es suficientemente pequeno para asegurar limitaciones de los recursgs dispo-

nibles. La constante positiva k es denominada la capacidad de carga del medio ambiedfe o
L

nivel de saturacion ambiental; representa el tamano poblacional méximo para el cual los

recursos disponibles pueden continuar sustentando a la poblacion.
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3.2+ Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra

El primetsistema diferencial para representar un modelo de interaccion depredador-presa
lo propuso ‘el.matematico y fisico italiano Vito Volterra en 1926, en su conocida mo-
nograffa "Variazioni‘e flutuazioni del numero d’ individui in specie animali conviventi".
Las ecuaciones qué obtuvo Volterra coincidieron con un modelo para una reaccion qui-
mica propuesto por eLmatematico Alfred James Lotka, mismo que puede encontrarse en
su libro Elements of PhySical Biology [Lotka 1925], y en el cual extiende el trabajo de

Pierre-Francoise Verhulst®

Volterra propuso su modelo convel proposito de explicar las oscilaciones en los niveles
de poblacién para las especies de pécés comestibles en el mar adriatico, esto en los afios
posteriores a la primera guerra mundial, con su propuesta tratd de descubrir cuil era la
causa que provocaba que las pésgierias coumierciales capturaran muchos peces no comes-
tibles como los selacios, normalmente deprédadores de las especies de peces comestibles.
Al proponer su modelo asumié que el tamana de-la-poblacion de presas en ausencia de
depredadores es de tipo Malthusiano, ésto'es, & =+m. Ademas, considerd que este creci-
miento disminuye debido a Es encuentros-efitre las pfesas y los depredadores a una tasa
dada b, expresado por un término bry, donde y represénta el tamaio de la poblacion de

los depredadores.

Por otro lado, bajo el supuesto de ue la poblacion de presas es la dmica fuente de alimento
para los depredadores, la poblacién de depredadores en ausencia dé\presas disminuyen su
tamano a una razén proporcional al tamano en ese instante, es deeif, Wy = —dy, vy se
benefician tras cada encuentro con las presas, lo que se representara coi la‘expresion cry.
Estas relaciones Eaterminan el siguiente sistema de ecuaciones diferencialés erdinarias no

lineales en el plano

dx
dt
dy

— =cry — di
dt Y Y

= ar — bry
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Deonide a es la tasa de crecimiento intrinseco de la poblacién de presas, b es la tasa de

capturindel depredador o mortalidad de presas por depredacion, c es la tasa de conversion
de presad en nuevos depredadores debido al aprovechamiento de los depredadores al con-
sumir presass(tasa de eficiencia) y d es la tasa de mortalidad natural de los depredadores
en ausencia dé€ presas.

Notese que, algo_ebjetable del modelo de Lotka-Volterra es que la tasa de eficiencia ¢
es perfecta, es decied en cada encuentro entre depredadores y presas siempre existe el
consumo, lo que nos dite-que el mismo no estard limitado, y desde luego en la naturaleza
esto no es realizable, dado que cualquier especie depredadora siempre alcanza un estado
de méxima saciedad despuéside haber consumido un cierto mimero de presas, por lo tanto

su tasa de eficiencia no puede §epperfecta.

3.3. Respuestas funcionales

La introduccion de respuestas funeionales enes modelos de depredacién vienen a resolver,
entre otras cosas, problemas como el dé tasas dé eficiencia perfectas, situacion que ya se
ha senalado en el modelo depredador-presa de Fotka-Volterra. La respuesta funcional,
ambién llamada funcion de captura o consumo, se réfiere al cambio de la densidad de las
presas atacadas por unidad de tiempo por depredador, efiando la densidad de las presas
cambia |Ruan 2001]. La clasificacién de las respuestas fundionales se puede encontrar en
[Freedman 1980 y en [Turchin 2003|. Por otro lado, en 1959 el’Eeélogo canadiense C. S.
Holling describio tres tipos de respuesta funcional y posteriormente, ) Robert J. Taylor en
1984 propuso un cuarto tipo de respuesta funcional llamada no-mondtena.

El uso de las respuestas funcionales en los modelos de depredacion ofreceina aproximacion
mas cercana a lo que sucede en la naturaleza, puesto que limita las tasas«le eficiencia
para los consumidores de las cadenas alimentarias. De esta forma, se vuelve una tarea
interesante investigar la dinamica de los sistemas diferenciales que modelan las(diversas
cadenas troficas, por ejemplo, las de tercer nivel.

A continuacion se describen cada una de las respuestas funcionales de Holling y se muestra

cudl es su comportamiento grafico:
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i) Holling tipo gExpresa la existencia de un aumento lineal de la tasa de ataque del
depr or respecto a la densidad de la presa, hasta llegar a un valor a partir del cual la
mé.ximaff "a de ataque permanece constante. La funcién que representa esta respuesta
funcionaé 12 funciéon continua a trozos conformada por una funcién lineal y una
funcién cm%. Una alternativa a la respuesta funcional de Holling tipo I son las del
tipo Lotka-Vol y[Seol{oL 2008]. En una respuesta funcional de Holling tipo I la tasa de
consumo es lineal nte hasta alcanzar la tasa méaxima de depredacion a;.

ii) Holling Epo 1I: E}§ incremento desacelerado del consumo a medida que aumen-
tan las presas cons.umi(;?:iU a acercarse asintéticamente a la tasa maxima de consumo

de los depredadores. La fundionsmas usada que representa esta respuesta funcional es
—
) xr
T+ b] ’
La respuesta funcional de H@?ipo I_Iynonétona creciente. La tasa de consumo de
los depredadores aumenta con sidad as presas. Notese que, si & — oo, entonces,

H(x) — ay, y significa que a, es elualor m%&(de la tasa de depredacion de H(z).

*

iii) Holling tipo III: Expresa que a baj nsidades de poblacion de presas el efecto de la
depredacion es bajo, pero que a medida q@ument densidad de presas, la depredacion
es mas intensa, fenémeno que ocurre en varfadas intera 1es propias de la naturaleza de
las cadenas troficas. Este tipo de respuesta funcional de el comportamiento de un
depredador generalista |Turchin 2003], debido a que si el n o de presas es bajo, busca

otras alternativas de alimentacién. La funcién més usada para%sentar esta respuesta

funcional es )\

5] ,’L'Z

H@) - %

La respuesta funcional de Holling tipo III es mondtona creciente, pero pos«g nis un
. . . 1 .
punto de inflexion. Notese que, si & — oo, entonees, H(z) — a,, esto quiere dec@.le a,

es el valor maximo de la tasa de depredacion de H(x). O
*
iv) Holling tipo IV: En la obra Predation de Robert J. Taylor |Taylor 1984] se postula la

existencia de la respuesta funcional de Holling tipo IV o respuesta funcional no-mondtona;
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gerferalmente es usada para modelar comportamientos antidepredatorios como la forma-
cion dégrupos de defensa y el fenomeno de agregacion. La funcién mas usada para repre-

sentar gsfe,tipo de respuesta funcional es

apx
H(.’I.’) = m

La respuesta funcigfial de Holling tipo IV es no-monétona. Notese que, si z — oo, entonces,
H(x) — 0, esto quier@'decir que el depredador alcanza un méximo en el aprovechamiento

de presas y luego decae.asintoticamente a cero alcanzando la total saciedad.

Los perfiles gréaficos de las réspuestas funcionales de Holling son los siguientes

H(x) H(x)
| '
a8y [ —m———— L3 ittt e
0 X =X
(a) Holling 1 {b) Holling I1
H(x)
y H(x)
[ I} ittt
J
2vb, [ ]
0 X 0 D'
(e) Holling 111 (d) Holling IV

Figura 3.1: Gréficas de las respuestas funcionales de Holling.
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3.4+ Modelo de una cadena troéfica de tercer nivel

En estd séccién consideramos un modelo para tres especies llamado cadena trofica de
tercer nivel{p)sistema tritrofico), la cual estd compuesta por una primera especie en la
base de la cadena, que, en ausencia de las demds especies, crece con un perfil logistico.
Luego se tiene a unh _primer depredador especialista que consume a la especie en la base de
la cadena, y por altimonen la cima de la cadena existe un segundo depredador especialista

(o superdepredador), el€tal-consume al primer depredador. Denotando por X(7), Y (1) ¥

Z (1) las respectivas densidadés poblacionales, el modelo que analizamos en este trabajo

es
dX X
o KXo —axy,  X(0)>0,
dr ke
4y N aYZ ,
7z -

donde ay, as, b, ¢, d, 8, o, p v k sontonstantés positivas. Los significados de cada uno
de estos parametros en el modelo se explican a comtinuacion. La primera ecuaciéon del
modelo describe el cambio en la densidad peblacionalhdé presas v esta dada por su propio
crecimiento, menos la tasa con la que las presas son consdmidas por el primer depredador.
La constante p es [a tasa de crecimiento intrinseco de la pgblacion de presas v k es la
capacidad del medio para sostenerlas. Se asume que las presas satisfacen un crecimiento
logistico que esta acotado por la capacidad del medio. El término, de interaccion —a; XY
dice que la tasa de depredacion es proporcional a la velocidad a la gue el primer depre-
dador y la presa se encuentran (esquema de Lotka-Volterra). La seginga ecuacion del
modelo describe el cambio en la densidad poblacional de depredadores, dende el primer
término representa su erecimiento con la constante ¢ como factor de conversién ¢le presas
en depredadores, el segundo término es fa‘tasa de mortandad natural de los deprédatores
en ausencia de presas y el tercer término la tasa con la que disminuye la poblacién de
depredadaores al tener encuentros con la poblacion superdepredadora (modelada con una

respuesta funcional de Holling tipo II). El pardmetro as se interpreta como la velocidad a
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lagque el superdepredador se encuentra con los depredadores por unidad de densidad de
depredadores. La relacion by /as es el tiempo medio en el procesamiento de una comida.
Finalmente, el primer término de la tercera ecuacién del modelo expresa el crecimiento de
la densidad_peblacional superdepredadora, con ¢ como la tasa de crecimiento del super-
depredador, el'ségundo término es su tasa de mortandad en un esquema de Leslie-Gower,
semejante al estidiado en |Letellier 2002|, donde b, representa la pérdida residual de la
ﬁ;blacifm superdepredadora debido a la escasez de su comida favorita. Esto ultimo se basa
en la idea de que la redliecion en una poblacién depredadora tiene una relacion reciproca
con la disponibilidad perFcapita de su comida preferida, su capacidad de carga se encuen-
tra establecida por los recurgos del medio ambiente y es proporcional a la abundancia de
su comida favorita, aqui 3 es el cagiente del crecimiento intrinseco de la poblacién entre el
factor de conversion de depredadoregeen superdepredadores. Las siguientes secciones estan
dedicadas al analisis de la estabilidad=ydpermanencia del sistema tritréfico representado

por las ecuaciones (3.1).

3.4.1. Analisis ecolégico de los equilibrios

Por razomnes ecoldgicas vamos a restringir el anélisis del'sistema al octante positivo de R?, es
decir, Q = {(X,V,Z) e R*: X > 0,Y > 0,Z > 0}. Comlo primer asunto en el analisis de
estabilidad local, encontramos los equilibrios del modelo dadepor el sistema de ecuaciones
diferenciales (3.1), v para ello, igualamos a cero el lado detechh de cada una de las
ecuaciones en (3.1) y resolvemos el sistema de ecuaciones algebraicaswesultante. Entonces,
al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas obtenemos las siguientes soluciones para

puntos de equilibrio que pueden colocarse en (2

E, = (0,0,0), (3.2)
E: = (k0,0), (3.3)
. PBI /

E; = (01( s 0) (3.4)

(3.5)

o as po?

. ( (po — nle) By B(poB; — n.fckBg))
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doride By = aick —d y By = § — byo. Notese que el equilibrio E] es consistente con
el cage limite en que las especies depredadoras estdn ausentes y la densidad poblacional
de presas grece hasta alcanzar como méximo la capacidad del medio k. Para aclarar lo
anterior veamos que, la solucién a la ecuacion de crecimiento poblacional de presas en

ausencia de dépredadores es
k
k _

donde para tiempos muy grandes se tiene que

X(r) =

lim X(7)=k.
oo

Obsérvese que la capacidad del mediozse alcanza independiente a los valores iniciales.
Para garantizar que los equilibfios E% v Ej se encuentran en el octante positivo de R?
basta con que se cumplan las sigliientes condiciones sobre los parametros: By > 0, By > 0,
po > a1 By and poB; > n.fcr’cBg. Con las condidiones anteriores garantizamos que cada
entrada de los equilibrios sean positivag.y conlello que estén definidos en la region de
interés ecolbgico.

Ecolégicamente el equilibrio Ej abre la posibilidad déwtie, en ausencia del superdepreda-
dor, el depredador pueda sobrevivir junto con su presa,“para ello en la siguiente secciéon
haremos un breve anilisis de la estabilidad de la cadena redueida al sistema depredador—
presa y mostraremos que, en ausencia del superdepredador, la tadefia reducida no exhibe
una bifurcaciéon de Hopf en su equilibrio de coexistencia. Obséryese que este resultado
inmediatamente excluye ecoldgicamente los equilibrios de la forma (0,47 0) v (0,0, 2*), ya
que las poblaciones depredadoras mueren en ausencia de sus presas v lo§ superdepredado-
res se extinguen si no tienen otro recurso para modificar su dieta, lo que puede.verificarse
por una simple inspeccién en las ecuaciones. Por tiltimo, el equilibrio E} es el'inds,impor-
tante, ya que es el equilibrio de coexistencia, asi que después de analizar la estabilidad del
equilibrio de coexistencia de la cadena reducida en la siguente seccidon, nos centrareinos
en el objetivo principal del trabajo, es decir, demostrar que existe un ciclo limite estable

que bifurca del equilibrio E3, en el cual las tres especies cohabitan sin extinguirse.
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3(4.2¢ La cadena en ausencia del superdepredador

En esta se€tion abordamos el caso limite en el cual el superdepredador esta ausente, esto
es, cuando =0 A este analisis le llamaremos permanencia de la cadena. La idea consiste
en verificar si‘esta,gimplificacion ecologica de la cadena permite, al sistema reducido,
acceder o no a un| ci¢lo limite estable, en el cual las especies interactuantes cohabiten.
Bajo este supuesto, élsistema de ecuaciones diferenciales del modelo de cadena trofica de

tercer nivel (3.1) se redute al siguiente sistema depredador—presa

dX X

o1 - D) XY, X(0) >0,
dr k

dy

E = Cﬂ.lX)] — d}f, }](U) = U

Resolvemos el sistema algebpdi¢o_que resulta de igualar a cero el lado derecho de las

ecuaciones anteriores v se obtiehen-los sigiiientes equilibrios

EP[J (U U: U) 1
EPI (kUD) '

d p(arck -d)
» (nlc‘ alck JO) '

donde se debe satisfacer que ayck — d > 0 para que el equilibrio E,,, pueda estar en la

region positiva de R2. Lo siguiente que haremos es estudiar la_dinamica alrededor del
equilibrio de coexistencia E,,, por lo que calculando la linealizacion evaluada en E,, se

obtiene

—dp/asck —d/e
1(B,,) -
playck —d) Jak 0

vy cuyo polinomio caracteristico es

P(\) = M+ (dp/aick)\+ dp(arck — d) [ask.
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P@terminar la estabilidad del equilibrio aplicamos el criterio de Routh-Hurwitz, v
en 85‘9350; la matriz de Hurwitz asociada a P()) es
*

dp/aick 0

72
Qren) -
\S}o 1 dp (ayck — d) Ja,ck

donde los menores ; ipales diagonales de la matriz son

*
Notese que A; > (), ya que todos lozh',pﬁrémetr(@?[ sistema son positivos, pero Ay > 0

sl ¥ solo si se satisface que a;ck — d cual es consistente con el hecho de que es
la misma condicién que se exige para que el equilib esté la region positiva de R2.
Por lo tanto, como 105 menores principales diagonales d atriz son positivos, entonces

la matriz es Hurwitz estable v las dos raices de su po]jno@ caracteristico P(\) o son
complejas conjugadas con parte real negativa o ambas son r wnegativas. En virtud
de lo anterior y por el teorema de Hartman-Grobman, E,, es L@]Uilibrio hiperbélico
asintoticamente estable. Finalmente, resolviendo la ecuacion P()) =#0%e obtienen los

siguientes valores propios

2a,ck

D
| o}
@

donde la cantidad 3 determina el tipo de raices y esta dada por

L

8 =dp(dp — dajck(aick —d))
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Sigf = 0, se tienen raices reales coincidentes y cualitativamente equivale a un nodo
estableen E,,. Luego, si 3 > 0 el finico caso admisible es que las reaices sean reales y
negativas, lo que cualitativamente también equivale a un nodo estable en E,,,. Por dltimo,
si @ < 0 se tienen raices complejas conjugadas con parte real negativa v cualitativamente
ello equivale’a iin foco estable centrado en el equilibrio E,,, pero ademéas, como la parte
real de los valorés.propios no cambia de signo, es nula la posibilidad de que exista una
bifurcacion de Hopf, ya que la condicion de transversalidad (cambio de estabilidad) es una
condicion necesaria. Pata.mostrar lo anterior supongamos que el polinomio caracteristico

de la linealizacién tiene Ta estzuctura

PN = (A +iw)(A — iw),

donde todos los pardametros del sisténia son estrictamente positivos, entonces, este supues-
to nos lleva a resolver el siguienife sistema de ecuaciones polinomiales en términos de los

parametros

dp/a ek =0,
dp(ayck ~gyta,k ="—u*,

pero la primera ecuacion nos lleva a una contradiccion, ya~que todos los parametros del
sistema son estrictamente positivos, por lo tanto no se puedénicolocar los valores propios
en el eje imaginario del plano complejo, es decir, no existe pérdidade estabilidad, quedando

asf aclarado por qué no es posible que ocurra una bifurcacién de Hopf en el equilibrio E,, .

El resultado anterior es ecoloégicamente interesante, ya que bajo esteg supuestos hemos
modelado una cadena trofica de tercer nivel que no coexiste sin su superdepredador genera-
lista. Este comportamiento ha sido documentado en muchas cadenas troficas.gtie presentan
extincion de especies depredadoras, desafortunadamente como resultado de la@nterven-
cion humana, dejando asi una pérdida del equilibrio de los ecosistemas. Por mendionar un
caso, se encuentra la reinsercion de los lobos en el parque Yellowstone [Ripple 2014 los
cuales estabilizaron el tamafio de las poblaciones de herbivoros que habian causado una

pérdida cuantiosa de la masa vegetal del parque.
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Epnesta direccidn, estudios ecoldgicos arrojan que en los sistemas con tres niveles tréficos,
los depredadores pueden afectar indirectamente a las comunidades de plantas, influyendo

en el comiportamiento y la densidad poblacional de presas [Ripple 2011].

A continuacién se presenta una simulacién numérica del sistema para valores de los pa-
rametros: p = 025, k = 1.5, a; = 0.05, ¢ = 22 y d = (.75. Es claro que se satisface que
aick —d = 0, pérde,que el equilibrio resultante estd en el cuadrante positivo de R? v
ademas 3 < 0, obteniéndose cualitativamente asi un foco estable. El tiempo considerado

fue de t = 0 hasta t = 1000¢"con un valor inicial de (X, = 0.1,Y, = 0.1).

8 8
")
D6 4 6
[}
1<
L
g ‘5
3 e
Q4 1 o
w £
3 o
- ]
T (=]
s \r
®
c
g 2 1 2

|
0 0
0 200 400 600 800 1000 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Tiempo Presa
(a) Series de tiempo (b) Retrato fasé

Figura 3.2: Simulacién numérica de un foco estable.

En la grafica de las series de tiempo se observa que el sistema se estabiliza muy rapide en
el retrato fase la dinimica termina, como es de esperarse, en el equilibrio de coexistencia

de las dos especies, en este caso el equilibrio es: (X = 0.68,Y = 2.72).
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3(4.3¢ Bifurcacion de Hopf en el equilibrio de coexistencia

Realizande” un reescalamiento en el tiempo, tenemos que el sistema de ecuaciones (3.1)

es equivalente a las siguientes ecuaciones

&= —x(bs+y)(arky — kp+ pa)

y = —ky(—aibscx — aycxy + axz + bad + dy), (3.6)
i k22(— B + boo + ay).
y realizando otro reescaldmiento en el tiempo mediante las sustituciones
k-4 5} k(aso + 8d
o= FTWO G B, o Mot Bd) (3.7)
k Bk —1)p
encontramos que el sistema posee un‘équilibrio de coexistencia, esto es
E; =/(1,1,1). (3.8)

Aqui las sustituciones (3.7) se obtienen®al pteguntarnos cuando el numerador de cada
entrada del equilibrio (3.5) es igual a(su 'denominddor, o en otras palabras, se iguala a
la unidad cada entrada del equilibrio (3.5)"y se resu€lvie para los parametros ag, be y .

Ademés, las condiciones para que los parametros a;, b3 yv_e.sean positivos son
H1: £ > 1,
H2: 5 >0,

La linealizacion del sistema evaluada en el equilibrio E; es

_%ﬁ _ .‘"3’{3:; ljp 0
J(Es) = | k(ay+ %) E‘i:—” —asgk
0 ko 0

con polinomio caracteristico dado por

P(N) ==X+ A\ + Aj) + Ag




Capitulo 3. Cadenas trdficas 64

v 165 respectivos coeficientes de los términos de grado dos, uno y cero en A son

agka® — ,32,0

Ay = ;

Bo
4 = _k(ayo(B(k=1)p+ a(ks —p)) + #2d(k —1)p)
A -2 ;
M = —ayBk%p.

Ahora vamos a caracterizar cuindo la ecuacion caracteristica de la linealizacion evaluada
en Eq osee un par defFaleres propios complejos conjugados con parte real cero y con
ello garantizar que en el sistefha de ecuaciones diferenciales (3.6) ocurre una bifurcacion
de Hopf, para posteriormenitespresentar el céalculo del primer coeficiente de Lyapunov

mediante el teorema de Kuznetsov_ abordado en el capitulo anterior.

Proposicién 3.4.1 Bajo las hipitésis-H1, H2 y o°w? > 32p* (0 — B(k — 1)) se tiene
que el sistema (3.6) tiene un’ gquilibrio.en gl octante positivo. Ademds, la aprozimacion
lineal del equilibrio posee un par devalores propios imaginarios puros y uno real distinto

de cero.

Demostracion. La hipotesis H1 garantiza, que los/parametros a; y ¢ son positivos, y
la hipotesis H2 que el parametro b, es positivo, asij.con, H1 y H2 se garantiza que las
sustituciones (3.7) son apropiadas para obtener el equilibrio (3.8) en el octante positivo.
Ahora vamos a analizar la aproximacién lineal del sistemaden el equilibrio de interés.
En la aproximacién lineal del equilibrio E5 el sistema tritroficg réescalado (3.6) tiene el

polinomio caracteristico
P(A) = =N+ AN+ A\ + A,

donde los coeficientes Ay, Ay v As son

aska? — ,32,0
Ao '

_k (nza(ﬁ(k —Dp+o(ke — p))+ 3d(k —1)p)

9 1

a

Ay = —agﬁkzp.
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Imponiendo que el polinomio tenga la estructura P(A) = (A—a)(A+wi)(A—wi), obtenemos
un sistema de tres ecuaciones polinomiales que corresponden a los coeficientes de grado

cero, ung y dos en A, esto es

—n.gﬁkzp —aw? = 0,
oNagk(B(p — kp) + o(p — ko)) + ow®) — B*d(k— 1)kp = 0,

—afio + 0.2k02 — I{jzp = 0.

Notese que ay es de grado uno en las tres ecuaciones, d es de grado uno en la segunda
ecuacion y de grado cero’endas ecuaciones uno y tres, ademas a es de grado uno en la
primera y en la tercera ecuacifh, pero de grado cero en la segunda. Entonces podemos

resolver el sistema en forma sencillapara az, d v o en términos de los demés pardmetros,

esto es
W 32 pi?
2T BRIpo + Kokt
J - 32020 % (g — Bk 2 1)) + ¥t
- G2k — ) kp (B*kpH+ ow?)
237,92
a = Gkp

a B2kpo + otw?’

El parametro ap resulta ser estrictamente positivo, pero en el caso del parametro d se

necesita que se satisfagan las condiciones H1 y
7wt > 2% (o — Bk — 1))

para garantizar su positividad, y a que es el valor propio real resulta ser-€strictamente
negativo. Finalmente, sustituyendo lo obtenido para as, d y o en el polinomio cardacteristico

de la linealizacién evaluada en E5 se obtiene que

(A2 +w?) (Bkp* + X (B*kpo + a%w?))

P(X)=-
) o (8%p + ow?)
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CUNas raices son

Al = +|’,L’.{.’J
/\2 = —.iw:

3k p?
Ay = i

- BPkpo 4 02w?’

Por lo tanto, se clunple que existe un conjunto de parametros para los cuales el polino-
mio caracteristico dela linealizacién en E5 posee dos valores propios imaginarios puros
conjugados y un valor prépio real diferente de cero, quedando demostrada la proposicion.
O

La prueba anterior nos dice quelda velocidad de cruce no es cero y uno de los valores
propios permanece negativo para cualquier valor que se tome en los pardmetros. Por lo
tanto, ocurre una bifurcacién de Hopfs

Con el fin de analizar la biftir¢aeidon, end@ siguiente secciéon presentamos el céalculo del
primer coeficiente de Lyapunov ¢{(Eg] del sistema, restringido a la variedad central en los
valores criticos de los pardmetros as ¥ @; mostrando asi que ¢;(E3) < 0 y que ademas existe
una bifurcaciéon de Hopl supercritica, €5 decir, qliesaun tnico ciclo limite estable bifurca

del equilibrio E3. En lo que sigue trabajames con €l gquilibrio trasladado al origen.

3.4.4. Primer coeficiente de Lyapunov

En esta seccion probamos el resultado principal de este trabajes el cual se resume en el

siguiente teorema:

Teorema 3.4.1 El sistema (3.6) posee una drbita periddica estable en” el’interior del
octante positivo si se satisfacen las hipdtesis H1, H1, 03w? > 32p*(0 — BB-31)) v que

(1(0) < 0 (£1(0) es el primer coeficiente de Lyapunov).

Demostraciéon. La prueba la vamos a realizar calculando explicitamente el primér€oe-
ficiente de Lyapunov en el punto de equilibrio E3 = (1, 1, 1) trasladado al origen, v cuya

existencia estd garantizada por la Proposicion 3.4.1.
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Entonces, evaluando la linealizacion en el origen para los valores criticos de a» y d se

obtiené
_Bp _ Blk-1)p
- ==t 0
_4 = w‘(:’i'zpz+ozwz) =-3!M2 . =-32IM2
Blk—1)p{ B2kp+ow?) Fkptow? FPhpo+oiu?
0 ka 0

Como la matriz Ao estd en su forma candnica de Jordan, procedemos a llevarla a la

variedad central, para”ello, primero construimos el vector propio g asociado con el valor

propio A; = iw, y esto nos lleva a resolver el sistema

5 . he—1
B 3oL 0 r 0
a o
w? (:’32;)24—02:.\)2) ."3[);‘.57"‘! e .'"3’2100.12 . _ U
Blk—1)p(Fkp+ow?)  Frkptow? t 3 hpo o’ y
0 k&, —iw z 0

de esto se sigue que el vector prepio ¢ ya nérmalizado y asociado a A\ = iw es

. Blk— 3
ko(owidpy

iwé

oo

€

=

donde £ esta dado por

v donde sq, s2 estan dados por las siguientes expresiones

s1 = k%02 (,53’2,02 + Uzwz) ,

= w? (r’czrfl + 34 ((k - 2)k+ 2),02) + B2 pro? + ot
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Adémas, el vector conjugado de g es

_ Blk=1)pug
ko(ow+idp)
q — —wf

ko

§

de forma tal que”q y ¢ satisfacen que (g, q) = 1. Ahora calculamos el vector propio p

asociado al valor piépie, A\, = —iw para la matriz AT, asi que resolvemos el sistema
I; p w? (A2 +ow?
_Be gy, AP ( . )2 0 T 0
T Blk—1)p(F2kp+ow?)
_ Blk—= 1)p Bpw? . . ; —
- Prpior Tiw ko Yy 0
2 2
N B pw i
0 - W z 0
entonces el vector propio p ya normalizado y asociado a Ay = —iw es
( ket gw+isp)?

. 28 (k—1)p(a2t? + 32 kp(ow+ifp))

n— ka'(ﬂp—iow}(ﬂzkp-t-owz)
pP= 280 (g% 1 PR kPGB T))

A2kp(gw+ifp)
\ 28 (02w + 32 kp(ow+ifp))

v el vector conjugado de p es

_ ko lw(ow—ifp)?
28 (k—1)plaw? + 3% kp(ow—ifFp))

5 — kcr{.'"J’p-l—iow}(ﬁzkp+owz)
p= 2fw(o2w? + 3 kplow—iFp))

2kplow—ifp)
\ 2 (o 2wd + 32 kp(ow—ifp))

de forma tal que se satisface que (p, ¢) = 1. Asi, por lo anterior, la parte lineal del analis
queda terminada. Por dltimo, veamos que el sistema (3.6) posee términos no“lireales

cuadréticos y ctbicos, por lo que haciendo uso de la expresion (2.7) para el primer
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coeficiente de Lyapunov, obtenemos

5Q

£1(0) = ROV

(3.9)
donde §, QW R, v V estan dados por

5 = 132p2 + gzwz:

Q = BB 0? — ADpo’w!’ + 2Fko®W® 4 28  HES p*0ub,
R = 68°pk* (8°p" + B'p*0"w”) +28°kpo’u + o'w®),

U = k(8" #13*p°0°w’) + 8%k po’w’ + 4o'w°

Vo= 28%0%% + BB? (0% + w?) + o*w?) — 28%kp*u? + Pt

Aqui hemos renombrado de la siguiente\forma

B = ,34,04 + 532{)202{»2 +dgtw?

D = 28" + 108 pPowr = f20%w” (w2 \ 5,02) + 12863 + 60w,
E = =38 —48%p*c” + 3*p*o? (17(7 + (Mz) + 88paiw? + 200w,
F

= 108°0° — 408°p'ow® + B*pla?w® (Tp* #8?) + 28° p*c*w*(p — 360)
1982 % Wt +128patl® + 240508,

H = 58"+ 80" (30 — 10p) + 28"%c (29{)20 2 + dow?) + T80%w!
— 3 p?0?wt (31p + 320) + B*pPotu? (12702 + 7w2) Y A0Bpot?,

M = 48%° +28750w® + 85" 0%w? (380" + 5w2) + 728h0%08
+8%p% 0% (107p% — dpw® + 240w®) — 28°p 0w (9p 4 170)
—43p* 0" (Tp + 380) + 48°p’ 0w’ (490” + W) + 1440%”,

N = %4 8% (llJp o+ 2pw? + Sow’ ) +48°%p Wt

+283* p?ow? (p' (ila ) 2pow? + Zcrzu;z) +408pcuw®

—28%p* o W (15p + do) + 43%pPaw! (2902 + 41;.)2) + 7660,
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Ab6ra mostramos que el Teorema 3.4.1 es no vacio mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.1 Si asignamos valores a los pardmetros de los que depende €1(0), esto es,
k=3/2,6=1/15,p=1/4, 8 =1/5 yw =1 tenemos que el valor del primer coeficiente
de Lyapunovies

6361899437

(1(0) = ——————— ~ —0.0026582
10) 2393310738060 002658

El primer coeficiente de~byapunov resulta negativo para estos valores de los pardametros,
por lo tanto, existe una familia de valores de los pardimetros para los cuales la bifurcacidn

de Hopf es supercritica y el dicleelimite que bifurca del equilibrio de coezistencia es estable.

s LT

Figura 3.3: Retrato fase con ¢ = 0 hasta = 500.

Los wvalores de los parametros ay, agz, ¢, d y by son

a1 ~ 0.0833, ag~ 1.2244, ¢~ 90702, d=~ 0.3476, by =2,

Ast, si nos movemos ligeramente del equilibrio tomando el valor inicial

(r = 0.998,y = 0.998, > = 0.998)

detectamos el ciclo limite con mucha precision como puede verse en el retrato fase de la

Jfigura 3.3. Las respectivas series de tiempo son
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Figura 3.5: Retrato fase con t = 0 hasta t.= 2000.

El modelo (3.1) pese a ser sencillo presenta mucha riqueza diw@mica, por ejemplo, si

cambiamos los valores de los parametros ay, d y p por
a; = 0.1333, d=0.3476, p=1.
para el valor inicial
(r=01,y=0.12=1)

tenemos un atractor como el de la figura 3.5. Las series de tiempo del atractor son
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* [

C
%
N
\),

)
/CD’ :
% Series de tiempo con ¢ = 0 hasta ¢ = 500.

Como 1ltimo asunto, re\a/@ brevemente la degeneracion de la bifurcacion de Hopf,
es decir, al anélisis para deter@;? cuéndo £,(0) = 0. Con este propésito modificamos
la expresion (3.9) del primer co%te de Lyapunov, fijando primero los valores de los

parametros k, 3, py o, esto es

k= 3/2@;/5‘7 1/4, o=1/15,
((

y con estos valores de los parametro: exprecﬂ@?x 9) se reduce a

@ +¢ %
f(0) = — 3.1
1(0) 18 (1600w* % 1141&*}%& (3.10)
donde B;, By v By estan dados por @

B, = 104857600000 — 447283200002 — 244961280002, — 6594048005

—1266710400w° — 1545194232w* — 350751060w? — 1 94%

By, = 25600w® + 11520w* + 1296w + 729,

By = 102400w° 4 46080 + 5184c* 4 729 6

Nétese que (3.10) sblo depende del pardmetro w. Ahora, si despejamos w del \&%ql’tico
para as obtenemos O

*

(3.11)
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y gi‘el valor para w lo sustituimos en (3.10) obtenemos una expresion del primer coeficiente

de Lyapunov equivalente a (3.9), pero un tanto mas reducida, esto es

Ds; Dy

0 (0) = —— 271
1(0) 18D,D3D,’

(3.12)

donde hemos renombrado de la siguiente forma

780189885G53°po  30611001600000a35"p"a™  5803335720000a53™ p%0°

1 mzo‘ g (juzp mzo‘) 7 (juep mza )n
1412 7017800005300 16899823800a3 35 pa? 144280251.. 0a33°pio’
( iuzaz szp) ( jzp 5:;;03) 4 (3:;302 _ .82{)) 3

1564509159943 34%5
(jazp huo )2

= 1594323,

D, = Qt)lfjnz';j’gpa' N 2916[)[)0%’3“()303 . 58'52[)(:%;ﬁ4;) crl +729,
j’zp uza (j)zp “3'7 ) 3 (J)Zp uzo )

11664a,5%po  1166400a56°p° 6° .~ 233280035 p?c?
D, — 36 ﬂ'z; p:zf n ,),) U{)ﬂg, 4 a‘ ot 33 J'nz-; ;:cr 4720
#2p — =2 (,D’zp— Lo “3" ) 3 (sz e )2

10269a,/32%/ 8100423442 o>
D, = )nz;pa " nz;p -t 0,
(jazp fuﬂ ) (jizp ﬂ-zﬂ )2

36ay 3% po

Dy = -+ 9.

5:;;03

32p —

Entonces, si resolvemos ¢1(0)) = 0 para el parametro p encontrames una raiz real positiva
que esta dada por la expresion

askea?

—_—_— 3.13
B2 (16azk20 +9)° ( )

p=

de la misma manera, si resolvemos para el pardmetro o encontramos otra raiz-peal.positiva

que es

\/()40 B2 p2 + 81las8%kp + 8ay, ﬁzkzp

9ayk (314)
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Esdmportante notar que, debido a la complejidad algebraica del primer coeficiente de Lya-
punq;?a degeneracion es analizada fijando algunos valores de los pardmetros y dejando
libre )n@‘os uno. Otra forma de poder analizar la degeneracion es sustituir (3.11) en la
expresic’né v luego fijar algunos pardmetros, dejar libres otros y resolver en términos
de alguno & arametros libres. También puede hacerse de manera general, aunque
ello consume d!SjeiE\dos recursos de computo, vy, para el proposito de mostrar que existe

la degeneracion, d §ﬂ11 ejemplo numérico basta.

Ejemplo 3.4.2 Si _ﬁja@dos pardmetros en los valores aa = 2, 3 = 1/5, k = 3/2 y
g = 1/15 obtenemos quffm del pardmetro p (de acuerdo a (3.13)) donde se anula
el primer coeficiente de Lya 0§L3.12) es p=>5/23.




Coneclusiones

Estudiamos una'cadena troéfica de tercer nivel que presenta un ciclo limite estable y una
aportacion interesafité es que, cuando se tiene la cadena reducida a un sistema depredador-
presa no se presenta(ciclo limite alguno, pero la introducciéon de una tercera especie de-
predadora logra que latnuéva cadena trofica (de tercer nivel) si presente un ciclo limite
estable en el que cohabitanlas tres especies.

Encontramos valores de los pardmnetros para los cuales ¢;(0) es negativo, sin embargo,
en general es muy dificil determinar las condiciones para que esto suceda, ya que su
estructura algebraica es bastante eomplicada. Ademés, verificamos que existen valores
de los parametros para los cuales la bifurcacion de Hopf es degenerada, esto es, aquellos
valores donde el primer coeficiente de Lyapunov es cero.

En cuanto a la parte numérica, lo miis impettafite para detectar el ciclo limite estable
fue considerar una tasa baja de crecimiento para la densidad poblacional de presas com-
parada con la tasa de crecimiento de leg#Superdepredadores. Ademads, se considerd que
la tasa de conversion de presas en depredadores debesser méas alta que la tasa de con-
version de depredadores en superdepredadores, debido a’que el consumo del depredador
es tipo Lotka-Volterra y la eficiencia es perfecta, en cambio el superdepredador que no
posee enemigo natural dentro de la estructura de la cadena, débe/téner una tasa baja de
conversiom de depredadores en superdepredadores, puesto que sulconsumo y su eficiencia
son limitados por ser modelado mediante una respuesta funcional deHolling tipo II, v
ademas, su tasa de mortandad que depende explicitamente de ese consumo esta dada en
un esquema de Leslie-Gower.

En trabajos posteriores resulta conveniente estudiar la degeneracion de la biftureacion de
Hopf en el modelo (3.1), tal y como se muestra en la teoria expuesta en |[Kuznetsév 2004].
Otra idea seria mejorar el modelo asumiendo que el consumo de los depredadores-esta

ligeramente limitado y asi tener una cadena menos ideal.
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Apéndice A

Aqui se incluyen los c6digos Mathematica de las figuras importantes de este trabajo.

(6digo Mathematica 1: Retrato fase figura 3.3

odetritrophic := {D[x[%8d, t] == rho x[t] (1 - x[t]l/k) - al x[t] y[t],
DIy[t], t] == -d yl[t] & afl® x[t] y[t] - (a2 y[t] =z[t]1)/(b2 + y[t]),
DLz[t], t] == sigma =z [t]"2 - fbeta =z[t]-2)/(b2 + y[t]l)};

al := 0.08333333333333338¢" 220:=1.2244897959183674; b2 := 2;

k := 3/2; 4 := 0.3476946334089491; sigma := 1/15;

c := 9.070294784580499; rho :=| 1%4; beta := 1/5;

Tmin := 0; Tmax := 500; Detailyg= 200;

SolnOde := NDSolvel[ {odetritrophic[[[4]], odetritrophic([[2]],
odetritrophic [[3]], x[0] == 0.998, ygldui== 0.998,

z[0] == 0.998}, {x, y, =z}, {tTmnin, Tmax}, MaxSteps -> Infinity]
ParametricPlot3D [Evaluate [{x[tT, s#[t], z[%]4} /. SolnOdel, {t, Tmin, Tmax},
PlotPoints -> Detail, PlotRange z% AlIl, PlospTheme ->"Detailed",
BoxRatios -> {1, 1, 1}, PlotStylew-> {Black,pThi€kness [.003]},
AxesLabel -> {Style["X",18],Stylel["¥", 18T, Style [M& 18]},

LabelStyle -> Directive[Black, Bold, SmaTi],

PerformanceGoal -> {pg, "HighQuality"},6» Lo@geSize" ->Jlarge,

ViewPoint -> {2.1, - 2.4, 0.5}, DisplayFumetion -> Identity]

Codigo Mathematica 2: Series de tiempe figura 3.4

al := 0.08333333333333333; a2 :=1.2244897959183674; b2 := 2y
k := 3/2; 4 := 0.3476946334089191; sigma := 1/15;
c := 9.070294784580499; rho := 1/4; beta := 1/5;

InitialPoint = {0.998, 0.998, 0.998}; TimeMin = 0; TimeMax = 500; Detail = 200;

Solution = NDSolve [{D[x[t], t] == rho x[t] (1 - x[t]/k) - a1l x[t] y[t],
DIy[t], t] == -d y[t] + al c =x[t] y[t] - (a2 y[t] =z[t1)/(b2 + y[t]),
D[z[t], t] == sigma z[t]~2 - beta z[t]l-2/(b2 + y[t1),

x[0] == InitialPoint[[1]], y[0] == ImitialPoint[[2]],

2[0] == InitialPoint[[3]11}, {x, y, z}, {t, TimeMin, TimeMax},

MaxSteps -> Infinityl;

TritrophicFunction[t_] = {x[t], y[t], =z[t]l} /. First[Solution];

Plot [Evaluate [{x[t], y[t], =z[t]l} /. Solution], {t, TimeMin, TimeMax},
PlotRange -> All, PlotStyle -> {Blue, Red, Black}, Frame -> True,
FrameLabel -> {Style["Tiempo",b18],Style["Densidades poblacionales" ,b18]},
LabelStyle -> Directive[Black, Bold, Medium], RotatelLabel -> True,

PlotPoints -> Detail, ImageSize -> 700, DisplayFunction -> Identity]
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Codigo Mathematica 3: Retrato fase figura 3.5

od8trigrophic := {D[x[t], t] == rho x[t] (1 - x[t]/k) - al =x[t] y[t],
DIyl[tlg# tle== -d y[t] + a1l c x[t] y[t] - (a2 y[t] =z[t]1)/(b2 + y[t]),
Dlz[t]1¢¥ t} == sigma z[t]"2 - beta z[t]1-2/(b2 + y[t1)};
al := 0.9893333333333333; a2 :=1.2244897959183674; b2 := 2;
k := 3/2; 4 % 0.4476946334089191; sigma := 1/15;
c := 9.0702947834580499; rho := 1; beta := 1/5;
Tmin := 0; Tmax =+ 2000; Detail = 200;
SolnOde := NDSol¥e»{odetritrophic[[1]], odetritrophic([[2]],
odetritrophic [[3]11% &« [0] == 0.1, y[0] == 0.1,

] == 1}, {x, y, z},%dt, Tmin, Tmax}, MaxSteps -> Infinity]
mametricPlotSD[Evaluate[{x[t], y[t]l, =z[t]l} /. SolnOdel], {t, Tmin, Tmax},

PlotPeoints -> Detail, PlotRange -> All, PlotTheme ->"Detailed",
BoxRatios -> {1, 1, 1}, BaOt3S#yle -> {Black, Thickness [.003]},
AxesLabel -> {Style["X",b18] \spfle["Y",18],Style["Z",18]},
LabelStyle -> Directive[Black,| Beld, Smalll,

PerformanceGoal -> {pg, "HighQualdity"}, ImageSize -> Large,
ViewPoint -> {2.1, - 2.4, 0.5}, DigpldyFunction -> Identity]

Codigo Mathematicad Series de tiempo figura 3.6

al := 0.1333333333333333; a2 :=1¢2J84B97959483674; b2 := 2;
k := 3/2; 4 := 0.4476946334089191% sigma := /15§
c := 9.070294784580499; rho := 1; bdta_gp#= 1/5!}

InitialPoint = {0.1, 0.1, 1}; TimeMin ='0% TimeMa® = 500; Detail = 200;

Solution = NDSolve [{D[x[t], t] == rho x[&I"(1 - x[tlfk) - a1l x[t] y[t],
DIy[t], t] == -d y[t]l + a1l c x[t] y[t]l - “e&€2 y[t] =[£1)A(v2 + y[t]1),
D[z[t], t] == sigma z[t]"2 - beta z[t]l~2/(b2 + y[t]),

x [0] == InitialPoint[[1]], y[0] == InitialPoint([[2]],

2[0] == InitialPoint[[3]11}, {x, y, =z}, {t, TimeMin, TimeMaxh,

MaxSteps -> Infinityl;
Tritr icFunction[t_]1 = {x[t], y[t], =z[t]} /. First[Solutionl§
Plat[mluate [{x[t], y[t], =z[tl} /. Solution], {t, TimeMin, TimeMaxh,
PlotRange -> All, PlotStyle -> {Blue, Red, Black}, Frame -> True,
Framelabel -> {Style["Tiempo",18],Style["Densidades poblacionales" , 181},
LabelStyle -> Directive[Black, Bold, Medium], RotateLabel -> True,

PlotPoints -> Detail, ImageSize -> 700, DisplayFunction -> Identity]




Apéndice B

En la dltima segcion de este trabajo se omitieron todas las expresiones del célculo simbélico
para el primer coeficiénte de Lyapunov, excepto la principal, ya que limita la comprension
de lo expuesto y dest¥fala atencion de la idea central, que es interpretar ecoldégicamente
los resultados obtenidos. Eni vez de colocar expresiones simbolicas extensas, presentamos
los principales cédigos Mathematica.

Los codigos de los elementos” devlar expresion (2.7) para realizar el calculo del primer

coeficiente de Lyapunov son

Codigo Mathematica-v=Primer coeficiente de Lyapunov

K = FullSimplify[Inversel[2 omegh L {{1, 0,0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}} - All;

x1 = Simplify[K.B[q[[11], q[[21}%5 q[[31], M[[11], ql[2]1], ql[[3111];

aal = Simplifyl[pc.Blac[[11], qc[[29], qc[[3T],,x1[[11], =1[[2]1]1, =1[[31111;

i1 = Simplify[Inverse[A] .B[q[[1]] ,w=qfE2]1], qL[[3T», qcl[1]1], qcl[21], qc[[3111]1;
bb = Simplify[-2 pc.BIlql[1]], ql[2]1F, 4TC31], i40L[21), 41[[2]], i1[[3]111];

cc = Simplify[pc.CClq[[11], q[[21], q[f311%, qll1lls™q[[2]11, q[[31]1,

qc[[11], qe[[2]], qc[[3111];

prevlyap = Simplify[(aal + bb + cc)/(2 omega)]

donde pe = p v ge = g, vectores que fueron calculados enda tltima seccion. La cantidad

denominada prevLyap es un cociente de complejos

a +ib

¢+ id

asi que para poder tomar su parte real debemos llevarlo a la forma z ='é4 im. Conside-

rando todo esto es que se llega a la expresion (3.9) del primer coeficienté de’ Lyapunov.
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