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Introdueeidn

Los datos multivariados dedimension alta, es decir, datos multivariados cuya dimension
es mayor que el tamano de lasfnuestra, han tenido aplicaciones en estudios de genomi-
ca, andlisis de imagenes médiCase climatologia, finanzas, entre otros. En gendmica, se
analizan microarreglos para medir éxpresiones de genes. En el estudio de imagenes mé-
dicas, se analizan poblaciones defmédgenes tridimensionales, en las que se representan
numéricamente muestras de organosgde interés en vectores de parametros con dimen-
siones muy altas. Sin embargo, al servinvestigaciones muy costosas, los tamanos de las
muestras son muy pequenas, resultando datos multivariados de dimension alta.

En este trabajo, se analiza una generalizacién.de resultados asintéticos que consideran
tnicamente datos multivariados Gaussianos, utilizando datos multivariados més gene-
rales que tendran una representacion geomiétrica asintotica cuando la dimension de los
datos tiende a infinito y el tamaiio de lasmuestra.permanece fijo (datos de dimension
alta). El estudio que realizaremos estd enfeeado eh el comportamiento asintotico de
los métodos de discriminacion binaria Mean-Difference(MD), Support Vector Machine
(SVM), Distance Weighted Discrimination (DWD) y Maxifnal Data Piling (MDP), los
cuales se basan en hiperplanos separantes. En [5| se presetitan resultados del compor-
tamiento de estos métodos considerando datos multivariados.Gaussianos, en términos
del angulo entre los vectores normales de los hiperplanos separantes de estos métodos
v la direccién éptima. Mediante simulaciones, en este trabajo se’hace un anilisis para
determinar si los resultados de [5] se pueden generalizar consideranide~datos multivaria-
dos con una representacion geométrica asintotica.

En el Capitulo 1 presentamos un estudio de algunos conceptos y resultados de la teo-
ria de probabilidad que necesitaremos para el desarrollo de esta tesis. Sewini¢ia con la
construccién de un espacio de probabilidad y finalizamos con el estudio de.las formas
de convergencia de variables aleatorias, sin embargo, asumiremos familiaridadyvcon el
concepto de integral de Lebesgue y sus propiedades fundamentales. En el Capitulo 2
nos enfocamos en el estudio de la distribucién normal multivariada, y a partir de ésta,
describiremos cuando un conjunto de datos multivariados cumple con la representa-
cién geométrica asintotica, que es la caracteristica que tendran los datos tratados en
las simulaciones de este trabajo. La descripcion de los cuatro métodos de discrimi-
nacién binaria que consideramos en nuestro estudio lo daremos en el Capitulo 3. La

VI
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comp Snemediante simulaciones de estos métodos se realizd con tres tipos de datos

multivari que cumplen con la representacion geométrica y los resultados obtenidos
son presen&'ns en el Capitulo 4.
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Capitule -1
Teoria de Probabilidad

En este capitulo se muestran log*conceptos y resultados de la teoria de probabilidad
necesarios para la comprension de lés resultados asintéticos que seran presentados en
esta tesis.

1.1. Espacios de probabilidad

Iniciamos esta seccion con las definieiones bésigas que nos llevan a la construccion de
un espacio de probabilidad, el cuale8=el inodelo ‘matematico adecuado para un ex-
perimento aleatorio. En este contexto,«2 sera uil conjunto no vacio que representa al
conjunto de todas las posibles respuestas 'del experiménto, adecuadamente “codificadas™.

Por lo general, una vez realizado el experimento, es usual«ue se esté interesado en saber
si el resultado pertenece o nd a cierto subconjunto de interés, del espacio muestral. De
esta manera, aunque no de forma estricta, asociado a €2 debe haber una familia F
consistente de los subconjuntos A de ) para los cuales puedasdecidirse si A ocurre o
né. En concordancia con esta idea intuitiva, se tiene el siguiente eoncepto.

Definicién 1.1.1 Sea Q # (). Una o-dlgebra sobre Q) es una familia \F de subconjuntos
de Q tal que

Boer

(it) Ae F= A€ F.
(iti) Ay, Ay, ... € F= U A€ F.
Observemos que si F es una o-algebra
(iv) O e F.
() Ay, AyeF=U A eF N ,AeF
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(vi) Apdlyy.. € F= 2,4, € F.
(vii) A1 yloe F= A1 — Ay = AN A5 € F.

Al par (€, F)sede llama espacio medible y a los elementos de F se les llama con-
juntos F-medibles.

Definicién 1.1.2 g&f’(\una familia de subconjuntos de ). La o-dlgebra generada
por A es la interseccionsdg-todas las o-dlgebras que contienen a A, la cual denotaremos

por a(A).

Tal definicion tiene sentido per que la interseccién (arbitraria) de o-dlgebras es una
o-dlgebra. De esta manera o(A) esté contenida en toda o-dlgebra que contiene a Ay
se dice entonces que o(A) es la mehior g-algebra que contiene a A.

En las aplicaciones, frecuentemente‘nossencontramos con la g-algebra generada por
todos los conjuntos abiertos en R? (con la métrica euclidiana), B(R™), a la cual se le

conoce como la og-algebra de“Borel. A los-€lementos de B(R") les llamaremos con-
juntos de Borel en R™.

Dado un espacio medible (€, F), coneada A £ F se asociard una probabilidad de

ocurrencia, P(A). En la siguiente defifficion se (establecen las propiedades que esta
asignacion de probabilidades debe poseet.

Definicién 1.1.3 Qﬂ. (2, F) un espacio medible. Unduwedida de probabilidad P es
una funcion P : F — [0, 1] que cumple

(i) P(Q2) =1.
(i) Para cada sucesidn ?1 Ay, ... € F con AN A; =0 para iy,

K (Ui;A‘) = Z::P (4;) -

Toda medida de probabilidad P cumple las siguientes propiedades
(it) P (0)=0.

(iv) P (Ui Ai) = 220 P (Ai) st AinA; =0, i # .

(v) P(A°)=1—P(A).

(vi) Si A C B, entonces P(A) < P(B).

(vii) (Desigualdad de Boole) P (JZ,A4:) < Y27, P(A).




Teoria” de Probabilidad 3

(viii) Si_A,, Ay, ... € F es una sucesion creciente, es decir, 4, C A, para todo n,
entehces lim, .. P (A,) = P (U;",A4).

(iz) Si Ay, A5, ). € F es una sucesion decreciente, es decir, A, O A, .; para todo n,
-l — oo
entonces im, P (A,) = P (N ,4).

A la terna (€2, F £ ).se le llama espacio de probabilidad. En este contexto, a los
elementos de F se legdlamara eventos; y diremos que un evento A ocurre casi segura-
mente (abreviado c.s.)(shP(A) = 1.

Presentamos ahora el Lema deBorell-Cantelli, un resultado 1til en algunas demostra-
ciones.

Teorema 1.1.1 (Lema de Borel-Cantelli). Si A, Ay, ... € F y >~ P(A,) < oo,
entonces P(limsup, A,) = 0.

Demostracion. Recordemos quedimsup, A, = (77, U;—,, Ak, asi

n=

P(limsup A,) <A\F UAk

n
k=n

(==
< Z P(4;.) =07 guando n — oo.

k=n

1.2. Variables y vectores aleatorios

Supongamos que el espacio de probabilidad (€2, F, P) es un model6 para cierto expe-
rimento aleatorio, v que X : 2 — R representa una caracteristicd numérica asociada
con las posibles respuestas, de manera que para cada w € Q, X (w) es él valor de la
caracteristica de interés para el resultado w. Consideremos ahora la sittiacion antes de
efectuar el experimento. En general, no es posible predecir la respuestalts que se ob-
tendrd, v entonces tampoco puede determinarse de antemano el correspongdiente valor
X(w). Sin embargo nos gustaria poder contestar algunas preguntas basicas“acérca de
X, como por ejemplo

i.Cual es la probabilidad de que X € B, donde B € B(R)?
Para contestar a esta pregunta empezamos determinando
(=]

A={weQ: X(w) e B}
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y entonces la respuesta es P(A). En este punto es importante recordar que la medida
de probabilidad P esta definida en la o-dlgebra F, por lo que P(A) tiene sentido sélo
cuando A &F. Luego, para poder evaluar P(A) es necesario que A ={w € Q: X (w) €
B} sea un elémento de F, es decir, un evento. Asi, F debe contener a todos lo conjuntos
de la forma X#*(B), donde B es un conjunto de Borel en R.

Definicion 1.2.1Sea~(Q, F, P) un espacio de probabilidad . Una funcion X : Q — R
es una variable aleatoria si X '(B) € F para todo B € B(R).

Si X : 2 — R es una variable aleatoria, entonces Py definida por

B¢(B) = P(X € B), B eB(R)

es una medida de probabilidad efiR, B(R)). A Py se le llama la distribucion de X.

Los ntmeros Px(B), B € B(R), cardcterizan completamente a la variable aleatoria X
en el sentido de que dan las probabilidades de todos los eventos que involucran a X.
Es 1til, conocer que esta information puede ser capturada por una funciéon F: R — R
tnica. Pero antes, recordemos lo§§iguientesiconceptos y resultados (cuya demostracion
puede ser consultada, por ejemplo€m{3|, Seceion 1.4).

Definicion 1.2.2 (i) Una medidal desLebesquwe\=Stieltjes sobre R es una medida
o B(R) = R tal que p(I) < oo paracada intezualo acotado I.

(it) Una funcién de distribucién sobreRées un mapeo, F' : R — R que es creciente
y continuo por la derecha.

Los siqientes dos teoremas establecen una correspondencia.imo a uno entre las me-
didas de Lebesgue - Stieltjes y las funciones de distribuciénydonde dos funciones de
distribucion que difieren por una constante son identificadas.

Teorema 1.2.1 Sea p una medida de Lebesgue - Stieltjes sobre R.§vF (R — R estd
definida, salvo una constante aditiva, por F(b) — F(a) = p(a,b], entoncés F' es una
funcion de distribucion.

Teorema 1.2.2 Sea F' una funcion de distribucion sobre R. Si p(a,b]\=/F(b) —
F(a),a < b, entonces eriste una inica extension de p a una medida de Ielesque -
Stieltjes sobre R.

Definicion 1.2.3 La funcion de distribucion de una variable aleatoria X es la fun-
cion F'y = F : R — [0, 1] definida por
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Como; para a < b,
F(b) — F(a) = Pla < X <b) = Px (a,b],

entonces por élTeorema 1.2.1, F' es una funcién de distribucién correspondiente a la
medida de Lebesgue - Stieltjes Py. En particular, F' es creciente y continua por la
derecha. Usando la€ propiedades (viii) y (iz) de una medida de probabilidad P es facil
ver que

F(z) = 1cugndorr - o0y F(x) — 0 cuando 2 — —oc.

Asi entre todas las funciones” de distribucion correspondientes a Py, elegimos la que
cumple

F(oo) =lmyoo Fx(x) =S vy F(—oc) =lim, o Fx(z) =0.
Es muy frecuente decir lo siguiente
“Sea X una variabletalgéatoria@on funcion de distribucion F7,

donde F': R — [0, 1] es una funcién‘€reciente ycontinua por la derecha con F(oc) = 1
y F'(—oc) = 0. No se hace referencia al espacio((€2,.FE, P), v de hecho la naturaleza de
este espacio no importa. La funcién de digteibucion & determina la medida de probabi-
lidad Py, la cual a su vez determina la prebabilidad«de todos los eventos que involucran
a X. Lo tnico que debe garantizarse es la exiStencia’de”dl menos un espacio de proba-
bilidad (€, F, P) sobre el cual una variable dleatoria X*Cet funcién de distribucion F
pueda ser definida. De hecho, puede siempre suministrarse”in espacio de probabilidad
en una forma canénica; tome €2 = R, F = B(R), P la médida de Lebesgue-Stieltjes

correspondiente a F'y defina X(w) = w, w € Q.

Como
Px(B)=P(w: X(w) € B) = P(B),

X tiene medida de probabilidad inducida (distribucion) P y por lo tanto,funcion de
distribucion F'.

Tenemos asi demostrado lo siguiente.

Proposicion 1.2.1 Si F' es una funcion de distribucion con F(ox) =1 y F(—oc)=0,
eriste una variable aleatoria X tal que F' = Fx.

Definiciéon 1.2.4 Una variable aleatoria X es discreta si y sélo si X(Q) es contable,
es decir, X toma un conjunto finito o numerable de valores.
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Si X &és discreta y los valores {z, x2, ...} de X pueden ser ordenados de manera que
Tn < Tpad, = 1,2 ..., es claro que su funcion de distribucion F' es una funcion escalo-
nada con unadiscontinuidad en cada z,, de magnitud p, = P(X = z,); I es constante
entre x, v xhwn = 1,2, ... v toma el valor supremo en cada discontinuidad.

Si X es una vatiable «aleatoria discreta, las probabilidades de X son completamente
determinadas por 14 funcién de probabilidad pyx, definida por

px(z)=P(X=2), zekR

Explicitamente,

Ex(B) =) px(z), BeBR).

reB

sbal €5 ad 5 el miable Va : ] O exceplo e )5 kS,
Esta es una suma contable ya qie\py es cero excepto en los 2/ s

Definicion 1.2.5 La variable aleatorial X es continua si y sdlo si su funcion de dis-
tribucidn F' es continua en R.

Notemos que X es continua si y&6le'si P(X = x) = () para toda .
Definicion 1.2.6 Una variable aleatonia continia-X es absolutamente continua si
y solo si existe una funcion f: R =0, 0e) BdreLnedible (f~1(B) € B(R) para todo
B e B(R)) tal que

F(z)=["_f(t)dt, xER,

En este caso a f se le llama la funciéon de densidad ( o §implemente densidad) de X.

E X es absolutamente continua con funcién de distribucién Fiy'una funcién de densidad
[, entonces debido a que F'(x) = 1, cuando z — oo,

o fla)de = 1.
Ahora, debido a que la medida p definida por u(B) = [, f(z)dz, B € B{R) cumple
pla,bl=F@b)—F(a), a<b

4
se sigue del Teorema 1.2.2 que jt es la medida de Lebesgue-Stieltjes correspondiente a
F y por lo tanto u = Py, esto es

Px(B) = / f(x)dz, B e B(R).
B
Notemos que toda funcion de Borel f : R — [0, 00) con [ f(z)dx = 1 es la funcion de
densidad de alguna variable aleatoria X . En efecto, la funcién F(z) = [*_ f(t)dt, x € R
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es clarameénte creciente y continua con F(oo) =1y F(—oc) = 0, y asi, por la Proposi-
cién 1.2.17 eg la funcion de distribucion de alguna variable aleatoria X. Ahora, por la
definiciéon taF X tiene densidad f.

Conmderemos situaciones en las que se asocia mas de una variable aleatoria con
el mismo experi

Deﬁni(:lo @ﬁctor aleatorio de dimensidn n sobre un espacio de probabili-
dad (Q, F, P na on X :Q — R" tal que X~ Y(B) € F para todo B € B(R").

SiX: Q= Ry X, 7@ donde m; es la proyeccion de R™ sobre el i-ésimo espacio
coordenado, entonces X es u ctor aleatorio si y sélo si cada X; es una variable aleato-
ria. Por lo tanto un vector a.le@o puede ser considerado como una n-ada (Xi, ..., X,,)
de variables aleatorias. »

Definamos la medida de probablll%( por
P(réB B e B(R").

Veremos, igual que en el caso de yorl s, que Py estd determinada por una
funcion F': R™ — R tnica. Para («@ os siguientes conceptos y resultados

(véase 3|, Seccion 1.4). 5 ‘

Notacion. Sean a = (aq, ...,a,),b = ?
() (@b = (g (1) €R" Oz <b,
(a,00) ={zx=(21,....2,) ER" 1 1; >%;,i =1,

—o0,b ={z=(zy,...z,) ER" 1 x; < b, i=1, ...,
los demas tipos de intervalos se definen en forma simi

(ii) a <bsiysolosia <b tn < by
4 g >
Definicion 1.2.8 Una medida de Lebesgue-Stieltjes sobre ”@una medida o :
B(R") — R tal que p(I) < oo para todo intervalo acotado I C R™.

Ahora, dada una funcion G : R* =R y a = (ag, ..., an), b = (b1, ..., by) @deﬁnamos
Ao, G(T1, .. xn) = G(z1, . ., Tic1, b, Tiga, .-, 80) — G2, - ., 21, a4, xé
Teorema 1.2.3 Sea i : B(R™) — R una medida finita y definamos F : R™ —)%‘
F(z) = p(—o0,z], xeR". (\o
Sia,beR" a <b, entonces .

pla, b = Dpay -+ Aya, Flx).
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Definicion 1.2.9 Dada una funcion F : R" - R y a,b € R" con a <b, sea F(a,b] :=
Ablul LR A{,ﬂunF(.’L’).

(i) La funeitn F es creciente siy solo si F(a,b] =0, para a <b.

(i) La funcitn F.es continua por la derecha si y sdlo si para cualquier sucesidn
{2%} en RMeon ok > o1 k= 1,2, ..., se tiene que

F(z*) — F(x) cuando =¥ — .
Notemos que cuando n = 1,€stos conceptos coinciden con los correspondientes en [R.

Definicion 1.2.10 Una funcién de distribucion sobre R™ es un mapeo F : R" — R
que es creciente y continuo powda derecha.

Notemos que si F' surge a través de”tina medida p como en el Teorema 1.2.3, entonces
F es una funcién de distribucién. Reciprocamente (véase [3|, Seccion 1.4), si F' es una

funcion de distribucion sobre R”, p(dgbld= F(a,b] tiene una extension tnica a una
medida de Lebesgue-Stieltjes en dR".

Definicion 1.2.11 Sea X un vettop-aleatoriode dimension n. La funcion de distri-
bucion de X es la funcion Fx = E¥R" — [0,4] definida por

F(z) = Px(—oo, 2 =R(X; <=1 ..n).

A F se le llama también la funcién de distribucién eoenjunta de X, ..., X,,.
Notemos que F' es creciente y continua por la derecha en' R*~y que Py es la medida de
Lebesgue-Stieltjes determinada por F.

Por propiedades de la medida de probabilidad P, tenemos también,que

1 cuando x; T oc para toda 1,
F(zy,...2,) = ¢ 0 cuando x; | —oo para alguna i (1.1)
(con todas las otras coordenadas

fijas). %

Si F es una funcién de distribucion sobre R™ que satisface (1.1), entonces F es @P{:ic‘m
de distribucion de algin vector aleatorio X . El espacio de probabilidad subyacenté puede
ser construido en la siguiente forma candnica:

Tomar Q2 = R", F = B(R"), P la medida de Lebesgue-Stieltjes determinada por Ky

X la funcion identidad sobre €.

El hecho de que P es una medida de probabilidad se sigue de la hipétesis de que
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F(z) = Yeuando z 1 oc.

El vector aleatorio X se dice ser discreto si v solo si el conjunto de valores de X es
contable, o equivalentemente, si y solo si las variables aleatorias componentes Xy, ..., X,
son todas discretas. En este caso, las propiedades de X son determinadas por la funcién
de probabilidad py +definida por

px(z)=P(X =1x), xeR"

Explicitamente,

?}(9 =Y px(z), BeBR".

xeB

El vector aleatorio X se dice “Ser “absolutamente continuo si y solo si existe una
funcion f : R™ — [0,00) Borel medible, llamada la funcién de densidad de X, tal
que

F(;;:):/{_ ”]f(f,)df,; z € R

Dado que pu(B) = [, f(x)de, B &B(R") cumple

pla,b] = f(z)de= F(a,b],

(agb]

1 es la medida de Lebesgue-Stieltjes determinada pord”; por lo tanto g = Py, esto es
Px(B) :/ flz)dz, B e B@R").
B

Igual que para variables aleatorgms, es facil ver que toda fumeion [ : R*™ — [0, oo)
Borel medible con [, f(z)dx = T es la funcién de densidad de algim vector aleatorio
absolutamente continuo.

1.3. Independencia

Intuitivamente, la independencia de Xj, Xs,..., X, significa que un enun€iado sobre
una o mas de las X;'s no afecta las probabilidades concernientes al resto de lag"X'y's. La
definicion formal es como sigue.

Definicion 1.3.1 Sean X, X, ..., X, variables aleatorias sobre (Q, F, P). Las varja-
blﬁl , No, ..., X, son independientes si y sdlo si para todos los conjuntos By, ..., B,"€
B(R),

PXyeB,. . X,eB,)=P(X,eB) - -P(X,€eB,).
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Si X7 Xy ... X, son variables aleatorias independientes y By, ..., By € B(R), k < n,
entonces
PXieB)y..Xp€B) = P(X1€By,... X €B, X eR ., X, ER)
= P(Xy€ B -P(X,€By).
Luego, la independéncia de X, X, ..., X, implica la independencia de X, X,, ..., X}.

En general, si X7, Xy, 7 X, son independientes, toda subcoleccion de ellas es también
independiente.

Ahora, si Xy, Xy, ..., X,, 860 vectores aleatorios en (€, F, P). Entonces Xy, X, ..., X,
son independientes si y solosi o

ﬁxl € B, @B) =P(X1€By) - P(X, €B,)
para todo By, ..., B, € B(R").
Definiciéon 1.3.2 Sean {X,,i € I} Gga - familia arbitraria de variables aleatorias (o

vectores aleatorios). La familie{X,,i € I} es independiente si y silo si X;,, ..., X;
son independientes para cada subednjunto finfito {iy, ..., i,} de indices distintos en I.

n

Sig, : R* — R™, i € [ es una familia/de funeiopes medibles respecto a las g-algebras
B(R") y B(R™) (g; '(B) € B(R") para tedo B € B{R™) ) y {X,,i € I} es una familia
de vectores aleatorios independientes de’dimensiéf s, entonces claramente la familia
{g9: o X;,i € I} es una familia independiefite) de vectores aleatorios de dimension m.
Esto se sigue directamente de la definicion de independencia y el hecho de que

{90 X; € B} ={X, €97 (B)}, V¥ BfEBR™).
Tenemos asi que “funciones de vectores aleatorios independientés son independientes”.

Las demostraciones de las siguientes caracterizaciones de indepéndencia pueden ser
consultadas en [3|, Seccién 4.8.

Teorema 1.3.1 Sean X,,..., X,, variables aleatorias sobre (0, F,P) ¢on funciones de
distribucion Fy, ...:Fng‘especﬂimmenﬂe, Si F es la funcion de distribucion de X =
(X1,..., X,), entonces Xy, ..., X, son independientes si y solo si

F(xl, — xn) = F](-’ffl) re Fn(-'rn):
para todo xq,...,x, € R.

Antes de caracterizar la independencia en términos de densidades, recordemos lo si-
guiente.
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(g

Si el vector aleatorio X = (X,..., X,,) tiene una densidad (conjunta) f, entonces cada

X; tiene A{Z densidad (marginal) f; dada por

&) = / t f f(xlz teey xn)dxl e dxi—ldx‘i+1 e dzn'

Teorema 1.3.2\5‘;&'1;8&0?‘ aleatorio X = (Xy,...,X,,) tiene una densidad f, entonces
X, ... X, son vari s'aleatorias independientes si y sdlo si

@ (@1, oo n) = fi(x1) -+ fulxn)

para todos los puntos (xhuy excepto posiblemente para un subconjunto de Borel de
R"™ con medida de Lebesgueceps, donde [; es la densidad de X;, 1 =1,...,n.

32 —
Notemos ahora que 9)(1, ...,)‘%}iv&riabl&a aleatorias independientes y X; tiene
densidad f;,i =1,...,n, entonces X'= EXh .y X,,) tiene densidad f dada por

f(:’rlz "':x:réfl(xl) . fn(:’rn)'
En efecto, por el Teorema 13@

F(Zlf]: ....fn) F] $1 F‘N@)

/

Luego, si g(x1,....,xn) = filz1) -+« fulza ) tOIICQO
Px(B /Bg(x)Q BE@

Pero Px(B) = [, f g f(x)dr, y se sigue entonces que f = g extepto posiblemente en un
conjunto de medida de Lebesgue cero (9

1.4. Esperanza ®

Sea X una variable aleatoria sobre (€2, F, P) con X(Q) = {z1,...,x,} ySea'p; =

P(X =), i =1,...,n. Si se realiza un nimero grande, N, de repetici s indepen-
dientes del experimento aleatorio, X tomaria el valor z; aproximadamen
de manera que el promedio aritmético de los valores de X en las N obhse
aproximadamente

1 n
N (V21 + Npaxa + -+ Npna) = > pir. (o
i=1

Esta es una cifra razonable para el valor medio de X. Denotando por 1, B € F ala
funcién indicadora del evento B, esto es,
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1 siwe B,
lp(w) =
0 siwé¢ B,

tenemos que X' puede ser representada por

E :I:ilB,-:
i=1

donde B; = X '({z;}),” #=)l¢..., n, son eventos disjuntos en F. Asi, el valor medio de
X puede ser expresado comio

L

E "I:iP (B I'):

i=1
lo cual es fn XdP. Ya que las variahles aleatorias arbitrarias son construidas a partir de

este tipo de variables, llamadas variakles simples, es razonable tomar a fn XdP como
la definicion del valor medio (llamado. ‘esperanza”) de X.

Definicion 1.4.1 Si X es una’vdriable aleatofia sobre (0, F, P) tal que fn XdP existe,
la esperanza o valor esperadosde X es

EXr= /g P

Es frecuentemente inconveniente calcular, E{X) intégrando sobre €2; el siguiente resul-
tado cuya demostracion puede ser consultada‘en [3|,"Se€¢ion 4.10, expresa E(X) como
una integral con respecto a la medida de prébabilidad inducida Py, la cual, a su vez,
es determinada por la funcion de distribucion F. .

10

Teorema 1.4.1 Sean X un vector de dimension n sobre (0, F, P) y g : R* — R una
Juncidn Borel medible. SiY = go X, entonces

EY) = /ﬂm g(z)dF(z)

en el sentido de que si una integral existe la otra también y las dos son iguales.

La integral [, g(z)dF(z) significa [;, gdPx, no es una integral de Riemamy™~ $tieltjes.

Se tienen los siguientesﬁ.sos especiales: \

(i) Si X : 2 — R™ es un vector aleatorio absolutamente continuo con densidié}

entonces 4

/nan g(x)dF(x) :/ 9(x) f(z)dx

Rﬂ
en el sentido de que si una integral existe la otra también y las dos son iguales.
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(i) Si X es un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad p, entonces
/ g(z)dF(x) = Zg(:r:)p(:r):
en el sentido.de que la integral existe si y sélo si la serie existe y son iguales.

Definicion 1.4.2 Seq X una variable aleatoria sobre (Q, F,P) yk > 0.

(i) El k-ésimo memento de X es E(X*).

(ii) Si E(X) es finita, el R-€simo momento central de X es E [(X — E(X))*].
El primer momento E(X), es [remlentemente llamado la media de X. Al segundo
momento central 0% = E| g E(X))?] se le llama la varlanza de X y es algunas

veces denotada por VarX; a mwadrada positiva de o2 se le llama la desviacién
estandar de X.

Notemos que E(X*) es finita si y s6lo' si E(|X|¥) es finita. Ademés, si 0 < j < k,

entonces
B(X]) = /|X|J'dP=/ |X|J'dP+/ | X|7dP
0 x5 <1} {lx =1}
P(X) <1) +/ |X|"dP = P(|X| < 1)+ E(|X]|").
L9

Tenemos asi el siguiente resultado.

Proposicion 1.4.1 Si k > 0 y E(X*) es*finita, enténces E(X?) es finita para todo
€ (0,k).

Usando el teorema del binomio y la aditividad de las integrales es facil probar el siguiente
resultado.

Proposicién 1.4.2 Sin es un entero positivo mayor que 1, E(X"_Mes finita y E(X™)
existe, entonces
T - n n—k e
E(X - BOr) =Y () FECOI B,
k=0
Como X? = 0, E(X?) siempre existe y asi, si £(X) es finita, se tiene de la Proposicion
1.4.2 que
VarX = B(X?) — [E(X)]*.

Ahora, si X es una variable aleatoria no negativa, 0 <p < oc y 0 < £ < oo, entonces

E(X?)= [ XPdP > / XPdP > " P(X > ¢).
0 {X=e

Tenemos asi el siguiente resultado.
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Proposieién 1.4.3 (Desigualdad de Chebyshev) Si X es una variable aleatoria no ne-
gativa, 04 p < oo y 0 <& < oo, entonces

Asi, si X es una varidble aleatoria con media E(X) finita, varianza ¢ finita y 0 < k <

oo, entonces
1

Esto muestra que para uméa variable aleatoria con varianza pequefia, sus valores son
cercanos a la media.

P(IX — E(X)| > ko) <

Una variable aleatoria con distribu¢ion normal tiene la til propiedad de que la distri-
bucion es completamente deteminadéd-por la media y la varianza. Especificamente, si X
tiene la densidad normal

(x —m)?
b
f#)=—=-ec 20
2na
> 2 > Y PR
entonces, usando que [ e drgey/m Ty [T e dr = 3@ es facil ver que

m=E(X)yec?=VarX.

El siguiente resultado sobre la esperanza™de unwproeducto de variables alatorias in-
dependientes es una consecuencia directa*del*teoreima.de Fubini.

Teorema 1.4.2 Sean XB X,, variables aleatorias indegpendientes sobre (U, F, P). Si
X;20,i=1,...,n0s|E(X))| <oc,i=1,..,n, entonce§ aXl X)) existe y

E(Xy- - X,) = B(Xy) - B(X,).

Definiciéon 1.4.3 Sean X y Y wariables aleatorias para las cilales, E(X), E(Y) y
E(XY) son finitas. La covarianza de X yY es

Cov(X.Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))].

Es facil ver que
Cov(X,Y)= FE(XY) - E(X)E(Y).

Asi, si X y Y son independientes, del Teorema 1.4.2 se sigue que
Cov(X,Y) = 0.

El reciproco, sin embargo, no es en general cierto (considérese por ejemplo, X = cosfl
v Y = senfl, donde # es una variable aleatoria con distribucién uniforme en [0, 27]).
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Definicion 1.4.4 Sean X y Y wariables aleatorias para las cuales Var(X) > 0y
Var(Y) # O La correlacion de X y Y es

Cov(X,Y)
VVar(X)WVar(Y)

Si Xi, ..., X, son Variables aleatorias con esperanza finita y E(X;X;) es finita para todo
i,j=1,..,n coni# j éntonces

Corr(X,Y) =

ar(Xl +o X)) =B [(Xi+ -+ X, — B(Xy) — - — B(X,))]
16
=) B[(X-8E)]+2) E(X-BX)G-BX)). (12

Es también facil ver que si aq, ..., 4,#b,€ R,

Var(a; X; +b) = a?VarX; 2y _Gov(a;X;, a;X;) = a;a;Cov(X;, X;), (1.3)
i,j=1,...,n. De (1.2) y (1.3).6814cil probaclo siguiente.

Teorema 1.4.3 Si Xy, ..., X,, songmyiebles aléatorias con esperanza finita y E(X,;X;)
es finita para todo i,7 =1, ...,n comi # j, entohces para ay, ...,a, € R,

Var(am X+ -+ + a,X,,) = Za?Vm’X,- 19 Z a;a;Cov(X;, X;).

i=1 i1
1<jj

gnemos asi que si X7,..., X, son variables aleatorias inéorpelacionadas, es decir,
ov(X;, X;) =0 para i,j=1,...,n con i # j, entonces

Var(Xi 4+ X,) =Y _VarX.. (1.4)
i=1

En particular (véase el Teorema 1.4.2), (1.4) se cumple si X5, ..., X, son independientes.

1.5. Formas de convergencia

En este trabajo estudiaremos el comportamiento asintético de los métodos de'discrimi-
nacioén binaria para datos de dimension alta. Por lo que incluimos esta seccion,donde
presentamos diferentes tipos de convergencia de variables aleatorias, haciendo reféren-
cia también a vectores aleatorios.

Para considerar los casos de vectores aleatorios en las definiciones que presentamos
haremos uso de la norma euclidiana, la cual denotaremos por | - |.
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Definicion 1.5.1 Sean X, X\, Xs, ... variables aleatorias (o vectores aleatorios) defini-
das sobre/(S} F, P). Diremos que

(i) X, = K wuniformemente, si dado ¢ > 0 existe N = N(z) € N tal que para
cualquierd € (1,
[ X, (w) — X(w)| <&, ¥nz=N.

(ii) X, = X puntualmente, si dadosz > 0 yw € Q existe N = N(g,w) € N tal que
[X,(w) — X(w)| <&, ¥Vnz=N.

(iii) X, — X casi seqguramente (c.s.), si existe un conjunto E € F con P(E) =0
tal que X,, — X puntialmiente en Q\ E.

Notemos que (i) = (ii) = (iii).

En efecto, para (i) = (#) dado £ > O[podemos tomar N(e,w) = N(g). Para (ii) = (iii)
basta tomar a E = ().

Necesitamos de la siguiente definfcién para‘wiostrar otro tipo de convergencia.

Definiciéon 1.5.2 Sea p > 0. Definimgs el espatior? = LP(Q, F, P) como la coleccion
de todas las variables aleatorias (o vegtores aledlopios) X tales que E(|X|P) =
Jo | X[PdP < o0,

Ahora podemos dar la signiente definicion'de/convergeneia.

Definicion 1.5.3 Sean X, X, X,, ... variables aleatorias”{oyectores aleatorios) defini-
das sobre (0, F, P). Diremos que X,, = X en norma L? /< p < oc, si dado £ > 0
eriste N = N(e) tal que

E(|X,—-XPY<e, ¥nz=N.

La demostracion del siguiente resultado sobre la convergencia en, K¥ con respecto a
diferentes valores de p, puede verse en [18|, Seccion 6.2.

Teorema 1.5.1 La convergencia en L¥ implica la convergencia en LY, para cualquier
q tal que 0 < g < p.

El siguiente resultado es utilizado para demostrar la completez de LP.

Lema 1.5.1 Si ¥, Y,,...e LP, p>0y

k
1
E(l}/k - Y}c+1|p) < (_) 1 k= 1:2: ey

entonces {Y,.} converge casi sequramente.
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Demostracion. Sea A, = {|Yk Y| > 2_"'}. Entonces por la desigualdad de
Chebyshe¥ (Proposicion 1.4.3)

P(A) < 27E(|Ye = Yel?) < 27

De aqui usando elllvema de Borel-Cantelli (Teorema 1.1.1) obtenemos que

P (limsup,, A,,) ="0Pero si w ¢ limsup, A, entonces |Y;(w) — Vi (w)| < 27% para k

grande, de manera que{¥;(w)} es una sucesion de Cauchy y por lo tanto convergente.
]

Definicion 1.5.4 Direnos” que {X,,} es de Cauchy en norma LP si dado £ > 0
existe N = N(z) tal que

E(X,~X,")<e, ¥Ynm>=N.
Teorema 1.5.2 (Completez de LP, JINS p < o) Si X, Xy, ... es una sucesion de

Cauchy en norma LP, entonces existe X € LP tal que E(|X, — X|P) — 0 cuando
n— oc.

. 1 .
Demostracion. Sea n; tal que B(IG — Xgl?) < 1 para n,m > n; y definamos
1 = X,,. En general, teniendo elegidas Y, ...i%y n1, ..., ng, consideremos ng+q > ng
k1
de manera que E(|X,, — X,,|F) < 1 para ns> et y definamos Vi = X, .

Por el Lema 1.5.1, tenemos que {Y;} converge casi segiramente a una variable aleatoria
(o vector aleatorio) limite X. Dado e > 0, elegimos N de manera que E(| X, —X,,|?) < ¢
para m,n = N. Fijemos n = N y hagamos m — oc sobre’log valores en la subsucesion,
es decir, sea m = ny, k — oc. Entonces, por el lema de Fateu

i

> liz_llil_l[' E(X,-X,|") = lf{_n iq['/ [ X, — XegplPdP
> /li{_n inf [X,, — Y, |[PdP = E(|X,, — X|").
Asi, E(|X, — X|P) =2 0y yvaque X = (X — X)) + X,,, tenemos que X €_[& (]

Un tipo de convergencia también de interés en este estudio es la convergencia en pro-
babilidad.

Definicion 1.5.5 Sean X, X1, Xy, ... variables aleatorias (o vectores aleatorios) défini-
das sobre (0, F, P). Diremos que X,, — X en probabilidad si y sélo si para cqda
e>0yn=>0, eriste N=N(g,n) € N tal que

P(X,—X|>e)<n, ¥Ynz=N. (1.5)
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La expresion (1.5) es equivalente a que P(|X,, — X| > ) — 0 cuando n — oc. El
siguientedesultado muestra que la convergencia en LP es mas fuerte que la convergencia
en probabilided.

Teorema 1.5.3 Sean X, X, X,,... € [P, 0 < p < oc. 51 X, = X en LP, entonces
X, = X en probabilidad.

Demostracion. Dados"> 0, tenemos por la desigualdad de Chebyshev, que
PO — X| > ) < S B(X, - XP).
Ahora, dado n > 0 tenemos<porshipotesis que existe N = N (g, n) tal que
E(|Xgy=)XP) <5, Vnz=N.

Obtenemos asi que
PX,—X|%%)<n Vn=N.

Definiciéon 1.5.6 Diremos que {Xghes dé Cauchy en probabilidad si para cada
£>0yn>0, eviste N= N(e,n) &N ftal que

P(|X, — X >g)<n, “¥nm=N.
De la desigualdad

ngn Xml = )<P(|Xn Xl E +P| m')'h> E n:m>N:

se observa que si X,, — X en probabilidad, entonces { X, } es de.fauchy en probabilidad.

De los teoremas 1.5.2 y 1.5.3 se obtiene que si {X,,} es una sucesién.de Cauchy en LP,
entonces { X, } es de Cauchy en probabilidad.

3
Veremos en el siguiente resultado que la convergencia casi segura es mas fuerte que la
convergencia en probabilidad.

Teorema 1.5.4 Si X,, — X casi sequramente, entonces X,, — X en probabiledad.
Demostracion. Dado £ > (0 definamos
E(e)={X, - X|>¢}, n=>1

Sea
D={we:X,(w)» X(w)cuando n — oc}.
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(g

Luego .

/L D = Ull’msupEu()

7 ~ 1,,001 D—O
%o, (A0~ (;))
s

X,—=Xcs. & P@f 0P (lim sup En(a)) =0, Ve=0.
Ya que Um_n () 1 limsup,, E%q,enemos que

(llIIl sup En(% 1}1_1}130}3 (U E,.(e ) .

Tn=rt
Asi que ;

X, = Xcs & lim P )LX?%ZE}) =0, Vex>N0. (1.6)

Y va que para cualquier n =1 (Q O

{1X, = X[ >} [ J X — c},

m=rn

el resultado se sigue. @ ]

En el siguiente ejemplo mostramos que el reciproco del Teorem@ no es en general
valido.

el

Se sigue que

Ejemplo 1 Consideremos el espacio de probabilidad ([0, 1], B([0,1]), PW&E& P esla

medida de Lebesgue y definamos @

0, en cualquier otra parte. \S\

Entonces X,, = 0 c.s., y por lo tanto, en probabilidad, pero para cada p € (0,00), {GO
no converge en LP. E’n efecto, para ) < p < oo

e", sil<x <

;sl'—~

Xo(x) =

*

1
E(|X,.[")=—€e" = 00, cuandon — <.
n
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Definicion 1.5.7 Una variable aleatoria (o vector aletorio) X es acotada cast segu-
ramente; si existe una constante positiva ¢ < 0o, tal que P(|X| <¢) = 1.

En el siguienfe teorema presentamos un reciproco parcial del Teorema 1.5.3.

Teorema 1.5.5, L, convergencia en probabilidad para variables aleatorias (o vectores
aleatorios) acotaduscasi sequramente implica la convergencia en LP, p > 0.

Demostracion. Supbéugamos que X,, — X — 0 en probabilidad y que P(|X,, — X| <
¢) =1, para algtin 0 <‘e’<.co. Entonces dado £ > () tenemos que

E(|X,— XP) = . Z|PdPjx,—x|(—o0, =]
| <

= /ll |:::|?’dp|_;rn—X|(—oo,x]+/ |x|de|XR_X|(_OC::I:]
x|<e

e<|z|<¢e

gP(|X, — X< )+ PP(|X, — X| > ).

AN

De aqui el resultado se sigue debido al hecho de que, para cualquier p > 0, la parte
derecha puede hacerse arbitrariamente peguetia eligiendo £ pequeno y n suficientemente
grande. ]

Teorema 1.5.6 Si una sucesion de vagitbles aledtorias es de Cauchy en probabilidad,
eriste una subsucesion que converge casi sequraméndé~(y desde luego, en probabilidad)
a una variable aleatoria.

La demostracion de este resultado puede ser consultadagpar ejemplo, en [13], Seccion
1.3.

El siguiente resultado nos muestra la completez de la convergencia en probabilidad.

Teorema 1.5.7 (Completez de la g}nvewyen(;m en Probabilidad) Jda sucesion { X}
converge en probabilidad a una variable aletoria X si y sdlo si, { Xy Ves de Cauchy en
probabilidad.

Demostracion. Solo necesitamos probar que, si {X,,} es de Cauchy en@rababilidad,
entonces converge en probabilidad. Del Teorema 1.5.6 se sigue que {X,}*liene una
subsucesion {g4,, } que converge casi seguramente a una variable aleatoria™X. “Por lo
tanto X, — X en probabilidad. Claramente para cualquier £ > 0

Ya que {X,,} es de Cauchy en probabilidad, el resultado deseado se sigue. [

3

[

P(an_Xl>5)SP(|XN,_XN.A|>%)+P(|X”-A_X|>

Mostramos a continuacién méas resultados sobre convergencia en probabilidad.
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Teoréma 1.5.8 Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias, tal que para alguna
constante’positiva ¢, X,, — ¢ en probabilidad o casi sequramente. Si g : R — R es una
Sfuncion cotbiiiua en x = ¢, entonces g(X,,) — g(¢) en el mismo tipo de convergencia
que X, — c.

Demostraciong Bor la continuidad de g en ¢, tenemos que para cada £ > (), existe un
0 =0(¢) >0, tal que

[ —c| <e=lg(x) —gle)| <6. (1.7)
Asi, para cualquier n (fija) ¥z > 0,
P (| Xn #7,< €) < P(lg(Xn) —g(c)| <0): (1.8)
Pl Xv=c'€2d <P ) lg(Xy)—glc) <0 . (1.9)
NZ=n Nzn

Asi, si X, — ¢ en probabilidad, entonces P(|X, — ¢| < ) — 1 cuando n — oo,
por lo que el resultado se sigue?de (1.8); Si X,, — ¢ cs., entonces (véase (1.6))
P (Nysn | X — €| € &) = 1, ctafido’ —8, por lo que el resultado se sigue de (1.9). m

Podemos tener una generalizacién del Teoremar1 .58, reemplazando ¢ por una variable
aleatoria X, para lo que se requerira la contindidad uniforme de g. Esto es expresado
en el siguiente teorema.

Teorema 1.5.9 Si X,, — X en probabilidad o casi sejuramente, y si g es uniformemen-
te continua, entonces g(X,,) — g(X) en el mismo tipo‘dé eonvergencia que X,, — X.

Demostracién. Si g es uniformemente continua, entonces #€nemos que #97) se cum-
ple reemplazando ¢ y g(c¢) por X y g(X), respectivamente {por lo que el resto de la
demostracion se sigue como en la demostracion del Teorema 1.5.8

]
Analizaremos, por tltimo, un tipo de convergencia mas, la convergeneia en distribucion
de variables aleatorias.

Definicion 1.5.8 Sean X, X, X,, ... variables aleatorias (o vectores aleatorios) defini-
das sobre (0, F, P), con funciones de distribucion correspondientes F, F\7Eg... Dire-
mos que X,, — X en distribucion si para cada punto x en donde F' es continun, dado
e > 0 existe un N = N(g, z), tal que

[Fo(z) — F(z)| <, Ynz=N.

La convergencia en distribucion es llamada también convergencia débil y se dice que
E, — F débilmente. El siguiente resultado nos muestra otra implicacion de los tipos
de convergencia.
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<
Teore@ 1.5.10 La convergencia de variables aleatorias en probabilidad implica la
conwwqeuf{ en distribucion.

distribucion ea,r un punto de continuidad de F', y sea ¢ > 0 un nimero arbitraria-
mente pequeno

@
Fz —¢) = P(X {)la)
:P(ng—o/yn—)ﬂ e)+PX<z—¢|Xn—X|>¢)

P(X, <z) @Xn —X|>¢) (1.10)

Demostrac ’glijoncramos que X,, — X en probabilidad y que X tiene funcion de

AN

F(z+¢) P( ?:r—i— (|1X, — X| > ¢). (1.11)
lo

Dado que los tdltimos términos ado derecho de (1.10) y (1.11) convergen a () cuando
n — oo, tenemos que 'ﬁ

F(z—¢) <lim 11\% < 11 Fn(:r') < F(z +¢). (1.12)
7, R

Ya que x es un punto de continuidad de F, (:r + (x — ¢) puede hacerse arbitra-
riamente pequeno haciendo £ — 0, obten e asi elresultado deseado. [ ]

*
Ahora, s1 X es una variable aleatoria degenerada en un p ¢, es decir, P(X =¢) =1,
entonces su funcion de distribucion es
0, sixz <e, (9

Fee= 1, siz >=ec Oé (49

Por lo tanto si X,, — X en distribucion, entonces F,,(z) — 0si x < ¢ (r) = 1si
x > ¢, de manera que X,, — X en probabilidad. Esto conduce al sigm resultado
que sera utilizado para demostrar una de las versiones de la Ley Débil ¢ randes
Numeros. 6}

Teorema 1.5.11 Sean X, X, Xs, ... variables aleatorias (o vectores aleatom'o?\sa\Xn
converge en distribucidn a una variable aleatoria (o vector aleatorio) X, degenem@
un punto c, entonces se tiene que X,, — ¢ en probabilidad.

*
Definimos ahora la funcién caracteristica que nos sera 1til para el estudio de la Ley
Débil de los Grandes Ntmeros.
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Definicion 1.5.9 Para una funcidn de distribucion F, definida en R, la funcion ca-
racteristica ¢r(t), t € R, es

op(t) = /ﬂyexp(-,i!,:::)dF(:r): teR.

En general, la funciéh caracteristica toma valores complejos. Si la funcién de distribu-
cion F' es degenerada éw'el punto ¢ € R (satisface (1.13)), entonces ¢p(t) = exp(ite),
para cualquier ¢t € R."ElL beorema de Lévy clasico dice que si dos funciones de distribu-
cion F'y G tienen la miSma funcion caracteristica ¢p(t), t € R, entonces F' y G son
iguales, v el reciproco es\también valido. Un resultado méas general en este contexto,
que establecemos aqui sin demtostracion, es el siguiente.

Teorema 1.5.12 (Teorema d€ Lévy-Cramér). Sea {F,} una sucesidon de funciones de
distribucion en R con funciones earacteristicas correspondientes {¢r, }. Entonces {F,}
converge débilmente a una funcion dgedistribucion F si y solo si, para cualquiert € R,
{¢F, (£)} converge a un limite ¢pp(t) el eual es una funcidn continua en t =0 y es la
funcion caracteristica de la funcidn deNdistribucion F.

Presentamos ahora tres versiones.de la Ley Débil de los Grandes Nuimeros, llamada asi
por considerar convergencia en probabilidad.

Teorema 1.5.13 (Ley Débil de los Granides Niigieros) Sean X1, X, ... variables alea-
torias independientes (no necesariamenfe son la™Tisma distribucion), cada una con
media y varianza finitas. Supongamos quelag variapZas_son uniformemente acotadas
Sa — E(S,
por M < oc. Sea S, = X| + Xy + -+ X,,.*Entonces S~ E(5h)

bilidad a 0, es decir, dado € > 0
P |:|Sn. - E(Sn.)

converge en proba-
n

| > s} — 0, cuando n = cc.
n

Demostracion. El resultado se obtiene aplicando la desigualdad ‘d¢ Chebyshev, en
efecto

@ T
0<P ['Lm' - 5} < %E (‘9"_7’51(5”)) =5 ZV(I.T'(X;;) 25 (),

k=1

n n

cuando n — oc. [ ]

Definicion 1.5.10 Si las variables aleatorias X1, Xs, ... tienen todas la misma distri-
bucion, diremos que son tdénticamente distribuidas.

La frase “independientes e idénticamente distribuidas” sera abreviado i.i.d.
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Teoréma 1.5.14 (Ley Débil de los Grandes Nimeros de Khintchine) Sean X, X, ...

variables/llgatorias i.i.d. con E(X1) = 0, y sea X, = n~' 30 Xy, n = 1,2,....
Entonces Xqr= 6 en probabilidad.

Demostracion. Sea F'(x), = € R, la funcién de distribucion de X y sea ¢p(t), t € R
la funcion caracteristica de X;. Notemos que cuando n — oc,

B Heitfk/” = [q-')F(ﬂ/n')]n

k=1
= {L+itn ' E(X;) + o(n”)t}" — exp(ith).

o, (1)

Ya que exp(itd) es la funcion earficteristica de una variable Z, que es degenerada en el
punto #, el resultado se obtiene @plicando el Teorema 1.5.11. [ ]

El siguiente resultado lo damos sin demostracion, pero puede ser consultada, por ejem-
plo, en 18], Seccion 6.3.

Teorema 1.5.15 (Ley Débil de las Grandes Nimeros de Markov) Sean X, X,, ... va-
riables aleatorias independientes, tules que B(Xg), k = 1,2, ... exisle, y que para algin
dcon 0 <0 <1, B(|X; — E(X,)|""Ygwiste. Supongamos que

'.'1._1_52 E(| X — E(X)|"™) s m(0) =70,/ cuando n — oc. (1.14)
k=1

Entonces X,, — E(X,,) — 0 en probabilidad.

Los siguientes dos resultados (cuya demostracion puede consultarse en |3, Seccion 6.1)
son clave para justificar la Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros.

4
Lema 1.5.2 (Lema de Kronecker) Sea {b,} una sucesion creciente.de nmimeros reales
positivos con b, — oo y sea {x,} una sucesion de nimeros reales cow”™ % | T, = T
(finito). Entonces

1 T
— E bjz; =0,  cuando n — oc.
bn. j=

Teorema 5.16 Sean X1, Xy, ... variables aleatorias independientes con esperanga fi-
nita. Si Y o Var(X,) < oo, entonces Y o~ [X,, — E(X,)] converge casi sequrameénte.
Presentamos a continuacion la Ley Fuerte de los Grandes Nuimeros en dos de sus ver-
siones, llamada asi por considerar la convergencia casi segura.




Teoria" de Probabilidad 25

Teoréma 1.5.17 (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros de Kolmogorov) Sean X, X, ...
variablesslentorias independientes, cada una con media y varianza finitas. Si
ra .
s Var(Xs)
=1

> < oo, entonces (con S, =X, + - X,,)

Sn. - E(Su)

T

— 0 casi sequramente.

Demostracion. Por hipotesis obtenemos que

Var (Xu — E(Xu)) _ Z Var (Xu) < oo.
1

n nZ

n= n=1

Xn " E(Xn.)
Tt

Por el Teorema 1.5.16, > -

n=1

converge casi seguramente. Pero

n k

lo cual, por el Lema de Kroneckef’(Lema 1.5.2), tiende a 0 casi seguramente. ]

En particular, si X;, X5, ... son variables aleatorias independientes cada una con media

finita m v varianza finita o2, entonces/— — M edsi seguramente.
o K o
n i

Los siguientes dos resultados (cuya denfosbracion piede consultarse en [18|, Seccion
7.2), junto con el Teorema 1.5.8, constituyefi una hergatnienta importante en la blsque-

da de la distribucién asintotica de transformaciones de estadisticos con distribuciones
asintoticas conocidas.

Teorema 1.5.18 (Sverdrup) ga {X.} una sucesion de Taxiables aleatorias tal que
X, = X en distribucion y g : R = R una funcidn continua.Entonces g(X,,) = g(X)
en distribucidn.

Teorema 1.5.19 (Cramér-Wold). Sean X, Xy, X, ... vectores aleatorios en RP; en-
tonces X,, — X en distribucion, si y solo si, para cada N € RP fijo_denemos que
NX, = NX en distribucion.

Mostramos a continuacién los siguientes dos resultados, los cuales son conoeidos como
teoremas del limite central v aunque son sélo casos especiales de resultddes mas
generales, son suficientes para situaciones de interés en este trabajo.

2
Teorema 1.5.20 (Teorema del Limite Central) Sean X, X, ... %m’abies aleat@rits
i.i.d. con media p y varianza finita o*. Definimos

Zy = (S0 —np)/ovn.
Entonces, Z,, — Z en distribucién, donde Z ~ N(0,1).
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Demédstracion. Sea ¢z, (1) = Elexp(itZ,)] y observemos que

oz, (1) = E {exp |f;—\;§ (i Xi — n,u)] }
- \k=1

i {olitzen ]

(e ]} - ()

donde U = (X — p)/o y @y (t) = Elexp(itU)]. Considerando una expansion de Taylor
de ¢y (t//n) y dado que E(F) = 0y E(U?) = 1, tenemos que

o (-2 CYiEU) = + 2’2 B +o(L
Dy \/ﬁ \/— ] T?.-

— 3 + 0 ( )
Asi, cuando n — oc, tenemos

t‘z "2 i _"2
¢z,(t) = [1 B A (FH — exp (T) ;

que es la funcién caracteristica de una“distribucién/mormal estandar, lo que completa
la demostracion. ]

Una extension del Teorema 1.5.20 en que se cénsidera lastuma de variables aleatorias in-
depedientes pero no necesariamente idénticamente distribuidas, es dado por el siguiente
teorema, cuya demostracion puede consultarse en 18], Seceion+7.3.

Teorema 1.5.21 (Liapounov) Sean Xy, X, ... ?,raa)ies aleatorias,_independientes, ta-
les que E(Xy) = . y Var(Xy) = o} y para algin 0 < § < 1,

Vzi)a = E(| X — i ) <00, k>1.

Sean también S, =Yy Xy, & = E(S,) =31 , . 72 =Var(S,) =Y s 01,
(2+6 k
Zn=(S—=&) /T ¥y pn = 5y (29 > v},ﬁa Entonces, silim, . p, = 0,4eneinos que,

Z. — Z en distribucion, donde Z ~ N(0,1).

A continuacién mostramos otras definiciones y resultados que utilizaremos enhuestro
trabajo.

Definicion 1.5.11 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias (o vectores aleato
rios). Diremos que X, = O,(1), si para cada > 0 existe una constante positiva finita
K=K(n) yN=N(n) €N tal que
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PX,|€£K)=1-—n, ¥ n=N.

Mas generalmente, si {Y},} es otra sucesion de variables aleatorias (o vectores aleatorios),
diremos que(X,) = O,(Y,), si para cada n > ( existe una constante positiva finita

K= K(n) y N=W(n) € N tal que

P <K)>1-5 Vn>N.

En ocaciones, para indiear que X,, = O,(Y},) se dice que {%} es una O,(1). Tenemos
T

el siguiente resultado mencipnado en [21], Seccion 1.2.
Teorema 1.5.22 Si X,, =.X en distribucion, entonces {X,,} es una Op(1).

Definicion 1.5.12 Diremos queXy = 0,(1), si para cualesquiera € >0 yn > 0, existe
N = N(g,n) €N, tal que

P(X, =8 <n, ¥nzN
En otras palabras, X,, = 0,(1)«€s/equivalente-a decir que X,, — 0 en probabilidad.

Ademas, diremos que X,, = 0,(Y,{)\si para Cualesquiera ¢ > 0 y 1 > 0, existe N =
N(eg,n) € N, tal que

P32 >)@&m, Wiz N.

En el siguiente teorema, cuya demostraciénspuede ser"Consultada en 8], Seccion 5.5,
X, — N(a,b) en distribucién indica que {X,,} converged unha variable aleatoria normal
con media a y varianza b.

Teorema 1.5.23 (Método Delta) Sea {Y,} una sucesion dewariables aleatorias tales
que Vn(Y, —8) = N(0,0%) en distribucion. Para una funcion g” un valor especifico
de 8, suponga que ¢'(9) existe y es distinto de 0. Entonces

Vlg(Y.) = ()] = N(0,0%[g'(0)]%)

en distribucion.




Capitule. 2

La NormalMultivariada y
Representacion Geométrica para
Datos de Dimension Alta

La distribucién normal multivariada es la pringipal y mas bésica en el Analisis Multiva-
riado. Esto se debe a que en la mayoria de log casos en que se consideran observaciones
multivariadas éstas presentan, aproXimadamente, una distribucion normal, especialmen-
te sinos referimos a la media muestral /debido"aléfecto del Teorema de Limite Central.
Este efecto también es usado cuandolag‘observaeities pueden ser consideradas como
sumas de vectores aleatorios independientes,

Las definiciones y resultados que se presentan en las primeras cuatro secciones de este
capitulo son extraidas de [16], por lo cual las demostracibngs que no sean presentadas
aqui pueden ser consultadas en la Seccion 1.2 del mismo.

2.1. Preliminares

Mencionaremos primero algunas propiedades de los vectores aleatorios, necesarias para
(=] )
proceder a definir la distribucién normal multivariada.

Definiciéon 2.1.1 La media o esperanza de un vector aleatorio X = (X, X,.)
es definida como el vector de esperanzas

E(Xy)

E(Xm)

28
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Generalizando atn maés, si Z = (Z;;) es una matriz aleatoria p x ¢, entonces E(Z), la
esperanza’de Z, es la matriz cuyo ij—ésimo elemento es E(Z;;). Ademas, si B, C, y D
son matricés=tle constantes m X p, ¢ X n y m X n, entonces

E(BZC + D) = BE(Z)C + D. (2.1)

Definicion 2.1.2° La matriz de covarianza de un vector aleatorio X = (X1,..., X)),
con media p, es definida’como

= Cov(X) = E[(X — p)(X — p)].
El ij—ésimo elemento de £ es

gi.‘r" = El(Xz - Jut)(XJ - P:j)]:
E covarianza entre X; y X;, v el 7#8simo elemento es

2
oii = ENX — p:)7],
la varianza de X, por lo que lo§ glementos.derla diagonal de ¥ deben de ser no negati-
vos. Obviamente ¥ es simétrica, € decir, ¥ = ¥/

Frecuentemente tenemos transformaeiones, lineales de vectores aleatorios y deseamos
conocer sus matrices de covarianza. Pafa ver esto supongamos que X es un vector
aleatorio m x 1 con media ., v matriz de covarianzd X, v sea Y = BX + b, donde B
es una matriz k x m y b es k x 1. La medialde'Y es, por+2.1), p1,=Bpu, + b, y la matriz
de covarianza de Y es

Ey = BEiB’ (2_2)

Otra definicion que sera utilizada es la funcion caracteristica de un vector aleatorio, la
cual se da a continuacion.

Definicion 2.1.3 Para X un vector aleatorio m x 1, la funcidn caraéteristica es

oOx(t) = E[exp(it X)|, dondet € R™.

2.2. Definicién y propiedades

Antes de definir la distribucién normal multivariada daremos el siguiente resultado,
cuya demostracion puede consultarse en [16].

Teorema 2.2.1 Si X es un vector aleatorio m x 1, entonces su distribucion estd deters
minada inicamente por las distribuciones de las funciones lineales o' X, para cualquier
a e R™.
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Procederemas a definir la distribucién normal multivariada.

Definicion 2:2.1 Sea X wun vector aleatorio m x 1. Decimos que X tiene una distri-
bucion normél m-variada si, para cualquier o € R™, la distribucion de o' X es normal
univariada.

Teorema 2.2.2 SieX tiene una distribucion normal m-variada, entonces p = E(X) y
¥ = Cov(X) existed ydd distribucion de X es determinada por p y 2.
Demostracion. Si X =(X;, ..., X,,)’, entonces, para cadai=1,2,...,m, X; es nor-
mal univariada (por la Definicion 2.2.1), asi que E(X;) v Var(X;) existen y son finitas.
Asf, Cov(X,, X;) existe (puesto'que |Couv(X;, X;)| esta acotada por \/Var(X;)Var(X;) ).
Definiendo = E(X) y £ = @ou(X), de (2.1) y (2.2), tenemos

E('X)=dpn

}n’
Varge'X) = o'Sa

asi que la distribucion de of X €s/NLo/'j1, a/¥ev) para cada o € R™. Ya que estas distri-
buciones univariadas son determiniadas por jt y. X, asi lo es también la distribucion de
X, debido al Teorema 2.2.1. [ |

La distribucion normal m-variada de unector aléatorio X sera denotada por N, (s, X)
y escribiremos X ~ Np,(p, 2). Ahora mostraremos”algunas de las propiedades de la
distribucién normal multivariada.

Teorema 92.3 Si X ~ Nu(p, X) entonces la funcion efirakteristica de X es
1
ox(t) =expl(it'u — 5!,’2!,). (2.3)

Demostracion. Observemos que

¢x(t) = Elexp(it'X)] = ¢vx(1),
-

donde el lado derecho denota la funcién caracteristica de la variable aleatoria t'X eva-

luada en 1. Ya que X ~ N, (i, ¥) entonces t'X ~ N, (¢'i, t'3t) por lo que

) 1
Ox(t) = dux(1) = exp(it'p — 5t'%t)
completando la demostracion. [ ]
Podriamos dudar sobre la existencia de vectores aleatorios que cumplan la Definicion

2.2.1, puesto que no se ha demostrado que la coleccion es no vacia. Esto podemos hacerlo
mostrando que la funcion dada por (2.3) es ciertamente la funcion caracteristica de
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algiin vector.aleatorio. Para esto, consideremos a ¥ una matriz de covarianza m x m de
rango r ysean Uy, ..., U, variables aleatorias normal estandar independientes. Entonces
el vector Ub="U}, ..., U,)’ tiene funcioén caracteristica

¢u(t) = Elexp(it'U)] = exp(—%!,'!,).

Ahora, definamos

X=CU+p (2.4)
donde C es una matriz We rango r tal que ¥ = CC", y p € R™, entonces X tiene
funcion caracteristica (2.39, puesto que

E [exp(it' X)) = E[@9(it' CU)) exp(it'p) = o (C't) exp(it’ 1z
1 . i 1
= exp(—Et'CC’ﬂ) exp(it' i) = exp(it' p — E!.’E!,).

Luego, observemos que podemos=téner définida la distribucion normal multivariada
N (16, 2) por medio de la transformacion lineal (2.4) de variables aleatorias indepen-
dientes normal estandar.

Otra de las propiedades de la distribuciop=normal multivariada es que cualquier trans-
formacion lineal de un vector normal tieng-tambiéh distribucion normal, tal como lo
muestra el siguiente resultado, el cual es verificado dire¢tamente de la Definicién 2.2.1.

Teorema 2.2.4 5t X ~ N, (1, X) y B es una matriz k5m, b es un vector k x 1
entonces

Y =BX +b ~ Ni(Bu+b BLB).

Demostracion. EI hecho de que Y es una normal k-variada es una‘ednseeuencia direc-

. de la Deficion 2.2.1, ya que todas las funciones lineales de las componeéhfes de Y son
unciones lineales de las componentes de X y éstas son normales. La media‘y la matriz
de covarianza son claramente las que se indican. [ |

Ahora nuestro problema consistird en encontrar la funcién de densidad de unwector
aleatorio X con distribucién N,,(p, X). Para esto, hablaremos de algunos conceptos que
involucran a X y X. Es bien conocido que la clase de matrices de covarianza coincide
con la clase de matrices no negativas definidas (ver Definicién en A.2).

En lo referente a esto, un resultado nos dice que si la matriz covarianza ¥ de un
vector aleatorio X no es positiva definida (ver Definicién en A.2 ) entonces, con




:

32 La Normal Multivariada y Representacion Geométrica

probabilidad, 1, las componentes X; de X estan lincalmente relacionadas. Es decir,
existe o« €R"™, o # 0, tal que

Var(o'X) = o/Sa =0

asi que, con probabilidad 1, o/ X = k, donde k = o/ E(X) de tal manera que X vive en
un hiperplano, asi gue una funcion de densidad para X (con respecto a la medida de
Lebesgue en R™) puédemo existir. En este caso se dice que X tiene una distribucion
normal singular. Sin embargo, si ¥ es positiva definida la funciéon de densidad existe
v es facil encontrarla siPSe.usa la representacion (2.4) de X en términos de variables
aleatorias independientes.nermal esténdar.

Teorema 2.95 Si X ~W, [(1.2) y X es positiva definida, entonces la funcion de
densidad de X es

. 1 —
Ix(z) = (2r) ™S 22 exp | —=(z — p)S 7z — )

2
(donde |A| se usa para denotar aludetermninante de una matriz A).
Demostracion. Sea ¥ = C'C’ donde C' es un matriz m x m no singular y definamos
XN/=CUS

donde U es un vector m x 1 de variablés aletoriag normal estandar independientes, es
decir, U ~ N,,,(0,,,,). La funcion de densidad conjutita de Uy, ..., U, es

e I 1 I I 1
Su(uw) = H(?n—)_”"’ exp (—Euf) = (27) "™ % exp (—Eu’u) , conu€R™

i=1

La transformacion inversa es U = B(X — p), con B = C#l 3y el Jacobiano de esta

tranformacion es

duy duq
dry Oz, buu 0 bim
s =] =Bl = =0 =Yee
My, iy, by -
duy o OTm

2|72

asi que la funcion de densidad de X es

1
Ix(x) = 2m) 2|82 exp | —=(z — p)(C~Y'CHx — p)| ;

2
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v va que XL = (C~1)YC~!, tenemos el resultado. ]

En particular;"la funcion de densidad normal bivariada “estandar” se escribe como

1

= W exp —m(zf + 22— 2p2129)

fz(A%9)
donde Var(X,) = o%'Var(Xy) = 02, p es la correlacion entre X1 y Xo y Z; = (X; —
ru'i)/gi: 1= 1: 2.

2.3. Distribucionés marginales y condicionales

Otra propiedad de mucha importancia es que todas las distribuciénes marginales son
normales.

Teorema 2.3.1 Si X ~ N,,.(;1, %), entonces la distribucién marginal de cualquier sub-
conjunto de k(< m) componenteside X\es normal k-variada.

Demostracion. Particionemos X7y, v ¥ coging

X3 151 ¥n X
X = , = 2= ,
(Xz)' # (piz)' [EZI 222]

donde Xj y i son vectores k x 1y ¥y; es una submafriz k x k. Tomamos B = [} : 0]
que es una matriz k x m y b = 0, en el Teorengg 22 4~De aqui, se obtiene inmedia-
tamente que X; es Ni(pn,X11). Simila.rmente:E dishiﬁ)r‘ién marginal de cualquier
subvector de k componentes de X es normal k-variada, donde la media y la matriz de
covarianza se obtienen escogiendo el subvector y la submatrizle-una manera evidente. m

gna consecuencia directa de este teorema es que la distribucion mraxginal de cada com-
ponente de X es normal univariada. El inverso en general no es clerfo; es decir, el hecho
de que cada componente de un vector aleatorio es (marginalmente), hérmal no implica
que el vector tenga una distribucién normal multivariada. Sin embargo este hecho es
cierto, si las componentes de X son todas normales e independientes.

gﬂcordemos que la independencia de dos variables aleatorias implica que lalcovarianza
entre ellas, si existe, es cero, pero que el inverso no es cierto en general. Sin gmbargo,
para la distribucién normal multivariada, este resultado es cierto en los dos Senfidos
como se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 2.3.2 5i X ~ N,.(1, 2) y X, pu, y ¥ son particionados como

Xi H1 YXu X
X = N = . E =
( Xy ) " s ( M2 ) i [ Yo Yo }
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donde” Xy'y pa son vectores k x 1 y Xq; es una matriz k x k, entonces los subvectores
X1 y XoSow independientes si y sdlo si Xy = 0.

Demostracion! >, es la matriz de covarianzas entre las componentes de X7 y las
componentes de” X, asi, por la independencia de X; y X, tenemos que X5 = . Sean
1 v Y, vectores aleatorios independientes donde Y7 es Np(pq, £11) v Y5 es N, (10, Xoo)
v definamos Y = (¥],.X])". Entonces, tanto X como Y son N,,(x,X), donde

[Su 0
E_[ 0 Egg}’

por lo que estan idénticamente/istribuidos. Por lo tanto, X, y X, son independientes. m

El siguiente teorema muestra que ‘la" distribucion condicional de un subvector de un
vector con distribucién normal, d&@das, las componentes restantes, es también normal.

Teorema 2.3.3 Si X ~ N, (i, Z) y~NX, i, v X son particionados como

X Ha Yu Y
X: N = . E:
( Xy ) " s ( Hz ) " [ o1 Yoo }

donde X, y p1 son vectores b x Ly /X essting matriz k x k. Sea X5, la inversa
generalizada de Xoo, es decir, una malrizeque salisface

Vo Xiohdlam= Yog
y sea Xipo = Xip — E122,,801. Entonces

(i) X1 —E1X5Xs ~ Ni(p — B123500, E11.2)
y es independiente de Xo, y

(i) La distribucion condicional de X; dado X, es

Ni(p1 + 1225, (X — pa), B11.2).

La media de la distribucion condicional de X; dado X,
E(Xl | XQ) = ,tLl + EIIEEQ(XQ — IU.Q)

es llamada la funcién regresion de X; sobre X, con coeficiente la matriz de regresion

Una caracterizacion de las mas importantes de la distribucién normal univariada se
presenta en el siguiente lema, la cual se sigue teniendo para el caso de la distribuciéon
normal multivariada.
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Lema 2.3.1, Si X y Y son variables aleatorias independientes cuya suma X +Y tiene
distribucitnmormal, entonces tanto X como Y tienen distribucion normal.

Teorema 2.3'4 Si los vectores aleatorios X y Y de mx 1 son independientes y X +Y
tiene ditribucion normal m-variada, entonces X y 'Y son normales.

Demostracion. Rara.cada o € R™, o/(X +Y) = o’X + o'V es normal (por la De-
finicion 2.2.1, ya que. X + Y es normal). Dado que /X y 'Y son independientes, el
Lema 2.3.1 implica qué ambos son normales, y asi, tanto X como Y tienen distribucién
normal. ]

2.4. Media y covarianza muestral

Otra propiedad de la distribucién nopmal univariada que también se puede extender a la
normal m-variada es que cualquier combinacién lineal de variables aleatorias normales
independientes es normal, como s€ describe en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 Si Xi,..., Xy sOndades independientes y X; ~ Ny (p:,2;) para i =
1, ..., N, entonces para cualesquiera,constantesfijas o, ..., ay,

N N

An'
Z o X; ~ Ny, Z Qi s, Zcrfzi

i=1 i=1 i=1
El siguiente corolario nos muestra la distribucién del vectérymedia muestral.

Corolario 2.4.1 Si X;,..., Xy son todos independientes y cadd uno de ellos tiene dis-
tribucion N, (u, 2), entonces la distribucidon del vector media muestral

_ 1

[ ‘lr\lrfﬂ. (rt't'i “{_1'2) "

Este corolario nos dice que

N
VN(X — ) = &m_“) ~ Npu(0,3).

Mas atin, cuando los vectores X7, ..., Xy no son normales, pero tenemos que E(X) = p
y Cov(X) = %E: podemos hablar de la distribucién asintotica de X, como se enuncia
en la siguiente version del Teorema del Limite Central.
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Teoréma 2.4.2 Sea X;, X, ... una sucesion de vectores aleatorios independientes e
identicarmente distribuidos con media po y matriz de covarianza X y sea

N
. 1

X..-:—E X, N = 1.
N N 2 :

Entonces, cuando N = oo, la distribucion asintdtica de

AV " _Z::](XI_P:)

es N,y (0,%).

Mencionaremos ahora una aplicagitirde este teorema. Sea X1, ..., Xy una muestra alea-
toria de cualquier distribucion nisvapiada y supongamos que

EX)=p vy (Go(X)=% (i=1,.,N).

Definamos
2 1 - — = r
S = £ g (X =X)(X;, - X)),
J’\' x 1 A
iFl
donde X = % Zi_l X;. A S?% se le conoge ‘comd lammatriz de covarianza muestral
v es un estimador insesgado de ¥, es'detiy, F(S52) = ¥. Ahora, si T es una matriz
p X q, entonces vec(T) representara el veetotpg x 1 formado por el apilamiento de las

columnas de 7', una bajo la otra. Es decir, ‘s

T:[gl ’-2""«;]

donde t; es un vector p x 1, para i =1, ¢, entonces
t
()

vec(T) =

Ahora, enunciemos el siguiente resultado.
Teorema 2.4.3 Sean X;, Xo,... una sucesion de vectores aleatorios m x 1 i.i.d{ con
cuartos momentos finitos, media p y matriz de covarianza ¥ y sea

N
— r

AN) =D (X — Xw)(X: — Xy)

i=1
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Z N o o
donde” X = % > i1 Xi. Entonces, la distribucion asintdtica de

T(N) = \/—IK [A(N) — N

es normal con medig O y matriz de covarianza
V =Cov [vec((X,- —p)(X; — ,u)')} .

El siguiente corolario ‘expresa este resultado asintético en términos de la matriz de
covarianza muestral.

Corolario 2.4.2 Sea n =N <1 y definamos S%(n) = I—ILA(A-'). Bajo las condiciones
del Teorema 2.4.3 la distribucien asintdtica de U(n) = \/n[S*(n) — ¥| es normal con
media 0 y matriz de covarianza V.

2.5. Representacion geemétrica Gaussiana

La representacién geométrica deé“datos Gauggianos de dimension alta ha sido 1til pa-
ra comprender el comportamienfo devmetodolegias estadisticas para estos datos. Esta
caracteristica de los datos Gausianes de dimenSién alta es planteado en [11], Seccion
2 y 3 y se presenta a continuacion. Sea Z(d) = (Z“), ...=Z{‘”) un vector aleatorio de
dimension d de distribucién normal con media cere.y matriz de covarianza la identidad.
Ya que el cuadrado de cada entrada tienesdisteibucidn &2 con 1 grado de libertad y son
independientes, tenemos que la suma de estas tienen distribucion X2 con d grados de
libertad. Entonces, por el Teorema del Limite Central (Te6rema 1.5.20)

d

\/5

en distribucion cuando d — oc. Luego

d‘g [w — 1] — N(0,2)

] — N(0,1)

en distribucién cuando d — oc. Aplicando el Método Delta (Teorema 1.5.23)%'Y; =
Sia(Z9) _|Z@)P
d - d

L\ 1/2
(Z‘.‘ Z{ﬂ‘) 1
i=1
dl,fz

lln’n
y tomando g(x) = x'/2, tenemos que

. . 1
d? —V1| =|Z(d)| —d*’"* = N (IL 5)
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en disfribticién cuando d — oc. Asi, por el Teorema 1.5.22, |Z(d)| — d/? es una O,(1).
Por lo tamftosse tiene que la distancia Euclidiana de Z(d) tiene la propiedad

1/2

!

d
tZ(d)| = (Z Z”"V) =d"?+0,(1), cuando d — cc.
k=1

Esto prueba en cierto sentido, que los datos estan cerca de la superficie de una esfera
expandible. El resultadose extiende para el caso de dos vectores independientes de la
normal estandar d-varfadasdigamos Z,(d) y Za(d). Puesto que Z {i} - ZS} ~ N(0,2)
entonces

2d
V2

en distribucion cuando d — oc. Lifego

J1/2 [ZL(ZP =7}")?

d i i)y
d1/2 {Zi:l(zi )~ Zg : _

)2 1]
— N(0,1)

-2 N0, 8
y ]—> (0,8)

en distribucion cuando d — oc. Ahora, aplicande el Método Delta a Y, =
Y2 -2 12— %P

i1 7 yi con g(zy= xR ¥, = 2, obtenemos que

1Zu(d) - Zo(d)| (20> 5440, 1)
en distribucién. Por lo que |Z;(d) — Za(d)| — (2d)*/? es ufa)0,(1) y asi
|Zi(d) — Zo(d)] = (2d)"* + O,(1), cuando’d=3)o0. (2.5)

De esta misma forma al considerar el dngulo, en el origen, entré los*vectores Zy v Zy
independientes de la normal estandar d-variada, tenemos por el Feorema del Limite
Central que
d (i) rr(d)
dl'Q (Zi=l Zl ZQ — Nr([) 1)
d =g N0,

s A
B d

6 =0y g(x) = cos™(z), obtenemos que d"/? (cos™(Z, - Zy) — cos~(0)) — N(0,1) en
distribucion. Es decir d'/2 (n.n.g(Z 1, Za) — %) — N(0,1) en distribucion cuando d -4 <.
Por lo que

en distribucién cuando d — oc. Aplicando el Método Delta a Y , con

ang(Zy, Zo) = Z; + 0,(d7"?),  cuando d — oo, (2.6)
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(g

donde@}zl Z,) denota el dngulo, en radianes, entre los vectores Z; y Z,.

De hecho, v (2.6) se tienen para una muestra aleatoria Zy, ..., Z,, deduciendo que
todas las dl%@& entre los pares de puntos en la muestra son aproximadamente igua-
les y que todo 0 ares de angulos son aproximadamente perpendiculares.

En la Figura 2.1 ra un ejemplo, considerando el caso d = 3 y n = 3. Todas las
distancias del orlden@( puntos respectivos son aproximadamente iguales (de longitud
d"? = 31/%), cuyos ray@al origen a los puntos forman éngulos casi ortogonales. Si nos
enfocamos en el hlperpla.,de dimension 2 en este caso) generado por los datos, al ser
todas las distancias de ca p de puntos casi iguales, los datos viven esencialmente
en los vértices de un trla, 1u1later0 (que llamaremos el 3-simplex). En general
el n-simplex es un poliedro ¢ értices con todos suc@rdes de igual longitud, por
ejemplo, para n = 3 tenemos |®nanaulo equilatero como el que se muestra en la

Figura 2.1 s

Figura 2.1: Representaciéon geométrica en el caso n—3 y d=3{ mostrando el 3-simplex en el
hiperplano generado por los datos. (9

%

2.6. Representacion geométrica general )\

La representacion geométrica de los datos multivariados Gaussianos puéde ohservarse
también en escenarios ne generales. Consideremos un vector X (d) =
que se obtiene al truncar una serie de tiempo infinita X = (X, X@ Y La' uctura
roximada de n-simplex como la de los datos multivariados Gausmano:;
el comportamiento limite entre las distancias de pares de puntos en una
X(d) = {Xy(d), ..., X, (d)}, donde los vectores Xz-g son tomados i.i.d. con la m
distribucién de X (d). Suponemos lo siguiente:

(a) Los cuartos momentos de las entradas de los vectores estédn uniformemente aco-
tados.
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(b) Para una constante o2 > 0),

d
1 ‘
P E Var(X"®) = 62 cuando d — . (2.7)
T k=1

(¢) La serie de tiempo X satisface la condicién p mixing para funciones do-
minadas por.cuadraticas, es decir, para funciones de dos variables f v g que
satisfacen | f(u, N2 |g(u, v)| < Cu?v? para C > 0 fija y para todo u y v, se tiene
que 2

suf”_Acorr {{(UD,VE), g0, VO | < p(r),

1<k I < oo, [k=lST

con (U, V) = (X, X) 6 (07V)=(X, X), donde X tiene la misma distribuciéon que
X y es independiente de ellg"yela funcion p satisface p(r) — 0 cuando r — oc.

Entonces, se sigue (ver A.3.1) que la distancia entre X;(d) y X;(d), para cualquier i # j,
. . . i .
es aproximadamente igual a (20%d)"/?¢ahdo d — oo, en el sentido que

i 1/2

1 e Y

dl;"Q
k=1

en probabilidad cuando d — oco. Concluisfiog a pasticede lo obtenido en (2.8) que des-
pués de reescalar por d='/2, los puntos ¥, (d)\estail asintoticamente localizados en los
vértices de un n—simplex donde cada borde=tiene longitud (262)1/2.

En los resultados obtenidos, las condiciones sobre las variables son muy restrictivas, ya
que la condicién p-mixing pide algo “cercano a la independenciade las variables, lo cual
en la practica no siempre se tiene, ademas de que esta condicién depende del orden de
las variables, y en la practica este orden es comunmente aleatorig. Elsiguiente teorema
(propuesto en [2] y |19]) implica esta misma representacion geormétfica en forma mas
general, debilitando especificamente la condicion p-mixing. Para presentarlo, conside-
remos X = [Xi,...,X,] la matriz d X n con d > n, donde los X; = (le): :X}d})’:
j=1,...,n, son ii.d. de una distribuciéon multivariada de dimensién d.con media 0
v matriz de covarianza ¥. La descomposicién en valores propios de ¥ esr5<Z VAV,
donde A es una matriz diagonal de valores propios Ay = -+ =2 Ay =2 0y V esda.matriz
de vectores propios correspondiente. Una matriz factor, que es esencialmenteila raiz
cuadrada de ¥ es definida como F' = VAY2, por lo que £ = FF'. Si ¥ es positita)defi-
nida (y por tanto sus valores propios son todos positivos, ver A.2)gpodemos entdncés
escribir X = FZ, donde Z = A~/2V’X es una matriz aleatoria d x n de una distribucién
con matriz de covarianza la identidad. Note que si X es Gaussiana, los elementos de Z
son variables normal estindar independientes.
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Consideremos la matriz de covarianza muestral 2 = %XX’. Definimos la matriz de
covarianZasmuestral dual como S% = 2X'X. Asi, S tiene los mismos valores pro-
pios, distidbes™de cero, que S?. Luego, usando el hecho de que V'V es la identidad,
tenemos que

d
nSh = (Z'F)(FZ) = Z'\Z =Y \W, (2.9)
i=1

con W; = Z!Z;, donde .2y = (ZI-{”: zo ZI-{")): i=1,...,d, son los vectores fila de

1

Z. Notar que si X es Gafissiafia, W; tiene distribucion Wishart W, (1, I,).

Teorema 2.6.1 Para n fijo, seant X;,..., Xy,... matrices aleatorias d x n de distribu-
ciones multivariadas de dimensi@rind con rwdm 0 y matriz de covarianza ¥y, ... %, ...,
respectivamente. Asumimos que los'tuartos momentos de cada variable estdn ?Lfl?f()”?f}t”—
mente acotados, que la condicion en (%9) se tiene para cada X; y que las entradas de Z
son independientes. Sean A g = -+ - =2 dgwolos valores propios de la matriz de covarianza
Y4 y sea Sf)‘ g la matriz de covarianza dual muestral correspondiente. Suponga que los
valores propios de Xy estdn suficientemnentesdifusos, en el sentido que

d ’
Zi:l /\:2:£

———— =0 cuando d — oc. (2.10)
5 ;
(Zi:l )‘r"d)

Entonces los valores propios muestrales\se=ecomportan como si vinieran de la matriz
de covarianza la identidad, en el sentido “que r:EIS%d =% I, cuando d — oc, donde
. 1 d

Cqg = — : /\i,d-

T i=1

Demostracion. Debido al resultado en (2.9), si Z; = (Zm Z @ :an}) cualquier
elemento de la diagonal de nS? puede ser expresado como Za=1 Ai‘d(ZI.{H)Q: donde

los ZI.{H: i = 1,2,...,d, son independientes y tienen medialceré y varianza uno.
Definimos los valores propios relativos como ;\I-‘d = A/ Z;.Ll)t,-‘d. Asi, la con-
dicién en (2. 1[)) es equivalente a Zf_l :\fd — 0 cuando d — oc. Observemos que
E‘(Zf_ Na(Z ) = Y haE |( [ Z:‘(H)Z} = Zf: Xf.dVﬂ-'v"(ZfH) i ia = 1
por lo que Var (Z?{:l Nia(Z®)y ) E ([Z:— ()2 1]2) . Luego_por la de-
sigualdad de (‘hel‘w%hev para cualquier T > 0 y la (‘ota uni[orme M de 165.cuartos
momentos, P (| S Na(ZF)2 -] > T) <T2E (| S Na( 25— 1) )

=7"*Var (Zle ;\,-‘d(ZI-{H)Q) <t 2M Y A2, — 0 cuando d — oo. Por lo que lof elé-
mentos de la diagonal de r:EIS%‘d convergen a 1 en probabilidad cuando d — oo. Los ele-
mentos fuera de la diagonal de nS} pueden ser expresados como Zd_l AidZ; U}Z ) don’
de Z! )y z* ) son independientes. Entonces, similarmente, P (|Z:_1 AiaZ, J}Z ”l > )
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i=1

<7 War (Zd ;\i,dZ,-U}ZI-{H) =72 Zle de — 0 cuando d — oo. Asi los elementos

fuera de la diagonal de ¢;'S% ; convergen a () en probabilidad cuando d — oc. ]

Ahora, usande €ldTeorema 2.6.1, estableceremos la representacion geométrica. Sea X; =

1 d . L . Ca
(X} ]: e X} ])’, = 1,...,n, la j-ésima columna de la matriz X, cuya distribuciéon

satisface las conditiehes del Teorema 2.6.1. La distancia al cuadrado entre X, v X es

d d d
X — XSO+ > (xR -2y x X (2.11)
i=1

=1 i=1

Entonces, dado que los dog primeros términos del lado derecho en (2.11) son las entra-

das k-ésima y [l-ésima de la diagonal de n.Sf): por el Teorema 2.6.1, para d suficienteme
. . . .. d

grande, los primeros dos térmings\son similares a ) 7 | A, 4.

También, ya que el tercer término esd@ kl-ésima entrada de nS%, éste es cercano a cero

cuando d es grande. Asi, para d sufigienitemente grande, (2.11) es aproximadamente
X=X
2 Z;}_l Aid
que las distancias entre los pares de puntos'de los n vectores son aproximadamente las
mismas y los datos forman un n-sifhplex en R Por otro lado, en [2] se verifica que la

condicion (2.10) es mas general quetla condicidiglmixing.

22;‘;1 Aiq, en el sentido de que — 1 en probabilidad cuando d — oc. Asi

Notemos que si X, es positiva definida, ehitonces la“cendicion (2.9) se satisface yva que

1 d : ya q

Z esta bien definida, debido a que Ay = 7 = Ay = 0 Por lo tanto, otras condiciones
; | ;

para que datos multivariados con media 0 téngan la répresentacion geométrica son:

(i) Los cuartos momentos de cada variable estdn uniforfhemente acotados.
(ii) L4 es positiva definida.
(i) La condicion (2.10).

(iv) Las entradas de Z son independientes

Estas son las condiciones que serdn verificadas para los datos utilizados gn“las simula-
ciones del Capitulo 4 de esta tesis.




Capitule. 3

Métodos de-Discriminaciéon Binaria

En la préactica existen muchos preblemas en los que tenemos datos multivariados de
dimension alta (datos multivariadgs®n los cuales la dimension es mayor que el tamario
de la muestra) y es necesario llevar fiscabo una clasificacién binaria de estos. En este
capitulo describiremos cuatro métodos-desdiscriminacion binaria que son utilizados en
este tipo de datos.

3.1. Discriminacion binaria

En esta seccién daremos la notacion nécesaria y ‘eltipo de datos que se utilizan en la
implementacion de los métodos de discriminacion binaria.

Supongamos que tenemos el siguiente conjurito de datos déentrenamiento

(w1, wy), (22, ws), ..., (TN, wx) a)

donde z; € R? y w; € {—1,1}, para i = 1,2, ..., N. Tenemos dos elases de datos, Cy y
C_, correspondientes a los vectores x; con w; igual a 1 y -1, respeetivamente.

Sea x = [r1,22, ..., x| la matriz de d X N cuyas columnas correspondena los datos

. ’ 3 Y -
vectoriales y w = (wy, wy, ..., wy) el vector con las etiquetas de los #;’s. Se usara la
siguiente notacion

. 9’ es la matriz diagonal de N x N con los elementos de w en su diagonal,

» X, vy x_ son las submatrices de x correspondientes a la clase C. y C_, respeeti-
vamente.

= m y n son las cardinalidades de las clases C'. y C_, respectivamente.

= 1; es el vector k-dimensional de unos.
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Un conjunto.de datos como (3.1) es linealmente separable si existe un hiperplano
tal que tedos los datos de la clase C', estan de un lado y todos los de la clase C'_ estan
del otro ladle=Un hiperplano que cumple esto es llamado un hiperplano separante
del conjunto(de /datos. En el contexto de datos con dimension mayor al tamano de la
muestra, se ha#Visto que cuando los datos tienen funcion de densidad continua son li-
nealmente separables easi seguramente. En este trabajo nos restringiremos tinicamente
al caso linealmente segparable.

A continuacion describimos de forma concisa los métodos de discriminacién binaria
para datos de dimension @altasue emplearemos en este trabajo.

3.2. Support Vector Machine

El método Support Vector Machimé (SVM) es uno de los méas populares de los mé-
todos de discriminacion binaria (paraun estudio detallado ver por ejemplo [7], [9],
[10], |12], |22] y [23]). En el caso lineahmente separable, este método consiste en en-
contrar un hiperplano separante”gque maximice las distancias entre el hiperplano y los
vectores mas cercanos de cada clase. Los puntos méas cercanos al hiperplano separante
se llaman vectores soporte. La deSchipcion dél método la presentamos a continuacién.

Supongamos que existen un vector v/y an escalar i tales que cumplen las siguientes
desigualdades
f .
vae; +b=1 siw; =4

v, +b< =1 *siw; = -1 (3.2)

. ! .
En este caso el hiperplano v z; + b = 0 es un hiperplano separante para los datos.

Notar que las desigualdades de (3.2) se pueden escribir como
wi(v'z;+b)>1, i=1,2,... N (3.3)

Los vectores que satisfacen la igualdad en (3.3) son los vectores soport€. Es decir, los
vectores soporte son los que pertenecen a uno de los hiperplanos

vr4+b=—-1 6 vr+b=1 (3.4)
Al conjunto de vectores soporte lo denotaremos por SV.

Sean d. v d_ las distancias mas cortas del hiperplano v’z +b = 0 a los vectores en C{'y
C'_, respectivamente. El margen del hiperplano separante se define como dy = d.+d_.
Es sabido que si v'z+b = 0 es un hiperplano y zq = (&1, ..., x4) es un punto, la distancia
entre ellos esta dada por
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O |v' 20 + b|
* p—
7 e

Sea ry un p@ soporte sobre la recta v’z + b= 1. Por lo que

vr. +b 1
&/O d_'_:@:—

[v] [v]
Anélogamente O
d 1

Por lo tanto ‘/O 5
dy = d+ +d_ = —.
S, H

En el caso linealmente separable, € rplano separante 'v;,x + by = 0 del método SVM
es el finico hiperplano separante con &5 no margen. Asi, el hiperplano separante SVM

maximiza ﬁ sujeto a la condicion (3.3).
v
Equivalentemente este hiperplan wﬁl\re S blema de optimizacion
, #- . X
minin zﬁp —

2Q
sujeto a w;(v'x; —1—6\> 1, ;9 1,2,...,N.

Se concluye que el vector 6ptimo es dado por,

vy = xWa g (3.5)

donde @ resuelve el problema de optimizacion @

O
maximizar 1yo — §|xIrV(_r|: ®
sujeto a o > 0, o'w = 0. )\ (3.6)

Ademas a; # 0 sdlo si x; es un vector soporte, por lo tanto, por (3.5), vy @1 funcion
lineal de los vectores soporte tinicamente. Ya que los vectores soporte s acen la
igualdad de (3.4), la ordenda al origen by puede ser calculada como

para cualquier x; € SV.

by = w; — v(’,x,-: Q\S\(\
O

*
El problema de optimizacién (3.6) es equivalente a
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3

maximizar ———
[x W ar*|2

sujeto a 1,05 =1,0" =1, o, o >0 (3.7)

donde oy o son subvectores de o correspondientes a las clases O, y C_, respecti-
vamente. Note que xJ¥a* = x, o’ —x_a’; asi estamos minimizando la distancia entre
los puntos de las enelvVentes convexas de las clases C'y y C'_. Por lo que si a* resuelve
el problema (3.7), el Wector normal al hiperplano separante de SVM puede ser tomado
como
v = xWa+

el cual es la diferencia entre el'par de vectores mas cercanos de las envolentes convexas
de C'y y C_ y es proporcionallalvector vy que dimos en la ecuacion (3.5).

3.3. Mean Differenceé

En el método Mean Difference (MD),%el cual puede verse con mas detalle en [20], el
hiperplano separante que se toma’es-el quebisécta ortogonalmente al segmento que une
a las medias de las dos clases, esdecir, si lag medias de las clases C'. y C_ estdan dadas
por

_ 1 _ 1
ro = E E i Y, T = ; E xr;,
CaeCy 1=

respectivamente, entonces el hiperplano MBP#iene vector normal

u=T, —T_. (3.8)

Notar que u es la distancia entre dos puntos de las envolventes.convexas de las dos
clases.

3.4. Distance Weighted Discrimination

La idea del método Distance Weighted Discrimination (DWD) es encontrar4in hiper-
plano separante que maximice la suma de los reciprocos de las distancias de log’datos al
hiperplano (ver [14] y [15]). Asi, todos los datos son tomados en cuenta para eneontrar
el hiperplano; en este caso, los datos méas cercanos al hiperplano hacen una contribucion
mayor que los mas lejanos.

Definamos el residual del i-ésimo vector z; como la distancia signada de x; al hiperplang
r
vz + b= 0 dada por
r
ri = w;(v x; +b). (3.9)
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(g

Enlat (. a los vectores x; les corresponde w; = 1, en la clase C'_ a los vectores z;
les corre%zde w; = —1. El hiperplano separante DWD

®/\ vVr4+b=0

resuelve el prob]@ de optimizacion

o v 1
O minimizar ) ;" —
T’.

T

oa |vl=1,r,20 i=1,2 ..., N.

Asi, todos los vectores cont‘yden en la bisqueda del hiperplano DWD, siendo los més
cercanos al hiperplano sepa av@)q que influyen mas. Puede verse que el vector éptimo
vy estd dado por

B xW 3
% |fo1/',3|
donde ? resuelve el problema de ion

énuar 2 ¥y

sujet 32075 =0, (3.10)
donde /3 denota el vector cuyas entra,(/ Sson las
3. Notemos que el problema de optimizacigni(3.10
SVM. Se puede ver que los residuales estar 'a,dos por

1
ri= —=, -i:l,Q,...,N.g
B @

Asi, por la ecuacion (3.9) tenemos que O

8 — |xW 3|

es cuadradas de las entradas de
arecido al de (3.6) del método

para cualquier vector ;. ;6
El problema de optimizacién (3.10) es equivalente a @\S\

(1,0/BE + 1,/B0)? (@
Ix. 087 —x 57| O

sujeto a 1,87 = 1,8° =1, §2,8° >0. (3.11)

T —

maximizar
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Notar‘que se estd minimizando la distancia entre puntos de las envolventes convexas,
pero dividides por el cuadrado de la suma de las raices cuadradas de los pesos convexos.
Por lo quefsi3* resuelve el problema (3.11) el vector normal al hiperplano DWD es
proporcional(a

P .';\* _ .';\*
v =X 00 —x_f7,

que es la diferenciasde dos puntos de las envolventes convexas de las dos clases, analo-
gamente a como sudedio’en MD y SVM.

3.5. Maximal Data Piling

El método Maximal Data Pilihg fMDP) esta disenado para datos de dimension mayor
al tamafio de la muestra (ver |1])¢S@necesita suponer que d = N —1 y que el subespacio
generado por los datos tiene diménsibn N (6 N —1sid = N — 1). Bajo este supuesto
existe una direccion (vector) sobre las€ial la proyeccion de los datos cae en dos puntos
tinicamente, uno por cada clase. Todes las datos de una clase caen sobre un punto y
todos los de la otra clase caen sobite el otro punto.

Para encontrar el hiperplano MDPgseau = 2+ — z_ el vector normal dado por (3.8).
Definamos C' = |x5,x5|, donde x5 & x- sofl las versiones centradas de x. y x_
c:Xcls c N Xo + )
respectivamente, es decir
+ r

Xon =X, — :f:+1:£, Xo=X_~1_1,

La matriz proyeccion simétrica en el complémento ortegenal del espacio columna C'|
estd dado por Q = I;—CC', donde C1 es la inversa generalizdda de Moore-Penrose de C.

El hiperplano MDP
r
vy +be =0
tiene la propiedad de que su vector normal unitario vy es la direccién para el cual la
proyeccion de las medias de clase tienen distancia maxima, sujeta a la condicion de que

la proyeccién de los vectores de las clases caen sobre el mismo punto que su media de
clase. En otras palabras, tenemos que v, resuelve el problema de optimizZacién

. . ! i
maximizar (v u)?

sujeto a C'v =0, v'v=1

Es posible demostrar (consultar en [1]) que la solucion de este problema de optimizaeion
es
Qu

Vo = m (512)
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Esto sigunifica que vy es ortogonal al subespacio de dimension N — 2 generado por las
columnas/le C. Ademas la formula (3.12) es equivalente a

r
(xexp)tu
Uy = (TSR IE
[(xex )T
. - . —_ !
donde x¢ es la versionl centrada de la matriz x, es decir, x¢ = x — z1,;. Por lo tanto v,

petenece al subespagitde dimension N — 1 generado por todos los vectores centrados.
Finalmente el intercépto+b, puede ser calculado como

—vy(MT, +ni_)

by = i

! .F+ =+ I_
Algunas veces se toma by = —, (T) .

3.6. Comportamiento‘asintotico de los métodos en el
caso Gaussiane

En el siguiente teorema (ver [5]) @ Gonsideran dos clases de datos, C_ y C., donde
los datos de la clase C_ tienen distribucion NF(0+X,;) v los datos de la clase C'. tienen
distribucién Ny(vg, 24), por lo que seltoma la diréfeion de vy como la 6ptima para el
vector normal al hiperplano separante. El' résultade’gue se obtiene es en base al dngulo
que forma la direccién de la media vy con €l vectorshormal al hiperplano separante
de los métodos de discriminacion MD, SVM, DWD y MDP. Cuando |v4| es grande, la
clasificacion de los datos se puede obtener con facilidad, efi Gambio, si es muy pequeiia,
realizar la clasificacion es complicado. En el capitulo antérior, vimos que bajo ciertas
condiciones, los datos multivariados de dimension alta estanrubicados a una distancia
d'/? de la media cuando d es grande. Asi que podemos decir que tenemos una frontera
para realizar satisfactoriamente la clasificacion de los datos que e§ précisamente cuando

|vag| & d'/?, tal como se confirma a continuaciéon en el siguiente teorénia.

Teorema 3.6.1 Supongamos que los vectores aleatorios en CL y C_ son”imdependien-
tes y provienen de las distribuciones normales multivariadas Ny(va, Xa) y Na(0,24)
respectivamente, donde Sq = diag(o?,03,...,0%) y {ox}i—, es una sucesiop”acotada
2

. . (o . )
de niimeros positivos tales que Z::l F}‘ — o2, cuando d — oo, pare agin o, > 0.

Suponemos que |-vd|d_lﬁ — ¢, cuando d — oo, con 0 < ¢ < oc. Si v représeite el
vector normal del hiperplano MD, SVM, DWD o MDP del conjunto de datos, entofices

0, st ¢ = 00,
ste=10,

c )
arc cos (W) , st < e <o

=E

ang(v,vg) —
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en pri }chd cuando d — oo, donde v = % + %
Obs;ervam&egﬂn el resultado del Teorema 3.6.1, que cuando |vg| > d*/? (que corres-

ponde al cas@a;ldo ¢ = oo) los dngulos entre los vectores normales a los hiperplanos
de los cuatro dos y el vector 6ptimo v, convergen a cero y en este sentido se dice
que los métodos@ consistentes; sin embargo, cuando |v,| < d'/? (que corresponde
al caso cuando ¢ # Q) los vectores normales no convergen a la direccion optima, de
hecho los angulos scéfmtéticamente ortogonales, por lo que en este caso se dice que
los métodos son fuert nte inconsistentes.

el siguiente capitulo se presentan los resultados de las
simulaciones realizadas con el

En [5] se muestra que los ¢ ej;;osl Teorema 3.6.1 satisfacen la representacion geométrica
descrita en el capitulo ant . in

considerando datos multivariad

as generales que cumplan con esta representacion

5 sito de explorar una generalizacion de este teorema,

/\

Q
Vl

/%_VO
- %

geométrica.




Capitule. 4

Estudio por-Simulacion para
Comparar les’Métodos de
Discriminacion:Binaria

En este capitulo presentamos logresultados que se obtuvieron en las simulaciones para
comparar los métodos de discrifiimacion” binaria MD, SVM, DWD y MDP descritos
en el Capitulo 3. Con estas simuladiofies sé pretende realizar una exploracion de una
generalizacion del Teorema 3.6.1 considerande”datos multivariados mas generales que
los de ese teorema.

El estudio se realizd con tres tipos de datésyque se eSpecifican a continuacion y que
en cada caso deben cumplir con la represeritaciéon geométrica que fue descrita en el
Capitulo 2.

s Caso 1. Datos normales multivariados con matriz de €oyarianza »; no diagonal.
» Caso 2. Datos multivariados no normales con matriz de coyasianza ¥, diagonal.
» Caso 3. Datos multivariados no normales con matriz de covarianga >, no diagonal.

Se consideraron dos clases de datos, C_ y C., donde los datos de la glase C_ tienen
distribucion con la representacion geométrica con media cero y los dates™de la clase
C'. con la misma distribucion que los de C'_ pero con media v,;. Debido a'lefanterior,
vy es la direccidén 6ptima del vector normal al hiperplano separante. Denotainos por
Yy = (04;) a la matriz de covarianza comin de las dos clases. Las simulaciénes para
comparar los métodos se realizaron en base al angulo entre la direccién optima) vy y
el vector normal al hiperplano separante. Los conjuntos de datos de entrenamientd C°
vy C. se generaron cada uno con tamano 2(). Para cada caso se consideraron vectofes
media vy de la forma vy = (d°,0,---,0) (con § > 0) y vg = 81, (donde 8 = 34 — ¢,
cuando d — oc, con 0 < ¢ < o). Se toméd § = 0.2,0.5 y 0.8 que corresponden a los
€asos |-1,!d|rf_1ff2 — 0,1 e 0o, respectivamente, vy se tomd 3 = 0.5 v 10 que corresponden
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a los casos |-ud|d_'*f2 — 0.5 v 10, respectivamente. Los valores que se tomaron para las
dimensionesson d = 10,30, 100, 300, 1000, 2000 y para cada valor de d se generaron 500
conjuntos de-datos de entrenamiento. Para cada conjunto de datos de entrenamiento se
calcularon lo§ angulos entre vy v los vectores normales a los hiperplanos separantes de
los cuatro métetos,

4.1. Caso normal con X; no diagonal

Sean Z,(d), Zy(d), ..., Zdd) datos multivariados normales independientes con media
cero y matriz de covarianzd 3, = toeplitz(1,s,5%,...,597 1) con 0 < s < 1 (ver A.1.1);
para las simulaciones de estesfrabajo tomamos s = 0.5. Demostraremos a continuacion
que estos datos cumplen con la_representaciéon geométrica. Para ello verificaremos las

condiciones (i) — (iv) de la Secciém 2.6 que implican esta representacion geométrica.

(i) Verifiquemos primeramente quedes cuartos momentos de cada variable estan uni-
k k) : .
formemente acotados. Dado que Z,f )~ N(0,1), entonces (Z-{ })2 ~ X{zn. Asi,

1 i

E [(Z}H)Q} =1y Var [(Z}H)Q] =2. Por lo tanto

E [(Z}’“ﬂ =(War [(Z}"))?] + (E [(Z}“)ﬂ )2 =3

Por lo que los cuartos momentos son uniformerrente acotados, ya que se mantie-
nen contantes al variar k y al varia# dy

(ii) En A.3.2 se demuestra por induccion que todos o€ menores principales |By|, [ =
1,2,....,d, son positivos, donde B; = (0y;), i,j = L#2%...l, es la submatriz de
¥4 correpondiente a las primeras [ filas y columnas,«de esta forma se tiene por
el Criterio A.2.1 que X, es positiva definida. De hecho-sé demuestra que |B| =

(1-s))"1>0 VIi=1,2,....d

(iii) Veamos que la condicion (2.10) se cumple. Observemos que

d+2[s*(d—1)+ s*(d—2) + -+ 4D (d Z(d~2)

)
RN
I

i,7=1
+ 2N (d — (d - 1))]
d—1 d
= d+ QZ Fes?d=k) — QZ ks¥dR) _ g
k=1 k=1
luego
DDV ST D S i U i) S el
(XL, N2 () & i~ & d
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Tenemes que (ver A.3.3)

d r-_',‘_z
D ks < m [ds‘zd + (1 — ﬁ) (572 — 1)} : (4.1)
k=1

Por lo que

o< 20 S0 s 2k < s2 1 e 1 1 s o
- d? ~ In(s2) | d In(s=2) ) \d?  d2 ’

cuando d — oc. Por:do tanto

d 32 : d o
A g2d g~ 2k
Z{;_l id £ 2s Z;\-I=1 ks L0 cuando ds oo
(Zi:] /\i,d)z dz d

(iv) Esta condicion se satisface debid0'a que en este caso se utilizan datos Gaussianos.

4.1.1. Vector media 1% (d°,0,---0)" con § > ()

Para el primer conjunto de simuldcienes-condidetamos el vector media vy = (d°, 0, - -+ 0)’,
—1 /4
donde § toma los valores de 0.2, 0.5'% 0.8 ques€omresponden a los casos |vgld=1/2 — 0,
—1/1 -1/ .
[vgld™? = 1y |vgld™/? = oo cuandg d =¥ oo, tegpectivamente.

En las figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se muestran las, medias_de los angulos formados por vy
v el vector normal de los cuatro métodossednsiderades variando la dimension d, co-
rrespondientes a los valores de § = 0.2,0.5% 0.8, respeetivamente. En la Figura 4.1
observamos que cuando la dimension crece las medias dedésiangulos de todos los mé-
todos tiende a un valor cercano a w/2 = 1.5707. Si se cumpliera el Teorema 3.6.1 para
datos con representacion geométrica, para § = 0.5 el limite deslos angulos estaria dado
por arccos(c/(v20% 4+ ¢2)Y?) = 0.3062 cuando la dimension tighdesa infinito, donde

: g ek P T .
Y=1/m+1/n=1/10y c? =limy, % = limy o - {f"} =T1#6=1, lo cual esta

de acuerdo con lo observado en la Figura 4.2. En la Figura 4.3 la niedia de los dngulos
de todos los métodos tiende a cero. Por lo que podemos decir que paré este caso los
resultados del Teorema 3.6.1 siguen valiéndose. Observemos que para este,caso, MD vy
DWD tienen el mejor compotamiento entre los cuatro métodos, ya que log"angulos son
los més pequenos al incrementar la dimension de los datos.

4.1.2. Vector media v; = 31, con 3 > 0

Tomamos también el vector media vy = 314 donde 3 = 0.5 y 10, los cuales corresponden
a los casos |vgld™1? — 0.5y |vgld™1? — 10 cuando d — oo, respectivamente. En las
figuras 4.4 y 4.5 se muestran las medias de los angulos formados por vy v los vectores
normales de los cuatro métodos considerados variando la dimension d. Si se cumpliera
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7t O ) :
0.5[;// | @/\ | | —o—woP ||

1 15 25
o

Figura 4.1: Medias de los angul tre vy iﬁﬁ, ---0)" vy el vector normal del hiperplano
a

w

35

separante; d = 0.2. Caso normal con.®y no di

Figura 4.2: Medias de los angulos entre vy = (d®,0,---0)" v el vector normal del hjperp;e@

separante; § = 0.5. Caso normal con ¥, no diagonal.
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“5-mD
® 2l — &5 |
> —+—DWD

35

Figura 4.3: Medias de los angul tre vy = 0,---0) y el vector normal del hiperplano
separante; = 0.8. Caso normal co ia, .

Angulo

S
)\
%

1 15 2 25 3 35 @

Figura 4.4: Medias de los angulos entre vy = 31, v el vector normal del hiperplano separ
8 = 0.5. Caso normal con ¥; no diagonal. .
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Angulo

Figura 4.5: Medias de los angulos entre v =81, v el vector normal del hiperplano separante;
3 = 10. Caso normal con ¥; no didgonal.

el Teorema 3.6.1 para datos con representaciongeométrica, los limites de los dngulos
cuando d — oc serian arccos (W) = 05639 y 0.0316 para 3 = 0.5 y 10,
respectivamente. En las figuras se observadaytendéncia de la medias de los angulos a
estos valores. Observemos que en ambos cases MD presenta el mejor comportamiento,

el método DWD es el segundo mejor método’y practicaimefte coincide con MD cuando
5 = 10.

4.2. Caso no normal con X; diagonal

Sea Z(d) = (ZW,... , ZWY un vector aleatorio donde las Z*)s son intlependientes
con distribucion (X{Qn —1)/v/2. Tomemos Z,(d), Zy(d), ..., Z,(d) datés multivariados
iLi.d. con la misma distribucién que la de Z(d), la cual tiene media cer® V' matriz de
covarianza ,; = I, Verifiquemos a continuacion que estos datos cumplen con la re-
presentacion geométrica. Para ello verifiquemos, al igual que en el caso antexior, las

condiciones (i) — (iv) de la Secciéon 2.6 que implican esta representacion geomélrica.

(i) Dado que las entradas de cada vector son i.i.d. y que su distribucion no depende de
d, tenemos que los cuartos momentos de las entradas son uniformemente acotados.
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(ii) Teneémes también que £, = I, es positiva definida.

(ii) Ahora,(dado que \;; =1,i=1,--- ,d, tenemos que

d 2
A d 1
Zd_l b =~ 0, cuandod— occ.

i va? @ d

(iv) Por tltimo, la indépendencia de las entradas de Z se satisface debido a que ¥; =
Iy, por lo que Z = [4{(d), Z:(d),. .., Z,(d)], donde las Z;(d)’s son independientes
y tienen entradas indepéndientes.

4.2.1. Vector media v;'=d’.0,---0) con § > 0

En este caso, también tomamos para o los valores de 0.2, 0.5 y 0.8, considerando
vg = (d°,0,-+-0) como el vector media=pdra el primer conjunto de simulaciones.

En las figuras 4.6, 4.7 y 4.8 se tnestran lag medias de los dngulos formados por vy
v el vector normal de los cuatro métodos censiderados variando la dimension d, co-
rrespondientes a los valores de 6 =_0/2,0.5 y(.8] respectivamente. En la Figura 4.6
observamos que cuando la dimension creee las medias de los angulos de todos los mé-
todos tiende a un valor cercano a /2 =/A.5707. SiSe«cumpliera el Teorema 3.6.1 para
datos con representacion geométrica, para 4 = 0.5 el limite de los angulos estaria dado
por arccos(c/(y%0? + ¢2)¥/?) = 0.3062 cudfido la dirfension tiende a infinito, donde

d
y=1/m+1/n=1/10,06% = imy_,~ % = 1limg, e Lr(:f“) =1y e=1,locual esta

de acuerdo con lo observado en la Figura 4.7. En la Figura 48 la media de los angulos
de todos los métodos tiende a cero. Podemos decir que el resiltado del Teorema 3.6.1
se sigue cumpliendo. Observemos que, al igual que en el caso anterior, MD y DWD
tienen el mejor compotamiento entre los cuatro métodos, va queslos angulos son los
mas pequenos al incrementar la dimension de los datos.

4.2.2. Vector media vy = 315 con 3 > 0

Ahora consideremos el vector media vy = 514 con § = 0.5, 10. En las figurag 49 v 4.10
se muestran las medias de los angulos formados por vy y los vectores normales de los
cuatro métodos considerados variando la dimension d. Si el Teorema 3.6.1 fuera,vélido,
7{TU2+='°;32}1,,.2) = 0.5639 y 00906
para 8 = 0.5 y 10, respectivamente, lo cual esta de acuerdo con lo observado en las
figuras 4.9 y 4.10. Observemos que, al igual que en el caso anterior, en ambos casos

MD presenta el mejor comportamiento, el método DWD es el segundo mejor método y
practicamente coincide con MD cuando 3 = 10.

los limites de los dngulos cuando d — oc serian arc cos (
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35

Figura 4.6: Medias de los angul tre vy = 0,---0) y el vector normal del hiperplano
separante; d = 0.2. Caso no norma ¥4 diagenal.

log o(d) I I \S\

Figura 4.7: Medias de los angulos entre vy = (d®,0,---0)" v el vector normal del hjperp;e@

separante; § = (.5. Caso no normal con ¥; diagonal.
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O 7=
$ |

35

Figura 4.8: Medias de los angul tre vy = 0,---0) y el vector normal del hiperplano
separante; = 0.8. Caso no norma 34 diagenal.

S
\ 2
j | : 2 - - 3 3_5 6(9

@

Figura 4.9: Medias de los angulos entre vy = 31, v el vector normal del hiperplano separ
8 = 0.5. Caso no normal con ¥; diagonal.

*
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—B—MD
12r —g--8VM | ]
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1 15 2 25 35

Figura 4.10: Medias de los angulos entre #f=="31; vy el vector normal del hiperplano separante;
3 = 10. Caso no normal con ¥; didgonal.

4.3. Caso no normal con X; no diagonal

Sea d par. Supon aImos que YA RIAC T ~Z14/2) son (ndependientes con distribucion
N(0,1) y sea YF) = (Z(0)2 4 Z0 1: para i = 1,277 d/2. Definamos el vector
Z(d)=(ZW,z® . zW2 yD vy ... Y2y Notefhog'que E(Y®) =0, asi que
E(Z(d)) = 0.

Ademas Var(ZW) =1, para k = 1,...,d/2. Luego

Vm@m):'Wd@Hf+ZH ﬂ 24 z0 £1)%
= B(ZW)*+ z0)? ?((Z )? +Z“)+1)]
(Z ” +Z”] 2E((Z%)? + Z®] +1
(Z2")* +2(2W)? +(Z‘”)1—1
qz 2 = Var[(Z™)] + [E(Z2%)?))* = 3,

|
= £
|

para k=1,...,d/2, ya que (Z)? tiene distribucion X2 con 1 grado de libertad y son
independientes. Observemos también que Cov(Z® Y*)) = 1 para k = 1,...,d/2y
Cov(Z @ YU}) =0, para i # j . Por lo que la matriz de covarianza es
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/100 0100
010 00 1 0
001 000 0

Sy=| 000 - 100 1
100 030 0
010 00 3 0

X000 -~ 100 - 3

Tomemos Z,(d), Zy(d), ... %, (d) datos multivariados i.i.d. con la misma distribucién
que Z(d). En este caso, veremosglie estos datos cumplen con la representacion geométri-
ca cuando la dimension d crece, §inyverificar las condiciones (i) — (iv) que se especifican
en la Seccion 2.6 del Capitulo 2, ptiesto que a pesar de que estos datos satisfacen las
condiciones (i) — (iii), resulta que ()no se tiene.

2
Ya que E [(ZEH)Q} =1y K& [((Z}H)Q—!—Z}H — 1) } = 3, parai = 1,2,...,ny

k=12 ....d/2 por la Ley Débil~de-los ‘Grandes Numeros (Teorema 1.5.14) tene-
mos

df2 (k) (k) 2
1z 1Rz 12 ((ZI- L2 - 1) 1.3,
+= -t =
d 2 d/2 2 d/2 2 2
en probabilidad cuando d — oo. Analogamente, dadoque E[(ZI.{H — Z}H)Q] =2y

E[((ZI.{H)2 + ZI.{H - (Zj.k})2 - Zj.k])z] =6,parai# jy k=12 .., d/2 nuevamente por
la Ley Débil de los Grandes Niimeros tenemos

\Z, — Zjl 1 Zdrz Z{U Z{k} 1 dez Z{m Z:'{H 1 ((Z;}:))Q + Z.{-H . 1)]2

J
d z /2 3 /2
, oy, Lo 9 26
s 1V ﬂf(Z{m Zj”) + 51'; ar |:(Z{U) + Z{U (Zj&])2 _ ij]i| — E + — = 4

en probabilidad cuando d — oo. Por lo que los datos tienen una representacion geomé-
trica asintotica.

4.3.1. Vector media vy = (d°.0,---0)' con § > 0

Tomamos vy = (d°,0,---0)', con § = 0.2,0.5 y 0.8, como el vector media para el primer
conjunto de simulaciones.
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En las figuras 4.11, 4.12 y 4.13 se muestran las medias de los angulos formados por
vg vy el véctor normal de los cuatro métodos considerados variando la dimension d,
correspondientes a los valores de § = 0.2,0.5 y 0.8, respectivamente. En la Figura
4.11 observamus que cuando la dimension crece las medias de los angulos de todos los
métodos tiendefi & un valor cercano a 7/2 = 1.5707. Si se cumpliera el Teorema 3.6.1
para datos con representacion geométrica, para d = (.5 el limite de los dngulos estaria
dado por arc cos(cf(2a? +c*)'/?) = 0.4205 cuando la dimension tiende a infinito, donde
v =1/m+ 1/n = 10,0 = lfmd_,x;%lﬁ = limy_, @ =2yec=1,locual
estd de acuerdo con lo'ebservado en la Figura 4.12. En la Figura 4.13 las medias de los
angulos de todos los métodes tienden a cero. Nuevamente, observemos que el Teorema
3.6.1 sigue valiéndose para este”caso. Notememos que en este caso, al igual que en los
casos anteriores, MD y DWD tiénen también el mejor comportamiento cuando §d = 0.5y
0.8, va que las medias de los angules-son las mas pequenas al incrementar la dimension
de los datos. Para ¢ = 0.2, los dossmejores métodos fueron DWD y SVM.

e —&—MDP

05 L | L L
1 15 2 25 3 35

log, ()

Figura 4.11: Medias de los angulos entre vy = (d°,0,---0)' y el vector normal del hiperplano
separante; & = 0.2, Caso no normal con ¥, no diagonal.

4.3.2. Vector media v; = 31, con 3 > 0

Ahora consideremos el vector media vy = 314 con 8 = 0.5,10. En las figuras 444
4.15 se muestran las medias de los angulos formados por vy v los vectores normalés
de los cuatro métodos considerados variando la dimension d. Si el Teorema_3.6.1 fuera
vélido, los limites de los angulos cuando d — oo serfan arccos m) = 0.7297
v 0.0447 para 3 = 0.5 y 10, respectivamente, lo cual coincide con lo que se observa
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separante; d = 0.5. Caso no norm

Figura 4.12: Medias de los émguh@e Uy = 0,---0) v el vector normal del hiperplano
a onal.

Angulo

1 15 2 25 3 35
log o(d)

S
)\
%

o)

Figura 4.13: Medias de los angulos entre v; = (d°,0,---0) vy el vector normal del hjperp;e@

separante; d = 0.8. Caso no normal con 3, no diagonal.

*
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Angulo

35

Figura 4.14: Medias de los angul Te vy = r el vector normal del hiperplano separante;
3 = 0.5. Caso no normal con ¥; no onal.

Angulo

®
o
| %
(@

Figura 4.15: Medias de los angulos entre vy = 31, v el vector normal del hiperplano separ
3 = 10. Caso no normal con ¥; no diagonal. .
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(g

en las ras 4.14 vy 4.15. Observemos que en ambos casos MD wvuelve a presentar el
mejor cotfs rtamiento, el método DWD es el segundo mejor método y practicamente
coincide ciMD cuando 5 = 10.




Conclusiones

Para realizar la exploracion/de la generalizacion del Teorema 3.6.1, demostrado en [5],
que considera tnicamente dates multivariados Gaussianos con matriz de covarianza
diagonal, en esta tesis se Hicigron simulaciones considerando datos multivariados mas
generales, ya que lo tnico qué”se+pide es que tengan una representacion geométrica
asintotica cuando la dimension tiende a infinito, como la de los datos multivariados
Gaussianos. Con los resultados obtenidos en las simulaciones se concluye que el Teore-
ma 3.6.1 podria generalizarce considerando datos que cumplan la representacion geo-
métrica. Por lo que se tendria para esta clase de datos que, bajo ciertas condiciones, los
métodos MD,; SVM, DWD y MDP _tienen_el-mismo comportamiento asintético cuando
la dimensién crece.

Por otra parte observamos que los métodos MD »DWD tienen el mejor comportamien-
to entre los cuatro métodos, ya que ensCasi todas 1gs casos y escenarios considerados
presentan siempre las menores medias de los angulos, entre sus vectores normales y
la direccién optima. Conforme la dimensién de los dates crece se nota un comporta-
miento muy similar de estos dos métodos en algunos eseenarios. El tercer mejor método
es SVM y el método con el peor comportamiento en casi todes los escenarios es el MDP.

Cabe mencionar que los resultados de las simulaciones que sofi presentados en [4], consi-
derando tnicamente datos multivariados Gaussianos con matriz de-covarianza diagonal
para comprobar los resultados teoricos del Teorema 3.6.1, tienenssimilitud a los que
hemos obtenido en este trabajo. De hecho se observo en las simulaciones que cuando
la distancia entre las clases es cada vez méas grande (caso cuando [vy|d %2 — o) los
cuatro métodos tienden a ser consistentes cuando d — oc, en el sentido”que los dngulos
entre los vectores normales de los hiperplanos separantes de los métodos{y'\la direcciéon
optima tienden a cero; mientras que cuando esta distancia es cada vez més pequeiia
(caso cuando |vg|d—*/? — 0) los cuatro métodos tienden a ser fuertemente iliConsisten-
tes, en el sentido que los angulos mencionados anteriormente tienden a /2. %Cyando
la distancia entre las clases es aproximadamente constante (caso cuando |vg|d =2 g,
con 0 < ¢ < oo) los métodos tienden a ser inconsistentes, en el sentido que los dngulos
convergen a un valor en el intervalo (0, 7/2).
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Apéndice A

Algunas Definiciones y
Demostracienes

A.1. Matriz Toeplitz

La siguiente definicion puede eonsultarse en-{6)|.

Definicién A.1.1 Una matriz Toeplitz A =a; ;| es una matrizd x d, tal que a;; =
Aipr 1, 6 ) =1,...,d—1.

Por ejemplo, para d = 5, la matriz Toeplitz presentata forma

albc d e

fal b c d
A= g [ a b ¢
h g f a b
i h g [ a

Notemos que si la matriz A es simétrica, entonces la matriz "Toéplitz esta determinada
por la primera fila y por ejemplo, para d = 5, se usa la notacion A=\tgeplitz(a,b,c,d, e)
v tiene la forma
a b ¢ d e
b a b ¢ d
A= ¢ b a b ¢
d ¢ b a b
e d c b a

Asi, la matriz Toeplitz X, = toeplitz(1, s,s%,. .., s%71) considerada en la Secciohi.1 es

1 s 52 ... gl

s 1 s s2 .0 gd2

Y, = 52 5 1 5 gi—3
gl-1 gd-2 -3 4 1

67
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A.2. /Matriz positiva definida

A continudein.presentamos algunas definiciones y enunciamos dos criterios (que pueden
ser consultados\por ejemplo en [17], Seccion 4.8, y en [16], Seccion A8) que son utilizados
para demostrarf que X, satisface la condicion (ii) de la representacion geométrica en la
Seccién 4.1.

Definicion A.2.1 Una/matriz A simétrica d x d es positiva (negativa) definida si
o Ao > 0 (o' Aa < 0)gWya € RY, o # 0. La matriz A es llamada no negativa (no
positiva) definida si @ Ao 2 0 (o' Aa < 0), ¥V o € RL

Criterio A.2.1 Sea A = (auq), p.q = 1,2,....d, una matriz simétrica. [-ésimo

menor principal de A es |Bj| Z'det(B;), donde By = (ap,). p,q =1,2,...,1. La matriz
A es positiva definida si y s6los8t_tedos sus menores principales son positivos.
Criterio A.2.2 Una matriz simélpica A es positiva definida (no negativa definida) si

y sdlo st todos sus valores propios softpositivos (no negativos).

A.3. Detalles técnicos

A.3.1. Representacion geométrica’con condicién p-mixing

En este apartado se detalla cémo la copdicién p-wixing es usada para justificar (2.8).

Observemos que para la muestra X'(d) = {X(d), ..., X,{d) }. tenemos que

S { e

E

[ d . d , . 2
- [55 (Romast - 5 (< )] et edegy e ()7
Lk=1 k=1
rod ) d 2
—F (X,-”"} - Xj."}) -3 Va.-rX}"}]
= k=1
[ (4 ) 2 d d .
—E {Z ( x® _ X}k}) } 4 [Z vﬂ.er“}] Sk (X}“ _ X_‘."}) ]
k=1 k=1 k=1
> 2
+4 (Z V(r.'er)
k=1
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Notemos.que la expresion anterior es igual a lo siguiente

iE [(X}"" ~ ”) } +zZE [( ”) (X}” . X}“ﬂ

k=1
d 2
—4 (Z VarX! ))
k=1
4 3 2 2
N [(Xj’“ - x/0) } +2%" Cou [(Xj’“ -xP) (x - x) }
k=1 k<l
2N B [(X}” - X}“ﬂ £ [(Xf” x) } —4 (Z VmX‘”)
k=l
d 1 2 2
-y E [(XI.{H - Xj."}) } +2 ¥ Cov [(X}"} _ Xj."}) ; (Xf” - Xj.“) }
k=1 k<l kLl
+2 Z Corr [(XI-{H — X_.{r-k})2 . (XI-“} — Xj-”)z} \/Vﬂ.?’X}H \/Vﬂ.'f’XI-{n
k<l k=1 >r

d 2
+38 arX.""VarX'"W —4 Tar X e 1
VarX®varx® Vipx *) (A
k=1

k<l

Debido a que los cuartos momentos de laslentradas de<X; estan uniformemente acotadas,
se tiene que existen constantes positivas My, My v Mg tales que

4
E [(X}“ _ XJ‘.“) } < M,
2 2
Cov [(Xj“ _Xj."}) :(Xf” —Xj*‘) } <QY vy

VarX® < My

para todo k, 1 =1,2, ... d, k #1. Asi, la expresion (A.1) es menor'e 1gual a
d

2 2
Sai2| Y |2 3 o [(X;H_X;H) :(xy)_xp)}

k=1 k<l |k—l|<r k<l |k—I|>r

d
—4 (Z Vn.'r'in{H)
k=1

< dM, +2r(d — )M, + 24 == D=

2
Debido a la condicién p-mixing, la expresion (A.2), dividida entre d? se puede hacer
tan pequenia como se quiera tomando r suficientemente grande y posteriormente d

) Map(r) — 4dM2. (AQ)




70 Algunas Definiciones y Demostraciones

suficientemente grande, por lo que

d

2
Z { (Xm .{-k})z -E [(X,-{H - X;H)Z} }] — 0, cuando d — <.

Asi, por la desigualdad de Chebyshev (Teorema 1.4.3), tenemos que

[Zd: { (Xm ”) —E [(ka} - X}H)Z} H =0 (A.3)

en probabilidad cuando d — o7 Loyebtenido en (A.3) junto con la condicién (2.7), nos
implica el resultado en (2.8). En‘efécto

p . . 2
(_lﬂ {Z { (XI_{H _ XJ{.’*})Z =FE [(X}’*} - X__j.“) 2} H -0
k=1
1 d k) 1 € {k} 2
iEkZ(X" ) E; [( J.)}—H)
— =
1 d
==y (a0 -x ) —K VmX“‘) 45 0
7 k=1 1 B

en probabilidad cuando d — oc, como se deseaba mostrar.

A.3.2. Demostracion de que X, de la Secciéon 4.1 es“positiva
definida

Demostraremos por induccioén que todos los menores principales |By|, [ = 1,2, §_3d, son
positivos, donde B; = (oy;), i,7 = 1,2,...,l. Asi, por el Criterio A.2.1, ¥, es positiva
definida.

Para [ = 1, tenemos que |B;| = 1= (1 — s2)% Supongamos que |Bj| = (1 — s%)!-!
Veamos ahora que |Biiq| = (1 — %)L Por pr ()I)l&(.l&[.l&b de los determinantes tenemos
que
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1 5 52 L st
g 1 A ql
52 5 1 S ... N
|B£+1| - . .
siobogh? gl g 5
PN QNS R 1
¢ 2 ¢ -1 gl
S -3 g2
= 1|B£| — S i
9‘1 gl=2 -3 5 1
5 52 2 g1 ¢
1 s Jd-3 g2 -1
+ s2

g 5‘2 SE—Z Si—l SE
M, § SE—‘i SE_Z Si—l

+o (-1 . . .
b£_2 SE—S 5:5 32 g

Notemos que a partir del segundo término/deé la ultima expresion, podemos factorizar
s del primer renglén de la matriz en el detefininante. A partir del tercer término, cada
determinante es igual a cero debido a que la primera y la'Segunda fila de la matriz son

iguales. Asi,
|Bi| = |Bi| = s*|Bl| = |B|(1 = %) = (18,

por la hipotesis de induceion. De esta forma, |B;| = (1 — s%)'~! >0, para toda [ > 1.

A.3.3. Desigualdad (4.1) de la Seccién 4.1

A continuacion justificaremos la desigualdad utilizada en (ii7) de la Séccion 4.1. Dada
0 < s < 1, se tiene que la funcion f(z) = 572 es creciente para valore§ positivos de
z, vaque f(z) =52 +a[-In(s?)s %] = 572 [l —xIn(s?)], y
L 2 2 1
fz)>0e1l—-—2ln(s’) >0 rin(s’) <le x> )’
n(s

Por lo tanto, por las propiedades de las sumas de Riemann es vélida la desigualdad

d d+1
E ks™2F < / rs 2 dr.
k=1 !
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